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Resumo

Neste trabalho foram desenvolvidos alguns métodos iterativos e algoritmos
meta-heuristicos, adaptados de modelos classicos, que solucionam problemas de
programacao nao-linear com parametros fuzzy na funcao objetivo e no conjunto
de restrigoes. Apresentamos aqui uma relagao entre alguns destes métodos itera-
tivos e uma abordagem diferenciada das restricoes de igualdade com parametros
fuzzy. Comprovamos a eficiéncia dos algoritmos propostos comparando os seus
resultados com os encontrados na literatura.

Abstract

In this work we develop some iterative methods and meta-heuristic algorithms
that solve the nonlinear programming problems with uncertainties in the objective
function and in the set of constraints. We derive a relation among some of this
iterative methods and introduce a novel approach to the equality constraints with
uncertainties. Selected examples from the literature are presented to validate the
efficiency of the methods and algorithms addressed.
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ToDpOS NOS TEMOS PROBLEMAS,
POREM, O QUE NOS DIFERENCIA DOS
DEMAIS MORTAIS E COMO IREMOS
SOLUCIONA-LOS.

Anonimo
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Capitulo 1

Introducao

O surgimento da pesquisa operacional (PO) forneceu uma base quantitativa e racional
para as tomadas de decis@ao. A PO é um ramo da ciéncia que tem por finalidade desenvolver
técnicas para otimizar o desempenho de sistemas. Suas aplicacoes encontram-se nas areas
industriais, de negdcios, militares e governamentais, entre outras. O estudo da PO pode
ser dividido em algumas sub-dreas, sendo a programacao mateméatica (PM) uma delas. Essa
tem como meta solucionar problemas que envolvem minimizacao (ou maximizagao) da fungao
objetivo, onde estes podem ser do tipo irrestrito ou restrito. Os problemas de otimizag¢ao com
restrigoes podem ser de trés naturezas diferentes: (i) restrigoes de igualdade; (i7) restri¢oes de
desigualdade e (i7i) restrigoes mistas. Algumas teorias foram desenvolvidas para determinar
uma solucao 6tima para o segundo tipo de problema, como por exemplo as condigoes de
otimalidade de Fritz Jonh (FJ) desenvolvidas em 1948, porém estas teorias se restringiam a
um numero limitado de problemas. O surgimento das condicoes de otimalidade de Karush-
Kunh-Tucker (KKT), desenvolvidas, de forma independente, pelos pesquisadores Karush,
em 1939, e Kunh & Tucker, em 1951, adicionou requisitos as condi¢oes de FJ, descritos em
(BAZARAA, SHERALI & SHETTY 1993, LUENBERGER 1989), permitindo resolver uma
quantidade maior de problemas de programacao matemaética restritos.

Quando definimos problemas de programagcao matemaética classica (PMC), tanto as res-
tricoes quanto o objetivo devem descrever de forma precisa o problema a ser otimizado. Pro-

blemas convencionais sao modelados na forma de PMC se estes tém definicoes mateméticas



breves e claras, da seguinte forma:

min  f(x)
sa g(x)<b
1.1
h(x) =c (1)
x € ()

onde Q C R", g:RFxR" - RFeh:R'x R" — R

Quando um problema apresenta natureza vaga, com elementos de incerteza que podem
ser modelados em termos matematicos, entao a PMC pode ser aplicado com andlises de
sensibilidade, paramétrica, ou estocastica.

Um grande avanco tecnolégico e cientifico se deve a apresentacao da teoria de conjuntos
fuzzy idealizada por L. A. Zadeh, com a publicacao do artigo “Fuzzy Sets” em 1965, veja
(ZADEH 1965), introduzindo conceitos matematicos de natureza vaga e ambigua. O sugir-
mento desta teoria beneficiou o tratamento dos elementos de incerteza encontrados em varias
areas do conhecimento. Assim, essa teoria foi aplicada em diversos ramos das engenharias e
da matemaética, entre outros. Um conjunto fuzzy, descrito por BELLMAN & ZADEH (1970),

pode ser definido como:

Definigao 1.1 Seja X = {x} uma colegao de objetos (pontos) genericamente denotados por

x. Assim, um conjunto fuzzy Aem X éum conjunto de pares ordenados:
A= {(z,pz(x)) tal que = € X},

onde p;(x) € conhecida como FUNGAO DE PERTINENCIA de z em A, p; : X — [0,1] e

X CIR".

A funcado p;(x) determina com que grau um objeto x pertence a um conjunto A. Em
conjuntos cldssicos, apenas duas situagoes para pz(z) sdo permitidas: o elemento pertence
ou nao pertence a um determinado conjunto. Essa particularidade classifica a funcao pz(x)
como funcgao caracteristica. Em conjuntos fuzzy, os elementos pertencem ao conjunto com
um valor real no intervalo [0, 1]. Esse valor é conhecido como GRAU DE PERTINENCIA, onde 0
exprime a completa exclusao do elemento no conjunto, enquanto que o valor 1 a pertinéncia
completa.

Um conjunto fuzzy é definido pela fungao de pertinéncia p 4(x), que estabelece para cada

xr um grau de pertinéncia ao conjunto A, com pj; € [0,1]. Assim, podemos expressar um



conjunto fuzzy como:

€

2 selad

pa(z) = ?_ to, € [a,d] (1.2)
0 caso contrario,

onde a é o valor modal, e ¢ e @ sao os limitantes inferior e superior, respectivamente. A

Figura 1.1 ilustra a funcao de pertinéncia descrita pela equagao acima.

i)

a a a X

Figura 1.1: Funcao de Pertinéncia de p 4(z).

A fungdo de pertinéncia descrita pela Equacao (1.2) e pela Figura 1.1 é conhecida como
Funcao Triangular. Existem outros tipos de fungoes de pertinéncia, que podem ser: Fun-
¢ao Trapezoidal, Funcao Gaussiana, Funcao tipo Exponencial, I'-Funcao e S-Funcao. Essas
funcoes sao apresentadas por PEDRYCZ & GOMIDE (1998).

Além da funcao de pertinéncia ser normalmente utilizada para representar um conjunto

fuzzy, existem outros parametros que podem caracterizar estes conjuntos:

e Suporte (supp(p;)): conjunto de elementos do universo para os quais o grau de perti-

néncia é maior do que zero.
supp(p ;) = {z tal que pz(z) > 0};

e Altura (htg(A)): valor méximo da funcio de pertinéncia, dado por

htg(A) = sup,pz(x);

e Conjunto normal: um conjunto fuzzy A é normal se, e somente se, htg(fl) = 1. Entre-

tanto, se htg(A) < 1, entdo o conjunto é chamado de subnormal;



e Unido: p j,5)(7) = max[ui(z), up(r)], Vo e X CR™
e Interseccao: N(AmB)<$> = minf[p;(x), ug(x)], Ve X CRR™Y
e Conjunto convexo: um conjunto fuzzy A é convexo se
pap(Azs + (1= A)x2)) = Apgan) + (1= A pg(ee),
V 21,29 € supp(pg) e A € [0, 1];

e Conjunto quase-convexo: um conjunto fuzzy A é quase-convexo se

pa(Azy + (1= Nag)) = minfus(x), pp()],
V x1, 29 € supp(pz) € A € [0,1];

e Funcdo convexa: uma fungao fuzzy f(a;x) : F(R™) x S — IF(IR), sendo S C IR"

conjunto convexo nao-vazio, é convexa em X € S se:

F@AR+(1-M)x) SA(&X) + (1 - N)f(ax)

e Fungdo quase-convexa: uma funcao fuzzy f(a;x) : F(IR™) xS — IF(IR), sendo S C IR"

conjunto convexo nao-vazio, é quase-convexa em X € S se:
f@Ax+ (1 - A)x) S maxf(a;x), f(a;x)

e Fungao pseudo-convexa: uma funcao fuzzy f(a;x) : F(IR™)xS — F(IR), sendo S C IR"

conjunto convexo nao-vazio, ¢ pseudoconvexa em X € S se: Vf(a;%)?(x — x) 2 0 para

cada x € S, implica que f(a;x) 2 f(a;X).

e a-corte: o conjunto de a-cortes de um conjunto fuzzy A, denotado por A,, é definido
como:

Ay = {z € supp(p ;) tal que ps(z) > a}, YV ael0,1].

Em 1983, o pesquisador H. J. Zimmermann, vide (ZIMMERMANN 1983), introduziu

incertezas na fungao objetivo e no conjunto de restri¢coes de problemas de programacao linear.

—

min c¢’x
saa Ax <b (1.3)
x €



onde Q CIR", beR"e A e IR"xIR". Osimbolo ~ explicita esta incerteza, que permite um
nivel de aspiragao para a funcao objetivo e algumas violacoes na desigualdade do problema.
O Capitulo 2 descreve como essas incertezas sao tratadas.

Mais tarde, outros pesquisadores inseriram caracteristicas fuzzy nas constantes da fungao
objetivo e/ou nas restrigao, no termo independente das restrigdes e nas varidveis de decisao

do problema. Assim, podemos reescrever o Problema (1.3) de forma totalmente fuzzy:

min ¢'x
sa Ax<b (1.4)
x €

onde QQ C IF(IR"), b € IF(R™), A € IF(R™) x IF(R").

Porém, poucos estudos se intensificaram na area de programacao nao-linear. Nessa area
se destacam os trabalhos de TRAPPEY, LIU & CHANG (1988) e XU (1989), que abordam
problemas com incertezas nas desigualdade do conjunto de restrigoes, e LIU & IWAMURA
(1998a) e LIU & IWAMURA (1998b), que inserem incertezas nas constantes da funcao ob-
jetivo e das fungoes do conjunto de restrigoes.

Neste trabalho utilizamos (KAUFMANN & GUPTA 1984, KLIR & FOLGER 1998, PE-
DRYCZ & GOMIDE 1998) como literatura base na teoria de conjuntos fuzzy. As referéncias
(BAZARAA et al. 1993, CANTAO 2003, FERREIRA 2004, LUENBERGER 1989) contém
informacoes de como tratar problemas de programagao nao-linear e como identificar os cri-
térios de otimalidade apropriados para a resolucao destes problemas classicos ou fuzzy.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: No Capitulo 2 é apresentado um
resumo dos estudos realizados em problemas de programacao nao-linear fuzzy descritos em
(CANTAO 2003, LEE, YANG & MOON 1999, TRAPPEY et al. 1988, XU 1989). O Capitulo
3 descreve métodos adaptados de modelos iterativos classicos que resolvem problemas com
incerteza, tanto nas constantes da funcao objetivo quanto no conjunto de restri¢oes, usando
a derivada como principal dire¢ao étima. As adaptacoes de algoritmos genéticos estao dis-
criminadas no Capitulo 4, as quais solucionam problemas de programacao nao-linear com
incertezas descritos no capitulo anterior. No Capitulo 5 estao os problemas testados nesta
dissertacao, junto com os resultados computacionais dos mesmos e alguns comentarios so-
bre os resultados obtidos. Finalmente, no Capitulo 6 estao expressas as consideragoes finais
sobre o trabalho apresentado nesta dissertagao e alguns pontos interessantes para trabalhos

futuros.



Capitulo 2

Programacao nao-linear fuzzy

Introducao

Este capitulo apresenta métodos iterativos desenvolvidos para solucionar problemas de
programacao nao-linear fuzzy. As caracteristicas fuzzy podem aparecer de vérias formas no
problema, podendo o mesmo ser totalmente fuzzy. Neste trabalho nos aprofundamos em
incertezas introduzidas no conjunto de restricoes, na fungao objetivo ou em ambos os casos
(este ultimo caso serd explanado nos Capitulos 3 e 4).

A Secao 2.1 descreve problemas com incertezas inseridas no conjunto de restrigoes, para
os quais a literatura apresenta dois métodos de resolugao. Em (LEE et al. 1999, TRAPPEY
et al. 1988, XU 1989) estao definidos os métodos mencionados neste paragrafo, entre os quais
existe uma forte relacao demonstrada nesta secao.

A Secao 2.2 apresenta problemas em que os coeficientes da funcgao objetivo sao dados por
nuameros incertos. Neste caso, os problemas de programacao nao-linear podem ser divididos
em IRRESTRITOS e RESTRITOS, e as técnicas de resolucao sao adaptadas dos métodos de

programagcao nao-linear cléssica, desenvolvidos por CANTAO (2003).

2.1 Incertezas no conjunto de restricoes

A Sub-segao 2.1.1 apresenta o primeiro método de programagao nao-linear fuzzy, encon-
trado em (LEE et al. 1999, TRAPPEY et al. 1988), que originou-se do método de progra-
magao linear fuzzy idealizado por ZIMMERMANN (1983).



2.1. Incertezas no conjunto de restri¢oes 7

A Sub-segao 2.1.2 descreve o segundo método, desenvolvido em (XU 1989), o qual utiliza
duas fases para obter a solugao 6tima.

Analisando estes dois métodos foi encontrada uma relacao entre os mesmos, cuja demons-
tracao esta apresentada na Sub-secao 2.1.3. Esta relacdo permite verificar que ambos os

métodos obtém a mesma solucao 6tima.

2.1.1 Programacgao nao-linear fuzzy - Primeiro método

Trataremos aqui do método que transforma um problema de programagao nao-linear fuzzy
(PPNLF) em um Problema de Programacao Nao-Linear Classico (PPNLC). Esse método
transforma a funcao objetivo em uma restricao, e a nova funcao objetivo tenta maximizar
o nivel de compatibilidade no espaco de factibilidade. Este nivel de compatibilidade esta
determinado no intervalo real [0,1], e diante de seu valor saberemos o quanto foram satisfeitas
as restrigoes.

Um problema de programagcao nao-linear com uma funcao objetivo fuzzy e restricoes fuzzy

pode ser escrito genericamente utilizando como base o Problema (1.1), da seguinte forma:

—_—

mn go(x)
S.a gZ(X)Sb“ L= 177m (21)
x>0,

onde min e < representam as caracteristicas fuzzy do problema. A formulagao sem ~ é um

PPNLC. A fungao objetivo com sinal de fuzzy pode ser interpretada como:

onde by é o nivel de aspiracao do decisor. Desta forma, pode-se acrescentar uma variavel t;
que indica o nivel de violacao das restrigdes fuzzy e o nivel de aspiragdo do problema (2.1),
o qual pode ser reescrito na forma:

gj(x) <bj+t;, j=0,....m

x>0

onde t; = [to, ..., t,] representa a violagao da restricao j e T; = [Ty, ..., T),] o valor maximo

de violagao admissivel para restricao j.
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A funcao de pertinéncia p;(g;(x)) representa o grau de satisfacao que a solugao x fornece

para a restrigdo g;(x), que pode ser descrita como:
0, se t; >1T;
t .
1—%, se 0 <t; <Tj

1, se t; <0

No intuito de agregarmos todas as fungoes de pertinéncia j1;, tomamos a intersecgao dessas

fungoes como:
0<t; <T,

onde [ é o simbolo de intersecgao.

Usando a regra de minimizagao para a agregacao de multiplos conjuntos fuzzy, a de-
cisao satisfatoria pode ser estabelecida dentro de cada restricao. Entao, o novo objetivo
consiste em tentar maximizar o grau de satisfacdo de todas as restricoes. Fazendo S =

minogjgm M (gj (X) ) s obtemos

t.
S<1-—-2L
< T

J
T35 < Tj—t;
;5 +t; <Tj.

Logo, o modelo de PPNLF pode ser formulado como um PPNLC:

max S

sa  (a) T;8+t; <17
(b) gi(x)—t; <b; (2.2)
(€ t; <T;

S, x,t;>0, j=0,...,m

Nota-se que a fung¢ao objetivo S e as restrigoes (a) e (c) sao lineares. A restrigao (b) pode

ser linear ou nao-linear.

2.1.2 Programacgao nao-linear fuzzy - Método duas fases

Nesta sub-se¢ao é abordado o conceito do método duas fases, desenvolvido por XU (1989).

Na primeira fase, usa-se o método de niveis de a-cortes, transformando o PPNLF em um
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PPNLC para determinar o conjunto de solugoes para um problema parametrizado. Na se-
gunda fase é aplicado o método de busca nos limites, utilizando o supremo e o infimo do
conjunto de solugoes factiveis da fase anterior, obtendo a solucao étima fuzzy no intervalo de
confianca do espaco factivel.

O método duas fases comeca transformando um Problema fuzzy em um problema cléssico

equivalente, considerando o problema (2.1) como:

—_—

i go(x)
sa () <bitt, i=1...m (23
z >0
Contudo, utilizando uma fungdo de pertinéncia p;(x) : R* — [0,1], Vi = 1,...,m,

teremos diferentes graus de satisfagdo dentro do intervalo unitario [0, 1], da seguinte forma:

bi +Ti) — gilx
wi(x) = ( 7)12 ( ), bi < gi(x) < b +T; (2.4)
0, gi(x) > b, + T;

Para tanto, é preciso parametrizar as restricoes usando os niveis a-cortes propostos na

teoria de conjuntos fuzzy (ZADEH 1965), tal que:
Co = {x|x € R", u.(x) > a}, Va € [0,1]. (2.5)

Depois de realizada a transformacao e os cortes descritos pela Equagao (2.5), faz-se a

interseccao de todas as restricoes com um operador de agregacao, da seguinte forma:
m
pe(x) = Iznzl{l wi(x), Vo € R" (2.6)
Logo, utiliza-se o minimo em (2.6) como operador de agregacao.
Por fim, consegue-se escrever o PPNLF em um PPNLC correspondente. Entretanto,
existem varios valores da nossa funcao objetivo, dependendo do valor parametrizado de «.

Portanto, o Problema (2.3) é reescrito como

—

min  go(x)
s.a gi(x) < b+ Ti(1 - a), (2.7)
a € [0,1] i1=1,...,m
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A solucao do Problema (2.7) resulta em um conjunto de solugbes, uma para cada valor
de « diferente, e assim encerra-se a primeira fase do método.
A segunda fase consiste em fazer a interseccao das funcgoes de pertinéncia da funcao

objetivo com a interseccao de todas as restricoes da fase anterior. Assim,

HD = Mcﬂ/ubc,

onde up, pe, pe : R" — [0, 1].

A decisao 6tima no espaco factivel é obtida com a fungao de pertinéncia

po(x7) = max up(x). (2.8)

Este método de resolugao é proposto por Bellman e Zadeh (BELLMAN & ZADEH 1970).

Pode-se obter da Equagao (2.8) um nivel 6timo a* e o ponto étimo z* tal que

He(xT) = max fig(x), (2.9)

onde C,+ é o nivel a*-corte do conjunto de restricoes fuzzy C.
A solugao fuzzy é dada dentro de um intervalo limitado pelos valores superior e inferior
fornecidos pela fungao pg(x), sendo
m = go(x*(0)) = mingec, go(X)
M = go(x*(1)) = mingec, go(X),
onde, Cy, C sao os niveis de corte para « igual a 0 e 1, respectivamente, do conjunto de
restricoes fuzzy C.
Em alguns problemas de otimizagao fuzzy, para achar minimos de uma fungao objetivo

sujeita a determinadas restricoes, pode-se estabelecer a seguinte funcao:

m
pa(x) = 2.10
< 9o(x) ( )
Claramente, os limites superior e inferior da fungao objetivo sao dados por:
pe =1
I
MG M
Substituindo a Equacao (2.10) na Equagao (2.9), obtemos:
Ho(x) = — min go(x) (2.11)

m xeCa*
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Desta maneira, a metodologia empregada tem capacidade de otimizar um problema fuzzy

pelo método de busca nos limites do conjunto de solugoes factiveis.

2.1.3 Relagao entre os métodos

Nesta sub-secao ¢ apresentada a relacao entre os métodos descritos nas sub-secoes 2.1.1
e 2.1.2. O desenvolvimento da demonstracao abaixo mostra que as solucoes obtidas pelos
métodos acima convergem para uma Unica solu¢ao, mediante um intervalo definido chamado

de nivel de satisfacao.

Lema 2.1 Sejam by, Ty parametros aleatorios do primeiro método, e m, M parametros
obtidos na resolugcao do sequndo método. Entao quando by = m e Ty = M, os limitantes

inferior e superior de o(go(x)) sdo os mesmos de pug(x), Vx.

Prova: Reescrevendo a equacao (2.2), podemos expressar a restricao (a) como t; < T;(1 —
S), ¥j = 0,1,...,m. Assim, substituindo na restricao (b), teremos g;(x) — T;(1 — 5) <
bj = gj(x) <bj+T;(1—S). Desta forma, a restricao (c) fica inoperante, pois o conjunto
de restri¢oes nao depende mais de t;, Vj. Logo, a nova formulacao fica

max S
sa  gi(x) <bj+T;(1-29) (2.12)
S>0, x>0, j=0,1,...,m

Atualizando as fungoes de pertinéncia de cada restricao, temos
( L 9i(x) < b;
)

(b +Tj) — g;(x)
pi(g5(x)) = T

J
0, g;i(x) > bj +Tj

s bj<gj(X)<bj +T]

\

Sendo j =0, by =m, Ty = M, temos

( 17 go(x) S m
to(go(x)) = <m+M]\)4_gO(X), m<go(x) <m+M
0, go(x) > m—+ M

\

Como go(x) = M no caso classico, e este é o maior valor que go(x) pode assumir, Vx > 0,

entao
(m+ M) — go(x)
M

Portanto, no méximo po(go(x)) = 1 e no minimo 1o (go(x)) =

to(go(x)) = , m< go(x) <M

SE
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Teorema 2.1 Sejam as condi¢oes do Lema 2.1 satisfeitas, entao, para ambos os métodos,

no ponto étimo S = g () .

Prova: (1) Se S = 1, temos ming<j<p, itj(g;(x)) = 1. Logo, 3 € R" tal que p;(g;(x)) = 1, Vj.
Se up = 1, temos pg(pc = 1. Assim, pue = 1 e pc = 1, para algum =z € IR". Logo,
wi(gi(x)) =1, Vi, entdo g;(x) =b; = a = 1.

(2) Se S = 0, temos ming<j<p, i£;(g;(x)) = 0. Logo, 3z € R" tal que p;(g;j(x)) = 0, para
algum j. Logo, pelo Lema 2.1, temos 1(go(x)) = 0, se, e somente se, m = 0. Se up = 0,
temos ug (e = 0. Assim, pug = 0 ou pue = 0, para algum = € IR". No primeiro caso
pa = 0, se, e somente se, m = 0. No segundo caso puc = 0 = pu;(g;(x)) = 0, para algum i,
entdo gi(x) = b, + T;(1 —a) = a = 0.

(3) Seja S = A, A € (0,1). Entdo ming<j<n, p(gj(x)) = A. Logo, 3z € IR" tal que
pi(gj(x)) = A, para algum j. Logo, pelo Lema 2.1, temos po(go(x)) = A, se, e somente
se A € [§7,1]. Seja up = A, entdo ug(\pc = A. Assim, ug = A ou puc = A, para

algum = € R". No primeiro caso jug = A, se, e somente se A € [§;,1]. No segundo caso
poe = A = pi(g9:(x)) = A, para algum i, entao
{ gi(x) > b; = a<l
g(x)<bi+T, = a>0
Portanto, S = ug (). ]

Os resultados computacionais usando os conceitos demonstrados nessa sub-secao estao
apresentados na Secao 5.2 do Capitulo 5. Os problemas utilizados para confirmar essa relacao

estao formulados na Segao 5.1 do mesmo capitulo.

2.2 Parametros fuzzy na funcao objetivo

A Sub-secao 2.2.1 apresenta os métodos classicos de problemas de programagao nao-
linear irrestritos adaptados para obtencao da solucao de um PPNLF. Tais métodos foram
desenvolvidos modificando os métodos iterativos cléssicos.

Os métodos adaptados que solucionam problemas de programagao nao-linear restritos
sao apresentados na Sub-secao 2.2.2. Estes métodos também foram desenvolvidos através de

modificacoes realizadas nos métodos iterativos que resolvem problemas classicos.
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Nesta se¢ao, denotamos Q.(z) o conjunto de pontos que pertencem a vizinhanca de z com

raio €, ou seja, Q.(x) = {z tal que ||z — Z|| < ¢,V € R"}.

2.2.1 Programacao nao-linear irrestrita

Um problema de otimizacao irrestrita pode ser formulado da seguinte maneira:

min f(a;x) (2.13)
x € ()
onde f(a;x) : IF(R™)R" — IR e Q C R".

Os métodos de otimizagao irrestrita podem ser divididos em duas classes, 0 UNIDIMEN-
SIONAL e 0 MULTIDIMENSIONAL. Estes métodos podem ser resolvidos usando buscas sem
ou com o uso de derivadas, através dos quais a otimalidade da solugao obtida decorre da
verificacao de condicoes de otimalidade.

A teoria descrita nesta sub-secao apresenta as condicoes de otimalidade para as duas

classes de métodos descritas acima, quando os parametros da funcao objetivo sao ntmeros

fuzzy.
2.2.1.1 Condigoes de otimalidade

As CONDIGOES NECESSARIAS E SUFICIENTES DE OTIMALIDADE foram baseadas em
(BAZARAA et al. 1993, LUENBERGER 1989), as quais foram estendidas para problemas
com parametros fuzzy na funcao objetivo. A comparacao em x serd cldssica, ao passo que
as comparacoes baseadas nas fungoes objetivos serao fuzzy, para as quais serao utilizados os
indices de ordenacao de Yager.

Dado um ponto x € IR", pretendemos caracteriza-los como um ponto de minimo, supondo
que a funcao fuzzy associada seja diferenciavel. O Corolario 2.1 do Teorema 2.2 nos fornece
as CONDIGOES DE PRIMEIRA ORDEM para T ser 6timo local e o Teorema 2.3 as CONDIGOES

DE SEGUNDA ORDEM usando a matriz Hessiana.

Teorema 2.2 (Condicoes Necessarias de Primeira Ordem) Suponha que f(a;X)
F(R™) x R" — F(IR), a € IF(R™) e x € R", seja diferencidvel em X. Se existe um vetor
d € R" tal que Vf(&a;%)'d <0, entdo existe um § > 0 tal que f(a; % + M) < f(a;X) para

cada X € (0,0), onde d € uma DIREGAO DE DESCIDA de f(a;X).



2.2. Parametros fuzzy na funcao objetivo 14

Prova: vide (CANTAO 2003) u

Corolario 2.1 Suponha que f(a;X) : IF(IR™) x R" — F(R), a € F(R™) e X € R", seja

diferencidvel em X. Se X € um minimo local, entdo V f(&;%) ~ 0.
Prova: vide (CANTAO 2003) ]

Teorema 2.3 (Condigoes Necessarias de Segunda Ordem) Suponha que f(a;X)
F(R™) x R" — IF(R), a € F(R™) e X € R", seja duas vezes diferencidvel em X. Se X
¢ um ponto de minimo local, entio Vf(a;X) ~ 0 e V2f(a;Z) € uma matriz semi-definida

positiva com parametros fuzzy.

Prova: vide (CANTAO 2003) m
As condigoes de otimalidade discutidas acima sao condig¢oes necesséarias. Por outro lado,
um ponto satisfazendo estas condi¢oes nao é necessariamente um minimo local. O Teorema

2.4 expressa uma condicao suficiente para um minimo local.

Teorema 2.4 (Condigoes Suficientes de Segunda Ordem) Seja  f(a;X) : IF(IR™) x
R" — IR uma funcdo PSEUDOCONVEXA FUZZY em X. Entdo, X € um ponto de minimo local

se, e somente se, Vf(&;%) ~ 0.

Prova: vide (CANTAO 2003) m

2.2.1.2 Método de busca unidimensional com parametros fuzzy

Apresentamos aqui alguns métodos de minimizacao de fungoes unidimensionais. Estes
métodos estao divididos entre buscas sem o uso de derivadas, tais como busca dicotomica,
secao aurea e Fibonacci, e buscas com o uso de derivadas, tais como bisseccao, Newton, falsa
posicao e interpolacao cubica. Estes métodos sao apresentados por CANTAO (2003) com

todos os detalhes sobre os seus conceitos e explicacoes, e em pseudo-coédigo dos mesmos.

Métodos de busca sem uso de derivadas: Os métodos que nao usam derivadas para
minimizar uma funcao f de uma varidvel sobre um intervalo limitado e fechado resolvem estes
problemas estreitando o intervalo de incerteza. O intervalo de incerteza é definido por [a, b],

com a < b, que contém o ponto étimo da funcao a ser minimizada, o qual é desconhecido.
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No método de busca dicotomica, divide-se o intervalo de incerteza em duas partes iguais.
Centrando no ponto médio, tracamos uma circunferéncia de raio d, o qual determina dois
pontos que, depois de avaliados na func¢ao a ser minimizada geram o novo intervalo de incer-
teza. Este procedimento é realizado enquanto o tamanho do intervalo de incerteza for maior
que a tolerancia determinada.

O método da secao durea utiliza um valor como razao que divide o intervalo de incerteza
em trés partes. Avalia-se os dois pontos calculados acima na funcao a ser minimizada e,
em seguida, é determinado o novo intervalo, em que um dos pontos calculados torna-se um
limitante do novo intervalo e o outro ponto passa a ser um dos divisores deste intervalo de
incerteza, restando entao calcular o outro divisor e avalid-lo. Ao atingir a tolerancia, o ponto
otimo sera o ponto médio do ultimo intervalo de incerteza.

O método de Fibonacci gera uma seqiiéncia, baseada na seqiiéncia de Fibonacci, usando
os limitantes do intervalo. A partir desta seqiiéncia gera-se uma razao pela qual divide-se o
intervalo de incerteza em trés partes. Deste ponto em diante, este método usa os mesmos

conceitos do método da secao durea.

Métodos de busca com uso de derivadas: Os métodos que usam derivadas para mini-
mizar uma funcao unidimensional determinam direcoes que apontam para o ponto 6timo do
problema. Estas direcoes sao determinadas pela avaliagao de um ponto baseada na derivada
primeira da funcao a ser minimizada. Estes métodos podem precisar ou nao do intervalo de
incerteza.

O método de bissecgao divide o intervalo de incerteza em duas partes iguais. Avalia-se
o ponto médio do intervalo baseado na derivada primeira da funcao a ser minimizada, que é
um numero fuzzy. Se o valor “defuzzyficado”, em mddulo, for menor que o critério de parada
definida, o método termina. Caso contrario, o ponto médio transforma-se em limitante do
intervalo, e o método continua enquanto o critério de parada nao for satisfeito ou o tamanho
do intervalo de incerteza for maior que a tolerancia definida.

No método de Newton utiliza-se as derivadas de primeira e segunda ordem da funcgao
com parametros fuzzy a ser minimizada. Este método esta baseado na exploragao de uma
aproximacao quadratica. A motivacao deste método estd em atingir uma regiao em que
a derivada segunda seja definida positiva, fornecendo uma boa convergéncia. Este método

termina quando o médulo da diferenca entre pontos de iteragoes for menor que o critério de
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parada determinado.

O método da falsa posi¢ao usa uma aproximacao quadratica parecida com a usada pelo
método de Newton. A principal diferenca entre estes dois métodos estd na utilizacao da
derivada primeira da funcao, enquanto o método de Newton usa a derivada de segunda
ordem.

No método de interpolagao cibica necessita-se da derivada primeira da funcao e de um
intervalo de incerteza, os quais permitem interpolar uma funcgao cubica fuzzy. Uma ferramenta
importante para acelerar a convergéncia deste método baseia-se numa busca linear, quando

pode ser aplicada a Condigao de Wolfe.

2.2.1.3 Meétodo de busca multidimensional com parametros fuzzy

Os métodos apresentados acima evoluem para os métodos multidimensionais. Estes mé-
todos também sao divididos em buscas sem o uso de derivadas, tal como o método de Ro-
senbrock, e buscas com uso de derivadas, tais como a maxima descida, Newton e gradiente

conjugado. Pode-se encontrar todos os detalhes destes métodos em (CANTAO 2003).

Métodos de busca sem uso de derivadas: O método multidimensional de busca sem o
uso de derivadas apresentado aqui determina um vetor d de direcao de busca, que minimiza
a funcao. Este vetor de direcao é determinado a cada iteracao, quando um novo ponto x é
obtido.

O método de Rosenbrock determina direcoes de busca, os quais sao linearmente inde-
pendentes e ortonormais entre si. Para gerar este vetor de direcoes utiliza-se 0 PROCESSO
DE ORTOGONALIZAGAO DE GRAM-SCHMIDT. Este método realiza buscas lineares a cada

direcao, assim solucionando o problema multidimensional em alguns passos.

Métodos de busca com uso de derivadas: Estes métodos usam a derivada da funcao
para obter a diregdo de busca. A complicacdo extra associada a busca de diregdo fuzzy
estd na propagacao desta caracteristica, o que pode ser controlado com a discretizacao da
direcao antes do cédlculo do ponto da préxima iteracao, aproximando-se do valor 6timo da
funcao objetivo. Discretizando cada elemento da direcao fuzzy em J fatores, determina-se os

extremos deste niimero fuzzy, expresso por intervalos de confianca.
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O método de maxima descida, ou também conhecido como método do gradiente, de-
termina uma direcao de descida fuzzy, que é determinada pelo valor simétrico da derivada
primeira avaliada no ponto da atual iteracao. Considera-se uma direcao de descida quando
o valor da funcao avaliada no ponto atual é menor que o valor calculado no ponto anterior.

O método de Newton para problemas multidimensionais utiliza a mesma teoria dos pro-
blemas unidimensionais. A diferenca existente estda na derivada segunda, que agora é uma
matriz quadrada com a mesma dimensao do problema. Esta matriz gerada pela derivada de
segunda ordem é denominada matriz hessiana. Os elementos da matriz hessiana sao nimeros
fuzzy, o que torna a resolucao do problema instavel, pois nao existem uma definicao concreta
para determinar a inversa de uma matriz com elementos fuzzy.

No método do gradiente conjugado, determina-se a primeira dire¢ao de busca como sendo o
valor da derivada primeira aplicada no ponto inicial. As demais diregoes serao determinadas
usando a equagao desenvolvida por FLETCHER E REEVES, apresentada em (BAZARAA
et al. 1993), gerando assim dire¢oes ortogonais. Sendo as dire¢oes com elementos fuzzy,

necessita-se utilizar a discretizacao expressa acima.

2.2.2 Programacao nao-linear restrita

Considera-se o seguinte problema de programagao nao-linear

min f(a;x

~—

sa  g(x) <0,
h(x) = 0. (2.14)
x € )
f:TF(IR™) x R" — IF(R)
g:R"— R, g:=(g1,92, -, 9r)
h:R" — R, h:= (hy, hy, ..., ),

onde h(x) = 0 e g(x) < 0 sao restrigoes funcionais, e x € €2 é uma restri¢ao de conjunto. Se
x satisfaz todas as restrigdes, entao x é um ponto factivel. Sendo f(a;x) a fungao fuzzy a ser
minimizada, se x* é a solucgao factivel que determina o menor valor de f, entao é denominada

de solucao otima.
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Como na Sub-Secao anterior, apresentamos as condi¢oes de otimalidade e os métodos
desenvolvidos em (CANTAO 2003) para resolver os problemas de programagado nao-linear

restritos.
2.2.2.1 Condigoes de otimalidade

As condigoes de otimalidade para os problemas de programagao nao-linear restritas fuzzy
sao as condigoes classicas de KKT estendidas, apresentados em (BAZARAA et al. 1993,
LUENBERGER 1989).

Em (CANTAO 2003) sao fornecidas defini¢oes essenciais para garantir as CONDIGOES

NECESSARIAS E SUFICIENTES de otimalidade.

Teorema 2.5 (Condicoes Necessarias de Primeira Ordem) Seja X um ponto reqular
para o conjunto de restrigoes do problema (2.14) e suponha que as fun¢oes f(a;X), g;(x),
para i = 1,2,...,k e hj(x), para j = 1,2,...,1 sejam uma vez diferencidveis. Se X € um
ponto de minimo local para o problema (2.14), entdo existem multiplicadores de Lagrange

u=>0 ev, tais que:

VL& R u,v) = V(@R + Y uVg(%)+ Z v;Vh;(X) ~ 0, (2.15a)
el
wigi(X) =0, i=1,2... k (2.15b)

onde I = {i: g;(X) = 0}, o conjunto de restrigoes ativas.

Prova: vide (CANTAO 2003). n

Teorema 2.6 (Condicoes Necessarias de Segunda Ordem)  Suponha que a fung¢do
f(ax) : F(R™) x R" — F(R) e as fungoes ¢g;(x) : R" — R, para i = 1,2,...,k e
hi(x) : R" — IR, para j = 1,2,...,1, sejam duas vezes diferencidveis, e seja X um ponto
reqular de g;(x) e h;(x). Se T é um ponto de minimo local para o problema (2.14), entdo
existem multiplicadores de Lagrange u > 0 e v, tais que as condigoes (2.15) se verificam e a

matriz hessiana com parametros fuzzy

V2L(a;%,u,v) = V2f(a; %) —I—z:uzvzgZ +ZUJV2 X (2.16)
=1
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¢ semi-definida positiva fuzzy no subespaco tangente as restricoes ativas em X.
Logo, d"V2L(a;%,u,v)d 20, Vd € M' = {d # 0 : Vgi(x)d <0, Vi € I,Vh;(x)"d =
0, 7=1,2,...,1}.

Prova: vide (CANTAO 2003). n

Teorema 2.7 (Condigoes suficientes de segunda ordem) Seja X um ponto regqular para
o problema (2.14). Supondo que ezxistam multiplicadores de Lagrange u > 0 e v tais que as
condigoes em (2.15) se wverificam, e a matriz Hessiana com parametros fuzzy (2.16) seja

semi-definida positiva fuzzy. Entdo X € um ponto de minimo local.

Prova: vide (CANTAO 2003). ]

2.2.2.2 Meétodos nao-lineares restritos com parametros fuzzy

Os métodos apresentados por CANTAO (2003) para solucionar problemas desta natu-
reza, sao uma extensdo dos métodos abordados em (BAZARAA et al. 1993, FERREIRA
2004, LUENBERGER 1989). Estes métodos sao os de funcao penalidade e do lagrangeano

aumentado, os quais aproximam problemas restritos por problemas irrestritos.

Método de funcao penalidade: A motivacao do método de funcao penalidade estd em
adicionar o resultado das restri¢oes, obtido da avaliacao do ponto atual do problema, como
uma penalidade na funcao objetivo, transformando o problema restrito em um problema
irrestrito. A fungao penalidade, P(x), tende a direcionar o método a encontrar um ponto
que adicione penalidade nula e um valor de fungdo objetivo minimo. A P(x) é formada
por funcoes continuas satisfazendo as condigoes de otimalidade vistas acima. O nivel de
penalizacao é controlado por um parametro, denotado por p. Quando p — oo, a solucao do
problema irrestrito tende para a solucao do problema restrito, porém o condicionamento do

problema irrestrito piora, a medida que p aumenta.

Método do lagrangeano aumentado: Esse método tem a mesma motivagao que o mé-
todo de funcao penalidade, o qual resolve um problema restrito através de uma seqiiéncia de

problemas irrestritos. A diferenca entre o método de Penalizacao e o método do Lagrangeano
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Aumentado esta na introducao dos multiplicadores de Lagrange, que que permite uma per-
turbagao no termo de penalizacao original. A aposta deste método esta na busca em evitar
o mau condicionamento do nivel de penalizacao.

As definicoes apresentadas nesta secao sao um resumo das teorias demonstradas por CAN-
TAO (2003), nos Capitulos 4 e 5. Os resultados computacionais que confirmam esta teoria
estao no Capitulo 6 desta mesma referéncia.

A contribuicao que esta dissertagao propoe é a uniao das teorias apresentadas neste capi-
tulo em um tnico tipo de problema. Os proximos dois capitulos mostrarao métodos adaptados

baseados nos de otimizagao classicos.



Capitulo 3

Programacao matematica fuzzy

Introducao

A proposta principal desta dissertacao estd na construcao de métodos que solucionem
problemas de programagao matemaéatica com parametros fuzzy na funcao objetivo e no con-
junto de restricoes. Neste capitulo apresentamos trés métodos adaptados, indiretamente, de
modelos desenvolvidos para resolver problemas de programacao matematica classicos. Assim,

o Problema (1.1) seré tratado daqui por diante da seguinte forma:

(3.1)

~Y

onde a representa coeficientes fuzzy do problema a ser otimizado, e < e = representam a

incerteza presente no conjunto de restrigoes.

O sinal de igualdade fuzzy no Problema (3.1) representa um problema, pois, para solu-
cionar problemas com este tipo de restricao, a literatura recomenda o desmembramento em
duas restricoes de desigualdade. Na Secao 3.1 sao apresentados mais detalhes referentes a
este problema computacional, pois com esta implementagao o esfor¢co computacional aumenta
consideravelmente.

Na Secao 3.2 estao apresentados os trés métodos adaptados para solucionar os problemas

de programagao matematica com parametros fuzzy na fungao objetivo e com o conjunto de

restricoes fuzzy.

21
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3.1 Conjunto de restricoes fuzzy

Existem trés tipos de problemas de programagao matemadtica com restrigoes: (a) com
conjunto de restri¢oes de igualdade; (b) com conjunto de restrigdes de desigualdade e (¢) com
conjunto de restricoes mistas. Nos problemas abordados neste trabalho, a natureza fuzzy esta
inserida nos simbolos, ou seja, nos sinais de igualdade e de desigualdade de cada restrigao.

As funcoes de pertinéncia associadas as restrigoes de igualdade sao apresentadas da se-

guinte forma:

()

o — 1T a a+T1 k()

Figura 3.1: Fungao de pertinéncia da restricao de igualdade h;(x) = ¢.

Ja as funcoes de pertinéncia associadas as restrigoes de desigualdade podem ser escritas

de duas formas que estao representadas graficamente nas Figuras 3.2 e 3.3.

()
1 1
b, b + Tr 9k (@) b, — Tk, b, k()
Figura 3.2: Funcao de pertinéncia da res- Figura 3.3: Funcao de pertinéncia da res-
tricao de desigualdade gx(x) < by. tricao de desigualdade gx(x) 2 by.

Os métodos adaptados apresentados no decorrer deste capitulo solucionam somente pro-
blemas com restricoes de desigualdade. Assim, cada restricao de igualdade é re-escrita em
duas restrigoes de desigualdade. Portanto, a Figura 3.1 é dividida nas Figuras 3.2 e 3.3,

com ¢; = by e T} = T). Devido a decomposicao das restrigoes de igualdade, o nimero de
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restrigoes do Problema (3.1) passa a ter m + 2n restri¢oes, onde m é o nimero de restrigoes
de desigualdade do problema original e 2n representa as restricoes de desigualdade geradas

pelas n restrigoes de igualdade.

3.2 Métodos adaptados para programacao matematica
fuzzy

Os métodos apresentados nesta secao sao propostas para solucionar problemas de pro-
gramagao matematica com incertezas, tanto na funcao objetivo quanto no conjunto de res-
trigoes. Estes métodos sao adaptacoes de métodos desenvolvidos para solucionar proble-
mas com incertezas no conjunto de restri¢oes, descritos em (LEE et al. 1999, TRAPPEY
et al. 1988, XU 1989), os quais adaptam métodos cldssicos que resolvem problemas de pro-
gramagcao matematica classica.

Em (ZIMMERMANN 1983), Zimmermann desenvolveu uma adaptagao de métodos clés-
sicos para resolver problemas de programacao linear fuzzy, enquanto (LEE et al. 1999, TRAP-
PEY et al. 1988) expandiram este método para solucionar problemas de programagao nao-
linear fuzzy. Baseando-nos nesta expansao, na Sub-Secao 3.2.1 propomos algumas modifica-
gOes para resolver problemas do tipo descrito em (3.1).

Outro método otimizador de problemas de programacao nao-linear fuzzy foi descrito em
(XU 1989), e na Sub-segdo 3.2.2 é apresentada uma proposta para solucionar problemas
de programacao matematica com parametros fuzzy na funcao objetivo e com incertezas no
conjunto de restrigoes.

A proposta descrita na Sub-secao 3.2.3 refere-se ao acréscimo de um termo de penalizacao
na funcao objetivo. Este método foi baseado na técnica de inserir variaveis auxiliares no

problema original com o intuito de facilitar a resolu¢ao do mesmo.
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3.2.1 Método adaptado de Zimmermann

Um problema de programacao matematica com uma fungao objetivo e restrigoes fuzzy
pode ser escrito genericamente, utilizando como base o Problema (3.1), da seguinte forma:
min  go(d x)
s.aa ¢g(x)Sb;, i=1,....m+2n (3.2)
x € ),

onde a representam os parametros fuzzy na fungao objetivo e < representam as caracteristicas
fuzzy no conjunto de restricao do problema.

A funcao objetivo com parametros fuzzy pode ser interpretada como

IDf (go(a; z)) < IDF(bo)

A transformacao das restricoes com incertezas em restricoes classicas de desigualdade é
feita acrescentando uma varidvel ¢;, com j = 0,1,...,m 4+ 2n, que indica o nivel de violacao

das restrigoes fuzzy; entao, pode-se modificar o problema (3.2) da seguinte forma:

IDf (go(&; x)) < IDf(by) + IDF(f)

gi(x) < b +t;, 1=1,....m+2n

x>0

0 < Df(to) < DF(Tp)

0<t; <T;
onde t; = [Df(to), 1, ..., tmion), com j = 0,1,...,m + 2n, representa a variacio de violagio
da restrigao j, e T; = [IDf(T}), T4, . . ., Trpson] 0 valor maximo de violacio admissivel da
restricao j.

As fungdes de pertinéncia pio(go(a;x)) e p15(gi(x)), com i = 1,...,m+ 2n, estao descritas
abaixo: ~ .
0, se Df(ty) > IDI(Th)

£ s _
1o(go(a,x)) = ¢ 1— ?0 se 0 < DE(fy) < DE(Ty)
0

1, se IDf(ty) <0
07 S€ tz 2 E
L;
1i(gi(x)) = 1_f’ se 0<t; <T;

)

1, se t; <0
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onde cada uma representa o grau de satisfagdo que a solucao x fornece para a restricao j,
com j = 0,1,...,m+ 2n. Contudo, pode-se definir uma funcao de agregacao de todas as

restricoes como

N (wlgx) e

0<j<m+2n x
onde [ ¢ o simbolo de intersec¢ao.
Usando a regra de minimizacao para a interseccao de multiplos conjuntos fuzzy, o mé-
todo tenta encontrar a interseccao satisfatéria das pertinéncias dentro de cada restrigao.
Entao, o método tenta maximizar o grau de todas as restricoes satisfeitas. Fazendo S =

MiNg<j<m-2n f4;(g;(X)), 0 modelo ndo-linear fuzzy pode ser formulado como:

max S
s.aa  (a) Df(go(a;x) —by—Tp* (1 —S5)) <0
(b) gi(x) —b; — T * (1 — DE(S)) <0 (3.3)

Sel0,1], xeq,
To>0, T,>0, i=1,...,m+2n

Nota-se que a restricao (a) é a fungdo objetivo do problema original, e as restrigoes
sumarizadas em (b) representam o conjunto de restrigoes do problema original. O objetivo S
é representado como nimero fuzzy porque a funcao de pertinéncia da funcao objetivo original

fornece um valor fuzzy.

3.2.2 Método adaptado de Xu

O Método Duas Fases comeca transformando um problema fuzzy em um problema classico
equivalente. Entao, podemos escrever o Problema (3.2) como
min  go(4; )
s.a  gi(x)<b;+T;, i=1,...,m+2n (3.4)
x €

Contudo, utilizando uma fungao p;(x) : R™ — [0, 1], descrito na Equagao (2.4), teremos
graus diferentes de satisfacao dentro do intervalo real unitério [0, 1].
Para tanto, precisamos parametrizar as restricoes usando os niveis a-cortes propostos

na teoria de conjuntos fuzzy (ZADEH 1965), apresentados pela Equagao (2.5) no capitulo



3.2. Métodos adaptados para programacao matematica fuzzy 26

anterior, porque, depois de realizadas as transformagoes e os cortes, faz-se uma interseccao
de todas as restricoes com um operador de agregacao, da seguinte forma:
m+2n
po(x) = min p;(x), Vo € R"
Logo, utiliza-se o minimo, em (2.6), como operador de agregacao.
Por fim, consegue-se escrever o problema fuzzy em um problema classico paramétrico.
Contudo, existem varios valores da nossa funcao objetivo, dependendo do valor de a.. Logo,

a Equagao (3.4) é reescrita como

min  go(a;x)
sa gi(x) <b+Ti(1 - a), (3.5)
xeQ, ael0,1], i=1,...,m+2n
A solugao do Problema (3.5) resulta em um conjunto de solugbes, uma para cada valor
de « diferente, e assim termina a primeira fase desse método.
A segunda fase consiste em fazer a interseccao da funcao objetivo com a interseccao de

todas as restrigoes da fase anterior. Assim,

po = pe [\ Hen
onde ip, g, pe F(R™) — [0, 1]

A decisao 6tima no espaco factivel é obtida com a fungao de pertinéncia

wp(X*) = max pp(x). (3.6)

zeR"™

Este método de resolugao é proposto por Bellman e Zadeh (BELLMAN & ZADEH 1970).

A Equagao (3.6), pode fornecer um nivel 6timo a* e o ponto étimo z* tal que

pa(x") = max pg(x), (3.7)

IBGCQ*

onde C,+ é 0 nivel a*-corte do conjunto de restricoes fuzzy C.
A solucao fuzzy é dada dentro de um intervalo limitado pelos valores superior e inferior

fornecidos pela fungao pg(x), sendo

m = go(a;x*(0)) = minkec, go(a; x)

M = go(a;x*(1)) = minkee, go(a;x),
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onde, Cy, C] sao os niveis de corte para « igual a 0 e 1, respectivamente, do conjunto de
restricoes fuzzy C.
Em alguns problemas de otimizacao fuzzy, para achar minimos de uma funcao objetivo

sujeita a determinadas restri¢oes, podemos estabelecer a seguinte funcao:

pe(x) = PREES) (3.8)

Claramente, os limites superior e inferior da funcao objetivo sao dados por

e =1
7 3.9)
L — IDf (ﬁ) . (
He ;i
Substituindo a Equacao (3.8) na Equagao (3.7), obtemos

1
5(x*) = — mi a; 3.10
Ha(x) = min go(a;x) (3.10)
Desta maneira, a metodologia empregada tem capacidade de otimizar um problema fuzzy

pelo método de busca nos limites do conjunto de solugoes factiveis.

3.2.3 Método com penalizacao na funcao objetivo

O terceiro algoritmo adaptado para resolver Problemas de Programacao Nao-Linear com
incertezas na Func¢ao Objetivo e no Conjunto de Restrigoes, descrito no Problema (3.1),

transforma o parametro «, do Problema (3.5), numa varidvel de decisao do problema. Assim,

. - m
min  go(a;x) + ﬁ(l — )
sa  gi(x) = Ty(1—a) < b, (3.11)
xe, acl0l], i=1,...,m+2n.

Sendo a uma variavel de decisao, temos de introduzi-la na funcao objetivo com algum fator
de penalizacao. Este valor de penalizacao foi escolhido mediante o seu uso nas adaptagoes
descritas anteriormente, onde os valores m e M sao adotados, respectivamente, como iguais
a by e Tp.

No préximo capitulo descreveremos dois modelos de algoritmos genéticos para solucionar

problemas de programacao matemaéatica com incertezas na funcao objetivo e no conjunto
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de restri¢oes, formalizados matematicamente em (3.1). Serd apresentado uma forma mais
simplificada de lidar com restri¢coes de igualdade, em comparacao com a forma apresentada

neste Capitulo 3.



Capitulo 4

Meta-heuristica fuzzy

Introducao

O algoritmo genético é um método de busca para problemas de otimizacao baseados no
mecanismo de selegao natural e genética natural, isto é, no principio da evolucao. Estes
algoritmos tém demonstrado sucessos consideraveis fornecendo boas solugoes para muitos
problemas complexos de otimizagao e recebeu bastante atengao durante as ultimas décadas.
A vantagem dos algoritmos genéticos estd em obter, de forma estocdstica, varias solugoes
que permitem uma maior analise do espago de restricoes. Os algoritmos genéticos, incluindo
programas e estratégias evoluciondrias, sdo discutidos em vérios livros, como (GOLDBERG
1989, MICHALEWICZ 1996), e aplicados a uma grande variedade de problemas, tais como
problemas de controle 6timo, de transporte, escalonamento entre outros. As publicacoes de
Liu e Iwamura (LIU & IWAMURA 1998a, LIU & IWAMURA 1998b) serviram de base para
a criacao dos algoritmos expostos aqui, porém eles diferem em alguns aspectos.

Na Secao 4.1 sao mostradas as restricoes e particularidades que os algoritmos genéticos
conseguem resolver. Nesta secao apresenta-se também a forma como se calcula o fitness e
o nivel de satisfacao de cada individuo da populacao. O nivel de satisfacao é usado para
determinar a factibilidade de cada problema.

Na Secao 4.2 sao apresentadas duas versoes de Algoritmos Genéticos para resolver pro-
blemas de programacao nao-linear com incertezas na fungao objetivo e nas restrigoes, mais

os passos utilizados para a construcao destes algoritmos.

29
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4.1 Critérios de decisao

Os algoritmos de otimizacao necessitam de critérios de decisao para a definicao do mo-
mento em que o 6timo do problema é alcancado, isto é, para se encontrar a solucao do
problema que atenda a todos os critério desejados. Estes critérios estao apresentados nesta
secdo de trés formas: (i) satisfagdo do conjunto de restrigoes (factibilidade); (ii) valor de
fitness e (iii) nivel de satisfagao.

Na Sub-secao 4.1.1 sao mostrados os tipos de conjuntos de restri¢oes que os algoritmos
genéticos descritos neste trabalho levam em consideragao. Na Sub-secao 4.1.2 apresenta-se
a forma de calcular o valor do fitness de cada individuo da populacao. Por fim, na Sub-
secao 4.1.3 apresenta-se o calculo do nivel de satisfacao do individuo em relagao ao 6timo do

problema a ser otimizado.

4.1.1 Conjunto de restricoes

Os problemas de programacao matemédtica podem ser divididos em 3 (trés) tipos de
conjuntos de restrigoes, porém os métodos de otimizacao que usam conceitos estocasticos
resolvem somente problemas de programacao matematica com um conjunto de restricoes
de desigualdade, pois o conjunto de restri¢coes de igualdade torna dificil manter a factibili-
dade. Contudo, a condigao fuzzy no conjunto de restricoes permite, aos algoritmos genéticos
descritos neste trabalho, resolver problemas com qualquer tipo de conjunto de restricoes.

A condigao fuzzy acrescentada nas restricoes de igualdade pode ser representada grafi-
camente como na Figura 3.1, enquanto as Figuras 3.2 e 3.3 representam a condicao fuzzy
acrescentada nas duas formas de restrigoes de desigualdade.

A literatura defende a decomposicao de cada restricao de igualdade em duas restrigoes
de desigualdade, como apresentadas nas Figuras 3.2 e 3.3. Assim, o esfor¢co computacional
aumenta proporcionalmente ao aumento do nimero de restri¢coes de igualdade.

A proposta descrita neste trabalho refere-se o uso da func¢ao médulo para facilitar a
implementagao dos algoritmos genéticos. Seja hi(x) = ¢, descrito na Figura 3.1, entao hy(x)—
¢ = 0. Logo, usando a fungao mddulo temos |h(x) —c| S0 = |(x) —c| < T e (1 — a).
Assim, com esta transformagao a Figura 3.1 pode ser representada graficamente como na

Figura 4.1 a seguir.
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()

0 T, hi(x)

Figura 4.1: Funcao de pertinéncia da restricao de igualdade transformada

Logo, transforma-se a restrigao de igualdade numa tnica restrigao de desigualdade, porém
esta nova restricao nao permite um relaxamento da restricao primitiva, isto é, esta restricao
transformada ainda mantém as caracteristicas de uma restricao de igualdade. Porém, o

esforco computacional permanece, praticamente, sem alteracao.

4.1.2 Valor de fitness

A forma de determinar a qualidade de cada individuo da populagao durante toda uma evo-
lugao é chamada de fitness. O fitness pode ser avaliado de vérias formas, porém a mais utili-
zada é o valor da func¢ao objetivo quando calculado para o cromossomo do individuo. A melhor
forma de determinar o tipo de qualidade a ser avaliada no individuo depende da representa-
¢ao estrutural usada no algoritmo genético. Em (GOLDBERG 1989, MICHALEWICZ 1996)
pode-se encontrar outras formas de calcular o fitness.

Neste trabalho, a forma de avaliacao de fitness escolhida foi o valor da funcao objetivo,
pois a representacao estrutural, apresentada na préxima se¢ao, tornou-se propicia a avaliagao
desta qualidade.

Sendo o valor de fitness de cada individuo um numero fuzzy, entao necessita-se encontrar
um nuimero classico que melhor represente a distribuicao do fitness. Existem, na literatura,
alguns métodos de representacao, dos quais alguns podem ser encontrados em (CANTAO

2003, KLIR & FOLGER 1998, LIU & IWAMURA 1998a, PEDRYCZ & GOMIDE 1998).
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O método de representacao escolhido para o valor de fitness foi o primeiro indice de Yager,

também chamado de centro de gravidade ou centro de massa.

4.1.3 Nivel de satisfacao

O uso de nimeros fuzzy no critério de decisao nos fornece um conjunto de solucoes com
uma variedade de valores de pertinéncia. Assim, o método usado para otimizacao pode
encontrar melhores solucoes que as encontradas por métodos classicos, porém com um valor
de pertinéncia baixo demais. O valor de pertinéncia da solugao apresenta 2 (dois) pontos a
serem avaliados: (a) valor de pertinéncia baixo com valor de fitness baixo, portanto, com uma
confiabilidade baixa; (b) valor de pertinéncia alto com um fitness mais elevado, portanto, com
uma confiabilidade alta. A forma de tratar esta situacao é criar um nivel de satisfagao, o qual
aceita solucoes 6timas acima de um determinado valor de pertinéncia. O nivel de satisfacao
pretende criar uma relacao de fitness e confiabilidade.

O nivel minimo de satisfacao aceitavel esta determinado na Secao 3.2.2 do Capitulo 3 deste
trabalho. O célculo deste nivel minimo de satisfagao aceitavel estd na razao entre a solugao
6tima do problema a ser otimizado, na qual as restrigoes estao totalmente violadas, com a
solucao 6tima deste mesmo problema, em que as restrigoes estao totalmente satisfeitas. Esta
razao estd dentro do intervalo aberto (0,1). Sendo as solugoes encontradas nimeros fuzzy,
entao a razao entre as solugoes determinara um outro numero fuzzy. Este procedimento
determina uma relacao fuzzy no qual cada indice de Yager nao forneceu bons resultados.
Portanto, o nimero “defuzzyficado” que representa o valor da razao escolhido neste trabalho

¢ o valor modal da relacao das duas solucoes fuzzy calculadas.

4.2 Algoritmos genéticos adaptados para programacao
matematica fuzzy

Nesta secao serao mostradas duas versoes de algoritmos genéticos. Estes algoritmos foram
desenvolvidos tendo como base uma simulagao fuzzy, descrita em (LIU & IWAMURA 1998a),
baseada em algoritmo genético bésico.

Na Sub-segao 4.2.1 descreve-se um algoritmo genético puro, isto é, este algoritmo usa
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estratégias evolucionarias basicas para obter uma solugao para o problema de programagao
matematica.

Na Sub-secao 4.2.2, um algoritmo genético é descrito usando as estratégias evolucionarias
mencionadas na Sub-se¢ao 4.2.1 e mais um método de busca local. Alguns autores chamam
este algoritmo de "memético”, pois utiliza-se de mecanismos que nao pertencem ao conceito

genético padrao.

4.2.1 Algoritimo genético puro

O algoritmo genético puro utilizado neste trabalho enfatiza somente o uso de estratégias
evolucionarias basicas. Estas estratégias estao centradas no processo de selecao, na operacao
de reproducao e na operacao de mutacao. Ao final desta secao estao sumarizados os passos

de um algoritmo genético puro.

4.2.1.1 Representacao estrutural

No conceito basico de algoritmo genético, cada cromossomo ¢é dividido em genes, os quais
sao representados por elementos binarios, e o tamanho dos cromossomos depende da pre-
cisao requerida. Neste trabalho usamos uma representacao alternativa na qual os genes de
cada cromossomo sao implementados como pontos flutuantes, isto é, elementos reais. Nesta
representacao, cada cromossomo tem o mesmo nimero de genes que a dimensao da variavel
do problema a ser otimizado, e cada cromossomo representa uma solucao deste problema.

%

!) um vetor solu¢do do problema a ser otimizado, onde n é a

Assim, seja V' = (28,25, ... x
dimensao da variavel de decisao, 7 o tamanho da populagao em cada geracao e :1:2 € IR para
cada i e 5. Entao cada individuo da populagao terd cromossomo com a mesma representacao

do V* com n genes.

4.2.1.2 Processo de inicializacao

A geracao de uma populacao inicial depende da dimensao da variavel de decisao do pro-
blema a ser otimizado, pois o tamanho da populacao é feito igual a 10 vezes esta dimensao,
isto é, pop_size = 10 e n. A populagao inicial é gerada de forma aleatéria, na qual o de-
cisor determina um ponto interior, denotado por V°, que respeite todas as restricoes deste

problema. A geracao aleatéria consiste em selecionar uma direcao, b* € IR", de forma rando-
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mica. Em seguida, multiplica-se esta direcao por um nimero positivo, I' € IR, suficientemente
grande. Este numero I' determina o passo que sera dado na direcao aleatoria determinada,
e ele nao é usado somente para o processo de inicializacao, mas também na operacao de
mutacdo. A forma de determinar a populacdo inicial é definir um cromossomo V* como
V04 Ted! ondei=1,2,..., pop_size, se este for factivel para as restricoes de desigualdade
e igualdade. Caso contrario, o valor I' sera atualizado por um nimero aleatério entre 0 e I'
até VY +T" e d’ ser factivel. Na implementacao deste algoritmo, cada posicao do vetor d?,
para cada i, encontra um valor real no intervalo [—1, 1] que pode abranger todas as diregoes
possiveis. O valor de I" torna a ser igual a 0 caso o nimero aleatério encontrado seja menor
que 1074, pois nesta situacao o ponto inicial encontra-se limitrofe a fronteira do conjunto de
solugoes factiveis. Este processo é repetido pop_size vezes e fornece pop_size solucoes iniciais

factiveis V1, V2, .. . Vpop-size,
4.2.1.3 Funcao de avaliacao

A fungao de avaliagao, denotada por eval(V?), com i = 1,2,..., pop_size, é realizada
para determinar a probabilidade da reproducao de cada individuo da populacao, isto é, para
cada cromossomo V*. A possibilidade que um individuo seja selecionado é proporcional ao
seu valor de fitness em relacao aos outros individuo na populacao. Assim, os individuos que
possuirem os melhores fitness terao uma chance maior, usando a selecao da roleta, de serem
selecionados a produzir filhos utilizando a operacao de reprodugao.

Sejam V!, V2 ... VPor-size o5 individuos da populacao na geracao corrente. Um método
interessante é aquele baseado na tentativa de reproduzir os individuos de acordo com a sua
classificagao, segundo o valor objetivo atual. E possivel assumir o uso da relagao ordenada
entre os pop_size individuos da populagao, tal que os pop_size individuos possam ser reorga-
nizados dos melhores para os piores, isto é, do melhor individuo, de acordo com o valor de
fitness, para o pior. Seja um parametro a € (0, 1) num sistema genético dado, entao pode-se
definir uma funcao de avaliacao baseada na ordenacao dos individuos de uma populacao, que

pode ser escrita como:
eval(V') = a(l —a)™ ', i=1,2,...,pop_size.

Como mencionado acima, para ¢ = 1 estd armazenado o melhor individuo, para ¢ =
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pop_size esta o pior individuo, e
pop-_size

Z eval(V?) =~ 1.

7=1
4.2.1.4 Processo de selecao

O processo de selegao é baseado no uso de uma técnica chamada de roleta para selecionar
os individuos da populacao. A roleta é girada pop_size vezes, de forma que, em cada giro,
seleciona-se um tnico individuo para uma populagao auxiliar. As operagoes de reproducao
e de mutacao utilizam-se desta populacao auxiliar para realizar os calculos necessarios, que
contribuem a evolucao da populagao durante o decorrer das geragoes.

A selecao pelo giro da roleta, usada neste processo, pode ser descrita da seguinte forma:
1. Calcular a probabilidade acumulativa ¢; para cada individuo V* da populacao,
q =0,
g = 22:1 eval(V7), i=1,2,..., pop_size;
2. Gerar um numero real aleatério r entre [0, Gpop_sizel;
3. Selecionar o i-ésimo individuo V* (1 <1 < pop_size), tal que, ¢;_1 <1 < q;
4. Repetir os itens 2 e 3 pop_size vezes e obtendo pop_size copias dos individuos.

Assim, é constituida uma populagao auxiliar, com o mesmo tamanho da populacao ori-
ginal, gerada por individuos selecionados de forma aleatéria, em que alguns sao prestigiados

por terem melhor valor de fitness.

4.2.1.5 Operacgao de reprodugao

Na Operacao de Reproducgao define-se um parametro, P,, que determina quantos indivi-
duos sao selecionados para iniciar o processo de geracao de individuos filhos. Este parametro
de reprodugao é um valor real fixado pelo decisor no intervalo aberto de (0,1). O nimero
de individuos que participam da operacao de reprodugao ¢ igual ao nimero inteiro positivo
mais proximo do valor P, e pop_size, de forma que, se este niimero inteiro for impar, entao
o resultado é acrescido de uma unidade. Um valor inteiro par é forcado para que a cada

individuo selecionado para a reproducao possa ser garantido um individuo parceiro. Neste
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trabalho, o valor da probabilidade de reprodugao é fixado em P, = 0.2; entdao, podemos
concluir que o nimero de individuos que sao selecionados para a operagao de reprodugao é

expresso pela seguinte equagao:

P, epop_size = 0.2e (10en) =2en

Logo, o nimero de individuos selecionados, de forma aleatoria para a operagao de repro-
ducao é igual a 2 e n, para qualquer dimensao do problema a ser otimizado.

A forma mecanica usada no operador de reproducao é a variacao linear entre dois pontos,
os quais sao os individuos selecionados para serem os pais. Em primeiro lugar, gera-se um
numero aleatério ¢ dentro do intervalo aberto (0, 1), depois opera-se com os dois individuos

pais, P, e P, que fornecerao dois filhos F; e F5 da seguinte forma:

Filholzc.Pai1+(1—0)0P2 € FilhOgZ(l—C).P1+C.P2

Se a regiao factivel é um conjunto convexo, entao ambos os individuos filhos sao factiveis
se os individuos pais também o forem. Contudo, na maioria dos problemas de programacao
matemadtica, a regiao factivel nao é necessariamente convexa ou ¢ dificil de verificar a sua
convexidade. A solucao para este conflito é checar a factibildade de cada individuo filho. Se
ambos os individuos filho forem factiveis, entao os mesmos substituirao os individuos pai.
Caso contrario, tenta-se factibilizar o individuo filho infactivel, pois refaz-se o operador de
reproducao com uma nova geracao de um nimero aleatorio ¢ até encontrar um cromossomo
factivel ou termina-se com um nimero pré-definido de ciclos. Neste caso, os individuos pai

sao mudados somente se os individuos filho forem factiveis.

4.2.1.6 Operacao de mutacao

Um parametro P, foi definido com o intuito de determinar quantos individuos sao seleci-
onados para iniciar a operacao de mutacao, que introduz na solucao vigente uma perturbacgao
que é suposto influenciar na diversificagao de busca da regiao factivel. O nimero de indivi-
duos que sao selecionados ¢ igual ao niimero inteiro mais proximo de P, e pop_size. Este
valor P, é escolhido dentro do intervalo real aberto (0,1), no qual o decisor determina o

seu valor. Neste trabalho, o valor da probabilidade de mutacao é fixado em P,, = 0.1; entao,
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pode-se concluir que o nimero de individuos que ¢é selecionado para a operacao de mutacgao

é expresso pela seguinte equacao:

P, epop_size = 0.1e (10en) =n

Logo, o ntimero de individuos selecionados para a operacao de mutacao ¢ igual a n, para
qualquer dimensao do problema a ser otimizado.

Para cada individuo selecionado, V, a operagao é realizada escolhendo uma direcao d €
IR"™ por meio aleatério. Se V + " e d nao for factivel para as restrigoes do problema, entao o
valor I' é atualizado por um numero aleatério entre 0 e I', até que a operagao anterior seja
factivel, onde I' é um niimero positivo suficientemente grande definido no item processo de
inicializagao. Caso o processo nao encontre uma solucao factivel para valor de I' < 1074,

entao define-se I' = 0.

4.2.1.7 Procedimento do algoritmo genético puro

Depois da selegao, reproducao e mutacao, a nova populagao é modificada para a préxima
geracao. O algoritmo genético termina quando atingir um nimero pré-definido de repetigoes
destes passos. Pode-se descrever cada passo deste algoritmo genético idealizado para resol-
ver problemas de programacao matematica com parametros fuzzy na funcao objetivo e no

conjunto de restri¢oes da seguinte forma:

Algoritmo 4.2.1: Algoritmo Genético Puro

Entrada: Introduzir parametros pop_size, P, e P,,.

Saida: Retornar o melhor individuo como solugao do problema.

Passo 1 = Inicializar pop_size individuos;

Passo 2 = Checar a factibilidade dos individuos e calcular os seus fitness;
Passo 3 = Ordenar a populacao, calcular a funcao de avaliagao;

Passo 4 = Realizar o processo de selecao;

Passo 5 = Aplicar a operacao de reproducao e checar a factibilidade dos filhos;
Passo 6 = Utilizar a operacao de mutacao e checar a factibilidade dos mutantes;
Passo 7 = Selecionar os individuos que passaram para a proxima geragao;
Passo 8 = Calcular o fitness de cada individuo;

Passo 9 = Repetir os passos P3 a P7 por um numero pré-definido de geragoes.
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4.2.2 Algoritimo genético com busca local

O algoritmo genético descrito abaixo apresenta uma estratégia chamada de "operagao de
busca local”. A implementacao de um algoritmo genético com a estratégia da operacao de
busca local é chamada, por alguns autores, de ALGORITMO MEMETICO. A operacao de busca
local é baseada no METODO DE MAXIMA DESCIDA. Ao final desta secao estao sumarizados

0S passos necessarios para concluir um algoritmo genético com busca local.

4.2.2.1 Operacgao de busca local

Esta operacao de busca local tem por finalidade realizar uma busca na vizinhanca e tentar
encontrar solucao melhor que a atual. Assim, usa-se essa estratégia em alguns individuos com
a intencao de evoluir a populacao em numero de geragoes menor. Alguns cuidados devem ser
tomados com a estratégia de busca local, pois quando aplicada em toda a populacao, gera-se

dois problemas:
1. esforco computacional mais elevado;
2. convergéncia prematura para um minimo local (principalmente).

A operacao de busca local baseia-se no método de maxima descida, usado para otimizar
problemas de programacao matematica irrestritos. Algumas mudancas foram feitas para
atender as necessidades deste algoritmo genético. A principal mudanca realizada no método
de maxima descida, descrito em (CANTAO 2003), estd na retirada do critério de parada.

Assim, o célculo do passo pode ser feito de duas formas:
A\p = argminysg f(&;x + Ad) + pen * S max[0, g(x + A\d)]

A = argminy~o f(a;x + Ad) — bar * ZZR:O In[—g(x + Ad)]

Esta estratégia define somente uma direcao de descida, pois, com o decorrer das geragoes,
essa direcao tende a convergir para a solucao étima do problema a ser otimizado. A garantia
de fornecer o melhor passo na direcao definida esta em avaliar a funcao objetivo acrescida do
somatorio do valor de todas as restrigoes infactiveis. Este procedimento foi idealizado com
base nos métodos de penalidade e de barreira, porém nao é resolvido nenhum destes métodos

na estratégia de busca local.
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4.2.2.2 Procedimento do algoritmo genético com busca local

Depois da sele¢ao, reproducao e mutacao, a nova populagao é modificada para a préxima
geracao. O algoritmo genérico termina quando atingir um nimero pré-definido de repetigoes
destes passos. Pode-se descrever cada passo deste algoritmo genético idealizado para resol-
ver problemas de programacao matematica com parametros fuzzy na funcao objetivo e no

conjunto de restri¢oes da seguinte formas:

Algoritmo 4.2.2: Algoritmo Genético com Busca Local

Entrada: Introduzir parametros pop_size, P, e P,,.

Saida: Retornar o melhor individuo como solugao do problema.

Passo 1 = Inicializar pop_size individuos;

Passo 2 = Checar a factibilidade dos individuos e calcular o seus fitness;

Passo 3 = Ordenar a populacao, calcular a funcao de avaliagao;

Passo 4 = Realizar o processo de selecao;

Passo 5 = Aplicar a operacao de reproducao e checar a factibilidade dos filhos;
Passo 6 = Utilizar a operagao de mutagao e checar a factibilidade dos mutantes;
Passo 7 = Usar a operacao de busca local e checar a factibilidade dos modificados;
Passo 8 = Selecionar os individuos que passaram para a préxima geracao;

Passo 9 = Calcular o fitness de cada individuo;

Passo 10 = Repetir os passos P3 a P8 por um niumero pré-definido de geragoes.

Mostramos, neste capitulo, todas as estratégias utilizadas para a construgao de dois al-
goritmos genéticos para solucionar problemas de programacao matematica com parametros
fuzzy na funcao objetivo e com incertezas no conjunto de restricoes. No proximo capitulo sao

apresentados os resultados computacionais referentes a execugao destes algoritmos genéticos.



Capitulo 5

Resultados Numéricos

Introducao

Neste capitulo estao alguns problemas utilizados para verificar a eficiéncia da teoria de-
monstrada nos Capitulos 2, 3 e 4. Os problemas foram divididos em duas categorias, as quais
representam as diferentes abordagens realizadas na primeira se¢ao do Capitulo 2, em que as
incertezas encontram-se no conjunto de restricoes, e nos Capitulos 3 e 4, em que as incertezas
aparecem tanto na funcao objetivo quanto no conjunto de restrigoes.

A primeira secao deste capitulo mostra a formulacao dos problemas. Esta formulacao
dos problemas referentes a primeira secao do Capitulo 2 trata de trés problemas que podem
ocorrer em ambientes da vida real. Os problemas usados para avaliar a teoria dos Capitulos
3 e 4 sao formulagoes hipotéticas, porém suficientes para validar o estudo realizado.

Os resultados computacionais, junto com uma breve analise, estao apresentados na Secao
5.2. A anadlise dos resultados confronta a solucao determinada por métodos classicos com a
solugao encontrada por métodos adaptados para solucionar problemas com incerteza.

A implementacao da metodologia apresentada na Secao 2.1 foi desenvolvida utilizando o
programa MATLAB® 6.1, mais especificamente, a funcao fmincon do ToolBox Optimization,
para problemas de programagao restrita, enquanto a implementacao dos métodos iterativos e
dos algoritmos genéticos foram desenvolvido em C++. A méquina que usamos para simular

todos os casos foi um Pentium 4, 2.53GHz, com 512Mb de memaria RAM.

40
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5.1 Formulacao dos problemas

Uma formulacao matematica tenta representar, através de funcoes, as relagoes existentes
em um problema especifico, o qual pode representar um caso real ou hipotético. As formu-
lagoes apresentadas na Sub-Secao 5.1.1 representam problemas reais, enquanto os problemas

da Sub-Secao 5.1.2 sao formulacoes de casos hipotéticos.

5.1.1 Incertezas no conjunto de restricoes

Apresentamos nesta sub-secao trés problemas de programacao nao-linear com incertezas

no conjunto de restrigoes. Estes problemas foram retirados de (AL-AHMARI 2001, XU 1989).

5.1.1.1 Problema 1: Suporte de teto com trés barras

A estrutura de trés barras, da Figura a seguir, é um problema de suporte comum usado por
alguns pesquisadores na literatura para demonstrar a aplicacao do desempenho do algoritmo

desenvolvido por eles.

N Hoooo Hoo.
Ty T H
P P
(condicao I) (condigao IT)

Figura 5.1: Suporte de Teto com Trés Barras

Seja P = 2000kgf, H = 100cm, e a densidade vy = 0.01kgf/cm?. Os limites e tolerancias

admissiveis de varias varidveis fisicas sao dadas na Tabela 5.1 a seguir.

o' = 2000 kfg/em? | of = —1500 kfg/em® | u* =12 cm Al = 0.1 cm?

T8 =400 kfg/em? | TL =300 kfg/em?® | T¢ = 2210 oy | T4 = 0.02 cm?

Tabela 5.1: Valores dos limites e tolerancias para as restrigoes
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O o representa a forca, u é o deslocamento vertical do né, E representa o médulo eléstico,
A é a area de seccao transversal e T representa a tolerancia de cada variavel.
O problema de otimizacao fuzzy do suporte de teto com trés barras pode ser formulado

da seguinte forma:
min W = H(2vv2z; + y12) (5.1a)

sa 2000(v201 4 22) < 2000 (5.1b)

V212 + 21175

2000V (5.1¢)
\/5{131 + 22179

—200025
—— > —1500 5.1d
ﬂx% + 21129 ( )

5 5
2x 10 <£

1
T1,T2 1_0 (51f)

Neste problema, as varidaveis de decisao também sao fuzzy. Portanto, estas varidveis

necessitam de niveis de tolerancias.
5.1.1.2 Problema 2: Anteparo ondulado

O segundo problema refere-se a um anteparo ondulado de casco de navio.

Plataforma

Grades

Horizontais

Fundo

Figura 5.2: Visao lateral do anteparo ondulado

A Figura 5.2 mostra um anteparo transversal verticalmente ondulado para um tanque

de 65.000 dwt com uma visao frontal, que estda construido de acordo com as regras das
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X1

L3

Ty L5

X2

Figura 5.3: Especificacao das variaveis do anteparo ondulado

especificacoes relevantes ao projeto de navios. Os dados do projeto sao: largura do anteparo
B = 21.12m, altura do painel inferior H = 4.5m, e densidade 7.85 x 1073¢/mm — m?. As
posigoes das colunas horizontais e a largura do casco sao fixadas de modo que a forma da
corrugacao dependa do painel inferior.

As varidveis do projeto, apresentadas na Figura 5.3, sdo: x; = largura do aro (mm); xs
= semi-largura da corrugagao (mm); 3 = comprimento da armagao (mm); x4 = espessura
da placa no painel inferior (mm); e x5 = profundidade da corrugagao (mm).

A fungao objetivo examina o peso do painel inferior e esta sujeita a 6 (seis) restrigdes
fuzzy no médulo da secgao (5.2b), o momento de inércia (5.2¢), a espessura minima da chapa
do painel inferior (5.2d, 5.2e e 5.2f), uma restrigdo geométrica (5.2g) e uma restrigao clssica
que relaciona as dimensoes da se¢ao de corrugagao (5.2h).

Logo, o problema de otimizacao fuzzy do casco ondulado pode ser formulado como segue:

min W = 0.746064(z; + x3) 747" (5.2a)
s.a x5x4(3Ty + 23)Ty "t > 18871.4 (5.2b)

T524(371 + 23) (25 + 214) 25 " > 540408 (5.2¢)
24 — 0.017297z, > 2.5 (5.2d)

24 — 0.01729725 > 2.5 (5.2)

74 —5.52> 6.5 (5.2f)
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arcsen(zsry ) > 40° (5.2g)

22 <23 — (19 — x1)? (5.2h)
T1,T2,T3,Ty4,Ts Z 0

Os niveis maximos de tolerancia admissiveis para as restrigoes, 5.2b a 5.2g, do Problema

(5.2) estao apresentados, respectivamente, na Tabela 5.2.

L T [ Tp [T [Ty [T5| T |
| 3774.28 [ 108081.6 | 0.5 | 0.5 | 1.3 [ 0.14 |

Tabela 5.2: Niveis de tolerancia para as restricoes

5.1.1.3 Problema 3: Modelo de processo industrial

O terceiro problema refere-se a um modelo de processo industrial para otimizar os parame-
tros e subdivisoes da profundidade de corte de uma industria de manufatura. Um problema
de otimizacao tipico de uma operacao de maquinas compreende um ou multiplos objetivos

economicos com varias restricoes. O objetivo econoémico pode incluir:
(1) taxa de produc¢ao méaxima ou tempo de produgdo minima;

(2) custo de produgao minima;

(3) taxa de lucro maximo.

Nos artigos (AL-AHMARI 2001, LEE et al. 1999, TRAPPEY et al. 1988), o objetivo é
minimizar o custo total de produgao, sujeito a restri¢oes paramétrica (velocidade de rotagao,
alimentacao e profundidade do corte) e operacionais (rugosidade da superficie, forga do corte
e poténcia da maquina). No auxilio a formulagdo do problema, descrevemos na Tabela 5.3 a
notagao que é utilizada.

A formulacao deste problema, usando o custo minimo da producao total como critério de

otimizacao, pode ser:

min U:A2+A1fs(%_1)d££) _|_Zi=1 AQ“‘Alf(i%_l)dSi%) —{-k‘otp (53&)

nor T
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Constantes;

Constante da vida til da ferramenta de Taylor;

Profundidade do corte para finalizacao (mm);

Minima profundidade do corte permissivel (mm);

Miéxima profundidade do corte permissivel (mm);

Profundidade do corte do i-ésimo passo da rugosidade (rough pass) (mm);
Profundidade total do metal para ser removido (mm);

Alimentagao para finalizar (mmpr);

Alimentagao para o i-ésimo passo da rugosidade (mmpr);

Minima alimentagao permissivel (mmpr);

Maéxima alimentagao permissivel (mmpr);

Maxima forga de corte (kgf);

Constantes que pertencem ao transporte da ferramenta e tempo de aproxi-
macao/parte;

Custo superior ($/min);

Constante na equacao de forca do corte;

Custo de uma borda de corte ($/cutting edge);

Comprimento da pega de trabalho (workpiece) (mm);

Nimero 6timo de passos da rugosidade;

Expoentes de velocidade, alimentacao e profundidade do corte na equagao
da vida 1util da ferramenta;

Poténcia méxima de corte disponivel (hp);

Raio frontal da ferramenta de corte (mm);

Altura pico-vale da superficie dspera para a passagem final (um);

Altura pico-vale da superficie dspera para o passo de rugosidade (um);
Tempo requerido para mudar a ferramenta (min);

Tempo de preparacao (min/piece);

Intervalo fixo de tempo apds o qual parte da ferramenta é trocada (min);
Custo total da produgao por unidade ($/piece);

Velocidade minima de corte (mpm);

Velocidade méxima de corte (mpm);

Expoentes de alimentacao e profundidade do corte na equagao da poténcia
de corte;

Eficiéncia do poder de corte da ferramenta.

Tabela 5.3: Descricao detalhada dos dados do problema 5.3
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onde
1
WDL]CO Ts P ]{Zt Ts
A= — 1| |T. — = =2
1 1000Tp |:CO:| |i s + C <t6 + k’o):| AQ ko (hlL + hg) Tp C
Sujeito as seguintes restrigoes:
(1) Velocidade minima
ay (r (%) ay (r (%)
£l > 1Py (5.30)
T£5)vmaz T, 5)vmaz
(2) Velocidade méxima
q r (%) 4 L (1%)
fs(p)dgp) 5 (C;O) fr<ip)d7(~ip) S/ Cl'o (53C)
T, P vomin Tp< )Umm
(3) Alimentagao e superficie minima
(4) Alimentacao e superficie maxima
fs < min(frnae, VSRR maz) fri S min(frnaz, VSRR,) (5.3e)
(5) Forga de corte
k;lfﬂd/l maa: kl.ﬁ;dﬁfz ~ maac (53f)
(6) Poténcia do corte
1 1
AR gl ) f08) (5.38)
k1Co? klco(ﬁ)
(7)Profundidade do corte minimo
(8)Profundidade do corte maximo
ds 5 dmar dm’ 5, dmaw (531)
(9)Profundidade total
dy=dy+ 30 d,g (5.3§)
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D =50 mm p=>5 (=1 hy =7x107*
d; = 60 mm q=1.75 pw=0.75 hy = 0.3
Amin = 1.0 mm r=20.75 v =0.95 Cy =6 x 10!
Apaz = 3.0 mm ko = $0.5/min Pz =5 kW Frae = 200 kg f
fmin = 0.1 mm/rev ki = 108 R=12mm Tonin = 25 min
fmaz = 0.9 mm/rev ky = $2.5/cutting edge . = 100 um Tz = 45 min
Umin = D m/min t, = 0.75 min/piece Roaz = 10 um T, = 25 min
Vmaz = 500 m/min te = 1.5 mm/edge L = 300 mm
Restricoes | Tolerancias || Restricoes | Tolerancias

53b | T,| 4 53t |15 ] 10

5.3c¢ T, 200 5.3¢g T 4

5.3d T 0 5.3h 17 0

5.3e Ty 1 5.31 Ty 0

Tabela 5.4: Niveis maximos de tolerancia

Os dados do problema sao os seguintes:

As especificagoes da violagao méaxima de tolerancia das incertezas de cada restrigao deste
exemplo estao sumarizadas na Tabela 5.4.

As idéias para a formulacao dos dados de incerteza deste exemplo numéricos podem ser

encontradas em (LEE et al. 1999, TRAPPEY et al. 1988).

5.1.2 Incertezas na funcao objetivo e no conjunto de restricoes

Nesta sub-segao apresentamos 6 (seis) problemas de programagao matematica, dos quais
trés pertencem ao conjunto dos problemas com restricoes somente de desigualdade, um ao
grupo com restricao somente de igualdade e os demais sao com restricoes de igualdade e de
desigualdade, isto é, restricoes mistas.

Nestes problemas as incertezas nos dados foram inseridas nas constantes da fungao ob-
jetivo com uma variacdo de 10% em torno do valor modal, por exemplo, o nimero 2 pode
variar em 0.2 unidades para mais e/ou para menos. A solucao étima dos problemas, expostos

aqui, sem inserir incertezas em seus dados estdo apresentados nas colunas X7 e f(x7).

5.1.2.1 Problemas com restricoes de desigualdade

Os problemas com restricoes de desigualdade, descritos na Tabela 5.5, foram retirados de

SCHITTKOWSKI (1987).
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5.1.2.2 Problemas com restricoes de igualdade

O problema com restricao de igualdade, mostrado na Tabela 5.6, foi retirado da referéncia

(BAZARAA et al. 1993).

5.1.2.3 Problemas com restricoes de igualdade e desigualdade

Os problemas com conjunto de restricoes mistas, apresentados na Tabela 5.7 estao refe-

renciados em HIMMELBLAU (1972).

5.2 Resultados e analise

As solugoes dos problemas descritos nas Tabelas 5.5, 5.6 e 5.7 estao apresentados nesta
se¢do, em que os mesmos serao resolvidos pelos métodos adaptados do Capitulo 3 e dos
algoritmos genéticos desenvolvidos no Capitulo 4, que estao vinculados a uma breve analise
dos mesmos. De acordo com a discussao feita no Capitulo 4, podemos comparar os resultados
dos algoritmos adaptados, desenvolvidos neste trabalho, com os resultados obtidos pelos

métodos classicos sem a inser¢ao dos parametros fuzzy.

5.2.1 Incertezas no conjunto de restrigoes

Nesta sub-secao estao discriminados os resultados dos problemas reais de programacao

matematica descritos na Sub-segao 5.1.1, resolvidos utilizando os métodos apresentados no

. Variagao o T . ~ Solugao cléssica
Prob. f(a;x) Fuzzy Tinicial Restrigoes Violagao =7 | T
52 2 T (x):x% 29 <0 T, = 0.35 T
PGl | (z1 —2)2 + (22— 1) 10% [0.5,0.5] o2(2) — 23— 1 S0 To — 035 [1,1] 1
g1(:1:)—x27x172<0 i =1.0
2. .2 7 i 7| g2@) =2} -224+150 | Tb=05 T
PG2 22 423 — 4y 44 10% [1.0,2.5] o) = 2 <0 e — 0.0 [0.5536, 1.306] 3.79894
ga(z) = —x22 <0 Ty =0.0
i . 1.0, g1(xz) =1—z122 SO Ty =05
PG3 927 + 22 + 922 10% 1.0, g2(z) = =22 <0 Ty = 0.0 [0.5774,1.732, 6
1.0]7 g3(x) =23 <0 T3=0.0 | —0.2x107°%T
Tabela 5.5: Problemas com restricoes somente de desigualdade
. Variacao o . . ~ Solucao classica
Prob. f(a;x) Fuzzy Tinicial Restrigoes Violagao <7 | FET)
PHI [ (21 —2%+ (@1 —222)2 [ 10% [ [0.0,0.007 | hi(z) =22 —21 =0 [ TL =0.5 | [0.94611,0.89344]7 [ 1.9433 |

Tabela 5.6: Problema com restricao somente de igualdade



5.2. Resultados e analise 49

Variacao Solucao classica

Prob. fa;x) Fuzzy Tinicial Restrigoes Violagao <7 | 7T
h1(x):x%+x%+x§725%0 T =25
1000 — 22 — 223 [3.0, ha(z) = 8x1 + 1dxe + 723 — 56 =20 | T, =5.6 | [3.512,
PM1 —:c% — T1T2 — T1T3 10% 0.3, gi(x) =—x1 <0 T3 =0.0 0.217, 961.715
4.0]" g2(z) = —22 <0 Ty =00 | 35527
g3(x) = —x3 <0 Ts = 0.0
Y Y 0.0, hi(z) =21 — 202 1120 Ti =05 | [0.823,
PM2 1 (@1 =2)7 + (22 = 1) 10% 0.5]7 gi(z) =a2/4—a2? —1<0 Tp—05 | 0017 | 139

Tabela 5.7: Problemas com restricoes de igualdade e desigualdade

Capitulo 2. Junto aos resultados estd uma andlise que confronta a solucao dos métodos
descritos no Capitulo 2, que resolvem problemas com incertezas somente no conjunto de

restrigoes, com a solucao dos problemas sem relaxar nenhuma das restricoes.

5.2.1.1 Problema 1: Suporte de teto com trés barras

Na Tabela 5.8 sao apresentadas as solugoes para os diferentes valores de by, utilizando
o método da Secao 2.1.1. A analise mais superficial que podemos estabelecer refere-se a
seqiiéncia crescente dos valores de by, em que os valores da funcao objetivo, referente a um
unico by, também formam uma seqiiéncia crescente. Outro ponto importante é o nimero
de iteracoes das simulacoes nas quais obteve-se o menor nimero quando by = Ty, isto é, a
solugao otima do problema nao-linear classico. O tempo de processamento para cada valor

de by foi em média 0.04 segundos.

[ by [ 210 | 220 | 230 [23570 ] 240 | 250 | 2.60 | 270 | 2.80 [ 2.8284 |

S 0.7839 | 0.8137 | 0.8435 | 0.8605 | 0.8733 | 0.9029 | 0.9325 | 0.9621 | 0.9916 | 1.0000
X1 0.6390 | 0.6427 | 0.6464 | 0.6486 | 0.6502 | 0.6540 | 0.6578 | 0.6617 | 0.6656 | 0.6667
X2 0.9037 | 0.9089 | 0.9142 | 0.9172 | 0.9195 | 0.9249 | 0.9303 | 0.9357 | 0.9412 | 0.9428

| FunObj | 2.7112 | 2.7268 | 2.7426 [ 2.7516 | 2.7585 | 2.7746 | 2.7908 | 2.8072 | 2.8237 [ 2.8284 |
[ Ttee. | 6 | 6 [ 6 [ 6 [ 6 [ 5 [ 5 [ 5 [ 5 [ 5 |

Tabela 5.8: Resultados da implementagao do método da Segao 2.1.1

A Tabela 5.9 apresenta o resultado da parametrizacao do «, que nos fornece os limitantes
inferior, m = 2.3570, e superior, M = 2.8284, do problema quando fazemos « iguais a 0 (zero)
e 1 (um), respectivamente, concluindo, desta forma, a primeira fase do método da Segao 2.1.2.
O processamento da primeira fase desse método durou 0.35 segundos. Logo, encontramos um
conjunto de solugoes factiveis que sera utilizada na segunda fase para determinar a solucao
do problema, que é apresentada na Tabela 5.10. Contudo, neste exemplo (5.1) temos como
avaliacao do valor da funcao objetivo, que é linear, com restri¢oes nao lineares, e portanto os

valores encontrados sao muito préximos, pois a fungao é estritamente convexa.
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| « ‘ X1 X9 FunObj | Iter. ‘
0.0 | 0.5556 | 0.7857 | 2.3570 6
0.1 | 0.5650 | 0.7990 | 2.3970
0.2 | 0.5747 | 0.8128 | 2.4383
0.3 | 0.5848 | 0.8270 | 2.4811
0.4 | 0.5952 | 0.8418 | 2.5254
0.5 | 0.6061 | 0.8571 | 2.5713
0.6 | 0.6173 | 0.8730 | 2.6189
0.7 | 0.6289 | 0.8894 | 2.6683
0.8 | 0.6410 | 0.9065 | 2.7196
0.9 | 0.6536 | 0.9243 | 2.7730
1.0 | 0.6667 | 0.9428 | 2.8284

Ot Ot O Ot O O O Oy O O

Tabela 5.9: Resultados da implementacao do método da Secao 2.1.2 - Primeira fase

De acordo com a Secao 2.1.3, para obter os resultados da Tabela 5.8, o valor Tj é igual ao
FunObj da Tabela 5.9, para a« = 1.0. Nas colunas com o valor de b, iguais a 2.3570 e 2.8284
da Tabela, pode-se notar a semelhanca com o resultado 6timo da Tabela 5.10 e o resultado

otimo da formulacao classica deste exemplo, respectivamente.

‘ « ‘ X1 ‘ X9 ‘ FunObj ‘ Ua ‘ Tol ‘ Iter ‘ Tempo ‘
| 0.8614 | 0.6487 [ 0.9174 | 2.7522 | 0.8564 | 0.0050 | 12 | 17.0s |

Tabela 5.10: Resultados da implementacao do método da Secao 2.1.2 - Segunda fase

5.2.1.2 Problema 2: Anteparo ondulado

Na Tabela 5.11 sao apresentadas as solugoes para os diferentes valores de by, utilizando
o método da Secao 2.1.1. Os valores da funcao objetivo, referente a um tnico by, formam
uma seqiiéncia crescente, exceto quando by = 11.00. O motivo para tal situacao deve-se ao
método de resolucao nao ser globalmente convergente, e este ter encontrado minimo local, e
concluido esta simulagao. Outro ponto importante é o nimero de iteragoes das simulagoes,
em que o segundo valor de iteracoes ¢ menor que o primeiro e o terceiro é o maior valor,
confirmando a explicacdo do minimo local. As outras simulagoes mostram, gradativamente,
nuimeros decrescentes de iteragoes até obter o menor nimero, quando by = Tj.

A solucao da primeira fase é apresentada na Tabela 5.12, em que os limitantes inferior,
m = 11.6025, e superior, M = 13.1114, para valores de « iguais a 0(zero) e 1(um), formam o
conjunto solucao que é utilizado na segunda fase. Estes limitantes sao elementos fundamentais

para a resolucao do método duas fases. Agora é utilizada uma busca por bisseccoes pelos



5.2. Resultados e analise 51

| b [ 1050 | 11.00 | 11.50 [ 11.6025 | 12.00 [ 1250 [ 13.00 | 13.1114 |

S 0.8207 0.8550 0.8893 0.8964 0.9237 0.9580 0.9923 1.0000

X1 636.7076 | 637.4339 | 636.4198 | 637.8867 | 638.4580 | 639.1737 | 639.8861 | 640.0448
X2 992.3444 | 991.8308 | 986.4230 | 990.0337 | 989.6224 | 989.1047 | 988.5861 | 988.4701
X3 636.7076 | 637.4339 | 636.4198 | 637.8867 | 638.4580 | 639.1737 | 639.8861 | 640.0448
X4 13.4235 | 13.4532 | 13.4528 | 13.4817 | 13.5052 | 13.5348 | 13.5643 | 13.5709
X5 528.1279 | 529.8348 | 531.5335 | 531.8758 | 533.2093 | 534.8751 | 536.5282 | 536.8958

| FunObj | 12.8513 | 13.0367 [ 12.9509 | 12.9612 [ 13.0008 | 13.0507 | 13.1006 | 13.1117 |
[ Tter. | 10 [ 9 [ 9 [ 9 [ 8 ] 10 [ 6 [ 6 |

Tabela 5.11: Resultados da implementacao do método da Secao 2.1.1

limites do conjunto dado e depois de 4 iteragoes consegue-se chegar ao ponto 6timo com um

valor de p igual a 0.8949, mostrado na Tabela 5.13.

‘ « ‘ X1 ‘ X9 ‘ X3 ‘ X4 ‘ X5 ‘ FunObj ‘ Iter. ‘
0.0 | 579.0948 | 894.9252 | 579.0948 | 12.0166 | 485 | 11.6025 15
0.1 | 585.8749 | 905.7204 | 585.8749 | 12.1839 | 491 | 11.7599 14
0.2 | 592.5631 | 916.3764 | 592.5631 | 12.3496 | 496 | 11.9157 14
0.3 | 599.1656 | 926.9055 | 599.1656 | 12.5138 | 502 | 12.0700 14
0.4 | 605.6791 | 937.2951 | 605.6791 | 12.6764 | 507 | 12.2228 14
0.5 | 612.1142 | 947.5706 | 612.1142 | 12.8377 | 512 | 12.3742 12
0.6 | 618.4655 | 957.7135 | 618.4655 | 12.9976 | 517 | 12.5311 7
0.7 | 624.7403 | 967.7411 | 624.7403 | 13.1561 | 522 | 12.6762 7
0.8 | 630.9446 | 977.6670 | 630.9446 | 13.3134 | 527 | 12.8213 7
0.9 | 637.0794 | 987.4907 | 637.0794 | 13.4696 | 532 | 12.9665 7
1.0 | 643.1377 | 997.1899 | 643.1377 | 13.6244 | 537 | 13.1114 16

Tabela 5.12: Resultados da implementacao do método da Secao 2.1.2 - Primeira fase

Nas colunas com o valor de by iguais a 11.6025 e 13.1114 da Tabela 2.1.1, pode-se notar a
semelhanca com o resultado étimo da Tabela 5.13 e o resultado 6timo da formulacao classica
deste exemplo, respectivamente. Obtém-se os resultados da Tabela 5.11, da forma como foi

provado na secao anterior, com o valor 7T} igual ao FunObj da Tabela 5.12, para o = 1.0.

| o ‘ X1 | X2 | X3 ‘ X4 | X5 |Fun0bj| He | Tol ‘Iter|
| 0.8996 ‘ 637.0512 | 987.4424 | 637.0512 ‘ 13.4689 | 532.0340 | 12.9658 | 0.8949 | 0.0047 ‘ 36 |

Tabela 5.13: Resultados da implementacao do método da Secao 2.1.2 - Segunda Fase

5.2.1.3 Problema 3: Modelo de processo industrial

A Tabela 5.14 mostra uma solucao 6tima encontrada quando as restricoes do Exemplo
Numérico (5.3) da se¢@o anterior estdo com as tolerancias totalmente violadas, e o nimero

de iteragOes necessarias para a sua convergéncia, utilizando o método da Secao 2.1.1.



5.2. Resultados e analise 52

di fs fi f2 f3 ds di da ds U
Modelo (mm) | (mm) | (mm) | (mm) | (mm) | (mm) | (mm) | (mm) | (mm) | ($/piece) fter.
Modelo 6 1.31 1.9 - - 2.999 3.001 - - 1.325 5
Fuzzy para 8 1.31 1.9 1.9 - 1.999 3.000 3.001 - 1.759 28
os casos das 8.5 1.31 1.9 1.9 - 2.500 3.000 3.000 - 1.767 19
restrigoes 9 1.31 1.9 1.9 - 3.000 3.000 3.000 - 1.773 5
totalmente 9.5 1.31 1.9 1.9 1.9 1.000 2.833 2.833 2.833 2.179 39
violadas 10 1.31 1.9 1.9 1.9 1.000 3.000 3.000 3.000 2.184 41

Tabela 5.14: Resultados do exemplo numérico 5.3 com as restricoes totalmente violadas

A solugao 6tima do modelo de Al-Ahmari, apresentado na Tabela 5.15, foi retirado de
(AL-AHMARI 2001). Esta solucao foi obtida utilizando o programa LINGO, contudo esta
referéncia nao relata as iteracoes necessarias para a convergéncia do problema em todos
parametros d; avaliados. Assim, este modelo esta exposto somente para confrontar o ponto

otimo e o custo com os demais modelos.

dy fs i fa I3 ds dy da d3 U

Modelo (mm) | (mm) | (mm) | (mm) | (mm) | (mm) | (mm) | (mm) | (mm) Hor ($/piece)
6 0.310 | 0.566 - - 3.000 | 3.000 - - 1 1.939
Modelo 8 0.310 | 0.900 | 0.585 - 3.000 | 2.079 | 2.921 - 2 2.481
de Al- 8.5 0.310 | 0.713 | 0.566 - 3.000 | 2.500 | 3.000 - 2 2.550
Ahmari 9 0.310 | 0.566 | 0.566 - 3.000 | 3.000 | 3.000 - 2 2.619
9.5 0.310 | 0.774 | 0.900 | 0.900 | 3.000 | 2.342 | 2.079 | 2.079 3 2.953
10 0.310 | 0.606 | 0.900 | 0.900 | 3.000 | 2.842 | 2.079 | 2.079 3 3.022
0.310 | 0.566 - - 3.000 | 3.000 - - 1 1.939
8 0.310 | 0.713 | 0.712 - 3.000 | 2.500 | 2.500 - 2 2.481
Modelo 8.5 0.310 | 0.632 | 0.632 - 3.000 | 2.750 | 2.750 - 2 2.550
Classico 9 0.310 | 0.566 | 0.566 - 3.000 | 3.000 | 3.000 - 2 2.619
9.5 0.310 | 0.854 | 0.854 | 0.854 | 3.000 | 2.167 | 2.167 | 2.167 3 2.953
10 0.310 | 0.777 | 0.777 | 0.777 | 3.000 | 2.334 | 2.334 | 2.332 3 3.022
0474 | 1.0.64 | - ~ [ 3.000 | 3.000 | - - 1 1.644
Modelo | 8 | 0470 | 1.060 | 1.060 | - | 2.000 | 3.000 | 3.000 | - P 2.156
Puzzy de | 85 | 0469 | 1.060 | 1.060 | - | 2.500 | 3.000 | 3.000 | - P 2.173
Trappey | 9 | 0468 | 1.058 | 1.058 | - | 3.000 | 3.000 | 3.000 | - 2 | 2187
et. al. 9.5 0.468 | 1.058 | 1.058 | 1.058 | 1.000 | 2.833 | 2.833 | 2.833 3 2.645
10 0.466 | 1.056 | 1.056 | 1.056 | 1.000 | 3.000 | 3.000 | 3.000 3 2.654
0493 | 1.083 | - ~ 13000 | 3.000 | - - 1T | 1629
Modelo | 8 | 0485 | 1.075 | 1.075 | - | 2.000 | 3.000 | 3.000 | - 2 | 2143
Fuzzy | 85 | 0487 | 1077 | 1.077 | - | 2.500 | 3.000 | 3.000 | - 2 | 2.156
de Xu 9 | 0485 | 1.075 | 1.075 | - | 3.000 | 3.000 | 3.000 | - 2 | 2170
9.5 0.477 | 1.067 | 1.067 | 1.067 | 1.000 | 2.833 | 2.833 | 2.833 3 2.635
10 0.478 | 1.068 | 1.068 | 1.068 | 1.000 | 3.000 | 3.000 | 3.000 3 2.641

Tabela 5.15: Resultado do exemplo numérico 5.3 dos modelos para comparacao

Na Tabela 5.16 ¢ mostrado o nivel de satisfacao alcangado pelos modelos fuzzy juntamente
com o nimero de restricoes dos mesmos. Nesta tabela ainda apresentamos o numero de
iteragoes necessarios para solucionar o modelo cléssico.

Na andlise destes resultados, pode-se constatar que os modelos fuzzy precisam de um
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Modelo | d; I iteragoes

6 100% 3

8 100% )

Modelo | 8.5 | 100% 5
Classico | 9 100% 3
9.5 | 100% 6

10 | 100% 6

83.56% 13

Modelo 8 | 83.97% 51
Fuzzy de | 8.5 | 84.07% 34
Trappey | 9 | 84.20% 14

et. al. 9.5 | 84.23% 56

10 | 84.44% 58

81.34% 14

Modelo | 8 | 82.08% 43
Fuzzy | 8.5 | 81.95% 33

de Xu 9 | 81.70% 12
9.5 | 82.70% 56
10 | 82.70% o8

Tabela 5.16: Anélise dos resultados do exemplo numérico 5.3

nimero de iteragoes superior aos modelos classicos, porém o valor da funcao objetivo de
ambos os modelos fuzzy sao menores. Logo, a analise destes resultados podem ser importantes

para a escolha do modelo a ser utilizado.

5.2.2 Incertezas na funcao objetivo e no conjunto de restrigoes

Nesta sub-secao mostramos os resultados obtidos nos problemas apresentados na Sub-
secao 5.1.2, os quais foram solucionados pelos métodos adaptados apresentados nos Capitulos
3 e 4. Na Tabela 5.17 estao descritos os resultados 6timos dos problemas de duas formas:
(i) restrigoes totalmente satisfeitas, que solucionam problemas atendendo rigorosamente as
restrigoes, isto é, nao permitindo o relaxamento de nenhuma delas; (ii) restrigoes totalmente
violadas, que representa o oposto da forma acima mencionada, isto é, todas as restri¢oes
permitem relaxamento mediante um nivel de tolerancia inserido para representar a condi¢ao
fuzzy presente nas mesmas. Os dados da Tabela 5.17 mostram os resultados do problema
(3.5) impondo o parametro a = 1, no caso sem permitir violagao, e a« = 0, no caso totalmente
violado.

Mediante os resultados apresentados na Tabela 5.17 podemos calcular o nivel de satisfacao
minimo para cada um dos problemas de programacao matematica fuzzy com incertezas na

funcao objetivo e no conjunto de restricoes apresentados nestes trabalhos. O intervalo de
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. Minimo de f(a;z*)
Prob. Restricao i g - Tempo
¢ o | [@a) [FUGa") b
PG1 Totalmente Satisfeitas 1.0005, 1.0004]T [0.80655, 0.99905,1.2115] 1.0041 14s
Totalmente Violadas 1.2074,1.2073]* [0.50443,0.67117,0.86292] 0.67739 8s
PG2 Totalmente Satisfeitas 0.55304, 1.3052]T 3.1761,3.7973,4.4185 3.7973 18s
Totalmente Violadas 0.57687,1.2322]7 2.9128,3.5436,4.1743 3.5436 70s
PG3 Totalmente Satisfeitas 0.57802,1.7287, —0.8 x 10~ 12]T 5.6945, 5.9952, 6.2959 5.9952 37s
Totalmente Violadas 0.54934,1.6369, —0.1 x 10~ 1]7 5.1237,5.3953, 5.6669 5.3953 53s
PHI Totalmente Satisfeitas 0.9506, 0.90276 [0.9753,1.9436, 3.5089] 2.0926 1s
Totalmente Violadas 1.0333,0.81706 [0.53695, 1.2344,2.4371] 1.3606 2s
PM1 Totalmente Satisfeitas [3.6735,0.2074, 3.3868]T [951.75,961.75,971.75] 961.75 -
Totalmente Violadas - [720.0, 800.0, 880.0] 800.0 -
pMo | Totalmente Satisfeitas [0.8238,0.9116]T (0.9508,1.3912,1.9294] 1.416 -
Totalmente Violadas - [1.045,1.15,1.265] 1.15 -

Tabela 5.17: Niveis maximos e minimos de tolerancia para o conjunto de restri¢oes

satisfacao é determinado pelas equagoes descritas em (3.9). Os tragos que estao nessa tabela
informam que os resultados nao foram simulados. Os resultados das situacoes totalmente
satisfeitas dos problemas PM1 e PM2 foram retirados da mesma fonte, enquanto que as
situagoes totalmente violadas foram supostas.

A principal andlise a ser feita diante de todos os resultados aqui apresentados esta na
escolha da relacao entre o valor da fungao objetivo e o nivel de satisfacao calculado. Esta
escolha depende do decisor, pois o conhecimento prévio do objetivo principal a ser alcancado

lhe guiard a uma escolha apropriada.

. Minimo de f(a;x*)
Método 7 | 7@ LA ) I T I
Adaptacao de Zimmermann [1.0535, 1.0534] 0.71657,0.89871, 1.1059 0.90494 0.77643 39s
Adaptacao de Xu [1.058,1.0578]T 0.70907,0.89076, 1.0974 0.89698 0.75749 4s
Terceira Adaptacao [1.0005, 1.0004] T 0.80655,0.99895, 1.2114 1.004 1.0000 3s
Genético Puro 1.06081, 1.04544]T 0.53847,0.88415,1.3189 0.90706 0.759117 12s
Genético com Busca Local 1.03289, 1.00209]7 | [0.57862,0.93551, 1.3728 0.95563 0.717547 79s

Tabela 5.18: Resultado para o problema PG1

A Tabela 5.18 mostra que o algoritmo genético com busca local foi o mais demorado,
seguido pelo método adaptado de Zimmermann. A terceira adaptacao, referente ao método de
penalizacao descrito no Capitulo 3, apresenta o maior valor defuzzyficado da funcao objetivo,
porém o nivel de satisfacao é maximo, isto é, nao permite violacao nas restrigoes, e conseguiu
resolver o problema PG1 de forma mais rapida. O método adaptado de Xu fornece o menor
valor defuzzyficado de funcao objetivo e tanto o nivel de satisfacao quanto a velocidade de
processamento sao admissiveis.

A Tabela 5.19 pode-se constatar que os resultados do valor defuzzyficado da fungao obje-

tivo e do nivel de satisfacao sao muito parecidos entre si. A terceira adaptacao ainda continua
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. Minimo de f(a;z*)
Metodo = | @) [DiG@a ) | a ]
Adaptacao de Zimmermann 0.55094, 1.2965]T 3.1603, 3.7807,4.4011 3.7807 0.93768 2s
Adaptagao de Xu 0.55473,1.3015]7 3.1607, 3.7826, 4.4045 3.7826 0.9361 11s
Terceira Adaptagao 0.55177,1.3038]T 3.1765,3.7972,4.4179 3.7972 1.0000 5s
Genético Puro 0.522019, 1.2306] T 2.9113,3.6988, 4.4863 3.6988 0.958039 11s
Genético com Busca Local 0.54986,1.29312]T 2.9584,3.7757,4.5931 3.7757 0.938688 14s

Tabela 5.19: Resultado para o problema PG2

sendo o método que prioriza estritamente o nivel de satisfacao, porém o valor do objetivo

sofre pouca modificagao entre todos.

. Minimo de f(a;x*)
Victodo 7 1 [a7) 0 ) T A
Adaptagio de Zimmermann | [0.57749,1.6907,0.9 x 1011]T 5.5598, 5.8599, 6.1601 5.8599 0.92252 3s
Adaptacdo de Xu [0.5764,1.7191, —0.2 x 1018]T 5.6464, 5.9454, 6.2444 5.9454 0.91687 5s
Terceira Adaptagao [0.57935,1.7247, —0.2 x 10%4]T | [5.6932,5.9953, 6.2974 5.9953 1.0000 9s
Genético Puro [0.55586, 1.73454, 0.082679] [5.2659, 5.851,6.4361] 5.8663 0.919717 8s
Genético com Busca Local [1.0,1.0,1.0]7 [17.1,19,20.9] 5.851 0.92212 16s

Tabela 5.20: Resultado para o problema PG3

A Tabela 5.20 mostra que o nivel de satisfacao de todos os métodos estao acima de 90%.
O tempo de processamento do genético com busca local foi o mais demorado, porém este
forneceu o menor valor defuzzyficado da funcao objetivo. Observando os tempos, os niveis

de satisfagao e o valor de objetivo, a adaptacao de Zimmermann foi a que forneceu melhores

resultados.
. Minimo de f(a;z*)
Método S el - Tempo
z* F(@ ) DI(f(@ 2)) m P
PH1 [0.946748, 0.828629]T [0.82683,1.7355, 3.2347| 1.8829 0.828629 12s
PM1 [3.0582, 0.321026, 3.99534]T [861.26,961.28,1061.3] 961.28 0.832225 18s
PM2 [0.782109, 0.893693]T [0.83529,1.2714, 1.8075] 1.2963 0.90452 12s

Tabela 5.21: Resultado usando o algoritmo genético puro

A Tabela 5.21 apresenta os resultados obtidos dos problemas com restricao somente de
igualdade e os com restricoes de igualdade e desigualdade usando o algoritmo genético puro.
Os resultados encontrados dos problemas PH1, PM1 e PM2 obtiveram um nivel de satisfacao
acima de 80%. Os valores defuzzyficados da funcao objetivo de cada problema foi inferior ao

apresentado na Tabela 5.17.



Capitulo 6

Consideracoes Finais

6.1 Conclusoes

O tratamento do problema (3.1) foi a proposta principal para o desenvolvimento deste
trabalho. Para tanto, iniciamos um estudo mais detalhado sobre problemas de programagcao
nao-linear fuzzy, nos quais a condicao fuzzy estd presente tanto na funcao objetivo como
no conjunto de restrigoes, descrito em (LEE et al. 1999, TRAPPEY et al. 1988, XU 1989).
Mediante o estudo apresentado nas Secoes 2.1.1 e 2.1.2, podemos concluir que existe uma
relagdo de igualdade, descrita em 2.1.3, entre a varidvel S, descrita nos métodos de (LEE
et al. 1999, TRAPPEY et al. 1988), e o parametro a, do método descrito em (XU 1989).
Esse resultado nos fornece uma ferramenta fundamental de anélise na determinacao da solu-
¢ao 6tima desejada. Esse estudo gerou duas publicagoes submetidas e aceitas em congressos
nacionais da drea, (SILVA & CANTAO 2004, SILVA & YAMAKAMI 2004).Porém, ainda
nao foi proposto um método eficiente e, ao mesmo tempo, de facil implementacao para re-
solver diversos tipos destes problemas nao-lineares. Estudamos a base tedrica desenvolvida
por CANTAO (2003) e os critérios de otimalidade de programacao nao-linear com parame-
tros fuzzy na funcao objetivo. Esta referéncia ainda nos apresenta métodos que solucionam
problemas do tipo (2.14). Portanto, unindo estas duas caracteristicas de incertezas estuda-
das, conseguimos desenvolver 3 (trés) métodos iterativos, descritos no Capitulo 3, e 2 (dois)
algoritmos genéticos, descritos no Capitulo 4, que solucionam os problemas propostos.

Os 3 (trés) métodos iterativos adaptados que usam a derivada da fungao objetivo como
dire¢do 6tima e os 2 (dois) algoritmos genéticos, tanto o puro quanto o com busca local,
desenvolvidos neste trabalho, apresentaram bons resultados para problemas hipotéticos. Os

resultados obtidos, pelos métodos e algoritmos desenvolvidos neste trabalho, foram melhores

o6
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que os 6timos classicos fornecidos pela literatura, porém com um nivel de satisfagao inferior
a 100%, isto é, a solugdao encontrada permite violagdo em uma ou algumas restrigdes do
problema a ser otimizado.

Um ponto principal na construcao dos algoritmos genéticos foi a forma de tratar os pro-
blemas matematicos com restricoes de igualdade. O uso da funcao médulo para transformar
uma restricao de igualdade numa restricao de desigualdade, de forma que esta tltima herde
todas as caracteristicas da restricao de igualdade, propiciou um esfor¢co computacional equiva-
lente ao problema original. Contudo, este artificio nao pode ser usado nos métodos iterativos

porque a funcao moédulo nao é diferenciavel.

6.2 Trabalhos futuros

Apesar de todo o conhecimento que foi tratado e desenvolvido neste trabalho sobre pro-
blemas de programacao matematica fuzzy, ainda faltam alguns pontos a serem estudados
com mais riqueza de detalhes. Entre estes esta o tratamento de problemas matematicos, nos
quais a insergao de parametros fuzzy seja de forma completa. Assim, o Problema (1.1) pode

ser reescrito da seguinte forma:

min  f(ay;X)

s.a a,; X SJB
8(82: %) (6.1)
h(£37~) gaa
x €

onde Q C IF(R"), f : F(R") — F(R), g : F(R") — F(R¥), b € F(R¥), h : F(R") —
IF(IRY) e € € IF(IRY)

Uma vez desenvolvida esta linha de pesquisa da expansao dos problemas de programa-
¢ao matemética com parametros fuzzy formalizados matematicamente em (6.1), podemos
explorar a dualidade dos mesmos.

Um outro ponto onde a programagao matematica fuzzy pode auxiliar na resolucao de pro-
blemas classicos nao-convexos estd na possibilidade de se trabalhar com a casca convecxa da
regiao factivel, obtida pela relaxacao das restrigoes. Logo, o conhecimento das caracteristicas
presentes em problemas cldssicos nao-convexos nos quais, ao inserir parametros fuzzy, podem

tornar-se convexos, é essencial para encontrar a solugao étima do problema “fuzzyficado”.
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Outra proposta esta no estudo de problemas de programacao matemética multiobjetivo,
pois estes problemas aproximam-se mais dos problemas reais. O estudo de problemas lineares
multiobjetivos com parametros fuzzy esta bem avancgado, porém na area de problemas nao-

lineares multiobjetivos fuzzy, estes estudos ainda nao se intensificaram.
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