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Resumo

Nesta dissertacao propoe-se um novo método de compressao de imagens estaticas que faz
uso da transformada discreta do co-seno (DCT) e do codigo de Golomb para variaveis ale-
atorias com distribuicao de probabilidade geométrica. Os coeficientes da transformada sao
codificados de maneira progressiva, plano de bit por plano de bit, de modo que a seqiiéncia
comprimida resultante permite que a decodificacao seja gradual, isto é, a qualidade da ima-
gem reconstruida depende apenas do ponto em que a decodificagao é interrompida. Além
disso, o método proposto apresenta como vantagens a simplicidade de implementacao e a
possibilidade de sua utilizacao, em conjunto com técnicas de "compensacao de movimento",
em sistemas de compressao de seqiiéncias de video. Neste trabalho sao também apresentados
resultados experimentais, em termos da razao de méaximo sinal por ruido em funcao da taxa
de bits, obtidos pelo sistema de compressao proposto e por outros sistemas.

Abstract

This dissertation proposes a new method for compression of still image pictures, which is
based on the discrete cosine transform (DCT) and on Golomb’s entropy code for random vari-
ables with geometric probability distributions. The DCT transform coeficients are encoded
progressively, in a bit-plane by bit-plane fashion, so that the compressed output sequence
can be decoded gradually. Therefore, the quality of the reconstructed images depends only
on the point at which the decoding process is interrupted. Besides, the proposed method
has such advantages as simplicity and the possibility to be used, in association with motion
compensation, in video compression systems. This work also presents experimental results,
in terms of peak signal to noise ratio (PSNR) versus bit-rate, obtained by the proposed
system and by other systems.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste trabalho é a apresentacao e a avaliagdo de um novo esquema eficiente
e simples de compressao de imagens naturais estaticas. O esquema proposto é baseado na
transformada discreta do co-seno (DCT) [2]| e utiliza o codigo de corrida de zeros de Go-
lomb [3] associado a um método especial de codificagdo dos coeficientes da transformada.
O codificador efetua uma compressao progressiva da imagem, processando cada plano de
bits dos coeficientes da transformada separadamente a partir do mais significativo. O re-
sultado do esquema de codificagao é uma seqiiéncia comprimida “embutida”, isto é, na qual
as seqiiéncias de menores taxas estao presentes no inicio das seqiiéncias de maiores taxas.
Ademais, o processo de decodificagdo é gradual, ou seja, a imagem reconstruida é refinada
gradativamente a medida que o decodificador processa a informagao comprimida.

A DCT usada pelo esquema proposto é idéntica a utilizada pelos padroes de compres-
sao JPEG [4], para imagens estaticas, e MPEG [5], para seqiiéncias de video. Por ser uma
transformada de bloco, isto é, que é aplicada a blocos de amostras do sinal que se deseja com-
primir, a DCT é a transformada predominante nos esquemas de compressao de video. Esses
esquemas usualmente fazem uso de estimacao e compensacao de movimento para eliminar
a redundancia temporal. Como exemplo, citam-se os padroes MPEG [6, 7, 8]. Portanto, o
esquema proposto pode ser facilmente adaptado para ser utilizado em compressao de video,
em conjunto com estimacao e compensagao de movimento.

A utilizagao da DCT também apresenta a vantagem de permitir a utilizacdo de um
dos diversos métodos de calculo rapido da transformada conhecidos atualmente [9]. Além
disso, alguns desses métodos ja se encontram implementados em hardware, em processadores
digitais de sinais (DSP’s) disponiveis no mercado. Esse fato permite que a implementagao
de um sistema de compressao de imagens estaticas ou de video baseado no esquema aqui

proposto seja realizada em um tempo muito curto e com baixo custo.
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A informagao de significancia dos coeficientes da DCT é codificada utilizando o codigo
de corrida de zeros de Golomb. Os parametros do codigo sao adaptados & medida que
a informacao é codificada e o esquema de adaptacdo faz uso da estatistica da fonte, que é
obtida simultdneamente com o processo de codificagao. Além disso, o algoritmo de adaptacao
do codificador se baseia apenas na informacao que ja foi codificada e transmitida, de modo
que é possivel ajustar os parametros do decodificador sem a necessidade de se transmitir
qualquer informacao extra.

Esta dissertacdo também apresenta resultados objetivos da medida da eficiéncia do es-
quema proposto e de outros esquemas de compressdo de imagens [10, 11, 4|, comparados
com respeito a razao de maximo sinal por ruido (PSNR — Peak Signal-to-Noise Ratio) em
funcao da taxa de compressao utilizada.

Portanto, este trabalho apresenta as seguintes contribuicoes:

e Propoe-se um novo esquema simples e eficiente de compressao de imagens estaticas que
retine a DCT, a reordenacao do sinal em planos de bits e a codificagao de Golomb. O
método é fundamentalmente novo na forma pela qual os coeficientes da transformada

sao codificados.

e Propoe-se um método simples de codificacao dos coeficientes da transformada, que
realiza codificacao progressiva com base nos planos de bits, usando o cédigo de corrida

de zeros de Golomb.

e Propoe-se um método de adaptacao dos parametros do cédigo de Golomb que se baseia
apenas em informacao disponivel tanto no codificador quanto no decodificador, sem a

necessidade de transmissao de informagao extra.

e Propoem-se métodos simples, sem o uso de tabelas, para construcao e decodificagao

das palavras do codigo de Golomb.

Organizacao do trabalho

O Capitulo 2 apresenta conceitos fundamentais relativos aos sistemas de compressao
digital de imagens. O Capitulo 3 apresenta uma exposicao tedrica a respeito do uso da
transformada na compressao de imagens. O Capitulo 4 introduz o esquema de compressao
proposto, e o Capitulo 5 apresenta os resultados do esquema proposto e os compara aos resul-
tados de outros esquemas de compressao. Finalmente, o Capitulo 6 apresenta as conclusoes

do trabalho e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Conceitos Fundamentais

Este capitulo trata dos conceitos fundamentais relacionados a codificacao digital de ima-
gens, tema deste trabalho de dissertacao. Dentre os conceitos apresentados estao os de
imagem digital (Segdo 2.1); de compressio e compactagio (Se¢ao 2.2); de medidas de com-
pressdo (Secdo 2.3) e distorgdo (Segdo 2.4), usadas para avaliar o desempenho dos sistemas
de compactacdo e compressao; de redundancia e entropia (Secao 2.5) e de distorgao irrele-
vante (Secao 2.6). Além disso, sdo também discutidos os componentes fundamentais de um
sistema de compressdo, tais como: a quantizagao (Segoes 2.7 e 2.8) e a codificagao de entro-
pia (Se¢do 2.9). Na Secdo 2.10 é apresentado um modelo geral de sistemas de compressao

de imagens.

2.1 Imagem Digital

Definimos imagem digital como sendo uma seqiiéncia bidimensional de amostras,
x ={z[ny, no); 0<my < Ni, 0<ny <Ny}, (2.1)

com limites finitos, N; e N,, nas direcoes vertical e horizontal, respectivamente. O termo
pixel (picture element) sera o termo mais utilizado daqui por diante para indicar uma
amostra da imagem. A primeira coordenada, ni, representa o indice da linha, enquanto a
segunda coordenada, ne, representa o indice da coluna, conforme ilustrado pela Fig. 2.1.

O valor de um pizel, z[ni,ns], representa a intensidade luminosa ou o brilho da ima-
gem na posi¢ao [ng, no]. Imagens coloridas geralmente possuem pizels com trés valores, que
correspondem aos componentes da luz colorida que sao percebidas pelo sistema visual hu-
mano. Portanto, uma imagem colorida pode também ser vista como sendo formada por trés

seqiiéncias bidimensionais, zg[n1, nol, xg[n1, na] € Tr[n1, nsl, que representam os componen-

3
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indice da coluna

01 2 n, N1
O
1 R T
P S S N O S N A
_g !
<
o L
S n
S| ™ PSS
RS
vN -1

Fig. 2.1: Diagrama de uma imagem digital.

tes de cores primarias do sistema aditivo de cores: vermelha, verde e azul, respectivamente.
As imagens formadas por mais de um componente sao geralmente denominadas imagens
multi-espectrais, nas quais cada componente corresponde a intensidade luminosa em uma
determinada faixa do espectro, visivel ou ndo. Em geral, uma imagem multi-espectral pode

ser formada por um conjunto arbitrario de componentes,
ze[ni,me), ¢=1,2,...,C. (2.2)

Uma imagem preparada para impressao colorida é um exemplo de imagem composta por
mais de trés componentes, que correspondem as cores das tintas usadas na impressao. Ti-
picamente, esse tipo de imagem possui quatro componentes, correspondentes as cores ciana,
magenta, amarela e preta, mas algumas imagens podem possuir até seis componentes, in-
cluindo verde e violeta. Imagens hiperespectrais |12], geralmente obtidas por satélites, podem
conter centenas de componentes.

Neste trabalho, nos dedicamos exclusivamente as imagens com apenas um componente,
frisando que é sempre possivel aplicar o método de codificacao proposto a cada componente
separadamente. No entanto, a dependéncia que existe entre os componentes que formam
uma imagem pode ser aproveitada para projetar sistemas de codificagao mais eficientes.

Os valores dos pizels sao geralmente representados por inteiros de B bits, com ou sem

sinal'. No entanto, para efeito de analise dos métodos de compressdo, esses valores sio

1Sinal positivo ou negativo.
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muitas vezes considerados como sendo nimeros reais. Quando sao inteiros com sinal?, os
pizels tém valores entre —258-1 e 2B-1 — 1, inclusive, e quando sdo inteiros sem sinal, eles
tém valores entre 0 e 28 — 1. E sempre possivel transformar a representacio sem sinal em
uma representacao com sinal, ou vice-versa, subtraindo-se ou somando-se 22~ a cada pizel.

As imagens digitais mais comuns, como as encontradas na internet e em aplicagoes compu-
tacionais voltadas ao consumidor, possuem pizels com componentes cujos valores sao inteiros
de 8 bits sem sinal, que variam entre 0 e 255. Em geral, antes de se efetuar a compressao,
esses pizels sao transformados em valores com sinal de modo a se obter um valor médio
proximo a zero. Representacoes com maior nimero de bits sdo freqiientemente encontradas
em aplicacoes médicas, cientificas e militares.

As caracteristicas da imagem que podem ser exploradas pelo sistema de compressao
dependem fundamentalmente da natureza do conteido da imagem. Podemos distinguir

quatro classes de imagens com base em seu contetido:
Imagens naturais representam cenas naturais, incluindo imagens fotograficas (cf. Fig. 2.2).

Imagens de texto representando textos escaneados ou gerados por computador, como por

exemplo, fac-simile.
Gréficos escaneados ou gerados por computador, como desenhos em geral.

Imagens compostas que sao tipicamente formadas por composi¢oes dos trés tipos anteri-

ores.

Nesta dissertacao abordamos o problema da codificagdo de imagens naturais. Embora
o sistema proposto também possa ser usado para codificar outros tipos de imagem, o seu
desempenho serd consideravelmente inferior ao de sistemas especificamente projetados para

tais fins.

2.2 Compressao versus Compactacao

O termo codificagao utilizado nesta dissertacao expressa a acao pela qual se traduz
uma imagem, para uma representacdo formada por uma seqiiéncia de digitos binarios (bits),
através de um método determinado. Um exemplo de codificacao seria representar a imagem
colocando em seqiiéncia os B bits de cada amostra, amostra por amostra e linha por linha.

Essa é uma das maneiras mais simples de se representar uma imagem em forma binaria.

2Neste caso, o valor do pizel representa geralmente a diferenca entre a intensidade do pizel e o valor
médio da mesma.
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Fig. 2.2: Exemplo de imagem natural: Lena (512 x 512 pizels)

Ela é denominada codificacao por varredura, em vista do sistema de varredura da grande
maioria dos monitores de video, e utiliza N1 Ny B bits para produzir uma representacao exata
da imagem digital original. E comum ndo se referir a esta representacio como um tipo de
codificacao, para nao se confundir com os métodos de codificagao mais complexos. Ela tem a
vantagem de ser de facil utilizacao, sem envolver o uso de um complexo sistema de codificacao
e decodificacgao.

O tipo de codificacdo em que estamos interessados é o que tem por objetivo utilizar
o menor nimero de bits possivel para representar a imagem, podendo ou nao a imagem
reconstruida ser, até certo ponto, diferente da imagem original. A esse tipo de codificacao
denominamos compressao. Denominamos compactacao a compressao sem perdas, ou
seja, aquela em que a imagem reconstruida deve ser idéntica a original. O termo compressao
geralmente indica a compressao com perdas, a menos que seja explicitado o contrério.
Na compressao com perdas, alguma distor¢cao na imagem reconstruida pelo decodificador
em relacdo a imagem original é permitida. A compressao com perdas pode ser aceitavel,
em grande parte dos casos, pois perdas de determinados componentes do sinal podem ser
toleradas pelo sistema visual humano sem deterioracao notavel da qualidade da imagem.
Além disso, em muitos casos, a imagem digital, que sera tratada pelo sistema de codificagao,
ja é uma representacao imperfeita da cena real, visto que as amostras sao versoes quantizadas

(discretas) de valores reais continuos. O motivo principal para se preferir a compressdo no
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lugar da compactacgao é que, em geral, essa tltima é incapaz de atingir o grau de compressao
exigido por muitos sistemas de armazenamento e comunicagao.

Por outro lado, em alguns casos nao é possivel abrir mao de uma reconstrugao perfeita,
como no caso de imagens de aplicacdes médicas ou quando os valores dos pizrels nao represen-
tam diretamente valores de intensidade luminosa. Como exemplo desse tltimo caso, tém-se
as imagens que utilizam palheta de cor, nas quais os valores dos pizels sao os indices das
cores com as quais eles devem ser reproduzidos. Para esse tipo de imagem, uma pequena di-
ferencga entre a imagem original e a reconstruida pode representar uma diferenca inaceitéavel
no resultado visualmente percebido.

O método de codificacao proposto nesta dissertacao ¢ um método de compressao com

perdas e, portanto nao se aplica aos casos que requerem apenas compactacao.

2.3 Medidas de Compressao

2

O propésito de um sistema de compressao é representar uma imagem através de uma
seqiiéncia de bits, denotada por ¢, com o menor comprimento possivel. O comprimento da
seqiiéncia bindria c é representado por ||c||. Sem a utilizagdo de qualquer compressio, como,
por exemplo, na representagao em wvarredura, o nimero de bits necessarios para representar
uma imagem de dimensoes N; e Ny é N; Ny B. Definimos, entdao, uma medida da quantidade

de compressao, denominada razao de compressao, como

. . a 7 de bits da imagem original
razdo de compressdo = - - — (2.3)
# de bits da imagem comprimida

= 2P (2.4)

Também definimos a taza de um compressor como sendo o nimero de bits utilizados na

representacao comprimida dividido pelo niimero total de pizels da imagem, isto é,

s el

t = 2.5
axa NN, (2.5)

que é expressa em bits por pizel (bpp).

O desempenho dos métodos de compactacao sdo, em geral, medidos pela razao de com-
pressao, pois, como as reproducoes sao idénticas, o que estd em questao é a capacidade de
codificar a imagem usando um nimero de bits menor do que o nimero de bits da imagem

original. J& no caso dos sistemas de compressao, o nimero de bits da representacao original
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nao ¢ um fator tao relevante, e a medida mais utilizada é a taxa de compressao, que denota
o nimero médio de bits necessarios para representar cada pizrel da imagem codificada, e nao

depende do nimero de bits de cada pizrel da imagem original.

2.4 Medidas de Distorcao

Ao permitir que a reconstrucao nao seja perfeita e que pequenos erros sejam introduzidos
pelo processo de compressao e descompressao, podemos obter taxas de compressao menores
do que no caso contrario. E quanto mais distorcao for permitida, maiores sao os niveis de
compressao que podem ser obtidos. Portanto, é necessario haver uma maneira de medir a
distorcao provocada por um sistema, a fim de que se possa estabelecer limites objetivos para
esse valor, ou para que se possa medir e comparar o desempenho de diferentes sistemas.

Formalmente, a distorgdo entre a imagem original x = {z[n1, ns|} e a sua versdo recons-
truida X é representada por D(x,%). A medida de distor¢do mais comumente utilizada é o

erro quadratico médio ou MSE (Mean Squared Error), definido por

N1 Na

DMSE(X; }AC) é N11N2 Z Z (.Z‘[’I’I,l, ng] - i[nl, 712])2 . (26)

n1=0n2=0

Na literatura da area, o erro quadratico médio é geralmente representado pela sua medida
reciproca equivalente, a razao de maximo sinal versus ruido ou PSNR (Peak Signal-to-

Noise Ratio), definida por
(2B _ 1)2
MSE ’

e expressa em dB (decibéis). Boas reconstrucoes tém valores de 30 dB ou superiores para

PSNR £ 101log;, (2.7)

valores tipicos de B, como, por exemplo, B = 8.

A popularidade do erro quadratico médio se deve principalmente a simplicidade com que
pode ser calculado, além da facilidade de tratar problemas de otimizacao que o utilizam
como métrica.

Métricas que levam em consideracao as particularidades do sistema visual humano tam-

bém sao utilizadas, porém em menor escala [13].

2.5 Redundancia e Entropia

Em principio uma imagem de N; linhas, N, colunas e B bits por pizel, necessitaria de um

total de N1 N, B bits para ser representada. No entanto, é possivel representé-la utilizando
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menos bits devido basicamente a dois fatores: a redundancia da informacao contida nos
sinais de imagem e a irrelevancia de certos detalhes também presentes nestes sinais.

A redundéancia se apresenta basicamente de duas formas: no conhecimento a prior: das
probabilidades com que os pizels podem assumir diferentes valores, e na dependéncia entre
conjuntos de pizels da imagem. Se a distribuicao de probabilidade dos valores dos pizels é
mais concentrada em certos valores, ou se existe dependéncia entre grupos de pizels de uma
imagem, é possivel representa-la utilizando menos bits do que na representagao original.
Por sorte, as imagens possuem bastante redundancia, principalmente no que diz respeito a
dependéncia entre pizels proximos entre si.

Um pizel X;, por exemplo, que pode assumir 27 valores distintos, necessitaria em média
de B bits para ser representado, caso seja utilizado um c6digo binario de comprimento fixo,
isto é, um c6digo que represente todos os possiveis valores do pirel com palavras-coédigo de
mesmo comprimento. No entanto, é possivel representar o mesmo pizel utilizando em média
entre H(X;) e H(X;) + 1 bits, caso se utilize um cdédigo de comprimento varidvel cujas
palavras sejam escolhidas adequadamente. H(X;) é fun¢do da distribui¢do de probabilidade

de X3, isto é, px,(z1), e denomina-se entropia. O seu valor é dado por

H(X))£E [log m} = ;pxl (21)log ﬁ (2.8)

No caso descrito acima a entropia H(X;) nunca é maior do que B, o que implica que é
possivel ganhar eficiéncia na compressao através do conhecimento a prior: da distribuicao
de probabilidade de X; e da utilizacao de um co6digo de comprimento variavel adequado a
essa distribuicao. Por outro lado, nao é possivel comprimir além da entropia sem que haja

perdas [14]. Portanto, a partir da entropia é possivel estabelecer que

B
H(Xy)’

razao de compressao < (2.9)
considerando que um tunico pizel é codificado por vez, e que nenhuma informacao sobre
outros pizels é utilizada.

E possivel, no entanto, obter razoes de compressio ainda maiores que o limite determi-
nado por (2.9), se a redundéancia devido & dependéncia entre os pizels também for levada em
conta. Esse é um detalhe fundamental nos sistemas de compressao de imagens, ja que este
tipo de redundancia é o mais preponderante.

O numero médio de bits necessario para codificar dois pizels, X1 e X5, é limitado pela
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entropia conjunta dos pizels,
H(Xla X2) = H(Xl) + H(XQ‘Xl)a

na qual H(X;|X;) denota a entropia condicional de X, dado X;, que é a média das
entropias calculadas a partir das distribui¢des de probabilidade condicionais px, x, (z2|Z1)

para cada valor de x; ponderada pela distribui¢do de probabilidade px, (x1), isto é,

H(X5|X,) £ prl 01)H(X2| X, = 21) (2.10)
= )1 2.11

prl 1 pr2‘xl (@21) % P (@slen) 211)

= ) pxox(@2,71) log (2.12)

T1,2 DPx5|x, ($2|371)‘

Se X, e X, sdo independentes, H(X,|X;) = H(Xs), caso contrario, H(X»|X;) < H(Xa).
Isso implica que, se existe dependéncia entre dois pizels, ¢ melhor codifica-los conjuntamente
ao invés de separadamente, conclusao intuitiva.

O grau de dependéncia entre dois pizels pode ser medido pela fungao I(X;; X5), deno-

minada informacao mutua e definida por
I(X1;X2) = H(X,) — H(X,|X1) = H(X1) — H(X:1]Xs). (2.13)
A entropia conjunta pode ser expressa por
H(X,,Xy) =H(X,)+ H(Xy) — I(Xy; Xs), (2.14)

onde observamos que a informacao mitua representa o nimero de bits que podem ser eco-
nomizados através da codificacao conjunta de dois pizels dependentes.

Mesmo se os pizels forem independentes, é possivel aumentar a compressao através da
codificacao conjunta. Vamos supor, por exemplo, que desejamos codificar N pizels inde-
pendentes, {Xi, Xy, ..., Xn}. Codificando cada um separadamente, utilizarfamos entre
SN H(X,) e 2N [H(X,) + 1] bits, enquanto que, com a codificacdo conjunta, o limite
superior seria igual a [ZnNzl H (Xn)} + 1. O “codificador aritmético”, por exemplo, tira
proveito desse fato sem aumentar sua complexidade com N. J& o “codificador de Huffman”,
embora seja 6timo, tem uma complexidade que aumenta com N ao ser utilizado para realizar

a codificacdo conjunta (cf. Segao 2.9).
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Para tirar proveito da dependéncia entre pizels, podem ser utilizados diversos métodos.

Dentre eles, destacam-se:

1. A codificacao vetorial, que utiliza c6digos para blocos de pizels. Por exemplo, con-
siderando o caso dos dois pizels X; e X, pode-se associar a cada par (z;,z2) uma

palavra-codigo.

2. A codificagao preditiva, na qual o codificador utiliza informagao dos pizels codifi-
cados anteriormente para codificar o pizel seguinte. Nesse caso, por exemplo, X; é
codificado em primeiro lugar usando um cédigo baseado em uma estimativa de py,,
que utiliza algo proximo a H(X) bits, e X5 é codificado posteriormente usando um

codigo baseado em py,|x,, que utiliza em torno de H(X3|X) bits.

3. A codificagao por transformada, que é utilizada quando, por exemplo, X; e X,
podem ser escritos como combinacoes lineares de duas variaveis nao correlatas, Y; e

Y5, que podem ser codificadas separadamente. Nesse caso,

H(Xl,XQ) - H

< H(X,)+ H(X,).

Esse é um método muito utilizado em codificacao de imagens, na qual geralmente se faz
uso de uma transformada linear, que é aplicada aos conjuntos de pizels da imagem, a
fim de se separar os seus componentes descorrelatos. Mais detalhes sobre a codificagao

por transformada aplicada & compressao de imagens sao discutidos no Cap. 3.

2.6 Irrelevancia da Distorcao

Quando a exigéncia de reconstrucao perfeita ¢ descartada, ¢ possivel reduzir ainda mais
o tamanho da representagdo binaria de uma imagem. FEsse ganho de eficiéncia ocorre em
contra-partida & introducao controlada de distor¢oes na imagem codificada. Tais distorcoes
sao aceitaveis desde que sejam irrelevantes do ponto de vista do observador ou da aplicacao
a que se destina a imagem.

As particularidades do sistema visual humano (SVH) determinam, em muitos casos, o
tipo e a quantidade da distorcao que o sistema de compressao pode introduzir na ima-

gem. E conhecido, por exemplo, o fato de que a percepcao pelo SVH dos componentes de
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alta freqiiéncia de uma imagem é menos acurada do que a percepgao dos componentes de
baixa freqiiéncia. Essa caracteristica é levada em conta, por exemplo, na codificacdo por
transformada, quando se prioriza durante a quantiza¢do a precisao dos coeficientes de baixa
freqiiéncia em detrimento da precisao dos coeficientes de alta freqiiéncia.

Mesmo que sejam perceptiveis ao SVH, alguns tipos de distor¢ao podem ser considera-
dos irrelevantes, desde que nao comprometam a qualidade da reproducao além de um certo
ponto. O carater de irrelevancia desses tipos de distor¢ao depende fundamentalmente do
grau de qualidade exigido pela aplicagao, e da relagao entre o custo da banda de transmissao
e 0 beneficio obtido com o incremento de qualidade da imagem reproduzida. Além disso,
limitagoes nos sistemas de reproducao da imagem podem reduzir as exigéncias sobre a quali-
dade da imagem comprimida. Aplica¢des nas quais o custo da banda de transmissao é muito
elevado e a capacidade de reproduc¢ao de imagens dos aparelhos é baixa, como a telefonia
movel com video, exigem qualidades de reproducao inferiores as exigidas por aplicagoes em
que a boa qualidade da reproducao é essencial e as restricoes quanto a banda de transmissao
sao menos duras, como na transmissao digital de televisao.

Algumas aplicagoes determinam ainda outros tipos de irrelevancia das distor¢oes que po-
dem ser introduzidas na imagem. Sao elas, por exemplo, as aplicacdes que necessitam apenas
extrair, na maioria das vezes de maneira automatizada, algumas informacoes especificas da
imagem, para utilizacdo em processamento posterior. Nesses casos, o sistema de codificacao

deve considerar detalhes especificos da aplicagao, a fim de reduzir as taxas de compressao.

2.7 Quantizacao

A quantizacdo é um passo fundamental no processo de compressio de imagens. E ela
que determina quanta distor¢ao serd introduzida pelo processo, € que permite o controle da
taxa de compressao a ser obtida.

A quantizacgao consiste basicamente em uma operacao através da qual se reduz o con-
junto dos possiveis valores que uma variavel aleatoria (escalar ou vetorial) pode assumir. Ela
pode ser representada através de uma funcao @) que leva subconjuntos de possiveis valores
da variavel aleatéria a valores representativos desses subconjuntos, geralmente denominados
niveis de quantizacdo. A Fig. 2.3 ilustra essa operacao. Um exemplo simples de quantizacao
é o arredondamento de um nimero real para o inteiro mais préximo, para o qual a regra de
quantizacgao é

Qz)=n, sen—0,56<z<n+0,5, n€Z. (2.19)

Observe-se que a quantiza¢ao é uma fun¢ao que mapeia muitos pontos em um (muitos-



CAPITULO 2. CONCEITOS FUNDAMENTAIS 13

para-um) e, por esse motivo, nao possui fungao inversa. Portanto, ndo ha como recuperar os

valores originais da varidvel apds a sua quantizagao.

X oot QX)

Fig. 2.3: Processo de quantizagao.

A aplicagdo de uma quantizagdo a um vetor aleatério X resulta em um novo vetor ale-
atorio discreto @Q(X) cujo nimero de possiveis valores é inferior ao do vetor original. No
caso da codificacao digital de vetores continuos, a quantizacao é uma etapa essencial, posto
que nao ha como mapear o conjunto incontavel dos valores que esse vetor pode assumir em
um conjunto contavel de palavras-codigo digitais. Em se tratando da quantizacao de vetores
aleatorios discretos, o vetor quantizado tipicamente possui entropia menor que a entropia do
vetor original, e portanto necessita de menos bits para ser representado digitalmente. Dessa
forma, o controle da quantizacao permite que o nimero de bits necessarios para efetuar a
codificacao seja escolhido arbitrariamente.

Em contra-partida a reducao da entropia, a quantizacao produz distorcao irrecupera-
vel no sinal quantizado. Essa distorcao é dada pelo vetor aleatério denominado erro de
quantizacgao, definido por

Ep =X - Q(X). (2.20)

A quantidade de distorcao introduzida pelo processo de quantizacao pode ser medida pela

esperanca do erro quadratico, isto é,
E[IIX-QX)|?], (2.21)

que pode ser estimada pelo erro quadratico médio (MSE) resultante da compressao, discutido

na Secao 2.4.
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2.8 Quantizacao e Codificacao Progressivas

Uma caracteristica bastante 1til encontrada em alguns dos compressores de imagem ¢é a
codificagao progressiva, que permite que uma seqiiéncia binaria comprimida c possa ser
decodificada até um ponto escolhido arbitrariamente, obtendo-se um nivel de distorcao que
varia gradativamente dependendo da escolha desse ponto. Quanto mais bits da seqiiéncia co-
dificada sao processados pelo decodificador, menos distorcida se torna a versao reconstruida
do sinal. A seqiiéncia comprimida resultante da codificagdo progressiva é muitas vezes cha-
mada de seqiiéncia embutida, pois as seqiiéncias que correspondem as diferentes taxas de
compressao com que o sinal pode ser codificado estao “embutidas” em uma tnica seqiiéncia.

Uma vantagem da codificacdo progressiva é que, caso seja necessario reduzir a taxa de
compressao da imagem para, por exemplo, transmiti-la através de um canal de menor ca-
pacidade, nao é necessario decodifica-la e recodificd-la novamente com menor taxa. Basta
truncar a seqiiéncia embutida no ponto desejado. Portanto, a utilizacao de seqiiéncias em-
butidas pode ser uma importante ferramenta para lidar com os problemas advindos da
heterogeneidade das redes de comunicagao utilizadas atualmente.

A codificagdo progressiva requer que os bits que sdo adicionados ao fim da seqiiéncia
comprimida durante o processo de codificacao sejam bits de refinamento, isto é, sejam bits
que sirvam para melhorar a precisao da representacao dos valores que estao sendo codificados.
Portanto, em muitos casos, a codificagao progressiva requer um processo de quantizacao
progressiva, isto é, um processo em que a representacao quantizada dos valores que estao
sendo codificados seja refinada iterativamente.

Um exemplo de codificagdo e quantizagdo progressivas € o caso em que sao codificados
e transmitidos os bits da representacao binaria de uma variavel aleatéria X, um a um,
iniciando-se pelo bit que representa o sinal da variavel, positivo ou negativo, seguido dos
demais bits em ordem decrescente de significancia. Como pode ser observado, & medida que
os bits sdo codificados e transmitidos pelo codificador e sdo recebidos e processados pelo
decodificador, a reconstrucao de X se torna cada vez mais precisa, com o seu intervalo de
incerteza se tornando cada vez menor.

A Fig. 2.4 mostra um exemplo de quantizacdo progressiva. Supondo que X é unifor-
memente distribuida entre —128 e 128, o primeiro bit da codificacao reduz o intervalo de
incerteza para um dos intervalos, [—128, 0] ou [0,128], e 0 erro quadrético médio de 1282/3
para 1282/12. Cada bit posterior reduz os intervalos de incerteza pela metade e os erros

quadraticos médios por um fator de 4.
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X Valores de reconstrugao
+ Limites de quantizacao

0

1 | 0 bits decodificados

-128 128
-64 64

1 1 1 1 bit decodificado

-128 0 128
-96 -32 32 96

1 1 1 1 1 2 bits decodificados

-128 -64 0 64 128

Fig. 2.4: Exemplo de quantizacdo progressiva.

‘ Valor ‘ Prob. ‘ Codigo ‘ Comprimento

0 | 0,125 | 000 3
1 0,125 | 001 3
2 0,25 01 p
3 0,5 1 1

Tab. 2.1: Exemplo de cédigo de entropia.

2.9 Codificacao de Entropia

A codificagao de entropia constitui-se na utilizagdo de um c6digo de comprimento va-
ridvel para representar digitalmente de maneira eficiente, isto €, minimizando o comprimento
médio da seqiiéncia codificada, os valores de uma variavel ou de um vetor aleatério discreto.
Geralmente, no processo de compressao, a codificagao de entropia é a etapa posterior & quan-
tizacao. Ela recebe esse nome pois é com ela que se reduz a representacao digital de uma
variavel ou vetor aleatério a um comprimento médio préoximo ao valor da sua entropia.

O codigo de comprimento variavel utilizado é baseado na distribuicao de probabilidade do
objeto que se deseja codificar. Desejam-se codigos que usem palavras curtas para representar
os simbolos mais freqiientes e palavras mais longas para representar os simbolos mais raros.

A Tab. 2.1 mostra um exemplo de codigo binario que pode ser utilizado para codificar
uma variavel aleatoria que assume os valores 0, 1, 2 e 3 com as probabilidades 0,125, 0,125,
0,25 e 0,5, respectivamente. O comprimento médio obtido por esse codigo é igual a 1,75 bits
por simbolo da varidvel aleatéria. Nesse caso, o comprimento médio é igual a entropia da
variavel aleatoria.

Os coédigos de Huffman [14] sdo codigos de entropia aplicaveis a seqiiéncias de variaveis
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aleatorias de alfabeto finito. Eles sao 6timos no sentido de minimizar o comprimento médio
da representagao dentre todos os c6digos instantaneos (isto é, livres de prefixos). No método
de codificagao, a tabela do cédigo é produzida com base na distribui¢ao de probabilidade da
variavel que se deseja codificar. A construgao da tabela de c6digo é um passo importante do
projeto de um sistema de codificacao, e é também o de maior complexidade computacional.
As operagoes de codificacao e decodificacao sao implementadas através de buscas na tabela do
c6digo e, portanto, apresentam complexidade relativamente reduzida. Os coédigos de Huffman
sao os mais indicados para codificar seqiiéncias longas de variaveis aleatérias independentes
e cuja distribuicao de probabilidade nao varia. O ponto negativo desses codigos é que as
variagoes na distribuicao de probabilidade exigem que novas tabelas de codificagao sejam
geradas, o que pode aumentar demasiadamente a complexidade do processo.

A codificagdo aritmética [15] nao faz uso da tabela do codigo, como no caso dos co-
digos de Huffman. No entanto, a sua complexidade computacional ¢ um pouco maior em
ambas as etapas de codificagao e de decodificagdo. Assim como o cédigo de Huffman, esse
método codifica seqiiéncias de variaveis aleatorias de alfabeto finito, porém a distribuicao de
probabilidade dessas variadveis pode variar livremente sem que a complexidade do processo
de codificagao seja significativamente alterada. A codificagao aritmética codifica as variaveis
de um vetor aleatorio de forma seqiiencial e produz uma seqiiéncia final que corresponde a
codificagdo conjunta de todos os componentes do vetor original. Por este motivo, a codifica-
¢ao aritmética pode apresentar um ganho de eficiéncia em relagao a codificacao de Huffman
[14].

O método de codificagdo de Golomb [3] foi concebido para codificar variaveis alea-
torias com distribui¢do de probabilidade geométrica |16, mas é também apropriado para a
codificacao de seqiiéncias de varidveis aleatorias binarias independentes cuja distribuicao de
probabilidade “favorece” um dos dois possiveis resultados da varidvel. Esse método permite
que ocorram variacoes na distribuicao de probabilidade utilizada, desde que elas sejam lentas
e conservem a propriedade de “favorecer” o mesmo resultado. Uma discussao mais detalhada

sobre esse método de codificagdo é apresentada na Secao 4.2.

2.9.1 Compressores Especializados

Alguns sistemas de compressao utilizam métodos de quantizagao e codificacao de entropia
especialmente adaptados a estrutura dos dados que se propoem a codificar. Como exemplo
podem ser citados alguns compressores de imagens baseados nas transformadas de wavelets
[17], como o SPIHT (Set Partitioning in Hierarquical Trees) [10], que esta entre os sistemas
de melhor desempenho da atualidade, e 0 EZW (Embedded Zero-tree Wavelet) [11]. Esses
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Compressor

Codificador
de Entropia

X _' | Transformador »| Quantizador

Y

Tranformador - Desquantizador | DeCOdlflC&FiOl‘ B
Inverso de Entropia

Descompressor

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Fig. 2.5: Diagrama de um sistema de compressdo/descompressao digital de imagens.

codificadores utilizam quantizagao progressiva e codificam os coeficientes da transformada
a medida que a quantizacao é realizada, levando em consideracao a relacao de hierarquia
existente entre eles. Alguns sistemas de compressao especializados, como o SPIHT [10],
ainda podem utilizar um dos métodos tipicos de codificacao de entropia a posteriori. No
entanto, a maior parte da compressao obtida por esses sistemas se deve principalmente ao

método de codificagao especifico por eles utilizado.

2.10 Sistemas de Compressao de Imagens

A Fig. 2.5 mostra um esquema tipico de um sistema de compressdo e descompressao de
imagens.

Na compressao, a imagem x é primeiramente submetida a uma transformada, que produz
um conjunto de coeficientes que a representa de maneira completa. Essa transformada
equivale a uma rotacao no espaco de sinais, de modo que a correlacao entre os coeficientes
resultantes é geralmente menor do que a correlacao entre as amostras do sinal original.

O papel do quantizador é reduzir a quantidade de possiveis valores que os coeficientes da
transformada podem assumir. Essa operacao constitui-se tipicamente na divisao dos valores

dos coeficientes por fatores de quantizagao arbitrarios e pelo arredondamento dos resultados.
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Os coeficientes quantizados sao em seguida processados pelo codificador de entropia que
gera a seqiiéncia comprimida resultante c. Quando a codificacio é progressiva, quantizacao
e codificacdo de entropia podem realizar-se em vérias iteragoes, de modo que a cada iteracao
ocorre o refinamento das regioes de quantizagao dos coeficientes.

Na descompressao, o papel do “desquantizador” é tipicamente multiplicar os coeficientes
quantizados pelos seus fatores de quantizagao correspondentes, de modo que sejam obtidos
os valores aproximados dos coeficientes originais. Caso a quantizagdo seja progressiva, o
“desquantizador” deve refinar os niveis de quantizacao dos coeficientes a cada iteracao. A
transformada inversa é entao aplicada aos coeficientes recuperados de modo a se obter a
imagem reconstruida. Essa imagem, no entanto, serd apenas uma versao aproximada da
imagem original, devido aos erros decorrentes do processo de quantizagao.

Naturalmente, o termo “desquantizador”, também chamado de “quantizador inverso”,
constitui-se em um abuso de linguagem, conquanto a operacao de quantizagao nao admite
inversa. O erro de quantizacao nao pode ser recuperado pelo sistema. Assim, o “desquantiza-
dor” representa a operagao de mapear os simbolos produzidos pelo decodificador de entropia
nos niveis (discretos) de quantizagdo correspondentes.

Os sistemas de compressao geralmente variam quanto a transformada que utilizam. As
mais comuns sdo as transformadas discretas do co-seno (DCT) [4] e as transformadas de
wavelets (DWT) [11, 10]. Quanto aos métodos de quantizagio, os sistemas podem ser clas-
sificados em: métodos que realizam ou nao quantizagao progressiva; e métodos que utilizam
quantizacdo vetorial [18, 19] ou quantizacao escalar [4] dos coeficientes. Quanto ao codi-
ficador de entropia, geralmente sdo utilizados os cédigos de Huffman, como em [4, 11|, a
codificagdo aritmética, como em [10], ou ainda algum tipo de codificagdo mais especializada,

como em |10, 11].



Capitulo 3
Codificacao por Transformada

A classe mais vasta dos métodos de compressao de imagens é a que se baseia na uti-
lizacdo de uma transformada linear para tirar proveito da redundancia existente entre as
amostras desses sinais. A funcdo da transformada nesses métodos é produzir uma seqiiéncia
de amostras descorrelacionadas, a partir da seqiiéncia formada pelos pizels da imagem, que
sao em geral muito correlacionados. A seqiiéncia de variaveis descorrelacionadas pode entao
ser submetida a um quantizador escalar sem grandes perdas de desempenho. Dessa forma,
evita-se a alta complexidade de sistemas de quantizacao vetorial.

Este capitulo analisa o funcionamento das transformadas, em particular da transformada
discreta do co-seno (DCT) utilizada no esquema de compressdo proposto nesta dissertagao.

O capitulo esta dividido em 3 secoes. A Secao 3.1 discute detalhes relativos a modelos
estatiscos de sinais, e em particular discute um modelo estatistico para os sinais de imagem.
A Secao 3.2 apresenta a definicao de transformada em geral, e em particular da DCT, e
examina a teoria que analisa a aplicacao das transformadas a sinais modelados por processos
aleatérios, como as imagens, por exemplo. A Secao 3.3 trata da quantizacao e codificagao dos
coeficientes da transformada, abordando a questao da quantizacao 6tima e da transformada

6tima, segundo o critério de minimizacao de erro quadratico médio.

3.1 Modelos Estatisticos

Antes de analisarmos o principio de funcionamento dos métodos de compressao baseados
em transformadas, necessitamos adotar um modelo estatistico geral que estabeleca matema-
ticamente as caracteristicas tipicas dos sinais que desejamos comprimir.

Assim, vamos considerar que imagens sao resultados de um processo aleatério bidimensi-

onal [16], representado por {xz[ni,ns]}. Dessa forma, x = {x[ni, ns|} pode representar tanto

19
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uma imagem propriamente dita, quanto o processo aleatério do qual ela resulta. Do mesmo
modo, as amostras x[n;, ny| podem representar tanto os pizels da imagem como as variaveis
aleatorias que os produziram, dependendo do contexto. Ao conjunto X de todos os sinais
descritos acima, isto é, o espago amostral do processo aleatoério em questao, denominaremos
espago de sinais.

A determinacao de um modelo estatistico para um tipo qualquer de sinal constitui-se
em estabelecer uma fun¢io de densidade de probabilidade (f.d.p.) em X. Como pode ser
observado, no caso de imagens, essa nao é uma tarefa simples. Uma imagem tipica, com
256 x 256 (65536) pizels, por exemplo, necessitaria de uma f.d.p. com igual nimero de
variaveis, cuja determinacao pode ser de uma complexidade inviavel. Além disso, nao seria
também facil deduzir a f.d.p. dos coeficientes da transformada com base na f.d.p. de um
sinal com tal nimero de variaveis. Felizmente, é possivel analisar os efeitos da aplicacao da
transformada de maneira aproximada e com resultados interessantes apenas estabelecendo

algumas hipdteses sobre o modelo estatistico utilizado.

3.1.1 Estacionariedade e Separabilidade

Um processo aleatorio estacionario no sentido amplo (ESA) é um processo aleatorio no

qual o valor esperado das amostras é constante em relacao ao tempo, isto é,
E [z[ny, no]] = px- (3.1)

Além disso, a correlacao entre duas amostras do processo deve depender apenas do desloca-

mento entre elas, isto é,
E [z[mq, ma]z[my — ny, ma — ng]| = Ree(na, na). (3.2)

A funcdo R,, é denominada fungao de autocorrelacao do processo, e como pode ser
observado, no caso de um processo ESA ela depende apenas do deslocamento (ny,ns) entre
as amostras. Observe-se que em (3.1) e (3.2), os z[n, ny] representam variaveis aleatorias.

Um processo ESA bidimensional {xz[ni,ns|} é separavel caso
Rw(nl, n2) = R1 (nl)Rg(ng). (33)

Além disso, se ambas as diregoes possuem estatisticamente as mesmas caracteristicas, temos

que R;(n) = Ry(n) & Ry (n). Portanto, podemos analisar os efeitos da aplicacio de uma

transformada a um processo bidimensional separavel considerando apenas uma direcao, isto
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é, analisando apenas o caso unidimensional.
Para simplificar ainda mais a nossa analise, podemos considerar que o valor esperado do
processo é nulo, de modo que o valor da funcao de autocorrelacdao para o deslocamento nulo

equivale a propria varidncia do processo, isto é,
R.2(0,0) = o2 (3.4)

Na pratica, isto pode ser obtido subtraindo-se dos valores dos pizrels da imagem os seus
valores médios. Dessa forma, a covariancia entre dois pizels deslocados entre si de (ny,ns) é
dada pela propria fungao de autocorrelagao avaliada no ponto (n1,ns). Analogamente, para
o sinal unidimensional, a autocorrelacao entre dois pizels separados de n posicoes é dada

pela funcdo de autocorrelagdo R,.(n).

3.1.2 Densidade Espectral de Poténcia

A funcao de autocorrelacao descreve parcialmente o comportamento do processo aleatorio
no dominio do tempo ou do espaco. Para analisar o seu comportamento no dominio da
freqiiéncia utilizamos a transformada de Fourier da funcao de autocorrelacdo, a qual se

denomina densidade espectral de poténcia (DEP). Ela é dada por

See(€7?) = F{Ryz(n)} = Z Ryaz(n)e 7™, (3.5)

n=—oo

A variavel da freqiiéncia é w, que é medida em radianos por amostra e varia entre —m e 7.
Fora desse intervalo, o valor de S;;(e“) se repete com perfodo 2.

Observa-se que R, (n) é uma fun¢io par, isto é,
R.:(n) = Ryp(—n). (3.6)

Com isto, verifica-se que S, (e’*) é real e par para qualquer valor de w. Além disso, é possivel
mostrar também que S, (') > 0, Vw € R.

A densidade espectral de poténcia esta relacionada a transformada de Fourier do proprio
processo aleatorio. Seja {z[n]} uma seqiiéncia amostra de um processo aleatorio estacionario.

Chamando-se de X/(e’“) a transformada de Fourier de M amostras de {z[n]}, isto &,

M2

Xu(e)= > aznje ™, (3.7)

n=—M/2
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é possivel mostrar que [16]

Seale) = Jim 7 Xar(e?) 38)
Se considerarmos que | X;(€’“)|? corresponde & densidade de energia de M amostras do sinal
em funcao da freqiiéncia, esse valor dividido por M deve corresponder a densidade de energia
meédia por amostra ou densidade de poténcia. Esse valor converge quando M tende a infinito
e no limite corresponde a densidade espectral de poténcia de {x[n]}. Como esse limite é o
mesmo para qualquer seqiiéncia resultante do processo aleatorio em questao, podemos dizer
que ele é a propria densidade espectral de poténcia do processo aleatério. Isso mostra porque

este nome é atribuido & transformada de Fourier da funcdo de autocorrelagao.

3.1.3 Ruidos Brancos e Coloridos

Se a fungao de autocorrelagio ¢ nula paran # 0 e R,,(0) = 02, entdao S,,(€’*) é constante

e igual a o2.

Nesse caso, chamamos o processo aleatério de ruido branco, posto que a
densidade de poténcia é a mesma para todos os valores de freqiiéncia. Se amostras distintas
do processo aleatorio sdo correlacionadas, isto é, se Ry, (n) # 0 para algum valor de n # 0,

a densidade espectral de poténcia nao é mais plana e o processo é dito colorido.

wln] == hln] = v[n]

Fig. 3.1: Ruido colorido {v[n|} gerado por um sistema linear de resposta ao impulso {h[n]}.

Um ruido colorido {v[n]|} pode ser gerado aplicando-se um ruido branco {w[n|} a entrada

de um sistema linear, como ilustrado na Fig. 3.1. Nesse caso, tem-se

v[n] = wn] * hln] = Z hlm]w[n — m), (3.9)

m=—0oQ

onde * denota a operagao de convolucdo entre seqiiéncias e {h[n]} corresponde a resposta ao

impulso do sistema linear [2]. A funcdo de autocorrelagao de {v[n]} é, portanto, dada por

Ryy(n) = a2 hln] * h[—n], (3.10)
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e a sua densidade espectral de poténcia é
Sy (e7%) = 02 | H(e)|?, (3.11)

onde H(e’?) é a transformada de Fourier da resposta ao impulso {h[n]}.

3.1.4 Modelos Auto-regressivos

Diversos tipos de sinais podem ser modelados por um tipo especial de ruido colorido, no
qual o valor de uma amostra é gerado a partir dos valores das amostras anteriores de acordo

com a seguinte equacao:
v[n] = av[n — 1]+ agvin — 2] + ... + anv[n — N| + w(n], (3.12)

em que w[n] é um ruido branco. Nesse caso, como o valor presente do sinal é fung¢do dos
valores passados do sinal e do valor presente do ruido branco, esse modelo é denominado
auto-regressivo (AR). Um sinal auto-regressivo é produzido por um sistema linear que
possui apenas polos [2] e cuja entrada é um ruido branco, como ilustrado pela Fig. 3.2, onde

H(z) é a transformada Z da resposta ao impulso do sistema em questdo, dada por

H(z)= Y h(n)z™ (3.13)

n=—oo

1
=
1-— Z amz ™
m=1

wn] ———= = v

Fig. 3.2: Modelo auto-regressivo.

Um processo AR de primeira ordem, isto é, com N = 1, é definido por
z[n| = pz[n — 1] + wn|, (3.14)

em que p possui um significado especial: ele é o coeficiente de correlacao de duas amostras

adjacentes, isto &,
Elz[n]z[n —1]]

2
0%

p= (3.15)
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Para este processo tem-se que

Ru(0) = agzl_pr, (3.16)

Ree(n) = o2p, (3.17)
. 1—p?

Spe(€??) = ol (3.18)

1+ p? —2pcosw

3.1.5 Matrizes de Autocorrelagcao, Autovalores e Autovetores

Em certas situagoes é vantajoso utilizar uma notagao matricial para representar os ele-
mentos que constituem o nosso modelo de sinais aleatérios. Por exemplo, na discussao
sobre as transformadas de sinais (Segdo 3.2) essa notacao sera de grande utilidade. Assim,
apresentamos aqui alguns conceitos que utilizam essa notagao.

Representaremos N amostras de um processo aleatorio {z[n|} na forma de um vetor-
coluna de N elementos dado por x = [ z[0] z[1] ... z[N —1] ]}, onde ()* indica a operagao de
transposi¢ao matricial. Definimos, entdo, a matriz de autocorrelacao desse vetor aleatorio
como Ry, = E[xx!]. Considerando que {z[n]} é um processo estacionario com funcio de

autocorrelagdo Ry.(n), tem-se que

Ry (0 Ry(1 Ryo(N —1
Rye(1 Rye(0) -+ Rgp(N —2)
Ry = ’ _ _ . (3.19)
Ryo(N—=1) Rye(N—=2) -+ Ryy(0)

Observa-se que Ryx ¢ uma matriz nao-negativa definida, o que significa que o valor
escalar vIR,,Vv é nao-negativo, para qualquer vetor-coluna v arbitrario de dimensdo N. A

demonstracao parte da préopria definicao de Ryy. Assim,
VIR,V = E[vixx'v] = E[(v'x)?] > 0. (3.20)

onde a desigualdade ¢ inferida devido ao fato de E[(v'x)?] ser o valor esperado do quadrado
de uma nova variavel aleatoria y = v'x. Pode-se observar também que, se os elementos de x
forem linearmente independentes, E[y?] s6 € nulo se v for o vetor nulo. Se essa independéncia
linear for verificada, afirma-se que Ry, é positiva definida. Isso implica que a matriz Ry
é nao singular, isto é, possui inversa, e também que todos os seus autovalores sao positivos.

Associado a toda matriz de autocorrelacao Ry, existe um conjunto de autovalores \;’s
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e autovetores e;’s definidos por
Rxxei = /\iei, 1= 0, 1, ceey N — 1. (321)
Estes autovetores sao ortogonais, isto &,

eie; =0, seij, (3.22)

K3

e além disso, podem ser escolhidos de modo a serem ortonormais, isto é, tais que ele; =
1, 0<i<N.
A matriz de autocorrelagao pode ser reconstruida a partir dos seus autovalores e autove-

tores através da equacao:
N-1
« =3 Neel, (3.23)
i=0

supondo-se que os autovetores estao normalizados.

Autovalores possuem ainda as seguintes propriedades:

N— N-1

det(R. i traco (R A (3.24)
i=0 1=0

H

Observa-se também que o traco de Ry ¢ igual a No2, para um processo de média zero, de

onde se conclui que a média dos autovalores é igual a varidncia do processo aleatorio, isto é,
1
- N )\i. (3.25)

Além disso, se Sy-(e’) é a densidade espectral de poténcia do processo cuja matriz de

autocorrelagdo é Ry, entdo existe um conjunto de freqiiéncias {2, 21, ...Qn_1} tais que
Ai = Spr(€7%), (3.26)

isto é, os autovalores sdo amostras da densidade espectral de poténcia de {z[n]} neste con-
junto de freqiiéncias, geralmente denominadas autofreqiiéncias. Ressalva-se que as auto-
freqiiéncias nao sao necessariamente eqiiidistantes.

Um importante resultado deriva do teorema da distribuicdo de Toeplitz (Teorema de
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Szego [20]), que afirma que, para qualquer funcao f(-),

1 1 g )
B 5 100 = o [ 7[5 57

Se tomarmos f(-) = log,(-) teremos que

N—1 YN 1
]31_{20 log, [g )\i] =5 /_7r log, Szz(e)dw, (3.28)

de onde se conclui que

1 T -
lim |Rux 'Y = exp [2 / log, Sm(ej‘“)dw] : (3.29)
mw

N—o0 —r

3.1.6 Modelo Estatistico de Imagens

Em primeiro lugar, vamos supor que o conjunto dos possiveis valores dos pizels de uma
imagem serd continuo, embora, na pratica, estejamos lidando com imagens digitais, cujos
pirels assumem apenas valores discretos. Essa suposicao é valida desde que a discretizagao
realizada pelo sistema de aquisi¢do de imagens seja suficientemente “fina”, isto é, desde que
a diferenca entre o valor “real” da intensidade luminosa do pizel captada pelo sistema de
aquisi¢do e o seu valor registrado (quantizado) possa ser considerada desprezivel [21]. Essa
diferenca é em geral muito menor do que a diferenca introduzida no sinal pelo proprio
processo de compressao, de modo que esta suposicao € normalmente considerada aceitavel.
Assim, deste ponto em diante, consideraremos que uma imagem é um sinal representado

por uma seqiiéncia bidimensional finita descrita por:
X = {z[ny, no] € R, (ny1, n2) € Zn,xn, } (3.30)
cujo dominio é definido pelo conjunto
Znyxny = {(5,5) | 0<i < Ny, 0<j < No}. (3.31)

Algumas regides de uma imagem, principalmente aquelas em que as variagoes dos pizels
ocorrem de maneira mais bem “comportada”, isto é, mais suavemente, podem ser bem mo-
deladas por processos auto-regressivos de 1% ordem, com p proximo a 1 [22, 20]. A densidade
espectral de poténcia de um processo dessa natureza é dada por (3.18), e apresenta a carac-

teristica da maior parte da poténcia do sinal estar concentrada nas baixas freqiiéncias, isto é,
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o valor da densidade decai & medida que a freqiiéncia aumenta, conforme pode ser observado

na Fig. 3.3, que mostra as DEP’s de processos AR de 1% ordem com diferentes valores de p.

100

p=0,9 |
7777777 p=0,8
rrrrrrrr p=0,7
10 £ ,/\\ g
I A\
//(’ ‘\
i
/ \
1E _
ol ETTTT T =
0.01
—T —% 0 % ™
w [rad/amostral
Fig. 3.3: Densidade espectral de poténcia normalizada (02 = 1) de processo auto-regressivo de

primeira ordem.

A matriz de autocorrelaciao de processos AR de 1% ordem é dada por

1 p “ e pN_l
1 cee N2
R =o2-| © 7 (3.32)
pN—l pN—Q 1

e os seus autovalores, considerando blocos de 8 amostras do processo, sao mostrados na
Fig. 3.4.

Outras regioes da imagem possuem “anomalias”, isto é, variagbes abruptas ou quase
periodicas nos valores dos pizels. Essas anomalias, como, por exemplo, bordas de objetos e
regioes de textura, ndo sao modeladas adequadamente por processos AR de 1% ordem, como
ocorre com a maioria das regioes tipicas de uma imagem. Tais regioes nem mesmo sao bem
modeladas por processos aleatoérios estacionarios, de modo que os resultados previstos para o
modelo auto-regressivo ndo sio validos. E devido & existéncia dessas anomalias, que escapam

ao modelo adotado, que as transformadas, ou as funcoes de base das transformadas, usadas
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Fig. 3.4: Autovalores de processos AR de primeira ordem com diferentes valores de p.

na codifica¢ao devem possuir comprimentos relativamente curtos ou, como também é comum
afirmar-se, devem ser bem localizadas espacialmente.

Por outro lado, as regides com anomalias sdo em geral minoria em relagdo a imagem como
um todo, de modo que é comum considerar-se nas anélises apenas o modelo estacionéario
auto-regressivo. Além de tudo, tais regioes exigem modelos exageradamente complexos e
sofisticados, e que, caso fossem levados em consideragao, provavelmente nao trariam grandes
ganhos de eficiéncia a compressao.

No sistema de compressao proposto por esta dissertacao, a existéncia dessas anomalias é
considerada apenas de maneira heuristica e superficial no tratamento dado aos coeficientes

da DCT durante o processo de compressao (cf. Secao 4.4).

3.2 Transformadas

De modo geral, uma transformada é um mapeamento linear e inversivel entre dois
espacgos vetoriais quaisquer. No nosso caso, os espagos considerados sao formados por vetores
cujos elementos sao amostras das seqiiéncias que se deseja codificar.

O uso da transformada no processo de compressao tem por objetivo produzir, a partir de

uma seqiiéncia de amostras altamente correlacionadas e dependentes, uma nova seqiiéncia de
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amostras com pouca correlacao e praticamente independentes, de modo que posteriormente
possa ser realizada a quantizagao escalar de cada amostra individual sem que ocorram grandes
perdas de eficiéncia.
Uma transformada unidimensional de comprimento N é representada pela operagao ma-
tricial
% = A'x, (3.33)

onde x é o vetor [ z[0] z[1] ... z[N — 1] ]* formado por N amostras do sinal ao qual
se deseja codificar. Da aplicacao da transformada, representada pela matriz A, resulta o
vetor X = [ 2[0] Z[1] ... Z[N — 1] ]%, cujos elementos sdo denominados coeficientes da
transformada. A matriz A é denominada matriz da transformada.

A transformada é dita ortogonal caso a matriz da operagao inversa, (A?)™!, seja igual

a matriz A da transformada, ou seja, se
A7t = A" (3.34)

Nesse caso, a transformada pode ser vista como uma decomposi¢ao do sinal em uma base de
sinais ortonormais {wg, W1, ..., Wy_1}, que correspondem as colunas de A. A seqiiéncia

original x pode ser escrita como uma combinagao linear dos sinais da base, isto &,

=

-1
x=Y z[k]wy, (3.35)
0

B
Il

onde os coeficientes correspondem aos produtos internos, denotados por x'wy, entre o sinal

que se deseja decompor e os vetores da base, isto é,

k] = x'wy (3.36)
= ) z[njwy[n]. (3.37)

A equagdo (3.35) pode ser escrita equivalentemente de forma matricial como
x = AX. (3.38)

Transformadas ortogonais tém a propriedade de preservar a energia do sinal transformado.
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Por exemplo, a energia média por amostra de N amostras de um sinal {z[n]} é igual a
lz[n]” = —x'x. (3.39)

Observando agora os coeficientes da transformada, temos

By = %ﬁtﬁ (3.40)
1

= NxtAAtx (3.41)
1

= Nxtx (3.42)

— E,. (3.43)

No dominio da freqiiéncia, observamos que, se as fungoes de base wy’s apresentam espec-
tros concentrados em regioes de freqiiéncia bem definidas, (3.36) também representa uma
decomposigao espectral do sinal original x, com o termo |Z[k]|? indicando o quanto da energia

de x estd presente na regiao de freqiiéncia em que wy, esta concentrada.

Transformadas Bidimensionais

Como uma generalizacdo do caso unidimensional, a transformada de um sinal bidimen-
sional pode ser vista como uma seqiiéncia bidimensional de amostras que resultam do pro-
duto interno do sinal com a familia de funcoes de base da transformada bidimensional.
Considerando-se o caso particular das transformadas de bloco de tamanho M x N, a trans-
formada de um bloco X do sinal {z[m,n]} é o bloco X de amostras da seqiiéncia {z[k, 0]}

que é determinado pela equacao

2k, ) = (X, Wygy) (3.44)
M—1N-1

= x[m, nJwy[m, n], (3.45)
m=0 n=0

onde (X, W, ;) representa o produto interno entre o bloco de M x N amostras da seqiiéncia
bidimensional {z[m,n]} e uma das funcoes de base Wy, = {wy[m, n]} de tamanho M x N
da transformada.

Analogamente ao caso unidimensional, se a base de vetores da transformada bidimensi-
onal é ortonormal, a transformada é ortogonal (também denominada unitéaria) e a equagio

de sintese é nada mais nada menos que uma combinacao linear dos vetores da base, tendo
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como coeficientes os proprios coeficientes da transformada, isto é,

M-1N-1

zlm,n] = Y &[k, uwm, n). (3.46)

k=0 ¢=0
Uma transformada bidimensional é dita separavel caso suas func¢oes de base possam ser
escritas como produtos tensoriais das fungoes de base de duas transformadas unidimensionais,
isto é,
A
Wi =1, @V, = wy[m,n| = ug[m]vgn], (3.47)

onde u;, 0 < k < M, e vy, 0 < £ < N sao os vetores de base de duas transformadas
unidimensionais, com comprimentos M e N, respectivamente. Nesse caso, a transformada
bidimensional pode ser calculada através da aplicacao das transformadas unidimensionais
consecutivamente as linhas e as colunas do sinal, nao importando a ordem. Assim, dado
que um bloco do sinal {z(m,n)} é representado por uma matriz X de M linhas por N
colunas, é possivel descrever a transformada bidimensional separavel através da operagao de
multiplicacao de matrizes

X = U'XV, (3.48)

onde U é uma matriz M x M que representa a transformada aplicada as colunas de X e V
é uma matriz N x N que representa a transformada aplicada as linhas de X.

Usualmente a mesma transformada é utilizada nas linhas e nas colunas do sinal bidimen-
sional. Nesse caso, se X é uma matriz que representa um bloco de M x M amostras de um

sinal bidimensional {x(m,n)}, a transformada bidimensional separavel ¢ escrita da forma:
X = U'XU. (3.49)

Nesta dissertacao a transformada bidimensional a ser utilizada é separavel. Portanto, as
analises realizadas consideram apenas o caso unidimensional, ja que a mesma transformada é
aplicada as linhas e as colunas de X. Como pode ser observado, esta abordagem é adequada

ao modelo estatistico de imagem adotado, que também é suposto separavel.

3.2.1 Transformadas de Processos Aleatorios

Vamos supor agora que estejamos aplicando uma transformada a um processo aleatorio,
ou seja, x agora ¢ um vetor aleatorio cujos elementos sao N amostras do processo aleatorio

{z[n]}. Também vamos supor que {z[n]} seja estacionario. Os valores médios dos coeficientes
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da transformada sao dados por

E[%] = A'Blx] = A"l - pa]', (3.50)
de onde concluimos que
N—1
B{ilk]) = xS weln], (351)
n=0

onde {wg[n]} s@o as funcoes de base da transformada. Note-se que se {z[n]} possuir média
nula, a média dos coeficientes também sera nula.

Vamos mostrar agora que, caso a transformada seja ortogonal, a média das variancias
dos elementos de x serd preservada. Vamos chamar de o7 a variancia de Z[k]. Supondo que

a média de {z[n]} seja nula, o7 = E[Z[k]?]. Observamos que

1 2 1 Ata
N;Uk = NE[XX] (3.52)
1
= NE[XtAAtX] (3.53)
1
= NE[xtx] (3.54)
N-1
1
= ¥ 2 %l (3.55)
n=0
= o2 (3.56)

onde a tltima igualdade é valida porque {z[n|} é um processo aleatorio estacionario.

3.2.2 Transformada de Karhunen-Loéve

A transformada de Karhunen-Loéve (KLT) é uma transformada definida com base
em um processo aleatorio estacionério, isto é, ela nao possui uma defini¢ao fixa, mas depende

do processo em que se baseia. Uma KLT unidimensional de tamanho N é dada pela matriz
E = € € - €en_1 ] ) (3.57)

onde e;, 1 = 0,1, ..., N — 1, sao os autovetores normalizados da matriz de autocorrelacao
R,x de dimensao N x N do processo aleatorio estacionério. Portanto, os vetores de base da
KLT sao os proprios autovetores e; do processo aleatorio. Observe-se que, devido ao fato dos

autovetores serem ortonormais, a matriz da transformada é ortogonal e, portanto, a matriz
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da transformada inversa ¢ igual & transposta da matriz da transformada direta.
A principal propriedade da KLT é descrita a seguir: a matriz de autocorrelagdo dos

coeficientes da KLT é dada por

Rix = E[xx] (3.58)
= E[E'xx'E] (3.59)
= E'E[xx'|E (3.60)
= E'R.E, (3.61)

e pela definigdo de autovalores e autovetores em (3.21), temos que
RuxE=| Xey Mer -+ Ay_ien—1 |- (3-62)

Portanto, a matriz de autocorrelacao de X é uma matriz diagonal cujos elementos sao os

proprios autovalores de Ry, ou seja,

Ao O 0
0 A --- 0

Res=| . | (3.63)
0 0 -+ An_1

Assim, observa-se que os coeficientes da KLT sao variaveis aleatorias descorrelacionadas e
suas variancias sao os autovalores da matriz de autocorrelagao de x.

Devido a este fato, verifica-se que a KL'T é a melhor transformada que pode ser utilizada
no processo de compressao de sinais produzidos por processos aleatorios estacionarios, ja que
ela descorrelaciona completamente as amostras do sinal original. A “optimalidade” da KLT
é demonstrada na Secao 3.3.3.

Por outro lado, como a KLT é uma transformada que depende do sinal a ser comprimido,
ela raramente é utilizada na pratica em sistemas de compressao. A sua utilizacao geralmente
implica em uma sobre-taxa de transmissao, devido & necessidade de se enviar ao decodificador
os elementos da matriz de transformagao. Além disso, o calculo da KLT geralmente apresenta
maior custo computacional, devido a inexisténcia de algoritmos rapidos para este fim. Outras
transformadas, como a DCT (transformada discreta do co-seno) e a DFT (transformada
discreta de fourier), possuem algoritmos rapidos de calculo. Esse é um importante fator a
ser levado conta na escolha de uma transformada para aplicacoes praticas.

A DCT, discutida a seguir, é uma transformada que nao depende do sinal ao qual ela é
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aplicada e que possui diversos algoritmos rapidos de célculo. Ela é muito semelhante a KLT
de processos AR de 1% ordem em que p é proximo de 1. A Fig. 3.5 mostra as funcdes de
base da KLT de comprimento 8 de um processo AR de 1% ordem com p = 0,9 e da DCT de

mesmo comprimento.

3.2.3 Transformada Discreta do Co-seno

As funcgoes de base da DCT unidimensional sao obtidas a partir da amostragem de fungoes
co-seno com diferentes freqiiéncias. Dependendo dos instantes de amostragem escolhidos a
DCT pode ser definida de diferentes maneiras. As mais usuais sao as denominadas DCT-I e
DCT-II [2]. A DCT-II é a transformada mais comumente usada em aplica¢oes de compressao
de imagens.

O método de compressao de imagens proposto por esta dissertacao utiliza uma DCT
bidimensional separavel baseada na DCT-II, como ela esta definida em [2], com comprimento
igual a 8 e normalizada, de modo que ela também seja uma transformada unitéaria (ortogonal).

A equacao de analise ou transformada direta da DCT-II normalizada de compri-

sz[n [”H?\f )], 0<k<N-1, (3.64)

onde (k] é uma fun¢do dada por

mento N é dada por

1, se k=0,

[k]:{Q, sel<k<N-1. (3:65)

A DCT unidimensional (DCT-1D) decompde um sinal discreto de comprimento N em
um conjunto de componentes Z[k|wy, para k € {0, 1,..., N — 1}, onde wy sdo as fungoes de

base da transformada de comprimento N, dadas por

Wy = wg[n| =

Blk] [Wk(Zn +1)

<n<N-1. .
N oS 5N ],O_n_N 1 (3.66)

Estas fungoes compoem a base vetorial da transformada discreta do co-seno. Na Fig. 3.5
podem ser vistas as fungoes de base da DCT-1D de comprimento 8. Pode ser observada a
semelhanca entre as funcoes de base da DCT e da KLT de um processo AR de 1% ordem,
também mostradas na figura.

O sinal x pode ser reconstruido através da soma de seus componentes z[k|wy, k €
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Fig. 3.5: Fungoes-base de comprimento 8 da DCT-1D (a) e da KLT-1D de um processo AR com
p=20,9 (b).

{0, 1,..., N — 1}, o que é denominado equacdo de sintese, isto &,

N-1
x=Y dklwy, 0<k<N-—1, (3.67)
k=0

também denominada transformada inversa da DCT-1D, em oposi¢ao a transformada
direta ou equagdo de analise (3.64).

A transformada descrita por (3.64) e (3.67) é unitaria, no sentido de que ela preserva a

energia do sinal, ou seja,

N-1 N-1
2RI = J[n])?, (3.68)
k=0 n=0
para qualquer seqiiéncia real {z[n]} de comprimento N.
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Uma vantagem da DCT em relacao a outras transformadas é a possibilidade de calcula-
la de maneira rapida. Loeffler et al. [9], por exemplo, mostram uma maneira de calcular a

DCT-1D de comprimento 8 com apenas 11 multiplicagoes e 29 somas.

Processos AR de Primeira Ordem

A Fig. 3.6 mostra as variancias dos coeficientes da DCT de comprimento 8 aplicada a
amostras de processos AR de 12 ordem. Observa-se que esses valores sao muito préximos dos
autovalores do processo, mostrados na Fig. 3.4, o que sugere que a DCT obtém praticamente
os mesmos resultados que a KL'T para esses processos. O indice k, que corresponde ao indice
das diferentes fungoes de base que compoem a DCT, esta relacionado a regidao de freqiiéncia
correspondente a cada coeficiente. A medida que esse indice aumenta, maior é a freqgiiéncia
da sua funcao de base correspondente. A varidncia de um coeficiente corresponde a energia
meédia do sinal na regiao de freqiiéncia da funcao da base correspondente. Como se observa,

essa energia diminui & medida que a freqiiéncia aumenta.

p=0,7

T
n +
A ) * p=0,8
] p=20,9
2 L
ES
1
*
e 1/2
n K
1/4 i
n *
1/8 . -
n
1/16
1/32 I
0 1 2 3 4 5 6 7

Fig. 3.6: Variancias dos coeficientes da DCT de processos AR de primeira ordem com diferentes
valores de p.
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DCT Bidimensional

A DCT bidimensional (DCT-2D), que é utilizada pelo método de compressao proposto
nesta dissertacao, é uma transformada separavel que se deriva diretamente da transformada
unidimensional. As fung¢oes de base da DCT-2D sao geradas pelo produto tensorial entre as
fungdes de base da DCT unidimensional (DCT-1D). Assim, dado que wy, 0 < k < N, sdo
as funcoes de base da DCT-1D, as funcoes de base da DCT-2D sao dadas por

Wk,gZWk®Wg, 0§k<N, 0</{<N. (369)

Desta forma, se A é a matriz da transformada unidimensional e X é uma matriz formada

por um bloco de N x N pizels de uma imagem, a DCT-2D pode ser escrita como
X = A'XA, (3.70)

de modo que o elemento %, da matriz X corresponde ao coeficiente da fun¢ao de base
W, da transformada bidimensional. As regioes de freqiiéncia dos coeficientes da DCT-2D
pertencem a um plano bidimensional de freqiiéncias, que correspondem as variacdes no eixo
vertical e no eixo horizontal.

A transformada inversa é escrita de forma matricial como
X = AXAY, (3.71)

e corresponde a sintese do sinal a partir dos coeficientes da transformada.

3.3 Codificacao dos Coeficientes da Transformada

Nos sistemas de codificagao por transformada que estamos considerando, isto é, os que
utilizam transformadas de bloco, o sinal que se deseja codificar é inicialmente dividido em
blocos de N amostras sucessivas, ou N X N amostras, no caso de sinais bidimensionais. Pos-
teriormente a transformada é aplicada a cada bloco de amostras e os coeficientes resultantes
sao quantizados. Apos a quantizagao, os coeficientes sao codificados digitalmente para poste-
rior transmissao. Na decodificacao, os valores quantizados sao recuperados e a transformada
inversa é aplicada a eles, de modo a se obter o sinal reconstruido.

Vamos denominar de y = (%) a um bloco de coeficientes quantizados, enquanto y é o
resultado da aplicacao da transformada inversa a y, ou seja, € um bloco do sinal reconstruido.

O erro de quantizacio, nesse caso, ¢ o vetor u = x —y = [ u[0] u[l] ... u[N —1] ]*. Os
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erros quadraticos médios das amostras reconstruidas sao iguais as variancias dos elementos
de u, isto ¢, 02, = Elu[n]?], paran =0, 1, ..., N — 1, e a média desses erros acerca das N

amostras do bloco é

L N2
ol = N o2 (3.72)
n=0
) (3.73)
= Ll :
Se definirmos @t 2 X —Y = [ 4[0] 4[1] ... 4[N — 1] ]* como sendo o vetor dos erros de

quantizacao dos coeficientes da transformada, observamos que os erros quadraticos médios
sdo dados por o2, = E[|4[k]|*], parak =0, 1, ..., N—1. Observando que i = A'U, pode-se
verificar que a média acerca das N amostras dos erros quadraticos médios dos coeficientes,

representada por

2 (3.74)

= o2 (3.75)

Portanto, o uso de uma transformada ortogonal garante que o MSE dos coeficientes quanti-

zados da transformada é igual ao MSE do sinal reconstruido.

3.3.1 Alocacio Otima de Bits

Agora vamos considerar o problema da alocagao de bits para a codificacao dos coefici-
entes quantizados. O objetivo do nosso sistema de codificacao é minimizar o MSE do sinal

reconstruido, isto é, o2. Levando em conta (3.75), que mostra que o2 = o2, a busca por se
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minimizar a média dos erros quadraticos médios dos pizels, 02, equivale a procurar minimizar
a média aritmética dos erros quadraticos médios dos coeficientes da transformada, o2.
A variancia do erro de quantizagao de cada coeficiente da transformada esta relacionada

a variancia do préprio coeficiente através da expressao
2 _ 2 2
0ok = €3k00 (3.76)

onde o2 = E[Z[k]?] representa a variancia do k-ésimo coeficiente da transformada, e €2,
representa o fator de desempenho do quantizador que é definido como a razao entre a
variancia do erro de quantizagao e a variancia da varidvel aleatoria que esté sendo quantizada
[20]. A medida que a quantizacdo se torna mais “fina”, isto &, que os niveis de quantizacio
ficam mais proximos entre si, esse fator de desempenho se torna menor. Se a quantizacao ja
¢ suficientemente fina, ao dobrar-se o niimero de niveis de quantizagao, €2, é reduzido por
um fator de 1/4, ja que os intervalos de quantizagao sdo reduzidos aproximadamente pela
metade. Além disso, o dobro do nimero de niveis de quantizacao geralmente necessita de um
bit a mais para ser codificado. Portanto, a varidncia do erro de quantizacao pode ser escrita,
em funcao do nimero de bits utilizados para codificar o coeficiente, de maneira aproximada
como

2 _ 2 2. 20-2R; 2
Oh = €101 R €27 oy, (3.77)

onde €2 é uma constante de proporcionalidade que leva em consideracao o desempenho do
quantizador utilizado na pratica e o método de codificacao de entropia usado na saida do
quantizador. Rj representa o niimero de bits utilizados para codificar o k-ésimo coeficiente
quantizado, enquanto o} representa a variancia desse coeficiente. E necessario salientar que
a aproximacao expressa em (3.77) é tanto melhor quanto mais “fina” for a quantizacao. Para
valores baixos de Ry ela é geralmente pouco precisa.
Podemos assim expressar a taxa de bits Ry do k-ésimo coeficiente por
o

1 1
Rk = 5 10g2 62 + 5 10g2 5 s (378)

05

e a taxa de bits média por coeficiente considerando os N coeficientes da transformada por

N-1

1
R=— ; Ry. (3.79)

De acordo com o critério de minimo MSE e levando em conta (3.75), o método de quantizacao

e codificacao deve procurar minimizar a média das variancias dos erros de quantizacao dos
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coeficientes da transformada, isto é,

1 N-1

or = ¥ o3 (3.80)
k=0
1 N-1

= 3 22 2 rgl. (3.81)

B
Il

0

para qualquer valor de taxa de bits R. Isso equivale a determinar a melhor maneira de alocar
os N R bits disponiveis para codificar os N coeficientes da transformada, de modo que o MSE
seja minimizado, ou seja, é preciso determinar uma N-upla (Ry, Ry, ..., Ry_1) que satisfaga
(3.79) e que minimize (3.81). A solucado deste problema de otimizacao ¢ dada por [20]

1
R, = R+ - log, 0<k<N. (3.82)

Pode-se verificar ainda [20] que a alocagao de bits expressa por (3.82) também implica

que 02, possui o mesmo valor para todos os coeficientes, ou seja,
N—_1 l/N
02, = 2272k [H aj?] , 0<k<N, (3.83)
§=0

de modo que, considerando-se que a quantizacao é uniforme, a minimizacao do MSE requer
que o fator de quantizacao seja o mesmo para todos os coeficientes da transformada.

Na pratica, muitos algoritmos de compressao, como o JPEG [4], por exemplo, utilizam
fatores de quantizacdo que variam dependendo da regiao de freqiiéncia & qual o coefici-
ente corresponde. Nesses sistemas, coeficientes de alta freqiiéncia geralmente sofrem uma
quantizacao mais “grosseira” do que coeficientes de baixa freqiiéncia, devido a diferenca de
percepgao do SVH a diferentes regioes do espectro espacial. Essa estratégia pode melhorar
a qualidade subjetiva da imagem reconstruida obtida pelo sistema de compressao e descom-

pressao, mas nao é 6tima no sentido de minimizar o erro quadratico médio.

3.3.2 Ganho da Codificagcao por Transformada

O ganho de codificagao obtido pelo uso da transformada é avaliado em comparacao a
modulagdo codificada por pulsos (PCM), para a qual a quantizagdo e a codificacdo sao

realizadas diretamente sobre as amostras do sinal que esta sendo processado. Analogamente



CAPITULO 3. CODIFICACAO POR TRANSFORMADA 41
a (3.77), no caso de PCM, supondo-se que sao utilizados R bits para codificar cada amostra
do sinal, o erro quadratico médio de quantizacao é dado por

UZ,PCM ~ 632_2R02: (3.84)

2
u

2
T

onde o é a varidncia da diferenca entre as amostras originais e as quantizadas, e o é a
variancia das amostras.

O ganho de codificacao da transformada ¢ definido como a razao entre o erro quadratico
médio obtido pela PCM e o erro quadratico médio obtido pela codificagao usando a trans-
formada (TC). Supondo-se que a alocacao de bits utilizada no segundo caso é 6tima, o erro

quadratico médio obtido é dado por (3.83), isto é,

N—1 YN
U?L,Tc ~ 27 [H %2'] ) (3.85)

§=0

onde 0s 03’s sd0 as varidncias dos coeficientes da transformada. Tomando-se (3.84) e (3.85),
pode-se expressar o ganho da codificacao por transformada como

2
Og

N-1
[szo ‘7]2'

Grec = (3.86)

i|1/N'

3.3.3 Transformada Otima (KLT)

Da teoria de matrizes sabe-se que dada uma matriz qualquer R de dimensoes N X N e

cujos elementos da diagonal sdo R(k, k) = o}, tem-se que

det [R] < ]ﬁl o (3.87)

k=0

Com base em (3.87) é possivel determinar um limitante superior para o ganho da codificagao

por transformada, definido em (3.86), ou seja,

0.2

Gre < W, (3.88)

onde R é a matriz de autocorrelacdo do processo aleatorio que esta sendo codificado usando

uma transformada de comprimento V.
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Além disso, sabe-se também que, dada uma matriz ortogonal A,

R' = A'RA (3.89)
det[R/] = det[A'RA] (3.90)
= det[R]det[A’A] (3.91)

= det[R). (3.92)

Se A é a matriz da KLT do processo aleatorio cuja matriz de autocorrelacao é R, entdao R’

¢ a matriz diagonal dos autovalores )\, de R, e neste caso
N-1
det[R'] = ] M- (3.93)
k=0

Portanto em (3.88) a igualdade ocorre quando a transformada utilizada na codificagio é a

KLT do processo aleatério que se esté codificando.

77777777 KLT
—— DCT
| /
7
6
%/ 5
O
E 4
G
3
2
1 =
/7
0
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Fig. 3.7: Ganhos da codificagdo por transformada para processos AR de primeira ordem em funcao
do coeficiente de correlacao p.

A Fig. 3.7 mostra os ganhos de codificagdao obtidos através uso da DCT e da KLT, ambas
de comprimento 8, na codificacdo de um processo aleatério AR de 1* ordem com diferentes

valores de autocorrelacao p. Observe-se que o uso da DCT ao invés da KLT nao representa
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grandes perdas de eficiéncia [20].
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Capitulo 4
Método Proposto

Esta dissertacao propde um novo método de compressao de imagens, baseado na trans-
formada discreta do co-seno (DCT — Discrete Cosine Transform). De acordo com o método,
a imagem é subdividida em blocos de 8 x 8 pizels aos quais é aplicada a DCT. Em seguida,
os coeficientes da transformada de todos dos blocos da imagem sao codificados progressiva-
mente através da codificacao individual de cada um dos seus planos de bits. A informagcao
de significancia dos coeficientes, presente em cada plano de bits, é codificada utilizando uma
versdo adaptativa do codificador de corrida de zeros de Golomb [3].

Como a codificagao é aplicada a blocos de pizels, 0 método proposto pode ser usado
para codificar tanto uma imagem completa como apenas algumas de suas regides. Além
disso, a quantizacao é realizada de forma progressiva, isto é, os bits dos coeficientes da DCT
sdo codificados um a um, em ordem decrescente de significincia (os bits mais significativos
antes dos menos significativos), de modo que a qualidade da imagem reconstruida pelo
decodificador é melhorada progressivamente, & medida que a decodificagao é realizada. Desse
modo, a qualidade da reconstrucao final depende apenas do ponto até o qual a seqiiéncia
comprimida é decodificada. O controle da taxa de compressao é realizado, portanto, através
da escolha do momento em que o processo de codificacao deve ser interrompido.

O presente capitulo apresenta os detalhes do codificador proposto. Ele est4 organizado
da seguinte forma: a Secao 4.1 especifica a transformada utilizada pelo método e descreve
como ela é aplicada & imagem a ser comprimida; a Secao 4.2 descreve o codificador de
corrida de zeros de Golomb e seu mecanismo de adaptacao; a Secao 4.3 introduz o método
de codificagao dos coeficientes da DCT}; e a Se¢ao 4.4 descreve o algoritmo de reorganizacao

dos coeficientes.

44
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4.1 Transformada Discreta do Co-seno

O método de codificagdo proposto utiliza uma DCT bidimensional (DCT-2D) idéntica
a transformada utilizada pelo padrdo de compressao de imagens estaticas JPEG [4] e pelos
padroes de compressdo de seqiiéncias de video MPEG 1,2 e 4 [6, 7, 8]. A transformada
pode ser realizada através das aplicagoes consecutivas, as direcoes horizontal e vertical, ou
vice-versa, da DCT unidimensional (DCT-1D), descrita na Segdo 3.2.3.

A imagem a ser comprimida é subdividida em blocos de pizels de tamanho 8 x 8 e a
DCT-1D de comprimento 8 é aplicada as linhas e as colunas de cada bloco, consecutivamente,
conforme ilustrado na Fig. 4.1. A transformada produz blocos de 8 x 8 coeficientes, que sao
posteriormente codificados como sera mostrado a seguir.

E necessario salientar que estamos supondo que os pizels da imagem possuem média nula.
Caso eles sejam inteiros de B bits, utilizamos a sua representacao com valores entre —258-1
e 2571 — 1 (c¢f. Segdo 2.1).

YYYVYVYVYY
DCT-1D
(vertical)

YYYVYVYVYY

—_—
YYYVYVYVYYY
Blocode 8 x 8
pixels da imagem DCT-1D
(horizontal)

YYVYVYVYYVYY

Blocode 8 x 8
coeficientes da DCT-2D

Fig. 4.1: Diagrama do transformador DCT-2D usado pelo método proposto.
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4.2 (Codigo de Corrida de Zeros de Golomb

O codigo de corrida zeros de Golomb é um cédigo de entropia que pode ser usado para
codificar tanto variaveis aleatérias com distribui¢ao de probabilidade geométrica como para
codificar seqiiéncias de variaveis aleatorias de Bernoulli independentes e idénticamente dis-
tribuidas (i.i.d.).

Uma varidvel aleatoria (v.a.) X com distribui¢ido de probabilidade geométrica é uma

v.a. que assume apenas valores inteiros nao-negativos com probabilidade
Prob{X =k} = (1 — p)p”, k>o0. (4.1)

Uma v.a. de Bernoulli possui apenas dois possiveis resultados: “fracasso” (‘0’) e “su-
cesso” (‘1’), com probabilidades p e 1 — p, respectivamente. Variaveis aleatorias com distri-
bui¢ao geométrica podem ser geradas através da contagem do nimero de “fracassos” con-
secutivos ocorridos antes da ocorréncia de um “sucesso” em uma seqiiéncia de variaveis de
Bernoulli independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.). Observa-se entdao que existe um
mapeamento biunivoco entre seqiiéncias de v.a.’s de Bernoulli e seqiiéncias de variaveis com
distribuicao geométrica, de modo que o cédigo de Golomb pode ser utilizado para codificar
seqiiéncias de qualquer um dos dois tipos de varidveis.

Seqiiéncias de resultados de v.a.’s Bernoulli sdo representadas por seqiiéncias de zeros e
uns, de modo que a codificacao de seqiiéncias de Bernoulli usando o codificador de Golomb
corresponde a codificar as corridas de zeros que ocorrem entre dois uns consecutivos dentro

dessas seqiiéncias.

4.2.1 Meétodo de Codificacao

O principal parametro do codificador de Golomb é denominado comprimento do codi-
ficador, que é representado por niimero inteiro nao negativo ¢. Esse parametro é ajustado
de acordo com a distribuicao de probabilidade da variavel que esta sendo codificada.

De acordo com o método, o resultado k£ de uma v.a. geométrica X é representado por

uma palavra-cédigo formada por trés partes:
Parte (z) — uma seqiiéncia de |k/£] zeros (digitos binérios) consecutivos!;
Parte (22) — um bit ‘1’, para indicar o fim da primeira parte; e

Parte (#4¢) — uma palavra-codigo que representa o resto da divisao k//.

L|z] representa a parte inteira de z.
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A parte (4ii) é determinada utilizando-se um codigo de Huffman correspondente a v.a.
Y definida por
Y £ X mod ¢, (4.2)

cuja distribuicao de probabilidade é representada por

(1—p)p"
, 0<r</
Prob{Y =r}={ 1-pt = =7 (4.3)

0, ser<Qour>F¢.

Em [3], Gallager e van Voorhis demostram que este codificador é 6timo se o seu compri-
mento ¢ satisfaz
plep™ <1<pt+ptl (4.4)

Além disso, é mostrado também que, para £ satisfazendo (4.4), o c6digo de Huffman da v.a.
Y possui apenas palavras-codigo de dois comprimentos distintos: b e b — 1, em que 2° é a
menor poténcia de 2 maior ou igual a £, ou seja, b = [log, /] 2.

Para determinar o ntimero de palavras-codigo com b — 1 bits a serem utilizadas, vamos
supor inicialmente que utilizaremos um cédigo apenas com palavras de b bits. Observamos
que, nesse caso, existe um total de 2° palavras-codigo, das quais apenas ¢ serdo necessarias,
restando 2° — /. Se as palavras forem escolhidas de tal modo que as 2° — ¢ palavras restantes
(ndo utilizadas) sejam diferentes apenas no valor do ultimo bit de um conjunto I' de palavras
utilizadas pelo codigo (pode-se, por exemplo, selecionar primeiro as palavras terminadas em
‘0’ e depois as palavras terminadas em ‘1), observa-se entdo que nao ha necessidade de se
enviar o 1ltimo bit das palavras em I', pois ele apenas serve para distingiii-las de palavras
que ndo pertencem ao coédigo. Portanto, conclui-se que devem ser utilizadas 2° — ¢ palavras-
codigo de comprimento b — 1 e 2¢ — 2° palavras-codigo de comprimento b. Observando-se
que os menores valores de Y sdo os mais provaveis, concluimos que, se Y < 2° — £, Y sera
codificada por uma palavra de b— 1 bits, caso contrario, uma palavra de b bits seré utilizada.

Portanto, um método simples para se codificar Y é o seguinte:

Se Y < 2°—/, a sua palavra-codigo corresponde & representacdo binaria de b—1
bits de Y'; caso contrario, o resultado de Y é codificado pela representacao binéria
de b bits do inteiro Y + 2° — 4.

Por exemplo, supondo-se que ¢ = 10, as palavras do cédigo de Y devem possuir 4 ou 3
bits de comprimento. Escolhendo-se para o c6digo as palavras nao hachuradas da Fig. 4.2,

observa-se que as 6 primeiras palavras diferem das palavras ndo escolhidas (hachuradas)

2[z] representa o menor inteiro maior ou igual a .
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apenas no ultimo bit, de modo que este nao necessita ser transmitido. Portanto, se Y < 6,
seu resultado seréd codificado usando apenas 3 bits, caso contrario, serao necessarios 4 bits.
Além disso, se Y < 6, a sua palavra-c6digo corresponde a sua representacao binaria com 3

digitos, e se Y > 6, a sua palavra-codigo corresponde a representacao binéria de Y + 6 com

4 digitos.
Codigo
0 — 10/0]|0]0
0/0|0]|1
1 — |0]|0|1|0
0[0|1]1
2 — |0|1]0]0
0[1|0]|1
3 — |0[1]1]|0
O[1|1]1
4 — 1/0/0]0
10|01
5 — 1/01]0
1(0|1]1
6 — 1/{1/0]0
7 — 11101
8§ — 1({1|1]0
9 — 1111

Fig. 4.2: Parte (4ii) do codigo de Golomb de comprimento 10.

Observe-se que o c6digo proposto nao possui prefixos, isto ¢, nao possui palavras-codigo
que sao prefixos de outras palavras-cédigo, pois as palavras-codigo de b bits utilizadas sao
inteiros maiores ou iguais a 2 - (2° — /), cujos prefixos de b — 1 bits sdo inteiros maiores ou
iguais a 2° — £. Por outro lado, o maior inteiro de b — 1 bits utilizado como palavra-cédigo é
20 ¢ —1.

Se, por exemplo, deseja-se codificar uma corrida de 23 zeros usando um cédigo de compri-
mento 10, a palavra-coédigo utilizada é da forma 001011, onde os primeiros 2 zeros correspon-
dem a [23/10] = 2, o 1 seguinte indica o fim da seqiiéncia de zeros inicial e a palavra-codigo
011 indica o resto da divisao, que é igual a 3.

A codificacdo de Golomb pode ser realizada através do Algoritmo 4.1, no qual = é o
resultado da varidvel aleatéria geométrica que se deseja codificar, e £ é o comprimento do

codificador.
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Algoritmo 4.1 Codificacao de Golomb para variaveis aleatérias geométricas.

x < resultado da v.a. geométrica a ser codificado;

¢ < comprimento do codificador.

calcule quociente ¢ e resto r da divisao x /¢

envie ¢ zeros para a saida {parte (i)}

envie um ‘1’ para a saida {parte (ii)}

calcule b < [log, /|

calcule t + 2° — ¢

se r <t entao
envie os b — 1 bits menos significativos de r, iniciando a partir do mais significativo
{parte (ii1)}

senao
calcule s <~ r+1
envie os b bits menos significativos de s, iniciando a partir do mais significativo {parte
(4it) }

fim-se

4.2.2 Adaptatividade

No método de codificagao proposto o codificador de Golomb é adaptativo, ou seja, ele
ajusta o seu comprimento ¢ de acordo com uma estimativa da distribuicao de probabilidade
da fonte. Essa estimativa é baseada no valor esperado da seqiiéncia de v.a.’s geométricas
que esta sendo codificada. A relac@o entre o valor esperado e o comprimento do codificador

é descrita abaixo.

Relacao entre o comprimento do codificador e o valor esperado

O comprimento do codificador esta relacionado ao parametro p da distribuicao de pro-

babilidade através das desigualdades (4.4), dadas por
pl+pt<i<pl+ptt (4.5)

Observe-se que apenas um nimero inteiro satisfaz (4.5). Visto que o nimero real g, definido
por
1
1 Y
log, —
p

I (4.6)

também satisfaz a desigualdade acima, vamos expressar £ por

= Llr+(lr), (4.7)
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onde |y(¢g)| ndo é maior do que 1. A Fig. 4.3 mostra ¢ e {r em funcdo de p variando entre
0,5 e 0,95. A Fig. 4.4 mostra os valores de v({g) em funcio de /g.

16 f f f f f f f '

14

—
[\
T

—_
o
T

comprimento do codificador
oo
T

05 055 06 065 07 075 08 08 09 095
p

Fig. 4.3: Comprimentos £ e £r do codificador de Golomb em funcao do parametro p.

Por outro lado, o valor esperado de uma variavel aleatéria geométrica é dado por

~ p
X=— 4.8
= (13)
de modo que p pode ser escrito como
X
—_ = 4-9
P=x (4.9)

Dessa forma, o comprimento do codificador esta relacionado ao valor esperado da fonte

através de .

1
log, |1+ ~

O logaritmo acima pode ser escrito em forma de série como

1 {1 + _—1 ] 1 <_—1 L + L ) (4.11)
(o) = — —_— e s . .
B2 X m2\X 9x* 3x°
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Fig. 4.4: Diferenca entre o comprimento do codificador de Golomb £ e o valor aproximado £r em
funcao de /p.

e, portanto, pode-se aproximar ¢z em funcio de X por
lp~XIn2, (4.12)

se p tiver um valor préximo de 1, de modo que X seja suficientemente grande. O comprimento
do codificador pode, portanto, ser ajustado através de um arredondamento para o inteiro
mais proximo, isto é,

¢=1]XIn2+0,5]. (4.13)

Algoritmo de adaptagao do comprimento do codificador/decodificador

O método de compressao proposto ajusta o comprimento do codificador de Golomb em

duas ocasioes:

1. quando o codificador (decodificador) envia (recebe) um ‘0’ pertencente a parte (i) (cf.

Secao 4.2.1) de uma palavra do codigo de Golomby;

2. e quando o codificador (decodificador) envia (recebe) o final da palavra-cédigo, ou seja,

quando a transmissdao de um simbolo da fonte é completada.
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Na primeira ocasido, o ajuste do comprimento do codificador (decodificador) ¢(n) é reali-
zado acrescentando-se |(£(n) 4+ 1)/2] ao valor atual do comprimento, de modo que o novo

comprimento seja

fn+1) = fn) + V(”)T“J | (4.14)

Na segunda ocasido, uma estimativa X do valor médio dos simbolos codificados ou de-
codificados é calculada e o comprimento do codificador e do decodificador sao reajustados
em funcao dessa estimativa. Levando-se em conta os objetivos de reduzir a complexidade
e, por conseguinte, aumentar a velocidade do codificador e do decodificador, consideramos
a aproximacdo In2 = 0,5. Assim, tomando-se como ponto de partida a equacdo (4.13), o
célculo do novo comprimento do codificador (decodificador) é realizado utilizando apenas

operacoes com nimeros inteiros. Dessa forma, o novo comprimento é dado por

fn+1) = {%J

(4.15)
A nova estimativa X (n + 1) do valor esperado X é calculada com base em uma média
ponderada entre a estimativa anterior X (n) e o tltimo simbolo codificado (decodificado)
X (n), ou seja,
X(n+1)=aX(n)+ (1—-a)X(n). (4.16)
a é um fator de esquecimento escolhido arbitrariamente e que geralmente possui valor pro-
ximo a 1.
O Algoritmo 4.2 é a versao adaptativa do algoritmo de codificagdo de corridas de zeros

descrito anteriormente.

4.3 Codificacao dos Coeficientes da Transformada

Apoés o calculo da transformada, os coeficientes da DCT de todos os blocos da imagem
sao reorganizados de modo a formarem uma tnica seqiiéncia unidimensional v. Esta reorga-
nizacao é descrita na Secao 4.4. Nessa seqiiéncia cada coeficiente sera representado na forma
de um sinal® mais um valor absoluto em binario. No processo de codificacdo cada plano
de bits dos valores absolutos dos coeficientes sera codificado a cada iteracao do algoritmo,
iniciando-se pelo plano de bits mais significativo.

Definimos a fun¢iao B, (z), que representa o n-ésimo bit do valor absoluto de um coefici-

3Positivo ou negativo.
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Algoritmo 4.2 Codificacao de Golomb adaptativa.
x < resultado da v.a. geométrica a ser codificado;
¢ < comprimento do codificador;
T < estimativa do valor médio dos simbolos anteriores.
facar < x
enquanto r > ¢ faga
envie um ’0’ para a saida
calcule r «<—r — /¢
calcule £ < £+ |£ + 1/2] {Primeira parte adaptativa.}
fim-enquanto
envie um ‘1’ para a saida
calcule b < [log, /|
calcule ¢ < 2° —/
se r <t entao
envie os b — 1 bits menos significativos de r para a saida, iniciando a partir do mais
significativo
senao
calcule r «—r +1¢
envie os b bits menos significativos de r para a saida, iniciando a partir do mais signifi-
cativo
fim-se
calcule T < az + (1 — a)x {Nova estimativa do valor médio}
calcule £ «— 7 + 1/2 {Segunda parte adaptativa.}

ente x, como

1 2k+1)-2" < 2k+2)-2", keZ
Bn(l'):{ ) sé ( + ) —|‘T‘<( + ) ’ € +> (417)

0, caso contrario.

Por extensdo, podemos definir B, (v) como sendo a seqiiéncia formada pelos n-ésimos bits
dos coeficientes de v, ou seja, o n-ésimo plano de bits de v. Considerando que B,(v) é
uma seqiiéncia de variaveis de Bernoulli independentes, ela pode ser representada de maneira
completa e inequivoca por uma seqiiéncia de variaveis aleatérias geométricas, em que cada
uma dessas varidveis representa uma corrida de zeros em B, (V).

A seqiiéncia v serd denominada de seqiiéncia de coeficientes nao significativos. Ela
possui inicialmente 64 - Ng coeficientes, sendo Ng o nimero total de blocos da imagem que
estdo sendo codificados.

Os planos de bits de v sdo codificados usando o codificador de corrida de zeros de Golomb,
descrito na Segao 4.2, com a seguinte ressalva: quando um bit ndo nulo de um coeficiente

em v é transmitido, o sinal do coeficiente é transmitido em seguida, aproveitando-se que
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este é exatamente 0 momento em que a transmissao de uma palavra-codigo de Golomb foi
completada.

E importante também que o codificador e o decodificador de corridas de zeros levem em
conta o fato de que as seqiiéncias binarias B,(v) sao finitas, ou seja, que as corridas de
zeros nao podem ser mais longas que um determinado valor. Esse valor maximo corresponde
exatamente ao nimero de bits de B, (v) que ainda ndo foram processados. Se o valor méximo
for levado em conta durante a codificacao, é possivel evitar o desperdicio decorrente da
transmissao desnecessaria dos bits que representam o resto da divisao no cédigo de Golomb.
Por exemplo, supondo-se que a tltima corrida de zeros a ser codificada apresenta um resto
igual a k < £, se o codificador nao levar em conta o fato de que o maior resto possivel é
k, ele utilizara entre b e b + 1 bits para codifica-lo, onde b = [log, /|. No entanto, essa
informacao esta disponivel tanto para o codificador quanto para o decodificador, de modo
que codificador nao precisa codificar o resto da maneira usual.

A medida que cada plano de bits de v é codificado, os coeficientes cujos bits processados
nao sao nulos, eles sao transferidos para uma seqiiéncia s, dos coeficientes significativos,
que esta inicialmente vazia. Os planos de bits de s nao contém o primeiro bit significativo
nao nulo de nenhum coeficiente, mas apenas os bits de menor significincia. Como pode ser
verificado, esses bits podem ser 0 ou 1 com aproximadamente a mesma probabilidade, isto
é, 0,5. Por isso eles sao transmitidos sem qualquer codificacao.

A disposicao dos coeficientes em s é a mesma que inicialmente foi utilizada na geracao da
seqiiéncia v, e nao depende da ordem em que os coeficientes sao transferidos para essa outra
seqiiéncia. Essa disposicao é mantida a fim de refinar os coeficientes na mesma ordem em
que os primeiros bits significativos foram inicialmente codificados, isto é, dando prioridade
aos coeficientes que estdao no inicio da seqiiéncia (cf. Secao 4.4).

Portanto, a codificacao dos coeficientes ocorre da seguinte maneira: depois dos coeficien-
tes da DCT de todos os blocos da imagem terem sido reorganizados em uma tinica seqiiéncia
unidimensional v, é determinado o bit mais significativo nao nulo dentre todos os coeficientes,

isto é,
e = |t s bl )| (419)

onde N, é o numero inicial de coeficientes em v (64 - N, como visto anteriormente).
Iniciando-se por n = nmay, 0s n-ésimos planos de bits de v e s sao codificados consecu-
tivamente, e ao fim desse processo, os coeficientes de v cujos bits processados nao sao nulos,
eles sao transferidos para s. Entao n é decrementado e a codificacao dos planos de bits
de v e s é novamente realizada. Observe-se que, no método proposto, antes do inicio da

codificacao de cada plano de bits, o comprimento do codificador de Golomb e a estimativa
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do valor médio da fonte sao inicializados com o valor 1. A codifica¢do dos planos de bits é
realizada para cada valor de n até que a taxa de bits desejada seja atingida. O Algoritmo 4.3

apresenta o processo de codificacao.

Algoritmo 4.3 Codificacao dos coeficientes da DCT.

v < vetor com os coeficientes da DCT

s < vetor vazio {coeficientes significativos.}

calcule Ny, conforme (4.18)

envie Ny, para a saida

N 4 Nmax

enquanto nao for atingida a taxa de bits desejada faga
inicialize o codificador de Golomb com £+ 1 e X « 1
codifique B, (v) usando o codificador de Golomb adaptativo
envie B, (s) para a saida sem codificagao
transfira de v para s os coeficientes para os quais B, (v[k]) = 1.
faga n <— n — 1 {prézimo plano de bits a ser processado.}

fim-enquanto

4.3.1 Propagacao de Erros

Pode-se observar que o método de codificacao proposto ainda apresenta um beneficio
colateral contra os erros no canal de transmissao. Tal beneficio resulta do modo como os
coeficientes da transformada sao codificados.

Como os bits de refinamento, isto é, os bits do vetor s, sao transmitidos sem codificacao,
0s erros que por ventura venham a ocorrer durante a sua transmissao nao se propagam para o
resto da seqiiéncia binaria. Como conseqiiéncia, os sintomas desses erros na imagem recons-
truida representam apenas alteracoes de magnitude nos pixels que dependem do coeficiente
afetado. E essas alteragoes sao da ordem da magnitude correspondente ao bit erroneo.

J4 os erros que afetam os bits produzidos pelo codificador de Golomb, podem gerar perda
de sincronismo entre codificador e decodificador e, assim, produzir defeitos mais graves na
imagem reconstruida.

Portanto, um esquema de protecao contra erros para a seqiiéncia comprimida poderia
levar em conta estas caracteristicas e proporcionar niveis de protecao distintos, de acordo

com a sensibilidade a erros de cada conjunto de bits.
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4.4 Reorganizacao dos Coeficientes da Transformada

Como visto na Secao 4.3, antes de ser realizada a codificagao dos coeficientes da DCT, é
necessario reorganizi-los de modo que eles formem uma tinica seqiiéncia unidimensional v.
Um dos objetivos dessa reorganizacao deve ser o de colocar os coeficientes da transformada
em uma ordem tal que a probabilidade de que os valores absolutos dos coeficientes sejam
maiores do que um dado limiar decresca a4 medida que essa seqiiéncia de coeficientes é
percorrida. Desse modo, o comprimento do codificador de Golomb adaptativo utilizado deve
aumentar & medida que os planos de bits dos coeficientes sao codificados.

Por outro lado, essa reorganizagdo deve procurar manter proximos (uns dos outros) os
coeficientes que eventualmente possuam alta probabilidade de possuir grandes valores abso-
lutos. Essa caracteristica é importante para que os comprimentos das corridas de zeros nao
varie demasiadamente répido.

A variancia de um coeficiente da DCT (considerando que o seu valor esperado é nulo)
corresponde & esperanca da sua energia, isto é, do quadrado do seu valor absoluto. Portanto,
quanto maior for a sua variancia, maior sera a probabilidade de que o coeficiente possua valor
absoluto maior do que um limiar estipulado. Como foi discutido na Secdo 3.2, a energia de
um coeficiente da DCT corresponde & energia que o sinal transformado possui na regidao de
freqiiéncia ocupada pela funcao de base que corresponde a esse coeficiente. Nos sinais de
imagem, considerando-se o modelo AR de primeira ordem visto na Secao 3.1.6, a densidade
espectral de poténcia decresce & medida que a freqiiéncia aumenta. Portanto, a variancia
dos coeficientes da DCT geralmente decresce & medida que as freqiiéncias correspondentes
as suas funcoes de base aumentam. Os coeficentes que correspondem as freqiiéncias mais
altas, geralmente possuem valores absolutos menores.

Dessa forma, conclui-se que o algoritmo de reorganizagao deve procurar colocar os coefi-
cientes de baixa freqiiéncia antes dos coeficientes de alta freqiiéncia.

Além desse fato, outro fenémeno importante ocorre com os sinais de imagem. Existem
diversos tipos de “anomalias”, como, por exemplo, bordas de objetos e regioes de textura, que
nao sao adequadamente modeladas por processos aleatorios AR de primeira ordem. Essas
“anomalias” geralmente apresentam componentes de alta freqiiéncia com energia razoavel. A
distribuicao de energia entre os coeficientes dos blocos da imagem que contém essas “anoma-
lias” é geralmente mais plana ou préxima de uniforme, isto é, todos os coeficientes possuem
mais ou menos a mesma energia. Desse modo, é de se esperar que quando forem encontra-
dos coeficientes de alta freqiiéncia com valores absolutos elevados, eles geralmente estarao
proximos de outros coeficientes de valor absoluto também elevado. Assim sendo, raramente

um coeficiente de alta freqiiéncia que possui um valor absoluto alto sera encontrado isolado,
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sem que haja outros coeficientes também com valores absolutos elevados nas suas vizinhan-
cas. Por esse motivo, o algoritmo de reorganizacao deve procurar manter coeficientes de alta

freqiiéncia do mesmo bloco, ou de blocos vizinhos, préximos entre si.

I.1 |21 5152|8182 85| 86

31 1 41|53 | 54183 | 84| 87 | 88

6.1 | 62| 7.1 | 72| 89 |8.10] 8.13 | 8.14

63 | 64 | 73 | 74 |811]8.12]8.15|8.16

9.1 | 92 | 95 | 96 |10.1 | 10.2 | 10.5 | 10.6

93 |94 |97 |98 103|104 10.7 | 10.8

99 |9.10| 9.13| 9.14] 109 {10.10|10.13|10.14

9.11 | 9.12| 9.15] 9.16 | 10.11|10.12{10.15|10.16

Fig. 4.5: Numeragao dos coeficientes da DCT em um bloco.

Com base nos principios descritos acima, um algoritmo de ordenacao dos coeficientes
foi proposto. Em primeiro lugar, os blocos de coeficientes sdao divididos em sub-blocos e
numerados de acordo com a Fig. 4.5. Esses sub-blocos possuem tamanhos diferentes e sao
constituidos de 1 até 16 coeficientes cada um. Essa divisdo é inspirada na forma como os
coeficientes gerados pela transformada de wavelets [17] s3o geralmente organizados.

Como pode ser observado (cf. Fig. 4.5), cada bloco de coeficientes é dividido em 10
sub-blocos, numerados de 1 a 10 em ordem crescente de freqiiéncia. A numeracao de cada
coeficiente é representada por m.n, onde m indica o nimero do sub-bloco ao qual pertence
o coeficiente, e n indica o nimero do coeficiente dentro desse bloco. Os coeficientes da DCT
dos Np blocos de coeficientes da imagem, ou da regidao da imagem, que serao codificados
sao reorganizados de modo a formarem uma tnica seqiiéncia unidimensional v de acordo
com o Algoritmo 4.4, mostrado a seguir. Como resultado desse algoritmo, a medida que a
freqiiéncia aumenta, mais coeficientes vizinhos ficam proximos entre si na seqiiéncia final.

Como a codificagao é realizada através da varredura da seqiiéncia de coeficientes, outra
caracteristica do sistema de compressao é que os coeficientes de baixa freqiiéncia sao codi-
ficados e refinados a cada iteracao do codificador antes dos coeficientes de alta freqiiéncia.

Portanto, como o algoritmo de compressao pode parar a qualquer momento, aqueles recebem
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Algoritmo 4.4 Reorganizagao dos coeficientes da DCT

crie uma seqiiéncia de coeficientes vazia
para m de 1 até 10 faga
para k de 1 até Ny faga
para n de 1 até o nimero de coeficientes do m-ésimo sub-bloco faga
adicione ao fim de v o coeficiente m.n do bloco &
fim-para
fim-para
fim-para

prioridade em relacao a estes.



Capitulo 5
Resultados Experimentais

Neste capitulo descrevemos os resultados experimentais obtidos pelo método de com-
pressao de imagens proposto no Capitulo 4. Os resultados sao comparados aos resultados
de outros métodos, dentre eles o padrao JPEG [4], que também faz uso da DCT. Em alguns
casos, é feita a comparacao com métodos baseados em transformadas de wavelets, como o
EZW (embedded zero-tree wavelet coder [11] e o SPIHT (set partitioning in hierarquical trees)
[10].

5.1 Metodologia

Os desempenhos dos métodos de compressao sao avaliados quanto a razao de sinal maximo
por erro quadratico médio (PSNR), apresentada na Secdo 2.4. Os valores de PSNR sao
apresentados em decibéis (dB) e calculados através da expressao:

92 2
PSNR = 101log;, M5—;E (5.1)

onde o erro quadratico médio (MSE) é calculado a partir da média empirica (i.e., a média
observada experimentalmente) do quadrado da diferenga entre os pizels da imagem original

e os pirels da imagem descomprimida, isto &,

N1—1 No—1

> (@l na] — ylna, na))?, (5.2)

n1=0 no=0

1
N1 N,

MSE =

onde {x[n;,ny]} é a imagem original e {y[ni, ns]} é a imagem gerada pelo processo de deco-
dificacao.

Os resultados para o método proposto foram obtidos a partir da implementagdao dos
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algoritmos de compressao e descompressao descritos no Capitulo 4 para imagens em escala
de cinzas (com apenas um componente referente & luminancia) com pizels representados
por inteiros de 8 bits. A implementacao foi realizada em linguagem C/C-++ padrio e foi
compilada e utilizada em sistemas Sun/Solaris, PC/Linux e PC/Cignus Windows!.

Os resultados para o método de compressao de JPEG foram obtidos a partir da im-
plementagao desenvolvida pelo Independent JPEG Group (1JG), que disponibiliza gratuita-
mente através da internet uma biblioteca de compressao de imagens baseada nesse padrao.
Essa biblioteca pode ser obtida através do endereco da internet mostrado na referéncia [23].

Nos processos de compressao e descompressao JPEG foram utilizadas tabelas de quan-
tizacao uniformes de valores arbitrarios, escolhidos de modo a se obter as taxas de bits
desejada. As tabelas de quantizacdo uniforme apresentam o mesmo fator de quantizacao
para todos os coeficientes da DCT. Essa opcao foi adotada devido ao fato dos resultados
estarem sendo comparados usando-se o critério de PSNR, para o qual o desempenho 6timo
é obtido com a quantizacao uniforme, como foi discutido na Secao 3.3.1. Além disso, foi
utilizado um codigo de entropia otimizado para a estatistica particular de cada imagem, e
que também é mais adequado a estatistica dos coeficientes quantizados uniformemente.

Os resultados dos codificadores SPIHT e EZW foram extraidos diretamente de [10].

5.2 Resultados

A Fig. 5.5 mostra as imagens que foram utilizadas para obter os resultados experimentais.
Todas as imagens utilizadas sao imagens em niveis de cinza com resolucao de 512 x 512 pizels
e com 8 bits por pizel. Os resultados para Lena, Goldhill, Barbara e Boat sao mostrados nas
Figuras 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4, respectivamente.

As Figs. 5.6 e 5.7 mostram os resultados visuais obtidos pelo sistema proposto para a
imagem Lena e Goldhill. S0 mostradas as imagens reconstruidas utilizando 0,25 bpp (bits
por pizel), 0,5 bpp e 1 bpp. Vale salientar que a qualidade dos dispositivos de impressao
disponiveis nao permite uma melhor reproducgao desses resultados, o que dificulta demonstrar
a sua qualidade subjetiva.

Observa-se que, para todas as imagens, o esquema de compressao proposto apresentou
resultados similares ou superiores aos resultados do JPEG. Ganhos de eficiéncia foram ve-
rificados principalmente a taxas de bits maiores, como acima de 0,8 bpp para a imagem
Lena, e 0,7 para as imagens Goldhill e Boat. Observa-se também que para as imagens Lena,

Goldhill e Boat, o ganho de eficiéncia do esquema proposto tende a aumentar em relacao ao

!Conjunto de ferramentas Linux para sistemas MS Windows.
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JPEG a medida que as taxas aumentam. Portanto, o esquema proposto representa uma real
alternativa ao método de compressao JPEG. Principalmente no que diz respeito a sua utili-
zacdo em sistemas de compressdo de video, onde esquemas essencialmente iguais ao JPEG?
podem ser usados para comprimir os quadros intra® e os residuos dos quadros inter*. Como
os resultados do método proposto sao superiores aos do JPEG para taxas de compressao
maiores, pode-se afirmar que a sua aplicagao na compressao de video ¢ recomendada nos
casos em que uma melhor qualidade da imagem ¢é exigida, como por exemplo, na compressao
de video para TV digital de alta defini¢ao.

Além da comparacao objetiva entre os resultados obtidos pelo sistema proposto e pelo
método do JPEG, também vale ressaltar que o sistema proposto apresenta complexidade
razoavelmente inferior a este, j& que nao envolve buscas em tabelas de c6digo de Huffman.

Na comparacao com os sistemas baseados em transformadas de wavelets, verifica-se que
a eficiéncia do sistema proposto ainda estd bem aquém dos resultados obtidos por esses
algoritmos, principalmente para baixas taxas, como em torno de 0,25 bpp. Isso decorre,
talvez, da maior eficiéncia das transformadas de wavelets ao tratar a imagem como um todo,

sem incorrer nas discontinuidades causadas pela blocagem.

Lena (512x512)
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* Resultados transcritos de [10]

Fig. 5.1: Resultados experimentais para a imagem Lena (512 x 512)

2¢f. MPEG ou Motion Picture Experts Group [24]
3Codificados isoladamente, sem informacdo dos quadros anteriores ou posteriores.
4Codificados através da estimacdo obtida a partir dos quadros vizinhos.
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Goldhill (512x512)
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Fig. 5.2: Resultados experimentais para a imagem Goldhill (512 x 512)

Barbara (512x512)
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Fig. 5.3: Resultados experimentais para a imagem Béarbara (512 x 512)
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PSNR (dB)

Boat (512x512)
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Fig. 5.4: Resultados experimentais para a imagem Boat (512 x 512)
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Fig. 5.5: Imagens originais utilizadas para obter os resultados experimentais: (a) Lena, (b) Goldhill,
(c) Barbara e (d) Boat.



CAPITULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTAIS 65

Fig. 5.6: Resultados visuais obtidos para a imagem Lena pelo método proposto: (a) Imagem original,
(b) com 0,25 bpp, (c) com 0,5 bpp e (d) com 1 bpp.
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Fig. 5.7: Resultados visuais obtidos para a imagem Goldhill com o método proposto: (a) Imagem
original, (b) com 0,25 bpp, (c) com 0,5 bpp e (d) com 1 bpp.



Capitulo 6
Conclusao

Neste trabalho propoe-se um novo método de compressao digital de imagens naturais es-
taticas que se baseia na transformada discreta do co-seno (DCT) e na codifica¢do progressiva
dos coeficientes da transformada, utilizando o c6digo de corrida de zeros de Golomb.

Por realizar codificagdo progressiva, o esquema proposto produz uma seqiiéncia com-
primida “embutida”, isto é, em que as seqiiéncias comprimidas com menores taxas estao
presentes no inicio das seqiiéncias de maiores taxas. Essa caracteristica permite que a deco-
dificacao seja gradual, isto é, pode-se escolher a qualidade da imagem reconstruida através
da escolha do ponto em que a decodificagao deve ser interrompida.

Por utilizar uma transformada de bloco, o esquema de codificagao proposto é mais ade-
quado a adaptacao para uso em sistemas de compressao de video. Isso se deve ao fato de
que a divisao da imagem em blocos permite que sejam utilizadas técnicas de codificagdo de
video baseadas em estimacao e compensacao de movimento. Por exemplo, os padroes de
compressao MPEG fazem uso desses métodos para codifica¢io dos quadros preditos (tipo P)
e interpolados (tipo B).

Como parte de um esquema de compressao de video, o método proposto apresenta certas
vantagens em relacdo ao método do JPEG, que é semelhante aos métodos utilizados pelos
padroes MPEG 1 e 2 na codificacao dos quadros intra das seqiiéncias de video. Entre essas
vantagens podem-se destacar o ganho de eficiéncia, representado pelo maior PSNR para
taxas altas (¢f. Secdo 5.2), e uma reducao na complexidade, devido a nao-utilizagao dos
codigos de Huffman. O ganho de eficiéncia é ainda mais preponderante para altas taxas,
onde o PSNR é um bom indicador da qualidade visual percebida. De modo que a utilizacao do
esquema proposto pode ser indicada principalmente em aplicagoes que exigem alta qualidade
da reproducao.

O codificador de corrida de zeros de Golomb, visto aqui como um codificador de seqiién-
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cias binarias, é utilizado pelo método de compressao proposto na codificacao das seqiiéncias
formadas pelos bits mais significativos dos coeficientes da transformada. A escolha desse
codificador de entropia deve-se ao fato de que ele apresenta um bom desempenho na codifi-
cacao de seqiiéncias binérias cujas caracteristicas se assemelham as das seqiiéncias formadas
pelos planos de bits dos coeficientes. Além disso, ele é bastante simples de ser implementado,
se comparado a outros métodos de codificacao capazes de realizar a mesma tarefa. Outra
caracteristica importante é o fato de que seu funcionamento pode ser ajustado as caracte-
risticas da seqiiéncia processada sem grandes esfor¢os, o que permite o seu funcionamento
adaptativo.

Portanto, o codificador e o decodificador de corrida de zeros do método proposto traba-
lham de maneira adaptativa, associados a um sistema de ajuste de parametro que leva em
conta as estatisticas da seqiiéncia binaria & medida que ela é processada. Além disso, esse
esquema de adaptacao, que também é uma contribuicao original deste trabalho, nao exige
que qualquer informagao extra seja transmitida ao decodificador.

Quanto aos resultados experimentais, foram apresentados resultados visuais, como as
imagens Lena e Goldhill (¢f. Figs. 5.6 e 5.7) comprimidas pelo esquema proposto e re-
construidas com taxas de bits de 0,25 bpp, 0,5 bpp e 1 bpp. Também foram apresentados
resultados objetivos, como as curvas de PSNR em funcao da taxa de bits para as imagens
Lena, Goldhill, Barbara e Boat, codificadas pelos esquemas SPIHT [10] (Lena e Goldhill),
EZW [11] (Lena), JPEG [4] e pelo método proposto. Nos resultados objetivos, observou-se
que o esquema proposto apresenta eficiéncia igual ou superior ao JPEG utilizando quanti-
zagdo uniforme. Em alguns casos (Lena, Goldhill e Boat), o esquema proposto apresentou
eficiéncia progressivamente maior que a do JPEG a medida que taxas de bits maiores eram
utilizadas (¢f. Figs. 5.1, 5.2 e 5.4). Em comparagio aos esquemas que utilizam transformadas
de wavelets, o esquema proposto apresentou eficiéncia inferior em todos os casos verificados,
o que sugere a superioridade das transformadas de wavelets, em termos de eficiéncia na com-
pressao, em relacao as transformadas de bloco, como a DCT. Em compensacao, os métodos
que utilizam transformadas de wavelets nao sao tao facilmente adaptaveis a utilizacao em
sistemas de compressao de video.

Os resultados experimentais apresentados foram obtidos através da implementacao do

método proposto em linguagem C/C+-+.
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6.1 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Aplicagoes em imagens coloridas

O método proposto poderia ser adaptado para utilizagdo na compressao de imagens
coloridas. A maneira mais direta seria a codificagdo em conjunto dos coeficientes resultantes
da aplicacao da transformada aos componentes de luminancia (Y) e crominéncia (Cr e Cb),

devidamente dizimados, conforme desejado.

Ajuste preliminar as caracteristicas do sistema visual humano (SVH)

O processo de quantizacao que estd associado ao método de compressao proposto, quan-
tiza todos os coeficientes da transformada de maneira uniforme, isto é, usando os mesmos
intervalos de quantizacao, exceto no caso dos coeficientes que nao sao processados antes
da interrupcao durante a ultima iteracao do algoritmo. Do ponto de vista da otimizagao
com respeito ao MSE, este é o método 6timo de quantizacao. No entanto, se for levada
em conta a variagdo de sensibilidade do SVH aos componentes de diferentes freqiiéncias, a
quantizagao 6tima do ponto de vista subjetivo nao é a quantizagao uniforme, como a reali-
zada pelo esquema proposto. Neste caso, um ajuste preliminar e simplificado desse esquema
as caracteristicas do SVH pode ser realizada através da multiplicacdo dos coeficientes da
DCT por fatores que dependam das freqiiéncias associadas a cada um deles. Desse modo,
embora a codificacao realizada ainda seja progressiva, os intervalos de quantizagdo e refi-
namento de cada coeficiente sao variaveis, podendo ser escolhidos abtrariamente através do
fator multiplicativo.

Uma adaptacao mais completa do método proposto ao SVH requer um estudo mais

rigoroso sobre as suas particularidades, o que é um problema bem mais complexo.

Adaptacao a codificagao de seqiiéncias de video

Como discutido anteriormente, o esquema proposto pode ser adaptado para a utilizagao
em sistemas de compressao de video que utilizam compensacao de movimento para tratar

da redundancia temporal.

Utilizacao na compressao de outros tipos de sinais

O método de compressao dos coeficientes da transformada também pode ser adaptado
para a codificacao de outros tipos de sinais, que também sao usualmente codificados através

de transformadas. Como exemplo, citam-se os sinais de audio e voz.
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Utilizacao de outras transformadas

Outras transformadas, como as transformadas de wavelets [17]| e as transformadas com

superposi¢ao (LT’s — Lapped Transforms) [22], poderiam ser utilizadas no lugar da DCT.
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