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Resumo

Nesta tese, estuda-se o problema da alocacao de poténcia através de duas abordagens: esto-
castica e robusta, sendo os ganhos do canal, que descrevem o estado do sistema de comunicagoes
sem fio, parcialmente observados pelo decisor. Na abordagem estocastica, considera-se que os
ganhos do canal sao variaveis aleatorias, que representam a variacao rapida do sinal de radio.
Nesse contexto, reformula-se o indice de desempenho do sistema através do CVaR (Conditional
Value-at-Risk). Na abordagem robusta, considera-se que os ganhos do canal e o ruido perten-
cem a um determinado conjunto convexo. Em ambas as abordagens, a solucao 6tima é obtida
em termos de um problema de otimizagao convexa. Adicionalmente, na abordagem estocéstica,
apresenta-se um algoritmo recursivo e distribuido, que converge para uma solugao subo6tima,
quando o ruido é nulo e a poténcia transmitida é limitada tanto superior como inferiormente.
Também mostra-se que, em um sistema onde os ganhos do canal coincidem com o seu valor
esperado, esse algoritmo converge para a solucao 6tima quando a qualidade do enlace ¢ muito
maior que a minima requerida.

Palavras-chave: Controle de poténcia em sistemas de comunicacoes sem fio, Otimizacao
convexa, Otimizacgao estocastica com aversao ao risco, Otimizacao robusta.

Abstract

This thesis deals with the power allocation problem under the stochastic and robust ap-
proaches, where the channel gains describe the wireless communication system state and are
partially known by the controller. The stochastic approach considers the channel gains as
random variables which represent the fast fading of the radio signal. Under these settings,
the system performance index is reformulated using CVaR (Conditional Value-at-Risk). The
robust approach considers that the channels gains and noise belong to a determined convex
set. In both approaches, the optimal solution is determined in terms of a convex optimization
problem. Additionally, under the stochastic approach, a recursive and distributed algorithm is
presented which converges to its suboptimal solution when noise is null and the transmitted
power is upper and lower bounded. It is also show that this algorithm converges to its optimal
solution when the link quality is much greater than the minimum required quality in a system
where the channels gains match its expected value.

Keywords: Transmitted power control for wireless communications systems, Convex opti-
mization, Risk averse stochastic optimization, Robust optimization.
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Capitulo 1

Introducao

As redes de comunicagoes sem fio de geragoes 3G e superiores objetivam fornecer servicos
multimidia a altas taxas de transmissao. Para prover esses servicos, ¢ essencial que essas redes
suportem miltiplas classes de trafego, com diferentes caracteristicas e rigorosos requisitos de
qualidade de servigo, tais como o tempo médio de atraso, a taxa média de erro de bit, a taxa
minima de transmissao, etc. Entretanto, os recursos disponiveis na interface aérea (largura de
faixa, poténcia, codigos, etc) sao escassos. Para harmonizar esses dois pontos contraditorios
(escassos recursos e rigorosos requisitos de qualidade de servico), faz-se necessario desenvolver
algoritmos eficientes de gestao dos recursos de radio. Esses algoritmos devem ser capazes de

estabelecer, reconfigurar e manter a qualidade do servigo requerido pelo usuario, em cada enlace.

Um dos algoritmos de gestao dos recursos de radio é o algoritmo de controle da poténcia
transmitida (CPT). Tradicionalmente, o objetivo do algoritmo de CPT é determinar o nivel
da poténcia a ser transmitida por cada terminal moével, de maneira a compensar o efeito do
desvanecimento do sinal de radio e, assim, alcancar a qualidade de servigo pré-especificada, sem
causar interferéncia desnecesséaria nos demais terminais. Entretanto, em [1, 2|, apresentou-se o
algoritmo de CPT como o componente central da alocagao dos recursos de radio do sistema,
uma vez que, por meio desse algoritmo, cada usuéario pode variar seu acesso a esses recursos,
adaptando sua poténcia transmitida as variacoes do canal e as condigoes de interferéncia.
Sendo assim, através da aplicagao do algoritmo de CPT, diferentes e usualmente conflitantes
requisitos de qualidade de servico podem ser alcancados por diversos usuarios. Além disso, o
algoritmo de CP'T pode ser utilizado como base para outros algoritmos de gestao de recursos
de radio, integrando, por exemplo, o problema de CPT ao problema de controle de admissao

de chamadas [3| e ao problema de controle fluxo de dados [4, 5.

Por essas importantes caracteristicas, o problema de CPT tem sido amplamente estudado.

Veja, por exemplo, [1, 2, 3,6, 7, 8,9, 10], onde sao apresentados alguns dos principais resultados
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obtidos na area.

Em geral, a analise e o projeto de controladores para sistemas dinamicos sao realizados
com base em modelos mateméticos, que descrevem o comportamento do sistema. No pro-
cesso de modelagem do sistema, usualmente algumas hipoteses simplificadoras da descricao
(linearidade, estacionariedade, etc) sdo inseridas, com o proposito de viabilizar a anélise e o
tratamento mateméatico. Além disso, interagoes complexas existentes no sistema (perturbacoes
externas, efeitos dinamicos desconhecidos, etc) podem nao ser modeladas. Conseqiientemente,
sempre haverd discrepancias entre o sistema dinamico e o modelo que o descreve, tornando-o
impreciso e incompleto. Com o objetivo de obter um modelo que descreva com maior precisao
o comportamento do sistema, é necessario caracterizar a incerteza introduzida no processo de
modelagem e incorporar essa informacao ao modelo. Desta maneira, quando o controlador de-
senvolvido com base no modelo incerto for aplicado ao sistema, as especificacoes do seu projeto
serao cumpridas. As incertezas, que irao refletir a realidade fisica do sistema, podem ser carac-
terizadas através de diversas teorias (e.g. a Teoria de Probabilidade), fornecendo, ao decisor,
diferentes medidas (e.g. valor esperado, variancia, etc) ou caracterizadores (e.g. distribuigao

de probabilidade) da incerteza, a partir da informagao proveniente do sistema.

Em particular, o problema de CPT foi abordado através de diversos modelos incertos,
caracterizados, por exemplo, através da Teoria de Otimiza¢ao Estocéstica, em [11, 12, 13, 14,
15, 16|; Teoria dos Jogos, em [17, 18, 19, 20|; Teoria de Controle, em [21, 22, 23, 24, 25, 26];

Teoria de Otimizagao Convexa, em |27, 28, 29|; Teoria Fuzzy, em [30].

Nesta tese, também utiliza-se um modelo incerto, que incorpora o risco ou a imprecisao
produzidas no processo de modelagem do sistema de comunicacoes sem fio. O risco é caracte-
rizado por meio do espaco de probabilidade, composto pelos possiveis valores assumidos pelo
ganho do canal de radio e suas respectivas medidas de probabilidade. A imprecisao é represen-
tada através de um conjunto deterministico, o qual contém as possiveis perturbacoes no ganho
nominal do canal de rddio. Com base nesses modelos, propoem-se problemas de CPT, os quais
sao abordados através da Teoria de Otimizagao Estocastica com Aversao ao Risco [31] e a Teo-
ria de Otimizagao Robusta [32], respectivamente. Em particular na abordagem estocastica do
problema de CPT proposto, adota-se uma medida de risco coerente para reformular o indice
de desempenho do sistema. Especificamente, utiliza-se o Conditional Value-at-Risk (CVaR)
para quantificar o risco da qualidade do enlace ao invés do Value-at-Risk (VaR), empregado no
problema de CPT em [15]|. Essas medidas de risco estao relacionadas, apesar de quantificarem
diferentes caracteristicas da fun¢ao de distribuicao subjacente. Em primeiro lugar, o problema
de controle de poténcia via o CVaR é a melhor aproximacao convexa para o problema nao

convexo de CPT baseado no VaR. Em segundo lugar, o CVaR, por definicao, mede o risco
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das perdas que ultrapassam o limiar determinado pelo VaR. Sendo assim, a solugao fornecida
pelo problema de CPT via o CVaR, além de garantir a factibilidade da qualidade do enlace,
quantifica a severidade da sua degradagao, ao penalizar as realizagoes da qualidade do enlace
que transpoem o limiar determinado pelo VaR.

A solucao 6tima desses problemas é obtida em termos de um problema de otimizacao con-
vexa [33, 34]. Sendo assim, algoritmos extremamente eficientes, como, por exemplo, o algoritmo
baseado no método de pontos interiores, podem ser utilizados na solu¢ao numérica do problema.
Adicionalmente, na abordagem estocéstica, apresenta-se um algoritmo recursivo e distribuido,
que converge para uma solugao sub6tima do problema quando o ruido é nulo e a poténcia trans-
mitida é limitada superior e inferiormente. Entretanto, num sistema onde os ganhos do canal
coincidem com o seu valor esperado, o algoritmo converge para a solucao 6tima do problema
quando a qualidade do enlace ¢ muito maior que a qualidade minima requerida.

Finalmente, faz-se necessario ressaltar que os problemas de otimizacao convexa tém as

seguintes caracteristicas:

e Anadlise local versus global: Nao se lida computacionalmente ou teoricamente com mini-

mos locais isolados, os quais nao resolvem o problema;

e Condicoes de otimalidade: As condicoes que caracterizam a solucao 6tima do problema
sao necessarias e suficientes. Mesmo na auséncia de diferenciabilidade, a propriedade
de convexidade permite estabelecer essas condi¢oes em termos de subgradientes. Além
disso, a propriedade de convexidade estrita é um critério de facil verificacao e garante a

unicidade da solugao do problema;

e Convergéncia do algoritmo: Garante-se que, a partir de um ponto inicial arbitrario, a

seqiiéncia gerada pelo algoritmo converge para a solucao 6tima do problema.

1.1 Estrutura da Tese

Esta tese esta estruturada da seguinte maneira.

Capitulo 2: Apresenta o modelo do sistema de comunicacoes sem fio e estabelece precisamente
os problemas de CPT propostos, bem como sua motivacao. Além disso, mostram-se os

trabalhos relacionados.

Capitulo 3: Aborda o problema de CPT definido em (2.29). Inicia-se apresentando, de ma-

neira sucinta, as Teorias de Medidas de Risco [35] e de Dispersao [36] e sua aplicac¢ao em
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problemas de otimizacao estocastica com aversao ao risco. Em seguida, a solugao cen-
tralizada do problema proposto ¢ apresentada em termos de um problema de otimizacao
convexa. Finalmente, apresenta-se um algoritmo iterativo que utiliza somente informacao

local e converge para uma solucao subotima do problema de CPT proposto.

Capitulo 4: Aborda o problema de CPT definido em (2.34). Inicia-se apresentando resumi-
damente a Teoria de Otimizagao Robusta [32, 37, 38, 39, 40, 41| na sua forma geral e,
em seguida, restringe-se a abordagem, direcionando o enfoque para a solugao o problema
proposto. Finalmente, a solucao centralizada do problema proposto é apresentada em

termos de um problema de otimizagao convexa.

Capitulo 5: Apresenta as conclusoes da tese bem como suas contribuicoes. Adicionalmente,

sao mencionadas algumas propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Modelo do Sistema de Comunicacoes sem

Fio e Formulacao do Problema de
Controle da Poténcia Transmitida (CPT)

O objetivo principal deste capitulo é apresentar precisamente os problemas de CPT pro-
postos, bem como sua motivacao.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na Secao 2.1, apresenta-se o modelo
do sistema de comunicacoes sem fio, define-se seu estado e caracteriza-se a qualidade do en-
lace através do SINR (Signal-to-Interference-plus-Noise Ratio). Na Secao 2.2, apresenta-se
uma revisao sucinta do problema de CPT, que minimiza a poténcia total transmitida, consi-
derando que o estado do sistema ¢é exata ou parcialmente conhecido pelo decisor. Em cada
caso, apresentam-se as principais caracteristicas desses problemas. Suas limita¢oes motivam os

problemas de CP'T propostos nesta tese.

2.1 Modelo do Sistema de Comunicacoes sem Fio

Baseado em [8, 42|, o sistema de comunicacoes sem fio serd modelado como uma colegao de
enlaces interferentes. Para tanto, assuma que existem n enlaces ativos no sistema e considere
que g;; representa o ganho da poténcia do canal a partir do transmissor do j-ésimo enlace
ao receptor do 2-ésimo enlace. Nesse contexto, o estado do sistema é descrito pela matriz de

ganhos do canal
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Considera-se que o ganho do canal do transmissor do j-ésimo enlace ao receptor do i-ésimo

enlace pode ser expresso como
d I
Gij = gijgijg;y (2.2)

onde gfj, gf.j e g;;, representam a perda de percurso, o desvanecimento a longo prazo ou lento e
o desvanecimento de curto prazo ou rapido, respectivamente. A perda de percurso é devida a
atenuacao do sinal de radio ao longo do percurso entre o transmissor e receptor. O desvaneci-
mento lento é resultado do efeito do sombreamento provocado por obstrugoes topograficas ou
morfologicas de larga escala e acontece ao longo de dezenas de comprimento de onda. O des-
vanecimento rapido é causado pela propagacao por multiplos percursos e ocorre em intervalos
de aproximadamente fracoes de comprimentos de onda. Existem diversos modelos probabilis-
ticos que caracterizam as flutuagoes lentas ou rapidas do sinal de radio, entretanto usualmente

utiliza-se a distribuicao Lognormal ou Rayleigh, respectivamente.

Considere que a poténcia transmitida no i-ésimo enlace é dada por p;. Sendo assim, a
poténcia recebida no i-ésimo enlace é expressa por g;;p; € a interferéncia gerada no receptor do
J-ésimo enlace, para j # 7, ¢ dada por gj;p;. Considerando que, no receptor do i-ésimo enlace,
7; representa a poténcia do ruido e I; = Z#i 9ijp; denota a interferéncia total recebida, o

correspondente SINR (Signal-to-Interference-plus-Noise Ratio) é expresso por

JiiDi GiiDi
Litni >0 95p + i
onde p = [p;] € R} e g; = [g55; 7 = 1,...,n] € R"} representam o vetor da poténcia transmitida

e o vetor dos ganhos do canal no receptor do i-enlace, respectivamente. Quando o ruido é
nulo, isto é, 7; = 0 para i = 1,...,n, o SINR, definido em (2.3), é chamado de SIR (Signal-to-
Interference Ratio).

Usualmente, a qualidade de servigo nos sistemas de comunicagoes sem fio é especificada
pela taxa média de erro de bit e pelo tempo médio de atraso. Devido ao fato de que esses
parametros de qualidade do servico sao funcoes decrescentes do SINR observado no receptor,
freqiientemente considera-se o SINR como um parametro que permite quantificar a qualidade
do enlace [1]. Portanto, para garantir uma adequada operagao do sistema, o seguinte conjunto

de desigualdades

Juibi Sn o i=1,...m, (2.4)
j#i 9ijPj + i -

Yi(p,g:) = 5

onde 7, representa o SINR requerido no receptor do i-ésimo enlace, deve ser satisfeito.
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2.2 0O Problema de CPT

2.2.1 Abordagem Deterministica

Suponha que o estado do sistema, caracterizado pela matriz de ganhos do canal G, é exa-
tamente conhecido pelo decisor. Nesse contexto, o problema de CPT, que visa minimizar a

poténcia total transmitida, pode ser estabelecido matematicamente como segue (cf. [8, 42])

;2[@ 2 (2.5)
i=1 2.5
sujeito a:  v;(p,g;) = gl 27, t=1...n
> 2 9ijPj i

onde p; representa a poténcia transmitida no i-ésimo enlace, g;; denota o ganho do canal entre
o transmissor do j-ésimo enlace e o receptor do i-ésimo enlace e 7; descreve o ruido no receptor
do i-ésimo enlace. Finalmente, v; e 7, a0 0 SINR recebido e o limiar inferior do SINR requerido

no i-ésimo enlace, respectivamente.

Em [8, 42|, apresenta-se a condigdo que permite verificar se o conjunto factivel do pro-
blema (2.5) nao é vazio e determina-se explicitamente a expressao que permite calcular a solu-
¢ao Otima desse problema. Para obter esse resultado, inicia-se expressando o problema (2.5),

de forma equivalente, como

mn ) _p
e =1 (2.6)
sujeito a: y.m; + 7, Z 9iiPj — 9upi <0, 1=1,...n.

J#i

Em seguida, denotando a solugao 6tima do problema (2.5) por p* € R}, demonstra-se que
cada uma das restri¢oes de desigualdade do problema de otimizagao linear (2.6) esta ativa no

ponto p*, isto é,
(I = B)p" =u, (2.7)

onde

Ie Rnxn’ B — [li%ﬂ{isﬁj}] c Rixn’ e u= [ZZ;]—Z] € Ri (28)

denotam a matriz identidade, a matriz de interferéncia normalizada e o vetor de ruido norma-
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lizado, respectivamente e 1., representa a funcao delta de Dirac. Finalmente, assumindo que
a matriz B é irredutivel e r,(B) denota seu raio espectral, aplicam-se o Teorema de Perron-
Frobenious e a Teoria de Matrizes Nao Negativas (cf. [43, 44|) para concluir que, se 7,(B) < 1,
entdo, para qualquer vetor u > 0, existe um vetor p* > 0 satisfazendo a equagao (2.7). Nesse

caso, a solugao unica dessa equacao ¢ dada por
p'=(I—-B) "u. (2.9)

Note que o decisor tem observacao completa do estado do sistema, uma vez que o calculo
da poténcia 6tima transmitida p*, via a equagao (2.9), requer que cada componente da matriz
de ganhos do canal G = [g;;] € R*" seja conhecido. Essa classe de decisores é denominada de

centralizada. As limitacoes desse decisor sao:
e Os ganhos do canal g;;, para j # i, sao dificeis de ser estimados; e

e O nivel da poténcia transmitida, calculada de forma centralizada, precisa ser enviado a

cada um dos transmissores, o qual pode resultar num excessivo fluxo de controle.

Com o objetivo de superar algumas dessas limitagoes, em [45], apresenta-se um algoritmo de
CPT, que utiliza somente a informacao local: o ganho g;; e a interferéncia total recebida mais
ruido I; + n;. Essa classe de decisores é denominada de distribuida. Para obter esse resultado,

inicia-se definindo a seguinte equacgao a diferencas
p(k+1)=Bpk)+u, k=0,1,... (2.10)
Em seguida, considerando que (cf. |43, 44|)

(I -B) ™= ZB’“, quando 7,(B) < 1, (2.11)
k=0

pode-se demonstrar que a seqiiéncia {p(k)}72, converge linearmente para p* (solugao do pro-
blema (2.5)), com uma taxa de convergéncia: r,(B) < 1. Finalmente, observe que a equacao a

diferencas, definida em (2.10), pode ser expressa da seguinte forma

_

pilk+1) vi(k)

k), i=1,...m k=01,..., (2.12)
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onde

giipi(k) .
vi(k) = , i=1,....n. (2.13)
> 9ipi (k) +mi
A partir desse resultado, o desenvolvimento de algoritmos distribuidos de CPT tem sido

uma area de pesquisa de intensa atividade. Por exemplo:

e Em [46], apresenta-se o algoritmo distribuido padrao de CPT, que unifica os algorit-
mos distribuidos associados a diferentes variagoes desse problema, como, por exemplo,
o problema de CPT considerando que: (i) a poténcia transmitida é limitada superior e
inferiormente |47, (ii) o receptor elimina parte da interferéncia gerada, minimizando o
erro quadratico médio 48], (iii) o receptor utiliza macro diversidade [49] e o problema de
CPT integrado ao problema de alocacao da estagao base [50, 51|. Para obter esse resul-
tado, observa-se que os requisitos de qualidade do enlace, para a maioria dos sistemas de

controle de poténcia, podem ser expressos como
p = 1(p), (2.14)

onde p = [p;] € R denota o vetor de poténcias transmitidas e I(p) = [[;(p)] € R%}
representa o vetor de interferéncia efetiva. Nesse contexto, introduz-se o algoritmo padrao
de CPT que converge para p*, solugao da restri¢ao de igualdade em (2.14), quando o vetor

de interferéncia efetiva é padrao, o qual é definido a seguir.

Definigao 1. [46] Um vetor de interferéncia I(p) é padrao se, para todo p > 0, as

seguintes propriedades sao satisfeitas:

(i) Positividade: I(p) > 0;
(ii) Monotonicidade: I(p)

> I(p'), quando p > p;
(iii) Escalabilidade: A\ (p) > I(Ap), para todo A > 1.

No seguinte teorema, reproduz-se o principal resultado mostrado em [46].

Teorema 1. [46] Seja I(p) um vetor de interferéncia padrdao. Se existe um vetor de
poténcias factivel, entao, para qualquer vetor de poténcias inicial p(0), o algoritmo padrao
para o CPT

pk+1) = I(pk)), k=01,..., (2.15)

converge para p*.
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Baseado na Defini¢ao 1, o proximo teorema permite estender os resultados obtidos no
Teorema 1 para o caso onde a poténcia transmitida, em cada enlace, é limitada inferior

e superiormente.

Teorema 2. [46] Se I(p) = [/;(p)] é um vetor de interferéncia padrao, p = [p;] € R e
p= []_92] € R?, onde p, e D denotam as poténcias minima e maxima de transmissao no

1-ésimo enlace, respectivamente, entao

I'(p) = [min{p;, Li(p)}] e 1"(p) = [max{p,, Ii(p)}] (2.16)

também sao vetores de interferéncia padrao.

Sendo assim, de posse do conceito de funcao de interferéncia padrao, o algoritmo distri-
buido de CPT, considerando que a poténcia transmitida é limitada inferior e superior-

mente, é dado por

pilk +1) = min{p,, max{]_gi,%pi(k)}}, i=1,...m k=01,... (217

e Em [52|, demonstra-se a convergéncia assincrona do algoritmo (2.12). Esse resultado
permite que a poténcia transmitida em cada enlace seja atualizada em diferentes instantes
de tempo, baseada na informacao anterior relativa a interferéncia gerada pelos outros

enlaces.

e Em [53], considera-se que a velocidade de convergéncia da seqiiéncia, gerada por um al-
goritmo distribuido de CPT, torna-se um critério importante no seu projeto, pois, no
modelo do sistema de comunicagoes sem fio, assume-se que os ganhos do canal sao invari-
antes. Sendo assim, apresenta-se um algoritmo distribuido de CPT, baseado no método de
Gauss-Seidel, o qual, através de técnicas de aceleracao da taxa de convergéncia, permite
obter uma velocidade de convergéncia duas vezes maior que aquela obtida pelo algoritmo
de Jacobi. Note que esse ultimo algoritmo coincide com aquele apresentado em (2.12).
E importante destacar que os métodos antes mencionados sao utilizados para calcular

iterativamente a solugdo do sistema de equagoes lineares em (2.7).

Finalmente, note que a solucao do problema de CPT foi determinada supondo-se que a ma-
triz de ganhos do canal G = [g;;] € R™" e a poténcia do ruido n = [1;] € R’} sdo precisamente
conhecidos pelo decisor. Entretanto, em aplicagoes praticas, esses parametros sao resultados

de algum processo de medigao ou estimacao; conseqiientemente, nunca sao conhecidas com
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certeza. De fato, como indicado em [54, 55|, a incerteza é inevitavel durante o processo de
modelagem do problema. Sendo assim, descrever a incerteza e inclui-la no processo de decisao

¢ a maneira adequada de abordar problemas de otimizacao sujeito a incertezas.

2.2.2 Abordagem Estocastica

Uma maneira tradicional de quantificar a incerteza é usando modelos probabilisticos. Neste
cenario, considera-se que o estado do sistema, representado pela matriz de ganhos do canal G,
¢ descrito por um conjunto de variaveis aleatorias. Desta forma, em particular, o problema de
CPT pode ser modelado como um problema estocastico com restri¢oes probabilisticas (cf. [31]),

o qual é estabelecido como

mn ) p
e =1 . (2.18)
sujeito a: P(I; = iibi <y)<ai, i=1,...m,

Zj;éi Gijpj + i -

onde p; representa a poténcia transmitida no i-ésimo enlace, G;; denota uma variavel aleatoria
que descreve o ganho do canal do transmissor do j-ésimo enlace ao receptor do i-ésimo enlace e
7; descreve o ruido no receptor do i-ésimo enlace. Adicionalmente, I'; e 7, representam a variavel
aleatoria do SINR recebido e o limiar do SINR requerido no i-ésimo enlace, respectivamente.
Finalmente, P é uma medida de probabilidade e o = [o;] € R™ com a; € (0,1) denota o vetor

de risco.

Em particular, considera-se que o ganho do canal do transmissor entre o j-ésimo enlace e o
receptor do i-ésimo enlace ¢ dado por
Gy = 959,GL, (2.19)
onde gflj denota uma constante que caracteriza a perda de percurso, gf.j denota uma constante
que representa a variagao lenta do sinal de radio e G}; denota uma variavel aleatoria que descreve
a variacao rapida do sinal de radio. Neste caso, observe que a solugao do problema (2.18) fornece
os valores da poténcia transmitida, considerando explicitamente as flutuacoes estatisticas do
SINR devido ao desvanecimento rapido do sinal em cada enlace. Sendo assim, os niveis da
poténcia transmitida sao alterados na escala de tempo determinada pela variacao lenta do sinal
de radio, diferentemente do que acontece na abordagem deterministica do problema, onde essa

alteracao é realizada na escala de tempo determinada pela variacao rapida do sinal.
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Note que o problema (2.18) pode ser escrito de forma equivalente como

mn ) _m
e =1 (2.20)
sujeito a:  P(Z; = Gyup; — 7, Z Gijpj — v < 0)<ay, 1=1,....n.

J#i
Com respeito ao problema acima apresentado, pode-se fazer os seguintes comentarios:

e Em [31], apresentam-se as condi¢es, que permitem estabelecer se o conjunto de solugoes

factiveis do problema (2.20) é convexo, as quais sao reproduzidas a seguir.

Teorema 3. (Convexidade de conjuntos com restri¢oes probabilisticas, |31, 56]) Seja &
uma variavel aleatoria definida no espago de probabilidade (2,F,P), onde = representa
o espaco de estado, F denota uma o-algebra de = e P é uma medida de probabilidade
em F. Se a medida de probabilidade P é quase-concava' e a fungao f(z,£): X x Z - R
é continua e concava conjuntamente em x e &, entao, para qualquer valor de o € [0,1], o

conjunto {z | P(f(x,) <0) < a} é convexo e fechado.

Com base no resultado anteriormente apresentado, conclui-se que o problema (2.20) nao

é convexo, uma vez que a variavel aleatoria
Zi(p.Gi) = Gupi — v, > Gispj — v.mi (2.21)
J#

é uma funcao bi-afim em p = [p;] € R} e G; = [Gy; j = 1...,n] € R} e, conseqiien-
temente, nao é concava conjuntamente nessas variaveis. Note que essa caracteristica

independe do modelo probabilistico utilizado na descricao do ganho do canal.

e Observe que, em geral, para um valor fixo de i, a restricao de probabilidade

P(Z; = Gupi — 1, Z Gipj —1,m < 0) < (2.22)

J#
nao ¢ capaz de distinguir entre situagoes onde a degradagao da qualidade do enlace,
descrita pela variavel aleatoria Z;, é severa ou branda, o que acontece com probabilidade

Q5.

!Uma medida de probabilidade é quase-concava se, para quaisquer conjuntos convexos Z1,Zo € B, tem-se
que P((1 = \)Z1 + A\=Z2) > min{P(Z;),P(=E2))} para todo A € [0,1], onde (1 — N)E1 + A=2 = {(1 — N\)& + A2 |
§1 € 21,6 € Ea}.
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Em [11, 13, 15, 57, 58], superam-se parcialmente as limitagoes anteriormente mencionadas,
ao restringir o modelo do sistema de comunicagoes sem fio. Em particular, em [15], considera-se
que, no ganho do canal G;;, definido em (2.19), p;; = gfljgfj e G; € uma variavel aleatoria com
distribuicao exponencial e valor médio igual a 1. Além disso, considera-se que essas variaveis

aleatorias sao mutuamente independentes. Isto é,

(H1) A variavel aleatoria G;; caracteriza o desvanecimento rapido do sinal de radio num am-
biente Rayleigh. Logo, para cada i,j € {1,...,n}, a poténcia do sinal recebida G;; é

descrita por uma variavel aleatoria exponencialmente distribuida,

9ij
Fa,;(9i5) = P(Gij < gij) = 1 — exp(— ,u] ), (2.23)
ij

onde p;; = E[G;] denota o valor esperado de Gj;.
(H2) As varidveis aleatorias G;;, para todo i,j € {1,...,n}, sdo mutuamente independentes.

Nesse cenério, demonstra-se que

H(l WZJP]) L (2.24)

(Z Gzzpz 7 Z ngp] ’7 n; < O) =1 GXp
i HiiDi

,7751 /’LZZpZ

Baseado na equagdo (2.24), as restrigdes probabilisticas do problema (2.20) podem ser

expressas pelo conjunto nao convexo de desigualdades

.M 0 HiiP .
(1—ai)exp<—’ )H(H— d ]>§1, i=1,...n (2.25)
HiiPi i HiiPi
Considerando que o ruido no receptor é nulo, isto é, 7; = 0, para ¢ = 1,... n, e a poténcia

transmitida é limitada inferior e superiormente, ou seja, p, <pi <DP;parat =1....n, onde p, e
D; denotam as poténcias minima e maxima de transmissao no i-ésimo enlace, respectivamente,
o problema (2.20) pode ser expresso em termos de um Problema de Otimiza¢ao Geométrica
(veja [33]). Esse problema nao convexo pode ser transformado em um problema convexo,
através de uma mudanca de variaveis e transformacoes na funcao objetivo e nas funcoes que
definem as restrigoes de desigualdade. Nesse contexto, a solu¢do 6tima do problema (2.20)
é apresentada em [15]. Quando o ruido no receptor nao é nulo, o problema (2.20) pode ser
expresso como um Problema de Otimizacao Signomial [59]. Em [58], uma solugdo subo6tima
desse problema nao convexo é obtida através de um algoritmo iterativo baseado em Problemas
de Otimiza¢ao Geométrica. Outra solugao para esse problema é obtida em [13|, baseada no

algoritmo iterativo padrao apresentado em [46]. Finalmente, em [11], apresenta-se uma solugao
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subotima do problema (2.20), quando o desvanecimento rapido do canal de radio é descrito
por outras distribuicoes de probabilidade como, por exemplo, a distribuicao Nakagami-m com
o fator de desvanecimento m restrito aos valores 0,5 < m < 1.

Antes de introduzir o problema proposto e com a finalidade de alcancar o enfoque apropri-

ado, apresenta-se o problema (2.20) de forma equivalente, como

mn ) p
PeRt i=1 (2.26)
sujeito a:  VaR,, (Gup; — 7, Z Gijpj — Lm) <0, i=1,...n,

JFi

onde o VaR com nivel «; é caracterizado na Defini¢ao 7 do Capitulo 3 e reproduzido a seguir
VaR,(X) = —min{z | P(X <z) > a}. (2.27)

Sob essa perspectiva, reapresenta-se os comentarios anteriormente realizados com base nas

seguintes caracteristicas dessa medida de risco:

e O VaR (Value-at-Risk) é uma medida de risco que nao satisfaz a propriedade de sub-
linearidade (veja o item R2 na Definigao 6 do Capitulo 3). Conseqiientemente, essa medida
de risco nao é convexa. Sendo assim, o conjunto de solugoes factiveis do problema (2.26),

expresso por

AVaRa = {p € R:L_ | VaRal(GupZ — ZZ Z Gijpj — ZZT]Z) S 0, 7 = 1, e ,n}, (228)
i#i

nao é convexo.

e O VaR nao é capaz de distinguir entre situagoes onde as realizacoes da variavel aleatoria
Z;, a qual representa a qualidade do i-ésimo enlace, ultrapassam moderada ou excessiva-
mente o valor determinado por essa medida. Logo, o VaR fornece um limitante inferior
para quantificar o risco da degradacao da qualidade do enlace, sendo otimista ao invés de

ser conservador. Esta tltima caracteristica deve prevalecer na gestao do risco.

Em [60], em resposta a essas limitagoes, introduzem-se as medidas de risco coerente e
estabelecem-se as caracteristicas fundamentais que uma medida de risco deve satisfazer. Nesse
contexto, o problema de CPT pode ser reformulado considerando que o risco da qualidade do
i-ésimo enlace, representada pela variavel aleatoria Z; em (2.21), é quantificado mediante uma

medida de risco coerente (veja a Definigao 6 do Capitulo 3). Sendo assim, o problema de CPT,
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que minimiza a poténcia total transmitida, pode ser estabelecido como

min ) p
e i=1 (2.29)
sujeito a:  CVaRa, (Gipi — 7, Z Gijpj —ymi) <0, i=1,...n,

J#i

onde p; representa a poténcia transmitida no i-ésimo enlace, G;; denota o ganho do canal do
transmissor do j-ésimo enlace ao receptor do i-ésimo enlace e 7; descreve o ruido no receptor
do i-ésimo enlace. Adicionalmente, 7, denota o limiar do SINR requerido no i-ésimo enlace.
Finalmente, para cada enlace, CVaR,, representa o CVaR (Conditional Value-at-Risk) com

nivel o; o qual é caracterizado na Definicao 8 do Capitulo 3 e reproduzido a seguir
CVaR,(X) = —FE[X | X < —VaR,(X)]. (2.30)
Essa medida de risco satisfaz as seguintes propriedades:

e O CVaR ¢é uma medida de risco coerente. Conseqiientemente, o conjunto de solugoes

factiveis do problema (2.29), expresso por

Acvar, = {p €RY | CVaRo, (Gipi — 7, Y Gyps —y,m) <0, i=1,...n},  (2.31)
J#i
é convexo. Além disso, o CVaR é a menor medida de risco coerente e invariante que

domina o VaR (veja a Definigao 11 e o Teorema 6 do Capitulo 3). Sendo assim,
Acvar, C Avar, € Acvar, O Ar (2.32)

para todo conjunto de aceitabilidade Az, associado a uma medida de risco coerente e inva-
riante R (veja o Teorema 5 do Capitulo 3). Logo, quando R = CVaR,, o problema (2.29)

¢ a melhor aproximagao convexa para o problema (2.26).

e O CVaR mede o risco das realizacoes da variavel aleatoria que transpoem o limiar deter-
minado pelo VaR. Especificamente, essa medida de risco coerente quantifica a severidade
da degradacgao da qualidade do enlace, ao fornecer o valor esperado da variavel aleatoria

Z;, definida em (2.21), quando a mesma transpoe o limiar determinado pelo VaR,,(Z;).

Nesta tese, apresenta-se a solugao do problema (2.29), assumindo que os ganhos do canal G;;

satisfazem as hipoteses H1 e H2. Além disso, mostra-se um algoritmo distribuido que converge
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para uma solucao sub6tima do problema antes mencionado, considerando que o ruido é nulo e

a poténcia transmitida é limitada inferior e superiormente.

2.2.3 Abordagem Robusta

Na abordagem deterministica do CPT, assume-se que os dados do problema (2.5), deter-
minados pelo ganho do canal G = [g;;] € R™" e pelo ruido n = [;] € R}, sdo precisamente

conhecidos pelo decisor. Entretanto, em aplicacoes praticas,

e O decisor tem informacao parcial sobre os dados do problema, uma vez que eles provém

de algum processo de medicao ou estimagao;

e A solugao otima do problema (2.5), mesmo que calculada com bastante precisao, dificil-
mente podera ser implementada de maneira exata, resultando na incerteza da factibilidade

da solucao implementada; e

e A solugao 6tima do problema (2.5) pode tornar-se severamente infactivel, quando os dados

nominais do problema sofrem perturbacoes relativamente pequenas.

Com o objetivo de superar essas limitacoes, nesta tese, reformula-se o problema de CPT
utilizando a Teoria de Otimizacao Robusta, desenvolvida em [32, 37, 38, 39, 40, 41]. Nesse
contexto, considera-se que os ganhos do canal g; = [g;;; j = 1...,n] € R} e oruidon; € Ry ndo
sao exatamente conhecidos pelo decisor, mas pertencem a um determinado conjunto convexo G;.

Especificamente, define-se o conjunto G;, o qual descreve a incerteza existente nos parametros

(giani)a €omo

n

Gi = {(gim) = (g0 00) + > _(Ogf onP)ue « [Jul < %}, i=1,...n, (2.33)

k=1

onde g) € R? (n? € R;) representa o valor nominal do ganho do canal g; (do ruido 7;) e
5gf € R} (517f € R,), para k = 1,...,n, denota o conjunto de vetores que caracterizam a
perturbagao do ganho nominal do canal g; (do ruido nominal 7;, respectivamente). Finalmente,
); denota o parametro de robustez do problema e ||-|| representa uma norma vetorial absoluta,

isto é, uma norma que satisfaz a propriedade ||u| = |||ul||.
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Nesse cenério, o problema de CPT é estabelecido matematicamente como

n
min g i
peRY i=1

sujeito a: v (gi,n:) =
2.

(2.34)

Jiil >, Ygm) €G, i=1,....n,
j#i 9iiPj +n o
onde p; representa a poténcia transmitida no i-ésimo enlace, g;; denota o ganho do canal entre
o transmissor do j-ésimo enlace e o receptor do i-ésimo enlace e n; descreve o ruido no receptor
do i-ésimo enlace. Considera-se que (g;,m;) € G;, onde o conjunto G;, que descreve a incerteza
existente nos parametros (g;,7;), € definido em (2.33). Finalmente, 7; e 7, sdo o SINR recebido

e o limiar do SINR requerido no i-ésimo enlace, respectivamente.



Capitulo 3

O Problema de CPT via Otimizacao

Estocastica com Aversao ao Risco

O objetivo principal deste capitulo é apresentar a solucao 6tima do problema de otimizacao
estocastica (2.29).

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira. Na Secao 3.1, apresentam-se os prin-
cipais conceitos da Teoria de Medidas de Dispersao [36] e da Teoria de Medidas de Risco
Coerente [35]. Inicia-se apresentando as propriedades que devem ser satisfeitas por medidas
de dispersao e de risco. Em seguida, as condigoes, que permitem estabelecer uma relacao
biunivoca entre esses dois conceitos, sao apresentadas. Depois, introduzem-se o conceito de
conjunto de aceitabilidade e medida de risco coerente e invariante, com o propoésito de mostrar
as relagoes existentes entre os conjuntos de aceitabilidade associados ao VaR e ao CVaR. Logo,
mostra-se a caracterizacao dual das medidas de dispersao e de risco, e define-se seu conjunto
de identificadores de risco. Finalmente, apresentam-se as propriedades dos problemas de oti-
mizacao estocastica, que envolvem medidas de risco coerente. Na Secao 3.2, apresenta-se a
solugdo do problema de CPT, proposto em (2.29), em termos de um problema de otimizagao
convexa, considerando que os ganhos do canal satisfazem as condi¢oes H1 e H2, apresentadas
no Capitulo 2. Sendo assim, algoritmos altamente eficientes podem ser utilizados para obter a
solucao numeérica desse problema. Adicionalmente, apresenta-se um algoritmo distribuido que
converge para uma solu¢ao sub6tima do problema proposto, quando o ruido é nulo e a poténcia
transmitida é limitada inferior e superiormente. Finalmente, com o propoésito de ilustrar os

resultados obtidos na Secao 3.2, sao apresentados alguns exemplos na Secao 3.3.

19
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3.1 Preliminares

Considere que (£2,F,P) é um espaco de probabilidade, onde € representa o espago de estado
(cujos elementos sdo denotados por w), F denota uma o-algebra de 2 e P é uma medida de
probabilidade em F. Assuma que esse espaco é essencialmente infinito, isto é, a medida de
probabilidade P pode assumir infinitos valores distintos sobre os conjuntos em JF, ou, equi-
valentemente, existem subconjuntos em F tendo uma probabilidade arbitrariamente pequena.

Além disso, considere que X : {2 — R é uma variavel aleatoria pertencente ao espaco de Banach
LP(Q2) = LP(Q,F,P) com norma

(E[IX]])"", quando p € [1,00),

1X1l, = (3.1)

sup | X, quando p = oo,

onde E[X] denota o valor esperado de X. Em particular, se p = 2, entao £2(f2) é o espago de

Hilbert com produto interno
(X,)Y)=E[XY] = / X(w)Y(w)dP(w) (3.2)
Q

e com norma || X|[s. Note que, pela desigualdade de Holder, £P(€2) C L£9(2) para quaisquer
p > q > 1. Logo, £*(Q) C L) e portanto, para quaisquer X,Y € L3(Q), E[X] < +oo,
E[Y] < 400 e a covariancia dessas variaveis aleatorias, definida como Covar(X,Y) = E[(X —
E[X])(Y — E[Y])], existe. Sendo assim, note que (X,Y) = Covar(X,Y') + E[X]|E[Y].

Finalmente, define-se o seguinte operador

ClC<XY, ClC<XY#0,
essinf X = Sp{C O S XY, se (OO < X} 7 (3.3)

—00, caso contrario,

onde () representa o conjunto vazio.

3.1.1 Medidas de Dispersao e de Risco

Esta subsecao inicia apresentando a definicao de medidas de dispersao e de risco, assim
como também alguns exemplos que satisfazem essas defini¢coes. Considera-se que as fungoes que
quantificam a dispersao e o risco de uma variavel aleatoria sao semi-continuas inferiormente!.

Além disso, por simplicidade, suponha que X = LP((2).

LA fungdo G : X — R ¢ semi-continua inferiormente se e somente se o conjunto {X € X | G(X) <
C, para todo C' € R} é fechado.
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Definicao 2. (Medida de Dispersao, [36]) Uma funcao D: X — [0,+00) representa uma

medida de dispersao se satisfaz as seguintes propriedades:
(D1) Invariancia na translacao: D(X + C) = D(X), para todo X e constante C;
(D2) Sublinearidade:

(D2.1) Homogeneidade positiva: D(0) = 0 e D(AX) = AD(X), para todo X quando A > 0;
(D2.2) Subaditividade: D(X + X') < D(X) 4+ D(X’), para todo X e X';

(D3) Nao-negatividade e positividade: D(X) > 0, para todo X e D(X) > 0, quando X nao ¢é

constante.
Baseado na Definicao 2, pode-se concluir que:

e A medida de dispersao D(X) depende de X — E[X] (por D1) e seu valor é nulo quando
X—FE[X] =0 (por D2.1). Conseqiientemente, a fun¢ao D(X) descreve o grau de dispersao
da variavel aleatoria X com respeito a seu valor esperado E[X]. Note também que a
medida de dispersao D(X), por definigdo, atua como uma norma no subespago de X,
que contém as variaveis aleatorias X tal que E[X]| = 0. Entretanto, a propriedade de
simetria, requerida na defini¢gdo de uma norma, isto é, D(X) = D(—X) para todo X,

pode nao ser satisfeita.

e A medida de dispersao D(X) é convexa, ou seja,
DX + (1= A)X') < AD(X) + (1 — N)D(X'), para todo X, X" e A€ [0,1],  (3.4)

uma vez que D(X) satisfaz D2 (propriedade de Sublinearidade).

e Se D(X) ¢ uma medida de dispersdo, entdo sua reflexiio, D(X), e simetrizacio, D(X),

definidas respectivamente como

D(X)=D(-X) e D(X)==(D(X)+D(-X)), (3.5)

N~

satisfazem as propriedades D1, D2 e D3 da Definicao 2. Logo, esses funcionais também

sao medidas de dispersao.

A seguir, alguns exemplos de medidas de dispersao sao apresentados. Para tanto, define-se
o funcional &,,,(X), o qual penaliza a forma com que as realizagoes da variavel aleatoria X

difere da variavel aleatoéria constante 0.
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Defini¢ao 3. (Funcional de erro) Considere que p € [1,00] e a > 0, b > 0. Entao, o funcional

de erro &,4,(X) € definido como
Eanp(X) = (ElJamax{X,0} + bmax{—X,0}/))""". (3.6)

Em [36], demonstra-se que o funcional de erro &£,;,(X) é ndo negativo (&€,4,,(X) > 0 para
todo X) e sublinear (€,4,(0) = 0, Eupp(AX) = Aapp(X), para todo X quando A > 0 e
Eabp(X + X)) < Eupp(X) + Eapp(X'), para todo X e X'). Além disso, note que &, 5,(X) > 0,
para todo X # 0 quando a > 0 e b > 0. Sendo assim, o funcional de erro &, ,(X) comporta-se
como uma norma em X. Porém, a condicao de simetria pode nao ser satisfeita, exceto no caso
a = b. Adicionalmente, pode acontecer que &, ,(X) = 0 para X # 0, exceto no caso em que
a>0eb>0.

Definigao 4. (Medida de dispersao a partir de penalidades relativas ao valor esperado) Con-
sidere p € [1,00] e @ > 0, b > 0 tais que a + b > 0. Entao, a medida de dispersao a partir de

penalidades relativas ao valor esperado é definida como
D(X) = anb,p(X — F[X]) = (E[Jamax{X — F[X],0} + bmax{F[X] — X,0}|p])1/p. (3.7)

Esse funcional satisfaz as condi¢oes D1, D2 e D3 da Defini¢do 2. Sendo assim, D(X) =
Eapp(X — E[X]) é uma medida de dispersao. Observe que D(X) = &E,,(X — E[X]) contém

outras medidas de dispersao. Por exemplo, quando

(i) a=b=1ep=2, tem-se que D(X) = o(X) = (E[|X — E[X]|2])1/2. Neste caso, D(X)

representa a medida de dispersao padrao, a qual é simétrica, isto é, D(X) = D(—X) para
todo X.

(i) a=1,b="0ep=2, tem-se que D(X) = o4 (X) = (E[| max{X — E[X],0}]2])""*. Logo,
D(X) descreve a medida de semidispersao padrao superior. Entretanto, essa medida de

dispersao é assimétrica. Note que, a medida de semidispersao padrao inferior, definida
como D(X) = o_(X) = (E[| max{E[X] — X,0}?])""*, ¢ a reflexiio de D(X) = o (X).

(iii) a =0,b=1¢ep = o0, tem-se que D(X) = sup |E[X] — X|. Entdo, D(X) descreve a

medida de dispersao que quantifica o range inferior de X.

Definigao 5. (Medida de dispersao a partir de penalidades relativas a uma constante) Consi-

dere p € [1,00] e a > 0, b > 0. Entao, a medida de dispersao a partir de penalidades relativas
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a uma constante é definida como
D(X) = inf E4p,(X = C) = inf (Ellamax{X — C,0} + bmax{C X037 (3.8)

Esse funcional satisfaz todas as condigoes da Defini¢ao 2. Logo, D(X) = infe Eup (X — C)
¢ uma medida de dispersao.

Apesar das medidas de dispersao terem sido projetadas para serem utilizadas em problemas
estocasticos com aversao ao risco, nao sao medidas de risco no sentido proposto em [35]. A
medida de risco coerente, definida em [35], quantifica a incerteza de uma variavel aleatoria com
respeito a variavel aleatoria constante 0. Entretanto, em |36], determinam-se as condigoes que
permitem estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre esses dois conceitos. Com o objetivo
de mostrar esse resultado, inicia-se definindo as medidas de risco coerentes, considerando que as
realizacoes negativas de uma variavel aleatoria representam perdas e que X < X’ é equivalente
a X(w) < X'(w) para todo w € €.

Defini¢ao 6. (Medida de risco, |35]) Uma fungdo R: & — (—o00, 0] representa uma medida

de risco coerente se satisfaz as seguintes propriedades:
(R1) Equivariancia na translacao: R(X + C') = R(X) — C, para todo X e constante C;
(R2) Sublinearidade:

(R2.1) Homogeneidade positiva: R(0) =0 e R(AX) = AR(X), para todo X e todo A > 0;
(R2.2) Subaditividade: R(X + X') < R(X) + R(X'), para todo X e X’;

(R3) Monotonicidade: R(X) < R(X’), quando X > X'.
As justificativas de cada um dessas propriedades sao brevemente apresentadas a seguir.

e A propriedade R1, em particular, estabelece que R(X +R(X)) = R(X)—R(X) = 0. Isto
é, adicionando R(X) a uma variavel aleatoria X, a medida do risco da variavel aleatoria

resultante é zero.

e A propriedade R2 implica que a fun¢ao R(X) é convexa em X, ou seja,
ROAX + (1 =N)X') < AIR(X) + (1 — M)R(X'), para todo X, X" e X € [0,1]. (3.9)

Note que a propriedade de convexidade permite reduzir o risco através da diversificacao,
ou seja, o risco da média ponderada das variaveis aleatorias X e X’ é menor ou igual a

média ponderada dos riscos dessas variaveis aleatorias.
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e A propriedade R2.1 pode ser melhor justificada em conjuncao com a propriedade R2.2. A
propriedade de subaditividade estabelece que R(nX) = R(X +...+ X) <nR(X). Uma
vez que nao existe diversificagao, a igualdade deve ser satisfeita, conduzindo a propriedade

de homogeneidade positiva.

e A propriedade R2.2 possibilita a gestao distribuida do risco. Por exemplo, assuma que
X1 e X, representam as possiveis perdas que podem acontecer em dois subsistemas.
Considere que o decisor queira garantir que o risco da perda total X = X; + X, seja
menor que um certo limiar [, i.e., R(X;+X3) < [. Nesse contexto, ao utilizar uma medida
de risco R, que satisfaz a propriedade de subaditividade, pode-se escolher limiares [; e ls
tais que l; + Iy <[ e impor as seguintes restrigdes R(X;) < [; para i = 1,2. Assim sendo,
a propriedade de subaditividade garante que R(X;+ Xs) < R(X) +R(Xs) < 1+ <.

e A propriedade R3 estabelece que, quanto menores forem as perdas, menor é o risco
medido. Note também que, quando a propriedade de monotonicidade é satisfeita, a

fungao R nao é simétrica.

Em seguida, apresentam-se alguns exemplos de funcionais que satisfazem completa ou par-

cialmente as propriedades estabelecidas na Definicao 6.
Definicao 7. (VaR, Value-at-Risk) O VaR com nivel a € (0,1), é definido como
VaR,(X) = —min{z | P(X <z) > a}. (3.10)

Esse funcional satisfaz R1 (Equivaridncia na translacao), R2.1 (Homogeneidade positiva) e
R3 (Monotonicidade), mas geralmente nao satisfaz R2.2 (Subaditividade). Conseqiientemente,
o VaR nao ¢ uma medida coerente de risco. Portanto, um problema de otimizacao estocastica,
que utiliza o VaR como medida de risco, pode nao ser convexo. Adicionalmente, a solucao desse
problema nao ¢é estavel para altos valores do nivel de confianca « (cf. [61, 62]). Outra limitacao
do uso do VaR como medida de risco é que essa medida, em geral, nao pode quantificar as perdas
que transpoem o limiar determinado pela mesma, isto é¢, o VaR nao ¢é capaz de distinguir entre
situagoes onde as perdas ultrapassam severa ou brandamente o valor determinado por essa
medida. Logo, sob uma perspectiva otimista, porém nao conservadora, o VaR fornece um
limitante inferior para quantificar o risco das perdas. E importante enfatizar que a perspectiva

conservadora deve prevalecer na gestao de risco.

Definicao 8. (CVaR, Conditional Value-at-Risk) O CVaR com o nivel o € (0,1) é definido
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como

CVaR, (X) = é / " VaRy(X)ds, (3.11)
0

onde o VaR,(X) é caracterizado na Definicao 7. Em particular, quando a medida de pro-
babilidade é continua em X = — VaR,(X), o CVaR, definido em (3.11), pode ser expresso

CVaRa(X) = —E[X | X < — VaRa(X)]. (3.12)

Esse funcional satisfaz completamente os axiomas apresentados na Definicao 6. Entao, o
CVaR é uma medida coerente de risco. Note que o CVaR quantifica as perdas que podem
acontecer quando X < —VaR,(X), ao fornecer o valor esperado de X quando essa variavel
aleatoria transpoe o limiar determinado pelo VaR,(X). Algumas de suas propriedades foram

apresentadas em |63, 64| e sdo reproduzidas a seguir:

e O CVaR, é um funcional finito, continuo e nao decrescente com respeito a «. Além disso,

tem-se que

lim CVaR,(X) = —essinf X, e lirri CVaR,(X) = E[-X]; (3.13)

a—0
e O CVaR, é um funcional assimétrico, que satisfaz a seguinte expressao

E[-X] =aCVaR,(X) — (1 — a) CVaR;_o(—X); (3.14)

e O CVaR domina o VaR, isto é,

CVaR,(X) > VaRa(X). (3.15)

Em [61, 62|, mostra-se que o CVaR pode ser calculado através de um problema de otimizagao

convexa. Esse resultado é apresentado a seguir.

Proposigao 1. (Formula fundamental de minimizagao, [61]) Seja F,(f) uma func¢ao finita e

convexa, caracterizada por

F,(t) =t+a 'Emax{-X —t,0}]. (3.16)
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Entao, o CVaR com nivel a € (0,1) é dado por

CVaR,(X) = min F,(¢). (3.17)

teR

Adicionalmente, o intervalo {¢ | ¢ € argmin, g F,,(t)} é ndo vazio, fechado e limitado e

VaR,(X) € argmin,p F,,(1). (3.18)

3.1.2 Relacao entre as Medidas de Dispersao e de Risco

Note que a condicao D2, para medidas de dispersao, coincide com a condicao R2, para
medidas de risco coerente. Entretanto, as condi¢oes D1 e R1 sao completamente diferentes e
mutuamente incompativeis, ou seja, nao existe uma fungao que satisfaca as propriedades D1 e
R1 simultaneamente. Porém, no seguinte teorema, mostra-se que existe uma relagao biunivoca
entre as medidas de dispersao e de risco. Para apresentar esse resultado, estabelecem-se as

seguintes definicoes.

Definigao 9. (Medida de dispersao dominada no range inferior) Uma medida de dispersao
D(X), caracterizada na Definigdo 2, serd chamada de dominada no range inferior quando

satisfaz a seguinte propriedade:
(D4) Dominancia no range inferior: D(X) < E[X]| — essinf X, para todo X.

Observe que na Definicao 9, assume-se que o foco de estudo sao as medidas de dispersao

que penalizam as realizacoes da variavel aleatoria X, quando essas sao menores que seu valor
esperado E[X].

Definicao 10. (Medida de risco limitada estritamente pelo valor esperado) A funcao R(X)
¢ uma medida de risco limitada estritamente pelo valor esperado quando satisfaz as propri-
edades R1 (Equivariancia na translagdo), R2 (Sublinearidade), mas ndo necessariamente R3

(Monotonicidade), da Defini¢ao 6, e adicionalmente é
(R4) Limitada estritamente pelo valor esperado: R(X) > E[—X], para todo X nao constante.

Quando todas as propriedades R1, R2, R3, R4 sao satisfeitas, R(X) é denominada uma

medida de risco coerente e limitada estritamente pelo valor esperado.

Teorema 4. (Medida de dispersao versus Medida de risco, [36]) A correspondéncia biunivoca
entre uma medida de dispersao e uma medida de risco limitada estritamente pelo valor esperado

¢ dada através das seguintes expressoes:
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(i) D(X) =R(X — E[X]);
(i) R(X) = D(X) — E[X].

Especificamente, se R(X) é uma medida de risco limitada estritamente pelo valor esperado e
D(X) é definida através de (i), entdo D(X) é uma medida de dispersao, que esta associada a
R(X) através de (ii). Por outro lado, se D(X) é uma medida de dispersdao e R(X) é definida
através de (ii), entdao R(X) ¢ uma medida de risco limitada estritamente pelo valor esperado,
que esta associada a D(X) através de (i). Além disso, R(X) ¢ uma medida de risco coerente

se e somente se D(X) é uma medida de dispersao dominada no range inferior.

A seguir, mostram-se exemplos de medidas de dispersao e de risco que satisfazem as condi-

coes D4 e R4, respectivamente.

Proposigao 2. [36] A medida de dispersao D(X) = E,p,(X — E[X]), definida em (3.7), é
dominada no range inferior quando a = 0 e b < 1 ou quando a +b < 1 se p = 1. Nesse
contexto, a medida de risco coerente e limitada estritamente pelo valor esperado associada a

essa medida de dispersao é dada por
R(X) = E[—X]|+ Eupp(X — E[X]). (3.19)

Proposigao 3. [36] A medida de dispersao D(X) = infc E,p,(X — C), definida em (3.8), é
dominada no range inferior quando a < 1 e p = 1. Associada a essa medida de dispersao, tem-se

uma medida de risco coerente e limitada estritamente pelo valor esperado, expressa como
R(X) = E[=X] +inf £,p,(X = C). (3.20)

Proposicao 4. [36] A medida de risco coerente R(X) = CVaR,(X), definida em (3.12), satisfaz
a propriedade R4. Logo, o CVaR,(X) é uma medida de risco coerente e limitada estritamente
pelo valor esperado. A medida de dispersao dominada no range inferior, associada a essa

medida de risco, ¢ dada por
D(X) = CVaR%(X) = CVaR, (X — E[X]). (3.21)

Essa medida de dispersao pode ser expressa como CVaR4 (X) = inf¢ £,4,(X — C) quando

a=1,b=a'—1ep=1,ouseja,

CVaR5(X) = igf{E[max{X — C0} + (™! = 1)Emax{—X + C,0}]}. (3.22)
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Note que, os limites do CVaR? com respeito a a podem ser expressos como

lim CVaR4 (X) = E[X] —essinf X, e lim CVaR$(X) = 0. (3.23)

a—0 a—1

Como comentario final, a medida de risco R(X) = VaR,(X), além de nao satisfazer a

propriedade R2.2, nao satisfaz a propriedade R4 ou, equivalentemente, a medida de dispersao
D(X) = VaR5(X) = VaR% (X — E[X]) nio satisfaz as propriedades D2.2 e D4.

3.1.3 Conjunto de Aceitabilidade

Nesta subsegao, apresenta-se um dos conceitos fundamentais da Teoria de Risco. Esse
conceito captura a idéia de aceitabilidade do risco associado a uma variavel aleatéria X. Acei-
tabilidade, no sentido proposto em |[35|, significa que as perdas de X sdo depreciaveis e nao
requerem atencdo. E importante ressaltar que esse conceito nao é absoluto, dado que depende
da escolha da medida de risco R.

O proximo teorema apresenta a definicao de um conjunto de aceitabilidade, as propriedades

que o mesmo satisfaz, e sua relacao com uma medida de risco.

Teorema 5. (Conjunto de aceitabilidade versus Medida de risco, [35]) As expressoes
() A= {X|R(X) <0},
(i) R(X)=min{C | X + C € A},

estabelecem uma correspondéncia biunivoca entre uma medida de risco limitada estritamente
pelo seu valor esperado R e um conjunto de aceitabilidade A, o qual satisfaz as seguintes

propriedades:
(A1) A é um conjunto fechado, que contém as constantes positivas C;
(A2) 0 e Ae AX € A, quando X € Ae X > 0;
(A3) X + X' € A, para quaisquer X € Ae X' € A,
(A4) E[X] > 0, para todo X € A tal que X # 0.
Além disso, R(X) verifica a propriedade R3 (Monotonicidade) se e somente se
(A5) A contém todo X > 0.

Logo, R é uma medida de risco coerente e limitada estritamente pelo valor esperado se e
somente se A satisfaz as condicoes Al, A2, A3, Ad e Ab.
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De posse da defini¢ao e das propriedades dos conjuntos de aceitabilidade, pode-se concluir

que:

e O risco da variavel aleatoria X, dado por R(X), é o menor valor que deve ser adicionado
a cada realizacao dessa variavel aleatoria, para garantir que as possiveis perdas sejam

aceitaveis;

e O conjunto de aceitabilidade A é um cone nao vazio, convexo e fechado, uma vez que
satisfaz as condicoes Al, A2 e A3. Sendo assim, A permite definir uma desigualdade
generalizada, ou seja, uma ordem parcial? em R". Logo, para X € X e um conjunto de
aceitabilidade A, a desigualdade X >4 0, que denota a condi¢ao X € A, significa que X
é aceitavel, enquanto que a desigualdade X > 0, significa que X é aceitavel no sentido

quase certo.

A seguir, mostram-se alguns exemplos dos conjuntos de aceitabilidade associados as medidas

de risco anteriormente apresentadas.

e Conjunto de aceitabilidade de uma medida de dispersao a partir de penalidades relativas

ao valor esperado:

o O conjunto de aceitabilidade associado & medida de dispersao D(X) = E,p,(X —
E[X]), quando a = 0, b = 1 e p = 00, ou equivalentemente, associado a medida de
risco R(X) = —essinf X, ¢ dado por

A={X|X >0} (3.24)

Logo, a varidvel aleatoria X é aceitavel se e somente se X é aceitavel no sentido

quase certo.

o O conjunto de aceitabilidade associado & medida de dispersao D(X) = E,p,(X —
E[X]), quando a = 1, b = 1 e p = 2, ou equivalentemente, associado & medida de
risco R(X) = E[—X] + 0(X), é dado por

A={X|o(X) < E[X]} (3.25)

Logo, a variavel aleatoria X é aceitavel, quando nao existem perdas maiores que a

diferenca entre seu valor esperado e sua dispersao padrao. Note que o A nao satisfaz

2Uma relagao binéria = em R™ x R™ é chamada de ordem parcial se satisfaz as seguintes propriedades: (i)
Reflexividade: = »= x para todo = em R, (ii) Transitividade: Se x > y e y = z entdo = = z, (iii) Anti-simetria:
Sex=yeyr=z, entdo z =y.
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a propriedade A5, conseqiientemente se X > 0, essa desigualdade nao garante que
X =40, ou seja, X pode nao ser aceitavel, entretanto, pode ser aceitavel no sentido

quase certo.

e Conjunto de aceitabilidade do VaR: O conjunto de aceitabilidade associado ao VaR com

nivel o é dado por

Avar, = {X | VaRo(X) < 0} = {X | P(X < 0) < a. (3.26)

Para obter esse resultado, note que a restricao VaR,(X) < 0 é equivalente a min{x |
P(X <z)>a}>0. Logo, P(X <z) > «a implica que z > 0 ou equivalentemente x < 0
implica que P(X < z) < a. Entdo, P(X <0) < a.

Sendo assim, a variavel aleatoria X é aceitavel se e somente se a probabilidade de acontecer

uma perda nao é maior que «. Entretanto, o Ay,r, nao é convexo, uma vez que o VaR

nao é uma medida de risco coerente.

e Conjunto de aceitabilidade do CVaR: Considerando que R(X) = CVaR,(X), o conjunto

de aceitabilidade associado a essa medida de risco é dado por

Acvar, = {X | OVaRa(X) <0} = {X | E[X | X < — VaR.(X)] > 0}. (3.27)

Logo, a variavel aleatoria X ¢ aceitavel, quando os ganhos sao suficientes para compensar
as perdas que acontecem por realizacoes dessa variavel aleatoria, que ultrapassam o VaR
com nivel a. Observe que 0 Acvar, ¢ um conjunto conico convexo, dado que o CVaR é

uma medida de risco coerente e limitada estritamente pelo valor esperado.

Apesar de o VaR e o CVaR medirem diferentes propriedades da funcao de distribuicao

subjacente, existem algumas relagoes entre essas medidas, as quais sao mostradas a seguir.

Definicao 11. (Medida de risco invariante) Uma medida de risco R é denominada de invariante
se R(X) =R(Y) quando X e Y tém a mesma distribuigao.

Teorema 6. (Relagdo entre os conjuntos de aceitabilidade do VaR e CVaR, [35]) O CVaR é a

menor medida de risco coerente e invariante que domina o VaR, isto é,

CVaR,(X) = min{R(X) | R(X) é uma medida de risco coerente e invariante} > VaR,(X).
(3.28)
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Conseqiientemente, o conjunto de aceitabilidade associado ao CVaR é o maior cone convexo

incluido no conjunto de aceitabilidade associado ao VaR, o qual nao é convexo. Ou seja,
Acvar, C Avar, € Ar C Acvar,, (3.29)

para todo conjunto de aceitabilidade Az associado a uma medida de risco coerente e invariante
R.

3.1.4 Envoltéria das Medidas de Dispersao e de Risco

Nesta subsecao, apresenta-se a caracterizacao dual das medidas de dispersao e de risco.
Teorema 7. (Envoltoria das medidas de dispersao e de risco, |35, 36]) As relagoes:

(i) Q={Q € L1(Q) | F[X]| — E[XQ] < D(X), para todo X € LP(Q2)} =
{Q € £1Q) | E[-XQ] < R(X), para todo X € LP(Q)} sendo p~! + ¢! =1,

(i) D(X) = EX] - infgeo FIXQ)
(i) R(X) = supgego E[-XQ],
(iv) A={X | E[XQ] > 0, para todo Q € Q},

estabelecem uma correspondéncia biunivoca entre uma medida de dispersao D(X), uma medida
de risco limitada estritamente pelo seu valor esperado R(X) associada a D(X ), o seu conjunto
de aceitabilidade A, e o conjunto Q, denominado de envoltoria do risco, que satisfaz as seguintes

propriedades

(Q1) Q & um conjunto convexo e fechado contendo a constante 1;

(Q2) E[Q] =1, para todo Q € Q; e

(Q3) Para todo X nao constante, existe algum @ € Q tal que F[XQ] < E[X].

Além disso, D(X) é uma medida de dispersao dominada no range inferior ou R(X) é uma

medida de risco coerente se e somente se o conjunto Q satisfaz o seguinte axioma adicional:
(Q4) @ >0, para todo @ € Q.

Baseado no Teorema 7 e considerando que a envoltoria do risco Q esta associada a uma
medida de dispersao dominada no range inferior D, ou equivalentemente, associada a uma

medida de risco coerente R, pode-se fazer os seguintes comentarios:
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e Uma vez que ) € O, denominado de monitor do risco, satisfaz as condicoes Q2 e Q4 no

Teorema 7, ele pode ser considerado como uma densidade relativa a P de alguma medida
de probabilidade P’ definida no espago (£2,F), isto é

dpP’
dpP

Q=—5 (3.30)
Além disso, observe que o valor esperado de X com respeito & medida de probabilidade
P’ denotado por Ep/[X], é dado por

Ep[X] = /Q X(w)dP' () = /Q X(w)Q(w)dP(w) = E[XQ]. (3.31)

Nesse contexto, considerando P’ como uma medida de probabilidade alternativa, ou per-

turbada, da medida de probabilidade de referéncia P, tem-se que:

o E[X]— Ep[X] = E[X]| — E[XQ)] representa a diferenga entre os valores esperados
de X, calculados sob a medida de probabilidade de referéncia P e a medida de
probabilidade alternativa P’. Conseqiientemente, a medida de dispersao D(X), no
item (ii), realiza uma analise de pior caso sob todas as medidas de probabilidades
alternativas P’, na vizinhanca de P, selecionadas pelos monitores () que pertencem

A envoltoria O.

o Ep[—X] = E[-XQ] descreve o valor esperado da perda de X, calculado sob a
medida de probabilidade alternativa P’. Portanto, a medida de risco R(X), no
item (iii), uma vez mais, realiza uma andlise de pior caso sob todas as medidas de
probabilidades alternativas P’, na vizinhanca de P, selecionadas pelos monitores )

que pertencem a envoltoria Q.

Note que a envoltoria do risco @ é um conjunto convexo e fechado (por Q1), que esta
contido no hiperplano fechado H = {Q | F[Q] = 1} (por Q2). Ele contém o elemento 1
(por Q1), o qual representa a medida de probabilidade P (pela equagao (3.30)). Além
disso, nenhum hiperplano fechado, exceto H, passa pelo ponto 1, sem ter elementos do

conjunto Q em ambos lados dos seus semi-espagos abertos associados (por Q3).

Observe que a caracterizacao dual de uma medida de dispersao também pode ser expressa,

de forma equivalente, como

D(X) = sup E[(E[X] — X)Q| = sup Covar(E[X]| — X,Q) = sup Covar(—X,Q). (3.32)
QeQ QeQ QeQ
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Em seguida, mostra-se a envoltéria associada a diversas medidas de dispersao.
Proposicao 5. |35, 36| Considere que
{V ] |la~' max{Y,0} + b~ ' max{-Y,0}||, <1}, quandoa>0eb> 0,
Vapg=4{Y Y >0, V], <a}, quando a >0eb=0, (3.33)
Y|Y >0, [Y], <0}, quando a =0 e b > 0.
Entao a envoltoria da medida de dispersao
(i) D(X) = Eupp(X — E[X]) ¢ dada por
Q={Q=1+EY] =Y |Y € Vapq ondep' +¢ " =1}, (3.34)
(ii) D(X) = infe Eup (X — C) & dada por
Q={Q=1-Y|EY]=0,Y € Vapgq onde p~' +¢ " =1} (3.35)
Em particular, baseado na Proposi¢ao 5, a envoltoria da medida de dispersao
o D(X)=2E.pp(X — E[X]) quando a =0,b=1¢e p =00, isto & D(X) = sup |E[X] — X],
é dada por
Q={Q|Q =0, E[Q]=1}. (3.36)

Note que a medida de dispersao realiza a analise de pior caso de E[X] — Ep/[X] conside-

rando todas as possiveis medidas de probabilidade alternativas P’ associadas a P.

e D(X)=CEupp(X —E[X]) quandoa =b=1ep=2,isto ¢, D(X) =0(X) = (F
ELX]]

[X]|%])"/?, & dada por

Q={Q|0(Q) <1, E[Q]=1}.

X =

(3.37)

Observe que o monitor de risco () nao representa uma densidade relativa a P de alguma
medida de probabilidade P’, uma vez que () pode assumir valores negativos. Assim sendo,

0(X) nao é uma medida de dispersdo dominada no range inferior.
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e D(X) =infoEupp(X —C) quandoa =1,b=a"'—1lep=1,isto ¢, D(X) = CVaR5(X),
é dada por

0={Q0<Q<a™, E[Q =1} (3-38)

Note que, (i) quando o — 0 entdo Q coincide com a envoltoria associada a D(X) =
sup |F[X] — X[, e (ii) quando o — 1 entdao Q = {1}.

Finalmente, apresenta-se a defini¢ao dos identificadores de risco introduzida em [65].

Definigao 12. (Identificadores do risco, [65]) Os identificadores do risco de X com respeito a

D sao os elementos do seguinte conjunto

Q" =argmingo E[XQ), (3.39a)
= argmaxg. o Covar(—X,0Q), (3.39b)
={Q € Q| D(X) = E[X] - E[XQ]}. (3.39¢)

Baseado na Definicao 12, os identificadores do risco sao as densidades () das medidas de
probabilidade P’, alternativas a P, que fornecem o menor valor esperado de X(, ou equi-
valentemente o maior valor da covariancia de —X e (). Baseado na ultima interpretacao dos
identificadores de risco, os mesmos seguem as variacoes de —X da maneira mais rdpida possivel.

A seguinte proposicao mostra os identificadores de risco associados & medida de dispersao
D = CVaR%.

Proposigao 6. [65] Os identificadores do risco de X associado a medida de dispersao D(X) =

CVaR5 (X) sio os elementos do conjunto

Q' ={Q|0<Q<a™, E[Q =1, Qw) = a I {x(w)<— Vara(x)} } (3.40)

3.1.5 Otimizacao Estocastica com Aversao ao Risco

Nesta subsecao, apresentam-se as caracteristicas dos problemas de otimizacao estocéstica,
que envolvem medidas de risco coerente ou medidas de dispersao dominadas no range inferior.
Para tal, seja & uma variavel aleatoéria definida no espago de probabilidade (Z,F,P). Além
disso, considere que essa variavel aleatoria é independente dos valores assumidos pela variavel

de decisao z.
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Teorema 8. (Convexidade dos problemas de otimizagao estocastica envolvendo medidas de
risco e de dispersao, [66, 67]) Se a funcao f(x,{) é convexa em x para todo £ € =, entao os

problemas de otimizagao estocastica

min ' min x4+ D(f(x,6))
TzER™ e TzER™ (3‘41)
sujeito a: R(f(z,£)) <0 sujeito a:  E[f(z,£)] > 0,

sao convexos quando R é uma medida de risco coerente e D é uma medida de dispersao

dominada no range inferior, respectivamente.

Em particular, em [61, 62, 66| estudam-se os problemas de otimizagao convexa definidos
em (3.41) quando R = CVaR,. Os resultados principais desses trabalhos sao mostrados a

seguir.

Teorema 9. (Relagdo entre o problema de otimizagdo estocéstica envolvendo o CVaR e o
VaR, [62]) Considerando que a func¢ao f(x,£) é convexa em x para todo £ € =, o problema de

otimizacao estocastica

min '

reRn (3.42)
sujeito a:  CVaR,(f(z,£)) <0

¢ a melhor aproximacao convexa do problema de otimizacao nao convexo

min '

veRr (3.43)
sujeito a:  VaR,(f(z,£)) <0.

Teorema 10. (Formulagao equivalente do problema de otimizacao estocéstica envolvendo o

CVaR, [62]) Os problemas de otimizacao convexa

min P

veRn (3.44)
sujeito a:  CVaR,(f(z,£)) <0,

min '

(z,t)ER" xR (3.45)
sujeito a:  F(w,t) =t + a ' Emax{—f(z,£) —t,0}] <0

sao equivalentes no sentido que suas funcoes objetivo atingem o mesmo valor minimo. Além
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disso, se, na solug¢do 6tima, a restrigdo no problema (3.44) estiver ativa, entdo o par (z*,t*)
alcanga o valor minimo do problema (3.45) se e somente se z* atinge o valor minimo do
problema (3.44) e t* € argmin, F,(2*,t). Em particular, quando o intervalo {t | t €
argmin, p Fy,(2*,t)} reduz-se a um tdnico ponto, o problema (3.45) fornece o par (z*,t*) tal

que z* ¢ a solugao 6tima do problema (3.44) e t* corresponde ao VaR, (f(z*£)).

3.1.6 Notas e Referéncias

A partir da introducao das medidas de risco coerentes, ou medidas de risco sublinea-
res, em [60, 35, 68|, a Teoria de Risco tem se desenvolvido rapidamente. Nesses trabalhos,
apresentam-se as caracteristicas fundamentais de uma medida de risco, motivado principal-
mente pelas limitacoes existentes na medida de risco tradicional, o VaR. Além disso, mostra-se
a caracterizagao dual dessas medidas de risco. Em particular, a relacao entre o CVaR e o
VaR foi abordada em |63, 64| e o estudo de problemas de otimizagio estocéstica, envolvendo
o CVaR, foi realizado em |61, 67, 69]. Seguindo a linha de pesquisa, na qual se caracteriza
axiomaticamente uma medida de risco, em |70, 71, 72|, apresentam-se as medidas de risco con-
vexas, onde se substitui o axioma de sublinearidade pelo axioma de convexidade e estabelece-se
a caracterizacdo dual dessas medidas de risco. Em [73], aplica-se a Teoria de Risco Conve-
xas ao o problema de otimizagao estocastica com aversao ao risco. Recentemente, em |[36],
introduziram-se as medidas de dispersao generalizadas e mostrou-se sua relagao com as medi-
das de risco coerentes. O estudo de problemas de otimizacao estocastica, via essas medidas de
dispersao, foi realizado em [67]. A analise das medidas de risco convexas e dinamicas e seu apli-
cagao a problemas de otimizacao estocastica foram realizadas em [74] e [75], respectivamente.
Outra linha de pesquisa importante na Teoria de Risco é o estudo de geradores de medidas de
risco coerente e convexas. Alguns desses resultados podem ser encontrados em [76] e [77].

Finalmente, ¢ importante mencionar o estudo da relagao existente entre a Teoria de Risco e
a Teoria de Jogos 78], a Teoria de Probabilidades Ambiguas |79, 80], a Teoria Dual de Utilidade
Esperada 36|, a Teoria de Dominancia Estocastica |81, 82, 83|, a Teoria de Informagcao |84] e

a Teoria de Otimizacao Robusta [85].
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3.2 Resultados Principais

O objetivo principal deste capitulo é apresentar a solucao 6tima do seguinte problema de

otimizacao estocastica

mn ) p
e =1 (3.46)
sujeito a: R (Gyup; — 7, Z Gijpj — Lni) <0, i=1,...n,

J#
onde
e o vetor de decisao do problema é dado por p = [p;] € R} (vetor de poténcias transmitidas);
e os dados do problema sao representados através do conjunto {n,G,l}, sendo

o n = [n;] € R", o vetor que contém o ruido no receptor de cada enlace;

o G = [Gy;] € RY*", a matriz de ganhos do canal; e

o 7 =[] € RY, o vetor que contém os limiares inferiores de recepgio do SINR para
cada enlace.

Considera-se que

(H1) o ganho do canal G;; descreve o desvanecimento rapido do sinal de radio num ambi-
ente Rayleigh. Sendo assim, a poténcia do sinal recebido G;; é uma variével aleatoria,
definida no espaco de probabilidade (£2,F,P), a qual é exponencialmente distribuida.
Logo,

Gij
Fa,(9i) = P(Gyj < gij) = 1 — eXp(—#)a (3.47)
ij
onde y;; = E[G;;] denota o valor esperado de G;;

(H2) as variaveis aleatorias {G;; Vi,j € {1,...,n}} sdo mutuamente independentes;
e 0s elementos estruturais do problema sao descritos pelo conjunto {n,R;, <}, sendo

o n € Zy, o numero de enlaces ativos;
o R;, uma medida de risco coerente. Especificamente, R; = CVaR,,;

o < representa =g, , a ordem parcial associada ao conjunto conico convexo e fechado
R,.
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3.2.1 Solucao Otima e Centralizada do Problema do CPT via o CVaR

O seguinte lema sera utilizado como suporte.

Lema 1. [83] Seja X uma variavel aleatoria definida no espaco de probabilidade (Q2,F,P).

Entao,

/ t (t — 2)dFyx (z) = / t Fx(z)dz, (3.48)

—00 — 00

onde F'y(z) = P(X < x) representa a funcao de distribuigao de X.

Proposigao 7. Considere que as varidveis aleatorias {Gy;; i,j = 1,...,n} satisfazem as condi-
coes H1 e H2. Entao,

Elmax{ym+7, Y Gyp; — Gipi — t.0} = v.mi +7, Y _ pijpj — paipi — t+

J#i J#i
vt 7V HigPs\ L
i Di exp(— ) H(l + 7> . (3.49)
HiiPi i HiiPi
Demonstragao. Dado que o conjunto de variaveis aleatorias {G,;; i,j = 1,...,n} sdo mutua-

mente independentes, o valor esperado no lado esquerdo da equacao (3.49) pode ser expresso

como

E[max{zim +7, Z Gijp; — Gipi — t,0}] =
J#i
| [ Bmaxty 5, Y g0 - G~ t0) [[ P (0. (350)
0 0

J#i J#
Calculando o valor esperado no lado direito da equagao (3.50), tem-se que

E[max{zini + 7, Z 9iipj — Giipi — t,0}] =
J#i

o amity, X 0P —t)
Pi =1 —1 J
pz'/ (]7(12-772' +7, Zgijpj —t) — gii)dFGiz‘ (9ii). (3.51)
0 T .
JF#i
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Aplicando o Lema 1 na equagao (3.51), obtém-se

2r (Ui, 3 e 933P —t)
i / Fe. (gu‘)dgu‘ =
0

E[max{zini + e Z 9iiDj — Giipi — t>0}] =D

JF
Vit D 9P — ¢
V.t Zgijpj — piipi — t + piip; exp(—= =i 7 ). (3.52)
— i P
JF#i
Substituindo a equagao (3.52) em (3.50), tem-se que
Elmax{y.n; + 7, Z Gijpj — Gupi — t,0}] =
JF
Vit D GiiPs —
/ / Vi, Y GiiPs — P — b+ priip; exp(— e )) [Tdrc, (9:).
HiiDi by
J#i JF#i
(3.53)

Uma vez que as variaveis aleatorias G;; sao exponencialmente distribuidas, a equacgao (3.53)

pode ser expressa como

Elmax{yn + 7, Z Gijpj — Giupi — t,0} = v.mi + 7, Z HijPj — MiiPi — t+

J#i J#i
’y i — / / 7 Z];ﬁz gz]p] 1
i Di eXp eXp exp(—=—")dg;;. (3.54
[iiDi LiiDi )H L ( uw) i (3:54)

Finalmente, operagoes algébricas permitem expressar a equacao (3.54) como

Elmax{yn + 7, Z Gijp; — Gupi —t,0}] =

J#i
2 7,Pi 1
V0 E 0, Y Highs — faibs — b s exp(— H / L exp(—(27 4 —)gi;)dgi; =
lu”pl :ulj ,LL“ 7 i
JFi jF#i
vm—t 7V, MijPi\ 1
.t E [iiPj — WiiDi — t + pip; exp(—= ) H(l + _7> ., (3.55)
— HiiPi by HiiPi
J#i JF#i
encerrando esta demonstracao. O

Baseado no Teorema 10 e na Proposicao 7, o seguinte teorema apresenta a solucao do

problema proposto em termos de um problema de otimizacao convexa.

Teorema 11. Considere uma rede sem fio, onde o desvanecimento rapido de cada canal de
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radio é caracterizado através de um ambiente Rayleigh. Além disso, considere que esses canais
sao mutuamente independentes. Sendo assim, as condigoes H1 e H2 sao validas. Entao, o

problema de otimizagao convexa

:gglxw E p; sujeito a:
7p

1 v, — ti Y HiiDj | —
ti+— (v i+, Y hipi — wiipi — i+ papi exp (—=———) [ (1 + =) 1) <0,
i HiiPi i HiiPi

i1=1,....n,

fornece a solugdo 6tima do problema (3.46).

A solucgao do problema proposto, apresentado no Teorema 11, pode ser calculada sem o uso

da variavel auxiliar ¢. Para tanto, por simplicidade, denote

CVaR,, (p) = CVaRy, (Giip; — 7, Z Gijpj — Lm) (3.57)
J#i
e
VaRy, (p) = VaR, (Gupi — 7, Z Gijpj — 7,1i)- (3.58)
J#i
Proposicao 8. Considere que as variaveis aleatorias {G,;; i,j = 1,...,n} satisfazem as condi-

¢oes H1 e H2. Entdo, o CVaR,,(p) e o VaR,,(p) podem ser expressos como

1— 7 HiiPj
CVaRai( ) ’y n; + ’)/ Z HigPj — HiiPi — ,U/zzpz (hl 1 — Oél Z ll’l m ; J ))
“ o iiPi

(3.59)

Littisbs )), (3.60)

VaR,, (p) = VMt i (ln(l —a;) + Z ln(l + LLiiDs

J#i

respectivamente.

Demonstragao. Baseado na Proposic¢ao 1, o valor do CVaR,, (p) pode ser determinado através
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do problema de otimizagao convexa

CVaR, (p) = Itnlﬂgl Fo,(pit), (3.61)
S
onde
1
Fo,(pt) =t+ ;E[max{zim +7, Z Gijpj — Gupi — t,0}]. (3.62)
' J#i

Substituindo a equagao (3.56) no lado direito da equagao (3.62), tem-se que

1 it YV HigPs\ —1
Foi(pit :t+_<~i+ ; iiPj — WiiPi — t+ [iiPi —= 1+ = )
() 0% il L;MJPJ ik b exp( HiiDi )JI;IZ( HiiDi )

(3.63)

Para obter a solugao 6tima do problema (3.61), aplica-se a condigdo de otimalidade de
primeira ordem para problemas convexos e irrestritos (veja |33, 34]). Sendo assim, a condigao

necesséria e suficiente, que caracteriza seus pontos criticos, é dada por

oF,,(pt) ao;—1 1 Y —t V iiPj\ —1
. = — —= 1+ = = 0. 3.64
ot Q; * Q; exp( i Di ) H( i i D ) ( )
J#i
Logo,
Y, 1P
t =+ paps(In(1 — @) + > In(1+ T;])) (3.65)

JFi

Baseado na Proposigao 1, VaR,,(p) = t, justificando a expressao (3.60). Finalmente, subs-
tituindo o valor de t da equacdo (3.65) em (3.63), obtém-se a expressao (3.59). O

Comentario 1. No Capitulo 2, foi estabelecida a seguinte identidade
{p € R} | VaR, (Gipi — 7, Z Gipj —,m) <0} =
J#i

{p eRL | P(Giipi — 7, Z Gijp; —ymi > 0) < ai}. (3.66)
i

Na seqiiéncia, essa equivaléncia sera verificada para o caso onde as hipoteses H1 e H2 sao
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validas. Sendo assim, baseado na Proposicao 8, tem-se que

{p e R} [ VaRo, (v, m +7, Zgijpj — gipi) < 0} =

J#i
V4P
{p e RY | Y+ i ln((l — ;) H(l + 47”)) <0} =
oy HiiPi
i i Pj
{peRY|(1—a)exp(=) [J(1+ ﬁ) <1}. (3.67)
11171 ‘]752 11171

Logo, pela desigualdade (2.25), a equivaléncia esta justificada.

Com base no Teorema 10, outra forma de calcular a solucao do problema proposto é apre-

sentada a seguir.

Teorema 12. Considere uma rede sem fio, onde o desvanecimento rapido de cada canal de
radio é caracterizado através de um ambiente Rayleigh. Além disso, considere que esses canais
sao mutuamente independentes. Sendo assim, as condi¢oes H1 e H2 sao validas. Entao, o

problema de otimizagao convexa

n
min g Di
peRY i=1

sujeito a: 5,7+ —7, > pigh; — ppi — ——piapi (I0(1 = @) + > In(1+ =22 ) <o,
— Q" — o7 — i Di
J#i JF#i
1=1,...n,
(3.68)
fornece a solugao 6tima do problema (3.46).
Comentario 2. Note que quando a; — 1 para ¢ = 1,...,n, o problema (3.68) reduz-se ao

problema de CPT deterministico (2.6) considerando que cada ganho do canal é substituido

pelo seu valor esperado.
A seguir, no Teorema 13, mostra-se que cada uma das restricoes de desigualdade do pro-
blema (3.68) esta ativa no ponto p*, solu¢do 6tima desse problema. Para obter esse resultado,

na proposicao a seguir, apresentam-se as caracteristicas de monotonicidade do CVaR.

Proposigao 9. A fungao CVaR,,(p) parap>0el0<a<1é
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(i) decrescente em p;, isto é,

CV&R% (p = [p1> - 5Py >pn]) < CV&Rai(p/ = [p1> cee ap;a s >pn]) quando Di 2 p;a
(3.69)

(ii) crescente em p; para j # 1, isto &,

CVaRe,(p = [p1,- - Pis - - - a]) > CVaRy, (0 = [, ... .pis - - . ,p,]) quando p; > p).
(3.70)

Demonstragao. Antes de provar as caracteristicas de monotonicidade do CVaR,,,, note que

0 CVaR,, (p) 0 1 — oy 7V HiiPj
— = — i — — i (In(1 — ;) + In(1+ = 3.71
Op; Ip; ( Q; ( ( ) ; ( M Pi ))) ( )
1 1 Y HiD e
— -G LiHglg Wi P
= —,um(l + 111(1 - Oél)> - i Z(ln(l + ) - Y. HisP; )
i ; i HiiPi 1+ T
(3.72)
e
0 CVaRy,, (p) 0 Y HijP;
Opj p; (_Z s ) ( i Di ) (3.73)
1— (6%
— 3l = ) 3.7
14 =—
MiiPi

Para demostrar o item (i), a desigualdade 0 CVaR,, (p)/dp; < 0 deve ser satisfeita para cada
i. Baseado na equacao (3.72), essa desigualdade é cumprida, uma vez que
T HiiPj

l’..
n(1l+ ;) T oy para todo z;; D (3.75)

Para demonstrar o item (ii), a desigualdade 0 CVaR,, (p)/dp; > 0 deve ser verificada para
cada j # i. Baseado na equagao (3.74), essa desigualdade pode ser expressa equivalentemente

como

QiftiiDi + Y 1ijpj > 0, (3.76)

a qual evidentemente é valida. O
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Teorema 13. Considere que o conjunto factivel do problema (3.68) nao ¢ vazio e sua solugao
otima é p* = [p;] € R%. Entdo, cada uma das restrigdes de desigualdade, que definem o

conjunto factivel do problema (3.68), esta ativa no ponto p*, isto é,

CVaR,, (p") = CVaRy, (Gup; — 7, Z Gyp; —ym) =0, i=1,....n, (3.77)
JF

ou equivalentemente

Vi, > p; — wipi + CVaRE (Gipl — 7, Y Giyp}) =0, i=1,...n.  (3.78)
i#i i#i
Logo, o problema de otimizacdo convexa (3.56) fornece o par (p*,t*) € R x R_ onde p* é

a solugao 6tima do problema (3.68) e

t; = VaRq, (Gup; — 7, Z Gijp; —.m)- (3.79)
J#i

Demonstracao. Para demonstrar esse resultado, observe que, pela Proposi¢ao 9, a funcao
CVaR,,(p) é mondtona crescente em pj, para j # i, e monotona decrescente em p;,. Con-
sidere que nem todos os valores de CVaR,, (p*) sdo iguais e escolha o indice j para o qual
CVaR,,(p*) < 0. Se o valor de p; é decrementado, o valor de CVaR,,(p*) cresce e todos os
outros valores de CVaR,, (p*) decrescem. Entretanto, essa afirmagio contradiz a hipdtese de
que o CVaR,, (p*) esta ativo em p*. A equivaléncia entre (3.77) e (3.78) decorre da aplicagao
do Teorema 4 e da condicao D1 da Definicao 2. Finalmente, pelo Teorema 10, a segunda parte

desse teorema estd justificada. O

A seguir, a caracterizagao dual das medidas de dispersao ¢é utilizada para apresentar, de
outra forma, a solucao centralizada do problema de CPT via o CVaR, mostrada no Teorema 13.
Essa forma tem a mesma estrutura da solucao centralizada associada ao problema determinis-
tico do CPT, caracterizada em (2.9) e (2.8). Entretanto a definicdo da matriz de interferéncia

normalizada e do vetor de ruido normalizado sao diferentes.
Teorema 14. Seja
Q?I{Qi‘OSQiSQJI,E[Qi]IL
Qi(w) = 07 ' L(Gri(wipt—, 5, Gy () <= VaRey (Gapi—, X, Gpi)} ) (3-80)

o conjunto de identificadores de risco associado ao CVaR3 (Gypf — Y, 22+ Gijpj). Entdo, a
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solucao 6tima do problema de CPT via o CVaR pode ser expressa como
p*=(—B)'u, quando 7,(B) <1, (3.81)

onde
. pij + Covar(G,;,Q7)
I c R * ) B = ]
b, pi; + Covar(Gy;,QF)

= RY : ; 3.83
! [Zi/m + COV&T(GiiaQ;‘k)] ERy o @i (3:83)

Liigy) € RYX, (3.82)

denotam a matriz identidade, a matriz de interferéncia normalizada via o CVaR e o vetor de

ruido normalizado via o CVaR, respectivamente e 1y representa a funcao delta de Dirac.

Demonstracao. Pelo Teorema 13, a solugao 6tima do problema de CPT via o CVaR satisfaz o
conjunto de equagoes em (3.78).

Por outro lado, baseado na caracterizacao dual de uma medida de dispersao, apresentada
na equagao (3.32), e no conjunto de identificadores de risco Q*, definido na equagao (3.39),

uma medida de dispersao pode ser expressa como
D(X) = Covar(—X,Q%), Q"€ Q". (3.84)

Aplicando esse resultado ao conjunto de equagoes em (3.78), o mesmo pode ser escrito como

Yt Zﬂijp; — wiip; + Covar(y, Z Gip; — Gup;, Q) = 0, (3.85a)
J#i J#i
QreQ, i=1,...n (3.85D)

onde QF é o conjunto de identificadores de risco associado ao CVaROA%(Giip;k -7, Z#i Giip}),
definido em (3.80).
A equagao (3.81) é justificada aplicando as propriedades basicas da fungao covariancia e o

Teorema de Perron-Frobenious para matrizes ndo negativas ao conjunto de equagoes em (3.85)
(cf. [43, 44]). O

Comentario 3. Note que, se a; — 1 para i =1,...,n, entdo QFf = {1} e Covar(G;;,Q;) = 0.
Sendo assim, a matriz de interferéncia normalizada e o vetor de ruido normalizado via o CVaR
coincidem com aqueles apresentados em (2.8) quando cada ganho do canal é substituido pelo

seu valor esperado.
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3.2.2 Solucao Subétima e Distribuida do Problema Restrito de CPT
via o CVaR

Considerando que, no problema proposto em (3.46), o ruido é nulo e a poténcia transmitida
em cada enlace ¢ limitada inferior e superiormente, nesta subsecao, apresenta-se um algoritmo
que utiliza somente informagcao local e que converge para uma solugao sub6tima do problema

centralizado de CPT via o CVaR.

Nesse contexto, o problema de CPT é dado por

min Zpi
i=1 (386)
sujeito a:  CVaR,, (Giip; — 7, Z Gijpj) <0, p,<pi<pP; i1=1...n,

ji

onde p; representa a poténcia transmitida no ¢-ésimo enlace, sendo p, € p; seus valores minimo
e maximo, respectivamente. Além disso, G;; denota o ganho do canal entre o transmissor do
J-ésimo enlace e o receptor do i-ésimo enlace, satisfazendo as condi¢oes H1 e H2, e 7; descreve
o ruido no receptor do i-ésimo enlace. Adicionalmente, 7 denota o limiar do SIR (Signal-to-
Interference Ratio) requerido no i-ésimo enlace. Finalmente, o risco da qualidade do enlace é
quantificado via o CVaR com nivel «;, caracterizado na Definicao 8.

Com base no Teorema 12 no proximo corolario, apresenta-se a solucao centralizada do

problema acima estabelecido.

Corolario 1. Considere uma rede sem fio, onde o desvanecimento rapido de cada canal de radio
é caracterizado através de um ambiente Rayleigh e esses canais sao mutuamente independentes,
isto é, as condigoes H1 e H2 sao validas. Além disso, o ruido é nulo e a poténcia transmitida é

limitada inferior e superiormente. Entao, o problema de otimizagao convexa

min i
.. 1 1—q; 7 HijPs
sujeito a: Pt Z PP = PasPi = — i (In(1 — o) + Z In(1+ TZJ?])) <0, (3.87)
(3 ];él 2 ];él L7

Ezgngﬁ“ izl,...,n,

fornece a solugao 6tima do problema (3.86).

As restri¢oes de desigualdade no problema (3.87), que quantificam o risco da qualidade do
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enlace no sistema através do CVaR, podem ser expressas como

lluljp] .
+Zl 14 =—— (s ) 2_7 Z,ump]a 1= a"'>n' (388)
gy iiPi (%) o

HiiPi <

Utilizando uma notagao vetorial, o conjunto de desigualdades em (3.88) pode ser reescrito

como
p=1(p), (3.89)
onde p = [p;] € R" e I(p) = [I;(p)] € R} sendo

gy
[Z(p> = — 2 = Y HijPj (390)
,uii(ai + (1 - Oéz') ln(l - ai) + (1 - O‘i) Z#zl (1 + LiiPi ))

Pode-se provar que o funcional [;(p) ndo é uma fungdo de interferéncia padrao (veja a
Defini¢cao 1). Entretanto, na Proposi¢ao 11, mostra-se que o limitante superior do I;(p) sa-
tisfaz as propriedades que caracterizam uma funcao de interferéncia padrao. Sendo assim,
no Teorema 15, obtém-se um algoritmo distribuido que converge para uma solugao subo6tima
do problema (3.87), aplicando o Teorema 1 e 2. Para demonstrar esse resultado, define-se o
CES (Certainty-Equivalent System), apresentado em [15], e determina-se o limitante superior

e inferior da fungao I;(p), baseado no Lema 2.

Definicao 13. O CES é o sistema no qual a variacao estatistica do sinal de radio é com-
pletamente ignorada, sendo essas variaveis aleatorias substituidas por seus respectivos valores
esperados. Sendo assim, considerando que o ruido é nulo, isto é, 7, = 0,7 =1,...,n, no CES,

as seguintes restricoes

7, Zuijpj —piipi <0, i=1,...n, (3.91)
J#i
garantem uma adequada operacao desse sistema. As desigualdades antes mencionadas podem
ser reescritas equivalentemente como
. Vi HiiDi

A== "2 >, (3.92)
P00 Zj;éi HijDj

1

onde 4; denota o CEM (Certainty-Equivalent Margin) para o i-ésimo enlace.
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Lema 2. As desigualdades

n n

In(1+ Zxk) < Zln(l +a) < zn::Ek (3.93)
k=1

k=1 k=1

sao validas.

Proposicao 10. Os limitantes inferior e superior da func¢ao I;(p) sao dados por

B pi |
L) = o T e s Aoy =)y, = W) =
D

i(P) = (o4 (1 — ;) In(1 — o) + (1 — ;) In(1 + %))f%’ (3:94)

~l

onde 4; ¢ definido em (3.92).

A partir do resultado obtido na Proposicao 10, pode-se observar que os limitantes inferior
e superior do I;(p) coincidem quando «; — 1 ou 4; — oo. No primeiro caso, I,(p) = I;(p) =
Ii(p) = pA; " e no segundo caso Li(p) = Ii(p) = Li(p) = 0.

Na Figura 3.1, apresenta-se o grafico da relagao entre o limitante superior do I;(p) e o
limitante inferior do mesmo, em funcao do 4; e de «;. Observa-se que essa relacao (i) tende a
1 quando a; — 1 ou 4; — oo e (ii) é mono6tona decrescente com respeito a «; (9;), para valores

fixos de 4; (o, respectivamente).
Proposicdo 11. I;(p) é uma funcio de interferéncia padrao.
Demonstragio. (i) Positividade: E imediata.

(ii) Monotonicidade: Para p; > 0, é imediata. Para p; > 0 quando j # ¢, a monotonicidade

de I;(p) é justificada se, para cada p; > 0, tem-se que

fﬁi (P)
Ip;

> 0. (3.95)

A desigualdade acima é equivalente a

Y 2 siti MigPs 2 iti MigDyj
e Zﬁe HiiPj\ e Z];ﬁ HijDj > 0. (3.96)

In(1+ >
( HiiPi Hiipi + 7, ) i HijPj
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Ii(p)/ Li(p)

3
%

Fig. 3.1: Relacao entre o limitante superior e o limitante inferior da interferéncia efetiva no

i-ésimo enlace.

Definindo z; = l’zf# e substituindo-o em (3.96), tem-se que
In(1+ ;) — —2— >0 (3.97)
! 1+ T; . '

A desigualdade (3.97) é valida para todo z; > 0.

(iii) Escalabilidade: E imediata.

Assim, finaliza-se a demonstracao do teorema. O

Baseado na Proposicao 11 e nos Teoremas 1 e 2, a seguir apresenta-se um algoritmo sub-

6timo para o CPT, que utiliza apenas a informacao local (¥;).

Teorema 15. Considere que p* é a solu¢ao 6tima do problema (3.86). Entao, o algoritmo

subotimo e distribuido associado a esse problema é dado por

pi(k +1) = min{p;, max{p,,
1

(@i + (1= i) In(1 — ) + (1 — ;) In(1 + 5755))%(k)
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onde

i (k) _ piiDi(k)
7 7 Zj;éi :uijﬁj(k>

Yi(k) = (3.99)
O algoritmo converge para p* > p*. Entretanto, p* — p* quando o; — 1 ou 4; — oo para
cada i € {1,... n}.

Comentario 4. Note que quando «; = 1 para i = 1,...,n, o algoritmo (3.98) reduz-se ao
algoritmo (2.17), isto é, ao algoritmo deterministico, quando cada ganho do canal é substituido

pelo seu valor esperado.

3.2.3 Notas e Referéncias

1. A seguir, apresenta-se um algoritmo que gera uma seqiiéncia {p(k)}?2,, a qual converge
para a solugao 6tima do problema nao convexo de CPT via o VaR com nivel a = [a;], definido

em (2.26) como

win  >on

E n

e i=1 (3.100)
sujeito a: V&Rai (G”pl — 12 Z Gijpj — 12772) < O, 1= 1, LN,

J#i

onde p; representa a poténcia transmitida no i-ésimo enlace, GG;; denota o ganho do canal do
transmissor do j-ésimo enlace ao receptor do i-ésimo enlace considerando que as condicoes H1
e H2 sao satisfeitas e n; descreve o ruido no receptor do i-ésimo enlace. Finalmente, para o
1-ésimo enlace, 7, denota o limiar inferior do SINR requerido e o VaR,, representa o VaR com
nivel «;, caracterizado na Definicao 7.

O algoritmo utiliza a propriedade da dominancia do CVaR sobre o VaR, isto é, CVaR, (X ) >
VaR,(X) e considera-se que existe um valor de o’ tal que CVaR,0 = VaR,, (cf. [86]). Sendo
assim, a cada iteracao, o algoritmo determina a solu¢ao do problema convexo de CPT via o
CVaR com nivel a(k). Essa solu¢do aproxima-se da solugao do problema de CPT via o VaR
quando a(k) — aP.

Algoritmo que calcula uma solucao do problema de CPT via o VaR com nivel

Passo 1: Considere §; = 0,001 e ¢; = 0,001 parai=1,... nefaca k =1e a(k) = a;
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Passo 2: Resolva o problema convexo

min E p; sujeito a:
pERY P

1 1 — (k) v MiPj
Y.+ — N E WijPj — HiiPi — i Pi ln( (k)) + E ln(l + = ) <0,
g o, ( ) o I OKZ(]{?) ( o [LiiDi )

1=1,...n,

e faca p(k) = p;

Passo 3: Para cada enlace, calcule

Giipi (k) <7v)=1—exp(—

( ( ) Z];ﬁz GZ]p](k) + i - Mupz

H< . ,uzypj k))
i ,Uzzpz(k)
Se P(I';i(k) <7,) < ai, faga a;(k+1) = ay(k)—0;; caso contrério, faga o (k+1) = ay(k)+0;;

Passo 4: Para cada enlace, verifique se o seguinte critério de parada do algoritmo é satisfeito:

| P(Li(k) <7,) — aif| < €. Em caso negativo, adote k = k + 1 e retorne ao Passo 2.

2. Em [69], define-se a medida de risco Bernstein com nivel o € (0,1) como
Bernstein,, (X) = lit:g(f)tlog(oz_lE[exp(—t_lX)]). (3.101)
O conjunto de aceitabilidade, associado a essa medida de risco, ¢ dado por
ABernstein, (X ) = {X | Bernstein, (X) = %I>1(f]tlog(a_lE[exp(—t_lX)]) < 0}. (3.102)

Pode-se demonstrar que esse conjunto é um conjunto convexo e estd contido no conjunto

de aceitabilidade nao convexo associado ao VaR, ou seja,

ABernstoina C AVaRa . (3 103)

Sendo assim, uma aproximagao convexa para o problema de CPT via o VaR pode ser
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estabelecida como

ms >om

€R" ,

e i=1 (3.104)
sujeito a:  Bernstein,, (Gip; — 7, Z Giypj —ym) <0, i=1,...n,

JFi

onde p; denota a poténcia transmitida no i-ésimo enlace, G;; é uma variavel aleatéria que
representa 0 ganho do canal entre o transmissor do j-ésimo enlace e o receptor do i-ésimo
enlace e 7; descreve o ruido no receptor do i-ésimo enlace. Além disso, 7 denota o limiar do
SINR requerido no i-ésimo enlace. Finalmente, para cada enlace, Bernstein,,, denota a medida

de risco Bernstein com nivel «; € (0,1), definida em (3.101).

Considerando que as variaveis aleatorias {Gj, i,j = 1,...,n}, as quais descrevem o estado
do sistema de comunicagoes sem fio, sao mutuamente independentes, isto é, a condicao H2 é
satisfeita, a solu¢ao do problema (3.104) pode ser obtida em termos do seguinte problema de

otimizacao convexa

min i
sujeito a: glg {11'77" + Z tAc, (t_llipj) + tAG“.(—t_lpi) —tlogay} <0, (3.105)
J#
1=1,...n,

onde Ag,,(t) = log Mg, (t) representa o logaritmo da funcao geradora de momentos Mg, (t) =
Elexp(tG )]

Observe que, no problema (3.105), podem ser utilizados diversos modelos probabilisti-
cos para descrever o desvanecimento rapido do sinal de radio. Por exemplo, num ambiente
Nakagami-m, a poténcia do sinal recebido G;;, para cada i,j € {1,...,n}, é descrita por uma

variavel aleatoria com distribuicao Gamma

1 MijYij
FGZJ(gZ]) :1_71—‘(7”2]’ . ])7

['(m;) [hij (3.106)

onde I'(a,b) = [~ 2 ' exp(—z)dz representa a fun¢do Gamma incompleta, I'(a) = I'(a,0)
denota a funcao Gamma, u;; = E[G;j| denota o valor esperado de G;; e m;; > 0,5 é o fator
de desvanecimento de G;;. Para valores de m;; > 1, tem-se um desvanecimento brando e, para
valores de m;; < 1, tem-se um desvanecimento severo. Em particular, quando m;; = 1, o

ganho do canal representa o desvanecimento rapido do sinal de radio num ambiente Rayleigh.
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A funcao geradora de momentos associada a uma variavel aleatéria com distribui¢ao Gamma

é dada por

M mij
M (1) = <7J> e — it > 0. 3.107
ng( ) My — put J T Mg ( )
Considerando que, para cada i,j € {1,...,n}, o ganho G;; satisfaz a hipotese H1, ou seja,
my; = 1 e, substituindo a fun¢ao geradora de momentos Mg, (t), apresentada em (3.107), nas

restri¢oes de desigualdade do problema de otimizagao convexa (3.105), o mesmo pode ser escrito

Como
min i
. : t 3.108)
sujeito a: inf {v,m + tlog( ) + tlog(i) — tlogai} <0, (3.
t>0 (4 Z t— 7. 1ijPj t+ piipi

i

1=1,...n.

3. O problema de CPT com aversao ao risco pode ser formulado como

;g]ikf,} sz’ + Di(Giipi — 7, Z Gijpj — 12-772')
. i=1 i (3.109)
sujeito a:  E[Gyp; — 7, Z Gijpj — L‘ni] >0, i=1,...n,

J#i
onde
e o vetor de decisao do problema é dado por p = [p;] € R} (vetor de poténcias transmitidas);

e os dados do problema sdo representados através do conjunto {1,G 7}, sendo

o n = [n;] € R", o vetor que contém o ruido no receptor de cada enlace;

o G = [Gy;] € RY*", a matriz de ganhos do canal; e

o v =[y,] € R%, o vetor que contém os limiares inferiores de recepgao do SINR para
cada enlace.

Considera-se que

(H1) o ganho do canal G;; descreve o desvanecimento rapido do sinal de radio num am-

biente Rayleigh. Sendo assim, a amplitude do sinal recebido G;; é uma variavel
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aleatoria, definida no espaco de probabilidade (©,F,P), a qual é exponencialmente

distribuida. Logo,
Gij
Fg,;(9i5) = P(Gij < gij) = 1 — exp(—=+), (3.110)

onde y;; = E[G};] denota o valor esperado de G;;

(H2) as variaveis aleatorias {G,;; Vi,j € {1,...,n}} sdo mutuamente independentes;
e 0s elementos estruturais do problema sao descritos pelo conjunto {n,D;, <}, sendo

o n € Z,, o nimero de enlaces ativos;

o D;, uma medida de dispersao limitada no range inferior. Especificamente, D; =
CVaRy3;

o < representa =g, , a ordem parcial associada ao conjunto conico convexo e fechado
R,.

Aplicando o Teorema 4 e a Proposicao 8, o CVaRi_(Giipi -1, Zj# Gijpj — lim) pode ser

expresso como

CVaRaAZ_ (G“pz — ZZ Z Gijpj - an) -

JFi
E[Gupi =7, Y Gijpi — 1] + CVaRa, (Gips — 7, > Gijpj — v.mi) =
J# J#i
7 ];él (2 ];él L7

Logo, baseado no Teorema 8, a solu¢ao do problema (3.109) pode ser expressa em termos

do seguinte problema de otimizagao convexa

. - 1— o 1— o 7 HigPj
min > pit VD pips — Py <1n(1 —a;)+ Y (In(1+ 7)))
pERY P Qo i Q; oy HiiPi
sujeito a: y.m +7, Y pip; — papi <0, i=1,...n.

i
(3.112)
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3.3 Exemplos Ilustrativos

A seguir, apresentam-se exemplos numeéricos que ilustram os resultados obtidos na Secao 3.2.
Utilizam-se fung¢oes do MATLAB que permitem determinar a solugao de problemas de otimiza-
¢ao nao linear. Considere um sistema de comunicagoes sem fio com dois enlaces ativos (n = 2).

O limiar do SINR requerido e o ruido no receptor sao

= [11 12] = [6dB 5,5dB] e n= [m 772} = [0,001 0,002} : (3.113)

respectivamente. Seja o desvanecimento rapido de cada canal de radio caracterizado através de

um ambiente Rayleigh com parametros

4
[un ,m] _ [0,56880 0,0037 ] | (3114)

T 0,00402 0,38260

No primeiro exemplo, com o proposito de apresentar as diferencas entre as solugoes do
problema de CPT via o CVaR e o VaR, denotadas por p&y,r € Pya.r respectivamente, calcula-se

a degradagao média da qualidade do i-ésimo enlace, definida como
5 =7, — CVaRq, (Iy(p")), (3.115)

onde I';(p*) representa o SINR no i-ésimo enlace quando p* = p&y.g ou p* = pi,r. Mostra-se
que 7; € menor quando a solucao do problema de CPT é obtida via o CVaR do que aquele
obtido via o VaR. Finalmente, verifica-se que a solucao do problema de CPT via o Bernstein,

denotada por P stein, € Mais conservativa, dado que a poténcia total transmitida é maior.

No segundo exemplo, considerando que o ruido é nulo e a poténcia transmitida é limitada
inferior e superiormente, determina-se a solucao do problema de CPT via o CVaR, por meio
de um algoritmo subo6timo e distribuido. A convergéncia da seqiiéncia de valores gerada pelo
algoritmo, denotada por {p(k)}, para uma solu¢ao subotima do problema é comprovada através

do calculo da distancia normalizada entre p(k) e pé&y,g, definida como

A * |p(k) — pEVaRHOO
= . 11
APE)-povar) 19(0) = Pévar lloo (3.116)

Considere que o critério de parada do algoritmo é dado por

[p(k +1) — p(k)

oo 4
. <1x107% (3.117)
15(F) o
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Exemplo 1. Aplicando o Teorema 11, ou equivalentemente, o Teorema 12, a solug¢ao 6tima
do problema de CPT, que minimiza a poténcia total transmitida, considerando que o risco da
qualidade de cada enlace é quantificado mediante o CVaR com nivel o = [o; 3] = [0,10 0,15],

é dada por

POVaR = [pI,CVaR p;,CVaR:| = [O>3817 0,4310] . (3.118)

Além disso, tem-se que

VaRy,, (Z7) = —0,012569, VaR,,(Z;) = —0,014351, (3.119)
CVaR,, (Z7) =1,3878 x 107'® e CVaR,,(Z;) = 4.1633 x 1077, (3.120)

onde

* * * * * *
Zy = Gllpl,CVaR - lelzpz,CVaR -7, ¢ Zy = G22p2,CVaR - 12G21p1,CVaR — -

Na equagao (3.120), note que as restrigoes de desigualdade do problema de CPT via o CVaR
estao ativas na sua solucao 6tima pgy,r, verificando o resultado apresentado no Teorema 13.

Por outro lado, aplicando o algoritmo definido na Subsegao 3.2.3, a solucao do problema de
CPT via o VaR com nivel o = [y o] = [0,10 0,15], é dada por

Plan = [Pl van Phvan| = [0,0992 0,1369] . (3.121)

Com o objetivo de determinar a degradagao média da qualidade do enlace, definida em (3.115),
gera-se realizacoes das variaveis aleatorias [';(p*) para ¢ = 1,2 quando a poténcia transmi-
tida p* é a solucao dos problemas de otimizacao estocastica via CVaR e VaR. De posse
dessa informacao, calcula-se a funcao de distribuicao de probabilidade das varidveis aleato-
rias I';(p*) | Ii(p*) < —VaR,,(I';(p*)) para i = 1,2, a qual é mostrada na Figura 3.2. Sendo
assim, os valores médios dessas variaveis aleatorias, isto ¢, CVaR,, (I':(p*)) = E[Li(p) | Ti(p*) <

— VaR,, (I';(p*))], verificam as seguintes desigualdades

CVaRq, (T (Pivag)) = 6,4849 dB > CVaRy, (T (ph,r)) = 2,9805 dB, (3.122)
CVaRa, (D2 (plyag)) = 5,7484 dB > CVaRy, (Ta(phag)) = 2,4129 dB. (3.123)

Logo, a solucao fornecida pelo problema de CPT via o CVaR tem uma degradacao na
qualidade do enlace menor do que aquela obtida através da solucao do problema de CPT via o
VaR.
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Fig. 3.2: Funcao de distribuicao de probabilidade e valor esperado das variaveis aleatorias
Li(p") [ Ti(p*) < = VaRq, (I'i(p*)) quando p* = piyag € P* = Pl,r para i =1,2.

O gréfico das realizagoes das variaveis aleatorias I';(p*), denotado como ~;(p*,k), assim como

também os valores do v, e CVaR,, (I';(p*)) sdo apresentadas nas Figuras 3.3 e 3.4,

Finalmente, a solugdo do problema de otimizagao convexa (3.108), a qual fornece a poténcia
transmitida 6tima que minimiza a poténcia total transmitida quando o risco da qualidade do

enlace ¢ medido através da medida de risco Bernstein com nivel a = [a; o] = [0,10 0,15], é
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Fig. 3.3: Amostras do SINR no primeiro enlace via o CVaR (esquerda) e o VaR (direita).
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Fig. 3.4: Amostras do SINR no segundo enlace via o CVaR (esquerda) e o VaR (direita).
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dada por

p*Bernstein: pI,Bernstein p;,Bernstein:| = [473148 472022 . (3124)

Note que a solucao fornecida pelo problema de otimizacao estocastica via o CVaR é menos

conservativa, uma vez que a poténcia total transmitida é menor.

Exemplo 2. Considere que, no sistema de comunicagoes sem fio antes descrito, os limiares do
SIR requerido sao v, = 6dB e Y, = 5.5dB, o ruido é nulo, isto é, 7, = 15 = 0 e os valores da
poténcia transmitida sao limitados superior e inferiormente pelos seguintes valores p, =01,
P, =005 e P, =py,=06.

Nesse contexto, aplicando o Corolario 1, a solucao 6tima do problema de CPT que mi-
nimiza a poténcia total transmitida, considerando que o risco da qualidade de cada enlace é

quantificado mediante o CVaR com nivel @ = [ay ] = [0,10 0,15], é dada por

Povar = |Phovar Phovar] = [0:1 0.055715] (3.125)

Por outro lado, aplicando o Teorema 15, o algoritmo distribuido do problema de CPT via
o CVaR, baseado somente em informacao local, gera uma seqiiéncia de valores da poténcia

transmitida, denotada por {p(k)}, que converge para a seguinte solu¢ao subétima do problema

PCvaR = [ﬁl,cm ﬁz,cvaR} = [0,1 0,055758] : (3.126)

Na Figura 3.5, apresentam-se os valores da distancia normalizada entre p(k) e péy,g calcu-
lados através da equagao (3.116). Essa figura mostra a convergéncia desse algoritmo para um

ponto proximo do 6timo e observa-se que sua taxa de convergéncia é linear.
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Fig. 3.5: Distancia normalizada entre p(k) e pé&y,g para cada iteragao do algoritmo distribuido
de CPT via o CVaR.



Capitulo 4

O Problema de CPT via Otimizacao
Robusta

O objetivo principal deste capitulo é apresentar a solucao 6tima do problema de otimizacao
robusta definido em (2.34).

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na Secao 4.1, apresentam-se algumas
definicoes e conceitos da Teoria de Otimizacao Robusta que foram utilizadas na Secao 4.2.
Para maiores detalhes, consulte [32, 34, 87| e suas referéncias. Na Se¢ao 4.2, apresenta-se a
solucao do problema de CPT considerando que os ganhos do canal e o ruido no receptor sao
incertos. Especificamente, supoe que esses parametros sao desconhecidos, mas pertencem a um
determinado conjunto convexo. Nessas condigoes, a solugao do problema robusto de CPT é
apresentada em termos de um problema de otimizacao convexa. Portanto, para obter a solucao
numérica desse problema, algoritmos altamente eficientes podem ser utilizados. Finalmente,
com o proposito de ilustrar os resultados obtidos na Secao 4.2, sao apresentados alguns exemplos

numéricos na ultima se¢ao deste capitulo (Secao 4.3).

4.1 Preliminares

Considere o seguinte problema de otimizacao conica (POC) (cf. [33, 34|)

(POC) min {c’z: f(z,y) <k 0},

zEXCRn
onde:

e o vetor de decisao do problema é representado por z, o qual assume valores no conjunto

convexo e fechado X C R";

61
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e o vetor de dados do problema é representado por y = [y1;...;ym] € R™; e

e 0s elementos estruturais do problema sao descritos pelo conjunto {n,m,f(-,-), <k}, onde
n e m denotam as dimensoes dos vetores x e y respectivamente, f(--) : X x R™ — R"

representa uma fungao K-convexa em z, isto &,
V(z,2' € X,y e R™) e VA€ [0,1]: fAz+ (1 =Nz y) =x Af(zy) + (1 —A)f(2"y)

e <k denota a ordem parcial associada ao conjunto conico convexo e fechado K.

No POC, implicitamente considera-se que o vetor de dados, no momento de determinar a
solucao do problema, ¢ exatamente conhecido pelo decisor. Entretanto, em aplicacoes praticas,

o ambiente de decisao pode ser caracterizado pelas seguintes condicoes (cf. [41, 87]):

(i) Os dados do problema podem ser parcialmente conhecidos pelo decisor, uma vez que esses

parametros provém de algum processo de medicao ou estimacao;

ii) A solucao otima do problema, mesmo que calculada com bastante precisao, dificilmente
¢
podera ser implementada de maneira exata, resultando na incerteza da factibilidade da

solucao implementada;

(iii) As restrigdes do problema devem permanecer factiveis, para todos os possiveis valores

assumidos pelo vetor de dados;

(iv) Usualmente, a solucdo 6tima torna-se severamente infactivel quando os dados nominais

do problema sofrem perturbagoes relativamente pequenas.

As condigoes (i) e (ii) implicam que o ambiente de decisao define um problema de otimizagao
conica incerto (POCI). Esse problema é caracterizado por um conjunto de POC com a mesma
estrutura {n,m,f(-,-),K}, porém o vetor de dados y pertence ao conjunto incerto Y C R™, isto
e,

(POCI) { min {c’z: f(zy) <x 0} |y € y}.

reXCR"

O POC, para um determinado valor do vetor de dados y no conjunto incerto ), define uma
realizacao do POCI.

A condigao (iii) implica que o vetor de decisao x do POCI deve satisfazer a seguinte restrigao

flzy) <k 0, Vy € V.
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Note que essa condicao de factibilidade também é utilizada na Teoria de Controle Robusto
(cf. [54]).

A condi¢ao (iv) implica que, em aplicagbes praticas, ndo se pode ignorar que pequenas
perturbacoes nos dados podem tornar infactivel a soluc¢ao 6tima do POC.

Com o objetivo de obter um controlador que atue no ambiente de decisao descrito anteri-
ormente, em |32, 37, 38, 39, 40, 41| foi desenvolvida a Teoria de Otimizagdo Robusta. Essa
teoria associa ao POCI um tnico problema de otimizagao conica, denominado de contrapartida
robusta associada ao POCI, definido como

(POCR) xerfvﬂgrﬁgn{cTz : f(zyy) 2k 0, Yy € V}.

Observe que uma solucao factivel para o POCR, por definicao, deve satisfazer as restricoes
do problema para qualquer valor assumido pelo vetor de dados y no conjunto incerto ). Essa
solucao é denominada de solucao factivel robusta do POCI e a solucao 6tima do POCR ¢é
denominada de solucao 6tima robusta do POCI.

E importante notar que o POCR é um problema de otimizacio semi-infinita, uma vez que
esse problema tem infinitas restricoes parametrizadas pelo vetor de dados y € Y. Conseqiiente-
mente, para determinar a solugao do POCR, através de algoritmos altamente eficientes, como,
por exemplo, o algoritmo baseado no método de pontos interiores, deve-se restringir a estrutura
da funcao f e do conjunto incerto ). A seguir, apresentam-se as proposicoes, estabelecidas
em [32|, que determinam essas restrigoes e que permitem reescrever, de forma equivalente, as
desigualdades semi-infinitas como restri¢oes conicas, na forma padrao.

Considere que

(H1) O POCI tem incerteza convexa, isto é, a fun¢ao f(z,y) é K-convexa em y para cada
r € X. Logo,

Viz e X,y,y € Y)eVAe [01]: f(z y+ (1 —=Ny) 2k M(xy) + (1 =N f(zy).

Proposigao 12. [32| Sejam P um POCI que satisfaz a condigao (H1) e P’ um POCI obtido a
partir de P, ao substituir o conjunto incerto ) pela sua caixa convexa fechada ()’ = conv )).

Entao, as contrapartidas robustas de P e P’ sao idénticas.
Baseado na Proposicao 12, sem perda de generalidade, supoe-se que
(H2) O conjunto incerto Y é convexo e fechado.

A seguinte proposigao é uma conseqiiéncia direta das condigoes (H1) e (H2).
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Proposigao 13. [32] Considere um POCI que satisfaz as condigoes (H1) e (H2) e suponha que
o conjunto factivel da contrapartida robusta do POCI (ou seja, o POCR) nao é vazio. Entao,
todas as realizacoes do POCI sao factiveis. Além disso, o valor 6timo do POCR é maior ou

igual ao 6timo valor de cada realizagao do POCI.

A partir da Proposicao 13, conclui-se que geralmente existe uma diferenca entre as pro-
priedades da solucao de cada uma das realizagoes do POCI e do POCR. Por exemplo, pode
acontecer que todas as realizacoes de um POCI sejam factiveis, mas que o POCR nao seja
factivel. Outro caso possivel é que o valor 6timo do POCR seja maior que os valores 6timos
de todas as realiza¢oes do POCI. Em [32], estabeleceram-se condiges necessérias e suficientes,
que garantem que os dois cenarios exemplificados anteriormente nao acontecam. Essas condi-

¢oes sao reproduzidas a seguir, considerando que y = [y1;...;y,] € R™, onde y; € R™ com

Z?:l m; =me f(Ivy) = [fl(xay)§ .- 7fn(Ivy)]

(H3) O cone K define o espago n-dimensional dos reais nao-negativos, i.e., K = R’} ;

(H4) A i-ésima componente da funcao f(-,-) depende do vetor de decisao (x) e da i-ésima
componente do vetor de dados (y;), a qual assume valores no conjunto convexo e fechado
YV; € R™. Sendo assim, o conjunto incerto ) é definido pelo produto cartesiano dos

conjuntos ); parat =1,....n. Ouseja, Y =Y, X --- x Y, CR™;

(H5) O POCI tem incerteza afim, isto é, a fun¢do f(z,y) é afim em y para cada z € X.
Especificamente, para um valor fixo de i, a fungao f;(-,-): X x ); — R, denominada de

funcao convexa perturbada de forma afim, é definida como
filz,y:) = foi(x) + Zyz’jfji(x)a
j=1

onde fo;(+) representa uma fungao convexa. Além disso, para cada valor de j =1,...,m;,
f;i(-) denota uma funcao convexa se y;; > 0. Por outro lado, f;;(-) denota uma fungao

afim se y;; < 0.

Proposicao 14. [32] Considere que o POCI satisfaz as condicoes (H2), (H3), (H4) e (H5).
Entao, a contrapartida robusta do POCI (isto ¢, o POCR) é factivel se e somente se todas as
realizacoes do POCI sao factiveis. Além disso, o valor 6timo do POCR é o supremo de todos

os valores 6timos das realizagoes do POCI.
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A partir deste ponto, restringe-se a anélise do POCR associado ao POCI, que satisfaz as
condicoes impostas pela Proposicao 14, denotado por

(POCR) min {c"x: fi(r,y;) <0, Vy; €Yy, i =1,...n}.

reXCR"

Observando o POCR a partir de uma perspectiva diferente, a seguinte equivaléncia

filzyi) <0, Vy; €Yi & max fi(z,y) <0

Yi€Yi

permite expressar o POCR, como o seguinte caso particular de um problema de otimizacao de
dois niveis (PODN) (cf. [88])

PODN min {cz: w;(x) <0, w;(z) = max fi(zx,y;), i=1,...n}
(PODN)  min {7+ wile) < 0, wilz) = ma fi(w,p,) }

Observe que, para calcular a solucao do PODN, considera-se o valor assumido pela a funcao
w;(x) no seu pior caso. Ou seja, se existe y € V; tal que fi(z,y’) > fi(z,y;) para todo y; € Y,
entao a desigualdade w;(x) = fi(z,y) < 0 implica que f;(z,y;) < 0 para todo y; € V.

Para determinar explicitamente a solu¢ao do problema de otimizacao interna no PODN, é

necessario restringir a estrutura do conjunto incerto ). Logo, considere que

(H6) O conjunto incerto Y; é dado por

Vi= Ay =90 + Y oyiu : |lull <},

k=1

onde y representa o valor nominal do parametro incerto y; e dy¥ para k = 1,...,my,
denota o conjunto de vetores que caracterizam a perturbacao do vetor y;. Finalmente,
); denota o parametro de robustez do problema e ||-|| representa uma norma vetorial

absoluta, isto é, uma norma que satisfaz a propriedade |u| = |||ul||.

Note que, se as condicoes (H5) e (H6) sao validas, entao o problema de otimizagao nominal,

isto é, o problema onde nao existe incerteza nos dados (2; =0, i =1,...,n), é expresso por

min {c’z: fo;(2) + Zy%fji(x) <0,i=1,...,n}.
j=1

zeXCR™

Na proxima proposigao, determina-se explicitamente a solucao do problema de otimizacao
interna no PODN, de forma similar ao determinado em [89]. Para tanto, apresenta-se a seguinte

definicao.
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Definicao 14. Seja ||z|| a norma do vetor x em R”. Entao, a fungao

ly]|” = max y"x
Jall <1

¢ denominada de norma dual.

Proposicao 15. Seja w;(+): R” — R uma fun¢do convexa caracterizada por

W (ZII’) = zljneajg( fl( 7%’)7

onde a funcao fi(z,y;) e o conjunto Y; satisfazem as condigoes (H5) e (H6), respectivamente.

Entao, a fun¢ao w;(z) pode ser equivalentemente expressa como

Z;'n:li 5yi1jfji(x)
( fOz _l' Zyz]f]z z . (41)
> i1 0y fii(x)

Demonstragao. Baseado nas condigoes (H5) e (H6), tem-se que
Z;'n:li 5yi1jfji(x)

W (l') ZI/?Ea)f fz( >yz fOz + Z Yij f]z ‘l‘ ||{LI|1|E<DS% UT . (42)
> 0y fri(x)

Definindo u; = §2;s; e aplicando a Defini¢cao 14 no lado direito da equagao (4.2), a expres-
sao (4.1) esta justificada. O

No seguinte teorema, é apresentada a solugao do POCR em termos de um problema de

otimizacao conica.

Teorema 16. Considere que o POCI satisfaz as condi¢oes (H5) e (H6). Entao, a contrapartida

robusta associada ao POCI é equivalente ao seguinte problema de otimizacao convexa

inf '
e XCR"?
, D
. Do 0yl fi) (4.3)
sujeito a:  fo;(x) + Zyiojfji(x) + : <0, i=1,...n.
- > it Oy fil)

Sendo assim, o problema (4.3) fornece a solugao 6tima robusta do POCI.
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Comentario 5. Em relacao ao problema (4.3), se

(i) 2 =0, isto é, quando nao existe incerteza nos parametros do POCI, recupera-se a solu¢ao

6tima do problema nominal associado ao POCI,

(ii) © # 0, evidentemente seu conjunto factivel esta contido no conjunto factivel do problema

nominal.

Observe que, nas restrigoes de desigualdade do problema (4.3), o termo nao-negativo re-
presenta a margem de seguranca, que torna robusta a restricao de desigualdade do problema
nominal. Essa margem de segurancga é funcao (i) do parametro de robustez (€2), (ii) do con-
junto de vetores de perturbagio dos dados ({6y*, k = 1,...,n}) e (iii) da norma utilizada na
definicao do conjunto incerto ). Na proposi¢ao a seguir, obtém-se desigualdades conicas que
sdo equivalentes as restri¢oes de desigualdade do problema (4.3) para vérios tipos de normas

absolutas, aplicando o seguinte lema.

Lema 3. Sejam Iy, [ € lons normas vetoriais em R", definidas como
folle = (Shei?) ™ Nl = max{loal, - ol e
i=1
[]|2n00= max{[|z[l2, T[|z[lc}, onde T >0
respectivamente. Entao, as seguintes expressoes
D) 2l <y < 2l <y
i) [zl2 <y « Xiiz<y -z2<z<zy

1<
(i) 2l Sy & llz—zlot D m<y, 220;
=1

sao validas.

Proposicao 16. A desigualdade

m; Z;L 5yi1jfji(x) ?
fOi($)+Zy%fji(I)+Q : <0
= > i 0yl fii()

é equivalente
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(1) a restrigdo conica de segunda ordem

mi Z;n:ﬁ 5yiljfji($)
foi(z) + Zy?jfji(l") + € : <0,
— o
’ Zj:l 5yijfji(x> 9
quando o conjunto incerto ); é definido utilizando a norma ly = || - ||2;

(ii) as restrigoes lineares
foi(z) + Zy?jfji(iﬂ) +Q; sz <0, —z < Z@fjfji(if) <z, k=1,...n,
j=1 k=1 j=1

quando o conjunto incerto Y; é definido utilizando a norma lo, = || - ||oo;

(iii) as restrigoes conicas de segunda ordem

Z;'n:li 5yi1jfji(x) et Q. &
| : +?:;Zm'§0> 2 >0,
Zj:ll 53/nyz($) — Zni -

2

forlw) >yl fiix) +
7j=1

quando o conjunto incerto Y; é definido utilizando a norma lono, = max{|| - ||2, Ti|| - oo }
onde T; >0 .

Em particular, note que, para tornar robustas as restricoes do problema nominal, o custo
associado é o incremento da complexidade do problema. No item (i), onde o conjunto incerto é
definido através de uma elipse, mantém-se o nimero de variaveis, mas tem-se uma desigualdade
conica de segunda ordem. No item (ii), onde o conjunto incerto é definido por uma caixa, a
desigualdade ¢ linear, porém incrementa-se o nimero de variaveis em n. Finalmente, no item

(iii), tem-se uma combinacao desses efeitos.

4.1.1 Notas e Referéncias

1. Considere que o POC é definido utilizando a fungao f(z,y) = Az — b, onde A € R™" e
b € R", isto é, 0 POC & um problema de otimizacao conica linear (POCL). Além disso, suponha

que esse POCL ¢ definido no cone

e K = R, ou seja, o POCL é um problema de otimizacdo linear. Neste caso, em [39]
e [90], foi mostrado que, para uma classe abrangente de conjuntos incertos ), a contra-

partida robusta associada ao problema de otimizacao linear incerto, apesar de apresentar
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geralmente um aumento na sua complexidade, é computacionalmente viavel. Em outras
palavras, esse problema pode ser resolvido em um periodo de tempo polinomial, o qual é
funcao das dimensoes n e m do problema de otimizacao linear. Além disso, dependendo
da classe de conjunto incerto ) escolhida para representar a imprecisao do vetor de dados
y, a complexidade do problema nominal incrementa-se de diferentes formas. Por exemplo,
quando o conjunto Y é definido utilizando a norma [y, a contrapartida robusta do pro-
blema de otimizacao linear pode ser expressa em termos de um problema de otimizacao
conica de segunda ordem. Entretanto, se o conjunto ) ¢ definido através da norma [y, I
ou l1ns, a contrapartida robusta do problema de otimizacao linear continua sendo linear,

mas a dimensao desse problema ¢ incrementada.

e K=Q} ou K =S8, isto ¢, o POCL é um problema de otimizacao conica de segunda
ordem ou semi-definida, respectivamente. Neste caso, a contrapartida robusta associada
a esses problemas de otimizacao incerto torna-se inviavel computacionalmente. Sendo
assim, em |38|, foram apresentados limitantes superiores para a contrapartida robusta e

uma anéalise do grau de conservadorismo dessas aproximacoes.

2. Em (87|, estudou-se o caso onde o POC é definido no cone K = S e a funcao f(z,y) é afim
em x para cada y, e é racional em y para cada x. Além disso, considera-se que o conjunto
incerto ) descreve uma elipse. Esse modelo, apesar de parecer particular, pode ser usado para

descrever o POCI apresentado neste capitulo.
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4.2 Resultados Principais

O objetivo principal deste capitulo é apresentar a solucao 6tima do seguinte problema de

otimizacao robusta

min i
DY
=1 (4.4)
SUjeitO a: fZ(p7gl7nZ) = 12772 +17, ZgZ]p] — GiiDi S Oa v(ghnz) S gi> 1= 1a -on,
J#

onde

e o vetor de decisao do problema é dado por p = [p;] € R", o vetor de poténcias de

transmissao;

e os dados do problema sdo representados através do conjunto {n,G v}, sendo

o 1 =[] € R%, o vetor que contém o ruido no receptor de cada enlace;
o G = [g;] € R, a matriz de ganhos do canal;

oy = [L] € R%, o vetor que contém os limiares de recepcao do SINR para cada enlace.

Considera-se que

(9i:mi) € Gi, (4.5)

sendo o conjunto G;, que descreve a incerteza existente nos parametros (g;,n;), definido

como

n

G = {(gim) = (g7m) + D _(SgF oniYup = [Jull < 2}, (4.6)

k=1

onde ¢ € R (n! € Ry) representa o valor nominal do ganho do canal g; (do ruido ;) e
dgF € R (6nF € Ry), para k = 1,...,n, denota o conjunto de vetores que caracterizam
a perturbacao do ganho nominal do canal g; (do ruido nominal 7;, respectivamente).
Finalmente, (; denota o parametro de robustez do problema e ||-|| representa uma norma

vetorial absoluta, isto é, uma norma que satisfaz a propriedade ||u|| = |||ul||-
e 0s elementos estruturais do problema sao descritos pelo conjunto {n,f;, <}, sendo

o n € Z,, o nimero de enlaces ativos;
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o [i(P:gismi) = Vi + 7, D4 9i5Pj — YiiPi, uma funcdo afim em p para todo (gi,m);

o < representa =g, , a ordem parcial associada ao conjunto conico convexo e fechado
R,.

A seguir, com base no Teorema 16, apresenta-se a solu¢ao do problema de controle robusto

da poténcia, em termos de um problema de otimizacao convexa.

Teorema 17. O problema de otimizacao convexa

inf %
1 1 1 b
7,0m; + 7, Zj;éi 0950j — 09:iPi (4.7)
sujeito a: linlo +7, Z g%pj — gupi + : <0, '

7 V0N 4, D52 09505 — 0g5ipi

1=1,...n,

fornece a solugao 6tima robusta para o problema de CPT definido em (4.4).

Demonstragao. O problema de otimizacao robusta, definido em (4.4), pode ser expresso em
termos do POCR quando: o vetor de decisdo é dado por z = [z;] € R, onde z; = p;il i<,y +
Liznt13, O vetor que caracteriza a funcio objetivo ¢ dado por ¢ = [¢;] € R™™, onde ¢; =
I;<ny, as funcoes que definem as restricoes de desigualdade sao dadas por fi(z,y) = fo:(z) +
21 yifii(x), onde fi(x) = 7.0 lzja<icny = Pillfimj e 1<j<ny + 9, Mg=ns1} € Y5 = Gijlij<ny +
nill{j=n+1}, € 0 conjunto G;, que descreve a incerteza existente nos parametros (g;,7;), ¢ definido
através do vetor y) = (¢%,nY), que representa o valor nominal dos dados, e dos vetores dyF =
(8gF,6nF), que caracterizam a perturbacao dos dados nominais. Nessas condi¢oes, ao aplicar o

Teorema 16, obtém-se o problema de otimizagao convexa (4.7). O

Baseado na Proposicao 16, o seguinte corolario apresenta solugoes particulares para o pro-
blema robusto de controle da poténcia transmitida, determinado no Teorema 17, considerando
que todos os conjuntos incertos G;, para ¢ = 1,...,n, sao definidos utilizando o mesmo tipo de

norma. Note que, em geral, pode-se utilizar conjuntos incertos G; para diversos tipos de norma.

Corolario 2. A poténcia de transmissao 6tima robusta, definida pelo problema (4.7), pode ser

determinada através da solugao do
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(i) problema de otimizagao conica de segunda ordem

i=1

pERﬁ

11677} +7,; Zj;éi 5gi1jpj — 094D

sujeito a: 12.77@-0 +7, ngjpj — gopi + . <0,
i n n n
12-5772' +7,; Zj;éi 5917']9)' — 0g;ipi 9
1=1,...n,
(4.8)
quando os conjuntos incertos G;, parai = 1, ... n, sdo definidos usando a norma ly = ||-||2;
(ii) problema de otimizagao linear
min i
sujeito a: 12.17? +7, Zg?jpj — g?ipi + € Z qri < 0, (4.9)
i k=1
— gk < 7,00+, 0gkp; — 6gkpi < g ik =1,...n,
J#
quando os conjuntos incertos G;, para i = 1,...,n, sao definidos usando a norma [, =

H ' Hocw

(iii) problema de otimizac¢ao conica de segunda ordem

inf ;  sujeito a:
Bt Sn
9,008+, 2054094505 — 095Di — 21

Qi —
0 0 0 i
YT, Z 9iiPj — 9iipi + $h + T, ; 2k <0,

#Z V0N, D254 09555 — 0giili — i | ||,
2 >0, i=1,...n,
(4.10)
quando os conjuntos incertos G;, para i = 1,...,n, sao definidos usando a norma lypns =

max{|| - ||z, Till - o} onde Ty > 0.
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4.3 Exemplos Ilustrativos

A seguir, apresentam-se alguns exemplos numéricos que ilustram os resultados obtidos na
Secao 4.2. Utilizam-se func¢oes do programa CVX [91], implementadas em MATLAB, que per-

mitem determinar a solucao 6tima de problemas de otimizacao convexa.

Considere um sistema de comunicacoes sem fio com n = 2 usudarios ativos. O limiar reque-

rido do SINR e o ruido nominal no receptor assumem os seguintes valores

v=[r, 7] =[6dB 6aB] e "= [m 8] =001 001]. (4.11)

Adicionalmente, a matriz de ganhos nominais do canal é dada por

GO a0 g _ 0,3288 10,1200 . (412)
% 9% 0,0602 0,3826
Nesse cendrio, o problema de otimizagao linear (2.6) quando 1, = n) e g;; = g?j para
1,7 = 1...,n, expresso como
i sz’
i=1 (413)
sujeito a: 1@.7}? —|—1iZg?jpj —gopi <0, i€ ={1,...n},
j#i
prové o nivel de poténcia transmitida nominal, o qual é dado por
pzominal = [pf,nominal p;,nomina1:| = [3>O293 2700]‘6 . (414)

Uma vez que os ganhos do canal provém de algum processo de medicao ou estimagao,
esses parametros nao sao exatamente conhecidos. Em particular, considera-se que os ganhos

nominais do canal sofrem a seguinte perturbacao
9ij = (L+e5)gy, ij=1...n, (4.15)

onde ¢;; assume valores em [—0,01 0,01].

Nesse contexto, o problema de otimizacao linear incerto, associado ao problema (4.13), é
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dado por

n
mﬂi{% {g p; sujeito a:
peRy i=1

g9ij = (L +€;)g0, i.j € I,Ves; € [—0,01 0,01]

1@.7}? +7, Zgijpj —gipi <0, 1 € I}
J#i
(4.16)

Com o objetivo de avaliar o efeito dos ganhos incertos g;; na solu¢ao nominal do pro-
blema (4.16), define-se sua varia¢do normalizada como

o ||p:<10minal - p*H

Ap;klominaul - X 100%7 (417)

*
Hpnominal ||

onde p* denota a solucao 6tima de uma realizacao do problema de otimizacao linear in-
certo (4.16).

Considerando que ¢;; é uma variavel aleatéria uniforme, o valor méximo da seqiiéncia
{ADE inar (F) 1y € T74,10%. Conseqiientemente, pode-se observar que perturbagoes relativa-
mente pequenas nos ganhos do canal (1%) podem tornar a solugao nominal do problema de
CPT severamente infactivel.

A seguir, apresentam-se alguns exemplos onde o nivel da poténcia transmitida é insensivel
as variagoes desses parametros. Nos dois primeiros exemplos, mostra-se que o problema de
CPT, quando os ganhos do canal sao exatamente conhecidos pelo decisor mas existem erros na
implementagao da poténcia transmitida, é equivalente ao problema de CP'T considerando que
os ganhos do canal assumem valores num determinado conjunto incerto. No tltimo exemplo,
considera-se que a informacao disponivel ao decisor ¢ um conjunto de amostras do vetor de

ganhos g; € R%, dado por
G =1{a,....a"} (4.18)

Nesse contexto, calcula-se a elipse de volume minimo & = {g; : ||Ag; +b||2 < 1}, que contém a

casca convexa do conjunto G;, ou seja, conv G; C &;, através do problema de otimizacao convexa

inf log det A™!
sujeito a: [[AgF +bla <1, k=1,....m, (4.19)
A= AT =sn 0,

onde as variaveis do problema sao a matriz A (simétrica e definida positiva) e o vetor b (cf. [33]).
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Essa elipse pode ser expressa equivalentemente como
E={9:= g +AGu : |ully <1}, (4.20)

onde a matriz AG; = A~ e o vetor ¢ = —A~'b. Em seguida, considerando que a elipse define

o conjunto incerto de ganhos do canal, isto é, & = §;, determina-se a solucao robusta 6tima do
problema de CPT.

Exemplo 3. Considere que os ganhos do canal sao exatamente conhecidos pelo decisor, porém
o valor da poténcia transmitida no ¢-ésimo enlace contém um ruido multiplicativo, isto é,
pi = (14€;)p;, onde €; € [—€;, €]. Nesse cendrio, a contrapartida robusta do problema de CPT

proposto é dada por

n

min Z(l + €)pi

peRy i=1
sujeito a: 12.77? +L.Zg?j(1 +e)p; —gn(l+e)pi <0, Ve €l-&, &, i=1,...n
JF#i
(4.21)

Introduzindo uma variavel auxiliar, o problema (4.21) pode ser expresso equivalentemente
Como

min Pn+1
Pr+1€R,pERT

sujeito a: Y (L+e)pi < posts 1,00+, D (9% + gbie)ps — (g5 + ghe)ps <0, (4:22)
i=1 i

Ve, € [—Ei, Ei], 1=1,....n.

Definindo as seguintes variaveis como

T

~ [gz 1:| ) v S n, ~ iy, S n, ~ Yo, ot S n,

i = T i = » e =9 . (4.23)
[ngl 1] , t=n+1, 0, i=n+1, 1, i1=n+1,

o problema de otimizagao semi-infinita antes mencionado pode ser escrito como

min_ pais
Pn+1 ERJJER?,

. N . N (4.24)
sujeito a: .7 + 7, Z 9ijp; — Gipi <0, V(0i,0:) € Gi, i=1,....n,
J#i
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onde o conjunto Qi, que descreve a imprecisao dos dados do problema, é dado por

n+1
Gi = { (g, 7) = (0. 00) + > _ (g5, onfyup « [Ju]l <}, (4.25)
k=1
sendo
095 = Gy Limhgnsnys 0N = Lihmninys = &@lgznrny e [ 1= [ [l (4.26)

Aplicando o Teorema 16 e a Proposi¢ao 16, o problema (4.24) pode ser expresso em termos

do seguinte problema de otimizacao linear

prsicRpern Lt
n+1
sujeito a: iﬁ? +7, Z guipi — Gopi + Z qri < 0, (4.27)
A k=1
~ k A k k : _
— Qi A0+, gk — 6gkp < gy ik =1,...n+1.

JFi

Supondo que €; = € = 0,01, a solugao do problema (4.27), que fornece a poténcia transmi-

tida robusta o6tima, é dada por

probusto = [pirobusto p;,robusto] = [572739 374754 : (428)

Na Figura 4.1, apresentam-se os niveis da poténcia transmitida que sao as solu¢oes nominal
e robusta do problema de CPT proposto, assim como também as solugoes de algumas realiza-
¢coes do problema de otimizacao linear incerto associado, incluindo sua solucao no pior caso,
considerando que ¢; é uma variavel aleatoria uniforme assumindo valores em [—€;, €. Observe
que todas as solucoes das realizagoes sao menores que a solucao robusta, exceto a solucao obtida
no pior caso a qual coincide com a ultima, verificando a validade da Proposicao 14.

Finalmente, ao aplicar sucessivamente o Teorema 16 e a Proposicao 16 ao problema de
otimizac¢ao semi-infinita (4.24) quando o conjunto incerto G; é definido através da norma [y ou

loneo (Y1 = T = 2,2), obtém-se as solucoes robustas do problema, dadas por

Piobsio = | 43347 28587 00 Pl = 42581 2,8085) (4.29)

respectivamente. Note que essas solu¢oes geram uma poténcia transmitida total menor que

aquela apresentada em (4.28), uma vez que seus conjuntos incertos G; sio menores.
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*
Prominal
*
p iobusto
D
1 ! ! ! ! I

2 3 4 5 6 7 8

Fig. 4.1: Valores das poténcias transmitidas nominal e robusta do Exemplo 3.

Exemplo 4. Considere que os ganhos do canal sao exatamente conhecidos ao decisor, entre-
tanto a poténcia transmitida, no ¢-ésimo enlace, contém um ruido aditivo, isto é, p; = p; + €;,
onde € € [—EZ’, El]

Nesse contexto, a contrapartida robusta do problema de CPT é dada por

min Zpi + €
pa (4.30)
sujeito a: 12'77? +7, Zg%(pj +6)—gi(pi+e) <0, Ve €6, &, i=1,...n
JFi

Utilizando uma variavel auxiliar, o problema (4.30) pode ser expresso equivalentemente
Como

inf Pnt1
Pn+1 ER,pERi

sujeito a: > pit & <purr, IV, D 9N — ghei+v, > ghps — ghpi <0, (4.31)
i1 i i

Ve, € [—Ei, Ei], 1=1,...n.
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Definindo as seguintes variaveis como

T
T < o :
|:gz 1] ’ t=n, ~ Niy, 1 S n, ~ Yo, S n,
9i = T i = ' ey, =9 . (4.32)
o7, 1] i=nt, 0, i=n+1l, 1, i=n+l,

o problema de otimizacao antes mencionado pode ser escrito como

min n
Prn+1€ER,pERY Prt1
. N . s (4.33)
sujeito a: .7 +7, Zgijpj —Gupi <0, Y(;,6) € Gi, i=1,....n,
J#i
onde o conjunto Qi, que descreve a imprecisao dos dados do problema, é dado por
n+1
Gi = {(G00) = (@0, 0) + > _(0gF, onfyue = [Jul| < 2}, (4.34)
k=1
sendo
gy k=i €, i<
— 7 M kznt1y, =1, €, 1<,
0g; =0, dnf=q " D= | e l-l=1"ll-
9iiVgziy + Limniay  k #14, 0 t=n+l,
(4.35)

Novamente, aplicando o Teorema 16 e a Proposicao 16, o problema de otimizacao semi-

infinita (4.33) pode ser expresso em termos do seguinte problema de otimizagao linear

pn+11’6n]R},1;€R1 Pn41
n+1
swjeito a: 430 +4.> " 30p; — 90pi + 2 Y e <0, (4.36)
i k=1
— Qri < jiénf +7, Zégfjpj —0gkpi < quiy, Gk=1,...n+1

JFi

Supondo que €; = é = 0,01, a solugao do problema (4.36), que fornece a poténcia transmi-

tida robusta otima, é dada por

p:obusto = [pi,robusto p;,robusto] = [3’5652 2’3536 : (437)

Uma vez mais, considerando que ¢; é uma variavel aleatoéria uniforme assumindo valores em
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Fig. 4.2: Valores das poténcias transmitidas nominal e robusta do Exemplo 4.

[—€;, €], na Figura 4.2, apresentam-se os niveis da poténcia transmitida que sao as solugoes
nominal e robusta do problema de CPT proposto, assim como também as solucoes de algumas
realizacoes do problema de otimizacao linear incerto associado, incluindo a soluc¢ao no pior
caso. Novamente, verifica-se a validade da Proposicao 14, dado que a solugao robusta é a maior

solucao dentre todas as solugoes das realizacoes do problema de otimizacao incerta.

Exemplo 5. Considere que o conjunto amostral G; = {g?,...,5!%} do vetor de ganhos g; para

1 = 1,2 pode ser gerado como
95 =gl + 045, k=1,...,100 (4.38)

onde o ij, que representa a perturbacao do ganho nominal do canal g%, ¢ uma variavel aleatoria

normal com média nula e dispersao padrao igual a 0,001 quando ¢ = j e igual a 0,01 quando
1 7.

De posse dessa informacao, a solugao do problema de otimizagao convexa (4.19) fornece as
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elipses & = {g; = ¢0 + AGu : |lullz < 1} para i = 1,2, onde

2,3372 x 10~ 4,13182 x 10~
. [0,3287 0,1199} . AG = (4.39)
41318 x 105 2,4915 x 10-3
2,3995 x 103 —6,4786 x 10~
9= [0,0601 0,3826} AG, = . (4.40)
—6,4786 x 10~5  2,6693 x 10~

Na Figura 4.3, mostram-se o grafico de cada elipse e os pontos que pertencem ao conjunto
amostral do vetor de ganhos. Como esperado, cada elipse é a elipse de volume minimo que
contém a casca convexa do conjunto amostral do vetor de ganhos.

Quando cada conjunto G;, que descreve as incertezas no vetor de ganhos do canal g;, é
definido utilizando a norma Iy e 2; = 1 pode-se considerar que G; = &;. Nesse contexto, o valor

6timo robusto da poténcia transmitida, obtido através do problema convexo (4.8), é dado por

probusto = [pi,robusto p;,robusto] = [778040 571812 ' (441)

As solucgoes de algumas realizacoes do problema de otimizacao linear incerto, assim como
também as solu¢oes nominal e robusta do problema, sao mostradas na Figura 4.4. Finalmente,
verifica-se a validade da Proposicao 14, uma vez que as solucoes do problema de otimizacao

incerta sao menores que a solucao robusta.
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Fig. 4.3: Elipses de volume minimo que contém a caixa convexa do conjunto amostral dos
ganhos do canal.
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Fig. 4.4: Valores das poténcias transmitidas nominal e robusta do Exemplo 5.



Capitulo 5
Conclusao

Nesta tese, estuda-se o problema de CPT quando o estado do sistema de comunicacoes sem
fio é parcialmente conhecido pelo decisor. As principais contribuicoes da tese sao descritas a

seguir:

e No Capitulo 3, considera-se que os ganhos do canal, que descrevem o estado do sistema,
sao variaveis aleatorias que representam a variacao rapida do sinal de radio. Nesse ce-
nario, reformula-se o indice de desempenho do sistema, utilizando uma medida de risco
coerente. Especificamente, utiliza-se o CVaR para quantificar o risco da qualidade do
enlace ao invés do VaR, tradicionalmente empregado nos problemas de otimizacao esto-
castica com aversao ao risco. Apesar de essas medidas de risco quantificarem diferentes
caracteristicas da fungao de distribuicao subjacente, elas estao relacionadas. Em primeiro
lugar, o CVaR ¢ a menor medida de risco coerente e invariante que domina o VaR. Essa
propriedade do CVaR permite que o problema de controle de poténcia proposto seja a
melhor aproximacao convexa para o problema de CPT baseado no VaR, o qual é nao
convexo. Em segundo lugar, o CVaR, por defini¢ao, mede o risco das perdas que trans-
poem o limiar determinado pelo VaR. Sendo assim, a solucao fornecida pelo problema
proposto, além de garantir a factibilidade da qualidade do enlace, quantifica a severidade
da sua degradagao, ao penalizar as realizacoes da qualidade do enlace que transpoe o li-
miar determinado pelo VaR. A solucao do problema de CPT via o CVaR foi determinado
em termos de um problema de otimizagao convexa. Adicionalmente, um algoritmo dis-
tribuido, que converge para uma solucao subétima do problema proposto, considerando
que o ruido é nulo e a poténcia transmitida é limitada inferior e superiormente, foi de-
senvolvido. Entretanto, num sistema onde os ganhos do canal coincidem com o seu valor
esperado, o algoritmo converge para a solugao 6tima do problema quando a qualidade do

enlace, expressa pelo SIR, é maior que a qualidade minima requerida. Finalizando esse
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capitulo, outros resultados foram obtidos:

o Mostrou-se que a solucao centralizada dos problemas de CP'T' deterministico e esto-
castico via o CVaR tém a mesma estrutura, mas a matriz de interferéncia e o vetor

de ruido normalizado sao diferentes;

o Obteve-se a solucao do problema de CPT via o VaR, através de um procedimento
iterativo baseado em problemas de otimizacao convexa quando o ruido no receptor

nao é nulo;

o Determinou-se a solucao 6tima do problema de CPT quando o risco da qualidade
do enlace é quantificado por meio do Bernstein com nivel a e o desvanecimento
rapido do canal de radio é caracterizado através de um ambiente Nakagami-m. Esse

problema também é uma aproximacao convexa do problema de CPT via o VaR.

e No Capitulo 4, considera-se que os ganhos do canal e o ruido nao sao exatamente co-
nhecidos pelo decisor, mas pertencem a um determinado conjunto convexo. Esse modelo
é motivado principalmente porque a solucao 6tima do problema de CPT deterministico
pode tornar-se severamente infactivel quando os dados nominais do problema, descri-
tos pelo ganho do canal e pelo o ruido, sofrem perturbacgoes relativamente pequenas. A
solucao do problema de CPT proposto foi estabelecida em termos de um problema de

otimizacao conica.

Conseqiientemente, para ambos problemas de CPT propostos, a solucao foi alcangada
incrementando-se a complexidade e/ou o niimero de variaveis do problema inicial. Entretanto,
por ser um problema de otimizacao convexa, existem algoritmos altamente eficientes, como,
por exemplo, o algoritmo baseado no método dos pontos interiores, que permitem determinar
a solugao numérica desse problema.

Encerrando este capitulo, como futuros trabalhos nesta linha de pesquisa, propoem-se:

e Analisar o problema de otimizacao dual associado ao problema de CPT via o CVaR; note
que o problema primal pertence a classe de problemas de otimizacao semi-infinita linear
(veja [92]);

e Obter um algoritmo iterativo e distribuido, que converge para a solugao 6tima do pro-

blema de CPT via o CVaR, considerando que o ruido no receptor nao é nulo;

e Solucionar o problema de CPT robusto considerando que os conjuntos, que descrevem a

imprecisao nos seus dados, sao assimeétricos;
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e Abordar outras variagoes do problema de CPT, como, por exemplo, o problema de CPT

integrado ao problema de alocacao da estacao base;

e Estudar o problema de CPT integrado a outros problemas de gestao dos recursos de radio,

como, por exemplo, ao problema de Controle de Admissao de Chamadas.
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