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ResumoNesta tese, estuda-se o problema da aloação de potênia através de duas abordagens: esto-ástia e robusta, sendo os ganhos do anal, que desrevem o estado do sistema de omuniaçõessem �o, parialmente observados pelo deisor. Na abordagem estoástia, onsidera-se que osganhos do anal são variáveis aleatórias, que representam a variação rápida do sinal de rádio.Nesse ontexto, reformula-se o índie de desempenho do sistema através do CVaR (ConditionalValue-at-Risk). Na abordagem robusta, onsidera-se que os ganhos do anal e o ruído perten-em a um determinado onjunto onvexo. Em ambas as abordagens, a solução ótima é obtidaem termos de um problema de otimização onvexa. Adiionalmente, na abordagem estoástia,apresenta-se um algoritmo reursivo e distribuído, que onverge para uma solução subótima,quando o ruído é nulo e a potênia transmitida é limitada tanto superior omo inferiormente.Também mostra-se que, em um sistema onde os ganhos do anal oinidem om o seu valoresperado, esse algoritmo onverge para a solução ótima quando a qualidade do enlae é muitomaior que a mínima requerida.Palavras-have: Controle de potênia em sistemas de omuniações sem �o, Otimizaçãoonvexa, Otimização estoástia om aversão ao riso, Otimização robusta.
AbstratThis thesis deals with the power alloation problem under the stohasti and robust ap-proahes, where the hannel gains desribe the wireless ommuniation system state and arepartially known by the ontroller. The stohasti approah onsiders the hannel gains asrandom variables whih represent the fast fading of the radio signal. Under these settings,the system performane index is reformulated using CVaR (Conditional Value-at-Risk). Therobust approah onsiders that the hannels gains and noise belong to a determined onvexset. In both approahes, the optimal solution is determined in terms of a onvex optimizationproblem. Additionally, under the stohasti approah, a reursive and distributed algorithm ispresented whih onverges to its suboptimal solution when noise is null and the transmittedpower is upper and lower bounded. It is also show that this algorithm onverges to its optimalsolution when the link quality is muh greater than the minimum required quality in a systemwhere the hannels gains math its expeted value.Keywords: Transmitted power ontrol for wireless ommuniations systems, Convex opti-mization, Risk averse stohasti optimization, Robust optimization.

v



À minha familia

vii



AgradeimentosPrimeiramente, gostaria de agradeer ao meu orientador Prof. Dr. Mihel Daoud Yaoub,ao Prof. Dr. Paulo A. Valente Ferreira (FEEC) e ao Prof. Dr. Roberto Andreani (IMEC)pelas valiosas ontribuições realizadas ao longo do desenvolvimento desta tese.Também agradeço aos meus pais, Nila e Antonio, e aos meus irmãos, Neil e Piero, por seuarinho e apoio onstantes, e ao meu tio Agustin pelo iniial e freqüente inentivo.Em espeial, expresso meus agradeimentos a minha esposa Raquel, que através de suasrítias, orreções, omentários e sugestões, auxiliou-me na esrita desta tese.De modo geral, agradeço a todos meus amigos e olegas de estudo no Laboratório Wisstekque, de uma maneira ou de outra, tornaram agradável a minha estadia em Campinas.Finalmente, gostaria de agradeer ao CNPq pelo apoio �naneiro.

ix



Sumário
Lista de Figuras xiiiLista de Símbolos xvLista de Siglas xixTrabalhos Publiados pelo Autor xxi1 Introdução 11.1 Estrutura da Tese . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 Modelo do Sistema de Comuniações sem Fio e Formulação do Problema deControle da Potênia Transmitida (CPT) 52.1 Modelo do Sistema de Comuniações sem Fio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52.2 O Problema de CPT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72.2.1 Abordagem Determinístia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72.2.2 Abordagem Estoástia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112.2.3 Abordagem Robusta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao Riso 193.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203.1.1 Medidas de Dispersão e de Riso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203.1.2 Relação entre as Medidas de Dispersão e de Riso . . . . . . . . . . . . . 263.1.3 Conjunto de Aeitabilidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283.1.4 Envoltória das Medidas de Dispersão e de Riso . . . . . . . . . . . . . . 313.1.5 Otimização Estoástia om Aversão ao Riso . . . . . . . . . . . . . . . 343.1.6 Notas e Referênias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363.2 Resultados Prinipais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373.2.1 Solução Ótima e Centralizada do Problema do CPT via o CVaR . . . . . 38xi



xii SUMÁRIO3.2.2 Solução Subótima e Distribuída do Problema Restrito de CPT via o CVaR 463.2.3 Notas e Referênias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503.3 Exemplos Ilustrativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 554 O Problema de CPT via Otimização Robusta 614.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 614.1.1 Notas e Referênias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 684.2 Resultados Prinipais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 704.3 Exemplos Ilustrativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 735 Conlusão 83Referênias Bibliográ�as 86



Lista de Figuras
3.1 Relação entre o limitante superior e o limitante inferior da interferênia efetivano i-ésimo enlae. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 493.2 Função de distribuição de probabilidade e valor esperado das variáveis aleatórias

Γi(p
∗) | Γi(p

∗) ≤ −VaRαi
(Γi(p

∗)) quando p∗ = p∗CVaR e p∗ = p∗VaR para i = 1,2. . 573.3 Amostras do SINR no primeiro enlae via o CVaR (esquerda) e o VaR (direita). 583.4 Amostras do SINR no segundo enlae via o CVaR (esquerda) e o VaR (direita). 583.5 Distânia normalizada entre p̂(k) e p∗CVaR para ada iteração do algoritmo dis-tribuído de CPT via o CVaR. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 604.1 Valores das potênias transmitidas nominal e robusta do Exemplo 3. . . . . . . . 774.2 Valores das potênias transmitidas nominal e robusta do Exemplo 4. . . . . . . . 794.3 Elipses de volume mínimo que ontêm a aixa onvexa do onjunto amostral dosganhos do anal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 814.4 Valores das potênias transmitidas nominal e robusta do Exemplo 5. . . . . . . . 82

xiii



Lista de Símbolos
Z+ - Números inteiros positivos
R (R+) - Números reais (não negativos)
Rn - Espaço linear real n-dimensional
Rn×m - Espaço linear formado por todas as matrizes reais de dimensão n × m

Rn
+ - Cone onvexo e fehado que ontém vetores de dimensão n om om-ponentes não negativas

Qn
+ - Cone onvexo e fehado quadrátio de dimensão n

Sn
+ - Cone onvexo e fehado que ontém matrizes reais, simétrias e semi-de�nidas positivas de dimensão n × n

Rn×m
+ - Matriz real de dimensão n × m om omponentes não negativos

u - Vetor u = [ui] ∈ Rn

uT - Transposta do vetor u ∈ Rn

〈u, v〉 - Produto interno dos vetores u,v ∈ Rn

‖u‖ - Norma do vetor u ∈ Rn

‖u‖D - Norma dual do vetor u ∈ Rn

U - Matrix U = [uij] ∈ Rn×m

I - Matriz identidade de dimensão n × n

UT - Transposta da matriz U ∈ Rn×m

tr(U) - Traço da matriz U ∈ Rn×n

det(U) - Determinante da matriz U ∈ Rn×n

U−1 - Inversa da matriz U ∈ Rn×n

rσ(U) - Raio espetral da matriz U ∈ Rn×n

�K - Ordem parial gerada pelo one onvexo e fehado K, sendo U �K 0equivalente a U ∈ K

conv S - Casa onvexa do onjunto S

11{·} - Função delta de Dira xv



xvi LISTA DE SÍMBOLOSNa de�nição do problema de CPT
n - Número de enlaes ativos no sistema de omuniações sem �o
pi - Potênia transmitida no i-ésimo enlae
gij - Ganho do anal entre o transmissor do j-ésimo enlae e o reeptor do

i-ésimo enlae
ηi - Ruído no reeptor do i-ésimo enlae
γi - SINR reebido no reeptor do i-ésimo enlae
γ

i
- SINR requerido no reeptor do i-ésimo enlaeNa abordagem estoástia do problema de CPT

p
i
(pi) - Potênia transmitida mínima (máxima) no i-ésimo enlae

Gij - Variável aleatória do ganho do anal entre transmissor do j-ésimo enlaee o reeptor do i-ésimo enlae
Γi - Variável aleatória do SINR reebido no reeptor do i-ésimo enlae
I(p), I(p), I(p) - Vetor de interferênia normalizada e seus limitantes inferior e superior
γ̂i - CEM no reeptor do i-ésimo enlae.
(Ω,F , P ) - Espaço de probabilidade de uma variável aleatória X sendo Ω = espaçode estado, F = σ-álgebra de Ω e P = medida de probabilidade em F

FX(x) - Função distribuição de probabilidade da variável aleatória X

E[X] - Valor esperado da variável aleatória X

Covar(X,X ′) - Covariania entre as variáveis aleatórias X e X ′

D(X) - Medida de dispersão da variável aleatória X

R(X) - Medida de riso da variável aleatória X

A - Conjunto de aeitabilidade do riso
Q - Monitores do riso
Q - Envoltória do riso
Q∗ - Identi�adores do riso
Ea,b,p(X) - Funional de erro da variável aleatória X

σ(X) - Medida de dispersão padrão da variável aleatória X

σ+(X) - Medida de semi-dispersão padrão superior da variável aleatória X

σ−(X) - Medida de semi-dispersão padrão inferior da variável aleatória X



LISTA DE SÍMBOLOS xvii
VaRα(X) - VaR (Value-at-Risk) da variável aleatória X om nível α

CVaRα(X) - CVaR (Conditional Value-at-Risk) da variável aleatória X om nível α

Bernsteinα(X) - Medida de riso Bernstein da variável aleatória X om nível α

VaR∆
α (X) - Medida de dispersão assoiada ao VaRα(X)

CVaR∆
α (X) - Medida de dispersão assoiada ao CVaRα(X)Na abordagem robusta do problema de CPT
g0

ij - Ganho nominal do anal entre transmissor o j-ésimo enlae e o reeptordo i-ésimo enlae
η0

i - Ruído nominal no reeptor do i-ésimo enlae
δgk

i - k-ésima perturbação do ganho nominal do anal do i-ésimo enlae
δηk

i - k-ésima perturbação do ruído nominal do i-ésimo enlae
Gi - Conjunto que desreve a inerteza existente nos parâmetros (gi,ηi) do

i-ésimo enlae
Ωi - Parâmetro de robustez do i-ésimo enlae



Lista de SiglasCPT - Controle da Potênia Transmitida
SINR - Signal-to-Interferene-plus-Noise Ratio
SIR - Signal-to-Interferene Ratio
CVaR - Conditional Value-at-Risk
VaR - Value-at-Risk
CES - Certainty-Equivalent System
CEM - Certainty-Equivalent MarginPOC - Problema de Otimização C�niaPOCI - Problema de Otimização C�nia InertaPOCR - Problema de Otimização C�nia RobustaPODN - Problema de Otimização de Dois NíveisPOCL - Problema de Otimização C�nia Linear

xix



Trabalhos Publiados pelo Autor
1. Y. R. C. ZÚÑIGA, E. L. ANDRADE NETO, M. D. YACOUB. �Prioritized Call Ad-mission Control for Web Browsing Servies in 3G networks�. XX Simpósio Brasileiro deTeleomuniações (SBT03), Rio de Janeiro, RJ, Brasil, Outubro 2003.2. Y. R. C. ZÚÑIGA, M. D. YACOUB. �Robust Probabilisti Constrained Power Controlfor 3G Networks�. XXI Simpósio Brasileiro de Teleomuniações (SBT04), Belém, PA,Brasil, Setembro 2004.3. Y. R. C. ZÚÑIGA, M. D. YACOUB. �Robust Power Control for Wireless Networks withProbabilisti Quality of Servie Spei�ations�. 5th Conferene on Teleommuniations(ConfTele 2005), Tomar, Portugal, April 2005.4. Y. R. C. ZÚÑIGA, M. D. YACOUB. �Controle Coerente da Potênia Transmitida em Sis-temas de Comuniações sem Fio�, 4th International Information and TeleommuniationTehnologies Symposium (I2TS 2005), Florianópolis, SC, Brasil, Dezembro 2005.

xxi



Capítulo 1IntroduçãoAs redes de omuniações sem �o de gerações 3G e superiores objetivam forneer serviçosmultimídia a altas taxas de transmissão. Para prover esses serviços, é essenial que essas redessuportem múltiplas lasses de tráfego, om diferentes araterístias e rigorosos requisitos dequalidade de serviço, tais omo o tempo médio de atraso, a taxa média de erro de bit, a taxamínima de transmissão, et. Entretanto, os reursos disponíveis na interfae aérea (largura defaixa, potênia, ódigos, et) são esassos. Para harmonizar esses dois pontos ontraditórios(esassos reursos e rigorosos requisitos de qualidade de serviço), faz-se neessário desenvolveralgoritmos e�ientes de gestão dos reursos de rádio. Esses algoritmos devem ser apazes deestabeleer, reon�gurar e manter a qualidade do serviço requerido pelo usuário, em ada enlae.Um dos algoritmos de gestão dos reursos de rádio é o algoritmo de ontrole da potêniatransmitida (CPT). Tradiionalmente, o objetivo do algoritmo de CPT é determinar o nívelda potênia a ser transmitida por ada terminal móvel, de maneira a ompensar o efeito dodesvaneimento do sinal de rádio e, assim, alançar a qualidade de serviço pré-espei�ada, semausar interferênia desneessária nos demais terminais. Entretanto, em [1, 2℄, apresentou-se oalgoritmo de CPT omo o omponente entral da aloação dos reursos de rádio do sistema,uma vez que, por meio desse algoritmo, ada usuário pode variar seu aesso a esses reursos,adaptando sua potênia transmitida às variações do anal e às ondições de interferênia.Sendo assim, através da apliação do algoritmo de CPT, diferentes e usualmente on�itantesrequisitos de qualidade de serviço podem ser alançados por diversos usuários. Além disso, oalgoritmo de CPT pode ser utilizado omo base para outros algoritmos de gestão de reursosde rádio, integrando, por exemplo, o problema de CPT ao problema de ontrole de admissãode hamadas [3℄ e ao problema de ontrole �uxo de dados [4, 5℄.Por essas importantes araterístias, o problema de CPT tem sido amplamente estudado.Veja, por exemplo, [1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 10℄, onde são apresentados alguns dos prinipais resultados1



2 Introduçãoobtidos na área.Em geral, a análise e o projeto de ontroladores para sistemas dinâmios são realizadosom base em modelos matemátios, que desrevem o omportamento do sistema. No pro-esso de modelagem do sistema, usualmente algumas hipóteses simpli�adoras da desrição(linearidade, estaionariedade, et) são inseridas, om o propósito de viabilizar a análise e otratamento matemátio. Além disso, interações omplexas existentes no sistema (perturbaçõesexternas, efeitos dinâmios desonheidos, et) podem não ser modeladas. Conseqüentemente,sempre haverá disrepânias entre o sistema dinâmio e o modelo que o desreve, tornando-oimpreiso e inompleto. Com o objetivo de obter um modelo que desreva om maior preisãoo omportamento do sistema, é neessário araterizar a inerteza introduzida no proesso demodelagem e inorporar essa informação ao modelo. Desta maneira, quando o ontrolador de-senvolvido om base no modelo inerto for apliado ao sistema, as espei�ações do seu projetoserão umpridas. As inertezas, que irão re�etir a realidade físia do sistema, podem ser ara-terizadas através de diversas teorias (e.g. a Teoria de Probabilidade), forneendo, ao deisor,diferentes medidas (e.g. valor esperado, variânia, et) ou araterizadores (e.g. distribuiçãode probabilidade) da inerteza, a partir da informação proveniente do sistema.Em partiular, o problema de CPT foi abordado através de diversos modelos inertos,araterizados, por exemplo, através da Teoria de Otimização Estoástia, em [11, 12, 13, 14,15, 16℄; Teoria dos Jogos, em [17, 18, 19, 20℄; Teoria de Controle, em [21, 22, 23, 24, 25, 26℄;Teoria de Otimização Convexa, em [27, 28, 29℄; Teoria Fuzzy, em [30℄.Nesta tese, também utiliza-se um modelo inerto, que inorpora o riso ou a impreisãoproduzidas no proesso de modelagem do sistema de omuniações sem �o. O riso é arate-rizado por meio do espaço de probabilidade, omposto pelos possíveis valores assumidos peloganho do anal de rádio e suas respetivas medidas de probabilidade. A impreisão é represen-tada através de um onjunto determinístio, o qual ontém as possíveis perturbações no ganhonominal do anal de rádio. Com base nesses modelos, propõem-se problemas de CPT, os quaissão abordados através da Teoria de Otimização Estoástia om Aversão ao Riso [31℄ e a Teo-ria de Otimização Robusta [32℄, respetivamente. Em partiular na abordagem estoástia doproblema de CPT proposto, adota-se uma medida de riso oerente para reformular o índiede desempenho do sistema. Espei�amente, utiliza-se o Conditional Value-at-Risk (CVaR)para quanti�ar o riso da qualidade do enlae ao invés do Value-at-Risk (VaR), empregado noproblema de CPT em [15℄. Essas medidas de riso estão relaionadas, apesar de quanti�aremdiferentes araterístias da função de distribuição subjaente. Em primeiro lugar, o problemade ontrole de potênia via o CVaR é a melhor aproximação onvexa para o problema nãoonvexo de CPT baseado no VaR. Em segundo lugar, o CVaR, por de�nição, mede o riso



1.1 Estrutura da Tese 3das perdas que ultrapassam o limiar determinado pelo VaR. Sendo assim, a solução forneidapelo problema de CPT via o CVaR, além de garantir a fatibilidade da qualidade do enlae,quanti�a a severidade da sua degradação, ao penalizar as realizações da qualidade do enlaeque transpõem o limiar determinado pelo VaR.A solução ótima desses problemas é obtida em termos de um problema de otimização on-vexa [33, 34℄. Sendo assim, algoritmos extremamente e�ientes, omo, por exemplo, o algoritmobaseado no método de pontos interiores, podem ser utilizados na solução numéria do problema.Adiionalmente, na abordagem estoástia, apresenta-se um algoritmo reursivo e distribuído,que onverge para uma solução subótima do problema quando o ruído é nulo e a potênia trans-mitida é limitada superior e inferiormente. Entretanto, num sistema onde os ganhos do analoinidem om o seu valor esperado, o algoritmo onverge para a solução ótima do problemaquando a qualidade do enlae é muito maior que a qualidade mínima requerida.Finalmente, faz-se neessário ressaltar que os problemas de otimização onvexa têm asseguintes araterístias:� Análise loal versus global: Não se lida omputaionalmente ou teoriamente om míni-mos loais isolados, os quais não resolvem o problema;� Condições de otimalidade: As ondições que araterizam a solução ótima do problemasão neessárias e su�ientes. Mesmo na ausênia de difereniabilidade, a propriedadede onvexidade permite estabeleer essas ondições em termos de subgradientes. Alémdisso, a propriedade de onvexidade estrita é um ritério de fáil veri�ação e garante auniidade da solução do problema;� Convergênia do algoritmo: Garante-se que, a partir de um ponto iniial arbitrário, aseqüênia gerada pelo algoritmo onverge para a solução ótima do problema.1.1 Estrutura da TeseEsta tese está estruturada da seguinte maneira.Capítulo 2: Apresenta o modelo do sistema de omuniações sem �o e estabelee preisamenteos problemas de CPT propostos, bem omo sua motivação. Além disso, mostram-se ostrabalhos relaionados.Capítulo 3: Aborda o problema de CPT de�nido em (2.29). Iniia-se apresentando, de ma-neira suinta, as Teorias de Medidas de Riso [35℄ e de Dispersão [36℄ e sua apliação em



4 Introduçãoproblemas de otimização estoástia om aversão ao riso. Em seguida, a solução en-tralizada do problema proposto é apresentada em termos de um problema de otimizaçãoonvexa. Finalmente, apresenta-se um algoritmo iterativo que utiliza somente informaçãoloal e onverge para uma solução subótima do problema de CPT proposto.Capítulo 4: Aborda o problema de CPT de�nido em (2.34). Iniia-se apresentando resumi-damente a Teoria de Otimização Robusta [32, 37, 38, 39, 40, 41℄ na sua forma geral e,em seguida, restringe-se a abordagem, direionando o enfoque para a solução o problemaproposto. Finalmente, a solução entralizada do problema proposto é apresentada emtermos de um problema de otimização onvexa.Capítulo 5: Apresenta as onlusões da tese bem omo suas ontribuições. Adiionalmente,são menionadas algumas propostas para trabalhos futuros.



Capítulo 2Modelo do Sistema de Comuniações semFio e Formulação do Problema deControle da Potênia Transmitida (CPT)O objetivo prinipal deste apítulo é apresentar preisamente os problemas de CPT pro-postos, bem omo sua motivação.Este apítulo está organizado da seguinte maneira. Na Seção 2.1, apresenta-se o modelodo sistema de omuniações sem �o, de�ne-se seu estado e arateriza-se a qualidade do en-lae através do SINR (Signal-to-Interferene-plus-Noise Ratio). Na Seção 2.2, apresenta-seuma revisão suinta do problema de CPT, que minimiza a potênia total transmitida, onsi-derando que o estado do sistema é exata ou parialmente onheido pelo deisor. Em adaaso, apresentam-se as prinipais araterístias desses problemas. Suas limitações motivam osproblemas de CPT propostos nesta tese.2.1 Modelo do Sistema de Comuniações sem FioBaseado em [8, 42℄, o sistema de omuniações sem �o será modelado omo uma oleção deenlaes interferentes. Para tanto, assuma que existem n enlaes ativos no sistema e onsidereque gij representa o ganho da potênia do anal a partir do transmissor do j-ésimo enlaeao reeptor do i-ésimo enlae. Nesse ontexto, o estado do sistema é desrito pela matriz deganhos do anal
G = [gij] ∈ Rn×n

+ . (2.1)5



6 Modelo do Sistema de Comuniações sem Fio e Formulação do Problema deControle da Potênia Transmitida (CPT)Considera-se que o ganho do anal do transmissor do j-ésimo enlae ao reeptor do i-ésimoenlae pode ser expresso omo
gij = gd

ijg
l
ijg

r
ij, (2.2)onde gd

ij, gl
ij e gr

ij, representam a perda de perurso, o desvaneimento a longo prazo ou lento eo desvaneimento de urto prazo ou rápido, respetivamente. A perda de perurso é devida àatenuação do sinal de rádio ao longo do perurso entre o transmissor e reeptor. O desvanei-mento lento é resultado do efeito do sombreamento provoado por obstruções topográ�as oumorfológias de larga esala e aontee ao longo de dezenas de omprimento de onda. O des-vaneimento rápido é ausado pela propagação por múltiplos perursos e oorre em intervalosde aproximadamente frações de omprimentos de onda. Existem diversos modelos probabilís-tios que araterizam as �utuações lentas ou rápidas do sinal de rádio, entretanto usualmenteutiliza-se a distribuição Lognormal ou Rayleigh, respetivamente.Considere que a potênia transmitida no i-ésimo enlae é dada por pi. Sendo assim, apotênia reebida no i-ésimo enlae é expressa por giipi e a interferênia gerada no reeptor do
j-ésimo enlae, para j 6= i, é dada por gjipi. Considerando que, no reeptor do i-ésimo enlae,
ηi representa a potênia do ruído e Ii =

∑

j 6=i gijpj denota a interferênia total reebida, oorrespondente SINR (Signal-to-Interferene-plus-Noise Ratio) é expresso por
γi(p,gi) =

giipi

Ii + ηi
=

giipi
∑

j 6=i gijpj + ηi
, (2.3)onde p = [pi] ∈ Rn

+ e gi = [gij ; j = 1, . . . ,n] ∈ Rn
+ representam o vetor da potênia transmitidae o vetor dos ganhos do anal no reeptor do i-enlae, respetivamente. Quando o ruído énulo, isto é, ηi = 0 para i = 1, . . . ,n, o SINR, de�nido em (2.3), é hamado de SIR (Signal-to-Interferene Ratio).Usualmente, a qualidade de serviço nos sistemas de omuniações sem �o é espei�adapela taxa média de erro de bit e pelo tempo médio de atraso. Devido ao fato de que essesparâmetros de qualidade do serviço são funções deresentes do SINR observado no reeptor,freqüentemente onsidera-se o SINR omo um parâmetro que permite quanti�ar a qualidadedo enlae [1℄. Portanto, para garantir uma adequada operação do sistema, o seguinte onjuntode desigualdades

γi(p,gi) =
giipi

∑

j 6=i gijpj + ηi
≥ γ

i
, i = 1, . . . ,n, (2.4)onde γ

i
representa o SINR requerido no reeptor do i-ésimo enlae, deve ser satisfeito.



2.2 O Problema de CPT 72.2 O Problema de CPT2.2.1 Abordagem DeterminístiaSuponha que o estado do sistema, araterizado pela matriz de ganhos do anal G, é exa-tamente onheido pelo deisor. Nesse ontexto, o problema de CPT, que visa minimizar apotênia total transmitida, pode ser estabeleido matematiamente omo segue (f. [8, 42℄)
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: γi(p,gi) =
giipi

∑

j 6=i gijpj + ηi
≥ γ

i
, i = 1, . . . ,n,

(2.5)onde pi representa a potênia transmitida no i-ésimo enlae, gij denota o ganho do anal entreo transmissor do j-ésimo enlae e o reeptor do i-ésimo enlae e ηi desreve o ruído no reeptordo i-ésimo enlae. Finalmente, γi e γ
i
são o SINR reebido e o limiar inferior do SINR requeridono i-ésimo enlae, respetivamente.Em [8, 42℄, apresenta-se a ondição que permite veri�ar se o onjunto fatível do pro-blema (2.5) não é vazio e determina-se expliitamente a expressão que permite alular a solu-ção ótima desse problema. Para obter esse resultado, iniia-se expressando o problema (2.5),de forma equivalente, omo

min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

gijpj − giipi ≤ 0, i = 1, . . . ,n.
(2.6)Em seguida, denotando a solução ótima do problema (2.5) por p∗ ∈ Rn

+, demonstra-se queada uma das restrições de desigualdade do problema de otimização linear (2.6) está ativa noponto p∗, isto é,
(I − B)p∗ = u, (2.7)onde

I ∈ Rn×n, B = [γ
i

gij

gii

11{i6=j}] ∈ Rn×n
+ , e u = [γ

i

ηi

gii

] ∈ Rn
+ (2.8)denotam a matriz identidade, a matriz de interferênia normalizada e o vetor de ruído norma-



8 Modelo do Sistema de Comuniações sem Fio e Formulação do Problema deControle da Potênia Transmitida (CPT)lizado, respetivamente e 11{·} representa a função delta de Dira. Finalmente, assumindo quea matriz B é irredutível e rσ(B) denota seu raio espetral, apliam-se o Teorema de Perron-Frobenious e a Teoria de Matrizes Não Negativas (f. [43, 44℄) para onluir que, se rσ(B) < 1,então, para qualquer vetor u > 0, existe um vetor p∗ > 0 satisfazendo a equação (2.7). Nesseaso, a solução únia dessa equação é dada por
p∗ = (I − B)−1u. (2.9)Note que o deisor tem observação ompleta do estado do sistema, uma vez que o áluloda potênia ótima transmitida p∗, via a equação (2.9), requer que ada omponente da matrizde ganhos do anal G = [gij] ∈ Rn×n

+ seja onheido. Essa lasse de deisores é denominada deentralizada. As limitações desse deisor são:� Os ganhos do anal gij, para j 6= i, são difíeis de ser estimados; e� O nível da potênia transmitida, alulada de forma entralizada, preisa ser enviado aada um dos transmissores, o qual pode resultar num exessivo �uxo de ontrole.Com o objetivo de superar algumas dessas limitações, em [45℄, apresenta-se um algoritmo deCPT, que utiliza somente a informação loal: o ganho gii e a interferênia total reebida maisruido Ii + ηi. Essa lasse de deisores é denominada de distribuída. Para obter esse resultado,iniia-se de�nindo a seguinte equação a diferenças
p(k + 1) = Bp(k) + u, k = 0,1, . . . (2.10)Em seguida, onsiderando que (f. [43, 44℄)

(I − B)−1 =
∞

∑

k=0

Bk, quando rσ(B) < 1, (2.11)pode-se demonstrar que a seqüênia {p(k)}∞k=1 onverge linearmente para p∗ (solução do pro-blema (2.5)), om uma taxa de onvergênia: rσ(B) < 1. Finalmente, observe que a equação adiferenças, de�nida em (2.10), pode ser expressa da seguinte forma
pi(k + 1) =

γ
i

γi(k)
pi(k), i = 1, . . . ,n, k = 0,1, . . . , (2.12)



2.2 O Problema de CPT 9onde
γi(k) =

giipi(k)
∑

j 6=i gijpj(k) + ηi

, i = 1, . . . ,n. (2.13)A partir desse resultado, o desenvolvimento de algoritmos distribuídos de CPT tem sidouma área de pesquisa de intensa atividade. Por exemplo:� Em [46℄, apresenta-se o algoritmo distribuído padrão de CPT, que uni�a os algorit-mos distribuídos assoiados a diferentes variações desse problema, omo, por exemplo,o problema de CPT onsiderando que: (i) a potênia transmitida é limitada superior einferiormente [47℄, (ii) o reeptor elimina parte da interferênia gerada, minimizando oerro quadrátio médio [48℄, (iii) o reeptor utiliza maro diversidade [49℄ e o problema deCPT integrado ao problema de aloação da estação base [50, 51℄. Para obter esse resul-tado, observa-se que os requisitos de qualidade do enlae, para a maioria dos sistemas deontrole de potênia, podem ser expressos omo
p ≥ I(p), (2.14)onde p = [pi] ∈ Rn

+ denota o vetor de potênias transmitidas e I(p) = [Ii(p)] ∈ Rn
+representa o vetor de interferênia efetiva. Nesse ontexto, introduz-se o algoritmo padrãode CPT que onverge para p∗, solução da restrição de igualdade em (2.14), quando o vetorde interferênia efetiva é padrão, o qual é de�nido a seguir.De�nição 1. [46℄ Um vetor de interferênia I(p) é padrão se, para todo p ≥ 0, asseguintes propriedades são satisfeitas:(i) Positividade: I(p) > 0;(ii) Monotoniidade: I(p) ≥ I(p′), quando p ≥ p′;(iii) Esalabilidade: λI(p) ≥ I(λp), para todo λ > 1.No seguinte teorema, reproduz-se o prinipal resultado mostrado em [46℄.Teorema 1. [46℄ Seja I(p) um vetor de interferênia padrão. Se existe um vetor depotênias fatível, então, para qualquer vetor de potênias iniial p(0), o algoritmo padrãopara o CPT

p(k + 1) = I(p(k)), k = 0,1, . . . , (2.15)onverge para p∗.



10 Modelo do Sistema de Comuniações sem Fio e Formulação do Problema deControle da Potênia Transmitida (CPT)Baseado na De�nição 1, o próximo teorema permite estender os resultados obtidos noTeorema 1 para o aso onde a potênia transmitida, em ada enlae, é limitada inferiore superiormente.Teorema 2. [46℄ Se I(p) = [Ii(p)] é um vetor de interferênia padrão, p = [pi] ∈ Rn
+ e

p = [p
i
] ∈ Rn

+, onde p
i
e pi denotam as potênias mínima e máxima de transmissão no

i-ésimo enlae, respetivamente, então
I ′(p) = [min{pi, Ii(p)}] e I ′′(p) = [max{p

i
, Ii(p)}] (2.16)também são vetores de interferênia padrão.Sendo assim, de posse do oneito de função de interferênia padrão, o algoritmo distri-buído de CPT, onsiderando que a potênia transmitida é limitada inferior e superior-mente, é dado por

pi(k + 1) = min{pi, max{p
i
,

γ
i

γi(k)
pi(k)}}, i = 1, . . . ,n, k = 0,1, . . . . (2.17)� Em [52℄, demonstra-se a onvergênia assínrona do algoritmo (2.12). Esse resultadopermite que a potênia transmitida em ada enlae seja atualizada em diferentes instantesde tempo, baseada na informação anterior relativa à interferênia gerada pelos outrosenlaes.� Em [53℄, onsidera-se que a veloidade de onvergênia da seqüênia, gerada por um al-goritmo distribuído de CPT, torna-se um ritério importante no seu projeto, pois, nomodelo do sistema de omuniações sem �o, assume-se que os ganhos do anal são invari-antes. Sendo assim, apresenta-se um algoritmo distribuído de CPT, baseado no método deGauss-Seidel, o qual, através de ténias de aeleração da taxa de onvergênia, permiteobter uma veloidade de onvergênia duas vezes maior que aquela obtida pelo algoritmode Jaobi. Note que esse último algoritmo oinide om aquele apresentado em (2.12).É importante destaar que os métodos antes menionados são utilizados para alulariterativamente a solução do sistema de equações lineares em (2.7).Finalmente, note que a solução do problema de CPT foi determinada supondo-se que a ma-triz de ganhos do anal G = [gij ] ∈ Rn×n

+ e a potênia do ruído η = [ηi] ∈ Rn
+ são preisamenteonheidos pelo deisor. Entretanto, em apliações prátias, esses parâmetros são resultadosde algum proesso de medição ou estimação; onseqüentemente, nuna são onheidas om



2.2 O Problema de CPT 11erteza. De fato, omo indiado em [54, 55℄, a inerteza é inevitável durante o proesso demodelagem do problema. Sendo assim, desrever a inerteza e inluí-la no proesso de deisãoé a maneira adequada de abordar problemas de otimização sujeito a inertezas.2.2.2 Abordagem EstoástiaUma maneira tradiional de quanti�ar a inerteza é usando modelos probabilístios. Nesteenário, onsidera-se que o estado do sistema, representado pela matriz de ganhos do anal G,é desrito por um onjunto de variáveis aleatórias. Desta forma, em partiular, o problema deCPT pode ser modelado omo um problema estoástio om restrições probabilístias (f. [31℄),o qual é estabeleido omo
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: P (Γi =
Giipi

∑

j 6=i Gijpj + ηi
< γ

i
) ≤ αi, i = 1, . . . ,n,

(2.18)onde pi representa a potênia transmitida no i-ésimo enlae, Gij denota uma variável aleatóriaque desreve o ganho do anal do transmissor do j-ésimo enlae ao reeptor do i-ésimo enlae e
ηi desreve o ruído no reeptor do i-ésimo enlae. Adiionalmente, Γi e γ

i
representam a variávelaleatória do SINR reebido e o limiar do SINR requerido no i-ésimo enlae, respetivamente.Finalmente, P é uma medida de probabilidade e α = [αi] ∈ Rn om αi ∈ (0,1) denota o vetorde riso.Em partiular, onsidera-se que o ganho do anal do transmissor entre o j-ésimo enlae e oreeptor do i-ésimo enlae é dado por

Gij = gd
ijg

l
ijG

r
ij , (2.19)onde gd

ij denota uma onstante que arateriza a perda de perurso, gl
ij denota uma onstanteque representa a variação lenta do sinal de rádio e Gr

ij denota uma variável aleatória que desrevea variação rápida do sinal de rádio. Neste aso, observe que a solução do problema (2.18) forneeos valores da potênia transmitida, onsiderando expliitamente as �utuações estatístias do
SINR devido ao desvaneimento rápido do sinal em ada enlae. Sendo assim, os níveis dapotênia transmitida são alterados na esala de tempo determinada pela variação lenta do sinalde rádio, diferentemente do que aontee na abordagem determinístia do problema, onde essaalteração é realizada na esala de tempo determinada pela variação rápida do sinal.



12 Modelo do Sistema de Comuniações sem Fio e Formulação do Problema deControle da Potênia Transmitida (CPT)Note que o problema (2.18) pode ser esrito de forma equivalente omo
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: P (Zi = Giipi − γ
i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi < 0) ≤ αi, i = 1, . . . ,n.

(2.20)Com respeito ao problema aima apresentado, pode-se fazer os seguintes omentários:� Em [31℄, apresentam-se as ondições, que permitem estabeleer se o onjunto de soluçõesfatíveis do problema (2.20) é onvexo, as quais são reproduzidas a seguir.Teorema 3. (Convexidade de onjuntos om restrições probabilístias, [31, 56℄) Seja ξuma variável aleatória de�nida no espaço de probabilidade (Ξ,F ,P ), onde Ξ representao espaço de estado, F denota uma σ-álgebra de Ξ e P é uma medida de probabilidadeem F . Se a medida de probabilidade P é quase-�nava1 e a função f(x,ξ) : X × Ξ → Ré ontínua e �nava onjuntamente em x e ξ, então, para qualquer valor de α ∈ [0,1], oonjunto {x | P (f(x,ξ) < 0) ≤ α} é onvexo e fehado.Com base no resultado anteriormente apresentado, onlui-se que o problema (2.20) nãoé onvexo, uma vez que a variável aleatória
Zi(p,Gi) = Giipi − γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi (2.21)é uma função bi-a�m em p = [pi] ∈ Rn

+ e Gi = [Gij; j = 1 . . . ,n] ∈ Rn
+ e, onseqüen-temente, não é onava onjuntamente nessas variáveis. Note que essa araterístiaindepende do modelo probabilístio utilizado na desrição do ganho do anal.� Observe que, em geral, para um valor �xo de i, a restrição de probabilidade

P (Zi = Giipi − γ
i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi < 0) ≤ αi (2.22)não é apaz de distinguir entre situações onde a degradação da qualidade do enlae,desrita pela variável aleatória Zi, é severa ou branda, o que aontee om probabilidade

αi.1Uma medida de probabilidade é quase-�nava se, para quaisquer onjuntos onvexos Ξ1, Ξ2 ∈ B, tem-seque P ((1 − λ)Ξ1 + λΞ2) ≥ min{P (Ξ1),P (Ξ2))} para todo λ ∈ [0,1], onde (1 − λ)Ξ1 + λΞ2 = {(1 − λ)ξ1 + λξ2 |
ξ1 ∈ Ξ1, ξ2 ∈ Ξ2}.



2.2 O Problema de CPT 13Em [11, 13, 15, 57, 58℄, superam-se parialmente as limitações anteriormente menionadas,ao restringir o modelo do sistema de omuniações sem �o. Em partiular, em [15℄, onsidera-seque, no ganho do anal Gij, de�nido em (2.19), µij = gd
ijg

l
ij e Gr

ij é uma variável aleatória omdistribuição exponenial e valor médio igual a 1. Além disso, onsidera-se que essas variáveisaleatórias são mutuamente independentes. Isto é,(H1) A variável aleatória Gij arateriza o desvaneimento rápido do sinal de rádio num am-biente Rayleigh. Logo, para ada i,j ∈ {1, . . . ,n}, a potênia do sinal reebida Gij édesrita por uma variável aleatória exponenialmente distribuída,
FGij

(gij) = P (Gij ≤ gij) = 1 − exp(−
gij

µij
), (2.23)onde µij = E[Gij ] denota o valor esperado de Gij.(H2) As variáveis aleatórias Gij , para todo i,j ∈ {1, . . . ,n}, são mutuamente independentes.Nesse enário, demonstra-se que

P (Zi = Giipi − γ
i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi < 0) = 1 − exp(−

γ
i
ηi

µiipi
)
∏

j 6=i

(

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)−1

. (2.24)Baseado na equação (2.24), as restrições probabilístias do problema (2.20) podem serexpressas pelo onjunto não onvexo de desigualdades
(1 − αi) exp

( γ
i
ηi

µiipi

)

∏

j 6=i

(

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)

≤ 1, i = 1, . . . ,n. (2.25)Considerando que o ruído no reeptor é nulo, isto é, ηi = 0, para i = 1, . . . ,n, e a potêniatransmitida é limitada inferior e superiormente, ou seja, p
i
≤ pi ≤ pi, para i = 1 . . . ,n, onde p

i
e

pi denotam as potênias mínima e máxima de transmissão no i-ésimo enlae, respetivamente,o problema (2.20) pode ser expresso em termos de um Problema de Otimização Geométria(veja [33℄). Esse problema não onvexo pode ser transformado em um problema onvexo,através de uma mudança de variáveis e transformações na função objetivo e nas funções quede�nem as restrições de desigualdade. Nesse ontexto, a solução ótima do problema (2.20)é apresentada em [15℄. Quando o ruído no reeptor não é nulo, o problema (2.20) pode serexpresso omo um Problema de Otimização Signomial [59℄. Em [58℄, uma solução subótimadesse problema não onvexo é obtida através de um algoritmo iterativo baseado em Problemasde Otimização Geométria. Outra solução para esse problema é obtida em [13℄, baseada noalgoritmo iterativo padrão apresentado em [46℄. Finalmente, em [11℄, apresenta-se uma solução



14 Modelo do Sistema de Comuniações sem Fio e Formulação do Problema deControle da Potênia Transmitida (CPT)subótima do problema (2.20), quando o desvaneimento rápido do anal de rádio é desritopor outras distribuições de probabilidade omo, por exemplo, a distribuição Nakagami-m omo fator de desvaneimento m restrito aos valores 0,5 ≤ m ≤ 1.Antes de introduzir o problema proposto e om a �nalidade de alançar o enfoque apropri-ado, apresenta-se o problema (2.20) de forma equivalente, omo
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: VaRαi
(Giipi − γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi) ≤ 0, i = 1, . . . ,n,

(2.26)onde o VaR om nível αi é araterizado na De�nição 7 do Capítulo 3 e reproduzido a seguir
VaRα(X) = −min{x | P (X ≤ x) > α}. (2.27)Sob essa perspetiva, reapresenta-se os omentários anteriormente realizados om base nasseguintes araterístias dessa medida de riso:� O VaR (Value-at-Risk) é uma medida de riso que não satisfaz a propriedade de sub-linearidade (veja o item R2 na De�nição 6 do Capítulo 3). Conseqüentemente, essa medidade riso não é onvexa. Sendo assim, o onjunto de soluções fatíveis do problema (2.26),expresso por

AVaRα
= {p ∈ Rn

+ | VaRαi
(Giipi − γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi) ≤ 0, i = 1, . . . ,n}, (2.28)não é onvexo.� O VaR não é apaz de distinguir entre situações onde as realizações da variável aleatória

Zi, a qual representa a qualidade do i-ésimo enlae, ultrapassam moderada ou exessiva-mente o valor determinado por essa medida. Logo, o VaR fornee um limitante inferiorpara quanti�ar o riso da degradação da qualidade do enlae, sendo otimista ao invés deser onservador. Esta última araterístia deve prevaleer na gestão do riso.Em [60℄, em resposta a essas limitações, introduzem-se as medidas de riso oerente eestabeleem-se as araterístias fundamentais que uma medida de riso deve satisfazer. Nesseontexto, o problema de CPT pode ser reformulado onsiderando que o riso da qualidade do
i-ésimo enlae, representada pela variável aleatória Zi em (2.21), é quanti�ado mediante umamedida de riso oerente (veja a De�nição 6 do Capítulo 3). Sendo assim, o problema de CPT,



2.2 O Problema de CPT 15que minimiza a potênia total transmitida, pode ser estabeleido omo
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: CVaRαi
(Giipi − γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi) ≤ 0, i = 1, . . . ,n,

(2.29)onde pi representa a potênia transmitida no i-ésimo enlae, Gij denota o ganho do anal dotransmissor do j-ésimo enlae ao reeptor do i-ésimo enlae e ηi desreve o ruído no reeptordo i-ésimo enlae. Adiionalmente, γ
i
denota o limiar do SINR requerido no i-ésimo enlae.Finalmente, para ada enlae, CVaRαi
representa o CVaR (Conditional Value-at-Risk) omnível αi o qual é araterizado na De�nição 8 do Capítulo 3 e reproduzido a seguir

CVaRα(X) = −E[X | X ≤ −VaRα(X)]. (2.30)Essa medida de riso satisfaz as seguintes propriedades:� O CVaR é uma medida de riso oerente. Conseqüentemente, o onjunto de soluçõesfatíveis do problema (2.29), expresso por
ACVaRα

= {p ∈ Rn
+ | CVaRαi

(Giipi − γ
i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi) ≤ 0, i = 1, . . . ,n}, (2.31)é onvexo. Além disso, o CVaR é a menor medida de riso oerente e invariante quedomina o VaR (veja a De�nição 11 e o Teorema 6 do Capítulo 3). Sendo assim,

ACVaRα
⊂ AVaRα

e ACVaRα
⊃ AR (2.32)para todo onjunto de aeitabilidadeAR, assoiado a uma medida de riso oerente e inva-riante R (veja o Teorema 5 do Capítulo 3). Logo, quando R = CVaRα, o problema (2.29)é a melhor aproximação onvexa para o problema (2.26).� O CVaR mede o riso das realizações da variável aleatória que transpõem o limiar deter-minado pelo VaR. Espei�amente, essa medida de riso oerente quanti�a a severidadeda degradação da qualidade do enlae, ao forneer o valor esperado da variável aleatória

Zi, de�nida em (2.21), quando a mesma transpõe o limiar determinado pelo VaRαi
(Zi).Nesta tese, apresenta-se a solução do problema (2.29), assumindo que os ganhos do anal Gijsatisfazem as hipóteses H1 e H2. Além disso, mostra-se um algoritmo distribuído que onverge



16 Modelo do Sistema de Comuniações sem Fio e Formulação do Problema deControle da Potênia Transmitida (CPT)para uma solução subótima do problema antes menionado, onsiderando que o ruído é nulo ea potênia transmitida é limitada inferior e superiormente.2.2.3 Abordagem RobustaNa abordagem determinístia do CPT, assume-se que os dados do problema (2.5), deter-minados pelo ganho do anal G = [gij ] ∈ Rn×n
+ e pelo ruído η = [ηi] ∈ Rn

+, são preisamenteonheidos pelo deisor. Entretanto, em apliações prátias,� O deisor tem informação parial sobre os dados do problema, uma vez que eles provêmde algum proesso de medição ou estimação;� A solução ótima do problema (2.5), mesmo que alulada om bastante preisão, di�il-mente poderá ser implementada de maneira exata, resultando na inerteza da fatibilidadeda solução implementada; e� A solução ótima do problema (2.5) pode tornar-se severamente infatível, quando os dadosnominais do problema sofrem perturbações relativamente pequenas.Com o objetivo de superar essas limitações, nesta tese, reformula-se o problema de CPTutilizando a Teoria de Otimização Robusta, desenvolvida em [32, 37, 38, 39, 40, 41℄. Nesseontexto, onsidera-se que os ganhos do anal gi = [gij ; j = 1 . . . ,n] ∈ Rn
+ e o ruído ηi ∈ R+ nãosão exatamente onheidos pelo deisor, mas pertenem a um determinado onjunto onvexo Gi.Espei�amente, de�ne-se o onjunto Gi, o qual desreve a inerteza existente nos parâmetros

(gi,ηi), omo
Gi =

{

(gi, ηi) = (g0
i , η

0
i ) +

n
∑

k=1

(δgk
i , δη

k
i )uk : ‖u‖ < Ωi

}

, i = 1, . . . ,n, (2.33)onde g0
i ∈ Rn

+ (η0
i ∈ R+) representa o valor nominal do ganho do anal gi (do ruído ηi) e

δgk
i ∈ Rn

+ (δηk
i ∈ R+), para k = 1, . . . ,n, denota o onjunto de vetores que araterizam aperturbação do ganho nominal do anal gi (do ruído nominal ηi, respetivamente). Finalmente,

Ωi denota o parâmetro de robustez do problema e ‖·‖ representa uma norma vetorial absoluta,isto é, uma norma que satisfaz a propriedade ‖u‖ = ‖|u|‖.



2.2 O Problema de CPT 17Nesse enário, o problema de CPT é estabeleido matematiamente omo
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: γi(gi,ηi) =
giipi

∑

j 6=i gijpj + ηi
≥ γ

i
, ∀(gi,ηi) ∈ Gi, i = 1, . . . ,n,

(2.34)onde pi representa a potênia transmitida no i-ésimo enlae, gij denota o ganho do anal entreo transmissor do j-ésimo enlae e o reeptor do i-ésimo enlae e ηi desreve o ruído no reeptordo i-ésimo enlae. Considera-se que (gi,ηi) ∈ Gi, onde o onjunto Gi, que desreve a inertezaexistente nos parâmetros (gi,ηi), é de�nido em (2.33). Finalmente, γi e γ
i
são o SINR reebidoe o limiar do SINR requerido no i-ésimo enlae, respetivamente.



Capítulo 3
O Problema de CPT via OtimizaçãoEstoástia om Aversão ao Riso

O objetivo prinipal deste apítulo é apresentar a solução ótima do problema de otimizaçãoestoástia (2.29).Este apítulo está organizado da seguinte maneira. Na Seção 3.1, apresentam-se os prin-ipais oneitos da Teoria de Medidas de Dispersão [36℄ e da Teoria de Medidas de RisoCoerente [35℄. Iniia-se apresentando as propriedades que devem ser satisfeitas por medidasde dispersão e de riso. Em seguida, as ondições, que permitem estabeleer uma relaçãobiunívoa entre esses dois oneitos, são apresentadas. Depois, introduzem-se o oneito deonjunto de aeitabilidade e medida de riso oerente e invariante, om o propósito de mostraras relações existentes entre os onjuntos de aeitabilidade assoiados ao VaR e ao CVaR. Logo,mostra-se a araterização dual das medidas de dispersão e de riso, e de�ne-se seu onjuntode identi�adores de riso. Finalmente, apresentam-se as propriedades dos problemas de oti-mização estoástia, que envolvem medidas de riso oerente. Na Seção 3.2, apresenta-se asolução do problema de CPT, proposto em (2.29), em termos de um problema de otimizaçãoonvexa, onsiderando que os ganhos do anal satisfazem as ondições H1 e H2, apresentadasno Capítulo 2. Sendo assim, algoritmos altamente e�ientes podem ser utilizados para obter asolução numéria desse problema. Adiionalmente, apresenta-se um algoritmo distribuído queonverge para uma solução subótima do problema proposto, quando o ruído é nulo e a potêniatransmitida é limitada inferior e superiormente. Finalmente, om o propósito de ilustrar osresultados obtidos na Seção 3.2, são apresentados alguns exemplos na Seção 3.3.19



20 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao Riso3.1 PreliminaresConsidere que (Ω,F ,P ) é um espaço de probabilidade, onde Ω representa o espaço de estado(ujos elementos são denotados por ω), F denota uma σ-álgebra de Ω e P é uma medida deprobabilidade em F . Assuma que esse espaço é essenialmente in�nito, isto é, a medida deprobabilidade P pode assumir in�nitos valores distintos sobre os onjuntos em F , ou, equi-valentemente, existem subonjuntos em F tendo uma probabilidade arbitrariamente pequena.Além disso, onsidere que X : Ω → R é uma variável aleatória pertenente ao espaço de Banah
Lp(Ω) = Lp(Ω,F ,P ) om norma

‖X‖p =







(

E[|X|p]
)1/p

, quando p ∈ [1,∞),

sup |X|, quando p = ∞,
(3.1)onde E[X] denota o valor esperado de X. Em partiular, se p = 2, então L2(Ω) é o espaço deHilbert om produto interno

〈X, Y 〉 = E[XY ] =

∫

Ω

X(ω)Y (ω)dP (ω) (3.2)e om norma ‖X‖2. Note que, pela desigualdade de Hölder, Lp(Ω) ⊆ Lq(Ω) para quaisquer
p ≥ q ≥ 1. Logo, L2(Ω) ⊆ L1(Ω) e portanto, para quaisquer X,Y ∈ L2(Ω), E[X] < +∞,
E[Y ] < +∞ e a ovariânia dessas variáveis aleatórias, de�nida omo Covar(X,Y ) = E[(X −

E[X])(Y − E[Y ])], existe. Sendo assim, note que 〈X, Y 〉 = Covar(X,Y ) + E[X]E[Y ].Finalmente, de�ne-se o seguinte operador
ess inf X =







sup{C | C ≤ X}, se {C | C ≤ X} 6= ∅,

−∞, aso ontrário, (3.3)onde ∅ representa o onjunto vazio.3.1.1 Medidas de Dispersão e de RisoEsta subseção iniia apresentando a de�nição de medidas de dispersão e de riso, assimomo também alguns exemplos que satisfazem essas de�nições. Considera-se que as funções quequanti�am a dispersão e o riso de uma variável aleatória são semi-ontínuas inferiormente1.Além disso, por simpliidade, suponha que X = Lp(Ω).1A função G : X → R é semi-ontínua inferiormente se e somente se o onjunto {X ∈ X | G(X) ≤
C, para todo C ∈ R} é fehado.



3.1 Preliminares 21De�nição 2. (Medida de Dispersão, [36℄) Uma função D : X → [0, +∞) representa umamedida de dispersão se satisfaz as seguintes propriedades:(D1) Invariânia na translação: D(X + C) = D(X), para todo X e onstante C;(D2) Sublinearidade:(D2.1) Homogeneidade positiva: D(0) = 0 e D(λX) = λD(X), para todo X quando λ > 0;(D2.2) Subaditividade: D(X + X ′) ≤ D(X) + D(X ′), para todo X e X ′;(D3) Não-negatividade e positividade: D(X) ≥ 0, para todo X e D(X) > 0, quando X não éonstante.Baseado na De�nição 2, pode-se onluir que:� A medida de dispersão D(X) depende de X − E[X] (por D1) e seu valor é nulo quando
X−E[X] = 0 (por D2.1). Conseqüentemente, a funçãoD(X) desreve o grau de dispersãoda variável aleatória X om respeito a seu valor esperado E[X]. Note também que amedida de dispersão D(X), por de�nição, atua omo uma norma no subespaço de X ,que ontém as variáveis aleatórias X tal que E[X] = 0. Entretanto, a propriedade desimetria, requerida na de�nição de uma norma, isto é, D(X) = D(−X) para todo X,pode não ser satisfeita.� A medida de dispersão D(X) é onvexa, ou seja,

D(λX + (1 − λ)X ′) ≤ λD(X) + (1 − λ)D(X ′), para todo X, X ′ e λ ∈ [0,1], (3.4)uma vez que D(X) satisfaz D2 (propriedade de Sublinearidade).� Se D(X) é uma medida de dispersão, então sua re�exão, D̃(X), e simetrização, D̂(X),de�nidas respetivamente omo
D̃(X) = D(−X) e D̂(X) =

1

2

(

D(X) + D(−X)
)

, (3.5)satisfazem as propriedades D1, D2 e D3 da De�nição 2. Logo, esses funionais tambémsão medidas de dispersão.A seguir, alguns exemplos de medidas de dispersão são apresentados. Para tanto, de�ne-seo funional Ea,b,p(X), o qual penaliza a forma om que as realizações da variável aleatória Xdifere da variável aleatória onstante 0.



22 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao RisoDe�nição 3. (Funional de erro) Considere que p ∈ [1,∞] e a ≥ 0, b ≥ 0. Então, o funionalde erro Ea,b,p(X) é de�nido omo
Ea,b,p(X) =

(

E[|a max{X,0} + b max{−X,0}|p]
)1/p

. (3.6)Em [36℄, demonstra-se que o funional de erro Ea,b,p(X) é não negativo (Ea,b,p(X) ≥ 0 paratodo X) e sublinear (Ea,b,p(0) = 0, Ea,b,p(λX) = λEa,b,p(X), para todo X quando λ > 0 e
Ea,b,p(X + X ′) ≤ Ea,b,p(X) + Ea,b,p(X

′), para todo X e X ′). Além disso, note que Ea,b,p(X) > 0,para todo X 6= 0 quando a > 0 e b > 0. Sendo assim, o funional de erro Ea,b,p(X) omporta-seomo uma norma em X . Porém, a ondição de simetria pode não ser satisfeita, exeto no aso
a = b. Adiionalmente, pode aonteer que Ea,b,p(X) = 0 para X 6= 0, exeto no aso em que
a > 0 e b > 0.De�nição 4. (Medida de dispersão a partir de penalidades relativas ao valor esperado) Con-sidere p ∈ [1,∞] e a ≥ 0, b ≥ 0 tais que a + b > 0. Então, a medida de dispersão a partir depenalidades relativas ao valor esperado é de�nida omo

D(X) = Ea,b,p

(

X − E[X]) = (E[|a max{X − E[X],0} + b max{E[X] − X,0}|p]
)1/p

. (3.7)Esse funional satisfaz as ondições D1, D2 e D3 da De�nição 2. Sendo assim, D(X) =

Ea,b,p(X − E[X]) é uma medida de dispersão. Observe que D(X) = Ea,b,p(X − E[X]) ontémoutras medidas de dispersão. Por exemplo, quando(i) a = b = 1 e p = 2, tem-se que D(X) = σ(X) =
(

E[|X − E[X]|2]
)1/2. Neste aso, D(X)representa a medida de dispersão padrão, a qual é simétria, isto é, D(X) = D(−X) paratodo X.(ii) a = 1, b = 0 e p = 2, tem-se que D(X) = σ+(X) =

(

E[|max{X − E[X],0}|2]
)1/2. Logo,

D(X) desreve a medida de semidispersão padrão superior. Entretanto, essa medida dedispersão é assimétria. Note que, a medida de semidispersão padrão inferior, de�nidaomo D(X) = σ−(X) =
(

E[|max{E[X] − X,0}|2]
)1/2, é a re�exão de D(X) = σ+(X).(iii) a = 0, b = 1 e p = ∞, tem-se que D(X) = sup |E[X] − X|. Então, D(X) desreve amedida de dispersão que quanti�a o range inferior de X.De�nição 5. (Medida de dispersão a partir de penalidades relativas a uma onstante) Consi-dere p ∈ [1,∞] e a ≥ 0, b ≥ 0. Então, a medida de dispersão a partir de penalidades relativas



3.1 Preliminares 23a uma onstante é de�nida omo
D(X) = inf

C
Ea,b,p(X − C) = inf

C

(

E[|a max{X − C,0} + b max{C − X,0}|p]
)1/p

. (3.8)Esse funional satisfaz todas as ondições da De�nição 2. Logo, D(X) = infC Ea,b,p(X −C)é uma medida de dispersão.Apesar das medidas de dispersão terem sido projetadas para serem utilizadas em problemasestoástios om aversão ao riso, não são medidas de riso no sentido proposto em [35℄. Amedida de riso oerente, de�nida em [35℄, quanti�a a inerteza de uma variável aleatória omrespeito à variável aleatória onstante 0. Entretanto, em [36℄, determinam-se as ondições quepermitem estabeleer uma orrespondênia biunívoa entre esses dois oneitos. Com o objetivode mostrar esse resultado, iniia-se de�nindo as medidas de riso oerentes, onsiderando que asrealizações negativas de uma variável aleatória representam perdas e que X ≤ X ′ é equivalentea X(ω) ≤ X ′(ω) para todo ω ∈ Ω.De�nição 6. (Medida de riso, [35℄) Uma função R : X → (−∞,∞] representa uma medidade riso oerente se satisfaz as seguintes propriedades:(R1) Equivariânia na translação: R(X + C) = R(X) − C, para todo X e onstante C;(R2) Sublinearidade:(R2.1) Homogeneidade positiva: R(0) = 0 e R(λX) = λR(X), para todo X e todo λ > 0;(R2.2) Subaditividade: R(X + X ′) ≤ R(X) + R(X ′), para todo X e X ′;(R3) Monotoniidade: R(X) ≤ R(X ′), quando X ≥ X ′.As justi�ativas de ada um dessas propriedades são brevemente apresentadas a seguir.� A propriedade R1, em partiular, estabelee que R(X+R(X)) = R(X)−R(X) = 0. Istoé, adiionando R(X) a uma variável aleatória X, a medida do riso da variável aleatóriaresultante é zero.� A propriedade R2 implia que a função R(X) é onvexa em X , ou seja,
R(λX + (1 − λ)X ′) ≤ λR(X) + (1 − λ)R(X ′), para todo X, X ′ e λ ∈ [0,1]. (3.9)Note que a propriedade de onvexidade permite reduzir o riso através da diversi�ação,ou seja, o riso da média ponderada das variáveis aleatórias X e X ′ é menor ou igual àmédia ponderada dos risos dessas variáveis aleatórias.



24 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao Riso� A propriedade R2.1 pode ser melhor justi�ada em onjunção om a propriedade R2.2. Apropriedade de subaditividade estabelee que R(nX) = R(X + . . .+X) ≤ nR(X). Umavez que não existe diversi�ação, a igualdade deve ser satisfeita, onduzindo à propriedadede homogeneidade positiva.� A propriedade R2.2 possibilita a gestão distribuída do riso. Por exemplo, assuma que
X1 e X2 representam as possíveis perdas que podem aonteer em dois subsistemas.Considere que o deisor queira garantir que o riso da perda total X = X1 + X2 sejamenor que um erto limiar l, i.e., R(X1+X2) ≤ l. Nesse ontexto, ao utilizar uma medidade riso R, que satisfaz a propriedade de subaditividade, pode-se esolher limiares l1 e l2tais que l1 + l2 ≤ l e impor as seguintes restrições R(Xi) ≤ li para i = 1,2. Assim sendo,a propriedade de subaditividade garante que R(X1 +X2) ≤ R(X1)+R(X2) ≤ l1 + l2 ≤ l.� A propriedade R3 estabelee que, quanto menores forem as perdas, menor é o risomedido. Note também que, quando a propriedade de monotoniidade é satisfeita, afunção R não é simétria.Em seguida, apresentam-se alguns exemplos de funionais que satisfazem ompleta ou par-ialmente as propriedades estabeleidas na De�nição 6.De�nição 7. (VaR, Value-at-Risk) O VaR om nível α ∈ (0,1), é de�nido omo

VaRα(X) = −min{x | P (X ≤ x) > α}. (3.10)Esse funional satisfaz R1 (Equivariânia na translação), R2.1 (Homogeneidade positiva) eR3 (Monotoniidade), mas geralmente não satisfaz R2.2 (Subaditividade). Conseqüentemente,o VaR não é uma medida oerente de riso. Portanto, um problema de otimização estoástia,que utiliza o VaR omo medida de riso, pode não ser onvexo. Adiionalmente, a solução desseproblema não é estável para altos valores do nível de on�ança α (f. [61, 62℄). Outra limitaçãodo uso do VaR omo medida de riso é que essa medida, em geral, não pode quanti�ar as perdasque transpõem o limiar determinado pela mesma, isto é, o VaR não é apaz de distinguir entresituações onde as perdas ultrapassam severa ou brandamente o valor determinado por essamedida. Logo, sob uma perspetiva otimista, porém não onservadora, o VaR fornee umlimitante inferior para quanti�ar o riso das perdas. É importante enfatizar que a perspetivaonservadora deve prevaleer na gestão de riso.De�nição 8. (CVaR, Conditional Value-at-Risk) O CVaR om o nível α ∈ (0,1) é de�nido
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CVaRα(X) =

1

α

∫ α

0

VaRβ(X)dβ, (3.11)onde o VaRα(X) é araterizado na De�nição 7. Em partiular, quando a medida de pro-babilidade é ontínua em X = −VaRα(X), o CVaR, de�nido em (3.11), pode ser expressoomo
CVaRα(X) = −E[X | X ≤ −VaRα(X)]. (3.12)Esse funional satisfaz ompletamente os axiomas apresentados na De�nição 6. Então, o

CVaR é uma medida oerente de riso. Note que o CVaR quanti�a as perdas que podemaonteer quando X ≤ −VaRα(X), ao forneer o valor esperado de X quando essa variávelaleatória transpõe o limiar determinado pelo VaRα(X). Algumas de suas propriedades foramapresentadas em [63, 64℄ e são reproduzidas a seguir:� O CVaRα é um funional �nito, ontínuo e não deresente om respeito a α. Além disso,tem-se que
lim
α→0

CVaRα(X) = − ess inf X, e lim
α→1

CVaRα(X) = E[−X]; (3.13)� O CVaRα é um funional assimétrio, que satisfaz a seguinte expressão
E[−X] = α CVaRα(X) − (1 − α) CVaR1−α(−X); (3.14)� O CVaR domina o VaR, isto é,

CVaRα(X) ≥ VaRα(X). (3.15)Em [61, 62℄, mostra-se que o CVaR pode ser alulado através de um problema de otimizaçãoonvexa. Esse resultado é apresentado a seguir.Proposição 1. (Formula fundamental de minimização, [61℄) Seja Fα(t) uma função �nita eonvexa, araterizada por
Fα(t) = t + α−1E[max{−X − t,0}]. (3.16)



26 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao RisoEntão, o CVaR om nível α ∈ (0,1) é dado por
CVaRα(X) = min

t∈R

Fα(t). (3.17)Adiionalmente, o intervalo {t | t ∈ argmint∈R Fα(t)} é não vazio, fehado e limitado e
VaRα(X) ∈ argmint∈R Fα(t). (3.18)3.1.2 Relação entre as Medidas de Dispersão e de RisoNote que a ondição D2, para medidas de dispersão, oinide om a ondição R2, paramedidas de riso oerente. Entretanto, as ondições D1 e R1 são ompletamente diferentes emutuamente inompatíveis, ou seja, não existe uma função que satisfaça as propriedades D1 eR1 simultaneamente. Porém, no seguinte teorema, mostra-se que existe uma relação biunívoaentre as medidas de dispersão e de riso. Para apresentar esse resultado, estabeleem-se asseguintes de�nições.De�nição 9. (Medida de dispersão dominada no range inferior) Uma medida de dispersão

D(X), araterizada na De�nição 2, será hamada de dominada no range inferior quandosatisfaz a seguinte propriedade:(D4) Dominânia no range inferior: D(X) ≤ E[X] − ess inf X, para todo X.Observe que na De�nição 9, assume-se que o foo de estudo são as medidas de dispersãoque penalizam as realizações da variável aleatória X, quando essas são menores que seu valoresperado E[X].De�nição 10. (Medida de riso limitada estritamente pelo valor esperado) A função R(X)é uma medida de riso limitada estritamente pelo valor esperado quando satisfaz as propri-edades R1 (Equivariânia na translação), R2 (Sublinearidade), mas não neessariamente R3(Monotoniidade), da De�nição 6, e adiionalmente é(R4) Limitada estritamente pelo valor esperado: R(X) > E[−X], para todo X não onstante.Quando todas as propriedades R1, R2, R3, R4 são satisfeitas, R(X) é denominada umamedida de riso oerente e limitada estritamente pelo valor esperado.Teorema 4. (Medida de dispersão versus Medida de riso, [36℄) A orrespondênia biunívoaentre uma medida de dispersão e uma medida de riso limitada estritamente pelo valor esperadoé dada através das seguintes expressões:



3.1 Preliminares 27(i) D(X) = R(X − E[X]);(ii) R(X) = D(X) − E[X].Espei�amente, se R(X) é uma medida de riso limitada estritamente pelo valor esperado e
D(X) é de�nida através de (i), então D(X) é uma medida de dispersão, que está assoiada a
R(X) através de (ii). Por outro lado, se D(X) é uma medida de dispersão e R(X) é de�nidaatravés de (ii), então R(X) é uma medida de riso limitada estritamente pelo valor esperado,que está assoiada a D(X) através de (i). Além disso, R(X) é uma medida de riso oerentese e somente se D(X) é uma medida de dispersão dominada no range inferior.A seguir, mostram-se exemplos de medidas de dispersão e de riso que satisfazem as ondi-ções D4 e R4, respetivamente.Proposição 2. [36℄ A medida de dispersão D(X) = Ea,b,p(X − E[X]), de�nida em (3.7), édominada no range inferior quando a = 0 e b ≤ 1 ou quando a + b ≤ 1 se p = 1. Nesseontexto, a medida de riso oerente e limitada estritamente pelo valor esperado assoiada aessa medida de dispersão é dada por

R(X) = E[−X] + Ea,b,p(X − E[X]). (3.19)Proposição 3. [36℄ A medida de dispersão D(X) = infC Ea,b,p(X − C), de�nida em (3.8), édominada no range inferior quando a ≤ 1 e p = 1. Assoiada a essa medida de dispersão, tem-seuma medida de riso oerente e limitada estritamente pelo valor esperado, expressa omo
R(X) = E[−X] + inf

C
Ea,b,p(X − C). (3.20)Proposição 4. [36℄ A medida de riso oerenteR(X) = CVaRα(X), de�nida em (3.12), satisfaza propriedade R4. Logo, o CVaRα(X) é uma medida de riso oerente e limitada estritamentepelo valor esperado. A medida de dispersão dominada no range inferior, assoiada a essamedida de riso, é dada por

D(X) = CVaR∆
α (X) = CVaRα(X − E[X]). (3.21)Essa medida de dispersão pode ser expressa omo CVaR∆

α (X) = infC Ea,b,p(X − C) quando
a = 1, b = α−1 − 1 e p = 1, ou seja,

CVaR∆
α (X) = inf

C
{E[max{X − C,0}] + (α−1 − 1)E[max{−X + C,0}]}. (3.22)



28 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao RisoNote que, os limites do CVaR∆ om respeito a α podem ser expressos omo
lim
α→0

CVaR∆
α (X) = E[X] − ess inf X, e lim

α→1
CVaR∆

α (X) = 0. (3.23)Como omentário �nal, a medida de riso R(X) = VaRα(X), além de não satisfazer apropriedade R2.2, não satisfaz a propriedade R4 ou, equivalentemente, a medida de dispersão
D(X) = VaR∆

α (X) = VaR∆
α (X − E[X]) não satisfaz as propriedades D2.2 e D4.3.1.3 Conjunto de AeitabilidadeNesta subseção, apresenta-se um dos oneitos fundamentais da Teoria de Riso. Esseoneito aptura a idéia de aeitabilidade do riso assoiado a uma variável aleatória X. Aei-tabilidade, no sentido proposto em [35℄, signi�a que as perdas de X são depreiáveis e nãorequerem atenção. É importante ressaltar que esse oneito não é absoluto, dado que dependeda esolha da medida de riso R.O próximo teorema apresenta a de�nição de um onjunto de aeitabilidade, as propriedadesque o mesmo satisfaz, e sua relação om uma medida de riso.Teorema 5. (Conjunto de aeitabilidade versus Medida de riso, [35℄) As expressões(i) A = {X | R(X) ≤ 0},(ii) R(X) = min{C | X + C ∈ A},estabeleem uma orrespondênia biunívoa entre uma medida de riso limitada estritamentepelo seu valor esperado R e um onjunto de aeitabilidade A, o qual satisfaz as seguintespropriedades:(A1) A é um onjunto fehado, que ontém as onstantes positivas C;(A2) 0 ∈ A e λX ∈ A, quando X ∈ A e λ > 0;(A3) X + X ′ ∈ A, para quaisquer X ∈ A e X ′ ∈ A;(A4) E[X] > 0, para todo X ∈ A tal que X 6= 0.Além disso, R(X) veri�a a propriedade R3 (Monotoniidade) se e somente se(A5) A ontém todo X ≥ 0.Logo, R é uma medida de riso oerente e limitada estritamente pelo valor esperado se esomente se A satisfaz as ondições A1, A2, A3, A4 e A5.



3.1 Preliminares 29De posse da de�nição e das propriedades dos onjuntos de aeitabilidade, pode-se onluirque:� O riso da variável aleatória X, dado por R(X), é o menor valor que deve ser adiionadoa ada realização dessa variável aleatória, para garantir que as possíveis perdas sejamaeitáveis;� O onjunto de aeitabilidade A é um one não vazio, onvexo e fehado, uma vez quesatisfaz as ondições A1, A2 e A3. Sendo assim, A permite de�nir uma desigualdadegeneralizada, ou seja, uma ordem parial2 em Rn. Logo, para X ∈ X e um onjunto deaeitabilidade A, a desigualdade X �A 0, que denota a ondição X ∈ A, signi�a que Xé aeitável, enquanto que a desigualdade X ≥ 0, signi�a que X é aeitável no sentidoquase erto.A seguir, mostram-se alguns exemplos dos onjuntos de aeitabilidade assoiados às medidasde riso anteriormente apresentadas.� Conjunto de aeitabilidade de uma medida de dispersão a partir de penalidades relativasao valor esperado:
◦ O onjunto de aeitabilidade assoiado à medida de dispersão D(X) = Ea,b,p(X −

E[X]), quando a = 0, b = 1 e p = ∞, ou equivalentemente, assoiado à medida deriso R(X) = − ess inf X, é dado por
A = {X | X ≥ 0}. (3.24)Logo, a variável aleatória X é aeitável se e somente se X é aeitável no sentidoquase erto.

◦ O onjunto de aeitabilidade assoiado à medida de dispersão D(X) = Ea,b,p(X −

E[X]), quando a = 1, b = 1 e p = 2, ou equivalentemente, assoiado à medida deriso R(X) = E[−X] + σ(X), é dado por
A = {X | σ(X) ≤ E[X]} (3.25)Logo, a variável aleatória X é aeitável, quando não existem perdas maiores que adiferença entre seu valor esperado e sua dispersão padrão. Note que o A não satisfaz2Uma relação binária � em Rn × Rn é hamada de ordem parial se satisfaz as seguintes propriedades: (i)Re�exividade: x � x para todo x em Rn, (ii) Transitividade: Se x � y e y � z então x � z, (iii) Anti-simetria:Se x � y e y � x, então x = y.



30 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao Risoa propriedade A5, onseqüentemente se X ≥ 0, essa desigualdade não garante que
X �A 0, ou seja, X pode não ser aeitável, entretanto, pode ser aeitável no sentidoquase erto.� Conjunto de aeitabilidade do VaR: O onjunto de aeitabilidade assoiado ao VaR omnível α é dado por

AVaRα
= {X | VaRα(X) ≤ 0} = {X | P (X < 0) ≤ α}. (3.26)Para obter esse resultado, note que a restrição VaRα(X) ≤ 0 é equivalente a min{x |

P (X ≤ x) > α} ≥ 0. Logo, P (X ≤ x) > α implia que x ≥ 0 ou equivalentemente x < 0implia que P (X ≤ x) ≤ α. Então, P (X < 0) ≤ α.Sendo assim, a variável aleatóriaX é aeitável se e somente se a probabilidade de aonteeruma perda não é maior que α. Entretanto, o AVaRα
não é onvexo, uma vez que o VaRnão é uma medida de riso oerente.� Conjunto de aeitabilidade do CVaR: Considerando que R(X) = CVaRα(X), o onjuntode aeitabilidade assoiado a essa medida de riso é dado por

ACVaRα
= {X | CVaRα(X) ≤ 0} = {X | E[X | X ≤ −VaRα(X)] ≥ 0}. (3.27)Logo, a variável aleatória X é aeitável, quando os ganhos são su�ientes para ompensaras perdas que aonteem por realizações dessa variável aleatória, que ultrapassam o VaRom nível α. Observe que o ACVaRα

é um onjunto �nio onvexo, dado que o CVaR éuma medida de riso oerente e limitada estritamente pelo valor esperado.Apesar de o VaR e o CVaR medirem diferentes propriedades da função de distribuiçãosubjaente, existem algumas relações entre essas medidas, as quais são mostradas a seguir.De�nição 11. (Medida de riso invariante) Uma medida de risoR é denominada de invariantese R(X) = R(Y ) quando X e Y têm a mesma distribuição.Teorema 6. (Relação entre os onjuntos de aeitabilidade do VaR e CVaR, [35℄) O CVaR é amenor medida de riso oerente e invariante que domina o VaR, isto é,
CVaRα(X) = min{R(X) | R(X) é uma medida de riso oerente e invariante} ≥ VaRα(X).(3.28)



3.1 Preliminares 31Conseqüentemente, o onjunto de aeitabilidade assoiado ao CVaR é o maior one onvexoinluído no onjunto de aeitabilidade assoiado ao VaR, o qual não é onvexo. Ou seja,
ACVaRα

⊂ AVaRα
e AR ⊂ ACVaRα

, (3.29)para todo onjunto de aeitabilidade AR assoiado a uma medida de riso oerente e invariante
R.3.1.4 Envoltória das Medidas de Dispersão e de RisoNesta subseção, apresenta-se a araterização dual das medidas de dispersão e de riso.Teorema 7. (Envoltória das medidas de dispersão e de riso, [35, 36℄) As relações:(i) Q = {Q ∈ Lq(Ω) | E[X] − E[XQ] ≤ D(X), para todo X ∈ Lp(Ω)} =

{Q ∈ Lq(Ω) | E[−XQ] ≤ R(X), para todo X ∈ Lp(Ω)} sendo p−1 + q−1 = 1,(ii) D(X) = E[X] − infQ∈Q E[XQ],(iii) R(X) = supQ∈Q E[−XQ],(iv) A = {X | E[XQ] ≥ 0, para todo Q ∈ Q},estabeleem uma orrespondênia biunívoa entre uma medida de dispersão D(X), uma medidade riso limitada estritamente pelo seu valor esperado R(X) assoiada a D(X), o seu onjuntode aeitabilidadeA, e o onjuntoQ, denominado de envoltória do riso, que satisfaz as seguintespropriedades(Q1) Q é um onjunto onvexo e fehado ontendo a onstante 1;(Q2) E[Q] = 1, para todo Q ∈ Q; e(Q3) Para todo X não onstante, existe algum Q ∈ Q tal que E[XQ] ≤ E[X].Além disso, D(X) é uma medida de dispersão dominada no range inferior ou R(X) é umamedida de riso oerente se e somente se o onjunto Q satisfaz o seguinte axioma adiional:(Q4) Q ≥ 0, para todo Q ∈ Q.Baseado no Teorema 7 e onsiderando que a envoltória do riso Q está assoiada a umamedida de dispersão dominada no range inferior D, ou equivalentemente, assoiada a umamedida de riso oerente R, pode-se fazer os seguintes omentários:



32 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao Riso� Uma vez que Q ∈ Q, denominado de monitor do riso, satisfaz as ondições Q2 e Q4 noTeorema 7, ele pode ser onsiderado omo uma densidade relativa a P de alguma medidade probabilidade P ′ de�nida no espaço (Ω,F), isto é
Q =

dP ′

dP
. (3.30)Além disso, observe que o valor esperado de X om respeito à medida de probabilidade

P ′, denotado por EP ′ [X], é dado por
EP ′[X] =

∫

Ω

X(ω)dP ′(ω) =

∫

Ω

X(ω)Q(ω)dP (ω) = E[XQ]. (3.31)Nesse ontexto, onsiderando P ′ omo uma medida de probabilidade alternativa, ou per-turbada, da medida de probabilidade de referênia P , tem-se que:
◦ E[X] − EP ′[X] = E[X] − E[XQ] representa a diferença entre os valores esperadosde X, alulados sob a medida de probabilidade de referênia P e a medida deprobabilidade alternativa P ′. Conseqüentemente, a medida de dispersão D(X), noitem (ii), realiza uma análise de pior aso sob todas as medidas de probabilidadesalternativas P ′, na vizinhança de P , seleionadas pelos monitores Q que pertenemà envoltória Q.
◦ EP ′[−X] = E[−XQ] desreve o valor esperado da perda de X, alulado sob amedida de probabilidade alternativa P ′. Portanto, a medida de riso R(X), noitem (iii), uma vez mais, realiza uma análise de pior aso sob todas as medidas deprobabilidades alternativas P ′, na vizinhança de P , seleionadas pelos monitores Qque pertenem à envoltória Q.� Note que a envoltória do riso Q é um onjunto onvexo e fehado (por Q1), que estáontido no hiperplano fehado H = {Q | E[Q] = 1} (por Q2). Ele ontém o elemento 1(por Q1), o qual representa a medida de probabilidade P (pela equação (3.30)). Alémdisso, nenhum hiperplano fehado, exeto H, passa pelo ponto 1, sem ter elementos doonjunto Q em ambos lados dos seus semi-espaços abertos assoiados (por Q3).� Observe que a araterização dual de uma medida de dispersão também pode ser expressa,de forma equivalente, omo
D(X) = sup

Q∈Q
E[(E[X] − X)Q] = sup

Q∈Q
Covar(E[X] − X,Q) = sup

Q∈Q
Covar(−X,Q). (3.32)



3.1 Preliminares 33Em seguida, mostra-se a envoltória assoiada a diversas medidas de dispersão.Proposição 5. [35, 36℄ Considere que
Ya,b,q =



















{Y | ‖a−1 max{Y,0} + b−1 max{−Y,0}‖q ≤ 1}, quando a > 0 e b > 0,

{Y | Y ≥ 0, ‖Y ‖q ≤ a}, quando a > 0 e b = 0,

{Y | Y ≥ 0, ‖Y ‖q ≤ b}, quando a = 0 e b > 0.

(3.33)Então a envoltória da medida de dispersão(i) D(X) = Ea,b,p(X − E[X]) é dada por
Q = {Q = 1 + E[Y ] − Y | Y ∈ Ya,b,q, onde p−1 + q−1 = 1}, (3.34)(ii) D(X) = infC Ea,b,p(X − C) é dada por

Q = {Q = 1 − Y | E[Y ] = 0, Y ∈ Ya,b,q, onde p−1 + q−1 = 1}. (3.35)Em partiular, baseado na Proposição 5, a envoltória da medida de dispersão� D(X) = Ea,b,p(X − E[X]) quando a = 0, b = 1 e p = ∞, isto é, D(X) = sup |E[X] − X|,é dada por
Q = {Q | Q ≥ 0, E[Q] = 1}. (3.36)Note que a medida de dispersão realiza a análise de pior aso de E[X]−EP ′[X] onside-rando todas as possíveis medidas de probabilidade alternativas P ′ assoiadas a P .� D(X) = Ea,b,p(X − E[X]) quando a = b = 1 e p = 2, isto é, D(X) = σ(X) = (E[|X −

E[X]|2])1/2, é dada por
Q = {Q | σ(Q) ≤ 1, E[Q] = 1}. (3.37)Observe que o monitor de riso Q não representa uma densidade relativa a P de algumamedida de probabilidade P ′, uma vez que Q pode assumir valores negativos. Assim sendo,

σ(X) não é uma medida de dispersão dominada no range inferior.



34 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao Riso� D(X) = infC Ea,b,p(X−C) quando a = 1, b = α−1−1 e p = 1, isto é, D(X) = CVaR∆
α (X),é dada por

Q = {Q | 0 ≤ Q ≤ α−1, E[Q] = 1}. (3.38)Note que, (i) quando α → 0 então Q oinide om a envoltória assoiada a D(X) =

sup |E[X] − X|, e (ii) quando α → 1 então Q = {1}.Finalmente, apresenta-se a de�nição dos identi�adores de riso introduzida em [65℄.De�nição 12. (Identi�adores do riso, [65℄) Os identi�adores do riso de X om respeito a
D são os elementos do seguinte onjunto

Q∗ = argminQ∈Q E[XQ], (3.39a)
= argmaxQ∈Q Covar(−X,Q), (3.39b)
={Q ∈ Q | D(X) = E[X] − E[XQ]}. (3.39)Baseado na De�nição 12, os identi�adores do riso são as densidades Q das medidas deprobabilidade P ′, alternativas a P , que forneem o menor valor esperado de XQ, ou equi-valentemente o maior valor da ovariânia de −X e Q. Baseado na ultima interpretação dosidenti�adores de riso, os mesmos seguem as variações de −X da maneira mais rápida possível.A seguinte proposição mostra os identi�adores de riso assoiados à medida de dispersão

D = CVaR∆
α .Proposição 6. [65℄ Os identi�adores do riso de X assoiado à medida de dispersão D(X) =

CVaR∆
α (X) são os elementos do onjunto

Q∗ = {Q | 0 ≤ Q ≤ α−1, E[Q] = 1, Q(ω) = α−111{X(ω)<−VaRα(X)}} (3.40)3.1.5 Otimização Estoástia om Aversão ao RisoNesta subseção, apresentam-se as araterístias dos problemas de otimização estoástia,que envolvem medidas de riso oerente ou medidas de dispersão dominadas no range inferior.Para tal, seja ξ uma variável aleatória de�nida no espaço de probabilidade (Ξ,F ,P ). Alémdisso, onsidere que essa variável aleatória é independente dos valores assumidos pela variávelde deisão x.



3.1 Preliminares 35Teorema 8. (Convexidade dos problemas de otimização estoástia envolvendo medidas deriso e de dispersão, [66, 67℄) Se a função f(x,ξ) é onvexa em x para todo ξ ∈ Ξ, então osproblemas de otimização estoástia
min
x∈Rn

cT x

sujeito a: R(f(x,ξ)) ≤ 0
e min

x∈Rn
cT x + D(f(x,ξ))

sujeito a: E[f(x,ξ)] ≥ 0,
(3.41)são onvexos quando R é uma medida de riso oerente e D é uma medida de dispersãodominada no range inferior, respetivamente.Em partiular, em [61, 62, 66℄ estudam-se os problemas de otimização onvexa de�nidosem (3.41) quando R = CVaRα. Os resultados prinipais desses trabalhos são mostrados aseguir.Teorema 9. (Relação entre o problema de otimização estoástia envolvendo o CVaR e o

VaR, [62℄) Considerando que a função f(x,ξ) é onvexa em x para todo ξ ∈ Ξ, o problema deotimização estoástia
min
x∈Rn

cT x

sujeito a: CVaRα(f(x,ξ)) ≤ 0
(3.42)é a melhor aproximação onvexa do problema de otimização não onvexo

min
x∈Rn

cT x

sujeito a: VaRα(f(x,ξ)) ≤ 0.
(3.43)Teorema 10. (Formulação equivalente do problema de otimização estoástia envolvendo o

CVaR, [62℄) Os problemas de otimização onvexa
min
x∈Rn

cT x

sujeito a: CVaRα(f(x,ξ)) ≤ 0,
(3.44)e

min
(x,t)∈Rn×R

cT x

sujeito a: Fα(x,t) = t + α−1E[max{−f(x,ξ) − t,0}] ≤ 0
(3.45)são equivalentes no sentido que suas funções objetivo atingem o mesmo valor mínimo. Além



36 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao Risodisso, se, na solução ótima, a restrição no problema (3.44) estiver ativa, então o par (x∗,t∗)alança o valor mínimo do problema (3.45) se e somente se x∗ atinge o valor mínimo doproblema (3.44) e t∗ ∈ argmint∈R
Fα(x∗,t). Em partiular, quando o intervalo {t | t ∈

argmint∈R Fα(x∗,t)} reduz-se a um únio ponto, o problema (3.45) fornee o par (x∗,t∗) talque x∗ é a solução ótima do problema (3.44) e t∗ orresponde ao VaRα(f(x∗,ξ)).3.1.6 Notas e ReferêniasA partir da introdução das medidas de riso oerentes, ou medidas de riso sublinea-res, em [60, 35, 68℄, a Teoria de Riso tem se desenvolvido rapidamente. Nesses trabalhos,apresentam-se as araterístias fundamentais de uma medida de riso, motivado prinipal-mente pelas limitações existentes na medida de riso tradiional, o VaR. Além disso, mostra-sea araterização dual dessas medidas de riso. Em partiular, a relação entre o CVaR e o
VaR foi abordada em [63, 64℄ e o estudo de problemas de otimização estoástia, envolvendoo CVaR, foi realizado em [61, 67, 69℄. Seguindo a linha de pesquisa, na qual se araterizaaxiomatiamente uma medida de riso, em [70, 71, 72℄, apresentam-se as medidas de riso on-vexas, onde se substitui o axioma de sublinearidade pelo axioma de onvexidade e estabelee-sea araterização dual dessas medidas de riso. Em [73℄, aplia-se a Teoria de Riso Conve-xas ao o problema de otimização estoástia om aversão ao riso. Reentemente, em [36℄,introduziram-se as medidas de dispersão generalizadas e mostrou-se sua relação om as medi-das de riso oerentes. O estudo de problemas de otimização estoástia, via essas medidas dedispersão, foi realizado em [67℄. A análise das medidas de riso onvexas e dinâmias e seu apli-ação a problemas de otimização estoástia foram realizadas em [74℄ e [75℄, respetivamente.Outra linha de pesquisa importante na Teoria de Riso é o estudo de geradores de medidas deriso oerente e onvexas. Alguns desses resultados podem ser enontrados em [76℄ e [77℄.Finalmente, é importante menionar o estudo da relação existente entre a Teoria de Riso ea Teoria de Jogos [78℄, a Teoria de Probabilidades Ambíguas [79, 80℄, a Teoria Dual de UtilidadeEsperada [36℄, a Teoria de Dominânia Estoástia [81, 82, 83℄, a Teoria de Informação [84℄ ea Teoria de Otimização Robusta [85℄.



3.2 Resultados Prinipais 373.2 Resultados PrinipaisO objetivo prinipal deste apítulo é apresentar a solução ótima do seguinte problema deotimização estoástia
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: Ri(Giipi − γ
i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi) ≤ 0, i = 1, . . . ,n,

(3.46)onde� o vetor de deisão do problema é dado por p = [pi] ∈ Rn
+ (vetor de potênias transmitidas);� os dados do problema são representados através do onjunto {η,G,γ}, sendo

◦ η = [ηi] ∈ Rn
+, o vetor que ontém o ruído no reeptor de ada enlae;

◦ G = [Gij] ∈ Rn×n
+ , a matriz de ganhos do anal; e

◦ γ = [γ
i
] ∈ Rn

+, o vetor que ontém os limiares inferiores de reepção do SINR paraada enlae.Considera-se que(H1) o ganho do anal Gij desreve o desvaneimento rápido do sinal de rádio num ambi-ente Rayleigh. Sendo assim, a potênia do sinal reebido Gij é uma variável aleatória,de�nida no espaço de probabilidade (Ω,F ,P ), a qual é exponenialmente distribuída.Logo,
FGij

(gij) = P (Gij ≤ gij) = 1 − exp(−
gij

µij
), (3.47)onde µij = E[Gij ] denota o valor esperado de Gij ;(H2) as variáveis aleatórias {Gij; ∀i,j ∈ {1, . . . ,n}} são mutuamente independentes;� os elementos estruturais do problema são desritos pelo onjunto {n,Ri,≤}, sendo

◦ n ∈ Z+, o número de enlaes ativos;
◦ Ri, uma medida de riso oerente. Espei�amente, Ri = CVaRαi

;
◦ ≤ representa �R+

, a ordem parial assoiada ao onjunto �nio onvexo e fehado
R+.



38 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao Riso3.2.1 Solução Ótima e Centralizada do Problema do CPT via o CVaRO seguinte lema será utilizado omo suporte.Lema 1. [83℄ Seja X uma variável aleatória de�nida no espaço de probabilidade (Ω,F ,P ).Então,
∫ t

−∞

(t − x)dFX(x) =

∫ t

−∞

FX(x)dx, (3.48)onde FX(x) = P (X ≤ x) representa a função de distribuição de X.Proposição 7. Considere que as variáveis aleatórias {Gij; i,j = 1, . . . ,n} satisfazem as ondi-ções H1 e H2. Então,
E[max{γ

i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − Giipi − t,0}] = γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

µijpj − µiipi − t+

µiipi exp
(

−
γ

i
ηi − t

µiipi

)

∏

j 6=i

(

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)−1

. (3.49)Demonstração. Dado que o onjunto de variáveis aleatórias {Gij; i,j = 1, . . . ,n} são mutua-mente independentes, o valor esperado no lado esquerdo da equação (3.49) pode ser expressoomo
E[max{γ

i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − Giipi − t,0}] =

∫ ∞

0

· · ·

∫ ∞

0

E[max{γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

gijpj − Giipi − t,0}]
∏

j 6=i

dFGij
(gij). (3.50)Calulando o valor esperado no lado direito da equação (3.50), tem-se que

E[max{γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

gijpj − Giipi − t,0}] =

pi

∫ 1

pi
(γ

i
ηi+γ

i

∑

j 6=i gijpj−t)

0

( 1

pi
(γ

i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

gijpj − t) − gii

)

dFGii
(gii). (3.51)



3.2 Resultados Prinipais 39Apliando o Lema 1 na equação (3.51), obtém-se
E[max{γ

i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

gijpj − Giipi − t,0}] = pi

∫ 1

pi
(γ

i
ηi+γ

i

∑

j 6=i gijpj−t)

0

FGii
(gii)dgii =

γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

gijpj − µiipi − t + µiipi exp
(

−
γ

i
ηi + γ

i

∑

j 6=i gijpj − t

µiipi

)

. (3.52)Substituindo a equação (3.52) em (3.50), tem-se que
E[max{γ

i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − Giipi − t,0}] =

∫ ∞

0

· · ·

∫ ∞

0

(

γ
i
ηi +γ

i

∑

j 6=i

gijpj −µiipi − t+µiipi exp
(

−
γ

i
ηi + γ

i

∑

j 6=i gijpj − t

µiipi

)

)

∏

j 6=i

dFGij
(gij).(3.53)Uma vez que as variáveis aleatórias Gij são exponenialmente distribuídas, a equação (3.53)pode ser expressa omo

E[max{γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − Giipi − t,0}] = γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

µijpj − µiipi − t+

µiipi exp
(

−
γ

i
ηi − t

µiipi

)

∫ ∞

0

· · ·

∫ ∞

0

exp
(

−
γ

i

∑

j 6=i gijpj

µiipi

)

∏

j 6=i

1

µij

exp
(

−
gij

µij

)

dgij. (3.54)Finalmente, operações algébrias permitem expressar a equação (3.54) omo
E[max{γ

i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − Giipi − t,0}] =

γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

µijpj − µiipi − t + µiipi exp
(

−
γ

i
ηi − t

µiipi

)

∏

j 6=i

∫ ∞

0

1

µij

exp
(

−(
γ

i
pj

µiipi

+
1

µij

)gij

)

dgij =

γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

µijpj − µiipi − t + µiipi exp
(

−
γ

i
ηi − t

µiipi

)

∏

j 6=i

(

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)−1

, (3.55)enerrando esta demonstração.Baseado no Teorema 10 e na Proposição 7, o seguinte teorema apresenta a solução doproblema proposto em termos de um problema de otimização onvexa.Teorema 11. Considere uma rede sem �o, onde o desvaneimento rápido de ada anal de



40 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao Risorádio é araterizado através de um ambiente Rayleigh. Além disso, onsidere que esses anaissão mutuamente independentes. Sendo assim, as ondições H1 e H2 são válidas. Então, oproblema de otimização onvexa
min

(t,p)∈Rn×Rn
+

n
∑

i=1

pi sujeito a:

ti +
1

αi

(

γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

µijpj − µiipi − ti + µiipi exp
(

−
γ

i
ηi − ti

µiipi

)

∏

j 6=i

(

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)−1
)

≤ 0,

i = 1, . . . ,n, (3.56)fornee a solução ótima do problema (3.46).A solução do problema proposto, apresentado no Teorema 11, pode ser alulada sem o usoda variável auxiliar t. Para tanto, por simpliidade, denote
CVaRαi

(p) = CVaRαi
(Giipi − γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi) (3.57)e

VaRαi
(p) = VaRαi

(Giipi − γ
i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi). (3.58)Proposição 8. Considere que as variáveis aleatórias {Gij; i,j = 1, . . . ,n} satisfazem as ondi-ções H1 e H2. Então, o CVaRαi

(p) e o VaRαi
(p) podem ser expressos omo

CVaRαi
(p) = γ

i
ηi +

1

αi
γ

i

∑

j 6=i

µijpj − µiipi −
1 − αi

αi
µiipi

(

ln(1 − αi) +
∑

j 6=i

ln
(

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)

)(3.59)e
VaRαi

(p) = γ
i
ηi + µiipi

(

ln(1 − αi) +
∑

j 6=i

ln
(

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)

)

, (3.60)respetivamente.Demonstração. Baseado na Proposição 1, o valor do CVaRαi
(p) pode ser determinado através



3.2 Resultados Prinipais 41do problema de otimização onvexa
CVaRαi

(p) = min
t∈R

Fαi
(p,t), (3.61)onde

Fαi
(p,t) = t +

1

αi

E[max{γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − Giipi − t,0}]. (3.62)Substituindo a equação (3.56) no lado direito da equação (3.62), tem-se que
Fαi

(p,t) = t +
1

αi

(

γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

µijpj − µiipi − t + µiipi exp
(

−
γ

i
ηi − t

µiipi

)

∏

j 6=i

(

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)−1
)

.(3.63)Para obter a solução ótima do problema (3.61), aplia-se a ondição de otimalidade deprimeira ordem para problemas onvexos e irrestritos (veja [33, 34℄). Sendo assim, a ondiçãoneessária e su�iente, que arateriza seus pontos rítios, é dada por
∂Fαi

(p,t)

∂t
=

αi − 1

αi
+

1

αi
exp(−

γ
i
ηi − t

µiipi
)
∏

j 6=i

(

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)−1
= 0. (3.64)Logo,

t = γ
i
ηi + µiipi

(

ln(1 − αi) +
∑

j 6=i

ln
(

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)

)

. (3.65)Baseado na Proposição 1, VaRαi
(p) = t, justi�ando a expressão (3.60). Finalmente, subs-tituindo o valor de t da equação (3.65) em (3.63), obtém-se a expressão (3.59).Comentário 1. No Capítulo 2, foi estabeleida a seguinte identidade

{p ∈ Rn
+ | VaRαi

(Giipi − γ
i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi) ≤ 0} ≡

{p ∈ Rn
+ | P (Giipi − γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi > 0) ≤ αi}. (3.66)Na seqüênia, essa equivalênia será veri�ada para o aso onde as hipóteses H1 e H2 são



42 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao Risoválidas. Sendo assim, baseado na Proposição 8, tem-se que
{p ∈ Rn

+ | VaRαi
(γ

i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

gijpj − giipi) ≤ 0} ≡

{p ∈ Rn
+ | γ

i
ηi + µiipi ln

(

(1 − αi)
∏

j 6=i

(

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)

)

≤ 0} ≡

{p ∈ Rn
+ | (1 − αi) exp

( γ
i
ηi

µiipi

)

∏

j 6=i

(

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)

≤ 1}. (3.67)Logo, pela desigualdade (2.25), a equivalênia está justi�ada.Com base no Teorema 10, outra forma de alular a solução do problema proposto é apre-sentada a seguir.Teorema 12. Considere uma rede sem �o, onde o desvaneimento rápido de ada anal derádio é araterizado através de um ambiente Rayleigh. Além disso, onsidere que esses anaissão mutuamente independentes. Sendo assim, as ondições H1 e H2 são válidas. Então, oproblema de otimização onvexa
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: γ
i
ηi +

1

αi
γ

i

∑

j 6=i

µijpj − µiipi −
1 − αi

αi
µiipi

(

ln(1 − αi) +
∑

j 6=i

ln
(

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)

)

≤ 0,

i = 1, . . . ,n, (3.68)fornee a solução ótima do problema (3.46).Comentário 2. Note que quando αi → 1 para i = 1, . . . ,n, o problema (3.68) reduz-se aoproblema de CPT determinístio (2.6) onsiderando que ada ganho do anal é substituídopelo seu valor esperado.A seguir, no Teorema 13, mostra-se que ada uma das restrições de desigualdade do pro-blema (3.68) está ativa no ponto p∗, solução ótima desse problema. Para obter esse resultado,na proposição a seguir, apresentam-se as araterístias de monotoniidade do CVaR.Proposição 9. A função CVaRαi
(p) para p > 0 e 0 < α < 1 é



3.2 Resultados Prinipais 43(i) deresente em pi, isto é,
CVaRαi

(p = [p1, . . . ,pi, . . . ,pn]) < CVaRαi
(p′ = [p1, . . . ,p

′
i, . . . ,pn]) quando pi ≥ p′i;(3.69)(ii) resente em pj para j 6= i, isto é,

CVaRαi
(p = [p1, . . . ,pi, . . . ,pn]) > CVaRαi

(p′ = [p′1, . . . ,pi, . . . ,p
′
n]) quando pj ≥ p′j.(3.70)Demonstração. Antes de provar as araterístias de monotoniidade do CVaRαi

, note que
∂ CVaRαi

(p)

∂pi

=
∂

∂pi

(

−µiipi −
1 − αi

αi

µiipi

(

ln(1 − αi) +
∑

j 6=i

ln(1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)
)) (3.71)

= −µii

(

1 +
1 − αi

αi

ln(1 − αi)
)

−
1 − αi

αi

µii

∑

j 6=i

(

ln(1 +
γ

i
µijpj

µiipi

) −

γ
i
µijpj

µiipi

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)(3.72)e
∂ CVaRαi

(p)

∂pj

=
∂

∂pj

(

γ
i
µijpj − (1 − αi)µiipi ln(1 +

γ
i
µijpj

µiipi

)
) (3.73)

= γ
i
µij(1 −

1 − αi

1 +
γ

i
µijpj

µiipi

). (3.74)Para demostrar o item (i), a desigualdade ∂ CVaRαi
(p)/∂pi < 0 deve ser satisfeita para ada

i. Baseado na equação (3.72), essa desigualdade é umprida, uma vez que
ln(1 + xij) >

xij

1 + xij

, para todo xij =
γ

i
µijpj

µiipi

> 0. (3.75)Para demonstrar o item (ii), a desigualdade ∂ CVaRαi
(p)/∂pj > 0 deve ser veri�ada paraada j 6= i. Baseado na equação (3.74), essa desigualdade pode ser expressa equivalentementeomo

αiµiipi + γ
i
µijpj > 0, (3.76)a qual evidentemente é válida.



44 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao RisoTeorema 13. Considere que o onjunto fatível do problema (3.68) não é vazio e sua soluçãoótima é p∗ = [p∗i ] ∈ Rn
+. Então, ada uma das restrições de desigualdade, que de�nem oonjunto fatível do problema (3.68), está ativa no ponto p∗, isto é,

CVaRαi
(p∗) = CVaRαi

(Giip
∗
i − γ

i

∑

j 6=i

Gijp
∗
j − γ

i
ηi) = 0, i = 1, . . . ,n, (3.77)ou equivalentemente

γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

µijp
∗
j − µiip

∗
i + CVaR∆

αi
(Giip

∗
i − γ

i

∑

j 6=i

Gijp
∗
j) = 0, i = 1, . . . ,n. (3.78)Logo, o problema de otimização onvexa (3.56) fornee o par (p∗,t∗) ∈ Rn

+ × R− onde p∗ éa solução ótima do problema (3.68) e
t∗i = VaRαi

(Giip
∗
i − γ

i

∑

j 6=i

Gijp
∗
j − γ

i
ηi). (3.79)Demonstração. Para demonstrar esse resultado, observe que, pela Proposição 9, a função

CVaRαi
(p) é monótona resente em pj, para j 6= i, e monótona deresente em pi. Con-sidere que nem todos os valores de CVaRαi

(p∗) são iguais e esolha o índie j para o qual
CVaRαj

(p∗) < 0. Se o valor de p∗j é derementado, o valor de CVaRαj
(p∗) rese e todos osoutros valores de CVaRαi

(p∗) deresem. Entretanto, essa a�rmação ontradiz a hipótese deque o CVaRαi
(p∗) está ativo em p∗. A equivalênia entre (3.77) e (3.78) deorre da apliaçãodo Teorema 4 e da ondição D1 da De�nição 2. Finalmente, pelo Teorema 10, a segunda partedesse teorema está justi�ada.A seguir, a araterização dual das medidas de dispersão é utilizada para apresentar, deoutra forma, a solução entralizada do problema de CPT via o CVaR, mostrada no Teorema 13.Essa forma tem a mesma estrutura da solução entralizada assoiada ao problema determinis-tio do CPT, araterizada em (2.9) e (2.8). Entretanto a de�nição da matriz de interferênianormalizada e do vetor de ruído normalizado são diferentes.Teorema 14. Seja

Q∗
i = {Qi | 0 ≤ Qi ≤ α−1

i , E[Qi] = 1,

Qi(ω) = α−1
i 11{Gii(ω)p∗

i
−γ

i

∑

j 6=i Gij(ω)p∗
j
<−VaRαi

(Giip∗i −γ
i

∑

j 6=i Gijp∗
j
)}} (3.80)o onjunto de identi�adores de riso assoiado ao CVaR∆

αi
(Giip

∗
i − γ

i

∑

j 6=i Gijp
∗
j ). Então, a



3.2 Resultados Prinipais 45solução ótima do problema de CPT via o CVaR pode ser expressa omo
p∗ = (I − B)−1u, quando rσ(B) < 1, (3.81)onde

I ∈ Rn×n, B = [γ
i

µij + Covar(Gij,Q
∗
i )

µii + Covar(Gii,Q
∗
i )

11{i6=j}] ∈ Rn×n
+ , (3.82)

u = [γ
i

ηi

µii + Covar(Gii,Q∗
i )

] ∈ Rn
+ e Q∗

i ∈ Q∗
i , (3.83)denotam a matriz identidade, a matriz de interferênia normalizada via o CVaR e o vetor deruído normalizado via o CVaR, respetivamente e 11{·} representa a função delta de Dira.Demonstração. Pelo Teorema 13, a solução ótima do problema de CPT via o CVaR satisfaz oonjunto de equações em (3.78).Por outro lado, baseado na araterização dual de uma medida de dispersão, apresentadana equação (3.32), e no onjunto de identi�adores de riso Q∗, de�nido na equação (3.39),uma medida de dispersão pode ser expressa omo

D(X) = Covar(−X,Q∗), Q∗ ∈ Q∗. (3.84)Apliando esse resultado ao onjunto de equações em (3.78), o mesmo pode ser esrito omo
γ

i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

µijp
∗
j − µiip

∗
i + Covar(γ

i

∑

j 6=i

Gijp
∗
j − Giip

∗
i ,Q

∗
i ) = 0, (3.85a)

Q∗
i ∈ Q∗

i , i = 1, . . . ,n, (3.85b)onde Q∗
i é o onjunto de identi�adores de riso assoiado ao CVaR∆

αi
(Giip

∗
i − γ

i

∑

j 6=i Gijp
∗
j),de�nido em (3.80).A equação (3.81) é justi�ada apliando as propriedades básias da função ovariânia e oTeorema de Perron-Frobenious para matrizes não negativas ao onjunto de equações em (3.85)(f. [43, 44℄).Comentário 3. Note que, se αi → 1 para i = 1, . . . ,n, então Q∗

i = {1} e Covar(Gij ,Q
∗
i ) = 0.Sendo assim, a matriz de interferênia normalizada e o vetor de ruído normalizado via o CVaRoinidem om aqueles apresentados em (2.8) quando ada ganho do anal é substituído peloseu valor esperado.



46 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao Riso3.2.2 Solução Subótima e Distribuída do Problema Restrito de CPTvia o CVaRConsiderando que, no problema proposto em (3.46), o ruído é nulo e a potênia transmitidaem ada enlae é limitada inferior e superiormente, nesta subseção, apresenta-se um algoritmoque utiliza somente informação loal e que onverge para uma solução subótima do problemaentralizado de CPT via o CVaR.Nesse ontexto, o problema de CPT é dado por
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: CVaRαi
(Giipi − γ

i

∑

j 6=i

Gijpj) ≤ 0, p
i
≤ pi ≤ pi, i = 1, . . . ,n,

(3.86)onde pi representa a potênia transmitida no i-ésimo enlae, sendo p
i
e pi seus valores mínimoe máximo, respetivamente. Além disso, Gij denota o ganho do anal entre o transmissor do

j-ésimo enlae e o reeptor do i-ésimo enlae, satisfazendo as ondições H1 e H2, e ηi desreveo ruído no reeptor do i-ésimo enlae. Adiionalmente, γ
i
denota o limiar do SIR (Signal-to-Interferene Ratio) requerido no i-ésimo enlae. Finalmente, o riso da qualidade do enlae équanti�ado via o CVaR om nível αi, araterizado na De�nição 8.Com base no Teorema 12 no próximo orolário, apresenta-se a solução entralizada doproblema aima estabeleido.Corolário 1. Considere uma rede sem �o, onde o desvaneimento rápido de ada anal de rádioé araterizado através de um ambiente Rayleigh e esses anais são mutuamente independentes,isto é, as ondições H1 e H2 são válidas. Além disso, o ruído é nulo e a potênia transmitida élimitada inferior e superiormente. Então, o problema de otimização onvexa

min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a:
1

αi
γ

i

∑

j 6=i

µijpj − µiipi −
1 − αi

αi
µiipi

(

ln(1 − αi) +
∑

j 6=i

ln(1 +
γ

i
µijpj

µiipi
)
)

≤ 0,

p
i
≤ pi ≤ pi, i = 1, . . . ,n,

(3.87)
fornee a solução ótima do problema (3.86).As restrições de desigualdade no problema (3.87), que quanti�am o riso da qualidade do



3.2 Resultados Prinipais 47enlae no sistema através do CVaR, podem ser expressas omo
µiipi

(

1 +
1 − αi

αi

(

ln(1 − αi) +
∑

j 6=i

ln(1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)
)

)

≥
1

αi

γ
i

∑

j 6=i

µijpj , i = 1, . . . ,n. (3.88)Utilizando uma notação vetorial, o onjunto de desigualdades em (3.88) pode ser reesritoomo
p ≥ I(p), (3.89)onde p = [pi] ∈ Rn

+ e I(p) = [Ii(p)] ∈ Rn
+ sendo

Ii(p) =
γ

i

∑

j 6=i µijpj

µii

(

αi + (1 − αi) ln(1 − αi) + (1 − αi)
∑

j 6=i ln(1 +
γ

i
µijpj

µiipi
)
) . (3.90)Pode-se provar que o funional Ii(p) não é uma função de interferênia padrão (veja aDe�nição 1). Entretanto, na Proposição 11, mostra-se que o limitante superior do Ii(p) sa-tisfaz as propriedades que araterizam uma função de interferênia padrão. Sendo assim,no Teorema 15, obtém-se um algoritmo distribuído que onverge para uma solução subótimado problema (3.87), apliando o Teorema 1 e 2. Para demonstrar esse resultado, de�ne-se o

CES (Certainty-Equivalent System), apresentado em [15℄, e determina-se o limitante superiore inferior da função Ii(p), baseado no Lema 2.De�nição 13. O CES é o sistema no qual a variação estatístia do sinal de rádio é om-pletamente ignorada, sendo essas variáveis aleatórias substituídas por seus respetivos valoresesperados. Sendo assim, onsiderando que o ruído é nulo, isto é, ηi = 0, i = 1, . . . ,n, no CES,as seguintes restrições
γ

i

∑

j 6=i

µijpj − µiipi ≤ 0, i = 1, . . . ,n, (3.91)garantem uma adequada operação desse sistema. As desigualdades antes menionadas podemser reesritas equivalentemente omo
γ̂i =

γi

γ
i

=
µiipi

γ
i

∑

j 6=i µijpj
≥ 1, (3.92)onde γ̂i denota o CEM (Certainty-Equivalent Margin) para o i-ésimo enlae.
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ln

(

1 +

n
∑

k=1

xk

)

≤
n

∑

k=1

ln(1 + xk) ≤
n

∑

k=1

xk (3.93)são válidas.Proposição 10. Os limitantes inferior e superior da função Ii(p) são dados por
I i(p) =

pi

(1 − αi) + (αi + (1 − αi) ln(1 − αi))γ̂i

≤ Ii(p) ≤

I i(p) =
pi

(

αi + (1 − αi) ln(1 − αi) + (1 − αi) ln(1 + 1
γ̂i

)
)

γ̂i

, (3.94)onde γ̂i é de�nido em (3.92).A partir do resultado obtido na Proposição 10, pode-se observar que os limitantes inferiore superior do Ii(p) oinidem quando αi → 1 ou γ̂i → ∞. No primeiro aso, I i(p) = Ii(p) =

I i(p) = piγ̂
−1
i e no segundo aso I i(p) = Ii(p) = I i(p) = 0.Na Figura 3.1, apresenta-se o grá�o da relação entre o limitante superior do Ii(p) e olimitante inferior do mesmo, em função do γ̂i e de αi. Observa-se que essa relação (i) tende a1 quando αi → 1 ou γ̂i → ∞ e (ii) é monótona deresente om respeito a αi (γ̂i), para valores�xos de γ̂i (αi, respetivamente).Proposição 11. I i(p) é uma função de interferênia padrão.Demonstração. (i) Positividade: É imediata.(ii) Monotoniidade: Para pi ≥ 0, é imediata. Para pj ≥ 0 quando j 6= i, a monotoniidadede I i(p) é justi�ada se, para ada pj ≥ 0, tem-se que

∂I i(p)

∂pj
≥ 0. (3.95)A desigualdade aima é equivalente a

ln
(

1 +
γ

i

∑

j 6=i µijpj

µiipi

)

−
γ

i

∑

j 6=i µijpj

µiipi + γ
i

∑

j 6=i µijpj
≥ 0. (3.96)
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Fig. 3.1: Relação entre o limitante superior e o limitante inferior da interferênia efetiva no
i-ésimo enlae.De�nindo xi =

γ
i

∑

j 6=i µijpj

µiipi
e substituindo-o em (3.96), tem-se que

ln(1 + xi) −
xi

1 + xi

≥ 0. (3.97)A desigualdade (3.97) é válida para todo xi ≥ 0.(iii) Esalabilidade: É imediata.Assim, �naliza-se a demonstração do teorema.Baseado na Proposição 11 e nos Teoremas 1 e 2, a seguir apresenta-se um algoritmo sub-ótimo para o CPT, que utiliza apenas a informação loal (γ̂i).Teorema 15. Considere que p∗ é a solução ótima do problema (3.86). Então, o algoritmosubótimo e distribuído assoiado a esse problema é dado por
p̂i(k + 1) = min{pi, max{p

i
,

1
(

αi + (1 − αi) ln(1 − αi) + (1 − αi) ln(1 + 1
γ̂i(k)

)
)

γ̂i(k)
p̂i(k)}},

i = 1, . . . ,n, k = 0,1, . . . , (3.98)
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γ̂i(k) =

γi(k)

γ
i

=
µiip̂i(k)

γ
i

∑

j 6=i µij p̂j(k)
. (3.99)O algoritmo onverge para p̂∗ ≥ p∗. Entretanto, p̂∗ → p∗ quando αi → 1 ou γ̂i → ∞ paraada i ∈ {1, . . . ,n}.Comentário 4. Note que quando αi = 1 para i = 1, . . . ,n, o algoritmo (3.98) reduz-se aoalgoritmo (2.17), isto é, ao algoritmo determinístio, quando ada ganho do anal é substituídopelo seu valor esperado.3.2.3 Notas e Referênias1. A seguir, apresenta-se um algoritmo que gera uma seqüênia {p(k)}∞k=1, a qual onvergepara a solução ótima do problema não onvexo de CPT via o VaR om nível α = [αi], de�nidoem (2.26) omo

min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: VaRαi
(Giipi − γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi) ≤ 0, i = 1, . . . ,n,

(3.100)onde pi representa a potênia transmitida no i-ésimo enlae, Gij denota o ganho do anal dotransmissor do j-ésimo enlae ao reeptor do i-ésimo enlae onsiderando que as ondições H1e H2 são satisfeitas e ηi desreve o ruído no reeptor do i-ésimo enlae. Finalmente, para o
i-ésimo enlae, γ

i
denota o limiar inferior do SINR requerido e o VaRαi

representa o VaR omnível αi, araterizado na De�nição 7.O algoritmo utiliza a propriedade da dominânia do CVaR sobre o VaR, isto é, CVaRα(X) ≥

VaRα(X) e onsidera-se que existe um valor de α0 tal que CVaRα0 = VaRα (f. [86℄). Sendoassim, a ada iteração, o algoritmo determina a solução do problema onvexo de CPT via o
CVaR om nível α(k). Essa solução aproxima-se da solução do problema de CPT via o VaRquando α(k) → α0.Algoritmo que alula uma solução do problema de CPT via o VaR om nível
α:Passo 1: Considere δi = 0,001 e ǫi = 0,001 para i = 1, . . . ,n e faça k = 1 e α(k) = α;
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min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi sujeito a:

γ
i
ηi +

1

αi(k)
γ

i

∑

j 6=i

µijpj − µiipi −
1 − αi(k)

αi(k)
µiipi

(

ln(1 − αi(k)) +
∑

j 6=i

ln(1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)
)

≤ 0,

i = 1, . . . ,n,e faça p(k) = p;Passo 3: Para ada enlae, alule
P (Γi(k) =

Giipi(k)
∑

j 6=i Gijpj(k) + ηi
< γ

i
) = 1 − exp(−

γ
i
ηi

µiipi(k)
)
∏

j 6=i

(

1 +
γ

i
µijpj(k)

µiipi(k)

)−1

.Se P (Γi(k) < γ
i
) < αi, faça αi(k+1) = αi(k)−δi; aso ontrário, faça αi(k+1) = αi(k)+δi;Passo 4: Para ada enlae, veri�que se o seguinte ritério de parada do algoritmo é satisfeito:

‖P (Γi(k) < γ
i
) − αi‖ ≤ ǫi. Em aso negativo, adote k = k + 1 e retorne ao Passo 2.2. Em [69℄, de�ne-se a medida de riso Bernstein om nível α ∈ (0,1) omo

Bernsteinα(X) = inf
t>0

t log(α−1E[exp(−t−1X)]). (3.101)O onjunto de aeitabilidade, assoiado a essa medida de riso, é dado por
ABernsteinα

(X) = {X | Bernsteinα(X) = inf
t>0

t log(α−1E[exp(−t−1X)]) ≤ 0}. (3.102)Pode-se demonstrar que esse onjunto é um onjunto onvexo e está ontido no onjuntode aeitabilidade não onvexo assoiado ao VaR, ou seja,
ABernsteinα

⊂ AVaRα
. (3.103)Sendo assim, uma aproximação onvexa para o problema de CPT via o VaR pode ser
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min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: Bernsteinαi
(Giipi − γ

i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi) ≤ 0, i = 1, . . . ,n,

(3.104)onde pi denota a potênia transmitida no i-ésimo enlae, Gij é uma variável aleatória querepresenta o ganho do anal entre o transmissor do j-ésimo enlae e o reeptor do i-ésimoenlae e ηi desreve o ruído no reeptor do i-ésimo enlae. Além disso, γ
i
denota o limiar do

SINR requerido no i-ésimo enlae. Finalmente, para ada enlae, Bernsteinαi
denota a medidade riso Bernstein om nível αi ∈ (0,1), de�nida em (3.101).Considerando que as variáveis aleatórias {Gij , i,j = 1, . . . ,n}, as quais desrevem o estadodo sistema de omuniações sem �o, são mutuamente independentes, isto é, a ondição H2 ésatisfeita, a solução do problema (3.104) pode ser obtida em termos do seguinte problema deotimização onvexa

min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: inf
t>0

{γ
i
ηi +

∑

j 6=i

tΛGij
(t−1γ

i
pj) + tΛGii

(−t−1pi) − t log αi} ≤ 0,

i = 1, . . . ,n,

(3.105)
onde ΛGij

(t) = log MGij
(t) representa o logaritmo da função geradora de momentos MGij

(t) =

E[exp(tGij)].Observe que, no problema (3.105), podem ser utilizados diversos modelos probabilísti-os para desrever o desvaneimento rápido do sinal de rádio. Por exemplo, num ambienteNakagami-m, a potênia do sinal reebido Gij , para ada i,j ∈ {1, . . . ,n}, é desrita por umavariável aleatória om distribuição Gamma
FGij

(gij) = 1 −
1

Γ(mij)
Γ(mij,

mijgij

µij

), (3.106)onde Γ(a,b) =
∫ ∞

b
xa−1 exp(−x)dx representa a função Gamma inompleta, Γ(a) = Γ(a,0)denota a função Gamma, µij = E[Gij] denota o valor esperado de Gij e mij ≥ 0,5 é o fatorde desvaneimento de Gij. Para valores de mij ≥ 1, tem-se um desvaneimento brando e, paravalores de mij ≤ 1, tem-se um desvaneimento severo. Em partiular, quando mij = 1, oganho do anal representa o desvaneimento rápido do sinal de rádio num ambiente Rayleigh.



3.2 Resultados Prinipais 53A função geradora de momentos assoiada a uma variável aleatória om distribuição Gammaé dada por
MGij

(t) =
( mij

mij − µijt

)mij

, mij − µijt > 0. (3.107)Considerando que, para ada i,j ∈ {1, . . . ,n}, o ganho Gij satisfaz a hipótese H1, ou seja,
mij = 1 e, substituindo a função geradora de momentos MGij

(t), apresentada em (3.107), nasrestrições de desigualdade do problema de otimização onvexa (3.105), o mesmo pode ser esritoomo
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: inf
t>0

{

γ
i
ηi +

∑

j 6=i

t log
( t

t − γ
i
µijpj

)

+ t log
( t

t + µiipi

)

− t log αi

}

≤ 0,

i = 1, . . . ,n.

(3.108)
3. O problema de CPT om aversão ao riso pode ser formulado omo

min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi + Di(Giipi − γ
i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi)

sujeito a: E[Giipi − γ
i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi] ≥ 0, i = 1, . . . ,n,

(3.109)onde� o vetor de deisão do problema é dado por p = [pi] ∈ Rn
+ (vetor de potênias transmitidas);� os dados do problema são representados através do onjunto {η,G,γ}, sendo

◦ η = [ηi] ∈ Rn
+, o vetor que ontém o ruído no reeptor de ada enlae;

◦ G = [Gij] ∈ Rn×n
+ , a matriz de ganhos do anal; e

◦ γ = [γ
i
] ∈ Rn

+, o vetor que ontém os limiares inferiores de reepção do SINR paraada enlae.Considera-se que(H1) o ganho do anal Gij desreve o desvaneimento rápido do sinal de rádio num am-biente Rayleigh. Sendo assim, a amplitude do sinal reebido Gij é uma variável



54 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao Risoaleatória, de�nida no espaço de probabilidade (Ω,F ,P ), a qual é exponenialmentedistribuída. Logo,
FGij

(gij) = P (Gij ≤ gij) = 1 − exp(−
gij

µij
), (3.110)onde µij = E[Gij ] denota o valor esperado de Gij;(H2) as variáveis aleatórias {Gij; ∀i,j ∈ {1, . . . ,n}} são mutuamente independentes;� os elementos estruturais do problema são desritos pelo onjunto {n,Di,≤}, sendo

◦ n ∈ Z+, o número de enlaes ativos;
◦ Di, uma medida de dispersão limitada no range inferior. Espei�amente, Di =

CVaR∆
αi
;

◦ ≤ representa �R+
, a ordem parial assoiada ao onjunto �nio onvexo e fehado

R+.Apliando o Teorema 4 e a Proposição 8, o CVaR∆
αi

(Giipi − γ
i

∑

j 6=i Gijpj − γ
i
ηi) pode serexpresso omo

CVaR∆
αi

(Giipi − γ
i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi) =

E[Giipi − γ
i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi] + CVaRαi

(Giipi − γ
i

∑

j 6=i

Gijpj − γ
i
ηi) =

1 − αi

αi

γ
i

∑

j 6=i

µijpj −
1 − αi

αi

µiipi

(

ln(1 − αi) +
∑

j 6=i

(

ln(1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)
)

)

. (3.111)Logo, baseado no Teorema 8, a solução do problema (3.109) pode ser expressa em termosdo seguinte problema de otimização onvexa
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi +
1 − αi

αi

γ
i

∑

j 6=i

µijpj −
1 − αi

αi

µiipi

(

ln(1 − αi) +
∑

j 6=i

(

ln(1 +
γ

i
µijpj

µiipi

)
)

)

sujeito a: γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

µijpj − µiipi ≤ 0, i = 1, . . . ,n. (3.112)



3.3 Exemplos Ilustrativos 553.3 Exemplos IlustrativosA seguir, apresentam-se exemplos numérios que ilustram os resultados obtidos na Seção 3.2.Utilizam-se funções do MATLAB que permitem determinar a solução de problemas de otimiza-ção não linear. Considere um sistema de omuniações sem �o om dois enlaes ativos (n = 2).O limiar do SINR requerido e o ruído no reeptor são
γ =

[

γ
1

γ
2

]

=
[

6dB 5,5dB] e η =
[

η1 η2

]

=
[

0,001 0,002
]

, (3.113)respetivamente. Seja o desvaneimento rápido de ada anal de rádio araterizado através deum ambiente Rayleigh om parâmetros
[

µ11 µ12

µ21 µ22

]

=

[

0,56880 0,00374

0,00402 0,38260

]

. (3.114)No primeiro exemplo, om o propósito de apresentar as diferenças entre as soluções doproblema de CPT via o CVaR e o VaR, denotadas por p∗CVaR e p∗VaR respetivamente, alula-sea degradação média da qualidade do i-ésimo enlae, de�nida omo
γ̃i = γ

i
− CVaRαi

(Γi(p
∗)), (3.115)onde Γi(p

∗) representa o SINR no i-ésimo enlae quando p∗ = p∗CVaR ou p∗ = p∗VaR. Mostra-seque γ̃i é menor quando a solução do problema de CPT é obtida via o CVaR do que aqueleobtido via o VaR. Finalmente, veri�a-se que a solução do problema de CPT via o Bernstein,denotada por p∗Bernstein, é mais onservativa, dado que a potênia total transmitida é maior.No segundo exemplo, onsiderando que o ruído é nulo e a potênia transmitida é limitadainferior e superiormente, determina-se a solução do problema de CPT via o CVaR, por meiode um algoritmo subótimo e distribuído. A onvergênia da seqüênia de valores gerada peloalgoritmo, denotada por {p̂(k)}, para uma solução subótima do problema é omprovada atravésdo alulo da distânia normalizada entre p̂(k) e p∗CVaR, de�nida omo
d(p̂(k),p∗CVaR) =

‖p̂(k) − p∗CVaR‖∞
‖p̂(0) − p∗CVaR‖∞

. (3.116)Considere que o ritério de parada do algoritmo é dado por
‖p̂(k + 1) − p̂(k)‖∞

‖p̂(k)‖∞
≤ 1 × 10−4. (3.117)



56 O Problema de CPT via Otimização Estoástia om Aversão ao RisoExemplo 1. Apliando o Teorema 11, ou equivalentemente, o Teorema 12, a solução ótimado problema de CPT, que minimiza a potênia total transmitida, onsiderando que o riso daqualidade de ada enlae é quanti�ado mediante o CVaR om nível α = [α1 α2] = [0,10 0,15],é dada por
p∗CVaR =

[

p∗1,CVaR p∗2,CVaR

]

=
[

0,3817 0,4310
]

. (3.118)Além disso, tem-se que
VaRα1

(Z∗
1) = −0,012569, VaRα2

(Z∗
2) = −0,014351, (3.119)

CVaRα1
(Z∗

1) = 1,3878 × 10−16 e CVaRα2
(Z∗

2 ) = 4.1633 × 10−17, (3.120)onde
Z∗

1 = G11p
∗
1, CVaR − γ

1
G12p

∗
2, CVaR − γ

1
η1, e Z∗

2 = G22p
∗
2, CVaR − γ

2
G21p

∗
1, CVaR − γ

2
η2.Na equação (3.120), note que as restrições de desigualdade do problema de CPT via o CVaRestão ativas na sua solução ótima p∗CVaR, veri�ando o resultado apresentado no Teorema 13.Por outro lado, apliando o algoritmo de�nido na Subseção 3.2.3, a solução do problema deCPT via o VaR om nível α = [α1 α2] = [0,10 0,15], é dada por

p∗VaR =
[

p∗1, VaR p∗2, VaR

]

=
[

0,0992 0,1369
]

. (3.121)Com o objetivo de determinar a degradação média da qualidade do enlae, de�nida em (3.115),gera-se realizações das variáveis aleatórias Γi(p
∗) para i = 1,2 quando a potênia transmi-tida p∗ é a solução dos problemas de otimização estoástia via CVaR e VaR. De possedessa informação, alula-se a função de distribuição de probabilidade das variáveis aleató-rias Γi(p

∗) | Γi(p
∗) ≤ −VaRαi

(Γi(p
∗)) para i = 1,2, a qual é mostrada na Figura 3.2. Sendoassim, os valores médios dessas variáveis aleatórias, isto é, CVaRαi

(Γi(p
∗)) = E[Γi(p) | Γi(p

∗) ≤

−VaRαi
(Γi(p

∗))], veri�am as seguintes desigualdades
CVaRα1

(Γ1(p
∗
CVaR)) = 6,4849 dB ≥ CVaRα1

(Γ1(p
∗
VaR)) = 2,9805 dB, (3.122)

CVaRα2
(Γ2(p

∗
CVaR)) = 5,7484 dB ≥ CVaRα2

(Γ2(p
∗
VaR)) = 2,4129 dB. (3.123)Logo, a solução forneida pelo problema de CPT via o CVaR tem uma degradação naqualidade do enlae menor do que aquela obtida através da solução do problema de CPT via o

VaR.
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Fig. 3.2: Função de distribuição de probabilidade e valor esperado das variáveis aleatórias
Γi(p

∗) | Γi(p
∗) ≤ −VaRαi

(Γi(p
∗)) quando p∗ = p∗CVaR e p∗ = p∗VaR para i = 1,2.O grá�o das realizações das variáveis aleatórias Γi(p

∗), denotado omo γi(p
∗,k), assim omotambém os valores do γ

i
e CVaRαi

(Γi(p
∗)) são apresentadas nas Figuras 3.3 e 3.4.Finalmente, a solução do problema de otimização onvexa (3.108), a qual fornee a potêniatransmitida ótima que minimiza a potênia total transmitida quando o riso da qualidade doenlae é medido através da medida de riso Bernstein om nível α = [α1 α2] = [0,10 0,15], é
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Fig. 3.3: Amostras do SINR no primeiro enlae via o CVaR (esquerda) e o VaR (direita).
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Fig. 3.4: Amostras do SINR no segundo enlae via o CVaR (esquerda) e o VaR (direita).



3.3 Exemplos Ilustrativos 59dada por
p∗Bernstein =

[

p∗1, Bernstein p∗2, Bernstein

]

=
[

4,3148 4,2022
]

. (3.124)Note que a solução forneida pelo problema de otimização estoástia via o CVaR é menosonservativa, uma vez que a potênia total transmitida é menor.Exemplo 2. Considere que, no sistema de omuniações sem �o antes desrito, os limiares do
SIR requerido são γ

1
= 6dB e γ

2
= 5.5dB, o ruído é nulo, isto é, η1 = η2 = 0 e os valores dapotênia transmitida são limitados superior e inferiormente pelos seguintes valores p

1
= 0,1,

p
2

= 0,05 e p1 = p2 = 6.Nesse ontexto, apliando o Corolário 1, a solução ótima do problema de CPT que mi-nimiza a potênia total transmitida, onsiderando que o riso da qualidade de ada enlae équanti�ado mediante o CVaR om nível α = [α1 α2] = [0,10 0,15], é dada por
p∗CVaR =

[

p∗1,CVaR p∗2,CVaR

]

=
[

0,1 0,055715
]

. (3.125)Por outro lado, apliando o Teorema 15, o algoritmo distribuído do problema de CPT viao CVaR, baseado somente em informação loal, gera uma seqüênia de valores da potêniatransmitida, denotada por {p̂(k)}, que onverge para a seguinte solução subótima do problema
p̂CVaR =

[

p̂1,CVaR p̂2,CVaR

]

=
[

0,1 0,055758
]

. (3.126)Na Figura 3.5, apresentam-se os valores da distânia normalizada entre p̂(k) e p∗CVaR alu-lados através da equação (3.116). Essa �gura mostra a onvergênia desse algoritmo para umponto próximo do ótimo e observa-se que sua taxa de onvergênia é linear.
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Fig. 3.5: Distânia normalizada entre p̂(k) e p∗CVaR para ada iteração do algoritmo distribuídode CPT via o CVaR.



Capítulo 4O Problema de CPT via OtimizaçãoRobustaO objetivo prinipal deste apítulo é apresentar a solução ótima do problema de otimizaçãorobusta de�nido em (2.34).Este apítulo está organizado da seguinte maneira. Na Seção 4.1, apresentam-se algumasde�nições e oneitos da Teoria de Otimização Robusta que foram utilizadas na Seção 4.2.Para maiores detalhes, onsulte [32, 34, 87℄ e suas referênias. Na Seção 4.2, apresenta-se asolução do problema de CPT onsiderando que os ganhos do anal e o ruído no reeptor sãoinertos. Espei�amente, supõe que esses parâmetros são desonheidos, mas pertenem a umdeterminado onjunto onvexo. Nessas ondições, a solução do problema robusto de CPT éapresentada em termos de um problema de otimização onvexa. Portanto, para obter a soluçãonuméria desse problema, algoritmos altamente e�ientes podem ser utilizados. Finalmente,om o propósito de ilustrar os resultados obtidos na Seção 4.2, são apresentados alguns exemplosnumérios na última seção deste apítulo (Seção 4.3).4.1 PreliminaresConsidere o seguinte problema de otimização �nia (POC) (f. [33, 34℄)(POC) min
x∈X⊆Rn

{cT x : f(x,y) �K 0},onde:� o vetor de deisão do problema é representado por x, o qual assume valores no onjuntoonvexo e fehado X ⊆ Rn; 61



62 O Problema de CPT via Otimização Robusta� o vetor de dados do problema é representado por y = [y1; . . . ; ym] ∈ Rm; e� os elementos estruturais do problema são desritos pelo onjunto {n,m,f(·,·), �K}, onde
n e m denotam as dimensões dos vetores x e y respetivamente, f(·,·) : X × Rm → Rnrepresenta uma função K-onvexa em x, isto é,

∀(x, x′ ∈ X , y ∈ Rm) e ∀λ ∈ [0,1] : f(λx + (1 − λ)x′,y) �K λf(x,y) + (1 − λ)f(x′,y)e �K denota a ordem parial assoiada ao onjunto �nio onvexo e fehado K.No POC, impliitamente onsidera-se que o vetor de dados, no momento de determinar asolução do problema, é exatamente onheido pelo deisor. Entretanto, em apliações prátias,o ambiente de deisão pode ser araterizado pelas seguintes ondições (f. [41, 87℄):(i) Os dados do problema podem ser parialmente onheidos pelo deisor, uma vez que essesparâmetros provêm de algum proesso de medição ou estimação;(ii) A solução ótima do problema, mesmo que alulada om bastante preisão, di�ilmentepoderá ser implementada de maneira exata, resultando na inerteza da fatibilidade dasolução implementada;(iii) As restrições do problema devem permaneer fatíveis, para todos os possíveis valoresassumidos pelo vetor de dados;(iv) Usualmente, a solução ótima torna-se severamente infatível quando os dados nominaisdo problema sofrem perturbações relativamente pequenas.As ondições (i) e (ii) impliam que o ambiente de deisão de�ne um problema de otimização�nia inerto (POCI). Esse problema é araterizado por um onjunto de POC om a mesmaestrutura {n,m,f(·,·),K}, porém o vetor de dados y pertene ao onjunto inerto Y ⊆ Rm, istoé, (POCI) {

min
x∈X⊆Rn

{cT x : f(x,y) �K 0} | y ∈ Y
}

.O POC, para um determinado valor do vetor de dados y no onjunto inerto Y , de�ne umarealização do POCI.A ondição (iii) implia que o vetor de deisão x do POCI deve satisfazer a seguinte restrição
f(x,y) �K 0, ∀y ∈ Y .



4.1 Preliminares 63Note que essa ondição de fatibilidade também é utilizada na Teoria de Controle Robusto(f. [54℄).A ondição (iv) implia que, em apliações prátias, não se pode ignorar que pequenasperturbações nos dados podem tornar infatível a solução ótima do POC.Com o objetivo de obter um ontrolador que atue no ambiente de deisão desrito anteri-ormente, em [32, 37, 38, 39, 40, 41℄ foi desenvolvida a Teoria de Otimização Robusta. Essateoria assoia ao POCI um únio problema de otimização �nia, denominado de ontrapartidarobusta assoiada ao POCI, de�nido omo(POCR) min
x∈X⊆Rn

{cT x : f(x,y) �K 0, ∀y ∈ Y}.Observe que uma solução fatível para o POCR, por de�nição, deve satisfazer as restriçõesdo problema para qualquer valor assumido pelo vetor de dados y no onjunto inerto Y . Essasolução é denominada de solução fatível robusta do POCI e a solução ótima do POCR édenominada de solução ótima robusta do POCI.É importante notar que o POCR é um problema de otimização semi-in�nita, uma vez queesse problema tem in�nitas restrições parametrizadas pelo vetor de dados y ∈ Y . Conseqüente-mente, para determinar a solução do POCR através de algoritmos altamente e�ientes, omo,por exemplo, o algoritmo baseado no método de pontos interiores, deve-se restringir a estruturada função f e do onjunto inerto Y . A seguir, apresentam-se as proposições, estabeleidasem [32℄, que determinam essas restrições e que permitem reesrever, de forma equivalente, asdesigualdades semi-in�nitas omo restrições �nias, na forma padrão.Considere que(H1) O POCI tem inerteza onvexa, isto é, a função f(x,y) é K-onvexa em y para ada
x ∈ X . Logo,

∀(x ∈ X , y, y′ ∈ Y) e ∀λ ∈ [0,1] : f(x,λy + (1 − λ)y′) �K λf(x,y) + (1 − λ)f(x,y′).Proposição 12. [32℄ Sejam P um POCI que satisfaz a ondição (H1) e P′ um POCI obtido apartir de P, ao substituir o onjunto inerto Y pela sua aixa onvexa fehada (Y ′ = convY).Então, as ontrapartidas robustas de P e P′ são idêntias.Baseado na Proposição 12, sem perda de generalidade, supõe-se que(H2) O onjunto inerto Y é onvexo e fehado.A seguinte proposição é uma onseqüênia direta das ondições (H1) e (H2).



64 O Problema de CPT via Otimização RobustaProposição 13. [32℄ Considere um POCI que satisfaz as ondições (H1) e (H2) e suponha queo onjunto fatível da ontrapartida robusta do POCI (ou seja, o POCR) não é vazio. Então,todas as realizações do POCI são fatíveis. Além disso, o valor ótimo do POCR é maior ouigual ao ótimo valor de ada realização do POCI.A partir da Proposição 13, onlui-se que geralmente existe uma diferença entre as pro-priedades da solução de ada uma das realizações do POCI e do POCR. Por exemplo, podeaonteer que todas as realizações de um POCI sejam fatíveis, mas que o POCR não sejafatível. Outro aso possível é que o valor ótimo do POCR seja maior que os valores ótimosde todas as realizações do POCI. Em [32℄, estabeleeram-se ondições neessárias e su�ientes,que garantem que os dois enários exempli�ados anteriormente não aonteçam. Essas ondi-ções são reproduzidas a seguir, onsiderando que y = [y1; . . . ; yn] ∈ Rm, onde yi ∈ Rmi om
∑n

i=1 mi = m e f(x,y) = [f1(x,y); . . . ; fn(x,y)].(H3) O one K de�ne o espaço n-dimensional dos reais não-negativos, i.e., K = Rn
+;(H4) A i-ésima omponente da função f(·,·) depende do vetor de deisão (x) e da i-ésimaomponente do vetor de dados (yi), a qual assume valores no onjunto onvexo e fehado

Yi ⊆ Rmi . Sendo assim, o onjunto inerto Y é de�nido pelo produto artesiano dosonjuntos Yi para i = 1, . . . ,n. Ou seja, Y = Y1 × · · · × Yn ⊆ Rm;(H5) O POCI tem inerteza a�m, isto é, a função f(x,y) é a�m em y para ada x ∈ X .Espei�amente, para um valor �xo de i, a função fi(·,·) : X × Yi → R, denominada defunção onvexa perturbada de forma a�m, é de�nida omo
fi(x,yi) = f0i(x) +

mi
∑

j=1

yijfji(x),onde f0i(·) representa uma função onvexa. Além disso, para ada valor de j = 1, . . . ,mi,
fji(·) denota uma função onvexa se yij ≥ 0. Por outro lado, fji(·) denota uma funçãoa�m se yij < 0.Proposição 14. [32℄ Considere que o POCI satisfaz as ondições (H2), (H3), (H4) e (H5).Então, a ontrapartida robusta do POCI (isto é, o POCR) é fatível se e somente se todas asrealizações do POCI são fatíveis. Além disso, o valor ótimo do POCR é o supremo de todosos valores ótimos das realizações do POCI.



4.1 Preliminares 65A partir deste ponto, restringe-se a análise do POCR assoiado ao POCI, que satisfaz asondições impostas pela Proposição 14, denotado por(POCR) min
x∈X⊆Rn

{cTx : fi(x,yi) ≤ 0, ∀yi ∈ Yi, i = 1, . . . ,n}.Observando o POCR a partir de uma perspetiva diferente, a seguinte equivalênia
fi(x,yi) ≤ 0, ∀yi ∈ Yi ⇔ max

yi∈Yi

fi(x,yi) ≤ 0permite expressar o POCR omo o seguinte aso partiular de um problema de otimização dedois níveis (PODN) (f. [88℄)(PODN) min
x∈X⊆Rn

{cT x : wi(x) ≤ 0, wi(x) = max
yi∈Yi

fi(x,yi), i = 1, . . . ,n}.Observe que, para alular a solução do PODN, onsidera-se o valor assumido pela a função
wi(x) no seu pior aso. Ou seja, se existe y∗

i ∈ Yi tal que fi(x,y∗
i ) ≥ fi(x,yi) para todo yi ∈ Yi,então a desigualdade wi(x) = fi(x,y∗

i ) ≤ 0 implia que fi(x,yi) ≤ 0 para todo yi ∈ Yi.Para determinar expliitamente a solução do problema de otimização interna no PODN, éneessário restringir a estrutura do onjunto inerto Y . Logo, onsidere que(H6) O onjunto inerto Yi é dado por
Yi =

{

yi = y0
i +

mi
∑

k=1

δyk
i uk : ‖u‖ ≤ Ωi

}

,onde y0
i representa o valor nominal do parâmetro inerto yi e δyk

i para k = 1, . . . ,mi,denota o onjunto de vetores que araterizam a perturbação do vetor yi. Finalmente,
Ωi denota o parâmetro de robustez do problema e ‖·‖ representa uma norma vetorialabsoluta, isto é, uma norma que satisfaz a propriedade ‖u‖ = ‖|u|‖.Note que, se as ondições (H5) e (H6) são válidas, então o problema de otimização nominal,isto é, o problema onde não existe inerteza nos dados (Ωi = 0, i = 1, . . . ,n), é expresso por

min
x∈X⊆Rn

{cT x : f0i(x) +

mi
∑

j=1

y0
ijfji(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,n}.Na próxima proposição, determina-se expliitamente a solução do problema de otimizaçãointerna no PODN, de forma similar ao determinado em [89℄. Para tanto, apresenta-se a seguintede�nição.



66 O Problema de CPT via Otimização RobustaDe�nição 14. Seja ‖x‖ a norma do vetor x em Rn. Então, a função
‖y‖D = max

‖x‖≤1
yTxé denominada de norma dual.Proposição 15. Seja wi(·) : Rn → R uma função onvexa araterizada por

wi(x) = max
yi∈Yi

fi(x,yi),onde a função fi(x,yi) e o onjunto Yi satisfazem as ondições (H5) e (H6), respetivamente.Então, a função wi(x) pode ser equivalentemente expressa omo
wi(x) = f0i(x) +

mi
∑

j=1

y0
ijfji(x) + Ωi

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥









∑mi
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∑mi
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∥

∥

∥
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∥

D

. (4.1)Demonstração. Baseado nas ondições (H5) e (H6), tem-se que
wi(x) = max

yi∈Yi

fi(x,yi) = f0i(x) +

mi
∑

j=1

y0
ijfji(x) + max

‖u‖≤Ωi

uT









∑mi

j=1 δy1
ijfji(x)...

∑mi

j=1 δyn
ijfji(x)









. (4.2)De�nindo ui = Ωisi e apliando a De�nição 14 no lado direito da equação (4.2), a expres-são (4.1) está justi�ada.No seguinte teorema, é apresentada a solução do POCR em termos de um problema deotimização �nia.Teorema 16. Considere que o POCI satisfaz as ondições (H5) e (H6). Então, a ontrapartidarobusta assoiada ao POCI é equivalente ao seguinte problema de otimização onvexa
inf

x∈X⊆Rn
cT x

sujeito a: f0i(x) +

mi
∑

j=1

y0
ijfji(x) + Ωi
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∥
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∥

∥
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∥
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D

≤ 0, i = 1, . . . ,n.
(4.3)

Sendo assim, o problema (4.3) fornee a solução ótima robusta do POCI.



4.1 Preliminares 67Comentário 5. Em relação ao problema (4.3), se(i) Ω = 0, isto é, quando não existe inerteza nos parâmetros do POCI, reupera-se a soluçãoótima do problema nominal assoiado ao POCI;(ii) Ω 6= 0, evidentemente seu onjunto fatível está ontido no onjunto fatível do problemanominal.Observe que, nas restrições de desigualdade do problema (4.3), o termo não-negativo re-presenta a margem de segurança, que torna robusta a restrição de desigualdade do problemanominal. Essa margem de segurança é função (i) do parâmetro de robustez (Ω), (ii) do on-junto de vetores de perturbação dos dados ({δyk, k = 1, . . . ,n}) e (iii) da norma utilizada nade�nição do onjunto inerto Y . Na proposição a seguir, obtêm-se desigualdades �nias quesão equivalentes às restrições de desigualdade do problema (4.3) para vários tipos de normasabsolutas, apliando o seguinte lema.Lema 3. Sejam l2, l∞ e l2∩∞ normas vetoriais em Rn, de�nidas omo
‖x‖2 =

(

n
∑

i=1

|xi|
2
)1/2

, ‖x‖∞ = max{|x1|, · · · ,|xn|}, e
‖x‖2∩∞= max{‖x‖2, Υ‖x‖∞}, onde Υ > 0respetivamente. Então, as seguintes expressões(i) ‖x‖D

2 ≤ y ⇔ ‖x‖2 ≤ y;(ii) ‖x‖D
∞ ≤ y ⇔

∑n
i=1 zi ≤ y, −z ≤ x ≤ z;(iii) ‖x‖D

2∩∞ ≤ y ⇔ ‖x − z‖2 +
1

Υ

n
∑

i=1

zi ≤ y, z ≥ 0;são válidas.Proposição 16. A desigualdade
f0i(x) +

mi
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y0
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≤ 0é equivalente



68 O Problema de CPT via Otimização Robusta(i) à restrição �nia de segunda ordem
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2

≤ 0,quando o onjunto inerto Yi é de�nido utilizando a norma l2 = ‖ · ‖2;(ii) às restrições lineares
f0i(x) +

mi
∑

j=1

y0
ijfji(x) + Ωi

n
∑

k=1

zki ≤ 0, −zki ≤
mi
∑

j=1

δyk
ijfji(x) ≤ zki, k = 1, . . . ,n,quando o onjunto inerto Yi é de�nido utilizando a norma l∞ = ‖ · ‖∞;(iii) às restrições �nias de segunda ordem
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mi
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2

+
Ωi

Υi

n
∑

k=1

zki ≤ 0, zi ≥ 0,quando o onjunto inerto Yi é de�nido utilizando a norma l2∩∞ = max{‖ · ‖2, Υi‖ · ‖∞}onde Υi > 0 .Em partiular, note que, para tornar robustas as restrições do problema nominal, o ustoassoiado é o inremento da omplexidade do problema. No item (i), onde o onjunto inerto éde�nido através de uma elipse, mantém-se o número de variáveis, mas tem-se uma desigualdade�nia de segunda ordem. No item (ii), onde o onjunto inerto é de�nido por uma aixa, adesigualdade é linear, porém inrementa-se o número de variáveis em n. Finalmente, no item(iii), tem-se uma ombinação desses efeitos.4.1.1 Notas e Referênias1. Considere que o POC é de�nido utilizando a função f(x,y) = Ax − b, onde A ∈ Rn×n e
b ∈ Rn, isto é, o POC é um problema de otimização �nia linear (POCL). Além disso, suponhaque esse POCL é de�nido no one� K = Rn

+, ou seja, o POCL é um problema de otimização linear. Neste aso, em [39℄e [90℄, foi mostrado que, para uma lasse abrangente de onjuntos inertos Y , a ontra-partida robusta assoiada ao problema de otimização linear inerto, apesar de apresentar



4.1 Preliminares 69geralmente um aumento na sua omplexidade, é omputaionalmente viável. Em outraspalavras, esse problema pode ser resolvido em um período de tempo polinomial, o qual éfunção das dimensões n e m do problema de otimização linear. Além disso, dependendoda lasse de onjunto inerto Y esolhida para representar a impreisão do vetor de dados
y, a omplexidade do problema nominal inrementa-se de diferentes formas. Por exemplo,quando o onjunto Y é de�nido utilizando a norma l2, a ontrapartida robusta do pro-blema de otimização linear pode ser expressa em termos de um problema de otimização�nia de segunda ordem. Entretanto, se o onjunto Y é de�nido através da norma l1, l∞ou l1∩∞, a ontrapartida robusta do problema de otimização linear ontinua sendo linear,mas a dimensão desse problema é inrementada.� K = Qn

+ ou K = Sn
+, isto é, o POCL é um problema de otimização �nia de segundaordem ou semi-de�nida, respetivamente. Neste aso, a ontrapartida robusta assoiadaa esses problemas de otimização inerto torna-se inviável omputaionalmente. Sendoassim, em [38℄, foram apresentados limitantes superiores para a ontrapartida robusta euma análise do grau de onservadorismo dessas aproximações.2. Em [87℄, estudou-se o aso onde o POC é de�nido no one K = Sn

+ e a função f(x,y) é a�mem x para ada y, e é raional em y para ada x. Além disso, onsidera-se que o onjuntoinerto Y desreve uma elipse. Esse modelo, apesar de pareer partiular, pode ser usado paradesrever o POCI apresentado neste apítulo.



70 O Problema de CPT via Otimização Robusta4.2 Resultados PrinipaisO objetivo prinipal deste apítulo é apresentar a solução ótima do seguinte problema deotimização robusta
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: fi(p,gi,ηi) = γ
i
ηi + γ

i

∑

j 6=i

gijpj − giipi ≤ 0, ∀(gi,ηi) ∈ Gi, i = 1, . . . ,n,
(4.4)onde� o vetor de deisão do problema é dado por p = [pi] ∈ Rn

+, o vetor de potênias detransmissão;� os dados do problema são representados através do onjunto {η,G,γ}, sendo
◦ η = [ηi] ∈ Rn

+, o vetor que ontém o ruído no reeptor de ada enlae;
◦ G = [gi] ∈ Rn×n

+ , a matriz de ganhos do anal;
◦ γ = [γ

i
] ∈ Rn

+, o vetor que ontém os limiares de reepção do SINR para ada enlae.Considera-se que
(gi,ηi) ∈ Gi, (4.5)sendo o onjunto Gi, que desreve a inerteza existente nos parâmetros (gi,ηi), de�nidoomo

Gi =
{

(gi, ηi) = (g0
i ,η

0
i ) +

n
∑

k=1

(δgk
i , δη

k
i )uk : ‖u‖ ≤ Ωi

}

, (4.6)onde g0
i ∈ Rn

+ (η0
i ∈ R+) representa o valor nominal do ganho do anal gi (do ruído ηi) e

δgk
i ∈ Rn

+ (δηk
i ∈ R+), para k = 1, . . . ,n, denota o onjunto de vetores que araterizama perturbação do ganho nominal do anal gi (do ruído nominal ηi, respetivamente).Finalmente, Ωi denota o parâmetro de robustez do problema e ‖·‖ representa uma normavetorial absoluta, isto é, uma norma que satisfaz a propriedade ‖u‖ = ‖|u|‖.� os elementos estruturais do problema são desritos pelo onjunto {n,fi,≤}, sendo

◦ n ∈ Z+, o número de enlaes ativos;
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◦ fi(p,gi,ηi) = γ

i
ηi + γ

i

∑

j 6=i gijpj − giipi, uma função a�m em p para todo (gi,ηi);
◦ ≤ representa �R+

, a ordem parial assoiada ao onjunto �nio onvexo e fehado
R+.A seguir, om base no Teorema 16, apresenta-se a solução do problema de ontrole robustoda potênia, em termos de um problema de otimização onvexa.Teorema 17. O problema de otimização onvexa

inf
p∈Rn
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n
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i
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i + γ
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∥
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n
ijpj − δgn
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∥
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∥

∥

∥

∥

∥

D

≤ 0,

i = 1, . . . ,n,

(4.7)
fornee a solução ótima robusta para o problema de CPT de�nido em (4.4).Demonstração. O problema de otimização robusta, de�nido em (4.4), pode ser expresso emtermos do POCR quando: o vetor de deisão é dado por x = [xi] ∈ Rn+1

+ , onde xi = pi11{i≤n} +

11{i=n+1}, o vetor que arateriza a função objetivo é dado por c = [ci] ∈ Rn+1, onde ci =

11{i≤n}, as funções que de�nem as restrições de desigualdade são dadas por fi(x,y) = f0i(x) +
∑mi

j=1 yijfji(x), onde fji(x) = γ
i
pj11{i6=j,1≤j≤n}− pi11{i=j e 1≤j≤n} + γ

i
11{j=n+1} e yij = gij11{j≤n} +

ηi11{j=n+1}, e o onjunto Gi, que desreve a inerteza existente nos parâmetros (gi,ηi), é de�nidoatravés do vetor y0
i = (g0

i ,η
0
i ), que representa o valor nominal dos dados, e dos vetores δyk

i =

(δgk
i ,δη

k
i ), que araterizam a perturbação dos dados nominais. Nessas ondições, ao apliar oTeorema 16, obtém-se o problema de otimização onvexa (4.7).Baseado na Proposição 16, o seguinte orolário apresenta soluções partiulares para o pro-blema robusto de ontrole da potênia transmitida, determinado no Teorema 17, onsiderandoque todos os onjuntos inertos Gi, para i = 1, . . . ,n, são de�nidos utilizando o mesmo tipo denorma. Note que, em geral, pode-se utilizar onjuntos inertos Gi para diversos tipos de norma.Corolário 2. A potênia de transmissão ótima robusta, de�nida pelo problema (4.7), pode serdeterminada através da solução do
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inf
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2

≤ 0,

i = 1, . . . ,n, (4.8)quando os onjuntos inertos Gi, para i = 1, . . . ,n, são de�nidos usando a norma l2 = ‖·‖2;(ii) problema de otimização linear
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: γ
i
η0

i + γ
i

∑

j 6=i

g0
ijpj − g0

iipi + Ωi

n
∑

k=1

qki ≤ 0,

− qki ≤ γ
i
δηk

i + γ
i

∑

j 6=i

δgk
ijpj − δgk

iipi ≤ qki, i,k = 1, . . . ,n,

(4.9)
quando os onjuntos inertos Gi, para i = 1, . . . ,n, são de�nidos usando a norma l∞ =

‖ · ‖∞;(iii) problema de otimização �nia de segunda ordem
inf

p∈Rn
+

n
∑

i=1

pi sujeito a:

γ
i
η0

i + γ
i

∑

j 6=i

g0
ijpj − g0

iipi + Ωi

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥









γ
i
δη1

i + γ
i

∑

j 6=i δg
1
ijpj − δg1

iipi − z1i...
γ

i
δηn

i + γ
i

∑

j 6=i δg
n
ijpj − δgn

iipi − zni









∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

+
Ωi

Υi

n
∑

k=1

zki ≤ 0,

zi ≥ 0, i = 1, . . . ,n, (4.10)quando os onjuntos inertos Gi, para i = 1, . . . ,n, são de�nidos usando a norma l2∩∞ =

max{‖ · ‖2, Υi‖ · ‖∞} onde Υi > 0.



4.3 Exemplos Ilustrativos 734.3 Exemplos IlustrativosA seguir, apresentam-se alguns exemplos numérios que ilustram os resultados obtidos naSeção 4.2. Utilizam-se funções do programa CVX [91℄, implementadas em MATLAB, que per-mitem determinar a solução ótima de problemas de otimização onvexa.Considere um sistema de omuniações sem �o om n = 2 usuários ativos. O limiar reque-rido do SINR e o ruído nominal no reeptor assumem os seguintes valores
γ =

[

γ
1

γ
2

]

=
[

6dB 6dB] e η0 =
[

η0
1 η0

2

]

=
[

0,01 0,01
]

. (4.11)Adiionalmente, a matriz de ganhos nominais do anal é dada por
G0 =

[

g0
11 g0

12

g0
21 g0

22

]

=

[

0,3288 0,1200

0,0602 0,3826

]

. (4.12)Nesse enário, o problema de otimização linear (2.6) quando ηi = η0
i e gij = g0

ij para
i,j = 1 . . . ,n, expresso omo

min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi

sujeito a: γ
i
η0

i + γ
i

∑

j 6=i

g0
ijpj − g0

iipi ≤ 0, i ∈ I = {1, . . . ,n},
(4.13)provê o nível de potênia transmitida nominal, o qual é dado por

p∗nominal =
[

p∗1, nominal p∗2, nominal

]

=
[

3,0293 2,0016
]

. (4.14)Uma vez que os ganhos do anal provêm de algum proesso de medição ou estimação,esses parâmetros não são exatamente onheidos. Em partiular, onsidera-se que os ganhosnominais do anal sofrem a seguinte perturbação
gij = (1 + ǫij)g

0
ij, i,j = 1, . . . ,n, (4.15)onde ǫij assume valores em [−0,01 0,01].Nesse ontexto, o problema de otimização linear inerto, assoiado ao problema (4.13), é
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}

∣
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∣
gij = (1 + ǫij)g

0
ij, i,j ∈ I, ∀ǫij ∈ [−0,01 0,01]



















.(4.16)Com o objetivo de avaliar o efeito dos ganhos inertos gij na solução nominal do pro-blema (4.16), de�ne-se sua variação normalizada omo
∆p∗nominal =

‖p∗nominal − p∗‖

‖p∗nominal‖
× 100%, (4.17)onde p∗ denota a solução ótima de uma realização do problema de otimização linear in-erto (4.16).Considerando que ǫij é uma variável aleatória uniforme, o valor máximo da seqüênia

{∆p∗nominal(k)}N
k=1 é 74,10%. Conseqüentemente, pode-se observar que perturbações relativa-mente pequenas nos ganhos do anal (1%) podem tornar a solução nominal do problema deCPT severamente infatível.A seguir, apresentam-se alguns exemplos onde o nível da potênia transmitida é insensívelàs variações desses parâmetros. Nos dois primeiros exemplos, mostra-se que o problema deCPT, quando os ganhos do anal são exatamente onheidos pelo deisor mas existem erros naimplementação da potênia transmitida, é equivalente ao problema de CPT onsiderando queos ganhos do anal assumem valores num determinado onjunto inerto. No último exemplo,onsidera-se que a informação disponível ao deisor é um onjunto de amostras do vetor deganhos gi ∈ Rn
+, dado por

Ĝi = {ĝ1
i , . . . ,ĝ

m
i }. (4.18)Nesse ontexto, alula-se a elipse de volume mínimo Ei = {gi : ‖Agi + b‖2 ≤ 1}, que ontém aasa onvexa do onjunto Ĝi, ou seja, conv Gi ⊆ Ei, através do problema de otimização onvexa

inf log det A−1

sujeito a: ‖Aĝk
i + b‖2 ≤ 1, k = 1, . . . ,m,

A = AT �Sn
+

0,

(4.19)onde as variáveis do problema são a matriz A (simétria e de�nida positiva) e o vetor b (f. [33℄).



4.3 Exemplos Ilustrativos 75Essa elipse pode ser expressa equivalentemente omo
Ei = {gi = g0

i + ∆Giu : ‖u‖2 ≤ 1}, (4.20)onde a matriz ∆Gi = A−1 e o vetor g0
i = −A−1b. Em seguida, onsiderando que a elipse de�neo onjunto inerto de ganhos do anal, isto é, Ei ≡ Gi, determina-se a solução robusta ótima doproblema de CPT.Exemplo 3. Considere que os ganhos do anal são exatamente onheidos pelo deisor, porémo valor da potênia transmitida no i-ésimo enlae ontém um ruído multipliativo, isto é,

p̂i = (1+ ǫi)pi, onde ǫi ∈ [−ǫi, ǫi]. Nesse enário, a ontrapartida robusta do problema de CPTproposto é dada por
min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

(1 + ǫi)pi

sujeito a: γ
i
η0

i + γ
i

∑

j 6=i

g0
ij(1 + ǫj)pj − g0

ii(1 + ǫi)pi ≤ 0, ∀ǫi ∈ [−ǫi, ǫi], i = 1, . . . ,n.(4.21)Introduzindo uma variável auxiliar, o problema (4.21) pode ser expresso equivalentementeomo
min

pn+1∈R,p∈Rn
+

pn+1

sujeito a:

n
∑

i=1

(1 + ǫi)pi ≤ pn+1, γ
i
η0

i + γ
i

∑

j 6=i

(g0
ij + g0

ijǫj)pj − (g0
ii + g0

iiǫi)pi ≤ 0,

∀ǫi ∈ [−ǫi, ǫi], i = 1, . . . ,n.

(4.22)
De�nindo as seguintes variáveis omo

ĝi =







[

gT
i 1

]T

, i ≤ n,
[

0T
n×1 1

]T

, i = n + 1,
, η̂i =







ηi, i ≤ n,

0, i = n + 1,
e γ̂

i
=







γ
i
, i ≤ n,

1, i = n + 1,
, (4.23)o problema de otimização semi-in�nita antes menionado pode ser esrito omo

min
pn+1∈R,p∈Rn

+

pn+1

sujeito a: γ̂
i
η̂i + γ̂

i

∑

j 6=i

ĝijpj − ĝiipi ≤ 0, ∀(η̂i, ĝi) ∈ Ĝi, i = 1, . . . ,n,
(4.24)



76 O Problema de CPT via Otimização Robustaonde o onjunto Ĝi, que desreve a impreisão dos dados do problema, é dado por
Ĝi =

{

(ĝi, η̂i) = (ĝ0
i , η̂

0
i ) +

n+1
∑

k=1

(δgk
i , δη

k
i )uk : ‖u‖ ≤ Ωi

}

, (4.25)sendo
δgk

ij = g0
ij11{i=k 6=n+1}, δηk

i = 11{i6=k=n+1}, Ωi = ǫi11{i6=n+1} e ‖ · ‖ = ‖ · ‖∞. (4.26)Apliando o Teorema 16 e a Proposição 16, o problema (4.24) pode ser expresso em termosdo seguinte problema de otimização linear
min

pn+1∈R,p∈Rn
+

pn+1

sujeito a: γ̂
i
η̂0

i + γ̂
i

∑

j 6=i

ĝ0
ijpj − ĝ0

iipi + Ωi

n+1
∑

k=1

qki ≤ 0,

− qki ≤ γ̂
i
δηk

i + γ̂
i

∑

j 6=i

δgk
ijpj − δgk

iipi ≤ qki, i,k = 1, . . . ,n + 1.

(4.27)
Supondo que ǫ1 = ǫ2 = 0,01, a solução do problema (4.27), que fornee a potênia transmi-tida robusta ótima, é dada por

p∗robusto =
[

p∗1, robusto p∗2, robusto

]

=
[

5,2739 3,4754
]

. (4.28)Na Figura 4.1, apresentam-se os níveis da potênia transmitida que são as soluções nominale robusta do problema de CPT proposto, assim omo também as soluções de algumas realiza-ções do problema de otimização linear inerto assoiado, inluindo sua solução no pior aso,onsiderando que ǫi é uma variável aleatória uniforme assumindo valores em [−ǫi, ǫi]. Observeque todas as soluções das realizações são menores que a solução robusta, exeto a solução obtidano pior aso a qual oinide om a última, veri�ando a validade da Proposição 14.Finalmente, ao apliar suessivamente o Teorema 16 e a Proposição 16 ao problema deotimização semi-in�nita (4.24) quando o onjunto inerto Gi é de�nido através da norma l2 ou
l2∩∞ (Υ1 = Υ2 = 2,2), obtém-se as soluções robustas do problema, dadas por

p∗robusto =
[

4,3347 2,8587
] ou p∗robusto =

[

4,2581 2,8085
]

, (4.29)respetivamente. Note que essas soluções geram uma potênia transmitida total menor queaquela apresentada em (4.28), uma vez que seus onjuntos inertos Gi são menores.
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p∗Fig. 4.1: Valores das potênias transmitidas nominal e robusta do Exemplo 3.Exemplo 4. Considere que os ganhos do anal são exatamente onheidos ao deisor, entre-tanto a potênia transmitida, no i-ésimo enlae, ontém um ruído aditivo, isto é, p̂i = pi + ǫi,onde ǫi ∈ [−ǫi, ǫi].Nesse ontexto, a ontrapartida robusta do problema de CPT é dada por

min
p∈Rn

+

n
∑

i=1

pi + ǫi

sujeito a: γ
i
η0

i + γ
i

∑

j 6=i

g0
ij(pj + ǫj) − g0

ii(pi + ǫi) ≤ 0, ∀ǫi ∈ [−ǫi, ǫi], i = 1, . . . ,n.
(4.30)Utilizando uma variável auxiliar, o problema (4.30) pode ser expresso equivalentementeomo

inf
pn+1∈R,p∈Rn

+

pn+1

sujeito a:

n
∑

i=1

pi + ǫi ≤ pn+1, γ
i
η0

i + γ
i

∑

j 6=i

g0
ijǫj − g0

iiǫi + γ
i

∑

j 6=i

g0
ijpj − g0

iipi ≤ 0,

∀ǫi ∈ [−ǫi, ǫi], i = 1, . . . ,n.

(4.31)
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ĝi =







[

gT
i 1

]T

, i ≤ n,
[

0T
n×1 1

]T

, i = n + 1,
, η̂i =







ηi, i ≤ n,

0, i = n + 1,
e γ̂

i
=







γ
i
, i ≤ n,

1, i = n + 1,
, (4.32)o problema de otimização antes menionado pode ser esrito omo

min
pn+1∈R,p∈Rn

+

pn+1

sujeito a: γ̂
i
η̂i + γ̂

i

∑

j 6=i

ĝijpj − ĝiipi ≤ 0, ∀(η̂i, ĝi) ∈ Ĝi, i = 1, . . . ,n,
(4.33)onde o onjunto Ĝi, que desreve a impreisão dos dados do problema, é dado por

Ĝi =
{

(ĝi, η̂i) = (ĝ0
i , η̂

0
i ) +

n+1
∑

k=1

(δgk
i , δη

k
i )uk : ‖u‖ ≤ Ωi

}

, (4.34)sendo
δgk

ij = 0, δηk
i =







−
g0

ii

γ
i

11{k 6=n+1}, k = i,

g0
ij11{k 6=i} + 11{i=n+1} k 6= i,

, Ωi =







ǫi, i ≤ n,

0 i = n + 1,
e ‖ · ‖ = ‖ · ‖∞.(4.35)Novamente, apliando o Teorema 16 e a Proposição 16, o problema de otimização semi-in�nita (4.33) pode ser expresso em termos do seguinte problema de otimização linear

min
pn+1∈R,p∈Rn

+

pn+1

sujeito a: γ̂
i
η̂0

i + γ̂
i

∑

j 6=i

ĝ0
ijpj − ĝ0

iipi + Ωi

n+1
∑

k=1

qki ≤ 0,

− qki ≤ γ̂
i
δηk

i + γ̂
i

∑

j 6=i

δgk
ijpj − δgk

iipi ≤ qki, i,k = 1, . . . ,n + 1.

(4.36)
Supondo que ǫ1 = ǫ2 = 0,01, a solução do problema (4.36), que fornee a potênia transmi-tida robusta ótima, é dada por

p∗robusto =
[

p∗1, robusto p∗2, robusto

]

=
[

3,5652 2,3536
]

. (4.37)Uma vez mais, onsiderando que ǫi é uma variável aleatória uniforme assumindo valores em
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[−ǫi, ǫi], na Figura 4.2, apresentam-se os níveis da potênia transmitida que são as soluçõesnominal e robusta do problema de CPT proposto, assim omo também as soluções de algumasrealizações do problema de otimização linear inerto assoiado, inluindo a solução no pioraso. Novamente, veri�a-se a validade da Proposição 14, dado que a solução robusta é a maiorsolução dentre todas as soluções das realizações do problema de otimização inerta.
Exemplo 5. Considere que o onjunto amostral Ĝi = {ĝ1

i , . . . ,ĝ
100
i } do vetor de ganhos gi para

i = 1,2 pode ser gerado omo
ĝk

ij = g0
ij + δĝk

ij, k = 1, . . . ,100 (4.38)onde δĝk
ij, que representa a perturbação do ganho nominal do anal g0

ij, é uma variável aleatórianormal om média nula e dispersão padrão igual a 0,001 quando i = j e igual a 0,01 quando
i 6= j.De posse dessa informação, a solução do problema de otimização onvexa (4.19) fornee as



80 O Problema de CPT via Otimização Robustaelipses Ei = {gi = g0
i + ∆Giu : ‖u‖2 ≤ 1} para i = 1,2, onde

g0
1 =

[

0,3287 0,1199
]

, ∆G1 =

[

2,3372 × 10−4 4,13182 × 10−5

4,1318 × 10−5 2,4915 × 10−3

] (4.39)
g0
2 =

[

0,0601 0,3826
]

, ∆G2 =

[

2,3995 × 10−3 −6,4786 × 10−5

−6,4786 × 10−5 2,6693 × 10−4

]

. (4.40)Na Figura 4.3, mostram-se o grá�o de ada elipse e os pontos que pertenem ao onjuntoamostral do vetor de ganhos. Como esperado, ada elipse é a elipse de volume mínimo queontém a asa onvexa do onjunto amostral do vetor de ganhos.Quando ada onjunto Gi, que desreve as inertezas no vetor de ganhos do anal gi, éde�nido utilizando a norma l2 e Ωi = 1 pode-se onsiderar que Gi ≡ Ei. Nesse ontexto, o valorótimo robusto da potênia transmitida, obtido através do problema onvexo (4.8), é dado por
p∗robusto =

[

p∗1, robusto p∗2, robusto

]

=
[

7,8040 5,1812
]

. (4.41)As soluções de algumas realizações do problema de otimização linear inerto, assim omotambém as soluções nominal e robusta do problema, são mostradas na Figura 4.4. Finalmente,veri�a-se a validade da Proposição 14, uma vez que as soluções do problema de otimizaçãoinerta são menores que a solução robusta.
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Capítulo 5ConlusãoNesta tese, estuda-se o problema de CPT quando o estado do sistema de omuniações sem�o é parialmente onheido pelo deisor. As prinipais ontribuições da tese são desritas aseguir:� No Capítulo 3, onsidera-se que os ganhos do anal, que desrevem o estado do sistema,são variáveis aleatórias que representam a variação rápida do sinal de rádio. Nesse e-nário, reformula-se o índie de desempenho do sistema, utilizando uma medida de risooerente. Espei�amente, utiliza-se o CVaR para quanti�ar o riso da qualidade doenlae ao invés do VaR, tradiionalmente empregado nos problemas de otimização esto-ástia om aversão ao riso. Apesar de essas medidas de riso quanti�arem diferentesaraterístias da função de distribuição subjaente, elas estão relaionadas. Em primeirolugar, o CVaR é a menor medida de riso oerente e invariante que domina o VaR. Essapropriedade do CVaR permite que o problema de ontrole de potênia proposto seja amelhor aproximação onvexa para o problema de CPT baseado no VaR, o qual é nãoonvexo. Em segundo lugar, o CVaR, por de�nição, mede o riso das perdas que trans-põem o limiar determinado pelo VaR. Sendo assim, a solução forneida pelo problemaproposto, além de garantir a fatibilidade da qualidade do enlae, quanti�a a severidadeda sua degradação, ao penalizar as realizações da qualidade do enlae que transpõe o li-miar determinado pelo VaR. A solução do problema de CPT via o CVaR foi determinadoem termos de um problema de otimização onvexa. Adiionalmente, um algoritmo dis-tribuído, que onverge para uma solução subótima do problema proposto, onsiderandoque o ruído é nulo e a potênia transmitida é limitada inferior e superiormente, foi de-senvolvido. Entretanto, num sistema onde os ganhos do anal oinidem om o seu valoresperado, o algoritmo onverge para a solução ótima do problema quando a qualidade doenlae, expressa pelo SIR, é maior que a qualidade mínima requerida. Finalizando esse83



84 Conlusãoapítulo, outros resultados foram obtidos:
◦ Mostrou-se que a solução entralizada dos problemas de CPT determinístio e esto-ástio via o CVaR têm a mesma estrutura, mas a matriz de interferênia e o vetorde ruido normalizado são diferentes;
◦ Obteve-se a solução do problema de CPT via o VaR, através de um proedimentoiterativo baseado em problemas de otimização onvexa quando o ruído no reeptornão é nulo;
◦ Determinou-se a solução ótima do problema de CPT quando o riso da qualidadedo enlae é quanti�ado por meio do Bernstein om nível α e o desvaneimentorápido do anal de rádio é araterizado através de um ambiente Nakagami-m. Esseproblema também é uma aproximação onvexa do problema de CPT via o VaR.� No Capítulo 4, onsidera-se que os ganhos do anal e o ruído não são exatamente o-nheidos pelo deisor, mas pertenem a um determinado onjunto onvexo. Esse modeloé motivado prinipalmente porque a solução ótima do problema de CPT determinístiopode tornar-se severamente infatível quando os dados nominais do problema, desri-tos pelo ganho do anal e pelo o ruído, sofrem perturbações relativamente pequenas. Asolução do problema de CPT proposto foi estabeleida em termos de um problema deotimização �nia.Conseqüentemente, para ambos problemas de CPT propostos, a solução foi alançadainrementando-se a omplexidade e/ou o número de variáveis do problema iniial. Entretanto,por ser um problema de otimização onvexa, existem algoritmos altamente e�ientes, omo,por exemplo, o algoritmo baseado no método dos pontos interiores, que permitem determinara solução numéria desse problema.Enerrando este apítulo, omo futuros trabalhos nesta linha de pesquisa, propõem-se:� Analisar o problema de otimização dual assoiado ao problema de CPT via o CVaR; noteque o problema primal pertene à lasse de problemas de otimização semi-in�nita linear(veja [92℄);� Obter um algoritmo iterativo e distribuído, que onverge para a solução ótima do pro-blema de CPT via o CVaR, onsiderando que o ruído no reeptor não é nulo;� Soluionar o problema de CPT robusto onsiderando que os onjuntos, que desrevem aimpreisão nos seus dados, são assimétrios;



85� Abordar outras variações do problema de CPT, omo, por exemplo, o problema de CPTintegrado ao problema de aloação da estação base;� Estudar o problema de CPT integrado a outros problemas de gestão dos reursos de rádio,omo, por exemplo, ao problema de Controle de Admissão de Chamadas.
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