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Resumo

Este trabalho aborda conceitos de estabilidade de segundo momento e
um problema de controle 6timo envolvendo sistemas lineares com saltos
Markovianos a tempo discreto. No modelo estudado, define-se como ho-
rizonte um tempo de parada T que representa a ocorréncia de um nimero
fixo N de falhas ou reparos (7y), ou a ocorréncia de uma falha crucial
(Ta), apOs as quais o sistema € paralisado para manuten¢do. Considera-se
ainda, um caso misto intermedidrio onde T representa 0 minimo entre 7y
e Ta . Estes tempos de parada coincidem com algum dos instantes de salto
da cadeia de Markov e a informacdo disponivel permite a reconfiguracao
da acdo de controle em cada um destes instantes, na forma de um ganho
de realimentacdo linear. Através do conceito denominado T-estabilidade
estocéstica sdo obtidas condi¢des necessdrias e suficientes para a esta-
bilidade estocdstica do sistema até a ocorréncia do tempo de parada Ta.
Estas condi¢cdes conduzem a um teste que se beneficia da estrutura da ca-
deia para propor uma decomposicao para a verificacdo de estabilidade em
média quadréatica, o que neste sentido, induz métodos algoritmicos mais
simples. Adcionalmente, a equivaléncia entre conceitos de T-estabilidade
estocéstica de segundo momento € estabelecida para os trés tempos de pa-
rada discriminados. A solug¢do 6tima para o problema de controle linear
quadratico (LQ) por realimentacdo de estado, com ou sem ruido Gaussi-
ano, tendo como horizonte os tempos de parada Ty ou Ty € apresentada.
Esta solugdo € dada em termos de um conjunto de equagdes algébricas de
Riccati recursivas ou um conjunto de equagdes algébricas de Riccati aco-
pladas (EARA). Além disso, aborda-se o problema de controle LQG por
realimentacio dindmica de saida via estimagdo de estado.

il
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Abstract

This work deals with second order stability concepts and a stochastic
optimal control problem involving discrete-time jump Markov linear sys-
tems. The jumps or changes between the system operation modes evolve
according to an underlying Markov chain. In the model studied, the pro-
blem horizon is defined by a stopping time T which represents either, the
occurrence of a fixed number N of failures or repairs (7}), or the occur-
rence of a crucial failure event (T,), after which the system is brought to
a halt for maintenance. In addition, an intermediary mixed case for which
T represents the minimum between Ty and 7T, is also considered. These
stopping times coincide with some of the jump times of the Markov state
and the information available allows the reconfiguration of the control ac-
tion at each jump time, in the form of a linear feedback gain. Using the
concept named stochastic T-stability, equivalent conditions to ensure the
stochastic stability of the system until the occurrence of the stopping time
T 1s obtained. These conditions lead to a test that benefits from the chain
structure for proposing a simpler decomposition algorithm for the mean
square stability verification. The work also develops equivalences among
second order 7-stability concepts, for all stopping times considered, that
parallels the results for infinite horizon problems. Considering 7y and Tx
as horizon, the optimal control solution for the linear quadratic (LQ) pro-
blem for state feedback, with or without Gaussian noise, is presented. The
solution is given in terms of recursions of a set of algebraic Riccati equa-
tions or a coupled set of algebraic Riccati equation (CARE). The LQG
optimal control problem for dynamic output feedback using state estima-
tion is also studied.
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e o fim de nossa viagem serd chegar
ao lugar de onde partimos. E conhecé-lo
entdo pela primeira vez.

T.S. Eliot
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Capitulo 1

Introducao

Estudos envolvendo os sistemas lineares com saltos Markovianos t€ém continua-
mente despertado o interesse de um grande nimero de pesquisadores, haja vista o
crescente ndmero de trabalhos nesta area.

Uma razdo para este fato, baseia-se na idéia de que os sistemas de controle moder-
nos devem manter um comportamento aceitdvel e respeitar exigéncias de desempenho
em situacdes praticas qualificadas, como por exemplo, quando da ocorréncia de altera-
coes abruptas em seus parametros e estrutura. Quando tais alteracdes nao sao signifi-
cativas, em geral € adequada a abordagem na qual se consideram intervalos ou regides
dentro dos quais tais parametros devam permanecer, ou variagdes paramétricas limita-
das através de normas das matrizes do sistema. De outra forma, em sendo extensas as
alteracOes causadas no comportamento do sistema, o conservadorismo inerente a estas
abordagens torna frequentemente inadequada sua aplicacdo. Nestes casos, pode ser
preferivel a utilizacdo de um modelo estocdstico o qual descreva representativamente
os varios possiveis cendrios, como € o caso dos Sistemas Lineares com Saltos.

Uma outra razdo, pode-se dizer que decorre da natureza pratica a qual pertencem
grande parte das alteracOes experimentadas por estes denominados sistemas dinamicos
sujeitos a falhas. Como o préprio termo sugere, estas alteragcdes podem ser causadas
por fendmenos como falhas ou reparos em componentes, por distirbios ambientais
subitos, bem como efeitos econdmicos repentinos, ou ainda, podem ser oriundas de
variagdes do ponto de operacdo de um sistema ndo linear, etc. Neste sentido, po-
demos citar como exemplos, aplicacOes em receptores térmicos solares (Sworder e
Rogers, 1983), em modelos macroecondmicos (do Val e Basar, 1999), em sistemas ro-
béticos (Saridis, 1983) e em sistemas aeronauticos (Athans et al., 1977), entre outros.

Assim sendo, considerando a natureza essencialmente aleatdria das alteracdes, e



portanto a consequente impossibilidade de obten¢do de um modelo deterministico que
as descreva, a utilizacdo de um modelo estocéstico que permita incluir no modelo as
incertezas geradas por tais alteracdes se reafirma.

Os sistemas acima mencionados podem ser modelados através dos sistemas line-
ares sujeitos a saltos aleatérios. Nestes casos, considera-se um certo nimero de “for-
mas” lineares ou modos de operagdo, cada uma delas expressando uma combinagdo
possivel daqueles eventos, sendo as transi¢des entre estas possiveis formas denomina-
das saltos. Cada um dos saltos leva o sistema a se comportar como um sistema linear
discreto ou continuo, dependendo do caso, diferente ou ndo daquele cujo comporta-
mento o mesmo emulava antes do salto. Em outras palavras, os sistemas lineares com
saltos constituem-se em sistemas estocdsticos cuja dinamica muda de forma abrupta e
imprevisivel em certos instantes e comportam-se como sistemas lineares nos demais.
Os estudos pioneiros nesta linha nos remetem ao trabalho de Rosembloom (1954).

Em particular, quando as alteracdes na dindmica do sistema (saltos), decorrentes
das mudancas abruptas, ocorrem de acordo com uma cadeia de Markov! surgem os
sistemas lineares com saltos Markovianos (SLSM). Neste caso, o salto em determinado
instante ocorre com probabilidade dependente apenas do modo de operag@o no qual se
encontra o sistema neste instante.

Para exemplificar, considere um sistema sujeito a variacdes abruptas que pode assu-
mir trés comportamentos distintos, denominados modos de operacao, de acordo com a
qualidade de operagdo, ntimero de sensores ou atuadores confidveis, etc. Cada um dos
modos de operacdo, denotados por Oy, O», O3, € descrito por um conjunto de equagdes
diferenciais ou a diferencas, em se considerando o sistema respectivamente a tempo
continuo ou tempo discreto. Assuma que a cada instante de tempo, o modo de opera-
cdo que descreve o sistema seja conhecido e que as transi¢Oes entre estes sejam dadas
por uma cadeia de Markov. Assim, dado que o sistema se encontra em determinado
modo, por exemplo O;, sdo conhecidas as probabilidades de que, no préximo instante
de tempo o sistema continue no mesmo modo ou passe para qualquer modo dentre os
demais, sendo tais taxas de transicdo (sistemas a tempo continuo) ou probabilidades de
transi¢cdo (sistemas a tempo discreto), dependentes apenas do modo atual, neste caso
dadas por #11,#12,%13 € assim analogamente para os demais modos.

Considerando a classe dos SLSMs, a contribui¢do pioneira deve-se a Krasovskii e

I Andrei Andreyevich Markov (1865-1922). Matematico russo, aluno de Chebyshev, tornou-se
professor da Universidade de Petesburgo.



Lidiskii (1961). No que se refere especificamente aos SLSMs a tempo discreto, estes
por sua vez foram trazidos a literatura por Blair e Sworder (1975), como uma extensao
de resultados referentes ao caso continuo anteriormente apresentados. Desde entdo,
muitos avangos tém sido obtidos nesta drea, dentre os quais podemos citar (Chizeck
et al., 1986; Mariton, 1988; Ji et al., 1991; Costa e Fragoso, 1993; Costa e Fragoso,
1995; do Val et al., 2003) como uma pequena amostra.

No que concerne a estabilidade de sistemas estocdsticos, este assunto foi ampla-
mente estudado por Kushner (1967) e Kozin (1969). Podemos afirmar que estabili-
dade, sob suas indmeras defini¢des, € uma das propriedades qualitativas desejaveis a
todos os sistemas dindmicos, sejam eles naturais ou ndo, dai o continuo interesse em
seu estudo. Com relacdo aos sistemas lineares com saltos, estudos pioneiros sdo de-
vidos a Rosembloom (1954) e Bellman (1960), tendo sido este o primeiro a estudar
a estabilidade de tais sistemas a tempo discreto. Mais recentemente, para cadeias de
Markov com espago de estados finito, condi¢des necessdrias e suficientes para esta-
bilidade de segundo momento 2 dadas em termos da existéncia da solucdo de uma
equagio de Lyapunov?, foram obtidas em (Ji e Chizeck, 1990a) e (Ji et al., 1991), para
SLSMs a tempo continuo e discreto, respectivamente. Em (Costa e Fragoso, 1993),
sdo obtidas condi¢des necessdrias e suficientes para a estabilidade em média quadra-
tica de SLSMs a tempo discreto, em termos do raio espectral de um operador expresso
na forma matricial.

Tendo em vista que os sistemas de controle moderno devem ser altamente confid-
veis e seguros, a rapidez na deteccdo de falhas em componentes constitui uma forma
efetiva de assegurar sua confiabilidade e seguranca e consequente nivel de desem-
penho mediante uma reconfiguracdao de controle aceitdvel. No que tange aos sis-
temas lineares com saltos, um grande nimero de resultados referentes a problemas
de controle envolvendo a minimizagdo de custos quadraticos € atualmente conhecida,
vide (Sworder, 1969; Wonham, 1971; Blair e Sworder, 1975) e (Wonham, 1971; Ma-
riton e Bertrand, 1985; Ji e Chizeck, 1990a; Ji e Chizeck, 1990b; Costa e Fragoso,
1995; Costa, 1996) para horizonte respectivamente finito e infinito, como uma pequena
amostra.

Regra geral, pode-se dizer que os estudos envolvendo estabilidade de sistemas li-

neares com saltos referem-se a problemas cujo horizonte de interesse € puramente

ZEste nome deve-se ao fato de que este conceito envolve valor esperado.
3 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov(1857-1918). Matemético russo, aluno de Chebyshev e colega
de Markov, conhecido por suas contribui¢cdes para a andlise da estabilidade de sistemas dindmicos.



infinito. O mesmo se pode dizer sobre o indice de desempenho associado ao problema
de controle linear quadratico (LQ) envolvendo estes sistemas. Uma variacao interes-
sante surge ao se considerar problemas cujo horizonte envolve um evento aleatdrio,
mais precisamente um tempo de parada T associado ao processo. Este tempo de parada
pode representar situagdes interessantes tendo em vista seu apelo a aplicagdes. Por
exemplo, suponha que num sistema sujeito a falhas e/ou reparos, T represente a ocor-
réncia da n-ésima falha, apds a qual o sistema € paralisado para manuten¢do. Em outra
situacdo, T pode representar a ocorréncia de uma determinada falha grave, associada
a entrada do processo em um estado de desgaste irremedidvel ou de degradacdo de
operacdo, que também leva a paralizagdo do sistema mas, que neste caso pode ocorrer
ap6s um numero arbitrario de falhas. Ainda, T pode representar a ocorréncia, de um
numero fixo de falhas ou de uma falha grave, o que ocorrer primeiro.

Visto que os conceitos de estabilidade estocdstica assim como os resultados en-
contrados na literatura sdo voltados a situacdo de horizonte infinito puro, fazem-se
necessdrios conceitos de estabilidade num sentido apropriado, que envolvam o hori-
zonte aleatério na forma de um tempo de parada. Neste sentido, faremos uso dos
conceitos de T-estabilidade estocastica de segundo momento formulados de forma a se
adaptar um tempo de parada T aqueles conceitos de estabilidade de segundo momento
encontrados em (Ji et al., 1991), a saber, estabilidade estocastica (EE), estabilidade
estocéstica no sentido quadratico médio (EQM) e estabilidade estocéstica no sentido
exponencial quadratico médio (EEQM).

Em linhas gerais, com respeito aos SLSMs a tempo discreto com espaco de estados
finito, este trabalho objetiva essencialmente o estudo da estabilidade e do problema LQ
com observagdo completa dos estados da cadeia de Markov, tendo como horizonte os

tempos de parada:

(I) t©=1Ty é a N-ésima falha do sistema;

(IT) t©=1A € aocorréncia de uma falha crucial;
(III) ©=1A ATy caso misto.

Baseado em trabalhos anteriores voltados ao caso I, desenvolvemos a estabilidade
para os casos II e III, notando-se a diferenga entre o conceito adequado a II e aos
demais. Em todos os casos se verifica a equivaléncia entre os conceitos de estabili-
dade quadratica mencionados acima, reproduzindo nestes contextos, 0 mesmo tipo de

resultado encontrado no caso tradicional de horizonte infinito puro.



1.1. Os SLSMs 5

Além disso, com base nos resultados envolvendo o segundo tipo de tempo de pa-
rada acima citado, destacamos que obtivemos aqui um teste para estabilidade na média
quadratica, mediante prévia caracterizagdo e classificacdo dos estados da cadeia de
Markov. Este teste se beneficia da estrutura da cadeia para propor uma decomposi-
¢do para a verificac@o da estabilidade o que induz métodos algoritmicos mais simples,
tanto para a verificacdo de estabilidade em média quadratica quanto para o controle
LQ com horizonte infinito. A estrutura da cadeia de Markov leva a simplificagdes no

critério e na determinagao do controle.

1.1 Os SLSMs

Nesta secdo, apresentam-se algumas notagoes utilizadas assim como a caracteriza-
cdo dos SLSMs.
Inicialmente, considera-se a cadeia de Markov homogénea {6;k > 0} com espago

de estados X = {1,...,s} UA, e matriz de probabilidade de transi¢do P = [p;;] com
pij =POry1 =7 |0 =1i),Vi,j€ X, k>0. (1.1)

Definimos A como um estado absorvente, isto € paan = 1, ou ainda, uma colecdo de
estados absorventes.

Seja R" o espago real n-dimensional ¢ M™*" (M™) o espago linear normado de
todas as matrizes reais m X n (m x m). A transposta da matriz U € indicada por U’ e
a matriz semidefinida positiva (definida positiva) € representada por U > 0 (U > 0).
O cone fechado (aberto), formado pelas matrizes semidefinidas positivas (definidas
positivas) em M™ é denotado por M"™ = {U € M™: U = U’ > 0} (M™*+). O es-
paco linear das sequéncias de r matrizes reais em M™*" (M™) é representado por
M ={U = (Uy,---,U,) : Uy € M™" i € X} (M™). Com vistas a simplificagdo
notacional, analogamente escreve-se M quando U; € M™°, para todo i € X e M™*
quando U; € M™". A norma vetorial padrdo em R” ¢ indicada por || - || e a correspon-
dente norma induzida da matriz U € indicada por ||U||. Além disso, rs(U) e N{U}
indicam respectivamente, o raio espectral € o espago nulo da matriz U € M™. Sejam
Iy, a medida de Dirac e a A b 0 minimo entre a e b.

Os SLSMs a tempo discreto abordados neste trabalho sdao definidos em um espaco



1.2. Estabilidade para Horizonte Infinito Padrao 6

de probabilidade fundamental (Q,F,{Fx},P), e descritos por

X1 = Agxk + Bo,ux + Ho wi xp € R”,
S: k= Cekxk +D9kuk 00 ~ o, (1.2)
Vi = Fo,xi + Go,wi k>0,
com {xg, 0r;k > 0} o processo de estados tomando valores em R” x X; u a distribui-
¢do inicial em O¢; {ug;k > 0}, {zx;k > 0} e {yx;k > 0} as sequéncias de controle, de
saida e de saida medida, respectivamente. O processo estocdstico {wy;k > 0} é uma
sequéncia de segunda ordem de vetores aleatérios /-dimensionais i.i.d. normalmente
distribuidos, com média zero e covariancia E (wkwﬁc) = I;. Além disso, tem-se que
{wk;k >0} e {0;;k > 0} sdo independentes e em particular x; e wy sdo vetores aleato-
rios independentes. Quando 0; = i, o SLSM evolui de acordo como ““i-ésimo modo”,
a saber, Ag, =A; EA €M", B, =B, € Be M"*P, Hy =H; e HE M"*!, Co, =C; €
CeM?" Do =D;cDeMI*P, Fg =F, c Fc M™" e Go, = G; € G € M,
Adicionalmente considera-se DfD,-7 G;Gi € M9+ paratodo i € X. Os SLSMs como de-
finidos acima constituem um processo forte de Markov, vide (Meyn e Tweedie, 1993,
p. 72).
Um dos objetivos deste trabalho consiste em estudar o problema de controle LQ de
SLSMs a tempo discreto, assumindo como horizonte do problema os tempos de parada

T definidos anteriormente. Mais especificamente, pretende-se minimizar o custo
T—1 5
P /
J(x0,00,u(-)) ;== E| Y lzell” +xtSo.xc | x0,60 |,
k=0
no qual S € M ¢ algum custo terminal, e x(,8¢ sdo as condigdes iniciais do processo

de estados.

1.2 Estabilidade para Horizonte Infinito Padrao

No que segue, descrevemos alguns resultados de interesse comparativo encontra-
dos na literatura para SLSMs para os quais se pretende estabelecer um paralelo quando
se consideram os horizontes aleatérios T aqui propostos. Em particular, considera-se o

SLSM autdnomo descrito pela equagdo estocastica
So: Xir1 =AgXk, k>0, x0€R", 00~ uo. (1.3)

Dentre os conceitos de estabilidade estocastica encontrados, utilizamos como re-

feréncia os conceitos de estabilidade estocéstica de segundo momento apresentados
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em (Ji et al., 1991). Destacamos que tais conceitos referem-se a problemas com hori-
zonte infinito puro e portanto ndo sao totalmente adequados para os problemas cujo ho-
rizonte consiste em eventos aleatorios, mais especificamente, tempos de parada. Desta
forma, definimos conceitos de estabilidade mais fracos que estes e mais indicados para

os problemas a serem tratados.
Definicao 1.1 (Jietal, 1991) O SLSM S é

i) Estocasticamente Estdavel (EE) se para qualquer condicdo inicial xq e distribui-
cdo inicial ugy
E[Y [xl*] < e (1.4)
k>0

ii) Estdvel no sentido Quadrdtico Médio (EQM) se para qualquer condicdo inicial

Xo e distribuicdo inicial ug
]}EEOE[|\xk||2} =0; (1.5)

iii) Estdvel no sentido Exponencial Quadrdtico Médio (EEQM) se existirem cons-
tantes 0 < a < 1 e B > 0, tais que para qualquer condigdo inicial x e distribui-

cdo inicial ugy
E [[|xl?] < Bot|lxol?,  k>0. (1.6)

O Teorema a seguir, devido a Chizeck et al. (1986), fornece condicdes necessarias e

suficientes para a estabilidade estocdstica de sistemas (1.1) e (1.2).
Teorema 1.1 (Ji e Chizeck, 1990b)

i) O sistema Sy é EE, de acordo com a Definicdo 1.1, se somente se para qual-
quer conjunto de matrizes W € M"", existe um conjunto de matrizes M € M,

satisfazendo as equacées matriciais acopladas®

Zp,'in-Min—Mi—f—VVi:O. (17)
JEX

/

.. . 1/2 . - . . ~ ~ . .
ii) Se amatriz p;; “A; é instdvel para algum i € X, entdo Sy ndo é estocasticamente

estavel.

“4denominadas equagdes de Lyapunov acopladas.
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Teorema 1.2 (Ji et al.,, 1991) Para sistemas (1.1) e (1.2), EE, EOM e EEQM sdo

equivalentes.

Conforme dito anteriormente, em (Costa e Fragoso, 1993) obteve-se uma condi¢do
necessdria e suficiente para a estabilidade em média quadratica > de sistemas Sy com
base no raio espectral de uma matriz aumentada envolvendo produto de Kronecker. O
Teorema a seguir é uma adaptacio deste resultado, ao tomarmos como base a Defini-

cao 1.1.

Teorema 1.3 O sistema Sy é EQM, de acordo com a Defini¢do 1.1, se e somente se

re [(P®1I2)Diag(A®A)] < 1.

1.3 Controle para Horizonte Infinito Padrao

Considere inicialmente o problema de controle LQ para SLSMs na forma (1.1)

e (1.2), voltado ao horizonte finito M, o qual consiste basicamente na obtencdo de

{up;k=0,...,M — 1} de forma que minimize o seguinte funcional de custo associado
ao sistema
M—1 )
Ju(x0,80,u(-)) = E | Y (2]l +x1Sop 2 | x0,60 | - (1.8)
k=0

Assumindo D.D; > 0 para cada i € X, pode-se mostrar que a lei de controle que mini-

miza o funcional acima é dada por
U, = Kikxk
parak=0...,M —1 e i€ X. Para cada possivel forma i € X o ganho 6timo é dado por
K = —(B/E(L")B; +D\Dy) " (ByE(LF1)A; + DICy) (1.9)

com L; obtida recursivamente através das Equacdes Algébricas de Riccati Acopladas
(EARA)

Lf = F(L A+ CIC — (AIE (LB +ClDy)
{(B{E(L* B+ DiDy) " - (BIE (LY )A; + D[Cy), (1.10)

Sconforme defini¢io adotada em (Costa e Fragoso, 1993) segundo a qual Sy é EQM se
limy o || E (x¢x;.) || = 0. (Compare com a Definigdo 1.1 (ii)).
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para k =0...,M —1 e cadai € X . Por sua vez, quando o horizonte M tende ao
infinito, sob certas condi¢des € possivel afirmar que existe uma solu¢do de ponto fixo
que estabiliza o sistema controlado no sentido da estabilidade em média quadratica.

Particularmente, considerando

1/2 0
Co, = gk e Do = | L2 (1.11)
O

com Q; = Q) >0e R; =R/ > 0 paracadai € X, teremos

Iy (x0,600,u(-)) =E

M—1
/ /
Z kuekxk + MkRekuk +X/MS9MXM | X0, 90]
k=0

e, neste caso, em (Ji e Chizeck, 1990a) obteve-se uma condi¢do baseada no conceito
denominado controlabilidade absoluta do sistema, enquanto que em (Ji et al., 1991)
obteve-se uma condi¢do que recai sob a observabilidade do par {Qé}f 2,A9k}. Mais es-
pecificamente, sob tais condicdes pode-se garantir que as solu¢gdes das EARA’s acima
definidas convergem quando M — oo, isto €,

lim K¥=kK;, lim LF=1,,
M—co M—co

com Kik e Lf.‘ obtidos como em (1.9) e (1.10).

Mais recentemente, em Costa e do Val (2002) obteve-se uma condicdo baseada
no conceito denominado detectabilidade fraca ou W-detectabilidade (“W"do Inglés
weak). No que se refere a caracterizacdo de solugdes para EARA’s, mostrou-se que
este conceito assegura estabilidade na média quadratica e, indiretamente, unicidade,

sendo neste sentido, o mais geral encontrado na literatura.

1.4 Exemplo (ERA)

Para exemplificarmos o uso do problema de controle de SLSMs apresentado an-
teriormente, consideramos o modelo linear de uma junta do "European Robot Arm"
(ERA), cujo esquema € mostrado na Figura 1.1, cf. (Kanev e Verhaegen, 1999).

As equagdes do movimento da junta do bragco do robd com amortecimento sao

COmo segue:

N1+ Lion (G +8) + B(Q+8) =T/
Lion(Q+€) +B(Q+€) = Tyer
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CX transmissao Vo = NQ

,  motor R

Ll U I N = I =Q+te
O A=

!

| !

=t

Figura 1.1: Estrutura Basica de uma junta do ERA.

Tabela 1.1: Valores nominais dos parametros de um modelo de uma junta do ERA.

| Simbolo ‘ Descricao ‘
razdo de transmissao N = —260,6
angulo da junta do eixo inercial Q
torque efetivo no eixo de movimento da junta Tjef !
constante de torque do motor gm =206
coeficiente de atrito viscoso B=04
torque de deformacao da transmissao Tyer
inércia do eixo de entrada I, =0,001
inércia do sistema de saida L, = 400
angulo da junta do eixo de saida €
corrente do motor i
constante de mola ¢ = 130000

O modelo do atuador do motor e da caixa de transmissao ¢:
T/ = NTy, Ty = guic
e o torque de deformacdo é descrito como
Tyey = ce.

Os parametros com a descri¢@o e valores sdo apresentados na Tabela 1.1.
Denotex=[Q Q & ¢],y=[Q+e NQ}/ e u, = i.. O modelo espago-estados

do sistema € dado por

x(t) = Ax(t) + Bu(r)
z(t) = Cx(t) + Du(t),
y(t) = Fx(t) + Gw(t),

+Hw(t), t>0,

no qual as matrizes do sistema tém a forma:

0 1 0 0 0 0
0 0 > 0 1 1
_ N2, _ N21, NI,
el [ 0 1| B Ton [ Nem
1 1
0 _% _(NZCIm +ﬁ) _% N2, N7,
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1010 001 001
C"[o N 0 o}e D'_[o,m 0,01}

Alémdisso H :=00114,F:=[1 1 1 1]eG:=001[1 1 1 1].

Vamos adotar o seguintes tipos de possiveis falhas no sistema, a saber, g,]; =l g,
e I,J,Cl =: B/I, nas quais o/ e B/ representam o niveis de falha dos correspondentes
pardmetros, assumindo os valores o/ € {1,1,22,0,12} e B/ € {1,0,5}. Adotando as

I/,; e g&, os valores acima definem um conjunto de

matrizes A e B com parametros
sistemas que serdo oportunamente transformados em sistemas discretos para serem
tratados apropriadamente através das técnicas deste trabalho.

A cadeia de Markov com espago de estados S = {1,2,3,4,A} representa as falhas

do sistema de acordo com os valores de (o, B/), a seguir

Estado i | (o/,B/) |

1 (1,1)

2 (1,05)

3 (12,1)

A {(0,12,1),(0,12,05)}

Quando o = 0,12 ocorre uma falha no atuador, o que explica os estados (0,12, -) serem
considerados estados absorventes. A matriz de probabilidade de transi¢do P = [p;j] a

seguir € adotada

estados

1 0 0 07 A
005 090 005 O | 1
005 005 085 005| 2
020 005 005 070| 3

P =

Considerando T como o tempo de parada 7y ou Tp anteriormente definido, deseja-

se controlar este sistema de forma a minimizar o funcional
J=E ZIIZ )|I? +2(t)'So.2(T) | x0,00 |,

tendo como observacao o estado da cadeia e a saida y a cada instante k =0, ...,T

1.5 Panorama da Tese

Como foi dito anteriormente, a classe dos SLSMs € associada a sistemas sujeitos

a falhas em componentes ou conexdes, periodos de manutengao, etc. Assim, tendo
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em vista que o instante no qual acontece a falha ou se inicia o reparo € determinado
por uma transi¢a@o ou salto da cadeia de Markov {6;;k > 0}, considera-se a sequéncia
TV = {T,;n=0,1,...,N} de {Fi}-tempos de parada associada a tais instantes de

saltos, assim definidos

h, = 0
T, = inf{k>Tn—129k%9Tn,1}, n=1,2,...,N.

Eventualmente, 7}, = - -- = Ty = +o0 para algum n > 1, com probabilidade ndo nula.
Considere agora o tempo de parada T, definido como o hitting-time do estado A,

isto é, o tempo da primeira visita a este estado,
ta=inf{n >1:0, = A}.

Portanto, conforme as situacOes elencadas anteriormente, a abordagem desenvol-
vida neste trabalho leva em consideracdo os trés tempos de parada T a seguir: (I)
T=1Ty; D) T=1a; e II) T= Ty ATA.

Frente ao contexto agora estabelecido, podemos discriminar com mais detalhes os
resultados contidos neste trabalho. O Capitulo 2 contém alguns lemas auxiliares assim
como alguns resultados para referéncia posterior. No Capitulo 3 apresentam-se condi-
cOes necessdrias e suficientes que asseguram a estabilidade estocéstica dos SLSMs a
tempo discreto, quando se consideram como horizontes os casos II e III anteriormente
discriminados. Estas condic¢des, entdo denominadas condicdes para T-estabilidade, di-
ferem daquelas encontradas na literatura para os SLSMs, como veremos adiante. Tais
resultados, juntamente com aqueles apresentados em (Céceres, 2001) para o caso I,
completam o panorama acerca da avaliacdo da estabilidade com respeito aos tempos
de parada aqui propostos. No que concerne a andlise da EQM, encontramos testes na
literatura envolvendo o raio espectral de uma matriz aumentada construida a partir da
matriz de probabilidade associada ao sistema, vide (Costa e Fragoso, 1993), ou equa-
coes de Lyapunov acopladas, vide (Ji et al., 1991). Nesta direcdo, tendo como base
as condi¢des para estabilidade obtidas no caso II, que envolvem o raio espectral de
uma matriz com propriedades contrativas mais interessantes do que aquelas do tipo
mencionado acima, ou equagdes de Lyapunov que embora acopladas também diferem
das anteriores, propde-se um teste mais simples para verificacdo da EQM. Neste teste,
considera-se a decomposi¢do dos estados da cadeia de Markov, dados em sua forma

geral, de modo a transformar esta andlise de estabilidade em uma andlise que envolva
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o horizonte do caso II. Mais detalhadamente, a idéia consiste em se decompor o espago
de estados da cadeia em um subconjunto formado de estados transientes e subconjun-
tos formados de estados recorrentes, o que € possivel, em se considerando o espago
de estados da cadeia finito. Assim, tendo em vista que os subconjuntos de estados
recorrentes constituem conjuntos fechados, isto é uma vez que a cadeia ingressa em
um destes conjuntos ela ai permanece com probabilidade um, pode-se associar este
ingresso a ocorréncia de determinada falha grave apds a qual o sistema seria parali-
sado, o que caracteriza a defini¢do do tempo de parada descrito no caso II. Além disso,
mediante o fato que, partindo de um estado transiente, com probabilidade positiva a
cadeia deixa este conjunto de estados, e portanto ingressa em um dos conjuntos recor-
rentes, ao proceder a andlise da estabilidade podemos entender este problema como
de t-estabilidade para a classe transiente . Ainda neste capitulo, a equivaléncia entre
conceitos de T-estabilidade estocéstica € estabelecida para os casos I, II e III.

No Capitulo 4, sob a hipétese de observacgao perfeita dos estados da cadeia, aborda-
se o problema LQ, para os SLSMs a tempo discreto para cada um dos horizontes des-
critos anteriormente. Inicialmente estuda-se o problema com realimentagao de estado,
com ou sem ruido Gaussiano. Em seguida, trata-se o problema LQG (linear quadratico
Gaussiano) com realimentacdo dindmica de saida usando estimacao de estado. Como
aplicacdo numérica dos principais resultados apresentados neste capitulo, utiliza-se o

exemplo do ERA descrito no Capitulo 1.



Capitulo 2

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentam-se alguns lemas auxiliares desenvolvidos aqui com de-
talhes, assim como alguns resultados bésicos encontrados na literatura que serdo pos-

teriormente referenciados.

2.1 Lemas auxiliares

Para U € M, definem-se os seguintes operadores

LU= Y piU;p e T(U)=Y piU;
JiJEA j#i
Os operadores a seguir também serdo utilizados. Escrevendo H = [hy...h,] € M"™*"
( h; € R" sdo os vetores coluna de H) e H = (Hy,Hy, ...,Hy,Hy) € M"™*", define-se

hy (p(Hl)

oH):=| : |erRm | ¢):=| : |eREtDm
hy, O(Hy)
©(Ha)

2,
Paras; € R", i € X, define-se
51
I
A

Adotando o produto de Kronecker L® K € M- "’ usualmente definido, para quais-
quer que sejam as matrizes L, K H € M™", as seguintes propriedades podem ser veri-

ficadas, vide (Brewer, 1978).

14
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Observacao 2.1 Para quaisquer L, K, H € M™",

(LK) =L'®K, 2.1)
(Lo K)(H®R)=LH®KR, (2.2)
O(LKH) = (H @ L)9(K). (2.3)

O préximo lema, cuja prova é omitida, permite caracterizar a cadeia de Markov frente

aos instantes de salto 7, previamente definidos.

Lema 2.1 Quaisquer que sejamm > 1e i,je X

B e piilg—ny se  pii=0
P(Ti =m0 = 7|80 i) — ] 2.4
(73 m=7160=1) { pii" 1pij]1{Pii<1} se. pii > 0. 24

Note que os eventos {71 = k,Ta < T1} e {T1 = k,ta > T} } sdo equivalentes a {0y =
AOr#£01=---=0,=00}e {0 #A 0 #06;_ =---=0] =0} respectivamente.

Desta forma, as probabilidades abaixo seguem imediatamente.
Lema 2.2 Para quaisquer que sejamk > 1ei,je X
P(Ty =k,ta <Ti |8 = i) =p ' pia (2.5)
POk =j,Ti =k,ta > Ti | 00 = i) =pl " pijll{jsi jia}- (2.6)

E conveniente observar que T coincide com algum dos instantes de salto 7;, e assim, a
expressao Ty < 77 implica em Tp = T7.

No que segue, define-se o funcional

-1
Vi (x,i) = E [ Z ok ||* 4+ x.Se.xc | x7, = x,07, = i, (2.7)
k=T,

com T = Tp A Ty, fixando-se V" (x,A) := x'Sax para todo n. Considere o sistema $.

Lema 2.3 Sejat=1tA ATy e 0 < p;; < 1. Assuma

E

Z kaHZH{rzk}] < oo, VX, Ho- (2.8)
k>0

Entdo o funcional (2.7) pode ser equivalentemente expresso como
V' (x,i) =x'S'x, com n=0,...,N,
onde as matrizes S € M"" sdo obtidas recursivamente como

ST — piAlSTA; = I, + ALEA(S"THA; + AlpiaSad;, SN =S. (2.9)

1
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Prova: Nesta prova, utilizaremos o principio de indugdo sobre n. Temos que
TrHrl_1
. 2 1 .
V' (x,i)=E Z x| =+ V" (x T,01,07,,,) | X1, = X,07, = i.
k=T,
Considerando
+1
v ( +179T )

vt (7 To15 0T, ) ]I{TA>Tn+1} +v (XTNA) H{TASTn-H}’
e assumindo que o Lema seja verdadeiro para n+ 1, escreve-se
Th1—1
Vi) =E| Y Il S e
+x/Tn+1SAxTn+1 Ueo<r, ) | %1, = X,07, = i] . (2.10)
Com base na propriedade de homogeneidade e com vistas a simplicidade notacional

analisaremos a situacao
Vi (x,i) =

-1

2 ! on+1 / _ s

E Z HXkH +leSeTl X7, ]l{tA>T1} +xT1SAxT1 H{TASTl} ‘ X0 =x,0p = l‘| .
k=0

Calculando os valores esperados, com respeito ao primeiro termo, mostra-se que
Ti—1 oo
21 k. 112,k
Bo| ¥ Il?] = ¥ Iatalh @1
k=0 k=0

De fato, do Lema 2.1, como P(T; =m | 89 = i) = p}i (1 —pii) Lpi<iys

Ti—1

Eo [T'Z_lukaZ] ZEO{Z el 71y

SN (4K 2] ko2 k
Z Z AP~ (1= pii) = Z AT Piill <1y
k=0

=0m=k+1

Aplicando (2.6), com respeito ao segundo termo segue que,

1
Eo {x/Tng; le]l{TA>TI}:| Z %E [ Sn—H (k )H{TA>T1}]1{91<:J}T1:/<}
=1je

kZl g(Ai‘x)’S?“ (AR) Pl pi U i ey
=1je

= Yl Af A (s AR )22, (2.12)
k=0
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Por sua vez, aplicando (2.5) tem-se que

Ey [X’Tl Saxry ﬂ{xA<T1}] =Y E [(Afx)/SA<A{'€x)]l{rA<T1}]1{T1—k}
k=1

I
gk

(AKx)'Sa(Ax) ph T pia

~
I
—_

ket 1
PE(AFT piaSaAk 11242, (2.13)

I
s

T
(e

Note que (2.8) garante a convergénciade (2.11), (2.12) e (2.13). Desta forma, conclui-
se que

V' (x,i) =

Y o (lAkal A peaSpdl ) 2P (4 A Al ) 22,
k=0
donde, ap6s desenvolvimento obtém-se
Vi (x,i) = i P Ak <In +ALEA(STTHA, +A§p,~ASAA,~> Akx. (2.14)
k=0
De (2.14) obtém-se

N v k
V'(x,i) = Y pinAL (S — piAiSiA:) Alx
k=0

1

_ .- k 1 atkon 4k .- k+1 1 4rk+1 on g k+1

—ZpiiXAi SiAix_Zpi' XA SiAT X
k=0 k=0

_ /Sn kA/kSnAk k+1 /A/k+]SnAk+1

=X ix+zpiii iAiX— ) Py XA 94X
k=1 k=0

=x'S"x.
Resta entdo mostrar que o Lema € verdadeiro para N — 1. Neste sentido, se
SV puAlSY 1A = I, + AJER(S)A; + AlpiaSads,

de forma andloga ao desenvolvimento anterior podemos verificar que VVN~!(x,i) =

xSﬁV “Ix,0 que completa a demonstracao. "

No restante desta secdo, assumindo 6y = i, considera-se o modelo

Xp+1 = Aixg + Biug + Hiwy,

2 = Cixy + Diuy, 0<k<T, (2.15)
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e define-se o funcional a seguir

(Tl—l)/\m—l

VE ) =E| Y llzll® + X5 amSor, o X7iam | Xo = x,80 = i . (2.16)
k=0

Note que, 0, = 09 =i para 0 < k < 7T7. Considere a lei de controle u; = Kikxk, como
em (1.9) e (1.10). Os resultados apresentados na sequéncia serdo utilizados oportuna-

mente.

Lema 2.4 Considere z;, como no modelo em (2.15). O funcional (2.16) pode ser equi-

valentemente expresso como

m—1
VR (x,0) = Eo[ Y Pl (2l it Ei(S)xicr1) + P, Sim] . 2.17)
k=0
Prova: Os seguintes cdlculos serdo necessdrios. Podemos escrever

(T]—l)/\m—l
E{ y szuZ] _

k=0

Ti-1
EO{Z 2l 1731 <o 1}} +E{Z [EMA[s VEr—— (2.18)

Utilizando o Lema 2.1, como P(Ty =n |89 =i) = pl (1 - pii) Ui p,<1y, com respeito

ao primeiro termo de (2.18) temos

-1 o J—
EO[Z ||Zk||2]1{T1§m} Z Z |Zk||2]1{T1:n,T1§m}}
k=0 n=0k=0
m—1 m ) 1
Eo[}, Z Iz l1* P (1= pir)]
k=0 n=k+
mfl
Z Pl — o)zl 2.19)

. Y
Por sua vez, para o segundo termo, tendo em vista que P(Ty > n | 0y = i) = p: segue

que

m—1 m—1
Eo[ Yzl Uz »m] =Eo[ Y Pillzell?]- (2.20)
k=0 k=0

Logo, de (2.19) e (2.20) tem-se

(i —1)Am—1

E[ Y lallP] =E[Y pillzll]- 2.21)

k=0 k=0
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Por outro lado, escrevemos

EO |:‘x/T1 /\mSGT] /\m‘le /\m] =
Ey [xlTl SeTl xr 1l n Sm}} + Ey [xj,,Semxm 1 (n >m}] .
Procedendo aos cdlculos dos valores esperados obtemos
m
Ey [xlTl SGT] T H{Tém}} =Eo [Z Z x;cijkﬂ{ek:jfl =k, Ty SM}]

k=1jex
m

=Eo[Y, Y X Spmepl pijl ]
k=1 jeXx

Zp " E(S)a],

e
Ey [x;nSemxm]l{Tpm}} =k [pz?x;nS,-xm} .
Assim
m—1 '
Eo [%7; nmS6r, pnX7inm) = Eo[ Y Pickie1 Ei(S)Xes1 + Py, Sidxm) - (2.22)
k=0
Desta forma, juntando (2.21) e (2.22), obtemos (2.17) como anunciado. n

Lema 2.5 O funcional (2.17) pode ser equivalentemente expresso como
Vi (x,i) = XL x4 17 (2.23)

0,m . . , . . ~ .
comL;”" e llQ obtidos recursivamente através do seguinte conjunto de equagoes matri-

ciais acopladas

1" =pil LA+ GG+ AT (S)A, L =,

l
m—1
k+1
=¥ pher{H(pal ¥ + B(S)H]}, 1" =0,
k=t

paratodoi=1,...,set=m—1,...,0, com

Al=A;+BK! e C'=C+DK.
Prova: Nos cdlculos que se seguem, utilizaremos o fato de que o ruido wy tem média
0 e covariancia I, i.e., Elwi] =0 e E[w,wi] =1, e além disso x; e wy sdo indepen-
dentes. Adotando Qk Ck’ Ck Aif’ E(S)A;‘, apos alguns cdlculos temos que (2.17) é
equivalente a

m—1 m—1
Vit(x,i) =Eo[ ) PEX O xi + plix Sixim] + ) pier{H,E;(S)H!}. (2.24)
k=0 k=0
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Com o intuito de obter (2.23) definimos

m—1
V}lm(x,,ﬁt) = F Z phx O x4 piixl, Sixm] + Z pher{H;E;(S)H!}.
k=t

=t

Pretende-se mostrar que

VE" (x,6) =L x 1, Yi=m—1,...,0. (2.25)

Tomando t = m — 1, temos que
Ep— 1[[77,1 ! / Qm 1xm 1+pzzx Semxm]
O g+ Pl (K ATV S A g 1 HiSiH]Y)

_pll 'x

/
mlx

=P m— I(Qm 1+pnAm I/SAm 1)xm 1—{—]9””’{[‘151—]}

Logo, assumindo
Lyt = Op !+ pudy VLAY
=t = pr = {Hy(paSi + EPH]Y,

i

segue que
m— lx/ Lm—Lm llm—l

m—1,m
VT1 (melyemfl) Pii m—11L Xm—1+

e portanto (2.25) se verifica. Para provar o mesmo parat < m — 1, baseado em argu-
mento de indugdo supoe-se que (2.25) seja vdlida parat = n+ 1, ou seja

V"+lm(xn,9 )= P L e 0 (2.26)

Agora, tendo em vista que

V],?m (xm en) = [puan Xp + anl,m} )

conio

E[V;’lﬂm(xn,e,) | s8] = B [P L gy + 0]

— P E, [ AV L Al + W HIL T Hyw, + 7]
= p AV LT Al e (HLT HY 4 1

n+1_1 gntyn+lmz n n
—p” X, AL X+ 1,
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podemos concluir que
Vi (%0,00) = i (O + piedl LAy 41,
donde, reconhecendo L?’m entre parénteses na expressdao acima, obtém-se
Ve (xn,00) = pli, L x + 1

Portanto, podemos concluir que (2.25) é verdadeira para todo t < m—1 e assim

Vi (x,i) = VYQI M (x,i) = x' L?’mx +19, finalizando a demonstragdo.

2.2 Resultados Basicos

2.2.1 Cadeias de Markov

Na sequéncia, descrevemos algumas terminologias e também um resultado perti-
nente as cadeias de Markov com espago de estados finito, cf. (Cinlar, 1975, pg.125-
132).

Considere a cadeia de Markov {6;;k > 0} com espaco de estados finito X =
{1,...,L} e matriz de probabilidade de transi¢do P. Seja V; o tempo da primeira visita

ao estado j.

Definiciio 2.1 a) O estado j é chamado recorrente se P(V; < oo |0y = j) = 1;
b) O estado j é chamado transiente se P(V; = +o0 | 89 = j) > 0;

¢) O estado j é acessivel a partir do estado i se para algumm > 0; P01, = j |0, =
i) >0, comn>0;

d) Um conjunto de estados é fechado se nenhum estado fora do conjunto é acessivel

a partir de algum estado de dentro dele;

e) Um iinico estado formando um conjunto fechado é chamado estado absorvente, i.e.,

quando pj; = 1.

Proposicao 2.1 O espaco de estados X pode ser dividido em subconjuntos disjuntos
T,Ry,...,R;, entre os quais ‘T contém os estados transientes e Ry, ..., R; sd@o conjuntos

fechados de estados recorrentes.
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Desta forma, tendo em vista que os conjuntos de estados recorrentes representam

conjuntos fechados, a matriz de probabilidade de transi¢do P pode ser escrita como

[ P;, O -~ 0 0 |
0O P, -~ 0 O
p— : - C (2.27)
0O 0 - P O
i PT1 PT2 s PTZ P‘T i
com Ppg; (ela propria uma matriz estocastica), para cada j =1,...,/, e Py representando

as probabilidades de transi¢do dentro dos subconjuntos R; e I respectivamente, € Pr,

representando as probabilidades de transi¢do de 7 para R;.

2.2.2 Equacao Algébrica de Riccati
Considere A, B,C, D e F matrizes de dimensdes apropriadas, com F'F > 0, e defina
A:=A—B(F'F)"'F'D,
D:=[I-F(F'F)"D.

Definicdo 2.2 O par (C,A) é detectdvel quando existe uma matriz M tal que p(A +

MC) pertence ao disco unitdrio aberto.

Sejam S(N —1),S(N —2),..., as matrizes geradas através das equagdes de Riccati

a tempo discreto
S(k)=A'S(k+1)A+D'D— (A'S(k+1)B+D'F)
(B'S(K4+1)B+F'F)"Y(B'S(K+1)A+F'D), (2.28)
com condigdo terminal S(N). Considere a equagdo algébrica de Riccati
S=A'SA+D'D— (A'SB+D'F)(B'SB+F'F)"\(B'SA+F'D), (2.29)
comS=5eS>0.

Teorema 2.1 (Davis e Vinter, 1985, Apéndice) Suponha que (A,B) é estabilizdvel e
que S(—1),S(=2),... é a sequéncia de matrizes definidas por (2.28) com S(0) = 0.
Entdo, quando n — —oo, S(n) — S com S uma matriz simétrica semidefinida positiva
satisfazendo (2.29). Suponha agora que (D,A) seja detectdvel. Entdo (A + BK) é

estdavel, com

K=—(B'SB+F'F)"Y(B'SA+F'D),
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e S a unica solu¢do semidefinida de (2.29). Além disso, S(n) — S quando n — —oo,
onde S(n) é a sequéncia definida por (2.28) com S(0) uma matriz simétrica semidefi-

nida positiva arbitrdria.

2.2.3 Outros Resultados

Teorema 2.2 (Zhou et al., 1996, pg.538). Seja Q uma matriz simétrica e suponha
que X é a solucdo da equagéo de Lyapunov AXA' —X +Q =0. Entdo X >0e Q>0
implicam | M(A) |< 1.

Teorema 2.3 (Golub e Loan, 1996, Teorema 10.1.1) Sejam b € R" e a matriz A =
(M — N) € R™" ndo-singular. Se M é ndo-singular e ro(M — N) < 1, entdo as itera-
coes x k) definidas por Mx*+D) = Nx®) 4 p convergem para x = A~'b para qualquer

que seja %0,



Capitulo 3

Estabilidade Estocastica

O estudo da estabilidade de sistemas dindmicos estocasticos figura como uma das
mais ativas dreas de pesquisa em teoria de Sistemas e Controle, haja vista a estabili-
dade ser uma das mais importantes especificagcdes que um sistema de controle deve
satisfazer. Em particular, em se tratando dos SLSM, um grande nimero de resultados
podem ser encontrados na literatura. Propriedades de estabilidade para SLSM a tempo
discreto foram tratadas por exemplo em (Ji et al., 1991) e (Costa e Fragoso, 1993)
para cadeias de Markov com espaco de estados finito e, em (Costa e Fragoso, 1995)
para cadeias de Markov com espago de estados enumerdvel. Ji e Chizeck (1990b),
obtiveram condig¢des necessdrias e suficientes que garantem a EE de SLSM através de
um conjunto de equacdes matriciais algébricas acopladadas (vide Teorema 1.1), co-
nhecidas como equacdes de Lyapunov acopladas, equacdes estas que generalizam as
equacdes de Lyapunov para sistemas deterministicos. Por sua vez, Ji et al. (1991)
estabeleceram a equivaléncia entre os vérios conceitos de estabilidade estocdstica de
segundo momento (vide Teorema 1.2) e as relagdes destas com a estabilidade quase
certa. Utilizando produto de Kronecker, Costa e Fragoso (1993) obtiveram condi¢des
necessdrias e suficientes para EQM destes sistemas (vide Teorema 1.3). Tais condicdes
estdo associadas ao raio espectral de um operador linear finito. Condi¢des semelhan-
tes, expressas em termos da parte real mdxima dos autovalores de um operador linear
sendo menor que zero, haviam sido obtidas em (Morozan, 1983; Mariton, 1988) para
0 caso continuo.

Pode-se afirmar que um grande nimero de resultados referentes a problemas com
horizonte infinito sdo atualmente conhecidos. O mesmo ndo se pode afirmar quanto
a problemas cujo horizonte corresponde a um evento aleatério, mais precisamente um

tempo de parada do processo, ndo obstante seu apelo a aplicacoes.

24
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Este capitulo destina-se inicialmente ao estudo da estabilidade estocastica de SLSM
para os quais o horizonte consiste em um tempo de parada T do processo conjunto mo-
delado por (1.1) e (1.2). Mais especificamente, pretende-se tracar um paralelo frente

aos resultados mencionados na Se¢do 1.2, abordando os seguintes casos:

Caso T = Ta: Neste caso, T representa a entrada do processo no estado absor-
vente A, associada a ocorréncia de uma falha grave que conduz a paraliza¢io do

sistema, em se considerando que A € um estado absorvente da cadeia.

Caso T =1A ATy, com N fixo: Neste caso, denominado caso misto, T representa
ou o salto para o estado absorvente A, ou o N-ésimo salto livre da cadeia de

Markov, aquilo que ocorrer primeiro.

A anélise deste ultimo se propde como estratégia para estudar o caso anterior, que
figura aqui como um dos nossos principais objetivos.
A equivaléncia entre os conceitos de estabilidade estocastica de segundo momento

¢ estabelecida, ndo s6 para os casos acima mas também para o caso abaixo descrito:

Caso T = Ty, no qual T representa a ocorréncia de um nimero fixo N de falhas

ou reparos.
Faremos uso dos conceitos de T-estabilidade de segundo momento a seguir.

Definicio 3.1 Considere um tempo de parada t, com respeito a {§y}. Entdo, o SLSM
So é
i) t-Estocasticamente Estdvel (t-EE) se para qualquer condi¢cdo inicial xq e dis-
tribuicdo inicial ug

E[Z kal‘zﬂ{ﬁczk}} < o0 3.1
k>0

ii) t-Estdvel no sentido Quadrdtico Médio (tT-EQM) se para qualquer condi¢do
inicial xq e distribuicdo inicial ug

lim E B (3.2)

iii) t-Estdvel no sentido Exponencial Quadrdtico Médio (T-EEQM) se existirem

constantes 0 < o < 1 e B > 0, tais que para qualquer condicdo inicial xq e

distribuigdo inicial ug

E [|lx|[* L gesiy ] < Bab|lxol|*, &> 0. (3.3)
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Na sequéncia, passaremos a considerar separadamente os casos anteriormente descri-
tos. Destacamos que o caso T = Ty, com N fixo, foi estudado em (Céceres, 2001) e no

que concerne as condicdes para estabilidade o seguinte resultado foi obtido.
Teorema 3.1 Parat = TV, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
i) O SLSM S é T-EE.

ii) Para qualquer conjunto de matrizes Q € M"*, existe um conjunto de matrices

L € M"*, satisfazendo as equagdes de Lyapunov

pi,’A;L,’Al’ —Li+0;=0, Vi=1,...,s. (3.4)

iii) rc(p;i/zAi) <1,paratodoi=1,...,s.

Em (Ji e Chizeck, 1990b), mostrou-se que a estabilidade de p;i/ 2A,~ para cada i
€ uma condic@o necessdria para assegurar a estabilidade estocastica de sistemas da
forma (1.1) e (1.3), vide Teorema 1.1 na Secdo 1.2. Entretanto, como se pode no-
tar acima, a condi¢do (iii) de t-estabilidade no Teorema 3.1, € menos restritiva. De
fato, para tais sistemas, mostrou-se que estabilidade estocdstica, tal como estabelecida
em (Chizeck et al., 1986) implica em t-estabilidade estocdstica, sem que no entanto, a

reciproca seja verdadeira.

3.1 Condicoes para t-Estabilidade

311 Casot=1TAATy

Considerando-se que
{‘C Zk} = {TA/\TN > k} C {TN Zk},

pode-se concluir, através do Teorema da Convergéncia Dominada, que o conceito de
T-stabilidade € aplicdvel ao caso misto e que as equivaléncias apresentadas no Teorema
3.1 podem ser empregadas para estuda-lo.

O seguinte coroldrio do Teorema 3.1, em cuja prova se emprega o Lema 2.3 do
Capitulo 2, fornece as condicdes necessdrias e suficientes para a T-estabilidade quando

T=TaANTy.

Corolario 3.1 Considere © = 1o A Ty. Condicoes necessdrias e suficientes para T-

estabilidade sdao dadas pelo Teorema 3.1.
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Prova: A suficiéncia segue diretamente do fato que T < 7. Para tanto, basta observar
que T coincide com um instante de salto 7, para algum n > 0.
A necessidade, por sua vez, baseia-se no Lema 2.3. Uma vez que (2.8) coincide com a

defini¢do de T-EE, fixando-se S = I,, no funcional (2.7) conclui-se que

V™ (x0,00) = Eo [ Y el * W gz ]
k=0

e gracas aquele Lema,
Slr-l — pi,’A;Slr-lAl' >0

€ vélida para cada n < N. Portanto, o resultado segue da teoria padrao de estabilidade
de Lyapunov. "

Sabe-se que, embora a estabilidade de cada matriz A; ndo seja condi¢do necessdria
nem suficiente para a estabilidade estocéstica dos sistemas (1.1) e (1.3), a estabilidade
das matrizes pl-li/ 2A,~ para cada i € uma condicao necessdria para tanto, como apontou Ji
e Chizeck (1990b), vide Teorema 1.1 na Secdo 1.2 (veja também (Costa e Fragoso,
1993)). Entretanto, o Corolério 3.1 mostra que a estabilidade de p}/ 2A,- para cada i é
uma condi¢do necessdria e suficiente para a estabilidade em se considerando o caso

misto.

3.1.2 CasotT=r1y

Tendo em vista que a entrada do processo no estado A pode ocorrer em qualquer dos
intantes de salto 7;,, as condicdes para a estabilidade neste caso sdo obtidas fixando-se
T = limy_, Ta A Ty no caso misto, e entdo rementendo-nos ao Teorema da Convergén-
cia Dominada, como veremos adiante.

No que segue, Diag(U) indica a matriz sm x sm formada pelas matrizes U; € M™,
i =1,...,s, na diagonal e zero caso contrario. Por sua vez Diag(U;) indica a matriz
m x m formada pelos elementos de U; € M™ na diagonal e zero caso contrdrio. Para
simplificar considera-se apenas um estado absorvente. Primeiramente, para a andlise

deste caso considera-se a matriz de probabilidade P, bloco-particionada como segue:

P1A P11 ... PDis
P:[l g] com B:= p,ZA e Q:= p,21 P.zs . 3.5

PsA Ps1t .. PDss



3.1. Condigoes para t-Estabilidade 28

Esta forma deve-se ao fato de que o estado absorvente forma uma “classe de comuni-
cacdo fechada", isto €, a partir de um estado absorvente ndo se pode atingir qualquer
outro estado da cadeia.

Adicionalmente, escreve-se

A, :=Diag(A ®A)' Diag(Q®1,),
2 :=Diag(A®A) (Q®1,), e
A:=421+ 2, = Diag(A®A)' (Q®1,).

A matriz Q é obtida anulando-se a diagonal da matriz Q,

Teorema 3.2 Considere T = Ta. As condigdes a seguir sdo equivalentes:
i) OSLSM S é T-EE.
i) rs(4) < 1.

i) re(A1) <lers(|I

N

2= ') < 1.

iv) Para qualquer que seja o conjunto de matrizes Q € M"™, existe um tinico con-

junto de matrizes L. € M"", satisfazendo as equagdes de Lyapunov acopladas

PijAILiAi—Li+Q; =0, parai=1,....s (3.6)
1

N

J

ou, equivalentemente
Li=¢;" (I, —4'$(Q)). (3.7)

Prova: Inicialmente, consideram-se as seguintes relacoes
2
Eo[ Y lIxll* M ey =
k>0

lim Ey Y P enynmy] = Iéi_I&XOSgOXO,
=0

(3.8)

para cada (xo,00), nas quais a primeira identidade segue do Teorema da Convergéncia
Dominada e a segunda é vélida para S® em (2.9) com SN = I,, conforme o Lema 2.3.
Note que a hipétese (2.8), empregada no Lema 2.3, coincide com a defini¢io de T-EE.

Usando-se o operador ¢ definido na Secdo 2, a expressdo (2.9) pode ser escrita como

O(SP) — 0(piAiSIA) = 9(0;) + (A EA(S™ 1)A))
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na qual, por simplicidade escreve-se Q; = I, + AlpiaSaA;. Aplicando as proprieda-
des (2.1) e (2.3), tem-se que

(1,2 — piil,2(A; @ AD]O(ST) = @(Q) + Y, pijle(Ai©ADO(ST ) (3.9)
JELIEA
para todo i = 1,...,s. Introduzindo as matrizes Q, Q e o operador ¢, a equacio (3.9)

torna-se equivalente a
L2 — A1)9(S") = (Q) + Ap(S™ ). (3.10)

(ii1) = (1) Uma condic¢do necessdria que (3.10) seja convergente € que I,» — A; seja
ndo-singular e que 76 ([I,,2 — 4] ! 4) < 1, vide (Golub e Loan, 1996, Teorema 10.1.1).
Logo, (ii1) implica na convergéncia da equacgdo recursiva (3.10), e assim a T-estabi-
lidade segue de (3.8).

(i) = (iv) Da hipétese e de (3.8), nota-se que existe L. € M"™ tal que

E[Z HXkHz]l{kgrﬂ fo)LeoXo, 3.11)
k>0

e L satisfaz (2.9), ou equivalentemente (3.10):

[Isn2 - ﬂl] 0 (L) = ¢(Q) + ﬂz(b(L)

De acordo com a defini¢do da matriz A4, a equagdo anterior pode ser reescrita como

e — AJO(L) = $(Q), (3.12)

a qual prové (3.6) por inspe¢do. A unicidade de L implica que /> — 4 € uma matriz
inversivel, completanto assim esta parte da prova.

(iv) = (i) Uma vez que as expressdes em (iv) sdo equivalentes a (3.12), a unicidade de
L implica que Eig(.4) # 1. O fato de r5(4) < 1 deriva da propriedade que L € M
para qualquer Q € M" ", vide Teorema 2.2 do Capitulo 2, cf. (Zhou et al., 1996, pg.
538).

(ii) = (iii) Se (ii) se verifica, entdo (3.7) define L. € M"** unicamente. Do fato de (3.6)

e (3.7) serem expressdes equivalentes, tem-se que para qualquer Q € M+,

PiAiRA; — Ri+ Qi =0,
ou [I,» —Diag(A®A) Diag(Q®1,)]d(R) = d(Q)
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é satisfeita por uma tnica R € M"". A dltima expressdo implica que rs(4;) < 1.

Agora, de (3.7), escreve-se

@(L) = [Isn2 _'q]il(’p(Q) = [Isn2 — A _'qZ]il(p(Q)
= [(Isn2 - Jql)(lan - (Isn2 - 'ql)il’qz]il(p(Q)
= [Isn2 - (Isn2 - “ql)il’qz]il(lsnz _’ql)ilq\)(Q)

portanto, Eig((I,» — A1)~ %) # 1, afirmagdo a qual juntamente com o fato de que

s
L € M"* para qualquer Q € M, implicam a segunda condi¢@o sobre o raio espectral
em (iii). n

Destaca-se aqui, que embora as condi¢des para T-estabilidade obtidas no Teo-
rema 3.2 sejam dadas em termos de equagdes de Lyapunov acopladas, estas diferem
daquelas dadas pelo critério para horizonte puramente infinito de interesse compara-
tivo (vide condicao (i) do Teorema 1.1), uma vez que Zj- pij < 1. O mesmo vale para
a condig¢do (i1) sobre o raio espectral da matriz 4, uma vez que esta envolve a matriz
Q que ndo é uma matriz de probabilidade, o que lhe confere propriedades contrativas
mais favordveis do que uma matriz envolvendo a matriz de probabilidade P associ-

ada ao sistema conforme prevé o Teorema 1.3. Isto pode ser evidenciado através do

proximo exemplo.

Exemplo 3.1 Sejam {oy; k > 0} e {Yi; k > 0} cadeias de Markov independentes en-
tre si, com espago de estados S = {1,...,s} e S' = {g,f}, e matrizes de probabili-
dade de transicdo, respectivamente, P := [p; il e Q:=lgij, comgg=p<le
qrs = 1. Considere a cadeia composta {6y = (0, Yk);k > 0} com espago de estados
S=A{Gf),j,8),i,j=1,...,s}, noqual A={(i,f),i=1,...,s}, e matriz de proba-
bilidade P com

P01 =(j,8) |0 = (i,8)) = P;;p
P61 =A) [ 6k = (i,8)) = Pp;;(1—p)
P61 =A) |6, = A) = 1.

A matriz P pode ser escrita como

~

I
R =
S
—_

com
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A

e Q=:

Pull—p) ... Pi(1—p) pup - PisP
ﬁsl(l_p) ﬁss(l_p) ﬁslp ﬁssp

>
I

Adicionalmente, fixe A(; o) = A e A y) = Aa. Logo, com o propdsito de investigar a

T-estabilidade do sistema, devemos calcular
E[|lx/I* 4y | 60 = (i0, )],
o que envolve a seguinte probabilidade
P(t>k,01 = (i1,-), - ,0k—1 = (ik—1,") | B0 = (i0,8)) =

P(ek—l = (ik—lag>7"' 791 = (ll7g) ’ 90 = (107g)) =
pk_lﬁioill_jiliz “ Pi_gi (3.13)

Desta forma, denotando ¢ =P, ; Di,i, "+ Piy_,i,_,» de (3.13) segue que
E[|lx]* 1 z1y | 00 = (i0.8)] =

X} < Y ot Al Al AL LA -AilA,-O)xo.
il )ttt 7ik717éA

Assim, usando (2.1), (2.2), (2.3) e o operador ¢ definido na Secdo 2 temos

E{|lxel* L iessy | 80 = (io,8)]
= x{)(p_l ( Z pk_lc (P(A;OAgl o 'Agk,llﬂAikfl . 'Aio))x()

i1, i1 A
= x6(p_] ((Aio ®Ai0)/ Z pk_]c L (Ail ®Ai1>/ T (Aik—l ®Aj_, >/)x0
iyl 1A
=x,¢0 ' (FG*'D)xo, (3.14)
onde F ¢ M nxsn? g g matriz com o ig-ésimo bloco submatriz ndo nulo, a saber, F :=
0:0:---: (A, ®A;) : ---:0],Ge M5’ o D € M1 sd@o definidas como

P(ln)
G:=(Q®1.)Diag(AQA) e D:= :
?(ln)

Note que G =p(P®1,2)Diag(A ® A) uma vez que a matriz Q coincide com pP. Além
disso, como p < 1, segue que Q ndo é matriz de probabilidade enquanto P é. Fica
portanto evidenciada a contratividade caracteristica de G. Mais especificamente, note

que G* é uma matriz do tipo (pM )k, que pode convergir enquanto M* néo converge.
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3.2 Equivaléncia entre os Conceitos de t-Estabilidade
Estocastica

Nesta secdo, a equivaléncia entre os conceitos de T-estabilidade de segundo mo-

mento previamente definidos € estabelecida .

3.2.1 Casot=Ty

A equivaléncia € inicialmente provada no Lema 3.2 assumindo-se p;; > 0 para todo
i € X, sendo o resultado geral dado pelo Teorema 4.3. No que segue, apresenta-se um

resultado preliminar. Considere
X' = E[xTnx’Tnll{q,n:i}], Vie X, (3.15)
com ¢, =07, paran=1,...,N.

Lema 3.1 Suponha Sy t-EE. Uma forma equivalente de expressar X]’7 e M™ para
Jj € X, édada por

n__ Cyh—1
Xj =Y pijW',
i#]
na qual as matrizes W' € M" sdo obtidas como solugdo da equagdo matricial recur-

siva

WA = puA WAL AXE AL k=1, n—1, (3.16)

1

para cada i € X. Além disso,

El 2] = ¥ r{X2) < (

jex

) xo||* (3.17)

com oL := max{kmlax (plll/zAl)} ey:=max{||A/?} 1=1,....s

Prova: O resultado € provado mediante indugdo sobre n. Sejan = 1.

Caso p;; > 0: Usando o Lema 2.1, segue que

k k—1
Z ZE xkxk]l{ek ]7T1 keo l} Z ZA xOxOAl pli pijﬂ{l’ii<l}'
i€eXk>1 i€eXk>1

Identificando Xio, a ultima expressdo € equivalente a

Xj =Y (Y AXPAF Y pi) = Y piiw?
icx k=1 iex
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com W = Yo AKXOAKph!
Aplicando a hipétese de inducdo juntamente com o fato de que o sistema € T-EE,
tem-se que
WP = AXPA+ Y ARXPA Pl = AXPAL+ piA (Z ARXOAK pk™ )A;.
k>2 k>1
Note que a matriz Wl.0 pode ser reconhecida entre paréntesis acima, e portanto a equa-
cdo (3.16) estd verificada.

Caso p;; = 0: Equivalentemente, usando o Lema 2.1, uma vez que P(T; =1 | 6 =
1)=1,
le = ZA,-xoxE)A;pij.
ieX
Nesta situacao, € suficiente fixar WiO = A,-Xl.OAg. Para n > 1, basta usar a propriedade de

Markov para concluir que (3.16) é valida. Para a segunda parte do Lema, observa-se

que
Elllv, 7] = (X X7} = Y or (Wi~} (1 - . (3.18)
JEX ieX
Além disso,
W ZAan lA//(p” 1 < Z }\’max pll AX}’Z lA
k>1 k>1

Fixando-se o e Yy como no Lema, (3.18) permite que se escreva

Bl ) < (10 ) Rty < (125 ) Bl

ieX
Finalmente, a inequacdo (3.17) € obtida iterando-se a relacdo acima. "

A inequacdo a seguir se faz util. Seja ¢ > 0 uma constante; entdo para qualquer

dy > —1/(ec*Inc) > 0 tem-se que
ke? %= < dyck, Vi > 0. (3.19)

Lema 3.2 Para sistemas So com 0 < p;; < 1 para todo i € X, T-EE, T-EQM e T-EEQM

sdo equivalentes.

Prova: Comparando (3.1), (3.2) e (3.3) fica claro que as implica¢des T-EE = T-EQM
e T-EEQM =- 1-EQM sdo imediatamente validas. Resta entdo mostrar que T-EE =
T-EEQM e T-EQM = 1-EE.
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1-EE = 1-EEQM : A prova baseia-se num argumento de indugdo sobre n. Seja A; :=

1/2 . .
pl-l-/ A;. Considere primeiro T = 7;. Neste caso, pode ser mostrado que

A

Eo [l 1 71549] = 145 xo 2l (3.20)

m—1

De fato, do Lema 2.1 tem-se que P(T} =m |09 =i) = pii~ (1 — pii) U, 13- Logo

Eo[lal*Mgr=g] = Eo[lAfxol* Lz >h)]

~+oo
= Y AfxolPP(Ty = m | 69 = i)
m=k

Ak—1 2 2
= AT ol 7l <1y

Quando p;; = 1, uma vez que P(T} > k | 09 = i) = 1 para qualquer k > 0, tem-se que
Eo [l 17,511 ] = llA¥x0]|? € (3.20) permanece vilida. De (3.20) e Teorema 3.1 (iii),
segue que
Ak*
Eo[lx*Uyr=i] = A %ol llAd)1?
2(k—1) , » 1/
< AP ol < Maax (AD) 1Al 2llxo %

max

Retomando o = max{Amax (A;)} e Y= max{||A;||>}, e fixando ¢; = o~ ! pode-se escre-

ver
2 — 2 2
Eo[|lxell? Lyrysry ] < vol ™! {[xol|* = eryal x| (3.21)

Adotando B = ¢y > 0 tem-se que (3.3) vale para t = Tj.

Agora, para o caso T = Tj,42, note primeiro que

E ([l Uiz, 24
= E[|lxl® gy, 5y ]+ E [l W,y <z o)) (3.22)

Fazendo uso da hipétese de indugao (vide (3.21)), pode-se afirmar que existe uma

unica constante ¢,+1 > 0 tal que

Eo [ [l Lz, s0] < eyl Ixol|. (3.23)

Com respeito ao segundo termo do lado direito de (3.22), aplicando a propriedade forte

de Markov e a propriedade da homogeneidade (vide (3.20)), este pode ser escrito da
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forma

E [||xk||2 H{Tn+1<k§Tn+2}]
=E[Er,, [l Lz, <kery 03]

Ak—T,1—1 2 2
=E (A ' x0 1Ag, | H{Tn+1<k}]
k—1

=E[Y Y Eg [IA A7 T, P42 U g, = —my )] (324)
m=1jeXx

Aplicando o Lema 2.1 para 0 < pg,¢, < 1, (3.24) € equivalente a

k—1
Ak—m— =T 1- T,
ELY Y 1A Ay e 1A P Pouilipye, <1}) =

mzlj#q)n

' 1 ~k— 1 T,—1 2 2 2
m—T,—

ELY AT PIAS " g, 1P 1A 1P 140,17 Pou il pg, 0, <13 ) - (3.25)

m=1 j#0,

Usando o fato de que 0 < E[o.2""] < E[o.=2"¥] := p para 0 < o < 1 e considerando a
inequacgao (3.19) para ¢ = a, de (3.24) e (3.25) tem-se que

E[ +1 |:||xk||2]l{Tn+l<k<Tn+2}}}

- (k—m—1) 2(m—T,—1)
< T E[Y A2 g ) e P 1A Pl Ao, 20,
JFOn

m=1
k—1
< Y EIPELY oIy, |12 po, ]
J7#0n

< ko? 2P E [0V E [|1xg, ||7]

< dopY O E [|xr, ||

E

Fixando d; = (1/1 — Ocz)n > 0 e aplicando (3.17) segue que

E[Eq,, [Il* Uiz, <k<z,0y]] < dodip¥' 2o [|xo]* (3.26)

Finalmente, substituindo (3.23) e (3.26) em (3.22) e fixando ¢, 13 = any_l ~+dod,p,

temos que

E [kaHZ Lig,.,50] < cnsa¥ 2ok x| (3.27)

paratodo k > 0e 0 <n <N —2. Portanto, adotando = cn+ﬂ"+2 >0, (3.3) é também
valida para T = T, >. Por outro lado, sempre que py,o, = 1, 0 segundo termo do lado

direito de (3.22) € nulo, visto que P(T,4+1 = +oo | 67,) = | e, consequentemente o
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resultado segue diretamente de (3.23) com B = ¢, 1Y""! > 0, completando esta parte
da prova.

T-EQM = 1-EE: Considere T = Ty. Podemos escrever
2 2 2
E [l Uygysny] = E[lll” Wz ] +E [l 1y <<y ] -

Assumindo que klim E[|lx*1 (1=K} = 0, pode-se afirmar que

klirn E [kaH2 H{lek}} = 0. De (3.20) segue que rg(pgi/zAi) < 1,Vi € X, o que implica
que So € T-EE pelo Teorema 3.1 (iii). n
Teorema 3.3 Para sistemas Sy, T-EE, T-EQM e T-EEQM sdo equivalentes.

Prova: Em vista do Lema 3.2, resta provar que o resultado é valido quando p;; =0
para algum i € X.
T-EE = 1-EEQM : Considere t=Tj. Se p;; =0entdo P(T; =1 |6p=i)=1e

xol> se k=0

Eo[ |l *Uirsn] =4 Axol> se k=1 (3.28)
0 se k>1.
Consequentemente,
Eo[[lxe I 1 g7, 513 ] < o ylo 2 (3.29)

vale para todo k > 0 e 0 < o < 1 arbitrario. Assumindo B = yo~!, (3.3) torna-se
verdadeiro.

Agora, para T = T, 4>, supde-se que py, . 0,., = 0. Isto implica em P(T,1> =
T,+1+ 1) = 1, e aplicando ambos, a propriedade de Markov e a propriedade da ho-

mogeneidade (vide (3.29)), tem-se que

E [kaHZ H{Tn+l<k§Tn+2}] = E [ETnJrl [ka”z H{Tn+1<kSTn+1+l}]}

< E[e* yxg,,, |7]-
Aqui, fixando d| = (1 /1— ()Lz)n+1 > 0 e aplicando (3.17) podemos escrever

E[|lxl* Wz, ket ny] < o iy 2||xol>. (3.30)

Substituindo (3.23) e (3.30) em (3.22) e fixando c,4+2 = cn+1y_1 +diot, (327)¢é
vélida. Portanto, a prova esta completa uma vez adotando B = ¢,427" 2 > 0.
T-EQM = T-EE: Considere T = 77 e suponha p;; = 0. A T-EE € obtida por defini¢do

(vide (3.1)), posto que, de (3.28) E[ ) ||xk|]2]1{r1 iy < oo
k=0



3.2. Equivaléncia entre os Conceitos de T-Estabilidade Estocdstica 37

Para o caso T = T, 12, considere py,  ¢,., = 0. Fazendo uso da hipétese de indugdo,

suponha que

Jim £ Ull® Wy, o] = 0= E[Y Il Uz, 2a] < oo
k>0

Suponha ainda que klim E [kaHz Iy, +22k}] = 0. Como objetivo pretende-se mostrar

que

E[Z kaHzll{TnHZk}] < oo,
k>0

e desta forma concluir, baseado em (3.1), pela T-EE do sistema. Entretanto, usando

(3.22), resta mostrar que E [Z ||ka2H{Tn+l<k§Tn+2}j| < oo. No entanto, tal resultado
k>0
segue imediatamente do fato de

0 se k#T,1+1

3.31
||A¢n+1xTn+1 ”2 se k= Tn—H +1. ( )

Eo[ |l gz, ., <asry,1y] = {

Estd estabelecida portanto, a equivaléncia entre T-EE, T-EQM e T-EEQM como inici-

almente proposta. n

3.2.2 Casot=TyA7Tp

Nesta se¢do, os resultados acerca da equivaléncia entre os conceitos de T-estabi-
lidade tém suas demonstragdes similares aquelas propostas na se¢do imediatamente
precedente. Na verdade, € suficiente considerar alguns resultados decorrentes da Teoria

de Conjuntos. Neste contexto, seguem alguns resultados preliminares.

Lema 3.3 O conjunto {ta AT, > k} pode ser escrito como

n—1
(AT >k} = {T <k < T} {ta > 7} (3.32)
=0

Prova: Primeiramente, observa-se que

{’CA/\Tn > k}
= [{tanT, > kN {ta > T} U [{ta AT, >k} 0 {ta < T, }]
= [T, 2k} n{ta> T} U [{ta 2k} N {ta < T,,}] (3.33)
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Para m > 1 dado arbitrariamente, podemos escrever

m—1

{ta<Tw} = Ul <t <}, (3.34)
=0
m—1

{Tn>k} = J{l<k<T} (3.35)
=0

Considerando a expressao do lado esquerdo de (3.33), aplicando (3.35) obtém-se

n—1

{(Li>kn{ta>T} = |JUT<k<Tin{ta>T}]. (3.36)
1=0
Observe a seguir que {7, < Tao < Tpp+1 } implica em tp = 11
Com respeito a expressao do lado direito de (3.33), usando (3.34) e (3.35) segue

que

{ta = k}n{ta < T}

= [{TA Z k} N {Tm < TA S Tm—H}]
0
1

|
—_

3 3
I

[{Tm—H > k} N {Tm <TA < Tm+1}] =

7

3
|

0
1

3
I

[( Ul <k <Ti}) n{Tn < 1a < TmH}]. (3.37)
0

m =0

No entanto, da Teoria de Conjuntos pode-se concluir que (3.37) € equivalente a

n—1 n—1
U [{Tl <k<T 3N (U{Tw<ta < Tm+l}):|

n—1
=l {n <k<Ta}n{li<ta < T} (3.38)
=0

Finalmente, substituindo (3.36) e (3.38) em (3.33), obtém-se

n—1
{ta >k} = [U {T <k< TH—I}] N [{’CA >TU{Tlj <t < Tn}]
1=0
e a prova estd completa. "

Lema 3.4 Para sistemas So com 0 < p;; < 1 para todo i € X, T-EE, T-EMQ e T-EEQM

sdo equivalentes.
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Prova: Como no Lema 3.2, basta mostrar as implicagdes: T-EE = T-EEQM e T-EQM
= T-EE.
T-EE = 1-EEQM : Para o caso tp A T1, de (3.32) observa-se que {tTa AT} > k} = {T} >

k} e analogamente ao Lema 3.2, é possivel mostrar que

Eo [|1x1* W genzy =] = AT xol 1A 1> (3.39)
Para tA A T),42, note que a partir de (3.32) pode-se escrever

{taNTy12 >k} ={taATr1 > k}U [{Tn+1 <k<T}n{ta> Tn+1}] .
Desta forma,
Ey [||Xk||211{rAATn+22kﬂ =
Eo [l W eyt 2] + o [l P <kt Wm0 -

No que resta, a prova € uma adaptacgao direta da prova do Lema 3.2. Note apenas que,

2
Efllxll™ 1z, ck<ryiny Vnasty13]

k—1
=E[Y. Y Er (1A Ay " P14 17 0 0,27, =m a7 ]

m=1jeXx
= Ah—m—1 T
=Y E[ )Y AT [& ||A g, |14 11|, | P¢n/]1{p¢,,¢n<1}]
m=1 j#b,,j#A

T7-EQM = T-EE: Considere tp A Ty. De (3.32), agora escreve-se
{tanT, >k} = [{Ti > k}] U U {T <k<Tpa}n{ta>T}]. (3.40)

N—1
Fixando B = U [{Tl <k <Tpy1}N{ta > T;} em (3.40), segue que
=1

E(|lxel® Uyzynry] = E [ Uiz say] +E [l Ly -

Assumindo limy_... E [kaHZ I, /\TN}] = 0, tem-se que a primeiro termo da expressdao
acima é nulo. De (3.39) segue entdo que r( pl-li/ 2A,~) < 1,Vi e X, o que implica na T-EE
de Sp pelo Corolério 3.1. "

O Teorema a seguir, cuja prova € omitida uma vez que segue raciocinio idéntico
aquele desenvolvido no Teorema 4.3, estabelece a equivaléncia entre os conceitos de

estabilidade estocdstica de segundo momento, qualquer que seja p;j;.

Teorema 3.4 Seja T = tA ATy. Para sistemas Sy, T-EE, T-EQM e T-EEQM sdo equi-

valentes.
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3.23 Casot=r1xy

Teorema 3.5 Seja T = ta. Para sistemas Sy, T-EE, T-EQM e T-EEQM sdo equivalen-

tes.

Prova: Para estabelecer a equivaléncia, como j4 foi dito anteriormente, resta mostrar
que T-EE = 1-EEQM e 1-EQM => T-EE. Entretanto, a prova da primeira implicacdo
€ uma modificacdo direta daquela apresentada em (Ji et al., 1991). De fato, a condi-
¢do (iv) no Teorema 3.2 para T-estabilidade assemelha-se a condi¢@o para estabilidade
estocdastica estabelecida naquele trabalho, exceto pelo fato de que 2;21 pij < 1.

Com relacdo a implicagdo T-EQM =- 1-EE, a prova baseia-se no uso do Lema 1
proposto em (Ji et al., 1991), segundo o qual, para matrizes F,G e D de dimensdes
apropriadas, limy_,., FG*~'D = 0 implica Yo F G D < o,

Para x¢ qualquer e 6y = iy # A, temos que

E [[xi[* 1 fz=4y | x0,80 = io]
- E[ Z x6A/90A/91 lﬂkflAekfl ~Apg L {r=r0,—iy - 0 1=ix 1} | 00 = io]

i17"'7ik—l

f— / L) L) ... ) ) / / ... / L} .« e .
- xo( Z Pigiy Piyiy "~ Pig_air 1 AigAiy - Ay Ai Alo)xo'
i )t 7ik713£A

O célculo do valor esperado acima envolve a seguinte probabilidade:

P(t>k,01 =iy, ,0k—2 =10k 2,01 =ix_1 |00 =1ip) =

POk_1 =ik—1 ZA O 2=l 2 F#A,--- 01 =01 #A| 0y =ip),

que € equivalente a pjyi, Pijir - Piy_yiy_» COM i1,i2,--+,ik—1 # A, com base na pro-
priedade de Markov. Usando (2.1), (2.2), (2.3) e o operador ¢ definido na Secdo 2,

mostra-se que
E [kaHz]l{tzk} ‘ X0,00 = i()] = x6((p71(FGk71D))xo, (3.41)

202 . .. . -

na qual F € M"™*" & a matriz com o iy-ésimo bloco submatriz ndo nulo, a saber,
2 2 2 .

F:=[0:0:: (A4;,;®A4;) : ---:0], GE M D& M *! sdo definidas como

com

G:=(Q®I.)Diag(A®A) e D:=
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Portanto, para o conceito de T-EE temos

E [Z ||xk||2]1{12k}} = x6(P_1 (Z FGk_lD)xo —I—x6x0.
k>0 k=1

Por outro lado, de (3.41) segue
Jim E{||xel|* 1 z=] = xp(@”" (Jim FG*~'D))xo. (3.42)

Assim, aplicando o Lema 1 previamente mencionado, (3.2) se verifica e portanto T-
EQM = 1-EE. u

Conforme evidencia a demonstragcdo do Teorema 3.5, a condicdo suficiente para T-
EQM ¢ dada em termos do raio espectral da matriz G = (Q ®1,2)Diag(A ® A)’, condi-
cdo esta, similar aquela obtida em termos da matriz 4 no Teorema 3.2 (ii). Em (Costa
e Fragoso, 1993), por sua vez, mostrou-se que uma condi¢do necessdria e suficiente
para a estabilidade estocdstica de SLSM,s (vide Teorema 1.3), recai sobre uma ma-
triz aumentada semelhante, no entanto, envolvendo a matriz de probabilidade P. Vale

lembrar, que Q ndo € uma matriz de probabilidade.

3.3 Decomposicio para o teste da estabilidade na mé-
dia quadratica

As condicdes para Tp-estabilidade obtidas neste capitulo envolvem SLSM nos quais
se considera o espago de estados X da cadeia de Markov, da forma X = {1,...,s} U
{A}. Como se pdde observar, estas condi¢cdes sdo dadas em termos de uma matriz
aumentada, ou de equacdes de Lyapunov acopladas, as quais ndo envolvem o conjunto
fechado {A}. Este fato permite-nos propor uma decomposicio para o teste da esta-
bilidade estocdstica na média quadratica (EQM) para os SLSM quando o espaco de
estados X, finito, € dado em sua forma geral. Pode-se afirmar antecipadamente, que tal
teste € mais simples do ponto de vista do esfor¢o computacional, embora pressuponha
prévia classificacdo dos estados da cadeia. Para maiores detalhes, fagcamos as seguintes
consideracoes.

Suponha que estejamos interessados na EQM de sistemas na forma (1.1) e (1.3),
com X ={1,2,...,L} e matriz de probabilidade de transi¢do P . Conforme Secéo 2.2.1
do Capitulo 2, X pode ser decomposto em subconjuntos 7, Ry,...,R;, entre os quais
T contém os estados transientes (quando, partindo do estado, existe uma probabili-

dade positiva de nunca retornar a ele) e Ry, ...,R; s@o conjuntos disjuntos de estados
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recorrentes (quando, partindo do estado, a probabilidade de retorno € igual a 1), que
representam conjuntos fechados. Além disso, a matriz P pode ser bloco particionada
como em (2.27). A estrutura da cadeia foi considerada no estudo do problema LQ
de SLSM a tempo discreto, conforme apresentado por Chizeck et al. (1986), ver tam-
bém (Ji e Chizeck, 1988; Ji e Chizeck, 1990a).

Conforme Teorema 1.3 adaptado de (Costa e Fragoso, 1993), uma condi¢@o neces-
séria e suficiente para a EMQ, € dada em termos do raio espectral de uma matriz da
forma G = (P®1,)Diag(A®A)’, a qual envolve a matriz de probabilidade P associ-
ada ao sistema. Mais especificamente, deve-se obter r5(G) < 1.

Por outro lado, uma condi¢ao necessdria e suficiente para a ToA-EQM do sistema foi
obtida no Capitulo 2, em termos de uma matriz do tipo Ga = Diag(A® A)'(Pr ®1,2).

Desta forma, no que concerne a andlise da EQM, considerando que o processo
parte de algum estado i € 7, pode-se fazer uso dos resultados para Tp-estabilidade,
uma vez que com probabilidade ndo-nula o processo serd absorvido por alguma das
classes recorrentes. Neste sentido, € suficiente examinar-se simultaneamente o raio
espectral de uma matriz do tipo G envolvendo a matriz Py (que ndo € uma matriz
de probabilidade) e os raios espectrais de algumas matrizes do tipo G, envolvendo
Pg,, -+, Pg,. Em outras palavras, uma verificagdo de EQM pode ser decomposta na
verificacdo de TA-EQM para os estados transientes e algumas verificagdes de EQM,
envolvendo um problema de menor ordem evidentemente. Do contrario, considerando
que o processo parte de algum j € R, uma vez que esta € uma classe de comunicagao
fechada, bastaria aplicar o teste de EQM envolvendo Pg;.

O exemplo abaixo tem como objetivo ilustrar as afirmacdes acima.

Exemplo 3.2 Considere o espago de estados X mediante a decomposi¢do X = {1,3}U
{2,7,9}U{6}U{4,5,8,10}, no qual T = {4,5,8,10} € o conjunto de estados transi-
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entes e Ry = {1,3}, Ry = {2,7,9} e Rg = {6} sdo conjuntos recorrentes. Adota-se

estados
(1,0 0:0 0 0:0 0 0 07 6
0%1/2 1/23 O 0 0:0 O O0 o 1
001 0.0 0 0 0 0 O O/ 3
020 0%1/32/3 0:0 O 0 O 2
P 020 0%01/43/420 O 0 O 7
(000 0:1 0 0:0 0 0 019
0 0O O 0o 0 0:0 1 O0 O 4
0 0O O 1/3 0O O 1/3 /3 0 O 5
0%1/4 0 O 0 O 1/4 0 1/41/4| g
_0§ 0 1/3 0O 0 O 0 1/3 0 1/3_ 10
Os seguintes casos sdo analisados.
Caso 1: Considere a dimensdo dos sistemasn =15 e
1/8 0 1/4 1/4 1/8
0 1/8 1/3 1/8 1/4
Ai=|1/5 1/3 1/4 1/4 1/4 |,
1/3 1/3 1/3 1/8 1/4
1/8 0 1/4 1/4 1/8
comi=1,...,10.
Caso 2: Considere n = 10 e a matrizes A;, i = 1,...,10, geradas pela rotina
rand do Matlab.

Adotando-se o teste para EMQ conforme proposto no Teorema 1.3, deve-se exami-
nar o raio espectral da matriz G = (P®1,>)Diag(A®A)’, com dimensdo 10n* x 10n?,
ou seja, 250 x 250 e 1000 x 1000, respectivamente para os Casos 1 e 2. Utilizando
a rotina “cputime”"do Matlab, para o Caso 1 o tempo médio empregado neste cdlculo
foi aproximadamente 0,575s sendo r(G) = 09613 (o sistema é EQM), enquanto que
para o Caso 2 foi de aproximadamente 38 .95s.

De outra forma, em se adotando o teste de T-EQM proposto aqui, basta analizar
o raio espectral da matriz Gp = Diag(A® A) (Py ® 1) com dimensdo 4n* x 4n?, e
simultaneamente, deve-se aplicar o teste de EQM, como acima para os demais estados.
Este teste envolve as matrizes de probabilidade Pg ,Pg, e Pg,, no qual calcula-se o

2 n2,

raio espectral de matrizes do tipo G com dimensdo 3n? x 3n%,2n%* x 2n? e n
respectivamente. Com relacdo ao tempo médio envolvendo estes cdlculos, este foi de

aproximadamente 0,0531s para o Caso 1 e de 4,3775s para o Caso 2.



Capitulo 4

O Problema de Controle LQ

No cendrio dos problemas de controle envolvendo a minimizacao de custos qua-
draticos com horizonte infinito e sistemas lineares com saltos, um numero bastante
expressivo de resultados pode ser encontrado na literatura. Como um breve historico
podemos citar Wonham (1971), como o primeiro a resolver este problema de controle
e Mariton e Bertrand (1985), os quais derivaram condi¢des necessdrias de otimalidade
para o problema LQ com realimenta¢do direta de saida. Em (Ji e Chizeck, 1990a; Ji
e Chizeck, 1990b), baseado em defini¢des de estabilizabilidade (na média quadratica),
observabilidade e controlabilidade, foram desenvolvidas condi¢des necessdrias e su-
ficientes para sistemas a tempo continuo e discreto respectivamente, incluindo ruido
aditivo Gaussiano tanto como entrada quanto como ruido de observacdo na saida. Na
sequéncia, Costa e Fragoso (1995) e Costa (1996), estenderam as condi¢des para a
estabilizacdo a tempo discreto, sob a hipdtese de enumerabilidade do conjunto de es-
tados da cadeia de Markov. Mais recentemente, em (Costa e do Val, 2001a; Costa e
do Val, 2001b) foi introduzido o conceito de detetabilidade fraca, o qual € menos res-
tritivo do que o conceito de detetabilidade na média quadratica utilizado nos artigos
anteriormente citados e além disso, substitui a condi¢do suficiente de detetabilidade na
média quadratica na obtencao de solucdes de Riccati estabilizantes, tornando supérflua
aquela condigdo.

Por sua vez, na literatura de SLSM também encontra-se um grande ndmero de
resultados acerca do problema LQ com custo quadratico e horizonte finito. Uma ver-
sdo a tempo discreto sob a hipdtese de observagdo completa é encontrada em (Blair e
Sworder, 1975). Por sua vez, a solu¢do do problema LQ Gaussiano (LQG) com re-
alimentacdo de estado e observagdo completa, na versdo a tempo continuo, pode ser

encontrada em (Sworder, 1969).
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Neste Capitulo, pretende-se abordar os problemas de controle LQG, com realimen-
tacdo linear de estado ou com realimentacdo dinamica de saida, envolvendo os SLSMs
S, a saber

Xjr1 = Ag, Xy + Bo,ug +Howi  xo € R",

S: 7k = Co, X + Deg, 1t B0 ~ uo, 4.1)
i = Fo xi + Go,wi k=>0.

Neste modelo, adotou-se um unico ruido wg, no entanto, sem prejuizo do exposto,
ruidos distintos podem ser adotados.

Os tempos de parada T descritos no Capitulo 3 sdo definidos como horizonte dos
problemas. Assumimos 0 < p;; < 1,i=1,...,s. Quando p;; = 1, o probema proposto
coincide com o problema LQG padrao encontrado na literatura, vide (Davis e Vinter,
1985) como exemplo.

Antes de abordarmos os problemas, faremos algumas consideracdes preliminares.
Para alguma matriz ¥; € M™", considere a equagéo algébrica de Riccati (EAR) na va-
riavel X;,

X; = C;C; + Ai(piXi + Y;)A; — [A{(piiX; + Y;)Bi + C;Dj]-
B (piiXi+Y;)B; + DiDi] " - [B(piiXi + Y;)A; + D|Ci]. 4.2)
Assumindo em (4.2) ¥; = E;(X), tem-se a equagdo algébrica de Riccati acoplada (EARA)
na variavel X,
X; = CiCi + A{(piXi+ Ei(X))A; — [Al(piiXi + Ei(X))B; + C/D;]-
[Bi(piiXi + Ei(X))Bi + DiD;| " - [Bi(piiX; + Ei(X))A; + DiCi]. (4.3)

O resultado a seguir, foi apresentado em (do Val et al., 1998) e soluciona as equa-

coes do tipo (4.2).

Proposicao 4.1 Suponha ( pil-/ 2A,-, pg/ ’B

1 14

i) estabilizdvel e (C;, p;i/ ZA,-) detectdvel.
i) Existe uma vinica X; € M solugdo de (4.2) quando Y; € M.

ii) Sejam X; e X;i € M0 as correspondentes solucées de (4.2) quando Y; =Y e
Y, =Y, respectivamente. Se Yl > Y, entdo Xi > X,

As seguintes matrizes serdo utilizadas:

A;—[B:(D'D,)"'D]C;, Ci:=[I-D:i(D'D;)~'D]C;,
A;— [H{(G'G)"'\G)H;, H;:=[l-Gi(GG;)"'G)G;,
A;+ BiK;, i = Ci+ DK;.

~

A,‘Z
Aii
Aii
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4.1 Controle com Realimentacao Linear de Estado

Nesta secao, assumindo que em cada instante k, o estado linear x; assim como o
estado 6; da cadeia de Markov sdo precisamente conhecidos, pretende-se abordar o
problema de controle LQ envolvendo os SLSM § no qual o horizonte é dado pelos

tempos de parada T definidos no Capitulo 2, a saber

caso T = Ty: A lei de controle adotada € a lei de realimentagdo linear

N—1

Ui = ( Z ngﬂ{Tn§k<Tn+1})xk7 k> 0. (4.4)
n=0

Os ganhos de controle sio denotados por {K°,..., KN~!} com K" = (K',...,K") e

K; € M,

caso T =Ta: A lei de controle adotada neste caso €

we = Ko xi, k> 0. (4.5)

Os ganhos de controle sdo denotados por K = (Ki,...,K;) e K; € MP*".

Finalmente, o custo de operacao associado ao problema € definido por

T—1
J(x0,00,u(-)) :=E| Y |lzxl|* +x:Se.xz | x0,00 |, (4.6)
k=0
onde S € M & um custo terminal.

Concluindo, a proposta consiste em obter uma sequéncia de ganhos de realimenta-
¢do linear {K°,...,K¥~!} (uma tnica coleciio de ganhos de realimentagio linear K),
que produz uma a¢do T-estabilizdvel na forma (4.4) ((4.5)), € que minimiza o critério
de custo em (4.6).

O caso intermedidrio T = Ta A Ty € também estudado. Apesar de seu interesse
proprio, ele é também usado aqui como estratégia na criagdo de conexdes entre 0s
casos T = Ty e T = Ta. O primeiro pode ser considerado um caso particular de T =
Ta A Ty, uma vez adotando Ty = ta A Ty e, com relagc@o ao ultimo, basta se estudar
limy e {TA ATy}

Destaca-se que as condi¢des para T-estabilidade apresentadas no Teorema 3.1 e
Corolério 3.1, respectivamente para os casos onde T = Ty e T = Ta A Ty, sdo dadas

em termos de equacgdes de Lyapunov desacopladas. Por outro lado, para o caso onde
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T = Tp, as condi¢cdes do Teorema 3.2 sdo dadas em termos de equacdes de Lyapunov
acopladas. Desta forma, para futura referéncia serdo considerados os dois tipos de
T-estabilidade a saber, a T),-estabilidade dada pelo Teorema 3.1 e Corolério 3.1, e a

Ta-estabilidade dada pelo Teorema 3.2.

4.1.1 O caso livre de ruido

Nesta se¢do trataremos o caso livre de ruido com observagdo completa de estados,
ou seja, os SLSMs dados por

Xkr1 = Agxk +Bour - xo €R?, 00 ~ o

4.7
7k = Coxx + Do uy - k> 0. “.7)

A seguir avalia-se o custo quadratico dado em (4.6) quando o horizonte corres-
ponde aos tempos de paradat =Ty e T =To A Tj.
Defina

J(x,i) :=

T—1
J()C() :x,eo = i,u(-) = 0) = E Z ||zk||2—|-x’TSeth‘x0 :x,eo = i R (48)
k=0

como o custo de controle em malha aberta, para xo = x € g = i. Supde-se que 0p =i
com probabilidade 1, para algum estadoi =1,...,s.

A proposicao apresentada abaixo segue diretamente do Lema 2.3 na Seg@o 2, tendo
em vista que J(x,i) coincide com o funcional V%(x,i) definido naquela Secdo, ao

trocar-se xi por zx = Cixk.

Proposicao 4.2 Seja T = ta ATy e So T-EE. Uma forma equivalente de expressar

J(x,i) é dada por
J(x,i) = x'Lx, (4.9)
onde as matrizes L' € M"" sdo obtidas recursivamente como
L} — piAILIA; = CICi+ ALER (LA, + piaAlSaA;, (4.10)
paran=N—1,...,0, com LN =8,

Para se recuperar o caso T = Ty, basta considerar a cadeia de Markov com espacgo
de estados dado por X = {1,...,s}. Consequentemente, 0 termo piAAQSAAi é nulo e

de (4.10) obtém-se J(x,i) no caso T = Ty, como indica o coroldrio a seguir.
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Corolario 4.1 Sejat =Ty e So T-EE. O custo J(x,i) pode ser expresso como
J(x,i) = x'LOx,
onde as matrizes L € M"™ s@o obtidas recursivamente como
L' — piAlLMA; = CIC + AVE (LA, i=1,...,s, 4.11)
paran=N—1,...,0e LN=8.

Casot=Ty

O Teorema a seguir nos permite determinar a sequéncia de ganhos de realimentacao
linear {K°,...,K¥~1} que produz uma acio t-estabilizével da forma (4.4) e minimiza
o critério de custo em (4.6) quando T = Ty. Aplicando o Corolério 3.1(ii), note que o
problema de Ty-estabilizabilidade equivale a estabilizabilidade do par ( p}/ 2A,-, p}/ 2B,-)
para cada i € X, no sentido deterministico.

Inicialmente, defina o custo de continuacdo

Ty—1
J"N(x,i):=E Iz ) + X, So. Xt |x7, =X, 00 =i,
k=T,
com ¢, = 07,.
12, 12 .y ~ 1/2% )
Teorema 4.1 Assuma (p;/ “A;,p;/ ~Bi) estabilizavel e (C;, p;/ “A;) detectdvel, para cada

i=1,....5. Paran=N—1,...,0,ei=1,...,s, considere a solucdo da EAR (4.2) na
varidvel L}, com Y; = E(L”“), obtida recursivamente com LN = S. A sequéncia

otima de ganhos {K°, ..., KN~11 ¢ estabilizante e obtida recursivamente como
K" = —[Bi(piLi" + Y;)Bi+ DiDi] "' [Bi(piLi" + Y;)A; + DCi]. (4.12)
O custo minimo é dado por x' L?x.

Prova: Definimos
(In—1)

. . 2 .
Van(x,0) = Knrr‘l.l,lll(lNilE k; | zk||” + zySonzn | X1, = x,0p = i|. (4.13)

Adotando Ail = A; + B;G; T,,-estavel com n = N — 1, considere

P —pid' PN TIA] = GG+ A (P YA

1



4.1. Controle com Realimentacdo Linear de Estado 49

Subtraindo

PN — LN pii((Ai+ BiGi) PY (A + BiG)) — (Ai + BiKi) LY ' (Ai + BiK;)) =
(Ci+ DiGy)'(Ci + DiG;) — (Ci+ DiK;)' (C; + DiK;)
+ (Ai+BiGi) E(PY ") (Ai+ B,Gi) =
(A +BiK:) Ei(LY 1) (Ai + BiK)),

e tomando LY = PV, segue que

PV =LY — pi((Ai+BiG) (P =LY 1)(Ai+BiGi)) =
pii((Ai+BiGi) LY~ (A;+ BiG) — (Ai + BiK;)'LY ' (Ai + BiK;))
+ G.D\C; + C;D;G; + G:D'D;G; — K!D\C; — C;D;K; — K;D!D;K;
+ (Ai +BiG) E(PY)(A; + BiG;) — (A; + BK;) E:(LY) (A; + BiK;). (4.14)

Denotando (L) = piiLf.V 14z (Lfv ), a expressao (4.14) pode ser escrita como

G.D!C;+C!D;G; + G.D'D;G; — K!D!C; — C;D;K; — K!D.D;K;

+ G!BE;(L)A; + AE;(L)B;G; + G.B/'E;(L)B;G;
—K!BI'E;(L)A; — A;Ei(L)B:K; — K!B\'E;(L) B;K;.

Usando A; = D'D; + B.E;(P)B; e K" como em (4.12), podemos escrever

PY =LY = pi((Ai + BiG)) (B! =LY 1) (Ai + BiGy)) =
— GiAK] + GiAGi — K["AiGi + KiAK] + K" AiK; — KiAK; =
(Gi—K}')'Ai(Gi — K}') — (Ki — K}')'Ai(Ki — K').

Logo, fazendo K; = K}', temos que

PV =LY = pi((Ai+BiG) (P! = L) (Ai + BiGy)) =
(Gi—K}")'Ai(Gi = K}') > 0.

Desta forma, uma vez que A; 4 B;G; € T,,-estavel entdao PZN e Li.v -1 >0, o que implica

que

PN = Iy (i) 2 Vv (x i) = XL x

para todo x. Logo, Vv_1 n(x,i) € o custo minimo dentre as solugdes 7,,-estabilizantes.
Note que Li.v g solugio de uma EAR (4.2) com Y; = (L"), equacio esta, seme-

lhante 3 EAR padrao apresentada na Secdo 2.2. Assim, a detectabilidade do par
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~  1/2 % ~ gt . .1
(G, pii/ A;) garante que a solu¢do Gtima deve ser necessariamente T,-estabilizante.
Portanto V,, y(x,i) é o custo minimo e K" é 6timo, paracadai=1,...,sen=N—

1,...,0, vide Teorema 2.1. "

Observacao 4.1 Considerando o Teorema 4.1 e o Coroldrio 4.1 aplicado ao sistema
controlado S, o problema de controle no caso © = Ty pode ser resumido como segue
inf rr{L!}
(nf {Li}
s.aa: L' —AlpiL"+Y)A; —CIC; =0,

comY; = E(L"), para cadan=N—1,...,0e LV =8.

Casot =1

Em vista do Teorema 3.2 (iv), podemos anunciar que a Tp-estabilizabilidade do par
(A,B) é equivalente a existéncia de um conjunto de matrizes M € M"" para alguma
Q € M"* tal que

(Ai +BiK;)'E(M)(A; + BiK;) — M; + Q; = 0, (4.15)
vale paracadai=1,...,s, e alguma K= (K}, - ,Kj).

Observacao 4.2 Note que, se K tp-estabiliza o sistema em malha fechada, entdo K;

estabiliza (p}/zAi,pil/zB,') paracadai=1,--- s, pois de (4.15),

pii(Ai + BiK;)'M;(A; + BiK;) — M; + Q; < 0.

O objetivo aqui consiste em determinar uma tnica colecdo de ganhos de realimen-
tacdo linear K o qual produz uma acdo Ta-estabilizdvel da forma (4.5), com o propdsito
de minimizar o critério de custo em (4.6). Como estratégia adotada, trataremos a si-
tuacdo limite envolvendo T = Ty A Ty, com N — oo ou equivalentemente n — —oo,
uma vez que a soluc@o para o problema intermedidrio € obtida recursivamente com
N —1,...,0. Neste sentido, de acordo com a Proposi¢do 4.2, para o sistema em malha
fechada € necessario considerarmos o problema

. n
ot rr{E}
sa: L'—Al(pil! +Y)A; — CiC; =0,
com Y; = EAL") + piaSa, parai=1,....sen=N—1,...,0e LN =S . Mais
detalhadamente, analogamente ao caso T = Ty, a sequéncia 6tima de ganhos para o

caso T = Tp A Ty pode ser obtida como abaixo.
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Teorema 4.2 Seja Tt = taA A Ty. Assuma (pl-li/zA,-,pl-li/zB,-) estabilizavel e (C’,-,p}i/zfi,-)

detectdvel, para cadai=1,...,s. Paran=N—1,...,0,ei=1,...,s, considere a so-
lugdo da EAR (4.2) na varidvel L, comY; = EZA(L”“) + piaSa obtida recursivamente
com LN =S. A sequéncia étima de ganhos {K°, ..., KN~1} ¢ estabilizante e obtida

recursivamente como
K" = —[Bl(piL" + Y;)B; + D'D;] ' [Bi(piiL" + Y;)A; + DIC}]. (4.16)

Conforme o Teorema anterior, a proposta consiste em estudar a situacdo limite en-
volvendo EAR’s (4.2) na varidvel L}, com Y; = fiA(L"“) + piaSa, motivo pelo qual
faz-se necessaria condigdo que garanta a convergéncia das solucdes LY. Neste sentido
pretende-se empregar o conceito de W-detectabilidade introduzido por Costa e do Val
(2002). Mais especificamente, supde-se que o par (C,A) seja W-detectdvel, o que vale
destacar, nio implica na detectabilidade de (C;, pl.li/ 2&) paracadai=1,...,s, emboraa
reciproca seja verdadeira, como apontou Costa e do Val (2002). Desta forma, esta con-
di¢do ndo garante a unicidade das solucoes L} destas EAR’s. No entanto, a hipdtese de
W-detectabilidade € mais fraca que a hipétese de detectabilidade na média quadratica,
no sentido de assegurar que a solu¢do para a EARA € unica e estabilizante no sentido
da média quadratica.

No que segue, descrevemos o conceito de W-detectabilidade, assim como o teste
para W-detectabilidade para SLSM a tempo discreto introduzidos por Costa e do Val
(2002). Inicialmente, considera-se o conjunto de matrizes de observabilidade O €

M’(’ZS)X”, onde cada uma das matrizes O; € M" é assim definida
0;:=[Wi(0) i Wi(1) i - i Wi(rPs—1)]

parai€ {1,...,s}, onde W;(k) é definida recursivamente como W;(k) := A/E;(W(k —
1))A;, com W;(0) := CIC:.

Definiciio 4.1 O par (C,A) é W-detectdvel se e somente se klim E{||x¢]|}* = 0 sempre
que xo € N(Og,).

Proposicao 4.3 O par (C,A) é W-detectdvel se e somente se existe um conjunto de

matrizes M € M"" para alguma Q € M"™ tal que
(Ai + H;0)) E(M)(A; + H;0;) — M; + Q; = 0, (4.17)

vale para cada i =1,...,s, e alguma H= (Hy,--- ,Hy).
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A proposicdo a seguir € uma modificacdo direta de um resultado provado em (Costa e
do Val, 2002).

Proposicio 4.4 Assuma que (C,A) é W-detectdvel. Entdo, existe uma solucdo P €

M™ para (4.3) se e somente se (A,B) é Ta-estabilizdvel.

Voltando ao problema inicial que consiste em determinar o controle 6timo na forma
de um conjunto de ganhos K, passaremos a analisar a situac@o limite envolvendo os
resultados obtidos no Teorema 4.2, quando N — o. Uma vez que a hipotese de W-
detectabilidade € empregada, com o propdsito de garantir a convergéncia das solugdes
L} das EAR’s (4.2), com ¥; = EiA(L”“) + piaSa, se faz necessdrio o seguinte ajuste:
substituir o termo p; L} por p;L! = xp;L! + (1 —K) piiL?“ com 0 < ¥ < 1. Oresultado
a seguir, adaptado de (Costa e do Val, 2002), pode ser empregado.

Proposicdo 4.5 Assuma que (C,A) é W-detectdvel e considere as solucdes das se-

guintes EAR’s, com 0 < K < 1

L} = Aj(xpiLi" + Li(L"))A; + CIC;
— [Aj(xpuLi" + Li(L"*"))Bi + CID)]
- [Bj(kpiLi" + Li(L"))B;+ DiD;] !
-[Bi(xpiuL" + Li(L"T1)A; +-DiCi], (4.18)
onde

Li(L") = BT+ (1—«) pal ™ + piaSa,

paran=0,—1,...,i=1,...,s e L? fixado arbitrariamente. Entdo (A,B) ¢ estabili-
zdvel na média quadrdtica se e somente se a sequéncia L converge para P € M™

quando n — —oo, onde P ¢é solugcdo da EARA (4.3).

Finalmente, o Teorema 4.3 abaixo nos permite encontrar o ganho de controle 6timo

K como desejado.

Teorema 4.3 Suponha que o par (A,B) é ty-estabilizavel e o par (C,A) é W-detectdvel.
Considere as solugdes L' € M "0 das EAR’s (4.18). Entdo L! — L; quando n — —oo,
onde L € M ¢ a solucdo de (4.3). Além dissso, o ganho dtimo K; é dado por

K; = —[Bi(piL; +Y;)B; + D.D;] "' [B}(piiP; + Y;)A; + DC}],

comY; = ZiA(L)+piASA, paran=0,—1,...ei=1,...,s. O custo minimo é dado por

xX'Lix.
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4.1.2 O caso com ruido aditivo

Trataremos inicialmente o problema de um salto, isto é, o caso onde o horizonte
do problema coincide com T = 7;. Mais especificamente, resolveremos o problema

associado ao horizonte T = 71 Am, m > 1, para o modelo

X1 = Aixg + Biug + Hywy

7% = Cixy, +Di”k,, 0<k<TiAnm. 4.19)

Supde-se que By = i com probabilidade um. Note que, 6y =09 =ipara0 <k < T; Am.
Definindo J7: (x,i,u(-)), m > 1, como o funcional em (4.6) quando T = T; Am, ou

seja,

Jri (x,d,u(0)) =
(T —1)Am—1
E|l Y llall® +x7 amSon m¥rim | X0 = x,80 = i, (4.20)
k=0

o funcional custo associado ao horizonte 77 pode ser recuperado ao tomarmos o limite

lim J7: (x, i, u(-)).

m-—oo

Uma vez que (4.20) coincide com o funcional (2.16) definido na Se¢do 2, com base

em (2.24), para o sistema em malha fechada (4.19) podemos escrever
Jﬁ (x7 2 u()) =
m—1 R m—1
Eo[ ) PEX O xi + P, Sixm | + Y prr{HyE(S)H]Y, 4.21)
k=0 k=0

onde QO = CHCk 4+ A EA(S)AK, Ak = A;+ B;K* e CF = C;+ D;KF. Ainda pelo Lema 2.5

tem-se que
7 (i u() = XL x4 1) (4.22)

0 ~ . . . ) . ~
onde L;" e llo sdo obtidos recursivamente através do seguinte conjunto de equagdes

matriciais acopladas
L7 —p¥ IR 4 CHCK 1 AVEAS)AE, 1 =,

1

m—1
If = Y P?i””{Hi(PiiL?H’m +EMS)H]}, 1'=0,
1=k

paratodoi=1,....,sek=m—1,...,0.
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O problema que consiste em minimizar o funcional (4.20) sujeito a dindmica (4.19),
se insere no contexto LQG padrao encontrado na literatura, com horizonte finito e fator
de desconto p;;, vide (Davis e Vinter, 1985). Considere o conjunto de matrizes Lf’m

solucdo para a EAR

L™ = CiCi+Aj(paLi " + YDA~ [A{(palL " + Y)Bi +CiDi]
Bi(paLi "+ Y)Bi+ DD [Bi(pali T+ YA + DG, (4.23)

i
com Y; = EA(S), para k =m—1,...,0 e L™™ = S. Com o propésito de determinar

a lei de controle 6tima para este problema, considera-se ( pill./ 2A,~, p}/ 2B,~) estabilizavel
e (Ci,P}i/ ZAZ-) detectdvel. Podemos afirmar, que a lei de controle 6tima é dada por

Uy = K{‘xk com

K= —[B{(pals" """ + EX(S))B; + D;D)] !
[Bi(pil s " + EA(S))Ai + DGl (4.24)

Além disso, o custo minimo € dado por
m—1
0, k+1,
x'Ll. X+ Z p{-‘itr{Hi(piiLiJr g EiA(S))H,-'}. (4.25)
k=0
O caso T =T € recuperado tomando-se o limite limy, .. J7; (x,i,u), como mostra a
proposi¢ao a seguir.

Proposicao 4.6 Seja t = T,. Assuma (pill-/ zAi, pl.ll-/ 2Bl') estabilizdvel e (C;, pill-/ ZA,') de-

tectavel, para cada i = 1,...,s. Entdo, a matriz L; = lim,;, . L?’m, com L?’m obtida
como em (4.23), é a unica solucdo para a EARA (4.3). A lei de controle otima é
uy = Kixy, com

K; = —[Bi(piiL; + Y;)B; + D.D;] ~'[B}(piiLi + Y;)A; + DiC, (4.26)

com Y; = EA(S). Além disso, o custo minimo é dado por X'L;x + 1; onde

li= _1 iitr{Hi(piiL,- +Y;)H;}. (4.27)
Com respeito ao custo minimo anteriormente apresentado, este € obtido através do
limite de (4.25) quando m — oo, utilizando o fato que 0 < p;; < 1.
Comparando a proposi¢do anterior com o Teorema 4.2 (com N = 1), que fornece
o ganho 6timo e o custo minimo para o caso livre de ruido quando T = 77, concluimos
que o ganho 6timo encontrado aqui é o mesmo, ou seja, o ganho 6timo independe do

ruido. Por sua vez, quando inclui-se o ruido observa-se que o custo minimo € acrescido
do termo (4.27).
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Casot=Ty

Considere a fungao valor V (z,,,0,), definida como o custo minimo para o problema

partindo-se do instante de salto 7;, a saber,

(Ty—1)
. 2

Van(an0n) = min  E k_ZT Izel® + 2y Soxzn | 2n0n | (4.28)
n=N-1,...,0,com z, = x7, € 0, = 07,. O lema abaixo fornece uma expressao para
V(Zna ¢n)
Lema 4.1 A funcdo valor (4.28) pode ser expressa equivalentemente da forma

(Tn+l_1) )
Vn7N(X7 l) = HIl{innE[ Z sz” +Vn+1,N<Zn+l;¢n+l) ‘ in = X,(I)n - l}
k=T,
=7, L'z + 17, (4.29)

paran=N —1,...,0, com L}, K} e I sdo obtidos recursivamente como

L} = CiCi+Ai(pal{ +Y;)Ai — [Ai(puLf +Yi)Bi+ CiD]
[Bi(pul” +Y;)Bi + D\D;] ' [B)(puL" + Y))A; + D\C],
K!' = —[Bi(pill! + Y;)B; + D\D;) ' [B(piL} +Y;)A; + D/C],

1 .
= el EA U ) H SR ET 0 =1], @30)

PDii

comIN =0, LN =S e¥; = AL,

Prova: Faremos uso da propriedade forte de Markov, do principio de otimalidade e
dos resultados obtidos para o problema de um salto. A prova baseia-se em argumento

de indugdo sobre n. Para n = N — 1, conforme Proposicado 4.6 tem-se que

VN—1n(zv—1,n-1) =

N—1 N—1 A
Z;V—qu)N,l IN-1F tr{Hq)Nfl (p¢N71¢N71L¢N,1 + fq)N,l (S))HQI)N,I}-

L —Poy 1051

Reconhecendo /Y ! na expressao acima, segue que
ON-1

Vv—in(zv—1,n—1) = vafngg_ll IN-1 +lgvill’

e portanto (4.29) se verifica. Suponha agora que (4.29) seja vdlida paran = m+ 1, isto
é

m+1

! m+1
Vm+ 1 ’N (Zm+1 ’ ¢m+1 ) - Zm+1L¢m+l Zm+] + l¢m+1 :
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Assim, para n = m, através da propriedade forte de Markov e do principio da otimali-

dade temos

Vm,N<Zm,¢m) =
Tm+l_1

= 1}1{}"nE[ Z ||Zk||2+Vm+1,N(Zm+1,¢m+l) | vaq)m}
k=T,
Tnt1—1

= r?(}nnE[ Y &) +Z;”+1Lg1n:11 Zmt1 | Zmy Om)| +E [15,”;:1 | Zm, O]
k:T;n

1
T poo. r{Hy,, (Po,onLly, + Eop, (L") Hy Y+ E [ | 20, 0]

= ZLgy, Zm +

Note que a segunda igualdade acima corresponde ao problema de um salto a partir de
T,, com custo final L™+1. .

Com base nos resultados anteriores apresentamos o teorema que permite calcular a
sequéncia 6tima de ganhos de controle {K", ..., KN~!1 para o problema com miiltiplos

saltos.

Teorema 4.4 Assuma (pili/ 2Ai,Pil/ 23,') estabilizdvel e ((jiapili/ ZA,') detectdvel para cada

i=1,....5. Paran=N—1,...,0,ei=1,...,s, considere a solucdo da EAR (4.2) na
varidvel L com Y; = EA(L"HY), obtida recursivamente com LY = S. A sequéncia
otima de ganhos {K°, ..., KN~} ¢ dada por

K!' = —~[Bi(paLi + Y;)Bi+ DIDi] "' [Bi(pali + YDA+ DIC],  (431)
paracadai=1,....s en=N—1,...,0. Além disso, o custo minimo ¢ dado por
x’L?x—l— l?,com llo obtido recursivamente por (4.30), para cadai=1,...,sen=N —

1,...,0.

Como se pode observar, o ganho 6timo obtido acima coincide com o ganho 6timo

obtido no caso livre de ruido, enquanto o custo minimo foi acrescido do termo llo.

Casot=1x

A andlise do caso T = T pressupde a andlise da situacdo limite envolvendo Tx A Ty,
com N — o, Neste sentido, conforme resultados obtidos para o caso livre de ruido,
mediante inspe¢io, podemos afirmar que a sequéncia 6tima de ganhos {K°,... KN~11

para o caso intermedidrio To A Ty € obtida exatamente como no Teorema anterior,
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ressalvando-se que as EAR’s envolvem Y; = ZiA(L"“) + piaSa. Com respeito ao custo
minimo para o caso intermedidrio To A Ty , com a inclusdo do ruido, além do termo
x'Lix (vide Teorema 4.3), este por sua vez agora envolve o termo Oc?, obtido recursiva-

mente como

1 /
— +1 _
o =5 p”fr{Hi(PiiL? +Y)H}+E[og’ |00 =], (4.32)
paracadai=1,...,sen=N—1,...,0,com¥; = EA(L"™), a} =0e LN =S8.

Tendo em vista as consideracdes anteriores, 0 Teorema a seguir nos permite encon-
trar o ganho de controle 6timo K assim como o custo minimo para o caso Tx.

Inicialmente consideramos a matriz H € M**! tal que A" = H;(p; L + EA (L") H!

comi=1,...,s, as matrizes Q e QO tais que
pit pi2 ... Pis
Q= |7 o P
Pst Ds2 ... PDss

e O é obtida anulando-se a diagonal principal de Q, Adicionalmente escrevemos o, =

[(xl "'OCS]/.

Teorema 4.5 Assuma (A,B) ta-estabilizivel e (C,A) W-detectdvel. Considere as
solugoes L' € M" O das EAR’s modificadas (4.18). Entdo L! — L; quando n — —ox,
onde L. € M é a solugdo da EARA (4.3). Além disso, o ganho étimo K; é dado por

K; = —[B}(piLi+ E*(L) + piaSa)Bi + D/D;] !
- [Bi(piiP; + EM(L) 4 piaSa)A; + DICi],  (4.33)

paracadai=1,...,s e o custo minimo é X' Lix + o;, com

~

a=(—Q) 'H. (4.34)

Prova: A convergéncia L} — L; quando n — —oo segue diretamente das hipdteses,
conforme a Proposi¢do 4.5. Por sua vez, analisando o limite Tp A Ty, quando N — oo
(equivalentemente n — —oo, uma vez que a solugdo para este caso € obtida recursiva-
mente para N — 1, ...,0), podemos afirmar que de fato K; é dado por (4.33). Com base
nos resultados para o caso intermedidrio, o custo minimo correspondente tem a forma

x;Lix; +1im,_._. af. Neste sentido, primeiramente note que

1 y
o = . ~tr{H;(pil} + EM L") + piaSa)HI 4+ Y 13—1;)..0(1&1 ' (4.35)
11 _]?él 11
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Introduzindo as matrizes acima definidas, a equacao (4.35) torna-se equivalente a
(I, — Diag(Q))a" = H+ Qa1 (4.36)

Uma vez que 0 < p;; < 1 entdo (I, — Diag(Q) é ndo singular e r((I; — Diag(Q))~'Q) <
1, cf. Teorema 2.3, consequentemente (4.36) converge e escreve-se o0 como em (4.34).

Desta forma, obtém-se o custo minimo como anunciado. n

4.2 Controle com Realimentacao de Saida

Nesta secdo consideramos o problema de controle associado ao SLSM § definido
em (4.1). O estado x; ndo pode ser medido diretamente, podendo ser apenas estimado
através das saidas medidas yk’1 = (Y0,Y1,---,Yk—1)- O processo {wy} é uma sequéncia
de vetores aleatorios i.1.d. normalmente distribuidos, com média O e covariincia /, i.e.,
E[wi] =0 e E[wwy] = I. Adicionalmente assume-se que xo ¢ um vetor aleatdrio
independente de wy, normalmente distribuido com média m e covariancia P,.

Estudaremos inicialmente o problema de um salto associado ao modelo

X1 = Aixg + Biug + Hiwy

Vi = Fixi + Giwy, 0<k<TiAnm. 4.37)

Supde-se que 6p = i com probabilidade um. Este problema € tratado, utilizando a cor-
respondente representacdo de inovacdo de (4.37), vide (Davis e Vinter, 1985, p.118),

a qual fornece um modelo equivalente na forma

o A k
K1k = Aikyk—1 + Biuk +Z; Vi

)?0‘,1 = my, 0<k<ThAnm. (4.38)

O processo de inovagdo Vg, satisfazendo
Vi = yk — Fifr—1, (4.39)

¢ um processo de ruido-branco com média 0 e fungdo de covaridncia E[vg,V)]| =
EPikFl-’ + GG, onde Plk ¢ a covariancia do erro Xy, satisfazendo a equacdo EAR

recursiva
PfH =APFA} + HiH] — [AiPfF + HiG})

[RPEF +GiG) - [APFF + HGY (4.40)
P’ =p,.
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A matriz de ganho de Kalman Zf‘ ¢ dada por
Z¥ = [AiP}F + HiG)) [F/PFF! + GiG) . (4.41)

qu

Mediante as hipéteses acima adotadas o novo estado X1 = E [xc |y ¢ o melhor

estimador de x; dado y*~ 1.
Defina o funcional J7 (i,u(-)) como em (4.20), condicionando o valor esperado

apenas ao estado 6p. Introduzindo em (4.21), o valor esperado condicionado como

segue
N ks A | ke 1
! A — / —
[T Elpt0bn |41+ Elpsinn 1|
k=0
e procedendo aos calculos com xg = K1 + Xgje—1 © E[fk\k—lf;dk_]] = Plk 0 custo

7. (i,u(-)) pode agora ser dado em termos do estado £, da forma
m—1 . .
. Al Ak A A/ A
Jp, (iu(-)) =E { ) Pii%fe—19i X1 +p?i1xm|m—lsixm|m1:|
k=0

m—1 m—1
+ Y Pitr{HES)H Y+ Y pitr{PFOI Y+ pitr{P"S;}. (4.42)
k=0 k=0

Como se pode observar, na expressao anterior reconhecemos o custo dado em (4.21)
na variavel £;;_, acrescido de dois termos constantes que ndo dependem da escolha

de uy. Portanto, minimizar (4.42) equivale a minimizar
m—1 ' '
ol Ak ~ m ol a
E Z piixk|k—1Qixk|k—1 +Piixm\m—15ixmlm—1
k=0

sujeito a dinamica (4.38).
Nesta secdo, pretende-se empregar os resultados obtidos para o problema com rea-

limentacao de estado, ao novo sistema (4.38) e (4.39). Com este objetivo, define-se
Vi = [FPEF + GG~ Py
Consequentemente, (4.38) pode ser reescrita como
By = A1 + Biug + ZE[FPFF + GiGJ Y2y (4.43)

Uma vez que E[V;V;] = I, Vi é um processo de ruido branco normalizado e portanto a

1/2

equacgdo acima estd na forma padrdao dada em (4.37) com Z{‘ [EPlkFi’ +G;G']'/* no lugar

de H;. Desta forma, expressdao andloga aquela apresentada em (4.25) pode ser obtida
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em termos da variavel Xy, trocando-se a matriz H; pela matriz Zf‘ [E'Pl-kE" +G;G)] 1/2 ¢
incluindo os termos constantes. Entretanto, € importante observar que o custo minimo
obtido em (4.25) € o custo minimo condicional dado que o processo parte de xp = x.
Logo, tomando o valor esperado sobre a distribui¢do de x¢ e usando o fato de que
para qualquer matriz M € M"*", tem-se E[x;Mxo] = myMmqy+tr{MPy}, de (4.25)

teriamos
0 0 ml k k+1 A
m sm i
moL;"mo+1r{L;""Po} + Y piar{Hi(pul; "+ (S))H;}.
k=0

Ou seja, o custo minimo na varidvel £, para o caso 71 Am € dado por
~ 170,m A 0.m
Roj—1 L Xo—1 +1r{L;" Po} (4.44)

m—1
/ k l A
+ Y ParlZ ERAE + GGNZE (il 1+ EA(S)) + PEONY + pir (P81},
k=0
onde L?’m é obtida como em (4.23) e P, é a covariancia de )?0|_1 . Note que fo\—l = my.
Finalmente, a solu¢do do problema com realimentagao de saida e horizonte 77 pode

ser obtida analogamente a Proposi¢do 4.6. Relembrando que

A,‘ =A;— [B,'(D;D,')_ID;]C,', Ci = [[—D,‘(D;D,‘)_lD;]C,‘,
A=A, — [H(G\G)"'\G)|H;, H;=[I-Gi(G.G))"'G)G:.
As seguintes condi¢gdes sdo requeridas para todoi=1,...,s:
12, 1/2, ~ 1/2%
(lzi ' f4 i»Pii~Bi) estabilizdveis, (Cirp i‘/ZA’) detectdveis; (4.45)
(AiaHi) irPi Ai

com o proposito de garantir a existé€ncia e unicidade das soluc¢des para as EAR’s (4.23)
e (4.40), e a convergéncia destas para L; e P;, respectivamente, onde L; € a tinica solu¢do
da EAR (4.2) e P; € a Unica solucdo da EAR

P; = A;PA! + HH! — [A;P,F] + H,G||[F;,P,F] + G;G)] " [A;P,F + H,G)] . (4.46)

Proposicao 4.7 Considere o modelo em (4.37) e assuma vdlidas as condicoes (4.45)
paracadai=1,...,s. Entdo, as matrizes L; = lim;,_,c L?’m e P; sdo as unicas solugcoes

para a EARA (4.2) e (4.46), respectivamente. A lei de controle otima é dada por
lx = KiXyx—1, onde K; é obtida como em (4.26). A dindmica do filtro é dada por

Bp 1k = Aifrp—1 + Bie + Z (v — Fpp1), (4.47)
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onde os ganhos de Kalman Z{‘, para cada i = 1,...,s, sdo obtidos como em (4.40)

e (4.41). Além disso, o custo minimo é dado por

moLimo -+ tr{Libo} + Y phtr{Z [P + GiGZf Ipili + ENS)) + PFOF).
k=0

Note que a convergéncia de Pl-k para P; quando k — oo, assegurada pela hipétese, ga-
rante que a soma final acima seja finita, vide (Davis e Vinter, 1985). Podemos observar
que o ganho de realimentac@o K; ¢ o mesmo obtido no caso com observacdo completa
de xz, de forma que o denominado principio da equivalente-certeza se verifica para o
casot=1T].

Na sequéncia, os resultados referentes ao problema de um salto anteriormente ob-

tidos permitem a andlise do problema com multiplos saltos.

4.2.1 Casot=Ty

Algumas consideracdes iniciais se fazem oportunas. O lema abaixo fornece uma
expressdo para a fungo valor V (2,0, ) associada ao problema com observagao parcial,
definida como o custo minimo a partir do instante de salto 7;,, a saber,

Tv—1
Vi, 0n) = min E Yzl +2nSoven | 0n (4.48)

K% k=T,
n=N-1,...,0,com ¢, = 07, e X1, = E[x1, | ¥0,--..y1,—1, Tn = K].

Tendo em vista que o principio da equivalente-certeza se verifica para o problema
de um salto, 0 mesmo procedimento empregado para se determinar a sequéncia de
ganhos de controle {K°, ..., KN~!1 para o problema com observagio completa de x;
pode ser usado aqui. Quanto ao custo minimo, este por sua vez agora € obtido através
da dindmica dada em (4.49).

Lema 4.2 A funcgdo valor (4.48) pode ser expressa equivalentemente como
(Tn+1 - 1)

V(g 0n) =minE[ ) [yil®+V &0 0n11) | 0]
k=T,

= &g, 'Ly %1, +tr{Ly Pr.} +1} . (4.49)

onde X1, e Pr, indicam o valor esperado E|xt, | yo,...,y1,—1,T, = k| € a covaridncia
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covixr, | yo,...,y1,—1, Ty = k|. Além disso,
Lo, =
(o] / A
k=0

+E|:Zh+1 | (1)"]7

¢n+1

iIN
com ld)N =0.

}i/ 2A,', p}/ 2B,') estabilizdvel e (C;, pill-/ ZA,') detectdvel, para cada

Teorema 4.6 Assuma (p
i=1,...,s. Entdo, o conjunto de matrizes {LO, . v ’1} € a unica solugdo definida
positiva da EAR (4.2) com Y; = EA(L), para cadai=1,....sen=N—1,...,0 com
LN =S8. O controle étimo é dado pela lei de realimentacdo linear

N—1
=Y Ko fepo1 Mg <iety, ) k>0, (4.50)

n=0
onde a sequéncia otima de ganhos {KO, ..., KN"1Y é dada por (4.31) para cada i =
I,....sen=N—1,...,0. A dinamica do filtro é dada por (4.47) onde os ganhos de
Kalman Zlk para cadai=1,...,s sdo obtidos como em (4.40) e (4.41).

4.2.2 CasotT=r1x

Nesta secdo, o ganho de controle 6timo K é obtido exatamente como no caso de
observacdo completa. Quanto ao custo minimo, determina-se por inspe¢do o custo para
caso Ty A Ty e entdo procede-se a andlise da situagdo limite. Neste sentido, embora
ndo se pretenda determind-lo, trocando-se a matriz H; pela matriz ZX[F;PXF! + G,G]
em (4.35), tem-se que o custo minimo para o problema intermedidrio agora envolve o

termo &9, obtido recursivamente como

N = !/ N
& = Y pltr{Z{ [RPEF + GiGZE [pul] + P (L") + piaSal + PEO}
k=0
+E[0 0, =1], (4.51)

paratodoi:1,...,s,comn:N—1,...,0,0c§V:OeLN:S.

Teorema 4.7 Assuma (A,B) tp-estabilizivel e (C,A) W-detectdvel. Entdo, existe
um tinico conjunto de matrizes L solucdo definida positiva da EARA (4.3). O ganho
otimo K é determinado por (4.33) e Ta-estabiliza o sistema. A dindmica do filtro é

dada por (4.47) onde os ganhos de Kalman Zlk para cadai=1,...,s sdo obtidos com
em (4.40) e (4.41).
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Tabela 4.1: Ganho de controle 6timo para T = Tp

Ganhos de controle

K — 0.4758  130.0280  0.2659 —0.2178
—0.5242 —130.5720 —-0.7341 —0.2178
K — 0.4779  130.0505 0.6317 —0.2234
—0.5221 —130.5495 -0.3683 —0.2234
Ks— 0.4781  130.0649  0.2511 —0.1937
—0.5219 —130.5351 —0.7489 —0.1937

4.3 Exemplo Numérico

Nesta secao pretende-se mostrar uma aplicacdo numérica para os principais te-
oremas apresentados neste capitulo. Para a implementacdo computacional o software
Matlab foi utilizado e o exemplo de uma junta do braco do European Robot Arm (ERA)
(e.g. (Kanev e Verhaegen, 1999)) descrito na Secao (1.4) foi considerado. Destacamos
que o referido exemplo foi discretizado, com periodo de discretizacdo 7 = 10s, uma
vez que este trabalho aborda os Sistemas Lineares com Saltos Markovianos a tempo-
discreto. As matrizes dos sistema a tempo continuo, oportunamente discretizadas,
encontram-se no Apéndice.

Os ganhos de controle para o caso T = Ty sdo apresentados na Tabela 4.2, assu-
mindo mo = [1/8 0 0 0], S; = 100/ para i = 1,2,3 e N = 3. Por sua vez, a Tabela 4.1
apresenta o ganho para caso T = Ta. As Figuras 4.1 e 4.2 trazem algumas trajetdrias

para ||x;|| e [|€jx—1]| assim como para tr(PX).
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Tabela 4.2: Ganhos de controle 6timos para T = 73

Intervalalos | Ganhos de Controle
Ko _ [~0.0050 —0.1193 —10.8276 3.0058
1= 1-0.0051 —0.1454 —10.8277 3.0058]
o [—0.0057 —0.1326 62.1058 1.
0,71) Ky = 1200058 —0.1586 62.1057 1.7550
X0 _ [—0.0026 —0.0692 —63.1985 1.6320]
37 1-0.0027 —0.0953 —63.1986 1.6320]
1 _ | 00145 02086 0.8923 0.0214|
17 1-0.0146 —0.2347 0.8922 0.0214
nI) K= e 0o e omoe
Kl [—0.0053 —0.1100 —14.1831 1.7818
37 1-0.0054 —0.1360 —14.1832 1.7818
x> _ | 00254 02651 —0.1348 —0.2260
17 1-0.0255 —0.2912 —0.1349 —0.2260
—0.0235 —0.2438 0.0863 —0.2320
12, T3) K3 = —0.0236 —0.2698 0.0862 —0.2320
2 [—0.0123 —0.1735 0.4648 —0.0494}
37 1-0.0124 —0.1995 0.4647 —0.0494
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0.4

— [l
Shg— 1|
0.35

025

0.2

Norma (|-])

0.15

0.1

25
Time (k)

(a) Trajetérias de ||xg|| e [|Xxx—1]-

25

Tempo (k)
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Capitulo 5

Conclusoes

Este trabalho aborda conceitos de estabilidade estocdstica de segundo momento
para SLSM a tempo discreto. No modelo proposto, o horizonte é definido como um
tempo de parada T do processo. Neste cendrio, os conceitos usuais de estabilidade en-
contrados na literatura ndo sdo adequados, uma vez que sdo indicados para problemas
com horizonte infinito puro. Desta forma, utilizam-se os conceitos de T-estabilidade
estocéstica de segundo momento mencionados no Capitulo 1. Os tempos de paradas

especificamente considerados sdo assim definidos:

Caso 1. (t= Ty): T representa a ocorréncia de um ndmero fixo N de saltos da

cadeia de Markov;

Caso 2. (T=17a): Trepresenta o tempo da primeira visita ao estado absorvente A,

associado a ocorréncia de uma falha grave que conduz a paralizacio do sistema;

Caso 3. (T =1A ATy, com N fixo ): T representa ou o salto para o estado
absorvente A, ou o N-ésimo salto livre da cadeia de Markov, aquilo que ocorrer

primeiro.

No que diz respeito a andlise da T-estabilidade estocdstica, condi¢des necessdrias e
suficientes sdo obtidas para os Casos 2 e 3, as quais juntamente com aquelas obtidas
em (Céceres, 2001) para o Caso 1, fecham o panorama acerca desta andlise. Destaca-se
que as condicdes obtidas nos Casos 1 e 3 recaem sobre equacdes de Lyapunov desaco-
pladas enquanto no Caso 2, a condicao recai sobre equagdes de Lyapunov acopladas
ou sobre o raio espectral de uma matriz aumentada relacionada ao sistema. E con-
veniente ressaltar que neste ultimo caso, os resultados apresentados diferem daqueles
indicados para horizonte infinito uma vez que ndo envolvem todos os estados da cadeia
de Markowv.
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Com o intuito de estabelecer um paralelo entre resultados relacionados a situa-
cdo de horizonte infinito puro, estabelecemos a equivaléncia entre os conceitos de T-
estabilidade acima descritos, para os trés tempos de parada propostos.

Frente a esta conjuntura, a solu¢do para o problema LQ com observacdo completa
dos estados da cadeia € apresentada. Esta solu¢do é dada em termos de um conjunto
de equacgdes algébricas de Riccati recursivas ou um conjunto de equagdes algébricas
de Riccati acopladas.

Além disso, as condigdes de Tp-estabilidade estocdstica (condi¢cdes obtidas para o
Caso 2) permitem-nos a proposicao de um teste para estabilidade na média quadratica
de SLSM em geral. Ou seja, considerando o SLSM a tempo discreto com espago de es-
tados finito, mediante prévia classificacdo destes, o problema da estabilidade pode ser
decomposto em um problema de Ta-estabilidade e de alguns problemas de estabilidade,
de menor ordem. Mais especificamente, segundo resultados de interesse comparativo
encontrados na literatura, a andlise da estabilidade em média quadrética pressupde a
resolucao de equagdes de Lyapunov acopladas ou o cédlculo do raio espectral de uma
matriz aumentada, ambos envolvendo a matriz de probabilidade cheia associada ao
sistema. Por sua vez, as condicdes de Tp estabilidade, baseadas em resultados seme-
lhantes, ndo envolvem o estado absorvente A. No teste proposto, o espaco de estados
da cadeia € decomposto em um conjunto de estados transientes e conjuntos de estados
recorrentes, os quais representam conjuntos fechados e portanto podem ser, sem perda
de generalidade, admitidos como estados absorventes. Desta forma, a analise da estabi-
lidade em média quadratica pode ser decomposta em um problema de Ta-estabilidade,
envolvendo os estados transientes, e problemas de estabilidade, envolvendo cada con-
junto de estados recorrentes. Destacamos que mediante tal decomposi¢do o esforco
computacional empregado nos referidos calculos é expressivamente menor.

Uma questdo que permanece em aberto é a demonstracdo da equivaléncia entre os
conceitos de T-estabilidade acima discriminados, para os tempos de parada T gerais do

processo.



Apéndice A

Dados do Exemplo ERA

Espaco de estados da cadeia de Markov S = {1,2,3,A} e correspondentes matrizes

do sistema.

Ay

B

H,
Ci=0C=(Cs
D =Dy =D; =

(10000 99580 12370  8.3745
0 09916 33.8369  1.2287
0 —00000 —04665 00194 |

0 —0.0000 —40.1560 —0.4665

[16.4243  16.4243
33143 33143
0.0015  0.0015 |

| 00407 0.0407

[0.0010  0.0050  0.0008 0.0042
0 00010 00001 0.0008
0 —0.0000 00000 0.0000|

| 0 —0.0000 —0.0001 0.0000

(00100 0 00100 0

0 26060 0 0

[0.01 001

001 001
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Ay =

By =

Ay =

H; =

[1.0000
0
0
0

~3.9772
| 0.0018

[0.0010
0
0
0

9.9544
0.9909
—0.0000
—0.0000

0.5243
50.9765
0.4275
—55.7367

[17.8220 —17.8220

—3.6149 —-3.6149
0.0006 0.0006
| 0.0613 0.0613
0.0010 0.0050  0.0009
0 0.0010  0.0001
0 —0.0000  0.0000
0 —0.0000 —0.0001
[1.0000  9.9580 1.2370
0 0.9916  33.8369
0 —0.0000 —0.4665
0 —0.0000 —40.1560

(197092 —19.7092

=3.9772 | »
0.0018
0.0050  0.0008
0.0010  0.0001
—0.0000  0.0000
—0.0000 —0.0001

9.0909
0.5153
0.0146
0.4275

0.0046
0.0009
0.0000
0.0000

8.3745

1.2287

0.0194
—0.4665

0.0042
0.0008
0.0000
0.0000

)
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