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Foi desenvolvido um modelo computacional para estudo e andlise do efeito pelicular
em linhas de transmissio no dominio do tempo.

A consideragdo do efeito pelicular é obtida apartir da solucio da equacio de Maxwell
para © condutor da linha de transmissio.

Utilizamos o método numérico de diferencas finitas para analisar as equacdes do
modelo classico (equacfes de telegrafista), e as equag¢des do modelo desenvolvido.
Nesta andlise os valores da tensfo ou da corrente do passo seguinte sio célculados
com base dos valores do passo anterior.

Os resultados obtidos pelo modelo desenvolvido sio comparados com os do modelo
classico, quando neste utilzamos os parametros da freqiiéncia resisténcia R, e in-
dutdncia L, e os da corrente continna resisténcia R, e indutincia L.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

OUs equipamentos que compdem os sistemas de energia elétrica e eletronico,
isto é, maquinas elétricas, linhas de transmissdo, ligagbes elétricas e eletrdnicas, aparelhos
eletronicos, ...etc, que operam com freqiéncias multiplas, estio sujeitos a um fendmeno
conhecido por efeito pelicular. Este fendmeno, a medida gue aumenta a fregiiéncia, pro-
voca uma distribuigdo desuniforme para a densidade de corrente na secio transversal do
condutor, causando assim aumento na resisténcia ¢ diminuicio na indutincia interna. Para
investigar, analisar e simular o efeito pelicular de uma maneira mais adequada, devem ser
desenvolvidos modelos computacionais adequados. O objetivo destes modelos é determinar
as perdas devido ao efeito pelicular para melhorar o desempenho dos sistemas elétricos e
eletrdnicos de tm modo geral.

H4 muitos anos o efeito pelicular atrain o interesse de muitos pesquisadores.
Neste tempo virios modelos e estudos foram apresentados. Fm linhas de transmissio,
em particular, o estudo do efeito pelicular pode ser considerado recente. Em 1957, R. L.
Wigington e N. S. Nahman apresentaram um estudo das perdas devido ao efeito pelicular
no dominio da freqiiéncia. Neste estudo foi utilizado o método da transformada de Laplace,
onde as referidas perdas foram representadas pela raiz quadrada ideal da fregiiéncia [26].
Em 1964, C. L. Bertin apresentou um estudo para as linhas de transmissio no dominio da
fregiiéncia através de computadores [27).

Em 1867, A. J. Miersch, A. E. Ruehli, A. J. Gruodis e C. W. Ho proposeram
dois modelos. No primeiro, as perdas devido ao efeito pelicular de cada secio da linha de
transmissao foram modeladas por uma série de combinacdes de circuitos as quais consistem
de resistores e indutores [28]. No segundo modelo os indutores foram substituidos por curte
circuitos, representando assim a linha de transmissiio sem perdas [29].

Também, em 1967, F. H. Branin aplicou o método de caracteristicas para ana-



Hsar a linha de transmiss@o sem perdas no dominio do fempo [30]. Este método, postori-
ormente, fol extendido para as linhas de transmissio com perdas constantes ¢ dependentes
da freqiiéncia por H. W. Dommel em 1969 [31], e por A. J. Gruodis em 1978 [32].

Em 1980, A. J. Gruodis, C. 5. Chang apresentaram uma andlise transitéria
para a8 linhas de tTansmisséo com as perdas devido ao efeito pelicular. Nesta andlise foram
comparadas as ondas observada e sirnulada no final da linha de transmissgo [33].

Em 1982, €. 5, Yen, Z. Fazarine o R. L. Wheeler apresentaram um estudo
compreensivo para analise de linhas de transmissao no dominio do tempo. Nesta andlise a
linha de transmissio é devidida em vérios segdes, onde cada se¢io consisie em resistores e
indutores derivados diretamente das equacdes diferenciais do efeito pelicular para simular
as perdas devido ao efeito pelicular [7].

Neste trabalho apresentamos um modelo computacional com uma finalidade ex-
clusiva para estudo e andlise do efeito pelicular em linhas de transmissdo no dominie do
tempo., A consideragio do efeito pelicular, para desenvolver este modslo, € obtida a partir
da sulucao da equacdo de Maxwell para os conduiores da linha de fransmissio. Em con-
sequencia de desenvolvimento deste modelo, apresentamos também uma nova metodologia
muito simples para calcular a resisténcia e a indutincia interna de um condutor sdlido ¢
circular devide ao efeito pelicular. Esta metodologia apresentou resultados boas e seme-
lhantes em comparagdo com a metodologia que esta sendo utilizada para a mesma finalidade
[25]. Também apresentamos o modelo cldssico da linha de transmissao com a finalidade de
comparacao.

Por meio do metodo numérico, "Time-Domain Finite-Difference” (TD-FD), o
conjunto das equagdes que formam o modelo desenvolvido é aproximado por discretizagdes
de acordo com as condigbes de contorno da linha de transmissio. As equagles descretizadas
formam um alguritmo em Fortran. Este alguritmo é elaborado de um modo que possa ser
utilizado para caleular, simultaneamente, as tensdes e correntes induzidas ao longo da linha
a partir de um dado sinal aplicado no inicio. Este mesmo procedemento é aplicado para o
conjunto das equagdes do modelo cléssico.

Com o objetivo de provar a eficincia e a validade do modelo desenvolvido, séo re-
alizadas varias simulcoes, usando varios tipos de sinais (seniodal, trapezio, pulso atmosféric
...ete). Com estas simulagoes, os resultados obtidos pelo modelo desenvlovido sdo compara-
dos com os do modelo cldssico, quando este dWtimo utiliza os parimetros da fregiiéncia R,
e L., e os da corrente continua .. e Le..

O capitulo 2 apresenta wma introdugdo historica do efeito pelicular em linhas
de transmissdo, além disso, apresenta uma explicagdo sobre o sen significado fisico e o seu
efeito sobre a resisténcla e a induténcia interna de condutor.



O capftulo 3 apresenta o desenvolvimento das eguacdes do modelo cldssico da
linha de transmissio,

O capitulo 4 apresenta a solugdo numérica para as equaces do modelo cldssico
.da Iinha de fransmisso desenvolvidas no capitulo anterior utilizando a téenica numérica
"time-dornain finite-difference” {(TD-FD).

O capitulo 5 apresenta o desenvolvimento das equagdes do models da linha de
transmissao considerando o efeito pelicular,

O capitulo 6 apresenta a solu¢io numérica para as eguaces do modelo desen-
volvidas no capitulc anterior utilizando a técnica numérica “time-domain finite-difference”
(TD-FD).

O capitulo 7 apresenta uma metodologia simples para calcular a resisténcia e a
indutdncia interna de um condutor solido devido ao efeito plicular.

O capitulo 8 apresenta os resultados e as observagbes, conclusdes e sugestdes a
respeito destes resultados.



Capitulo 2

EFEITO PELICULAR

2.1 Introducaoc Histérica

Classicamente, existern dois tipos de problemas geralmente abordados no estudo
do efeite pelicular:

e fio cilindrico sélido ou tubo, de comprimento infinito e reto

e placa plana e infinita.

O problema do efeito pelicular tem sido, ao longo dos anos, um motivo de preo-
cupagio e estudo de vérios pesquisadores. No caso de estudo do efeito pelicular nas linhas
de transmissdo, varios modelos e métodos foram desenvolvidos e apresentados conforme a
referéncia [7].

Em 1957, o estudo das perdas do efeito pelicular nas linhas de transmissio no
dominio da freqiiéncia foram analisadas por Wiginton e Nahman utilizando o método de
transformada de Laplace. Foi considerado, neste estudo cldssico, que as perdas do efeito
pelicular dependiam da rafz quadrada ideal da freqiiéncia, além disso fol considerada a
impedéncia caracteristica como uma terminagio da linha. Fm 1964, o estudo das linhas
de transmissao no dominio da freqiiéncia através de computadores foi feita por Bertin.
Nesse método, inicialmente calcula-se o ganho e a mudanga de fase para cada componente
de freqiiéncia contida na onda de entrada, juntando-se esses componentes, em seguida,
para formar a resposta no dominio do tempo. O método no dominio da freqiiéncia nio
¢ adequado para andlise transitéria, visto que este método fornece apenas respostas em
regime permanente para formas de ondas repetitivas, além disso ele introduz ruido "ripple”
na forma de onda de saida.
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Uma aproximacio diferente fol utilizada para andlise no dominio do tempo,
chamada método de caracteristicas. Este método inicialmente foi aplicado para as linhas de
transmissio sem perdas por Bramin em 1967 e posterioramenie foi extendido para as linhas
de transmissao com perdas constanies no dominio da fregiiéncia por Dommel em 1969,
por Gruodis em 1979. A utilidade desse método estd limitada as fregiiéncias baixas onde
as perdas do efeito pelicular podem ser desprezadas.

Para anslise transitéria de linhas de transmissio com perdas do efeito pelicular,
um méiodo simples, fregiientemente usado, inclui a forma de onda no final da linha de
transmissio sem perdas. A linha de transmissio sem perdas é usada para simular o afraso,
e a forma de onda da rede é usada para gerar a forma de onda da saida. Quando a simulacgéo
for realizada, a rede pode produzir uma semelhanga muito préxima entre as formas de onda
simulada e observada, sob dadas condigdes. Todavia, este método para analise de linha de
transmissdo ¢ limitado, pols ele nfo fornece informacdes sobre a forma de onda ao longo
da linha, somente no final. Além disso, esse método ndo tem base formal para projetar a
forma de onda de redes consideradas e nao hi defini¢io clara na relagdo entre os elementos
de cirenito e a geometria da linha de transmissio.

Fom 1967, dois modelos foram propostos por Miersch, Ruehi, Grruodis e Ho.
No primeiro, as perdas do efeito pelicular de cada segdo da linha de transmissao foram
modeladas por uma série de combinagdes de circnitos que consistem de resistores e indutores.
No segundo, os indutores foram substituidos por curto-circuitos, representando assim a linha
de transmissfoc sem perdas. Estes modelos junto com o programa de analise de circuito sao
bastante adequados para andlise transitdria de linhas de transmissio curtas. Para as linhas
de transmissio longas o nimero de nés pode passar de milhares, o que torna a aplicagdo
dos dois modelos dificil.

Para analise transitéria de linhas de transmissio no dominio do tempo com
perdas do efeito pelicular foi apresentado um estudo conveniente para os computadores
do tipo "desk-top” por Chu Sun Yen, Zvonko Fazarinc e Richard L. Wheeler, em 1982.
Nesta andlise, a linha de transmissdao foi dividida em N sec¢bes, onde cada secdo fem um
circuito equivalente consistindo de M resistores e M ~ 1 indutores para simular as perdas
do efeito pelicular. Estes circuitos equivalentes e as equacses da linha de transmissao foram
resolvidos usando o método implicite de integracao de Euler.



2.2 Distribuigao de Densidade de Corrente no Condutor Séli-
do devido ao Efeito Pelicular

A distribuicdo wniforme da densidade de corrente na secdo transversal de um
condutor solide de qualquer forma 86 ocorre quando este transporta uma corrente continua.
No caso de corrente alternada e com © anmento da fregiiéncia, 2 nfo uniformidade da distri-
buigio da densidade de corrente torna-se mals acentuada aumentando a diferenca entre as
densidades nas diferentes regides da secdo transversal. Para o condntor sélido de geometria
cilindrica, a densidade de correnie sernpre tem uma tendéncla de ficar mals acentuada nas
partes da periferia longe do eixo do condutor. Nas fregiiéncias muito altas o efeito torna-se
mais pronunciado e a densidade de corrente se concentra fora, nas partes externas {pele do
condutor). Daio termo "efeito pelicular”. Figura 2.1 mostra a distribuicdo da densidade
de corrente na secdo transversal do condutor sélido e cilindrico na corrente continua e em
fregiiéncia muito alta {milhdes de Hz).

Em corrente continua Em freqiiéncia muito alta

Figura 2.1: Distribuicdo de densidade de corrente na se¢do trans. do condutor cilindrico.

Para o condutor refangular tipo "strap”, a densidade de corrente é mais alta nas
extremidades do condutor. Daio termo "efeito de extremidade” ter side sugerido. Entre-
tanto, o termo genérico "efeito pelicular” sempre foi usado para todos os casos do fendmeno.
Figura 2.2 mostra a distribuigdo da densidade de corrente na se¢do transversal do condutor
solido retangular na corrente continua e em freqiiéncia muito alta (milhdes de Hz).
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Em correste continua Em fregiiéncia muifo alta

Figura 2.2: Distribuicdo de densidade de correnie na secdo trans. do condutor retangular.

2.3 Resisténcia e Indutancia Interna de nm Condutor Sélido
devido ao Efeito Pelicular

Um condutor de nma drea de secio transversal 4 de geometria gualquer, feito
de material isotrdpico homogeéneo de condutividade ¢ mhos por metro, apresenta uma re-
sisténcia por unidade de comprimento na freqiiéncia zero (resisténcia em corrente continua)
dada por:

1
T oA

B Q/m. (2.1}

O mesmo condutor, apresenta indutincia total por unidade de comprimento
definida como o fluxc magnético total ¥, banhando a unidade de comprimento do condutor
quande tramnsporta a corrente unitdaria. A indutdncia interna, que faz parte da indutancdia
total, é causada pela corrente com o fluxo magnético interno v¥;,, banhando a unidade de
comprimente do interior do prépric condutor. Esta indutincia, designada como [, em
unidades de Henries por metro, para um condutor transportando uma corrente continua 7,
geralmente é dada por:

Lin = %&ﬁ Him. (2.2)

Para um condutor cilindrico sélido de segdo transversal de raio R e transpor-
tando uma corrente continua 7, a induténcia interna pode ser avaliada e sempre tem, inde-
pendentemente do raio do condutor, o seguinte valor:

Leo = é% =5%x107%  H/m. (2.3)



Onmnde () é a permeabilidade, em henries por metro, do material.

A ndo uniformidade da distribuicio da densidade de corrente que ocorre na secio
transversal e freqiiéncias altas, como foi explicado no {tem anterior, é causada pelo efeito
pelicalar. Este {ato faz com que, com aumento da freqiiéncia, a resisténeia do condutor de
qualquer forma ou material aumente acentuada e continuamente , enquanto a indutincia
interna diminui continuamente,



Capitulo 3

MODELO CONTINUO CLASSICO DA
LINHA DE TRANSMISSAO

3.1 Imtroducao

Este capitulo apresenta o desenvolvimento do modelo cldssico da linha de trans-
missdo. Iste é o modelo mais simples utilizado, no dominic do tempo, nos estudos e
analises de linhas de transmissao. O principal responsavel pelo desenvolvimento matemético
continuo das equagdes deste modelo foi o cientista Oliver Heaviside. Estas equagbes sio
conthecidas como equacdes de telegrafista.

Dos principios basicos da teoria eletromagnético uma corrente que circula num
determinado condutor de uma linha de transmissio gera nm campo magnético ortognal
ao sentido desta corrente. E se o conduter for considerado uniforme e ideal, nio existe
campo elétrico propagando na diregdo da corrente, existindo apenas no sentido ortognal.
Com estas caracteristicas, diz-se que a linha suporta uma onda modo TEM (Transvers
Eletromagnetic). Este tipo de onda eletromagnética é conhecido como a onda que néao
tem nem campo elétrico e nem campo magnético no sentido de propagacio.

A partir da configuracio dos campos eletromagnéticos estiticos gerados, e se o
meic dielétrico (meio em que estd o condutor) for considerado ideal, o corjunto das equacées
do modelo cldssico ideal (modelo sem perdas) pode ser desenvolvido. A primeira equacio
deste modelo é desenvolvida a partir da relaciio entre o campo elétrico e a tensio, aplicando-
se a lei de Farady. A segunda é desenvolvida a partir da relacdo entre o campo magnético
e a corrente, aplicando-se a lei de Amper.

O modelo classico com perdas pode ser obtido acrescentando-se ao conjunto das



equacoes do modelo classico ideal a queda de tensdo devido as perdas do condutor e a
corrente de condugao.

3.2 Desenvolvimento das Equacgoes do Modelo

Seja uma linha de transmissfo constituida de wm condutor cilindrico, uniforme
e ideal, situado ao longo da coordenada z acima de uma terra ideal. A linha estd ligada a
uina fonte de um gerador de sinais de um lado 2 a wma carga no oudro, come esta a figura
3.1 mostra.

Figura 3.1: Linha de Transmissdo ideal
Onde:

{ é o comprimento da linha,

@

e h é a altura da linha acima da terra,

e R é o raic do condutor,

&

I(z,1} a corrente,

@

V(0,1) a tensdo no inicio da linha,

]

V{l,t} a tensdo no final da linha.

Dos estudos bdsicos do eletromagnetismo, o campo eletromagnético estitico,
gerado devido a circulagdo da corrente, esta distribuido como mostra a figura 3.2.
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Pigura 3.2: Configuracdo de Campo Fletromagnético estdtico.

Este campo eletromagnético estdtico pode ser definido pelas seguintes funcdes:

E= EZ(zvysz: t)iw + Ey($= yazat)iy = Ery(m‘ Y, Z,f) (31)

H = H(z,y,2, i, + Hy(x,y, 2, )i, = Hylz, 9,2, 1) (3.2)

De acordo com a configuragio mostrada na figura 3.2, o vetor Poynting § =
E x H é no sentido positivo z de modo que a poténcia flui no condutor no mesmo sentido
(Assim, a possibilidade para transinitir a poténcia, por meio desta linha, existe). Portanto,
a primeira equa¢do do modelo representa a relagido enire o campo elétrico E e a tensdo
aplicada. Esta relagdo pode ser deduzida a partir da equacio de Maxwell para o rotacional
de E nas regices interna e externa do condutor. Assim, esia equagio, numa forma reduzida
é dada por:

oB

- (3.3)

VxE=

Em coordenadas retangulares a equagao 3.3 toma a seguinte forma:
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Iz

/ BE, @Ey),, (8&5 5Eg)i
¥

dy 3z . Oz de
8k, dE,N. 8B, 8B, 98, P
Be Gy )T T T e YT T ¢ (34)

Para uma onda se propagando na direcdo z, os componentes da eguacgio 3.4 gue
poderdo coniribuir sdo:

gE,. JE,, 9B, gB,.
e M T8 . S (3.5)
Oz Jz ot ot '
Tomando o produto vetorial com o velor unitdrio 1, para os dois lados desta
equacio 3.5, obtém-se a seguinte eguacio:

aF,. SE,, g . :
—-'E}Tf{iy — E—*I$ = ——;;5%“ {12 X Bxy} (35}
O
OF, a .
S = (i X By (3.7)

Realizando-se a integracio da linha dl;, para os dois lados da equagdo 3.7, do
ponto 0 no nivel da terra até o ponto A no centro do condutor, teremos:

b BE,, ho (
[ 2an “jg o= (iz X Bay) dl (3.8)
Qs
a o
%[) Epy.dly = é}jé Bay. (i, x dly) (3.9)
G

5 o o |
é”gjé Eyydly = EJQ Byyeiny dis, (3.10)



onde i,, € o vetor unitdrio normal ao dl; conforme mostrado na figura 3.2. A integral
no lado esquerdo desta eguagdo 3.10 € simplesmente o negativo da tensio V(z,1) entre o
condutor € a terra no plano em que a integral da linha dl; € avaliada desde gue o campo
magnéetico 130 tem o componente z. A integral no lado dirsito é interpretada como o fluxo
magnético € por unidade de comprimento na direcio z, acoplando o condutor, se o condutor
¢ considerado portador de uma corrente continua 7(z,1), cruzando o plano que contenha o
caminho entre o centro do condutor ¢ a sua imagem. Assim, teremos:

oVig,ty 00
Vet v (3.11)
dz at
Este fluxo magnético ¢ é composto do fluxo magnético interno ¢;, para a regiao
interna e o fluxo magnético externo ¢., para a regifo externa. Substituindo-se estes dois
fluxos na eguacao 3.11 tem-se;

OVi{z,t) 0 ‘ o
T T B {(Din + Pex) - {3.12

Como foi mencionado, o condutor é percorrido por uma corrente continua I{z, t),
portanto, de acordo com a definicdo da indutincia, os fluxos magnéticos interno e externo
sdo dados porm

Gin = Lind(2,1) (3.13)

éem = Lc:zj(zyt} {314)

Substituindo estas expressdes na equacio 3.12, obtém-se:

3 HV(z,t} _

A Oz, 1)
82’ - {LG + Le:r;] °

5 (3.15)

Introduzindo-se L, como a soma das indutancias interna L;, e externa L., a
equagio 3.15 pode ser escrita na seguinte forma:

Vi 9l
az 77 8t

(3.16)
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_Ovlz.1) _ 5 Jilz,t)
gz 7 ot

(3.17)

Esta equacho é uma das equaches bisicas do modelo da linha de transmissio
sem perdas. A segunda equacgdo do modelo representa a relagdo entre o campo magnético
i e a corrente que flul no centro do condutor no sentido positive z. Esta relacio pode
ser deduzida a partir da equacio de Maxwell para o rotacional de H na regifc externa do
condutor. Assim, esta equacdo, numa forma reduzida, é dada por:

_ 9D

I (3.1
VX H = (3.18)

A densidade de corrente de condugfo J é nula, pois, nesta regido (¢ = 0}. Em
coordenadas retangulares, a equacdo 3.18 toma a seguinte forma:

<%W§&)- OH, ;é}_;}j;_i>§+
Oy dz ixmg_((’}z_ﬁ;a 4

oH, OH,\. 0D,. 9D, oD,
<8w @)1"“ 5 =t LT (3.19)

i
ot v ot

Para uma onda propagando na dire¢do z, os componentes desta equagdo 3.19,
que poderao contribuir sio:

0H,, OH., 8D, . OD,,

5y (3.20)

Tomando o prodato vetorial, para os dois lados desta equacio 3.20, com o vetor
upitdrio i, tem-se:

9H,. OH.,. 0 . -
"*é;"ly — Elz m a(iz X Da)y} (321)

G H oy
8z

d .
= 5; (i X Day). (3.22)

Realizando-se a integracao da linha dly, para os dois lados da equacio 3.22, em
volta do caminho fechado ¢ que circunda o condutor, teremos:



OH 2, &
- iy = b — {4 o botlla, (3.
éj = Gig éj EY iz X Ea:y,ﬂ Iy 5\3 23)
O
d b, ‘
e b Hoodly = = o ). (3.24)
52 . Howla = 5 f Doy (a1 ) 3.0
G
& & . i
52§, Heylla = 5 j‘i Dayinzdla, (3.25)

onde i,z € ¢ vetor unitério normal ao dl; do caminho fechado € como mostrado na figura
3.2. A integral no lado esquerdo desta equacio 3.25 é simplesmente a corrente /{z,¢} no
sentido positivo z no condutor, ou a mesma corrente no sentido negativo z na sua imagem,
cruzando o plano em gue o caminho fechado C situado desde que o campo eléirico nfo tem
a componente z. A integral no lado direiio ¢ interpretada como a carga @ por nnidade
de comprimento na superficie do condutor. Fsta carga em magnitude ¢ igual ac fluxo de
desiocamento por unidade de comprimento na dire¢do z do condutor, desde gue a tensio
entre o condutor e a terra é uma tenséo continua V{z,¢) no plano gue contenha o caminho
C. Assim, teremos:

o(z,t)  0Q
8z Ot (3:26)
De acordo com a definicdo de capacitancia a carga &
Q= C.V(zt) (3.27)
Substituindo-se esta expressao na equacao 3.26, teremos:
aI{z1t) aV(z,t)
_ =, 3.28
Oz ¢ ot ( )
Ouw:
di{z,t) ., dv{z,1)
e Co 5 (3.29)



Esta equacdo, junio com a equacio 3.17 completam o conjunto das relaces de
tensdo e corrente formando o modelo da linha de transmissio sem perdas (ideal). Nes-
tas equacgtes, as indutdncias (interna e externa) e a capacitdncia por unidade de compri-
mento 58¢ 08 parameiros da linha de transmissio caleulados em condigdes estdticas. Fistes
parametros dependem da geometria geral da linha de transmissio e do tipo do material do
condnior usado.

3.2.1 Circuito Equivalente do Modelo da Linha de Transmissao Sem Per-
das

Nas equacOes do modele da linha de transmissio sem perdas desenvolvidas no
item anterior, as tensoes e correntes ao longo da linha estdo relacionadas pelos seguintes
pardmetros distribuidos: indutincia e capacitdncia por unidade de comprimento. Estas
equaches do modelo podem ser encontradas no circuito equivalente mostrado na figura 3.3,
ne gual foi considerado um comprimento dz. Este comprimento tem uma indutincia L dz
e uma capacitincia {,dz, Portanto, a queda de tensio para este comprimento é entdo igual
a0 produto dessa indutdncia pela taxa de variagao de corrente no instante de tempo (t). A
carrente gue passa por este comprimento é igual ac produto da capacitincia pela taxa de
variagao de tensdo no instante de tempo (t).

i(z,1) i(z+dz,i)

Lo dz
e — m — &

i Cods

!
W) 1 —
\

y{z+dz,t)

@
0]

Figura 3.3: Circuito Equivalente do Modelo da Linha de Transmissdo sem Perdas.
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3.2.2 Circuito Equivalente do Modelo da Linha de Transmissio Com Per-
das

Se a linha de fransmissfio nio for ideal, mas seus condutores tiverem uma certa
resisténcia A, por unidade de comprimento, e ¢ dielétrico tiver uma certa condutincia &,
por unidade de comprimento, devem-se acrescentar estes parametros ao modelo da Hnha
de transmissao sem perdas. Assim, de forma andloga, as equacdes do modelo da linha de
transmissdc com perdas podem ser desenvolvidas e serdo encontradas na seguinte formas

m%«y(z’t> = Ri{z,1) + Loé—a;i(z,t}. (3.30)

a9
wé}—gz’(z? 1}y = GLilz, ) + Co%’v(z,i). {3.31)

Nestas equagdes do modelo da linha de transmissdo com perdas, as tensdes
e correntes ao¢ longo da linha estio relaciondas pelos seguintes parametros distribuidos:
resisténcia, induténcia, condutincia e capacitdncia, por unidade de comprimenio. Fssas
equagbes do modelo podem ser encontradas ne circuito equivalente mostrade na figura 5.4,
no qual € considerado um comprimento dz. Este comprimento tem uma resisténcia B, dz,
uma induténcia L,dz, uma condutdncia G,dz e uma capacitincia C,dz. Portanto, a queda
de tensdo para este comprimento é entio igual ao produto da indutincia pela taxa de
variagio de corrente no instante de tempo (t), mais o produto da resisténcia corrente no
mesmo instante de tempo. E a corrente que passa por este comprimento é igual ao produto
da capacitancia pela taxa de variagio de tensio no instante de tempo (t), mais o produto
da condutancia pela tensdo no mesmo instante de tempo.

ifz,t)  Rodz Lo dy ifz4dzt)
O 70 \/\M M 5 Ty S
viz, 1) { Go dz :i: Co dz v(z+dz,t)
i
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, " iu

Figura 3.4: Circutto Equivalente do Medelo da Linha de Transmissio com Perdus.



As equacdes 3.30 e 3.31 podem ser escritas de nma outra forma mais conveniente
como a seguirn:

a . . g . P
{jé"i?/"‘ t +§—( 4 Govlz,ty=0 {3.33)
"ot S 833% ov(%,t) = 0. (9:93)

Mestes eguagdes R,, L,, G, e ', sdc os pardmetros genéricos da linha de
transmissdo e sao respectivamente: resisténcia, induténcia, condutincia e capacitincia por
unidade de comprimento. Istes pardineiros sio, usualmente, determinados em condigbes
estaticas pelos materiais e dimensdes dos condutores da linha e do meio envolvente, e sio
invariavels em relagdo ac tempo, as tensdes e correntes da linha. No caso de uma linha
de transmissio com perdas minimas, diz-se gue 2 linha suporta uma onda eletromagnética
quase TEM.

A solugdo numérica simultdnea das equagdes 3.32 e 3.33 permite fazer estudos e
analises, no dominio do tempo, do comportamento de sinais de corrente ou tensio transmi-
tidos ao longo de uma linha de transmissdo. Estes estudos e andlises podem ser feitos sob
infludncia de gquaisquer perdas, por exemplo, as perdas da corrente continua. No préoximo
capitulo, apresenta-se 0 modelo numérico destes equacgdes.



Capitulo 4

MODELO NUMERICO CLASSICO DA
LINHA DE TRANSMISSAO

4.1 Imtroducao

Este capitulo apresenta o modelo numérico das equacdes do modelo clissico da
linha de transmissao desenvolvidas no capitulo anterior. FEstas sio equagdes diferencials, par-
cials, de primeira ordem. A sua solu¢do numérica é muito simples, e pode ser obtida usando
uma técnica relativa e ficil. Esta técnica conhecida por "time-domain finite-difference”
(TD-FD). Assim, a solugdo pode ser feita nas seguintes etapas:

4.1.1 Primeira etapa

Distribuir as equagdes do modelo ao longo da linha de transmissio em trés partes
da seguinte maneira:

e Condigoes de contorno a esquerda (transmissio);
s Condigbes de contorno 3 direita {recepgio);

» Regi&o do meio (a prépria linha de transmissdo).

4.1.2 Segunda etapa

Usando-se um esquema de discretizagio baseado na técnica numérica mencio-
nada anteriormente, as derivadas das equagdes das condicdes de contorno i esquerda, 2
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direita e a regifo do meio serdo aproximadas por varias discretizagdes de diferencas finitas.
O condutor da linha, também, é discretizado no espago.

4.1.3 Terceira etapa

Baseando-se na forma final discretizada para as equagtes das condigdes de con-
torno & esqguerda, a direita e da regifio do melo. Dafelaborade um programa computacional
em Fortram.

4.2 Condigoes de Contorno i Esquerda

Como condigdes no infcio da linha, sdo consideradas como um sinal arbitrario de
tensdo instanténea v{0,!) aplicada e uma corrente instantinea (0, {) induzida. Deste modo,
estas condigdes de contorno podem ser formalizadas por equagdes, com base nas equagdes
do modelo, para 2 = 0 e o tempo ¢ > ( como a seguir:

2(0,1) = (%) (4.1)

0i(0,t)  3v(0,1)

Lo gt 8z

+ R,i(0,1) = 0, (4.2)

onde v,({) representa o sinal arbitrario fornecido pelo gerador de sinais ligado a linha. Nos
itens a seguir serdo apresentados os tipos de sinais que serdo usados para as simulacdes.

4.2.1 Senoidal

(Geralmente este sinal é aplicado nas linhas de poténcia com freqiiéncias de 50
ou 60 Hertz. Nas linhas de telecomunica¢des com freqiiéncias que variam de milhares a
milhdes de Hertz, e nas linhas de sinais que utilizam as freqiiéncias muito altas, acima de
milhoes de Hertz. A forma deste sinal é mostrada na figura 4.1.
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Figura 4.1: Forma do Sinal Senoidal,

Onde v, e A sdo, respectivamente, a amplitude e o comprimento gque caracteri-
zam este tipo de sinal, e 6 assim definido:

(1) = vysen{wt). (4.3)

& w o= 2rf;

e [ & a fregiiéncia.

4.2.2 Pulso Trapezoidal

Este sinal, geralmente encontrado nos computadores, tem a seguinte forma mos-
trada na figura 4.2,

vm

SR ¥ R——

3

Figura 4.2: Forma do Sinal de Pulso Trapezoidal.

Onde, v,,, 1, {3 e {3 s&o, respectivamente, a amplitude ¢ os tempos que carac-
terizam este tipo de sinal, e é definido pela seguinte fungéo:
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; T <1< iy {44\

4.2.3 Pulso Atmosiérico

Este sinal é uma representacio aproximada para os raios atmosféricos gue atin-
gem as linthas de transmissdo de poténcia e as linhas telefénicas. Além disso, ele é conside-
rade como uma aproximacao do sinal gerade devido ao chaveamento. Geralmente, tem a
forma mostrada na figura 4.3.

"l
|

Figura 4.3: Forma do Sinal de Pulso Atmosférico.

Onde v, ty e {3 sdo, respectivamente, 2 amplitude e os tempos que caracterizam
este tipo de sinal, e é definido pela seguinte func¢io:

v5(2) = FE (e‘at - e‘bt) ; {4.5)

onde E, @, ¢ b siio constantes. Estas constantes podem ser determinadas a partir das
caracteristicas do sinal usando a tabela dada na referéncia [21].
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4.3 Condigoes de contorno i direita

Estas condigbes de contorno & direita, como condigio de fim de linha, dependem
do tipo de terminagdo da linha. Para andlise e estudo da influéncia dos pardmetros da
resisténcia e da indutdncia interna sobre o comportamento de um sinal viajande ac longo
de uma linha de iransmissdo sem a infludncia do sinal refletido, ndo importa o tipo de
terminagao. Assim, serd considerada uma terminacio resistiva {linha casada). Com a
influéneia do sinal refletido, a terminacio serd considerada como de circuito aberto ou de
curto circuito. Deste modo, estas condi¢des de contorno, no caso de linha casada ou de
circuito aberto, podem ser formalizadas por equacdes que relacionam as tensées v{i,t) e
correntes ¢{/, ¢}, induzidas no final da linha para z = [, e 0 tempo ¢ > 0, com base nas
equacdes do rnodelo como a seguir:

COvllL ey S
Co gt - Jz

+ Gl iy =10 (4.6}

i(1,1) = v(i,1)/Z.. (4.7)

Neo caso de terminagio com curto circuito, estas equagdes de contorno podem
tomar a seguinie forma:

Diz, 1) + Ov{z,t)

Lo at 9z

+ Roi(z,6) =0 (4.8)

w(1,1) = i(l,1) * Z, (4.9)

Onde:

Z, é a impedéancia da carga.

4.4 Regiao do Meio

Estaregiao € a propria linha de transmissio. Portanto, as equagdes desta regido,
que relacionam as tensdes v(z, {) e correntes i(z,7) induzidas ao longo da linha para 0 < z < [
e o tempo ¢ > , podem ser formalizadas com base nas equacdes do modelo como a seguir:
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ov{z, 1) N Ji(z, 1)

Co gt ‘ Gz

L Go(z,t) =0 (4.10)

I di{z, 1} N Jv{z,t)

R ! Hz

+ Railz,1) = 0. (4.11)

4.5 Esquema de Discretizacao

Este esguema de discretizagdo como é mostrado na figura 4.4, é baseado em um
plano composto de uma rede de pontos no espago entrelagados com pontos no tempo. Os
pontos do espago sio representados pelo subindice (7) e os do tempo pelo subindice (n).

Condigbes de contorno esquerdo
Condigdes de contorno direito

=
+
-‘-Rmh

(-AZa,

5 5 bt t Espaco
1 jel [ B R S I P
Condicdes Inicials

Ei

Figura 4.4: Fsquema de Discretizacdo.

Neste esquema, as correspondentes condigdes iniciais e de contorno a esquerda
e & direita sdo mostradas.

De acordo com este esquema, o condutor da linha de transmissio é discretizado
1o espago como estd mostrado na figura 4.5,
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Figura 4.5: Discretizag¢do do Condutor da Linha no Espaco.

Nesta discretizacio dois grupos de nés sic impostos:
e As tensoes 'vjf“?

n~-1

e As correntes ¢ ;

As posigbes destes nds sdo alteradas ao longo de comprimento do condutor da
linha.

Usando-se as defini¢des feitas anteriormente pelo esquema de discretizacio, e as
seguintes notagoes:

zj = jAz ; t, = nAt (4.12)

vz, t) = T ; i(z,8) = 7, (4.13)

as aproximacbes das derivadas para a temsdo e a corrente com discretizacio adiantada,
central e atrasada em funcio do espago , podem ser escritas na seguinte forma:

n+l o n+l . nt1 _ ondl
dv , Yig T . 91 Lt 7Y

= o 4.14
3z Az ’ 8z Az ( )
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RO S o | . bl enedd
v Vs = Yex a O e~ ho (415
z Mz ’ Jz 20z : ’

;o gt gndd g gt gl
;&;E oo S T Himn - ;ﬁf_ s G Ther (4.18)
Hz Az ’ dz Az b ’

A aproximagdo da derivada adiantada para a tensio e a corrente em funcio do
tempo pode ser escrita na seguinte forma:

, ntl_m ; ol gn
é?i e T . % = R (4.17)
gt At ' ot At
Assim, as equagdes que formam as condicdes de contorno a esguerda, & direifa
e da regido do meio podem ser discretizadas como mostram os itens 3 seguir,

4.5.1 Discretizacdo das EquacgSes das Condigdes de Contorno & Esquerda

As eguagbes que formam estas condi¢des serio as primeiras a serem discretizadas.

A eqguacdo 4.1 pode ser discretizada explicitamente em v;?’ﬂ para j = 1 como
segue:

741
Y

=yt (4.18)
A equacio 4.2 pode ser discretizada por uma diferenca adiantada explicitamente

em z’?"” para j = 1 da seguinte maneira:

Z'?jz-i-l — 0 nti _ ol

7. v
Lot + ket ot Rt =0 (4.19)

Multiplicando por At, e evidenciando-se em é?"f"l teremos:

At
e o S B 711 4l
(Lo + DLRo) 7T = Lo = = |03 — o7 (4.20)

Seja:

K2 = (L,+ AtR,)™.. (4.21)
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Multiplicando a equagdo 4.20 por esta expressio teremos:

D L O E2At . . .
ST = K2L,07 - ‘sz [z;;;‘; — wfﬂé . (4.22}
Agora sejam.
Kl1=K2L,; (4.23)
K248
Rl = ‘&Z . (4.24)

Substituindo-se estas expressdes na equacgio 4.22, obtemos:

o o S 2 7L [ R o
i = K147 - R [0 - ot (4.25)

Assim, para estas condicBes de contorno, as equacSes 4.18 e 4.25 representam a
forma final discretizada para o uso de programacio.

4.5.2 Discretizaciio das Equacdes das Condicdes de Contorno & Direita

As equagdes que formam estas condigdes de contorno, no caso de uma terminacio
resistiva ou de uma terminagdo de circuito aberto, podem ser discretizadas da seguinte
maneira.

A equagao 4.6 pode ser discretizada com uma diferenca atrasada explicitamente

em vf“ para j = jm a seguinte maneira:
2 S gl gl

Coti =+ L Gt = 0. (4.26)

Multiplicando por At e evidenciando-se em v;l"*l teremos:

At
(Cot AtGL) 07 = G} = . it ] (4.27)

Seja:

M2 = (C,+ AtG,)" (4.28)
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Multiplicando a equacdo 4.27 por esta expressao teremos:

MZOT v o, 1 ,
Y"ﬁ‘"im; T - “‘}“ '72,1 A F
it = M2C, ] - e i - Garg (4.29)
Agora sejam:
M1 = M20,; {4.30)
M2AL
Ll= . 4.31
X (4.31)
Substituindo-se estas expressdes na equacgio 4.29, teremos:
T = Ml - L1t -] (4.32)

sneb1

A equagaoc 4.7 pode ser discretizada explicitamente em ;7 para j = jm come

segue:

41 ntd
o =02, {4.33)

Asg equacdes que formam estas condigdes de contorno, ne caso de uma terminacio
com curto circuito, podem ser discretizadas da maneira que segue,

A equacdc 4.8 pode ser discretizada explicitamente em i?“ para 7 = jm da
seguinte maneira:

U@+1 _

s =L 4 R =0, (4.34)

i -
Lo

. At
(Lo + AtRo).FTH = Lo} — == Cantusy (4.35)

Seja:

K2 = (L,+ AtR,)™Y (4.36)



Multiplicando a equagdo 4.35 por esta expressio teremos:

; H 242 a 1 :
-1 -~ i b g 11 i { v
O = K2L,.07 — e ;L@;f' - ’;wiji v {4.37;
A gora seja:
Hl= K21, {4.38)
K248

Rl = lA;: . (4.39)

Substituindo-se estas expressdes na equacio 4.37, teremos:
= KL - Rt - o] (4.40)

A equagdo 4.9 pode ser discretizada explicitamente em ™ para § = jm como:
; para g

n+1 . o+l
v =T Ze

(4.41)

Assim, para estas condigGes de contorno, as equagdes 4.32, 4.33, 4.40 e 4.41
representam a forma final discretizada para o uso de programacio.

4.5.3 Discretizagdo das Equacgdes da Regifo do Meio

As equagbes que formam esta regido podem ser discretizadas do seguinte modo.

A equagdo 4.10 pode ser discretizada com uma diferenca central explicitamente
em v;”*”i para j = 2,3,..jm— 1 da seguinte maneira:

n+l _ on jotl g

Y i+1 T b RS
Y v Goafth =0, (4.42}

v

ng

Multiplicando por At e evidenciando-se em v?"'l teremos:

n-+ n At ;T 1]
(Co+ ALG)0FH = Conf — —= [iTH] - i (4.43)

Seja:



M2 = (T, + AtG,)

Multiplicando 2 equacio 4.43 por esia expressio teremos:

M2ZAE :
NG ,7 sl
’Lj = ;cho.?/j - W' [23+§ —
Agora sejam:
M1 = M2C,;
F2AL
L2 e .
2 245z

Substituindo-se estas expressdes na equacao 4.45, tem-se:

a4+l __ o -kl enebd
o = Miwf - L2, it~ i
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(4.44)

(4.48)

A equagdo 4.11 pode ser discretizada por uma diferenca central explicitamente

am i?“ para § = 2,3,..jm — 1 da seguinte maneira:

i 1

Al 24z

,‘,:7}4*1 _ +1

Lo

— 7

Multiplicando por At e evidenciando-se em %! teremos:

J

At
-1 - il
(LO —‘}- AtRo)lj == _{zo.ﬁj {?JJ 1

C2Az
Seja:

K2 = (L,+ AR,

Multiplicando a equagdo 4.50 por esta expressio teremos:

K2At ot

A =5 R +7L
i = Ix?Lo.zj ~ SAs L

Agora sejam:

! 13
1 _ )
J m{” i+ i—1 _§_ Rg'zﬁ-“{“l —_ O'

— P

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)
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K1=K2IL, (4.53)
H2M¢ .

RB2 = . {4.547
ZAz (4.54)

Substituindo-se estas expressdes na equacio 4.52, obtém-se:

gl e s [ nki n-+1] e
T = K147 - B2, R - o) (4.55)

Assim, para a regific do meio, as equagdes 4.48 e 4.55 representam a forma final
para o uso de programagio.

Tomando como base as equagdes das condigdes de contorno A esquerda, 3 direita
e da regiac do meio na sua forma discretizada para o uso de programacio foi elaborado uvm
programa computacional com objetive de simulages.



Capitulo 5

MODELO CONTINUO DA LINHA DE
TRANSMISSAO CONSIDERANDO O
EFEITO PELICULAR

5.1 Imtroducao

Este capitulo apresenta o desenvolvimento de um novo modelo para a linha
de transmissao considerando o efeito pelicular. Este modelo serd utilizado nos estudos e
analises do referido efeito, no dominio do tempo.

Como foi mencionado no capitulo 3, um dos principios basicos da teoria ele-
tromagnética ¢ que uma corrente que circula num determinado condutor de uma linha de
transmissao gera um campo magnético estatico ortognal ao sentido desta corrente. E se o
condutor for considerado néo ideal, além do campo elétrico gerado ortognal a esta corrente,
existe um campo elétrico na superficie do condutor propagando na mesma diregio da cor-
rente. Com estas caracteristicas diz-se que a linha suporta uma onda modo quase TEM
(Transvers Electromagnetic). Este tipo de onda é caracterizado por um campo elétrico
fraco propagando no sentido positivo da corrente e nio tem campo magnético no sentido
de propagacao.

A existéncia do campo elétrico na superficie do condutor permite formular a
equacido do Maxwell para o condutor em funcio deste campo elétrico. A solucdo desta
equacio, para a se¢do transversal, permite calcular a corrente levando em conta o efeito
pelicular

A partir da configuragdo dos campos eletromagnéticos estdticos gerados e resul-
vendo a equagao de Maxwell para o condutor considerando-se o meio dielétrico {(meio em



que estd © condutor) nio ideal, o conjunto das equagdes deste modelo pode ser desenvol-
vido. A primeira equacao serd considerada a expressdo da corrente obtida, em funcio do
campo elélrico na superficie do condutor, pela solugioc da equaciio de Maxwell onde este
campo elétrico pode ser determinado apartir da relagdo entre o campo elétrico e a tensio
aplicando-se a lel de Farady., A segunda pode ser desenvolvida a partir da relacio do campo
magnético e a corrente aplicando-se a lei de Amper.

5.2 Excitacao de Condutores Cilindricos por um Campo
Eléirico na Superficie

Considere-se um condutor de uma linha de transmissio, cilindrico, uniforme
e infinito, situade ao longo da coordenada z com uma corrente 7{z,1) fluindo no sentido
positivo z. Assumindo que este condutor nio seja ideal:

A partir da consideracdc de um condutor nio ideal, isto é, que apresente uma
certa resisténcia, existe um campo elétrico na sua superficie propagando ao longo do con-
dutor no mesmo sentido da corrente como ¢ mostrado na figura 5.1.

Figura 5.1: Condutor Cilindrico excitado por um campo elétrico na superficie.

Assim, a formulagio matemadtica da equagfic de onda em funcgio deste campo
elétrico torna-se possivel. Lembrando-se que a equagdo geral de Maxwell para uma onda
eletromagnética propagando no espage livre é dada por:

o GE
2 — o il -
VE—;W& +p€3t, (5.1)

para esta onda eletromagnética, propagando num meio bom condutor onde a condutividade
o ¢ muito maior do que a permissividade ¢, a equagao 5.1 toma a seguinte forma:
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2 .

ViE = HO {5.2)

Esta equagdo, dada na forma acima, é conhecida como a Equacio de Difasdo

devido a sua semelhanca formal com as equagdes que surgem em problemas de difusio

de calor. Portanto, ela pode ser usada para determinar a distribuicio de intensidade do

campo elétrico na se¢do transversal de condutores de qualquer estrutura geométrica, e, con-

seqiienternente, a densidade de corrente pode ser determinada. Para a geometria cilindrica,
a formulagdo matematica da equacdo 5.2 pode ser escrita da seguinte forma:

82Ez<ra (,I’),Z,?f) i EﬁEZ(ngé?z’t) }-ﬁQEz{T,Q’),Z,i}
gr? T ar e d¢?
2E Ar. ¢ 2. REN NN :
(BB 2y OB d2 1) (5.3)

3z? a1

Para determinar a intensidade do campo elétrico em qualquer ponto na secio
transversal do condutor, a formulagao matemética da equacio 5.3 para a componente lon-
gitudinal do campo elétrico pode ser escrita da seguinte forma:

D*E.(r,1) . 18E(r,t} 1 0E(r1)
gr? r  dr 4% gt

0. (5.4)

Onde:
v = o (5.5)

Para os seguintes intervalos:

r€(0,R) : t € (0,00} (5.6)

As condicdes inicials sdo:

E(r,0)=0, (5.7)

As condi¢Bes de contorno sao:

EL(R,t) = ER(1), (5.8)

onde Ff(1) é a componente no eixo = da intensidade do campo eldtrico na superficie.
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5.3 Solucgao da Equacio de Onda para a Secgic Transversal
do Condutor Cilindrico

Supondo-se que £.(r, ) é a solugdo geral da equagdo 5.4 definida pela seguinte

funcao:

E.(r,1) = ER(t) + g(r,1). (5.9)
Ista funcBo é introduzida para fazer uma mudanca de varidveis. Com esta

mudanga de varidvels é possivel determinar as novas condigbes iniciais e de contorno para
obter a soluglo parcial da equacio 5.4,

5.3.1 Mudanca de Varidves

Substituindo-se a fun¢do dada pela equacio 5.9 na equagio 5.4, obhtém-se:

& ¢ _n 18 ¢ .n
5}3 {Ez (t) + g(?’,?})} + ;‘5?: {Ez (t} + g(?’,t)} -
18 g B
e ACAURT GO (5.10)
Logo:
O%g(r.t)  10g(r,t) 1 [dg(r,t) OEXH] _
or? +; ar 42 ot at =0 (5-11)
Rearranjando-se:
Bg(r.t) o] 0%(r,t) 18g(r,t)| = OEF(t)
g T\ e tre [T e (5.12)

Substituindo-se as condicdes iniciais e de contorno da equagio 5.4 na funcao
dada pela equacdo 5.9, teremos as condigbes iniciais e de contorno desta equagio como

segue:

As condigbes iniciais sfo:
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g(r,0) = 0, (5.13)

As condigbes de Contorno sio:
g(R.0)= 0, (5.14)

5.3.2 Determinacao das Novas Condicgdes Iniciais e Contorno

Supondo-se que a funcdo g(r,¢) é uma solucio para a equagio 5.12 que é definida
por:

i
glr,t) = f et —myx(rydr, {5.15)
o

onde a funcdo Ei{r,t} é uma solugio parcial da equagio 5.4, e x(¢) é defenida como uma
fun¢io qualquer.

Portanto, se:

. _ dg(r, ‘g(r, : :
s = 20— {F s L0 029

As derivadas desta equagio podem ser escritas como:

89(r t} El(if' O) X{t)+/ M.x(ﬂdr; (5.17}
52 LRt — T :
2 Z’gvt} zj; iEl;_r_;ml r)dr. (5.19)

Substituindo-se estas expressdes na equacio 5.16, obtém-se:
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, N AR Ar ¢t — _
Lig) = Ey(r.0).x(t) + ,£ —J%;Jxé‘r}f%"

t BB (r,t — 1) BE(r,t-7) . ,
2 1L7y 7 EREE 7 - .
J[:}’f { 573 + a0 x{THdr. (5.20)

Logo:

o LTOE(r,t — 1 g | OB (rt—1)  OF(r,t—
Lig1) = Ei(?“,ﬁ).}((ij%-ﬂ {“‘%M ‘}”3{ ig;z ) + }(;r ?)N x(Ydr.

Como Ei(r,t} é asolugdo parcial da equagdo 5.4 definida anteriormente, entdo o
valor da integral da equacdo 5.21 deve ser nulo para gualquer valor dos pardmetros. Assim,
teremos:

Ligi) = Ey(r,0)x(1). (5.21)

Substituindo-se a equacdo 5.16 nesta equagao obtém-se:

3ﬁnﬂmf{yﬂﬂﬂ+}%ﬁﬁ

ot or? r  Or }:El(T>U)-X{f)- (5.22}

Selecionando-se:

Eyr,0)= —1 ; r € [0, Rl (5.23)

Entdo a equagdo 5.22 toma a seguinte forma:

dg(r,t) o | 0% 1 g
—_— - —(r )+ =={r, )} = —x{¥). 5.24
ot 7 87’2(T’ )+ rors ) x(?) ( )

Assim, a equacdo 5.23 deve ser considerada como as novas condigdes iniciais
que podem ser aceitas pela equagao 5.4 para determinar a sua solugio parcial Ey(r,t).
Logicamente, as novas condigdes de contorno que poderiam ser aceitas pela mesma equacio

devem ser dadas por:

EdR )= 0 : t € (0,00} (5.25)



5.3.3 Determinacao da Solugao Parcial £,(r, 1)

A determinagdo da solucgfo parcial Fy(r,¢) da equacio 5.4 com as novas con-
diges iniciais 5.23 e de contorno 5.24 ¢ escrita no apéndice [A], tendo como resultado final
& seguinte equagio:

]
[
[

pat—

o

. > 20,5 E242(1)
Eie tyem — B Loyp | -2kl .
== 2 TS P R

5.3.4 Determinagao da Funcgéo g(r,¢)

Para determinar a fungdo g(r, 1), & evidentemente de equagdes 5.12 e 5.24 que:

o = OEE)

x(t) = — (5.27)

Substituindo-se esta equagdo junto com a equacio 5.26 na equagdo 5.15 teremos:

_ M)t G =) dER ;
g(r,t)_mgmxéexp (— 7 — dr. (5.28)

5.3.5 Determinagdo da Solucio Geral

Finalmente, a solugao geral da equacio 5.4 pode ser determinada retomando-se
a funcdo introduzida dada pela equacéo 5.9, que pode ser reescrita como segue:

Eo(r,t) = EF(t) + g(r,%). (5.29)

Substitaindo-se a equagdo 5.28 nesta equagio teremos:

2. 2J,(%7)
Bulr,t) = Bt) = ) 5o
(r,t) = E{t) ;; J1{€x}er )

oo [ ) 0B |
jiexp (— k B ) 5 dr. (5.30)




Omnde:
re {0, /) ; t e (0,00). {5.31}
He:
r
- {5.32)
m R LY 7

a equagdo 5.30, em funcdo de z, toma a seguinte forma:

Eu(2,1) = ER(1) - Z?*’ (&2)

Jy {5;&)&;
¢ 4%t - 1)\ 8ERG
j; exp (w = {Rg )> — ) gr. (5.33)
Onde:
€ {0,1] ; t € [0, 00], (5.34)

e & késima raiz da funcdo de Bessel, J,(z) = 0.

A equagdo 5.33, como solucio geral da equacdo 5.4, representa a distribuicio
de intensidade do campo elétrico na se¢fo transversal do condutor sélido de geometria
cilindrica.

5.4 Calculo da Corrente na Secao Transversal de Condutores
Cilindricos

Considere-se a se¢do transversal do condutor cilindrico como se mostra na fi-
gura 5.2. Se a freqiiéncia aplicada for considerada suficienternente baixa, a corrente fica
uniformemente distribuida na drea da secao transversal.

Nesta secdo, seja um elemento de raio r e de espessura dr. A densidade de
corrente neste elemento é J.(r,t). Assim, em termos de densidade, a corrente nas paredes
do elemento é dada por:
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-4

¥

Figura 5.2: Secdo Transversal do Condutor Cilindrico.

(1) = 2xr (v, t)dr. (5.35)

Para o cilindro r a corrente é dada por:

(i) = 2??/ Jo(r trdr. {5.36)
0
E para o cilindro R {raio do condutor), a corrente é dada por:

R
i) = QWJ[ Jo(r, t)rdr. {5.37}
o
Como foi definido, se:

(5.38)

as seguintes mudancas devem ser feitas:

o quando r = 0—u = (;

e quando r = R—z = 1.
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Assim, a equag¢do 5.37 em fungio de x pode ser escrita como segue:

i
i) = 27 R? f T{z, t)edz. (5.39)
8

De acordo com a lel de Ohm, para um bom condutor com uma condutividade
especificada o, a relaciio entre a densidade da corrente J e 0 campo elétrico E é, geralmente,
dada por:

J=cF. (5.40)
Para o condutor considerado, esta relacio pode ser eserita por:
Jo{z.ty=oF {z, 1) {5.41)
Substituindo-se esta equacdo na equagio 5.30, teremos:
i(t) = 27 R* jil g b {z, tyrdr. (5.42)

Finalmente, a corrente na sec¢do transversal de condutores cilindricos pode ser
obtida substituindo a equacdo 5.33 na equagio 5.42 como a seguir:

(8 = 9ro R P oare, o 206(8k3)
i(t) = 2n Rj; {Ez(t) ,;—Ji(ﬁk)ka

t 2a20y _ 1 R
J{a exp (—£k7 1{; }> aEét(ﬂdT} zdx. (5.43)

Logo:

1 o0 2
i{t) = 2mo R? L{) ERt)edz - J/: {Z ?j%i;—&jx

k=1

i 22 R’;’“ ,
J{] exp (w %) gﬁ T)> aEét( )dr} a:d:zr} . (5.44)
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Evidentemente, a primeira parte de integral da equacio 5.44 fornece o seguinte
resultado:

51
J;’ ER(Dads = ER() (5.45)
9 = L 2 <
A segunda parte pode ser escrita na seguinte forma:
S 2 [/ ey (-0 Y 2ERD)
——— e - : ”
o Sl Jo P R? /} di
1
f zdo(ExTidr. {5.46)
o
Seja a seguinte propriedade da funcio de Bessel:
f 2w {ow) T (Fe)de = — i 5 10dm (f2) i (ae)—
0 o — [
Fmlex)Smei(F2)} (5.47)
A integral, em fun¢do de z, da equacio 5.46 toma a seguinte formas:
j/ zdo(Ere)d - Al (5.48)
£k
Assim, a segunda parte pode ser escrita da seguinte formas
2y3(t ~ EE
/ exp ( §7 ( ﬂ) 0 ét(r)dr. (5.49)

Substituindo-se as expressdes 5.48 e 5.49 na equacio 5.44 obtém-se:

() = no R* {Ef(t) - i _4}3
k=1 fk

‘ gt - )\ 9EF(r)
j/ﬂexp (w 77 > 5 drij . (5.50)
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Esta equacgdo representa o resultado final do cdleulo da corrente na se¢do trans-
versal de condutor cilindrico de raio R, obtida em fun¢io do campo elétrico EX(#) na
superfice.

] ais iente a eguacio 3.5 agcrita :
Numa forma mais convenient guacio 3.50 pode ser sscrita como

1 5 5 R
i(4) = To R? [Ef(z} mf R{t — 7«;%{54 : (5.51)
o at |
Onde:
e 4 &7 ()
Aty = }; gexp (___:%E_M . (5.52)

Aplicando-se o teorema de convolugio, a eguacio 5.51 pode ser escrita na se-
guinte formas:

i{t) = To RB* [Ef(t) — h{t)* ggEf(t}} : (5.53)

Também pode ser escrita na seguinte forma:

i(t) = To R [EzR(t) ~ {%h(t)} * Ef{é)} . (5.54)
Se:
R(1) = %h{t} (5.55)
Entéao:
i(t) = ma R [ER(1) - (1) « EF(D)] . (5.56)

Avplicando-se a transformada de Laplace:

cli} = roR? [ {EFm)} - {0} L {EFD}] . (5.57)

Logo:



3
i
1
i

E

c{i(t)} = woR? [L{EF0)} ~ {sL{h0)]) - h0)} L {EPm}].

Como foi definido antericrmente:

L e 4 2y (1)
Aty = z =5 €Xp <—%—;~—z) .
k=1 Bk
Assim:
— 4
ZOESY

-
PES gk

Substituindo-se estas expressdes na equacio 5.58, teremos:

S0 2.2
i)} = roB? {z (B8} - {S,C { L (_ fg;z)) } )

k=1

Portanto:

1{s) = 1o R? {55(3} - {s i gimfmm -3 %} .Ef{s)} .

Logo:

4 o0
I{s) = moR? {Ef(s) + o Z

1
7 ER(s)|
k=1 #_gER_E + 3

Aplicando-se a inversa de transformada de Laplace:

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)
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-1 - 2 g_ﬁ—-l B 1 : :E' —~1 He o~ FE LAY
LYI(s)} = 7o R LL (B} + £ {WWZ 7 } £ H{EF(s) (5.64)
i e R
Logo:
. , 4 & (Y _
1) = ro R EED 2k « BRI 5.6!
i(t) = 7o [2<,+Wﬁgmexp< s+ EEO) (5.65)
Fsta eguacio pode ser escrita na seguinte forma:
i(t) = ro B2 [EF@) + 1)« B} . (5.66)
Reconvoluindo-se:
i(t) = ro R {Ef{t} + J/{L flt - T}.Ef(r}dr} ) {5.67)
o
Onde:
1 < &(t)
1) = - . .6
HO= G 2o ( 22 (5.68)

A equacgio 5.67 pode ser usada em virios tipos de analises elétricas e eletro-
nicas. Uma das possibilidades é o desenvolvimento de um modelo computacional para linha
de transmisséo. Este modelo podera ser utilizado nos estudos e andlises no dominio do
tempo em linhas de transmissdo levando em conta o efeito pelicular. O desenvolvimento das
equagdes deste modelo serd tratado nos proximos itens. Uma outra possibilidade. através
da aplicagdo das transformadas de Laplace e Fourier, é a obten¢io de uma expressao exata
para a admitincia complexa interna do condutor cilindrico, por unidade de comprimento.
Esta possibilidade serd tratada no capitulo 7.

5.5 Desenvolvimento das Equacgoes do Modelo

Considere uma linha de transmissao constituida de um condutor cilindrico e uni-
forme, situado so longe da coordenada z acima de uma terra considerada ideal. Assumindo-
se que o condutor néo seja ideal, e que a linha estd ligada a uma fonte de um gerador de
sinais de um lado e a uma carga no cutro, como mosira a figura 5.3.



Figura 5.3: Linha de Transmissio Considerando o Efeito Pelicular.

Onde:

{ & o comprimento da linka,

@

» h & a altura da linha acima da terra,

¢ R & ¢ raio do condutor,

&

I{z,t) é a corrente no condutor,

V(0,%) € a tensdo no inicie da linha,

V{(I,t) é a tensdo no final da linha,

Ef(z,t) é o campo elétrico na superfice do condutor.

Dos estudos bésicos do eletromagnetismo, os campos eletromagnéticos estdticos
gerados sobre esta linha de transmissdo sdo distribuides como mostra a Figura 5.4.

Estes campos eletromagnéticos estdticos podem ser definidos pelas seguintes
fungoes:

E = Eu(2,9, 2, i + By, 9,2, 00y + Eolz,y, 2, D)

= Epylz,y, 2, 1)+ E {2, 1)1, {5.69)

H = H {z,y, 2,00 + Hylz,y, 2,0, = Hyy(2,y, 2, 1) {(5.70)



h

Figura 5.4: Cefiguracdo de Campos Eletromagnéticos.

De acordo com a configuracdo mostrada na Figura 5.4, o vetor Poynting (S =
E x H) € no sentido positivo z de modo que a poténcia flui no condutor no mesmo sentido.
Assim, a possibilidade para transmitir a poténcia, por meio desta linha, existe. Portanto, a
primeira equacio do modelo, com base da equacdo 5.67 obtida antericrmente pela solucio
da equacdo de onda para a se¢do transversal, pode ser escrita como a seguir:

ERz 0 - iz, 1)+ j: ft = 7).EE(z, rydr = 0. (5.71)

roR?
Onde FF(z,1) é a intensidade do campo elétrico na superficie ao longo do con-
dutor da linha de transmissdo serd determinada no proximo item.

5.5.1 Determinagao da Intensidade do Campo Elétrico na Superficie

A intensidade do campo elétrico EF(z,t) pode ser determinada a partir da
equagio de Maxwell para o rotacional de E na regido externa do condutor. Assim, a
equacao de Maxwell para o rotacional de E numa forma reduzida é dada por:

OB

V X E = — e
% T

(5.72)
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Em coordenadas retangulares, esta equagio toma a seguinte forma:

mm— T,
ﬁzjy'

(@Ez B §}3y> . éﬂ%’:{ B JE.N
Jy dz Yo (\ dz

oL, JFE . d8,. dB,. g8, P
m— — ) iz = — ir — iy T iz i5§3>
Para uma onda se propagando na diregio z, os componentes desta equacio que

poderfo contribuir sio:

8E,. 8E,  8E,  OF,, 8B., 0B,
1y — Er"‘é‘
Jy &z

3z Iy — e L, = wir — Wiy {5?4}

Tomando-se o produto vetorial, para os dois lados desta equacio 5.74, com o
vetor unitario i, obtém-se:

JE,, OE,, OE,. 0K, & . _
Gy ¢ B2 iy — 5y i 1 5, = = g (s X Bgy) (5.75)

0E..  9E.. 0B, 0 .
Oy i, + P iy — 5. = “‘é—t-(lz X Bgy) (5.76)

Realizando-se a integragdo da Linha dly, para os dois lados desta equacéo 3.76,
do ponto 0 no nivel da terra até o ponto h na superficie do condutor, teremos:

hBE,, hOE,, BBy b
—-5—y‘-1y.d}.1 +¢{} “a””;”lx-dll mf dl; - —j) 5}(12- X Ba;y) dll (5.7?)

G 0 Oz

Ou:

o . O M o2 o ,
—_ e [ Ere g L 7
6y/o E.iy.dly aﬁ/ﬁ Ei,.dl 8ng E,y.dl {%J{] By (i x dl)  (5.78)

Nesta equacio, a segunda parte do lado esquerdo é nula, pois o produto escalar
ip.dly é nulo (veja a Figura 5.4). Portanto, a equagio 5.78 toma a seguinte forma:



44

& ke ) g A a A )
L ey -2 [ mday = -2 [ B (5.79)
5 | Bl 3zj§£ Boydly =~ [ Bey. (iz x dl) (5.79)
Gu:
a sk 8 o 5 rk
Qg -2 e a =2 [ s, 5.50)
§%45ﬁ1£%£&ﬁﬁ 5%£Bw%ﬂt (5.80)

onde i,, é o vetor unildrio normal ac dly como estd mostrado na Figura 5.4. A primeira
parte da integral no lado esquerdo da equacdo 5.80 representa a diferenca entre os dois
componentes paralelos do campo elétrico, £%(z, 1) ac longo do condutor, e £9(z,1) ao longo
da terra. A segunda parte da integral é simplesmente o negative da tensdo V(z,1) entre
o condutor e a terra no planc em gue a integral da linha é avaliada desde que o campo
magnético ndo tem o componente z. A integral no lado direito € interpretada como o fluxo
magnético © por unidade de comprimento na direcdo 2, acoplando o condutor, se o condufor
for considerado portador de uma corrente continua /{z,1} cruzando o plano gue contenha
o caminho entre ¢ centro do condulor e a terra. Assim, teremos:

L 0, dV{z, 1) oF _
{BMz0) - B2z, 0} + — = (5.81)

Nesta equacio, o componente do campo elétrico EM{z,1) é exatamente o campo
elétrico Ef(z,t}, existente na superficie do conduter, e o componente do campo eléfrico
E9(z,t) é considerado nulo, pois a terra foi considerada ideal. O fluxo magnético & é
simplesmente o fluxo magnético externo ¢, por ser considerado apenas a regido externa do

condutor. Assim, teremos:

B o OV(z,1)  Oes
Ez(z7£)_m{ = + BT }

De acordo com a definicdo da indutdncia, o fluxe magnético externo é dado por:

(5.82)

Pex = Efea:ir(zgf), (583)

onde L., é aindutancia externa. Com esta expressido a equagio 5.81 toma a seguinte forma:

g = - {2V, 00} -



Substituindo esta equacio na equacio (5.71), obtém-se:

aVi{zt) 8I{z,t)
m{ 5. A Lo 5 }—«7_6321'{2??
I '_\3
J/ Flt - {@Vé; r) + ieﬁjt;’ ’ ’} dr = 0.
Logo:
GViz, ) di(z,1) 1
8z T le b1 + ﬁdsz(z’t)+
j fle- {& =7) imﬁfg’ﬂ}dr ~ 0.
O
vz, t oz, t .
((?2 : thes Eﬁ’i ) + waRzz{Z’i>+
¢ dv{z, iz,
j{) f(t-r)_{ WS;;T)—E—LM 3(_; )}dT:{).

(5.85)

(5.86)

(5.87)

Esta é uma das equagtes do modelo da linha de transmissio considerando o efeitc

e a corrente que flui no centro do condutor no sentide positive z.

pelicular. A segunda equagio do modelo representa a relagio entre o campo magnético H

Esta relagdo pode ser

deduzida a partir da equagdo de Maxwell para o rotacional de H na regido externa do
condufor. Assim, esta equagao numa forma reduzida é dada por:

D
VxH= J+a;D““gE+5 (5.88}
at ot
Em coordenadas retangulares esta equagio toma a seguinte forma:

(5}1 d0H, ) + (81&% BHZ), + ((’}‘Hy 5H$>i _

Ay Oz 0z gz ) dx ay )7
. . . 0D, obn,. oD, :
g (Exiy + B iy + Fai,) + TR + (?}fy i, + T {5.86)



Para uma onda se propagando na direcio z, 0os componentes desta eguagdo que
poderdo contribuir sdo:

gH,, O0H.. . . odD,. 8Dy,
-+ = . Froda —l -
5 ot 5y o (Fpip + Fi,) + 3 T b

(5.90)

Tomando o produto vetorial para os dois lados desta eguagdo com o velor
unitdrio i, tem-se:

oH,, GH., ) 8 .
_a—;”sy - @—lx = g {1, X Egy) + 5 (i, X Dyyy. (5.91)

OH,,

d
= o (i, zy) + = (12 cy) - 5.92
57 cr(_axﬁ%}%—@z(ax}}b; (5.92)

Realizando-se a integragdo da lnha dly, para os dois lados desta equacgdo, em
volta do caminho fechado ' que circunda o condutor (veja a Figura 5.4), obtém-se:

o, _ -
~d Tl = 4 (i x )l + 42 (i x Doyl (5.93)
Ou:
0 4 i -y .
8z Ty = Y z s @ 2 ) .94
azwoﬂyfﬁg ,CaEy{CﬁzX})J{‘@tchy(dE?Xl) (5.94)
Ou:
9 : i , )
gz b Hopdly = & oy gt 5 b Doyt (5.95)

onde 1,2 € o vetor unitario normal ac dly do caminho fechado (', como estd mostrado na
Figura 5.4. A integral no lado esquerdo da equacgiio 5.95 é simplesmente a corrente I{z, ¢}
no sentido positive z no condutor, ou a mesma corrente no sentido negativo z retornando
pela terra, cruzandc o plano em que o caminho fechado (' situado desde que o campo
elétrico na componente z seja muito fraco. A primeira integral no lado direito é a corrente
de conducdo, fluindo do condutor para a terra, desde que a fensdo entre o condutor e
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a terra for considerada uma tensio continua V(z,¢) no plano gue contenha o caminho C.
Esta corrente ¢ igual a G,V{(2,1), onde G, é a condutancia, por unidade de comprimento. A
segunda integral no lado direito ¢ interpretado como a carga ¢, por unidade de comprimento,
na superfice do condutor. Esta carga, em magnitude, é igual o fluxo de deslocamento, por
unidade de comprimento na direcdo z, se a fensao entre o condutor é uma tensio continua
V{z,i) no plano que contenha o caminhe €. Assim, feremos:

8r(z,1) ., 80
—p T = GaV(, 1) + 2 (5.96)

De acordoe com a definicdo de capacitancia, a carga pode ser expressada seguinte
forma:

Substituindo esta equacdo na equacio 5.96, teremos:

OI(z,t) B OV (z,1t) .
BT GoViz,t) + Camwwﬁ-&i (5.98)
Ou:
Oz t) dv(z, 1}
oy Gov{z, )+ C, T (5.99)

Esta equagéo junto com a equacido 5.87 completam o conjunto das relagdes de
tensdo e corrente formando o modelo da linha de transmissio considerando o efeite pelicular.
Fstas equagdes podem ser reescritas como conjunto da seguinte formas:

dv(z,t) di(z, 1) 1.
9. e Fip ﬁaRzz(z,t} -
¢ dv{z,7) di(z,7) _ -
jg Fli - ). { St L }dr = 0. (5.100)

CO(%(Z, t) + 3i{z,1)

i Ep + Gov{z,1) = 0. (5.101)

Omnde:



] 4 & L]
fit) = e éexp <~5;¥2> : (5.102)

Uma ocutra possibilidade para desenvoiver as equagGes do modelo, & considerar a
equacido B.51 junto com & funcio dada pela equagio 5.52. Fsta possibilidade pode ser feita
segninde © mesmo procedimento utilizado no desenvolvimenic das eguacdes 5.100, 5.191.
Assim, as novas equacgbes gue completam o conjunto das relacbes de tensBo e corrente
e formam o modelo da linha de transinissio, considerande o efeifo pelicular, podem ser
egcritas como segue:

dv{z, 1) iz, 1) 1 .
dz + L &t +K§R22{Z7i>+

: vz, ) A%z, )
-7 : + Deo : = (5.

dv(z, 1) L di(z,1)

Co ot gz

+ Gov(z,t = 0. (5.104)

Onde:

o 2
Aty = éfizexp (“%} . (5.105)

Nas equacdes 5.100, 5.101, 5.103 e 5.104, a induténcia externa L.y, a capa-
citdncia €', e a condutancia G, por unidade de comprimento, sdo os parametros calculados
em condicdes estaticas. Estes parametros dependem da geometria geral da linha de trans-
missio e do tipo do material do condutor usado. As constantes p e o sdo as especificagtes
do material do condutor usado e R € o raio do condutor. O &, como foi definido, é o k-ésimo
raiz da funcio de Bessel J,(z) = 0.

5.5.2 Calculo do k-ésimo raiz da funcgaoc de Bessel &

O calculo é feito através o uso da aproximacao de J,{z) = 0. Esta aproximagdo
poede ser representada pela seguinte equacao:



Jo(z) = M;j_}_ - 0.
=
Substituindo-se z pelo £, tem-se:
cos (&g ~ %
r}g(fk} = """'—/..—,:"'—i}- = {}.

Assim, teremos:
cos (&), — Z}) = 0.

Para o cosseno zerc pode ser representado pela seguinte série:

cos (2k E)g_ = { k=1,2,3, ...
Portanto, comparando-se as eqguagdes 5.108 e 5.109 obtém-se:

T k3
(S,t; — z = (Qk“"‘ 1)5

Desta equacdo obtém-se:

b = {(zg_l)ngE} E=1,2,3, ..

Assim, as raizes da funcio de Bessel £, podem ser calculadas.

O préximo capitulo apresenta o modelo numérico.

(5.106}

{5.107}

(5.108)

(5.109)

(5.110)

{5.111)



Capitulo 6

MODELO NUMERICO DA LINHA DE
TRANSMISSAO CONSIDERANDO O
EFEITO PELICULAR

6.1 Imtroducao

Este capitulo apresenta o modelo numérico das equactes do nove modeio de-
senvolvidas no capitulo anterior. Devido a forma integrodeferencial de uma das equacdes
deste modelo, torna-se dificil a solugao pelos métodos analiticos. Portanto, é necesério usar
os métodos numéricos. A téenica relativa mais facil para resolver este tipo de equacdes é
a técnica numérica de "time-domain finite-difference” (TD-FD). Assim, como foi feito na
solugdo das equacgdes do modelo classico, pode seguir as seguintes etapas.

6.1.1 Primeira etapa

Distribuir as equagdes do modelo ao longo da linha de transmissdo em trés partes
da seguinte maneira:

e Condigdes de contorno & esquerda (transmissio),
s Condicdes de contorno 4 direita (recepgio),

e Regiao do meio {a prépria linha de transmissio).



6.1.2 Segunda etapa

Usando-se um esquema de discretizagio baseado na técnica numérica mencio-
nada anteriormente, as derivadas das equactes das condigbes de contorno & esquerda, a
direita e a regido do meio serdo aproximadas por vdrias discretizagbes de diferengas finitas.
Além disso, o condutor da linha ¢ discretizado no espago.

6.1.3 Terceira etapa

Baseando-se na forma final discretizada das equagbes das condigbes de contorno
3 esquerda, 3 direita ¢ da regido do melo, é elaborado um programa computacional em
Fortran.

6.2 Condigoes de Contorno 4 Esquerda

Como condigbes no inicio da linha, s&o consideradas um sinal arbitrario de tensao
instantinea »{0,¢) aplicado e uma corrente instantanea #{0,¢} induzida. Deste modo, estas
condicdes de contorno podem ser formalizadas por equagdes, com base nas equages do
modelo, para z = 0 e o tempo { > 0 apresentadas como a seguir:

v(0,1) = w,(t). {6.1)

1o 2000 0u(0,0) 1

a7 prami LU

J/{,t Flit—m). {Le:c 82{(31;?) + 8?}(;”?)} dr = 0. (6:2)

Onde:

v,(1) representa o sinal arbitrario fornecido pelo gerador ligado a linha. Os tipos de sinais
que serdo usadas para as simulagBes s30 0s mesmos apresentados no capitulo 4.



6.3 Condicdes de Contorno a Direita

As condigdes de contorno & direita, como condigio de fim de Linha, dependem
do tipo de terminacio da linha. Para andlise e estudo da infiuéncia do efeito pelicular
sobre o comportamento de um sinal viajande ao longo de uma linha de transmissio, sem
a influéncia do sinal refletido, ndo importa o tipo de terminacio. Assim, serd considerada
uma terminagao resistiva (linha casada). Com a influéncia do sinal refletido, a terminagio
serd considerada como de circuito aberto ou de curto circuito. Deste modo, estas condicfes
de contorno, no caso de uma linha casada ou com terminagio de circuito aberto, podem
ser formalizadas por equagdes, que relacionam as tensdes v{l, 1} e correntes {1, 1) induzidas
no final da linha para z = / e o tempo ¢ > 0, com base nas equacdes do modelo como
apresentado a seguir:

du(i, 6y Bi(l, 1)

Co ar Jz

+ Govll, 1) = 0. (6.3)

i(1,1) = v(l,2)/Z.. (6.4)

No caso de terminagdo com curto circuito, estas condicdes de contorno podem
tomar a seguinte forma.:

Lex(')z(f,t) + do(l,t) L

ot at erzi(l,t)%-
: : gi(l,r) ol B _
ji Flt =7 {Lefn 5 + 5 } dr = 0. (6.5)
v{l,1) = i{l,1) % Z.. (6.6)

Onde:

Z. é a impeddncia da carga.

6.4 Regiao do Meio

Esta regido ¢ a propria linha de transmissdo. Portanto, as equagdes desta regido,
que relacionam as tensdes v(z,1), e correntes i(z,¢) induzidas ao longo da linha para § <
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z < [ e otempo ! > 0, podem ser formalizadas com base nas eguacdes do modelo como

apresentado a seguin

du(z,t) iz,
at b Gz

', + Govlz, iy =0,

o
=
]

R—

iz, 1) | Bvlz,7) 1
at - 8t woR?

f Ft-1). { 83(“” ™) 3?)(5;’T)}d7*: 6. (6.8)

Lex

z,t)+

Onde:

=2 &t
ey = > exp(——E). (6.9)

gR* { ! Lo R

6.5 Esguema de Discretizacio

Este esquema de discretizac¢fo, como ¢ mostrado na figura 6.1, é o mesmo es-
quema que foi usado no capitulo 3. O esquema, como foi mencionado, & baseado em um
plano composto de uma rede de pontos no espago enterlagados com pontos no tempo. Os
pontos do espago sao representados pelo subindice (7) e do tempo pelo subindice (n).

Tempo
%33

3

=1

2 P - E
¥ B
b - =
= =
g 5
=1 " =]
3 3
—g o - 'g
P =«
i 2
%"‘ n+l 2: =
S n 3 é

o A
: : Espago
1 jri i-1 i 1 j-1 Jm pag
Condighes inicials

Figura 6.1: Rede de Fsquema de Discretizacdo.

Neste esquema, as correspondentes condigges iniciais e de contorno a esquerda

e a direita sao mostradas.
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De acordo com este esquema o condutor da linha de transmissio é discretizado
no espago como na figura 6.2,

MWeos de correntes
/ ol \
J

i
H i

L L

i
s s e e in-3 jm-2 jm-1 En

Fontie
Y
N

[
1
Carga

Nés de tensde
S+l
= 3

i
i

ai[}

Figura 6.2: Discretizacdo do Condutor da Linka ne Espace.
Nesta discretizacao, dois grupos de nds sido impostos:

e As tensdes vt1:

®» As correntes i;‘“.

As posigbes destes nés sao alteradas ao longo de comprimento do condutor da
finha.

Usando-se as definigdes feitas anteriormente pelo esquema de discretizacio, e as
seguintes notagoes:

z, = jAz ; t, = nAt, (6.10)

v(z,t) = o ; TERIERTARN (6.11)

as aproximagoes das derivadas para a tensio e corrente com discretizacdes, em funcio do
espaco., adiantada, central e atrasada podem ser escritas da seguinte maneira:

bl il . s+l endd
dv vy — v ) Or tig1 T

0z Az ! 8z Az ; (6.12)
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ol 1 . e ok ] anel
Gv Ui T U5 , R T T (613
z 2Az ! E 2hz A
, o+l omdl o bl bl
v vi" Y5 A Al (6.14)
0z Az dz Az ’ S

a aproximagdo das derivadas para a fensio e corrente com uma discretizagdo, em fungdo do
tempo. adiantada pode ser escrita na seguinte formas:

LI Rl S (PO ik | (6.15)
at Al ! at At T

Assim, as equagdes que formam as condicBes de contorno a direita, a esquerda
e da regifo do meio podem ser discretizadas como mostram os itens a seguir.

8.5.1 Discretizacao das Equagdes das Condigdes de Contorne & Esquerda

As equacdes que formam estas condices serfo as primeiras a serem discretizadas.

A eguacdo 6.1 pode ser discretizada explicitamente em v?“ para j = 1 como
segue:
v;H’l = ottt (6.16)

Devido a integral, a equacde 6.2 pode ser discretizada explicitamente em i?""}"

para 7 = 1 seguindo o seguinte procedimento.

Aplicando-se a regra Trapeziodal, que se define como a seguir:

b 1 1
/ F&)da = h58o + 91 + o v+ 5Un)- (6.17)

Onde:

how ; zy=a+ Ah : yn = flza) (6.18)

¢ considerando as seguintes notagdes:



=z iy = nAL ) T, = mAT ) Ar = Af

Assim, a equagdo 6.2 é discretizada como a seguir:

P .
qatl __un il il

v 1, 1,
Leodogg 4 g ot A 5/

P A S SRS 2 4k 2l
{Eex JAt.?_{__ 3+2&2 3}—}-]‘(9@—1},{5%] J+UJ+1 %}_1-_

FAY Az
. . ? i
b fna et ) pept T T L (1)
,,,,, { e ijhe er A7 - e B ..mw&f{l,.

i —1 e FE T ;1 ;7% ._'ﬂ*i“} ntl ?
i - 7 v’ V7 1 TR g T ol
{Eez A Yt oS } + —fo(ﬁ} {Leaz : Loyt }j = .

At Az At ' Az
Logo:
Z'?_H'l —gn ,U?.”L-f-l = ,UT}-(-I H 1
Tex 3, il T 1 [_ _
AL * Az * po R? G Al 2]"(8)

jrtl _um ﬂni-ll — it n—1 ]
{Lem . A Lo &Z] }+ Y fr+l—(m+1)).

=1

gl gm mAl el
{Lexg At —+ MAZJ =0

Seja:

Q=™

ucR%’

Entao:

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)
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z‘?}-i-i — 47 P N = 5 S

Fex 7 = ki + -’j'%"lki‘\ v %I{ii?fg 4+
i I Z 7

_3'7}+1 — gn ,y?fl‘i‘i . ?)T_l-%'i
=

1
é‘t : i F J t 3"%"1 J
{Qf(g} {Eex Ad - Az

ri—1 2-?1+1 — g ynlﬁl _ el
+1— L1 4L 7 i+ b =0 -
gﬁ T (m+1)) { AT T AL } | J 0 (6.23)

multiplicando-se por A? e agrupando teremos:

741 J

n

+ f(@).At.LemWH 3 f{(}).A'E.Lexi_

> N e
i EAt.zj 5 i 5 i

-1
S fn4+1-(m+1)). {AtLem (it —am) % (vt - v;ﬂ«ﬂ)} =0. (6.24)

R}

Juntando-se os termos iguais e evidenciando-se em z'?““ obtemos:

(Lem + K1AL + W) it = (Le:f: + m)%ﬂ) i -

At fO)AT] s
{80+ 202 o)

g Hrn+1-(m+1)). {Atl}em (z‘;??-H - z;”) 4 ~ ('”;Tii _ v;nﬂ)} ' (6.25)

Seja:

-1
f(@).i}.t.Lex) (6.26)

K2 = (Lew-{—ffl.&t-ﬁ— 5
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Multiplicando-se a equagdo 6.25 por esta expressio teremos:

el g Lo LAt Lexy o f AL f(0).A8 ntl . n+l
Z.}; ——_ﬁﬁ(éew%%?)f————— EJ‘—E‘AQ K;:%MW (”}‘é*lm?)j ‘)m

= 1 / R 7 571 Y }{2&’52 1 -1 -
}:1 Jln+1—{m+1).{K2Atlex <zj =)t (ﬁﬁ_} -] } . 6.27)

Agora ssiam:

AL
K3 = K2 ( Lex + W} (6.28)
o PAE F0)AR
ol 2 2
71 1’12{&2—%— 5 {6.29)
Hd=HK2AtLex (6.30)
R2 = K28y (6.31)
= —= .
Substituindo-se estas expressdes na equacio 6.27 obtemos:
n—-1
it = K347 - RL (off! = o) = 3 fn+ 1 - (m+ 1),
m=1
{Ea. (i1 —im) + B2 (o7t - o) ) (6.32)

Portanto, para estas condigdes de contorno, as equacées 6.16 e 6.32 representam
a forma final discretizada para o uso de programacio.



6.5.2 1liscretizagao das Equacgdes das Condigdes de Contorno & Direita:

As equagtes que formam estas condicbes de contorno, 1o caso de uma terminacio

resistiva {(linha casada) ou uma terminacio de circuito aberto, podem ser discretizadas como

a seguir,

A equacgdo 6.3 pode ser discretizada por uma, diferenga atrasada explicitamente

-k N
em ;" paraj= jm

a Seguir:

-;;?.H'i 2T 3'7?"%"1 —_— i’?"i'l

Cotm o+ P 4 ot = 0,

(6.33)

Multiplicando por (At) e evidenciando-se em v;”“ teremos a seguinte equagdo:

. o
AR YAt
[ o

(Co 4 ALG )7 = Ol -

S
J

ES)

Seia:
M2 = (Co+ AlG,)™!

multiplicando-se a equacdo 6.34 por esta expressio, teremos;

1 M2At 1.1 ana
WPt = M2C,.07 - — {z;ﬁ —»zjfl}.

Agora seja:

M1 = M2C,

M2AG

Il = .
Az

Substituindo-se esias expressbes na equacio 6.36, teremos:

ntl no_ o+t ontl
vyt =M1l - L1 i sy

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

(6.39)

A equacio 6.4 pode ser discretizada explicitamente em z'?'” para j = jm como



el ot
G =2 (6.40)

Acs equagtes que formam estas condigdes de contorno, no caso de uma terminacio
com curto circuito, podem ser discretizadas como a seguir.

. . ~ - . . s . e
Devido a integral, a equacido 6.5 pode ser discretizada explicitamente em z;-’“ .
para j = jin seguindo o mesmo procedimento feito, anteriormente, para discretizar a

equacio 6.2,

Acssim, para esta equacdo teremos a seguinte discretizacio:

L T R 1 1
Lep 2 iy 71 + L A [__ i
AL ' Az po B2 A Ef(n}

it g8 pl gl 32 gt pf g2
{Lex }&é SR x j“1}+f{n~ 1).4 Leg-+—L 4 272 4
, 2 . )

PPt il
+ - it }+ ..... + f{1).

m+l  m
33

..... + flrn+1—{m+ 1)).{i}em !

FAY Az

7] gl n n ;n+1 ‘7 n+1 41
23‘ —_ ?rj 'b’j o ‘Uj___l l ?,j — Zj UJ — 'Uj_l .
{Lem ~ YA + Qf(ﬁ). Lex 4 =0. (6.41)

At Az
Logo:
n+1 i ,UT_H-E _ ,U?f!r*}“l 1 1
FLer-: b 7 Nint n+i 5;_ o).
“ Al * Az + o 72 iR A Zf( )

gl _gn ekl y’?fll n—1
{Lewj&t Lo A Azi }+Zf(n+i—(m+i)).

m=1

L gm gmebd b
{Lexzf R ) H = 0. (6.42)

At Az

Seja;



1
H 1 = e
po B2
Entio:
e I iy
Lex - 5t 2 = I KA
- 7

1 _ z'??"f-i - ,U?fb"i"l . ,U’!_’L-é-?.
ArlZ . 7 2z b 7=1
{2’{(@) {Lex Y + s +

el m

i I i 7 T)m»i-l_@m%il
%;f(nwtl—_{m%«l)),{ﬂex‘" =7 oA &mj‘ H::&

multiplicando-se por Af e agrupando teremos:

: } At fI0)AF
n+1 n .+l a1
Eem,zj mLex.zj 4 {E+W (1,3“* _ijl) +

J(0). At Lex e f(O}.At.Lexiﬂ +

r -1
K 1At.zj + 5 7 5 i

F }
S° fln+1-(m+1). {AtLea: (4t — i) + g (vr+t - v;?}f)} = 0.

m=1

Juntando-se os termos iguals e evidenciando-se em i?‘“ obtemos:

F(0).At.Lez\
W) _

o
L

AL
8).A em) i+l _

(Lex + K1.AL+ i 5 ; (Lex A+

{& + f(ﬂ)-/};tz} (Uﬂ—%i _ ,U@-;oil) _

Az 24z J e
s : bR “m At mep-1 M1l
Z f(n—%i-(m-&}.}}.{ﬁﬁf,ex (zj —wzj)—l-ﬁz(vj — v )}

rEml
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(6.44)

(6.45)

(6.46)



Seja,.
{i; __,Ei z e i ‘
f\ }' M > {6,4? 'j-

K2 = (Ee&: A KA+ 5

Multiplicando-se a equagio 6.46 por esta expressio teremos:

. . Cf0)ALLexy [ AT f(0).AF n .
g7 = 12 (Ler o TOLEEREE i e {20 JOPAT Y (s ey

n-—1 - 2
E fln+1—{m+1)). {K?Ai}iez (é?’“ - 4] ) + lAz (Uj L fvjji'})} . {6.48)

mezd

Agora sejam:

K0 = 12 (Lew 4 [0 o0
At f(0).A¢
1 = K¢ _— —_— 50
R M{Az—& A (6.50)
K4 = K2AiLex (6.51)
B2 = K280 (6.52)
Az ’
Substituindo-se estas expressdes na equacio 6.48 obtemos:
n—1 )
g = K347~ RL (o — ol ) = 3 L (m 4 1)),
el
{&a (i - i) + B2, (ot - opit) ) (6.53)

A equacdo 6.6 pode ser discretizada explicitamente em ?Jj’-’““f'l para J = jm como
a. seguir:



’U;’+1 = é?“ ® 7.

(6.54)

Assim, para estas condicdes de contorno, as equacdes 6.39, 840, 6.53 ¢ 6.54

representam a forma final discretizada para o uso de programacio.

6.5.3 Discretizacao das Equacgdes da Regiao do Meio

As equacdes que formam esta regifio podem ser discretizadas como a segair.

A equacio 6.7 pode ser discretizada com uma diferenga central explicitamente

em ?};H_l para j = 1,2,..jm~ 1 da seguinte maneira:

%??‘z—}-} e T ?-n+1 . in+1

3 3 P i . ~ [
o, Loy AT TGt e
7 Mt Shz @ty

Multiplicando por (Af) e evidenciando-se em v}fﬂ teremos:

» - At [opr
(Cot BLG)TT = Couf — == [ — 2]

Seja:

M2 = (C, + AtG,) L

Multiplicando-se a a equacdo 6.56 por esta expressio teremos:

ntl _ no M2AL 70
v = MTQCO.UJ- + e [3;;-1-2 — zj_}} .
Agora seja:
M1 = M20C,.
M2AL
L2 = .
20z

Substituindo estas expressdes na equacio 6.58, tem-se:

(657

(6.59)

(6.60)
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el 7 bl ol |
ot = M1t - L2, [ - ). (6.61)
Devido a integral, a equacdo (6.8) pode ser discretizada explicitamente em i

para j = 2,3, .....Jjm~ | seguindo o mesmo procedimento feito, anteriormente, nara discre-
tizar a eguacio 6.2,

Assim, para esta equagdc teremos a seguinte discretizacio:

%'7}'?‘} — g7 n+1 nt1

J ¥ @j‘f‘i - ?J'--l 1 1
Lew =+ 50 toemt TA

NN 0 1 1 2 N 2 2
P8 wl, . — ot . S B T R
Fen i iti 2—1 4 g 1.4 Lept Jog it Vit S Y
{ A T IAS fln—1) At T e |

z-m%—l —gm el el

vl -t
I _ ; J 7 i+l g1 : :
e F fln+ 1= {m+ 1) {Lez 5t SR }+ aaaaa + f(1).

‘7 n—1 7 n 1 7 n-+1 n+1
B — T vl — v i A (N T
{Le:c L f“m; 1} + ﬁf(@y{zex i Ly oAt gt H = 0. (6.62)

At 24z
Logo:
i+l in ptl ptl 1 1
Lex - J a1 1 41 [M )
“* At + 20z + o R? A 2 f(0)

ot in ,U"f_l-i-li _ @"r_z+11 n—1
{Lem - Y L4 ”QAZJ‘ }+ 3 fn+ 1= (m+1)).
mal

qmEE Lgm gt el
Lex - RIS i = LS ) 6.63
{ AT T aAs 0 (6:63)

Seja:

Kl=

. 6.64
uo R? (6.64)



Entéo:

o L
Yy S 3 — . - <774 .
Lex i Lo AT Lo b K }.z?ﬂ +

FAY 2z

(1 g gLt
Al - 4 Lexp J il §—3
hf(%?} {Lezz = S +

o P gm At
_ J 7 b g = Q.
S flm+1-(m+ 1)) {Eem o }] 0

ma=1

mulitiplicando-se por Af e agrupando teremos:

-7 1 TAYS f{gjéé}: 4 7
L82,3j+§ - L€$.2j 4 {EAZ + A (vj'i-; - @jj;) “+

AL At Lex
KlAt-i?“ . J(0)y.A0 ,Bezﬁ_l_; _f(9) €T

2 ] 2 !
n—1
Z fln+1-{m+1)). {AtLex (zj o i ) + A (”ﬂ_’i} - v?ji_i)} =
e

Juntando-se os termos iguais e evidenciando-se em z'?*l obtermos:

f(@).Ai.Lex) o

(Lem + K1AL+ ——_m——f(@}'m"zex) el = ;

5 f (Le:r: +

2Az 4Nz i+l gt

{ At N f(O).Atz} (v”“ _ U@+1) _

n—1 _ ) FAY A -
S f(n+1-(m+1)). {AtLex (i;-””*“i - 22”) + 537 (Uﬁ? - ?f'jjil)} :

=l

Seja:

(6.65)

(6.66)

(6.67)



m}

oo

- A -1
f{@}Ai.Le:ﬁ‘) (6.68)

K2 = (E,ex + K 1.4+ 5

Multiplicando-se a equac@o 6.67 por esta expressio teremos:

. )AL Lezy T AL HOLAS ) L
?,}.+ m§§2<£82—§‘"w““""“'2—-—-* 33' — K2 Q&ZT AAz (gfjmé-i g )___

n-—1 - 2

: . K200 N |
ST fln+1l-(m+1)) {a 2AtLex (i7+ —i7) + 12ﬂ.z (vt - @j}f)} . (6.69)
=l

Agora sejam:

0}).4¢2.
K$= K2 (gez + W) (6.70)
. At Fl0LAR ,
= i i 6.71
43 M{m/r 1Az (6.71)
K4 = K2Atlex (6.72)
R4 = K2A¢8? (6.73)
T 2Az ’
Substituindo-se estas expressdes na equacio 6.69 obtemos:
] n—1
it = K347 - R3, (vfj; - v;jll) -3 flnt+l-(m+1)).
mazi
{Ea (i - i)+ R (ot — o)} (6.74)

Assim, para a regido do meio, as equacdes 6.61 e 6.74 representam a forma final
para ¢ uso de programagio.

Note-se que:
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L4 Z £2AL(0) PR
f{@)—- Mgﬁzée}{? ("W {6.(3)

, , 4 = A n+ 11— {m+ 1))
fr+1{m-+1)) = Yy gexp (— s {(6.76)

Tomando como base as equagdes das condigbes de contorno & esquerda, 3 direita
2 da regidco do melo na forma discretizada para o uso de programacac fol elaborado um
programa computacional com objetivo de simulagio.

As equagdes 5.103 e 3.104, junto com a funcio dada pela equacio 5.105 mostra-
das no final do capiftulo 5, também foram distribuidas ao longo da linha de transmissio em
trés partes. Estas partes foram discretizadas usando o mesmo esquema de discretizacio e o
mesmo procedimento feitos anferiormente, apresentando a seguir apenas a forma final para
o use de pProgramacac.

Para as condigbes de contorno a esquerda j= let > Q.

LS o N
pIth = Pt (6.77)

O = Q8T = Q9. — Pa. (it — v t) — P (o7, — o7) +

7 “ 7
el

S a1 = (mo+ 1)) P (ol o) QoL (7~ i) -

m=1
P6. (s, — o) - Q0. (&7 —i77") }. (6.78)

Para as condigdes de contorno a direita j = jm e ¢ > 0, no caso de terminacdo
resistiva {linha casada) e uma terminacio de circuito aberto.

oit = M1~ DL |t -t (6.79)



2

T =tz

Mo caso de terminacio de curio cirenito.

S5 N
?ﬂj b

Tf R{n+1—{(m+1)). {Pﬁ, (v;““ - aﬁil) + Q10. (
ezl

P6. (v = vTy) - Q10. (i -
E?H‘ = 2.?4_; * 7.
Para a regido do meio j = 1, 2, ..... jm-iet >0

J

Q8.7 - Q947 — Pa. {v;‘“ -~ vf+i> — Ps. (@

o no_ -?_1—3-1 . f@w}»l
v = Ml.vj L2, {zﬂ_l 17

i = Q8. - Q9.7 — P7. (v}

J+1

=1
3 hn+ 1= (m 1)) {Po. (vrht
el

Onde:

P9. (v - o) — Q1o. (&7

>0

AO) = > !

k=1

e @

£z

— o) + Q0. (i — i

-

-1

2

2

_&iAu0)
po k2

1

),

I

7

M

— i

M

) = P8 (7 — ot ) 4
) -
)}

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)

(6.84)

(6.85)



no B?

[ou) 4 2,7 __{{ _KL—\
Rn+1(m+ 1)) = > -=exp At 1 {m+ 1)) 7

2
kol "g,!,‘;

M1 = M2.0,;
M2.A¢

1= .
Az )

MEM

L2 = :
282

M2 = (C,+ AG)

@8 = g—g
(29 = %?g;
Q10 = g—i;
P4 = g%;
P7 = %;
P5 = g%;
ps =22,

(6.86)

(6.89)

(6.50)

(6.91)

(6.92)

(6.93)

(6.94)

(6.95)

(6.96)

(6.97)



P2 = PlxQ3;

P3 = P1+Q2;

Q5 =(Q3xQ4+ Q1)

Q6 = Q4+ (Q2 - Q3);

Q7 =02+ Q4;
1
1=
F Az’
Ly
Q4 = N
Q2 = Sh(o)
=3 :
QS =1- QZ;
1

roB?

u«.\!
(1]

(6.98)

(6.99)

(6.100)

(6.101)

(6.102)

(6.103)

(6.104)

(6.105)

(6.106)

(6.107)

(6.108)

(6.109)



Capitulo 7

CALCULO DA RESISTENCIA E
INDUTANCIA INTERNA DO
CONDUTOR SOLIDO E CILINDRICO

7.1 Introducao

Com o objetivo de melhorar os projetos e, como conseqildéncia, o desempenho
de sistemas elétricos e de equipamentos eletrdnicos de forma geral, o efeito pelicular deve
ser simulado. Uma outra justificativa para a simulacio do efeito pelicular é a necessidade
de melhorar os modelos matemdticos dos componentos elétricos da forma mais realistica
possivel. Assim, o cdlculo da resisténcia e induténcia torna-se necessario.

A metodologia consiste em aplicar o teorema de convolucdo e o método de trans-
formada de Fourier na expressio de corrente obtida anteriormente para a se¢do transversal
de um condutor sélido e cilindrico, formulando, assim, a expressio da admitincia complexa
interna do condutor em unidade de comprimento, e conseqiientemente, a inversa dessa da
a impedincia complexa interna.

7.2 A Formulacao

A expressdo da soma de corrente obtida no capftulo 5 dada pela equagio (5.67)
& reescrila a seguin

i(1) = ro B? iEf(t} + ]; fli — ). ER(r)dr! . (7.1)



—

Onde:

s
=1
]

g

. 4 3 / ‘52 ﬁ)
)= po RE Z P {« —;zzi%é}(

kw1l *

Para uma forma mais convenlente e com o objetive de calcular a admitancia
complexa, a equacdo (7.1} pode ser escrita como segue:

i(t) = f: y(t — 7). EB(r)dr (7.3)

Onde a fungio y(t) pode ser obtida da equag¢do (7.1) fazendo-se:

ER(1) = (1), (7.4)
e usando-se:
| #@)éayds = fo) (7.5)
Assim:
y(t) = ro B> {5@) + /b flt - T).ﬁ(?’}d‘?“:l . {7.6)
Logo:
y(1) = ma B2 [6() + £(1)]. (7.7)
Portanto:
y(t) = ma R2f(2). (7.8)

Substituindo-se a funcio f(t) dada anterioramente nesta equagio:

4 & (¢
y(t) = o ;exp (mij;(}gz) ; t>0. {7.9)

Aplicando-se a teorema de convolugio para a expressio (7.3}, obtém-se:



(1) = ylt) « ER. (7.10)
Aplicando-se o método de transformada de Fourler:
FLDOY = Fly)) = FLERR). (7.11)
Logo:

H{w) = Y{w).ERwW), (7.12}

Essa equagio mostra que ¥Y{w) representa uma admitincia. Portanto, a ad-
mitancia complexa interna do condutor cilindrico pode ser obtida do seguinte modo:

Y(w) = Fly(t)}. (7.13)
Substitnindo-se a fun¢io y{{) dada pela (7.9) nesta equagio:

. dr <= 2(¢ N
Yiw) = f{m;;—Eexp (-j{’;—%)} (7.14)

k=1

Usando-se a seguinte propriedade de transformada de Foureir:

e} = - :jw. (7.15)

Assim, a equagao (7.14) pode ser escrita na seguinte forma:

4 & 1
V{iw)= — E ——. (7.16)
T
Semplificando-se:
= 1
Y m —_— 7.7
©=3 5 (7.17)

Onde;



s k 17“18\

o dro R* (7.18)
H e

foom {7.19

4 (7-19)

w =27 f. (7.20)

Onde &, € k-ésimo raiz da funcio de Bessel J,(z) = 0. Os constantes o, pe R
sdo respectivamente condutividade, permeabilidade do material e o ralo do condutor.

As equagdes (7.17)-(7.20) indicam que £ é proporcional ao k&, embora, ¢ termo
yr da soma da equacgdo (7.17), k-ésimo circuito da admitancia complexa interna, seja pro-
porcional aoc %2:? o que significa que essa soma da equagio (7.17) converge e pode ser consi-
derada como uma boa maneira para determinar os valores exatos da admitdncia complexa
interna ¥ {w) de um condutor cilindrice em qualquer fregiiéncia. Além disso, estas equagdes
geram uma interpretacio interessante para a admitincia complexa interna de uma secéo
transversal de um condutor cilindrico. Portanto, o lado direito da equagido {7.17) pode ser
considerado como um modelo de admitancia complexa interna de uma se¢io fransversal do
condutor cilindrico conforme mostrado na Figura (7.1).
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Figura 7.1: Modelo de Admit. Interna Compleza da Secdo Trans. do Condutor Cilindrico.

Este modelo consiste em uma rede de circuitos composta de resisténcia (R) e
indutancia (L} em paralelo, onde o k-ésimo circuito da admitancia complexa é dada por:

1

et s 7.21
By + jwl ( )

yr(w) =
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Logicamente, o inverso da equacdo {7.17) representa uma impedéncia por uni-
dade de comprimento. Assim, a impedéncia complexa interna do condutor cilindrico pode
ser escrita COTRO a Seguir:

o) = 7.22
{,W} }J’(U} ( ! }
Substituindo-se o equivalente de Y (w) teremos:
1
Z(w) = (7.23)

1
Zzil Hi+wl
Omnde B, L e w sido os mesmos varidves dados pelas equagbes (7.18) a (7.20).

A parte real do lado direito da equacio {7.23) representa a resisténcia K, por
unidade de comprimento, € a parte imaginéria representa, portanto, a reatincia interna X L,
por unidade de comprimento. Conseqgiientamente, a induténcia interna L, por unidade de
comprimento simplesmente é definida por:

L, =ty (7.24)

W

7.3 Resultados

Através de um programa computacional elaborado em Furtran para a equagio
(7.23), a resisténcia e a indutdncia interna por unidade de comprimento de um conodutor so-
lido e cilindrico de gualguer raio e material podem ser calculadas. A seguir sdo apresentados
os resultados obtidos.

Curvas de resisténcia e induténcia interna devido ao efeito pelicular, obtidas
pela equacdo (7.23) de condutores de puro cobre como fungio de freqiiéncias baixas a muito
altas sdo mostradas nas Figuras (7.2) e (7.3) para condutores de vdrios raios.

Curvas de resisténcia e indutancia interna devido ao efeito pelicuiar, também
obtidas pela equagio (7.23), de um condutor de puro cobre (condutividade ¢ = 5,8 x 10%7)
e um outro de puro chumbo (condutividade ¢ = 0,48 x 10°7) como funcio de freqiiéncias
baixas a muito altas sdo mostradas nas Figuras (7.4) e (7.5) para um raio de 0, 1mm, e nas
Figuras {7.6) e (7.7) para um raio de 15mm.
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Figura 7.2: Resisténcia devido ao E. P. de um Condutor Sélide ¢ Cilindrice em 20°C.
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um Condutor Sélido e Cilindrico em 20°C.
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devido ao E. P. de um Condutor 5¢fido ¢ Cilindrico em 20°C.
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Figura 7.7: Indutdncia Int. devido ao E. P. de um Condutor Solide e Cilindrico em 20°C.
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A seguir, a figura (7.8} mostra as curvas da resisténcia devido ao efeite pelicular
em fungio da freqgiidncia, obiidas para vérios ralos de condutores {sdlidos e cilindricos de
puro cobre de condutividade de 5,8 x 10%em20°C} usando a equagio (7.23). Os dados
uitlizados na simulacdo, isto ¢, condulividade, ralo,...etc, sBo os mesmos utilizados na re
feréncia {25]. Os resultados obtidos sdo idénticos quando comparados com a metodologia
desenvolvida na mesma referéncia. Isto demonsira que a metodologia desenvolvida aqui
serve como uma aliernativa simples para calcular fanto a resisténcia guanto a indutincia
interna devido ac efeito pelicular para um condutor sélido e cilindrico.
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Figura 7.8: Resisliéncia Devido ao E. P. de um Condutor Sdlide e cilindrico em 20°C.
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7.5

Observacoes

. Tanto para 2 resisténcia guantc para a indutincia interna devido ao efeito pelicular,

as Figuras (7.2} e (7.3) mostram que os condutores de ralos menores sac menos
afetados na baixa freqiiénda.

. As Piguras (7.4) a (7.7) mostram que a resisténcia ¢ indutincia interna devido ao

efeito pelicular de condutores de baixa condutividade e de qualguer raio sdo menos
afetados em gualquer freqiiénein.

. MNas fregiiéncias baixas, principalmente as fregiiéncias harmoénicas, as variacdes da

resisténcia e a indutancia interna do efeito pelicular como fungio da freqiiéncia sao
bastante significativas.

Conclusoes

Us resultados obtidos provam que o efeito pelicular causa aumento acentuado na
resisténcia ¢ diminiuicdo na indutidncia interna.

. Iistes pardmetros, resisténcia e indutincia interna, podem ser utilizades em andlises

de linhas de transmissdo usando o modelo cldssico para determinar a impedéancia
caracteristica, velocidade de propagacio, atenuacio e outros propriedades.

Para melhorar os projetos e desenvolver modelos adequados, estes parametros podem
ser utilizados principalmente nas freqiiéncias harménicas.

Sem prejudicar as caracteristicas, em um projeto qualquer, um material de uma
condutividade menor pode ser usado para diminuir as perdas do efeitc pelicular,
relativa as perdas em corrente continua.



Capitulo 8

RESULTADOS

8.1 Imtroducaoc

Eiste capitulo apresenta os resultados obtidos através das simulagdes realizadas
como modelo de linha de transmissio desenvolvido considerando o efeito pelicular e as
equagbes do telegrafista (modelo cidssico). Com este tltimo usando Be. e L. e By e L.

Varios tipos de sinais podem ser usados. Como foi apresentado no capitulo 3,
os sinais aplicados foram:

¢ Senoidal;
e Pulso trapezoidal;

¢ Pulsc atmosférico.

Para realizar as simulagbes usando estes sinais, foi considerada uma linha de
transmissdo constituida de um condutor de cobre de comprimento () em metros e de raio
(R) também em metros. Esta linha, como mostra a Figura 8.1, é ligada 2 um gerador de
sinais de um lado e a uma carga de outro e estd numa altura (h), em metros, acima de uma
terra considerada ideal. O meio dielétrico em que estd o condutor foi considerado ideal.
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Figura 8.1: Linhe de Transmissdo Unifilar.

As especificgdes do material do condutor (cobre), meio dielétrico {ar) e da terra,

sao definidas por:

condutividade do cobre (0.} 6 5,8 x 10970 /m?;

L

permeabilidade do cobre {u) é 47 x 10797 H/m:
¢ permissividade do ar {€,) é 8,85 x 107 F/m;

¢ condutividade da terra {¢,) é nula.

Os parametros resisténcia R.,, indutincia interna Lec, indutincia externa L.,
e capacitancia €, sdo calculados em condicgdes estiticas (corrente continua) usando as se-

guintes expressoes.

1
ce = T p3 Q. (8.1)
Lo = éf‘; [H]. (8.2)
24
Lep = %‘;m F [H]. (8.3)
2me,
Coe = Co= =2 [F]. (8.4)




Os parametros que variam com a fregiiéncia, resisténcia £, e indutincia interna
L, séo calculados, para cada freqiiéncia, usando uma expressio que calcula a impedancia
complexa interna. Esta expresséo ¢ dada no capitulo 7.

A velocidade de propagacio v, e a impedéncia caracteristica 7, sfo caleuladas
usando as seguintes expressies:

i
R — (8.5}
) \-9)
Zo =1/ LofCo (8.6)

Onde £, representa a induténcia total, foi considerada a soma das indutancias
externa L., e interna L. para as sirnulagbes do modelo cldssico guando se utiliza os
pardmetros da corrente continua, e foi cosiderada a soma das indutdncias externa L.,
e interna L., para as simulagbes do modelo cldssico guando se utiliza os pardmetros da
fregiiéncia e as simulagbes do modelo desenvolvido.

Para a convergéncia dos programas computacionais, tanto para o modelo cldssico
quanto para o modelo desenvolvido, é necessdrio adotar-se os seguintes critérios:

¢ Definir um Az;

e Lscolher um Af.

Estes critérios sac aplicados em cada caso de simulagio tomando em conta a
seguinte relacio:

”Z-:\f:“ > vy (8.7)

8.2 Simulacoes

A seguir sdo apresentadas os resultados das simulagdes dos tipos de sinais se-
noidal, traperoidal e atmosférico.

8.2.1 Senoidal

Para este tipo de sinal, considere-se os seguintes casos.
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8£.2.1.1 Cascl

Este caso apresenta uma. simulacio de um sinal senoidal de tensio gue tem as
seguintes caracteristicas:

¢ A fregiiéncia {f) 60 Hz;
e A amplitude da tensio (v, 1000 Volts.

{ sinal com estas caracteristicas foi aplicado na entrada de uma linha de trans-
missdo com os seguintes dados gerais:

s == 1000 x 10" m;
e h = 30 m;
# R = 15 x 1079 m;

o A linha é casada.

Com estes dados, isto €, as caracteristicas do sinal aplicado, e com os dados gerais
da linha e as especificagbes do material do conduior e do meio dieléirico foram calculados
todos os parametros obtendo-se os seguintes valores numéricos:

e R.. = 0,2439 x 10~%Q/m;

o R, = 0,2804115 x 107™Q/m;
o L= 0,5x10"% H/m;

o L, = 0,4648269 x 10~°7 H /m;
o Loe = 1,659 x 10% H/m;

Cy = 0,6707 x 107" F/m.

A velocidade de propagacio, a impedéancia caracteristica e induténcia total L,
foram calculadas para cada modelo. Para o modelo cldssico usando R.. e L., 0s seguintes
valores numéricos foram obtidos:

e v, = 2,954 x 10°® m/s;
o 7, = 504,7Q;



s L, = 1,709 x 109 {/m.

Para o modelo desenvolvido e o modelo cldssico usando By, & Damega, 05 seguintes
valores numéricos foram obtidos:

e v, = 2,957 x 10" m/s;
s Z, = 504,278
o L, = 1,70548 x 1079 H/m.

A linha fol dividida em 140 trechos onde Az foi fixado aproximadamente em
7143 m. Os melhores resultados foram obtidos com a escolha de um Af aproximadamente
de 9,785 x 107% 5. Estes resultados sZo mostrados nas figuras 8.2 2 8.7,

As tabelas 8.1 e 8.2 mostram alguns pontos selecionados das curvas de tensdo
e corrente referentes 4s figuras 8.4 ¢ B.7. A tabela 8.3 mostra, por sua vez, a impedincia
caracteristica referente aos valores de tensdo e corrente das tabelas 8.1 e 8.2.
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Figura 8.2: Perfil do Stnal de Tensdo Aplicado na Entrade da Linha.
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Tensao vl
Pontos Tempo Modelo Modelo % Modelo %
8 Desenvolvido | Classico B, L. Cléassico R, L.,
1 0,325F-01 | -0,992E+03 -0,9695--03 2,374 -3,964E403 2,905
2 ,408E-01 0,992E+03 0,969E4+03 2.374 0,964E+03 2,905
Tabela 8.1:
Corrente [A]
Pontos | Tempo Modelo Modelo % Modelo %%
5 Desenvolvido | Classico R, Lec Classico R, L.,
1 0,325E-01 | -0,197E+01 -0,192E+01 2,604 -0,191E+01 3,141
2 (0,408E-01 | 0,197E+01 0,192FE-+01 2,604 0,191 E+01 3,141

Tabela 8.2:
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Modelos Zy = % Q]
Ponte 1| Ponto 2
Deasenvolvido 503,85 503,55
Classico B, L. 504,64 504,65
Cldssico £, L, 504,71 504,71
Tabela 8.3:

8.2.1.2 Caso Il

Este caso apresenta os resultados da simulagdo de um sinal sencidal de tensdo
com as caracteristicas dadas no caso anterior.

Com estas caracleristicas, o sinal aplicade na entrada de uma linha de trans-
missic tem os mesmos dados gerais do caso anterior ¢ com a seguinte modificagdo:

e R = 30 x 107% m.

Com estes dados, isto é, as caracteristicas do sinal aplicado, e com os dados gerais
da linha e as especificacbes do material do condutor e do melo dielétrico foram calculados
todos os pardmetros obtendo-se os seguintes valores numéricos:

e R.. = 0,2195 x 10720 /m;

e R, = 0,7003955 x 107%Q/m;
e L. =0,5x107% H/m;

o L. == 0,1698242 x 107° H/m;
Leg = 1,418 x 1079 H/m;

Co = 0,7846 x 10~ F/m.

@

L]

A velocidade de propagacio, a impedincia caracteristica e a indutdncia total L,
foram calculadas para cada modelo. Para o modelo cldssico usando £, e L., 0s seguintes
valores numéricos foram obtidos:

e v, = 2,946 x 10% m/s;
e 7, = 432,50



e L, =

1,468 x 107% H/m.

Para o modelo desenvolvido e o modelo cldssico usando B e Liomega, 08 seguintes

valores numéricos foram obtidos:

e v, = 2,998 x 10% m/s;

¢ S, =
8 L, =

425,191

1,434982 x 107 H/m.

A Enha foi dividida em 140 trechos onde Az foi fixado aproximadamente em
7143 m. Os melhores resultados foram obtidos com a escotha de um At aproximadamente

de 9,785 x 107% 5. Estes resultados sio mostrados nas figuras 8.8 2 8.13.

As tabelas 8.4 e 8.5 mostram alguns pontos selecionados das curvas de tensio e

corrente referentes as figuras 8.10 e 8.13. A tabela 8.6 mosira, por sua vez, a impedincia

caracteristica referente aos valores de tensiio e corrente das tabelas 8.4 e 8.5.
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Figura 8.8: Perfil do Sinal de Tensdo Aplicado na Entrada da Linha.
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Figura 8.12: Perfil do Sinal de Corrente no Meio da Linha.
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Tensio V]
Pontos | Tempo Modelo Modelo % Modelo %
8 Desenvolvido | Cldssico R, L Classico R, L,
1 0,325E-01 | -0,100E+04 -0,994E+403 0,604 -0,988E-+03 1,215
2 0,408E-01 0,100E+04 (,994E-4-03 0,604 0,988E+4-03 1,215
Tabela 8.4:
Corrente [A}
Pontos Tempo Medelo Modelo % Modelo %
8 Desenvolvido | Classico fee, Lec Cldssico Ry, L.,
1 0,325E-01 | -0,234E+01 -0,230E+01 1,739 -(3,231E+01 1,299
2 0.,408E-01 0,234E4-01 (,230E4-01 1,739 0,231E+01 1,299

Tabela 8.5:
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Modelos Fy = E;: ]
Porto 1§ Ponto 2
Desenvolvido 427,35 427,35
Cléssico Hepy Lo 432,17 43217
Cléssice B, L., 427,71 427,71
Tabela 8.6:

8.2.1.3 Caso iil

Eiste caso apresenta os resultados da simulagio de um sinal senoidal de tensdo
com as seguintes caracteristicas:

o A fregiiéncia (f) 100 KHg;
¢ A amplitude da tensio (v, )100 Volts.

O sinal com estas caracteristicas foi aplicado na entrada de uma linha de trans-
missdo com os seguintes dados gerais:

¢ [ = 9000 m;
e h = 11,5 m;
R =4 x 107% m;

e A linha é casada.

Com estes dados, isto é, as caracteristicas do sinal aplicado, e com os dados gerais
da linha e as especificagdes do material do condutor e do meio dielétrico foram calculados
todos os parametros obtendo-se os seguintes valores numéricos:

o R.. = 0,343 x 107%Q/m;
o R, = 0,3369541 x 10720/ m;
¢ Lee = 0,5x107% H/m;
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e L, = 0,5223401 x 1098 H/m;
e Lo, = 1,731 % 1079 H/m:
o Cy = 0,6426 x 1011 F/m.

A velocidade de propagacio, a impedincia caracteristica e a indutincia total 7,
foram calculadas para cada modelo. Para o modelo cldssico usando R, e L., 0s seguintes
valores numéricos foram obtidos:

e v, = 2,956 x 10% m/s;
s Z, = 526,50
o L, = 1,781 x 107% H/m.

Para o modelo desenvolvido e o modelo cldssico usando B, @ Lomegq, 08 seguintes
valores numéricos foram obtidos:

e v, = 2,993 x 10 m/s;
e Z, = 519,841
e L, = 1,736223 % 1079 H/m.

A linha foi dividida em 120 trechos onde Az foi fixado aproximadamente em 75
m. Os melhores resultados foram obtidos com a escolha de um étimo At aproximadamente
de 1,0274 x 107% 5. Estes resultados sio mostrados nas figuras 8.14 a 8.19.

As tabelas 8.7 e 8.8 mostram alguns pontos selecionados das curvas de tenséo e
corrente referentes as figuras 8.16 e 8.19. A tabela 8.9 mostra, por sua vez, a impedancia
caracteristica referente aos valores de tensio e corrente das tabelas 8.7 e 8.8.
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Tenséo [V]
Pontos Tempo Modelo Modelo % Modelo Y%
[s] Desenvolvido | Classico R, L. Classico A, L,
1 0,578E-04 1 -0.,536E+02 -0,512E4+02 4 688 3,521 E+02 2,879
2 0,627E-04 | 0,335E+02 0,514E4+02 4 086 0,52014-02 2,885
Tabela 8.7:
Corrente [A]
Pontos Tempo Modelo Modelo % Modele %
5 Desenvolvido | Classico Re., Lo Classico Ry, Lo
1 0,576E-04 | -0,103E+00 -0,972E-0G1 5,967 -0,100E+00 3,000
2 0,627E-04 | 0,103E400 0,977E-01 5,425 0,100E+00 3,000
Tabela 8.8:
Modelos Z, =% At
Ponto 1| Ponto 2
Desenvalvido 520,39 519,42
Cldssico .o, Lee 526,75 526,10
Cléssico B, L., 521,00 520,00

Tabela 8.0:



282,14 Caso iV

Este caso apresenta os resultados da simulacio de um sinal senocidal de tensic
com as caracteristicas dadas no caso anterior.

Com estas caracteristicas, o sinal aplicado na entrada de uma linha de trans-
missgo tem os mesmos dados gerais do caso anterior e com a seguinte modificacio:

e R = 12 x 1079 m,

Com estes dados, isto é, as caracteristicas do sinal aplicado, e com os dados gerais
da linha e as especificacbes do material do condutor e do meio dielétrico foram calculados
todos os parametros obtendo-se os seguintes valores numéricos:

o Re. = 0,3811 x 107%Q/m;

¢ R, = 0,1103793 x 107%2Q/m;:
# Loe = 0,5x 1079 H/m;

L, = 0,1742255 x 109 H/m;
Lew = 1,512 x 107% H/m;

Cy = 0,6360 x 10~ F/m.

&

A velocidade de propagacdo, a impedéncia caracteristica e a indutancia total I,
foram calculadas para cada modelo. Para o modelo cldssico usando R e L., 0s seguintes
valores numéricos foram obtidos:

o v, = 2,950 x 10% m/s;
o Z, = 460,60;
o L, = 1,562 x 107% H/m.

Para o modelo desenvolvido e o modelo clissico usando B, e Lomega, 08 seguintes
valores numeéricos foram obtidos:

e v, = 2,996 x 10% m/s;
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e Z, = 453,50
o L, = 1,513 % 107% H/m,

A linha foi dividida em 120G trechos onde Ax foi fixado aproximadamente em 75
m. Os melhores resultados foram obtidos com a escolha de um Af aproximadamente de
1,0274 x 10797 5. Estes resuliados sa6 mostrados nas figuras 8.20 a 8.25.

As tabelas 8.10 e 8.11 mostram alguns pontos selecionades das curvas de tensao
e corrente referentes as figuras 8.22 e 8.25. A tabela 8.12 mostra, por sua vez, a impedancia
caracteristica referente aos valores de tensdo e corrente das tabelas 8.10 e 8.11.
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Figura 8.20: Perfil do Sinal de Tensao Aplicade na Enitrada da Linha.
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Tensio Vi
Pontos Tempo Modelo Modelo % Modelo %
5 Desenvolvido | Classico Re., Lo Classico Ry, Lo
i 0,576E-04 | -0,337TEH02 -0,507E+02 5,917 -0,531E-4-02 1,130
2 0,627E-04 | 0,536E+02 0,510E4+02 5,098 0,530E+-02 1,132
Tabela 8.10:
Corrente [A]
Pontos Tempo Modelo Modelo % Modelo %
s Desenvolvido | Classico R, Lee Clédssico K., L.,
1 0,576E-04 | -0,118E+00 -0,110E-+00 7,273 -0,117E400 0,855
2 0,627E-04 | 0,118E+00 0,111E400 6,306 0,117E4-00 0,855

Tabela 8.11:




Modelos Z, = %« (2]
Ponte 1] Pontoc 2
Degenvolvido 455,08 454,24
Clissico Hoey Lo 460,91 459 .46
Classico R, Ly, 453,85 452,59
Tabela 5.12:

8.2.1.5 CASOYV

Este caso apresenta os resultados da simulacio utilizando um sinal senocidal de
tensfdo com as seguinfes caracteristicas:

e A fregiiéncia (f} 50 MHz;
e A amplitude da tensio (v, )10 Volts.

Com estas caracteristicas, o sinal aplicado na entrada de uma linha de trans-
missdo com os seguintes dados gerais:

e [ = 18 m;
e h = 7,5 m;
e B =2 x107% m;

e A linha é casada.

Com estes dados, isto é, as caracteristicas do sinal aplicado, e com os dados gerais
da linha e as especificacbes do material do condutor e do meio dielétrico foram calculados
todos os parametros obtendo-se os seguintes valores numéricos:

o H.. = 0,1372x IO”OZQ/HL;
e R, = 0,1471487Q/m;
o Lo =0,5x%x107% H/m;
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s L, = 0,4681060 x 107% H/m;
¢ Lop = 1,78453 x 1079 H/m:
e Uy = 0,6235 % 1071 F/m.

A velocidade de propagacao, a impedancia caracterfstica e a induténcia total I,

foram calculadas para cada modelo. Para o modelo cldssico usando B, e L, os seguintes
valores numéricos foram obtidos:

o v, = 2,957 x 10% m/s;
o Z, = 542,58
» L, = 1,835 % 1079 H/m.

Para o modelo desenvolvido e o modelo cldssico usando B, e Lomega, 08 seguintes
valores numéricos foram obtidos:

e v, = 2,998 x 10% m/s;
e 7, = H35,1 ;
e L, =1,785x 107" H/m.

A linha foi dividida em 160 trechos onde Az foi fixado aproximadamente em
0,1125 m. Os melhores resultados foram obtidos com a escolha de um étimo At aproxima-

damente de 2,055 x 10719 5, Estes resultados sio mostrados nas figuras 8.26 a 8.31.

As tabelas 8.13 e 8.14 mostram alguns pontos selecionados das curvas de tenséo
e corrente referentes as figuras 8.28 e 8.31. A tabela 8.15 mostra, por sua vez, a impedincia

caracteristica referente aos valores de tensio e corrente das tabelas 8.13 e 8.14.
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Figura 8.26: Perfil do Sinal de Tensdo Aplicado na Entrada da Linha.
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Tensio (V]
Pontos Tempo Modelo Modelo % Modelo %%
s Desenvolvido | Classico #.., Lo Classico A, L.,
1 0,135E-06 | -0.508E+01 -0,4%1E-+01 3,666 -0,50884-01 0,197
2 | 0,145E-06 | 0,509E+01 048TEL01 | 4,517 | 0,508E401 | 0,197
Tabela 8.13:
Corrente [A]
Pontos Tempo Modelo Modelo % Modelo %
s Desenvolvido | Cldssico Bo, Lo Classico R, L,
1 0,135E-06 | -0,952E-02 -(3,905E-02 5,193 -0,949E-02 (0,316
2 | 0,145E-06 | 0.952F-02 0,308E-02 6.013 0,950E-02 0,211
Tabela 8.14:
Modelos Z, =% [
Ponto 1 | Ponto 2
Desenvolvido 534,66 534.66
Classico Ree, Lo 542,54 542,32
Cléssico Ry, L, 535,30 534.74

Tabela 8.15:
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8.2.1.6 CASO VI

Este caso apresenta os resultados da simulagio de um sinal senoidal de tensio
com as caracterisiicas dadas e mostradas no caso anierior.

Com estas caracteristicas, o sinal aplicado na entrada de uma linha de trans-
missao tem os mesmos dados gerals do caso anterior, ¢ com a seguinte modificacdo:

e B == 10 x 1079 m.

Com estes dados, isto é, as caracteristicas do sinal aplicado, e com os dados gerais
da linha e as especificacbes do material do condutor e do meio dielétrico foram calculados
todos os pardmetros obiendo-se o8 seguintes valores numéricos:

Ree = 0,5488 x 107%¢G /m;
R, = 0,2037372 x 10~%'(}/m;
Lee = 0,5x 1079 H/m;

e L, = 0,9427345 x 107" H/m;
o Lor = 1,463 x 107 H/m;
Co = 0,7607 x 107 F/m.

@

-]

&

A velocidade de propagacio, a impedancia caracteristica e a indutdncia total I,
foram calculadas para cada modelo. Para o modelo cldssico usando R.. e L., os seguintes
valores numeéricos foram obtidos:

o v, = 2,948 x 10% m/s;
e Z, = 445,87741;
e L, = 1,513x 107% H/m.

Para o modelo desenvolvido e o modelo cldssico usando R, e Lomega. 05 seguintes
valores numéricos foram obtidos:



8 v, = 2,998 x 10°® m/s;
o Z, = 438,50
s Lo = 1,463 x 107% H/m.

A linha foi dividida em 160 treches onde Az foi fixado aproximadamente em
03,1125 m. Os melhores resultados foram obtidos com a escolha de um At aproximadamente
de 2,5 x 107" 5. Estes resultados sdo mostrados nas figuras 8.32 a 8.37.

As tabelas 8.16 e 8.17 mostram alguns pontos selecionados das curvas de tensio
e corrente referentes as figuras 8.34 e 8.37. A tabela 8.18 mostra, por sua vez, a impedincia
caracteristica referente aos valores de tensio e corrente das tabelas 8.16 e 8.17.

[V]

Tensao

Figura 8.32: Perfil do Sinal de Tensdio Aplicado na Entrade da Linha.
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Tensdo (V]
Pontos Tempo Modelo Modelo % Modelo %
s Desenvolvido | Classico B, L. Cldssico Ry, Ly
1 0,135E-06 | -0,509E-+01 -0,482E4-01 5,602 -0,509E+01 0,000
2 0.145E-06 | 0,509E4-01 0,477E-+01 6,709 0,500E4-01 4,000
Tabela 8.16:
Corrente [A]
Pontos Tempo Modelo Modelo % Modelo %
8 Desenvoivido | Cldssico R, L.. Cléssico Ky, Ly
1 0,135E-06 | -0,116E-01 -0,108E-01 7,407 -0,116E-01 0,000
2 (,145E-06 1,116E-01 3.107E-01 8,411 0,116F-01 0,000

Tabela 8.17:



Modelos Z, = = (2]
Ponto 1| Ponto 2
Desenvolvido 438,79 438,75
Classico Reey Lo 446,30 445,75
Classico £, L., 438,79 438,79
Tabela 8.18:

8.2.2 Pulso Trapezoidal

Para o sinal de pulso trapezoidal, considere-se os segnintes casos:

£.2,2.1 Casol

Este caso apresenta os resuliados da simulacdo utilizando wm sinal de pulso
trapezoidal de tensio representada por uma fun¢do com as seguintes caracteristicas:

e v, = 1 Volt,

oty =5 x107%s:
ty = 25 x 1079 g;
e ta = 30 x 107% s,

P

Com estas caracterfsticas, o sinal aplicado na entrada de uma linha de trans-
missdo com as seguintes dados gerais:

e { = 10 m;
¢ h = 1 m;
e R=1x10"% m;

# A linha é casada.
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Com estes dados, isto €, as caracteristicas do sinal aplicado, e com os dados gerais
da linha e as especificagbes do material do condutor e do meio dielétrico foram calculados
todos os parametros cbiendo-se os seguintes valores numéricos:

e Roo = 0,5488 x 107920 /m;
8 Lee = 0,5 % 107% H/m;
s Loy = 1,520 1079 H/m:

&

Cp = 0,7319x 107" F/m.

A velocidade de propagagio, a impedincia caracteristica e a indutancia total L,
foram calculadas para o modelo cldssico com os pardmetros da corrente continua, e com os
do modelo desenvolvido., Assim, os seguintes valores numéricos foram obtidos:

e v, = 2,950 x 10% m/s;
e £, = 463,241
o L, = 1,570 x 107% H/m.

A linha foi dividida em 120 trechos onde Az foi fixado aproximadamente em
0,08333 x 107 m. Os melhores resultados foram obtidos com a escolha de um At aproxi-
madamente de 1,142 x 1071° s. Estes resultados sfo mostrados nas figuras 8.39 a §.43.

As tabelas 8.19 e 8.20 mostram um ponto selecionado das curvas de tensio e
corrente referentes as figuras 8.40 e 8.43. A tabela 8.21 mostra, por sua vez, a impedéncia
caracteristica referente aos valores de tensao e corrente das tabelas 8.19 e 8.20.
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Tensio v
Tempo Modelo Modelo %
s Desenvolvide | Cldssico B, Le
0,5008-07 | 0.101E-+01 0,100E+01 1,000
Tabela 8.15:
Corrente [A]
Tempo Modelo Modelo %
5 Desenvolvido | Cldssico R.., L..
(,500E-07 0.218E.02 0,216E-02 0,926
Tabela 8.20;
Modelos Z,=% (2]
Desenvolvido 463,31
Classico R, L. 462,96

Tabela 8.21:
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8.2.2.2 LCaso Il

Hste caso apresenta os resuifados da simulacio utilizando num sinal de pulso
trapezoidal de tensdo representada por uma fungio com as seguintes caracterfsticas:

& v, = 1 Volt;
s 1 = 5 x 107,
o fy = 26 x 107 g,

t3 = 30 x 1079 s,

@

Com estas caracteristicas, o sinal aplicado na entrada de uma linha de trans-
missdo com o8 seguintes dados gerais:

# { = 10 m;
e h = 1 m;
e R = 14 x 107% m;

¢ A linha é casada.

Com estes dados, isto é, as caracteristicas do sinal aplicado, e com os dados gerais
da linha e as especificacbes do material do condutor e do meio dielétrico foram calculados
todos os pardmetros obtendo-se 0s seguintes valores numéricos:

Ree = 0,28 x 10790 /m;

o Lee = 0,5x 1079 H/m;
Lep = 0,9924 % 1079 H/m;
Cp = 1,121 x 107 F/m,

A velocidade de propagacio, a impedancia caracterfstica e a indutancia total L,
foram calculadas para o modelo cldssico com os pardmetros da corrente continua, e com os
do modelo desenvolvido. Assim, os seguintes valores numéricos foram obtidos:



e v, = 2,925 x 10% m/s;
o 7, = 304,90;
e L, = 1,042 x 1079 H/m.

A linha foi dividida em 120 frechos onde Az fol fixade aproximadamente em
0,08333 % 1079 m. Os melhores resultados foram obtidos com a escolha de um At aproxi-
madamente de 1,142 x 107" s, Estes resultados sio mostrados nas figuras 8.45 a 2.49.

As tabelas 8.22 e 8.23 mostram um ponto selecionado das curvas de tensdo e
corrente referentes as figuras 8.46 e 8.49. A tabela 8.24 mostra, por sua vez, a impedancia
caracteristica referente aos valores de tensfio e corrente das tabelas 8.22 ¢ 8.23,
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Figura 8.44: Perfil do Sinal de Tensdo Aplicado na Entrada da Linha.
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Tensio V]
Tempo Modelo Modelo %
$ Desenvolvido | Classico B, L.
0,500E-07 | 0,101E4-01 0,100E+01 1,000
Tabela 8.22:
Corrente [A]
Tempo Modelo Modelo %
8 Desenvolvido | Cldssico R, Lo
0,500E-07 ¢ 0,332E-02 0,328E-02 1,220

Tabela 8.23:

131



132

Modelos Z,=% Q]
Desenvolvido 304,22
Cléssico Beoo, Lo 304,88
Tabels 8.24:

8.2.2.83 Caso II1

Iste caso apresenta os resultados da simulacio realizada utilizando os mesmos
dados usados no caso anterior. Neste caso a linha foi considerada com uma terminacio de
curto circuite. Os melhores resultados foram obtidos com a escolha de um Af aproximada-
mente de 1,142 x 101% 5. Estes resultados sdo mostrados nas figuras 8.50 a 8.52.
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Figura 8.50: Perfil do Sinal de Tensdo ne Meio ¢ no Final da Linha.
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Figura 8.53: Perfil do Sinal de Corrente no Final da Linha.

£,2.2 Pulso Atmosiérico

Para este sinal de pulso atmosférico, considere-se os seguinte caso:

8.2.31 Casol

Este caso apresenta os resultados da simulacio realizada utilizando um sinal de
pulso atmosférico de tensio representada por uma funcio com as segnintes caracteristicas:

& v, = 1 Voits;
o 1y = 1x 107 s;

ety =5x 100 g,

De acordo com estas caracteristicas as constantes (E, a, b) podem ser calculadas

segundo uma tabela dada na referencia [21]. Portanto, estas constantes foram calculadas
obtendo-se os seguintes valores numéricos:

e B =1,298;
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e = 1,025 x 10%8;
8 b= 2, 8875 x 10V9,

Este sinal foi aplicado na entrada de uma linha de transmissdo com os seguintes
dados gerails:

e { = 1 m;
e h = 1x107% m;
e B = 1x 1079 q;

e A linha é casada.

Com estes dados, iste €, as caracteristicas do sinal aplicado, e os dados gerais
da linha e as especificactes do material do condutor & do meio dieléirico foram calculados
todos os parametros obfendo-se os seguintes valores numéricos:

e Re.=0,53488 x 107920 /m;

e L..=0,5x107H/m;

o Ler =0,5991 x 107% H/m;

¢ Cp = Coo = 1,857 x 107 11F /m.

A velocidade de propagacao, a impedancia caracterfstica e a induténcia total L,
foram calculadas para o modelo cldssico com os pardmetros da corrente continua, e com os
do modelo desenvolvido. Assim, os seguintes valores numéricos foram obtidos:

o v, = 2,880 x 10" m/s;
o 7, = 1870
o L, = 0,6491 x 107% H/m.

A linha foi dividida em 140 trechos onde Az foi fixado aproximadamente em
0,7143 x 107% m. Os melhores resultados foram obtidos com a escolha de um Af aproxi-
madamente de 1,2987 X 107 5, Estes resultados sdo mostrados nas figuras 8.55 a 8.59.

As tabelas 8.25 e 8.26 mostram um ponto selecionado das curvas de tensio e
corrente referentes as figuras 8.56 e 8.59. A tabela 8.27 mostra, por sua vez, a impedéincia
caracteristica referente aos valores de tensio e corrente das tabelas 8.25 e 8.26.
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Tabela 8.27:

Tensao V]
Tempo Modelo Modelo %
5 Desenvolvido | Cléssico B, L.
$,430E-08 | (,101E+01 (,580E4-00 3,061
Tabela 8.25:
Corrente [A]
Tempo Modelo Modelo %
8 Desenvolvide | Classico ., L.,
0,439E-08 0,538E-02 0,524E-02 2,263
Tabela 8.26:
Modelos Zy = % [
Desenvolvido 187,38
Classico B, L. 187.02
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8.2.3.2 Caso 11

Foste caso apresenta os resuliados da simulacio realizada utilizando um sinal de
pulso atmosférico de tensio representada por uma funcdo com as seguinies caracteristicas.

e v, = 10 Volts;
o {3 = 5 x 1075 g

oty = 30 x 1079 s,

Tie acordo com estas caracteristicas as constantes (E, a, b) podem ser calculadas
segundo uma tabela dada na referencia [21]. Portanto, estas constantes foram calculadas
obtendo-se 0s seguintes valores numeéricos:

o F == 12,187;
e a =3 x10%;

e b== 6,43 x 10,

Este sinal foi aplicado na entrada de uma linha de transmissio com os seguintes
dados gerais:

o = 12 m;
e h = 1 m;
o B = 4 x 1079 m;

2 A linha é casada.

Com estas dados, isto &, as caracteristicas do sinal aplicado, e com os dados gerais
da linha e as especificagdes do material do condutor e do meio dielétrico foram calculados
todos os parametros obtendo-se os seguintes valores numéricos:

Ree = 0,343 x 107%°Q/m;
o Lo = 0,5% 107%H/m;
Lexy = 1,243 x 107%H /m;
Co = Cee = 0,8952 x 107HF/m.
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A velocidade de propagacfo, a impedéncia caracteristica e a indutancia total 1,
foram calculadas para o modelo cldssico com os pardmetros da corrente continua, e com o8
do modelo desenvolvido. Assim, os seguintes valores numéricos foram obtidos:

s v, = 2,939 % 10% m/s;
o 7, = 3800
1,293 x 107 H/m.

i

s L,

A linha foi dividida em 120 trechos onde Az foi fixado aproximadamente em
0,1 m e as simulagdes foram obtidas para uma terminagio resistiva com um a impedancia
caracteristica (linha casada). Os melhores resultados foram obtidos com a escolha de um
At aproxiznadamente de 1, 36986 x 107 5. Estes resultados sio mostrados nas figuras 8.61
a 8.65.

As tabelas 8.28 e 8.29 mostram um ponto selecionado das curvas de tensdo e
corrente referentes ds figuras 8.62 e 8.65. A tabela 8.30 mostra, por sua vez, a impedancia
caracter(stica referente aos valores de tensfio e corrente das tabelas 8.28 e 8.29.

10 | i 1
i i i
G R A S
! i t
8 T L R I
| i |
= 7 T
Z; & T e e e —
H i i
5 Rl Sl
| H |
4 o e e —
! I I
o e
t§‘ 3 i H H
. R A S
5§ 2 N . ;
H ¥ MR e o —
-—]? i ] i | H i |
0 ; ! { i : 1 i
— ) " £ L o -3 oo e —_
P @ N ¢ ¢ @ ¢ @ @ @ ¢
o o ) o) o o o o o) <
[wa] o0 o0 [ a] o0 oo 0 Qo o0 ~J
Tempo [s]

Figura 8.60: Perfil do Sinal de Tensdo Aplicado na Entreda da Linha.



1472

e

v e =

_

[

i
L
!

!

{
i
1

i

!
¢$
!

{

!
w
!
Ny
A

le-007
Oe-08
8e-08

Te-08 .,
)

[

M. Desenvolvido

6e-08

3e-08

4e-08

Tempo

M. Classico Ree, Lce

3e.08

2e-08

1e-08

Figura 8.61: Perfil do Sinal de Tensdio no Meio da Linha.

— fe-07

| i

11 908

Lo

i+ 808

-

4o Te-08

3 1

4 i

L) 6e-08

3 1

3 |

bod_ 508

| |

| {

1o 4e-08

u, |

i |
JLbtboloiond 0 43e08

i |

] I
SN S A G OO 23

| |

| t
St et b i1 i i ie08

| §

| i

£ |

Lt 0
o " B Y T Yo B~ N o T o S 4

Lauminl

Tempo

M. Classico Ree, Lcc

-- M. Desenvolvido

Final da Linha.

do noe

Figura 8.62: Perfil do Sinal de Tens



143

0.G3

le-07

Oe.)8

8e-08

Te-08

He-08

5e-08

de-08

3e-08

2e-08

le-08

ey
i

[

Tempo

— M. Classico Reg, Lee

Diesenvolvido

M.

Figura 8.63: Perfil do Sinal de Corrente no Inicio da Linha.

le-07

9¢-08
8e-08
Te-08 ..,
o
6e-08
5e-08

4e-08

Tempo

M. Classico Rece, Lece

3e-08

2e-08

fe-08

0.03
025 7~~~
002"~~~

---- M. Desenvolvido

Figura 8.64: Perfil do Sinal de Corrente no Meic da Linha.



Corrente

0.03

0.625

G.02

0.015

.01

3.005

y*;—?e

] T T
nto sai?si@na:dﬁ

— M, Cldssico Ree, Lec

&d
0L 7T

foomy

----- M. Desenvolvido

Figura 8.65: Perfil do Sinal de Corrente no Final da Linha.

Tensdo Vi
Tempo Modelo Modelo %
s Desenvolvido | Classico Be., Lo
0,466E-07 | 0,966E-4-01 0,946E4-01 2,114
Tabela 8.28:
Corrente [A]
Tempo Modelo Modelo %
8 Desenvolvido | Classico R, L.
0,466 E-07 0,254E-01 0,249E-01 2,008

Tabela 8.20:
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Modelos Z, = %,i 1]
Desenvelvido 380,31
Classico B.., Lo 379,92
Tabela 8.30:

2.2.3.3 LCasc 111

Este caso apresenta os resultados da simulacgiio realizada utilizando os mesmos
dados usados no caso anterior. Neste casc a linha foi considerada com uma terminacio
de circuito aberto. OUs melhores resultados foram obtidos com a escolha de um Af aproxi-
madamente de 2,5 x 1071 segundos. Estes resultados estdo mostrados nas figuras £.66 a
8.69.
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< i ! L35 3 L33 : (43 t g |
] ] ! < : = : < ! o
&o = e 3 = 2 < 3 = -3
3 3 =3 =
Tempo [s]
— M. Cldssico Rec, Lec ... M. Desenvolvido

Figura 8.66: Perfil do Sinal de Tensdo no Meio da Linha.
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Figura 8.67: Perfil do Sinal de Tensdo no Final da Linha.
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Figura 8.68: Perfil do Sinal de Corrente no Inicio da Linha.
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8.3 Observagoes

Olhando para os graficos das simulagdes em que se utilizou o sinal seniodal (item
8.2.1), em todos os casos apresentados nos itens 8.2.1.1 a 8.2.1.6 observa-se que os perfis
de tenséo e corrente induzidos nos pontos de observacéo (inicio, meio e final da linha) sio
praticamente iguais, isto é:

¢ A velocidade de propagacio;

# A queda tanto na tensic quanto na corrente.

sdo praticamente idénticas, comparando o modelo desenvolvido com o modelo cldssico
usando B, e L.

Se for comparado o modelo desenvolvide com o modelo cldssico usando R.. e
L, observa-se que os perfis sio diferentes, isto é, o modelo desenvolvido apresenta:

e Uma velocidade de propagacio maior, como era esperado teoricamente;

¢ Uma queda, tanto na tensio quanto na corrente também, menor como era esperado
tecricamente.
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As tabelas 3.1, 8.2, 8.4, 8.5, 8.7, 8.8, 8.10, 8.11, 8.13, 8.14, 8.16 e 8.17, re-
forgam as observagbes feitas anteriormente e guantificam as diferencas entre os modelos nos
pontos selecionados. As tabelas 8.3, 8.6, 8.9, 8.12, 8.15 e 8.18, apresentam os valores das
impedancias caracteristicas calculadas para todos os casos referentes aos pontos seleciona-
dos. Ohbserva-se que as impedancias caracteristicas calculadas para 6 modelo desenvolvido
possunem valores menores quando comparadas com as do modelo cldssico usando f . e L.,
e praticamente produzem o mesmo valor quando comparadas com os do modelo cldssico
usando R, e L,. Estas diferencas crescem 2 medida gue a fregiiéncia & o ralo do condutor
escolhido aumentam.

Olhando para os graficos das simulacdes em gue se utilizou tanto o sinal trape-
zoidal (item 8.2.2) quanto o sinal atmosférico (item 8.2.3), em todos os casos apresentados
nos itens 8.2.2.1 2 8.2.2.3 e nos ftens 8.2.3.1 a 8.2.3.3, observa-se que os perfis de tensio e
corrente induzidos nos pontos de observacio {iniclo, meio e final da linha) sfo diferentes.
iste &, o nodelo desenvolvido apresentas

¢ Uma velocidade de propagacio malor, como era esperado teoricamente;

e Uma gqueda, tanto na fensdo guanto na corrente também, menor como era esperado;

As tabelas 8.19, 8.20, 8.22, 8.23, 8.25, 8.26, 8.28 e 8.29, reforcam as observacoes
feita anteriormente e quantificam as diferencas entre os modelos nos pontos selecionados.
As tabelas 8.21, R.24, 8.27 e 8.30, apresentam os valores das impedincia caracteristicas
calculados para todos os casos referentes aos pontos selecionados.

8.4 Conclusoces

A partir das observgoes feitas, pode se tirar as seguintes conclusdes:

1. O modelo desenvolvido pode substituir o modelo cldssico nos estudos e andlises do
problema do efeito pelicular, no dominio do tempo, em linhas de transmissio.

2. Nas freqiiéncias baixas, principalmente, as freqiiéncias harménicas, o efeito pelicular
tem uma influéncia muito pequena, mas nio pode ser desprezado.

3. As simulagfes com os sinais trapezoidal e atmosférico mostram que o efeito pelicular
tem uma influéncia segnificativa e néo pode ser desprezado.
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8.5 Sugestoes

Como uma continuagéo deste trabalho em estudos no futuro as seguintes pro-

postas poderao ser consideradas:

1. Adicionar ao modelo desenvolvido o efeito da condutividade da terra.
2. Comsiderar o caso de multicondutores para estudo do problema do efeito pelicular.

3. Considerar o problema do efeito pelicular na linha de transmissio levando em conta

todos os tipos de harménicas.



Apéndice A

SOLUCAO DA EQUACAO DE ONDA

maneira:

g o 9% 19u,
— =y = Al
a1 f{ﬁ’r?w}“r{}r} (A1)
Para,
u(r, ) : r&(0,R) ; t€(0,00) { A.2)
Com as seguintes condi¢des inicials:
u(r,0) = &(r) ; re (0, K) (A3)
I as seguintes condigbes de contorno:
w(R,0)=0 ; t € (0,00) (Ad)

Usando o método de separagdo de varidveis a solugdo pode ser feita da seguinte

u(r,t) = Ul{r).T(t) ( A.5)
Substituindo a expressdo { A.5) na equagio ( A.1) teremos o seguinte:

UELT () = 4T () + .0'(r) ( A.6)
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Drepois de uma modificacido teremos a seguinte expressao:

Ty U (#)+ fracleU'(r)
V2Tt Uir)

= ) ( A7)

Onde (A) é uma constante positiva. O sinal na frente de (1%} & escolhido para
obter a soluco periddica ne tempo. Assim, temos: '

(ORI
’}’QVT{E’}“ A ( A8

U (r) + 1U(r)

32
00 A2, { 4.9)

A solugdo T(1) da eqnagdo { A.8) é dada por:

T(#) = C - exp(—2*y%) { A.10)

Em seguida ¢ necesdrio determinar a solucdo U(r) da equacio { A.9) da seguinte
maneira:

U (r)+ %U’(”r} + A U(r) = 0. (A11)

Fssa equagio { A.11} é conhecida como a equagao de Bessel, cuja solugao toma
a seguinte forma:

U(r) = Jo(r- 7). ( A.12)

onde, J,(z) é a funcio de Bessel de ordem zero.

Se a expressio ( A.12) satisfaz as condigdes de contorno ( A.4), deve satisfazer
também a seguinte expressio:

Jo(A-R)=0. ( A13)

Nessa expressio ( A.13) A é definida pela seguinte série:
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_&

Ak
A

k=1,2,.... { A.14)

Omnde {£;) s80 as raizes da funcido de Bessel J,(2) = 0.

Assim, para satisfazer as condigfes de contorno { A.4) a solugdo para u{r, i}
consiste de uma série infinita de fungdes ug(r, ¢), onde para cada funcio corresponde a sna
raiz {(£;). Entao, substituindo-se { A.10), ( A.12), { A.14) em { A.5) tem-se o seguinte:

2 a2 2
ur(r,t) = Ck. exp (m—gﬁ}%%wi) ., (—é‘% . r) ( A.15)

O resultado para u{r,t) é o seguinte:

. = £2.4% 4 r
u(r, )= > Cr.expi - o | olbez)- { A.16}
k=l AN

Para satisfazer as condigbes iniciais a constante {; deve ser obtida substituindo-
se a expressdo ( A.3) na expressio { A.16) como a seguir:

,0) = E Cr.do [ £ A o{r). A7)
u(r,0) Pt k ( kR) ( (
Uma vez que:

r=z.R. { A.18)

a expressdo ( A.17) toma a seguinte forma:

S s (E00) = 6 (5.R). ( A.19)
k=1

Para se obter a constante Cy, os dois lados da expressio ( A.19) tém que ser
multiplicados por z.J,(£,.2 e integrados para o intervalo [0:1] da seguinte maneira:

f‘ £y (). S Cidy (€0} da = /1 .d, (6n.2) ¢ (2.R) d. ( A.20)
0 L ]



Considerando-se as propriedades das funcdes de Bessel, a integral do lado es-
querdo da expressio { A.20) pode ser representada pela seguinte funcao:

@
e
K-
S

[ 2.0, (Eu) do (6.2} = {

Fiy

%.Jf (&) : E=n
( A.21)

Com a expressdo ( A.21) e depois de uma modificagio, a expressdo { A.20) toma
a seguinte formas:

o %.Jf(gn) _ f; (6 B2 R) 2. ( A.22)

Logo,

Cr= 0 (@) J/ . J o). (. R)da.. ( A.23)

Usande também a seguinte propriedade da funcio de Bessel:

Jo(z) = Ji(z) ( A.24)

a expressio ( A.23) toma a seguinte forma:
Co= gy [ 2dlE0z) (o R ( A.25)
n = mpme— z.J & m)dle. RYde. .25
JE(&n) Jo '
No caso de condigbes iniciais dadas pela seguinte funcio:

P(r) = ¢z, R) = ~1 ( A.26)

a expressao { A.25) pode ser escrita da seguinte forma:

Cp=— J%{fn)f[ 2 Tyt (A.27)

A integral do lado direito da expressio { A.27) poderia ser feita usando-se a
seguinte propriedade da func¢io de Bessel:



/{ tpm{a)lnd{fa)de =

z

=77 (@ (82} mi1(0z) = fln(0z) mid(fe)} ( A.28)

Assim, segue-se que

1 , 1 T
4 fn En
Com o resultado da expressio { A.20) substitufda na expressiio { A.27) e con-
siderando-se (k = n}, a constante (Cy) é ignal a:

2 Alg) 2
JEHEY & &eJil&r)”

Cr= ( A.30)

Finalmente, a solugdo completa da equacgio de onda ( A.1) é apresentada pela
seguinie eXpressao:

52.')'2‘t

o) = = 3 BT (-2

k=1 m.e { A31)




REFERENCIAS

[1] L. Fox, ” Numerical Solution of Ordinary and Partial Differential Equations ”, Per-
gamon Press LTD, 1962,

2] Forsythe G. E.& Wasow W. R.. 7 Finite Difference Methods for Partial Differen-
tial Bguations 7, John Willey & Sons Inc., 1950,

[3] Willam H. Hayt Jr., 7 Eleiromagnetismo 7, Terceira Edicdo, Livros Tecnicos e Ci-
entficos Fditora SA, 1983,

4] G. I. Costache, 7 Finite Element Solution of Steady-State Skin-Effect Problems in
Straight Flat Conductors 7, COMPEL-Int. Comput. and Math. in Elec. and Electron.
Eng., vol. 2, no. 2, pp. 35-39, 1933.

[5] P. Silvester, ” Model Network Theory of Skin-Effect in Flat Conductors ”, Proc.
IEEE, vol. 54, no. 9, pp. 1147-1151, Sept. 1966.

[6] Edward 8. M. & Mokand G. 1. Costache, ” Skin-Effect Considerations on Trans-
mission Lines Subjected to External T'ime-Domain em Fields *, Proc. IEEE, PP. 80-84,
1990.

[7] Chu-sun Yen & Zvonko Fazaring & Richard L. Wheeler, ” Time-Domain Skin-
Effect Model for Transient Analysis of Lossy Transmission Lines ”, Proc. IEEE, vol.
70, no. 7, PP. 750-757, July 1982.

8] R. Plonsey & R. E. Collin, ” Principles and Applications of Eleciromagnetic Fields
7, McGraw-Hill Publishing Company LTD, 1976.



156

9] Hildebrand ¥. B., 7 Introduction {0 Numerical Analysis *, McGraw-Hill Book Com-
pany, 1956,

[10] Carnahan L. Luther H.& Wilkes J. D., ¥ Applied Numerical Methods ¥, John
Willey & Sons Inc., 1980,

(11} D. W. Dearholt & W. R. McSpadden, 7 Flectromagnetic Wave Propagation 7,
MeGraw-Hill Inc., 1973,

[12] TynMyint-U, ” Partial Differential Equations of Mathematical Physics 7, American
Elsevier Puplishing Company Inc., New York, 1973.

[13] Constantine A. Balanis, 7 Advanced Engineering Electromagnetics”, John Willey &
Sons Inc., New York, 1989,

[14] Leonard M. Magid, ” Electromagnetic Fields, Energy and Waves 7, John Willey &
Souns Inc., New York, 1972.

(15] I. Osmanis & L. P. Peterson, 7 Time-Domain Skin-Effect Model for Electromag-
netical Radiating, Scatiring and Transmission Problems, in Redioengeneering and co-
munication ”. {USSR), Riga: Riga Polytechnical institute, 1985, pp. 17-22.

[16] 1. Osmanis, ” The Transient Model of Skin-Effect for Time- Domain Problems 7,
(USSR), Riga: Riga Polytechnical institute, 8p2-E5, pp. 292-294,1990.

1171 A. Konrad, 7 Integrodifferential Finit Element Formulation of Twe-Dimensional Ste-
ady Slate Skin-Effect Problems ”. IEEE Trans. Mag. vol. MAG-18, no. 1, pp. 284-292,
1982.

[18] G. I. Costache, " Finite Element Method Applied to Skin-Effect Problems in Strip
Transmission Lines 7. IEEE Trans. Microwave Theory Tech., vol. MTT-35, pp. 1009-
1013, Nov. 1987.

[19] R. B. Wu & 1. C. Yang, ” Boundary Integral Equation Formulation of Skin-Effect
Problems in Multiconductor Transmission Lines ”. IEEE Trans. Mag. vol. MAG-25,



no. 4, pp. 3013-3015, July 1939.

[20} John D. Krauss & Keith R. Caver, » Electromagnetics 7 Second Edition McGraw-
Hill Inc. 1973.

[21] L. V. Bewley, ” Traveling Waves on Transmission Systems” Second Edition, Dover
Publications, Inc. 180 Varick Street New York N. Y. 10014, 1951.

[22] P. Silvester, 7 Modern Electromagnetic Fields” Prentice-Hall, Inc, Englewoods Cliffs,
N.J. 1968.

23] Ramo S. Whinnery J. R. & Van Duger T., 7 Fields and Waves in Communica-
tion Flectronics” Wiley, New York, 1965.

[24] Nannapaneni N. R., ? Basic Electromagnetics with A pplications” Prentice-Hall, Inc.
Englewood Cliffs, New Jersey, 1972.

[25] Richard E. Matick, * Transmission Lines for Digital and Communication Networks”
MecGraw-Hill, Inc. USA, 1969.

[26] R. L. Wigington & N. S. Nahman , 7 Transient Anaié;sz’s of Cozial Cables Consi-
dering Skin Effect” Proc. IRE, vol. 45, pp. 166-174, Feb. 1957.

[27} C. L. Bertin , ” Transmission Line Response Using Frequency Techniques” IBM J.
Res. Devel., vol. 8, pp. 52-63, Jan. 1964.

[28] E. F. Miersch, & A. E. Ruehli , 7 Time-Domain Skin-Effect Model Using Restistors
and Lossiess Transmission Lines” IBM Tech. Disol. Bull., vol. 21, no. 5, pp. 2162-2163,
Oct. 1968.

[29] A. J. Gruodis, C. W. Ho, E. F. Miersch & A. E. Ruehli , ” Delay Line Ap-
proach for Analyzing Lossy Transmission Lines” IBM Tech. Disol. Bull., vol. 19, no.
6, pp. 2366-2368, Nov. 1976.




158

[30] F. H. Branin , " Transient Analysis of Lossless Transmission Lines” Proc. IEEE,
vol. 55, pp. 2012-2013, Nov. 1967.

[31] H. W. Dommel , ” Digital Computer Solution of Electromagnetic Transient in Sin-
gle and Multiphase Networks” IEEE, Traas. Power App. Syst.vol. PAS-88, pp. 388-399,
Apr. 1969,

(32] A.J. Gruodis, 7 Transient Analysis of Uniform Resistive Transmission Lines in Ho-
mogeneous Medium® IBM J. Res. Devel., vol. 23, pp. 675-681, Nov. 1979.

[33]1 A. J. Gruodis & C. S. Chang , 7 Lossy Transmission Line Modelling and Measu-
rements” in Proc. IEEE Int. Conf. on Circuits and Computers, pp. 796-799, 1980.




