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Abstract

This work is concerned with the use of the forward-backward linear pre-
diction for the detection of frequencies in the presence of noise. The
noise and signal subspaces structures associated to the data are detai-
led by the use of singular value decomposition. The noise effects are
studied in order to achieve its maximum reduction. The amplitude res-
ponse of the prediction error filter is compared to its phase response first
derivative. These schemes are used for frequency estimation. Also, we
show that the phase first derivative yields an alternative method, which
is competitive to the known frequency estimation techniques. The linear
prediction normal equation is solved in sense of Linear and Total Linear
Least Squares criteria. The later allowed us to develop a new frequency
detection method based on forward-backward linear prediction. Finally,
simulation results show the excellent performance of the new method and
bring into light details not yet appointed on the performance of Tufts and
Kumaresan’s Modified FBLP method.

Sumario

Este trabalho estuda a aplicacao de predigio linear forward-backward
para a detecgao de freqiéncias em meio ruidoso. Aqui ¢ detalhada a es-
trutura de subespacos de sinal e de ruido, associada aos dados, através da
decomposicdo em valores singulares, buscando compreender a extensio
da atuagao ruidosa, de forma a reduzi-la & minima possivel. Estudamos
comparativamente a resposta de amplitude e a derivada da resposta de
fase do filtro de erro de predi¢do como meios de estimar as freqiiéncias
do sinal. Mostramos que a derivada da fase fornece uma alternativa
competitiva com as técnicas conhecidas. Analisamos ainda a solucio da
equagao normal de predicdo linear pelos critérios de minimos quadrados e
de minimos quadrados totais. Este dltimo permitiu desenvolver um novo
método de detecgdo, utilizando a predicao linear forward-backward. Esta-
belecemos comparagdes e terminamos com a apresentagio de resultados
de simulagbes minuciosas que mostraram o excelente desempenho do novo
método e trouxeram & luz detalhes ainda nao explorados do desempenho
do método FBLP Modificado, proposto por Tufts e Kumaresan.
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F J [ ]
Matematicas
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y[n] n-ésima amostra do ruide branco complexo aditivo.
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frin]  erro de predicdo forward.
brln]  erro de predicdo backward.
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Wk freqiiéncia da k-ésima exponencial complexa componente do sinal.
P fase da k-ésima exponencial complexa componente do sinal.
W(z) funcdo de transferéncia do FEP.
W(e™) resposta em freqgiiéncia do FEP.
|[W(e’)| resposta de amplitude do FEP.
(W (e’¥) resposta de fase de FEP.

ix




Notagéo

SNR
WLs
WALod.
Wav
WrLs
WTLsM

amplitude de z.

amplitude do k-ésimo zero z; de W(z).

circunferéncia de raio unitério no plano z.

freqiiéncia angular estimada.

nimero de experimentos realizados.

variancia.

derivada de /W (e’*) em relagio a w.

numerador de ®(e’).

matriz de vetores singulares a esquerda.

matriz de vetores singulares a direita.

matriz diagonal contendo os o; ordenados decrescentemente.
1-ésimo valor singular.

i-ésimo vetor singular & esquerda.

i-ésimo vetor singular & direita.

matriz diagonal contendo os valores singulares niao nulos de X.
matriz de sinal exata que compode A.

matriz de ruido aditivo branco complexo que compde A.
matriz identidade.

matriz diagonal contendo os cossenos dos dngulos canénicos
entre os subespacos de sinal de E e A.

norma de Frobenius.

norma linear.

i-ésimo autovalor. :
decomposicao em valores singulares (Singular Value Decomposition).
método de predicao linear forward-backward.

critério dos minimos quadrados (Least Squares).

critério dos minimos quadrados totais (Total Least Squares).
método da variancia minima (Minimum Variance).

método da Méxima Verossimilhanga (Max;mum Likelihood).
caso Kumaresan-Prony.

relacdo sinal-ruido.

estimnativa FBLP do vetor de coeficientes w

estimativa FBLP Modificado do vetor de coeficientes w
estimativa MV do vetor de coeficientes w.

estimativa TLS do vetor de coeficientes w.

estimativa TLS Modificado do vetor de coeficientes w.




Notacao

xi

om wal?

et S et

espago vetorial gerado pelas colunas de uma matriz; imagem.
espago vetorial gerado pelas linhas de uma matriz; dominio.
espago nulo de uma matriz.

espago de todas as estimativas de E a partir de A; conjunto
bola de matriz.

conjunto dos reais.

conjunte dos complexos.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Cenéario

O problema de detecgdo de sinais senoidais com freqiéncias muito proximas corrom-
pidos por ruido tem recebido especial atengdo nos iltimos anos, seja devido a sua riqueza
sob o ponto de vista académico, seja por sua ampla aplicabilidade as mais diversas areas
da engenharia, mantendo-se sempre como um assunto atual.

Este problema caracteriza-se como um caso de otimizacao nao linear para as freqiéncias
e amplitudes e se torna mais critico na medida em que se reduz o numero de amostras de
sinal disponiveis e se diminui a relagio sinal-ruido.

Embora o melhor desempenho seja alcangado por métodos baseados em Maxima Ve-
rossimilhanga, o esfor¢o computacional proibitivo associado tem motivado a busca de
solugdes que aproximem esse desempenho maéximo, porém mantendo a factibilidade de
aplicacio a problemas praticos. Este é o desafio basico ao longo deste trabalho.

Quando o sinal é isento de ruido, o método de Prony{21} permite facilmente a determi-
nagdo das freqliéncias através de trés etapas: 1) a formagao da equagio de predicao linear
com o vetor de coeficientes desconhecido; 2) a solugio deste sistema de equagdes no senti-
do dos minimos quadrados (LS), caso o nimero de equagdes exceda o dobro da ordem de
predi¢io; 3) a determinacgio das freqiiéncias a partir das raizes da equagdo caracteristica
definida pelo vetor de coeficientes de predigao otimizado.

Os métodos modernos de deteccdo de freqiiéncias baseados em predigio linear sio, na
verdade, variantes do método de Prony desenvolvidos para combater o efeito nocivo do
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ruido sobre a robustez da estimacgao.

Ulrich e Clayton [30] e Nuttal [17], em 1976, propuseram o método de predigio linear
forward-backward (FBLP) que utiliza um filtro de predigdo forward e outro backward,
otimizados conjuntamente. Este método fornece melhores estimativas para as freqiiéncias
do que os métodos convencionais, quando existem poucas amostras disponiveis e SNR’s
grandes. Entretanto, para SNR’s pequenas, ele se revela muito mal condicionado.

Tufts e Kumaresan [29], em seu método de componentes principais ou FBLP Modifica-
do, utilizaram a decomposi¢io em valores singulares para separar a informacao dos dados
ohservados em subespacos de sinal e de ruido. Utiliza-se, entéo, apenas a informagao do
subespaco de sinal, descartando a contribui¢io do subespago de ruido. Isto ocorre pela
exclusio das parcelas correspondentes a esse subespago, na recomposicao da matriz de
dados, obtendo-se uma matriz corrigida. A esta matriz é aplicado o método de Prony. Os
autores mostraram que ¢ seu método garante um desempenho satisfatério para valores de
SNR muito menores do que os demais métodos. Porém, da mesma forma que todos os
demais, o desempenho cai rapidamente para valores de SNR abaixo de um determinado
limiar.

Em 1980, Golub e Van Loan [7] apresentaram o critério de otimizagdo dos minimos
quadrados totais (TLS), que atua na minimizagio do erro considerando perturbagdes
tanto no vetor desejado (como o LS) quanto na matriz de dados.

De Moor [6], em 1993, detalhou as condi¢des para a aplicagdo da SVD ao problema
de um sinal contaminado por ruide aditivo branco, bem como esclareceu a atuagio da
parcela ruidosa mesmo no subespaco de ruido. Esse trabalho, embora originalmente
dedicado a recuperacdo de forma de onda, problema mais amplo do que o tratado aqui,
langa luzes sobre a potencialidade da SVD para a detecgdo de freqiiéncias, a qual vinha
sendo explorada apenas como ferramenta complementar até entao.

1.2 Objetivos deste Trabalho

Neste trabalho, tomamos como base o método FBLP e buscamos aplicar técnicas adi-
cionais na tentativa de melhorar o seu desempenho para a detecgio de freqiiéncias. Neste
sentido, aprofundamo-nos no estudo da SVD e dos subespagos de sinal e de ruido. Diver-
sificando a abordagem por andlise espectral, buscamos utilizar a informagao de fase da
resposta em freqiiéncia, na esperanca de superar o desempenho da magnitude. Apresen-
tamos também o método FBLP sob o critério de minimos quadrados, conforme proposto
por Ulrich e Clayton, e também sob o critério de minimos quadrados totais, em uma abor-
dagem inédita, configurando um novo método de deteccao. Pelo teor comparativo deste
trabalho, buscaremos enriquecé-lo com ilustragdes suficientes para esclarecer as diferencas
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no desempenho das diversas técnicas.

1.3 Rdépida Visdo dos Capitulos

Faremos agora uma breve "tournée” pelos principais aspectos a serem tratados aqui,
tentando situar o leitor no contexto e lhe transmitir um sentimento do conteiddo de cada
capitulo.

Capitulo 2 - Detecgcao de Freqiiéncias por Predicao Linear

Neste capitulo apresentamos brevemente a predicao linear como técnica para a de-
tecgdo de freqliéncias. Desenvolvemos a estrutura de predi¢ido forward-backward e de-
monstramos como ela pode ser empregada na determinagao de freqiiéncias de exponenci-
ais complexas ndao amortecidas. Apresentamos os procedimentos para a estimacio a partir
da funcao de transferéncia ou da resposta em freqiliéncia do filtro otimizado e finalmente
introduzimos as medidas de desempenho a serem utilizadas neste documento.

Capitulo 3 - Derivando a Fase

Aqui, lancamo-nos ao estudo da detecgdo de freqiiéncias sob a abordagem pela respos-
ta em freqiéncia do filtro otimizado, analisando as respostas tanto de amplitude quanto
de fase. Porém, como a resposta de amplitude tem sido amplamente explorada na litera-
tura, partimos para o desenvolvimento de técnicas que permitem utilizar as informagoes
contidas na resposta de fase. Chegamos a algumas conclusdes interessantes, melhorando
o desempenho da abordagem por analise espectral aplicada & detecgho de freqliéncias.

Capitulo 4 - SVD e Subespacgos

Apresentamos, inicialmente, a SVD, decomposicdo em valores singulares, e definimos
o que denominamos por subespacos de sinal e de ruido. A seguir, passamos a um estudo
detalhado da SVD da matriz de dados A, associada & descri¢do da predigao linear, com o
intuito de excluir completamente a atuacdo nociva do ruido. Entretanto, verificamos que
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nao € possivel recuperar toda a informagao do sinal quando ele esta corrompido por ruido
aditivo. Neste sentido, delimitamos esta incerteza, definindo um conjunto de solucdes do
tipo bola de matriz para A. No capitulo seguinte, aplicaremos estes conceitos & detecgio
de freqiiéncias.

Capitulo 5 - O Método FBLP Modificado

Neste capitulo, determinamos, no sentido dos minimos quadrados, a estimativa da
matriz de dados exata. Partindo dai, definimos o método FBLP Modificado pela restricio
ao subespago de sinal, discutindo as suas caracteristicas principais. Além disso, aplicamos
estes conhecimentos ao espectro de derivada da fase para a deteccao de freqgiiéncias, o que
acreditamos ser inédito, uma vez que nio encontramos mengio & mesma na lteratura.
Ao fim do capitulo, apresentamos resultados de simulagdes que revelaram a derivada da
fase como uma técnica competitiva,

Capitulo 6 - FBLP e Minimos Quadrados Totais - TLS-FBLP

Até este ponto do trabalho, utilizamos a otimizacio do filtro de erro de predigéo segun-
do o critério dos minimos quadrados. OQutro critério mais abrangente é aquele denominado
Minimos Quadrados Totais, ou TLS - do inglés Total Least Squares. Este critério permite
o vetor w de coeficientes de predi¢do, de uma forma mais completa, admitindo erros na
matriz de dados e no vetor desejado.

Neste capitulo vamos desenvolver o TLS aplicado & predicao linear forward-backward.
Utilizaremos também este critério no sentido de definir um método FBLP segundo o
critério dos minimos quadrados totais, TLS-FBLP. Acreditamos que a associacio do
método FBLP com o critério TLS constitue-se em contribui¢io inédita dado desconhermos
quaisquer outras abordagens de igual teor efetuadas por outros autores.

Apresentaremos ainda as relacbes entre a solucho TLS e as solugdes de norma minima
e de minima variancia. Finalmente, apresentamos uma comparacao fina de desempenho
entre os métodos TLS-FBLP e FBLP Modificado, contribuindo de maneira inédita ao
detalhamento do comportamento dos métodos estudados.
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Capitulo 7 - Conclusoes e Sugestdes para Trabalhos Futuros

Finalizamos com um balango das conclusdes e resultados obtidos nesta tese e vislum-
brando as perspectivas de continuagio e avangos sobre a exposi¢io aqui efetuada, bem
como enumerando algumas aplicagoes.




Capitulo 2

*e A, *

Deteccao de Frequéncias por
Predicao Linear

2.1 Introducgao

Um problema especialmente interessante em processamento de sinais é o de predicéo,
onde se utiliza um conjunto de amostras de um processo estacionario para predizer o valor
que serd assumido pelo mesmo em algum instante futuro ou, genericamente, para extrapo-
lar os valores do processo fora do intervalo de observacao. A filtragem de Wiener aplica-se
a este problema, utilizando a autocorrelacio para conhecer o comportamento estatistico
do sinal. Entretanto, como dispomos apenas de um conjunto finito de amostras do si-
nal, nfdo conhecemos completamente a sua autocorrelagio. Logo, utilizamos estimativas
da mesma. Para evitar distor¢oes na interpretacio do sinal pelo filtro, restringiremos a
predi¢do ao intervalo de tempo em que o filtro encontrar-se totalmente preenchido. Isto
pode dar origem a um sistema com quantidades diferentes de incégnitas e de equagdes.
Assim, efetuaremos a otimizagao de um filtro de erro de predic¢ao linear segundo o critério
dos minimos quadrados, desenvolvido no contexto de predicao forward-backward. O filtro
6timo resultante desta minimizagao aplica-se especificamente a estimacao de sinais senoi-
dais ndo amortecidos. As freqliéncias dos sinais senoidais podem, entdo, ser estimadas a
partir das raizes da func@o de transferéncia do filtro otimizado ou a partir dos zeros do
médulo de sua resposta em freqiiéncia. Encerrando, apresentaremos graficos que permi-
tirao avaliar o desempenho desta abordagem para a detecgdo de freqiiéncias, comparando
o seu desempenho ao dos métodos baseados em Méxima Verossimilhanga.
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2.2 Predicao Linear Forward-Backward - FBLP

Seja um conjunto de N amostras de um dado sinal com valores complexos u[1], u[2], ..., u[N].
observados respectivamente nos instantes ¢y, 1,, ..., tn, uniformemente espacados. Aplica-
se este sinal aos filtros de erro de predicéo forward e backward de ordem L < N, apresen-
tados nas figuras 2.1 e 2.2, onde (*) simboliza conjugado complexo.

uln] e un-1] 7 uln-2] u[n-L+1] -1 uln-L]
T 1=

w,, Wy, |\wr i1 W,
N Y~ N
© C @ Bt

Figura 2.1: Filtro de erro de predicgo ferward.

ufn] 571 wn-1] T ufn-2] u[n-L+1] ~-1 ufn-L}
P
u{‘ L W, 1 w, 12 W, +
e (P (B () binl
—® ) & "

Figura 2.2; Filtro de erro de predicio backward.

Estes filtros tentam predizer uma amostra do sinal em fungido de uma combinagio
linear das demais amostras presentes no filtro. Dai o nome Predi¢cdo Linear, sendo os filtros
denominados Filtros de Erro de Predi¢do Linear(FEP), pois fr[n] e by[n] representam
estes erros.

O filtro forward procura predizer a amostra de entrada u[n] a partir das amostras
anteriores do sinal, enquanto que o filtro backward tenta estimar a amostra de saida
uln — L} a partir do conhecimento das amostras posteriores do sinal.

Os erros de predigdo forward e backward sdo obtidos por:

L
frinl = u[n] — };w}k - ujn — kj (2.1)
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L-1
bpln] = u[n - L] - z Wiy - u[n — kj (2.2)

paran=L+4+1,.. ,N.

Os vetores de coeficientes dos filtros forward (L x 1) e backward (L x 1) sio definidos
como:

w1 w;(L—l)
Wiz Wyr—2

wy= 1| | e W= (_ ) (2.3)
wrL Wio

Nas aplicagoes em analise espectral e detecgio de freqiiéncias, o filtro forward é pro-
jetado minimizando-se a energia do erro de predigio forward produzido enquanto o filtro
encontra-se totalmente preenchido por amostras de sinal:

N

d(wi)= 3 IfalnlP, paraws, = ~1. (2.4)
n=L+1

De forma similar, o filtro backward ¢ projetado minimizando-se a energia do erro de

predigao backward:
N

e(wy) = 3 |be[n]l?, parawy, = —1. (2.5)
n=L+1

Combinando-se os métodos de predigao linear forward e backward, obtém-se um ter-
ceiro método que utiliza melhor a informagio contida nas amostras de sinal disponiveis,
denominado forward-backward (FBLP). Nele, o critério de otimimizacao consiste na mini-
mizagio da soma das energias dos erros de predigio forward e backward através do ajuste
dos coeficientes dos filtros:

ers(Wo) = €5(wy) + (W) (2.6)
esp{Wpp) = k; UALIR]® + b ik] ) (2.7)

onde wy, € o vetor de coeficientes forward-backward (L x 1).

Embora as solugdes w; e w; sejamn normalmente distintas quando N é finito, no método
FBLP a igualdade ¢ assumida como restricdo para a otimizagdo. Se n&o impusermos a
igualdade entre w; e w; para N finito, obteremos erros com caracteristicas distintas, pois
cada filtro trata com um conjunto distinto de amostras na gerac¢do do vetor de erro. Assim,
teriamos vetores de coeficientes 6timos diferentes. Isto levaria a questionarmos qual deles
deveria ser utilizado, uma vez que sio resultantes da mesma minimizacao. Para evitar tal



Deteccdo de Freqiiéncias por Predicio Linear 9

ambiguidade é que se assume a igualdade dos w. A otimizagio conjunta dos filtros com
a restricio wy = w, permite atingir um tnico vetor 6timo e fornece, em geral, melhores
resultados na andlise espectral e detecgdo de freqiiéncias [1){30]{17].

Adicionalmente a essas justificativas, a restricio que impusemos é satisfeita assinto-
ticamente com N, justificando a sua utilizagio. Isto é demonstrado pelos argumentos a
seguir.

Analisando as equagdes normais forward e backward, verificamos que [1]:

a) No caso forward:

ATA; wy=AY b, (2.8)
ou N '
Ry wy=1; (2.9)
b) no caso backward:
Ai{Ab s Wy = Af . bb (2}0)
ou X
Ry -wy =1 (2.11)
onde:

¢ (") indica estimagao polarizada [9] e { 7 ) conjugado transposto.

e A;e A;sdo, respectivamente, as matrizes de dados forward e backward ((N—L)x L).

Ay et
Ay = . . ‘ : (2.12)
WIN =1 w[N=2 - w[N—I]
u2] W8] e w[L+41]
. u{:3] u{:fl] u[L:—i— 2] -
WN—L+1] uN—L+7 - u[N]

» b; e by séo, respectivamente, os vetores desejados forward e backward ((N — L) x 1).

u*[L + 1] ull]

L2 2
by | FIA ||

I

(2.14)
u*[N] u[N — L]




Detecgao de Freqiiéncias por Predicdo Linear 10

o R, e R; s&o, respectivamente, as matrizes de correlagio estimadas forward e back-
ward.

e Ty e I, sd0, respectivamente, os vetores de correlagio estimados forward e backward.
Admitindo ergodicidade, quando N -+ oo obtemos [9]:

Ri—R e #f—r

R,—R e tp—r

Assim,
R-wy=r (2.15)
e
R-w,=r (2.16)
Logo
Wf = Wb - W (2.17)

ou éeja, para ( T ) simbolizando transposto:
* * * 1T
[wpswpz -+ wpr]” = fwyg ) Wiy -+ who] (2.18)

Verificamos, entao, que, assintoticamente, os filtros apresentario coeficientes simétricos
conjugados e os erros produzidos apresentario as mesmas caracteristicas estatisticas. Lo-
go, sob este critério, os filtros sio semelhantes.

A minimiza¢do da soma das energias dos erros de predigdo fica expressa como:

Bef(wf) + 8eb(wb)
an 3Wb

=0 (2.19)

—2A%b; + 2AY A ;w; —2A7 by + 2AF AW, = O
AjHA.fo + ABHA.b“Q, = A?bj + Afhb

APAw+AfAw = Afb;+ Al
Aj by
[A?EA?} e lw o= [AF 1Al

A, b,

AFA . w=A"p (2.20)
onde A é 2(N — L} x L, definida como:
Ay

A=1| ... (2.21)
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ebé2(N — L) x 1, definido como:
b;

be| ... (2.22)
by

E demonstrado em [1] que a solugdo w da equagdo normal FBLP (2.20) é dada, no
sentido dos minimos quadrados, por:

w = A¥b. (2.23)

onde o simbolo (#) significa a aplicagio de pseudo-inversa [9][1], a qual serd definida no
capitulo 4.

2.3 O Método FBLP para Deteccgao de Frequiéncias

Definamos agora o sinal de entrada u[n] composto por M exponenciais complexas,
inicialmente isento de ruido, da forma:

M
uln] & Y apexpljlwrn+ ), n=1,2,..,N (2.24)
k=1
onde:

® a; sao as amplitudes das exponenciais.

e wi 830 as freqliéncias das exponenciais; wy, = 27 f, € fi é a freqliéncia normalizada
em relagio a freqgiiéncia de amostragem.

e ¢ sdo as fases das exponenciais.

2.3.1 A Funcao de Transferéncia do Filtro FBLP

Aplicando o procedimento FBLP a u[r], obtemos um vetor de coeficientes w que define
um polindémio W(z) de ordem L da forma:

Wz)=1-wiz"' —wpz™? — . —wiz ™t (2.25)
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Teorema 2.1: Se L satisfaz a desigualdade M < L < (N — M/2), e se w satisfaz
A.w = b, entio W(z) tem M de seus zeros na circunferéncia de raio unitario(CRU) em
z = expljwi], k = 1,..., M. Caso (M/2) seja racional, este valor é arredondado para o
maior inteiro mais proximo.

Teorema 2.2: Os (L — M) zeros restantes de W(z) localizam-se no interior da CRU,
se o vetor w é de norma minima. '

As demonstragdes destes teoremas podem ser encontradas em [1].

Estas afirmagbes podem ser verificadas na figura 2.3 a seguir, referente ao caso em que
M =2, L =24, N = 25 amostras e as amplitudes e freqiiéncias sao:

a; = 1.0, w; = (L,00)r e ¢ =(—1,00)r.
a; =10, w,=(1,04)r e ¢;=(-0,79)7.

Imaginario

Real

Figura 2.3: Zeros da funcdo de transferéncia, L = 24, SNR = .

Os zeros de W (z) que se posicionam sobre a CRU, sdo denominados zeros de sinal,
enquanto os demais sdo os zeros estranhos. Dado que os zeros de sinal distinguem-se dos
zeros estranhos e indicam os valores dos wy através de sua posigao angular, concluimos que
o método FBLP permite detectar as M freqiéncias de u[n]. Porém, tal método aplica-se
somente a deteccdo de exponenciais ndo amortecidas.
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2.3.2 A Resposta em Freqiiéncia do Filtro FBLP

Uma vez que os zeros de sinal se posicionam mais préximos da CRU do que os zeros
estranhos, em principio podemos usar a resposta em fregliéncia como forma alternativa
para estimar as exponenciais complexas ndo amortecidas que compdem o sinal. A resposta
em freqiéncia do filtro FBLP é obtida a partir de W (z) quando z = €’¥ e pode ser separada
em amplitude e fase:

W(e™) = |W(e)]e! W), (2.26)

As figuras 2.4 e 2.5 apresentam estas respostas para as mesmas condigdes da figura
2.3:

SNR infiniza, L=24 SNR infinita, L=24
2 T T T T T T 3 T T T T 1 T

18 B

H
i
H
i
i
i
H
i
i

i

H

H

H

H

W] =
2 .
-3 1 1 |2 I 1 L]
0 1 2 3 4 5 6
frequenciz normalizada frequencia normalizada
Figura 2.4: Amplitude da resposta em freqiigncia.  Figura 2.5; Fase da resposta em freqiidncia (em
radianos).

|W(e’™)| apresenta vales profundos nas posicdes das freqiiéneias wg, permitindo que
estas seJam estimadas. Porém, invertendo este espectro, encontramos a resposta de ampli-
tude do filtro inverso. Isto faz com que, onde havia vales, surjam picos espectrais agudos
de grande amplitude, facilitando a estimacéao dos wy’s.

Observando a resposta de fase, LW (e’?), verificamos que a curva apresenta variacoes
bruscas, cruzando por zero nas posigdes de freqiiéncia wy. Estas informacées poderiam ser
utilizadas para a estimagdo destes pardmetros, entretanto é pela intensidade da derivada
da fase que podemos distinguir os cruzamentos espirios por zero daqueles referentes aos
wi’s. Assim, vamos utilizar adiante a derivada da resposta de fase como base para a
formulagdo de estimativas.
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2.4 O Caso Ruidoso

Redefinamos o sinal u[n], agora considerando-o corrompido pela insercio de ruido
aditivo:

M
A :
uln] = > ap.expljlwrn+ )] +yln], n=1,2,..,N (2.27)
k=1
onde y[n] é um ruido branco complexo com varifncias o2, = o3

A relagao sinal-ruido para cada exponencial complexa é definida como:

2
SNR210.log (i‘fﬁw) (2.28)

252

onde ¢? é a variancia da parte real ou da parte imaginaria de y.

Enquanto que no caso sem ruido temos posto(A) = M, agora, o posto(A) = min[2(N -
L), L] e os teoremas 2.1 e 2.2 néo mais se verificam. A distribuicdo espacial dos zeros de
sinal e dos zeros estranhos de W(z) ja ndo apresenta mais a mesma simetria anterior. Isto
pode ser observado na figura 2.6 que se refere ao mesmo sinal da figura 2.3, mas agora
com uma SNR de 10 dB para cada exponencial complexa.

Plano Z

Imaginario

Real

Figura 2.6: Zeros da funcdo de transferéncia, L = 24, SNR = 10dB.

Esta figura apresenta a superposi¢ao dos resultados de 50 experimentos, onde a cada
um mantemos o mesmo sinal, porém alteramos o ruido. O objetivo é evidenciar a variancia
do posicionamento dos zeros produzida pelo ruido.
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Em (1] verifica-se que, sob a influéncia de ruido, o vetor de coeficientes w define uma
funcio W (z) tal que:

¢ M de seus zeros posicionam-se aleatoriamente na vizinhanca dos zeros de sinal e
tanto mais préximos dos mesmos quanto maior a relagio sinal-ruido (SNR).

¢ Os (L — M) zeros restantes posicionam-se aleatoriamente ao longo da vizinhanca da
CRU, podendo eventualmente se posicionar sobre ou mesmo fora dela.

e A variancia das estimativas dos zeros de sinal e dos zeros estranhos depende da
relacdo entre o mimero de amostras disponiveis e a ordem da predicao (N e L,
respectivamente) e cresce com a redugao da SNR.

De modo geral, a estratégia de identificacio dos zeros de sinal consiste em associa-los
aos M zeros mais préoximos da CRU. O ruido insere uma aleatoriedade na abordagem
anterior, prejudicando a estimagao dos wy’s através dos zeros de sinal e pode dar margem
a estimativas drasticamente erradas. Apenas quando a SNR assume valores elevados é
que os zeros de W(z) fornecem boas estimativas para os wy’s, pois neste caso a situagio é
mais proxima daquela sem ruido e observages quanto a W(z) tornam-se validas de forma
aproximada.

A medida que a SNR decresce, as flutuacdes dos zeros de sinal ao redor de suas
posi¢oes ideais produzem erros com variancia crescente nas estimativas. Fste comporta-
mento altera-se drasticamente para SNR’s abaixo de um determinado limiar, uma vez que
a influéncia do ruido faz com que os zeros estranhos possam se posicionar mais préximos
da CRU do que os zeros de sinal. Quando tal ocorre, um zero estranho é tomado como
estimador de freqiiéncia e um grande erro é cometido. O desempenho do método degrada
rapidamente dando origem ao fenémeno denominado efeito de limiar. A seguir apresen-
tamos uma abordagem quantitativa da degradacio da estimagdo sob diversas SNR's e
ordens de predigdo L. Para tanto, conforme [29], definimos a medida de desempenho:

2
n A 1 ium C:f g w
var(fi) = — kz 1_2%__1_ (2.29)
=1

onde:

¢ num ¢ o nimero de experimentos realizados (utilizamos num = 500).

® w1 € a estimativa de w; do k-ésimo experimento.

Utilizamos como referéncia, entretanto, o valor 10.log (1 Jvar{ fl)), para obtermos
maior sensibilidade a pequenas flutuagbes da variincia através do logaritmo. Este valor
é tragado em funcdo da SNR [dB]. O limite inferior para a variancia de um estimador
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nao polarizado é conhecido como limite inferior de Cramér-Rao [31]{25] e é apresentado
juntamente com as curvas de desempenho FBLP na figura 2.7 para as ordens L = 8,
12 e 24. Esta figura apresenta ainda a curva de desempenho do método de Mixima
Verossimilhanga [1] para feito de comparagao.

90 T T T T T T H ¥

. 14]

70

&0

50

40 F

10.dog[f / vartf1)], [dB)

‘36

26

-5 0 5 0 15 20 5 30 35 a4
SKNR [dB]

Figura 2.7: Comparaco de desempenho entre os métodos ML e FBLP.

Podemos verificar a degradacio continua do desempenho & medida em que a SNR
decresce, correspondente ao aumento das flutuacdes dos zeros de sinal em torno de suas
posi¢des ideais e consegliente aumento da imprecis ao das estimativas. Isto se verifica
até o surgimento do efeito de limiar, identificado por uma mudanca brusca da inclinacio
das curvas de desempenho. Estes limiares ocorrem para diferentes SNR’s conforme a
ordem de estimagao adotada. Pode ser observado que o menor valor de limiar ocorre para
L = 24, correspondendo a uma SNR de cerca de 12 dB. Observamos também que, mesmo
acima do limiar, embora o desempenho do método FBLP se mostre inferior ao da Méxima
Verossimilhanca (ML), seu comportamento acompanha o limite de Cramér-Rao.

Estimar wy através dos zeros mais préximos da CRU é equivalente a estimar através
dos picos de maior amplitude da resposta 1/{W(e’)|. Entretanto, a variincia das estima-
tivas dos zeros se traduz em variancia das amplitudes e posigdes dos picos espectrais. A
possibilidade do aparecimento de zeros estranhos mais préximos da CRU do que os zeros
de sinal faz com que possam existir picos espectrais maiores do que aqueles relativos aos
zeros de sinal. Denominamos tais picos maiores de picos espirios, em contraste com os
picos de sinal. Portanto, agui também se verifica o comportamento descrito anteriormen-
te para o desempenho das estimativas em fungio da relagdo sinal-ruido, inclusive com o
surgimento do efeito de limiar.

Essas caracteristicas serao analisadas com maiores detalhes no préximo capitulo.




Capitulo 3

Derivando a Fase

3.1 Introducgao

No capitulo anterior verificamos que podemos estimar as freqiiéncias das exponenciais
complexas, seja pela extracio dos zeros da funcdo de transferéncia do filtro de erro de
predicdo otimizado, seja através dos picos da resposta de amplitude inversa (1/|W(e’™)|)
ou dos cruzamentos por zero da resposta de fase. Isto é possivel pois quanto mais proxima
uma raiz estiver da CRU, maior e mais agudo sera o pico correspondente na resposta de
amplitude inversa e, também, mais brusca sera a respectiva transicao por zero da resposta
de fase. Uma vez que a deteccao de freqiiéncias pela resposta de amplitude inversa envolve
procedimentos simples como o célculo da tranformada de Fourier da seqiéncia formada
pelo vetor de coeficientes w e a inversdo do espectro do mddulo da mesma, ja tratados no
capitulo anterior, iniciamos este capitulo com a resposta de fase, tradicionalmente menos
explorado que a amplitude inversa.

A detecgdo de freqiiéncias pela resposta de fase exige a observagao da intensidade de
suas variacoes no eixo das freqiiéncias. Assim, somos impulsionados a estudar a derivada
da resposta de fase no sentido de explorar melhor as informagdes contidas no seu espectro.

Neste capitulo vamos definir a derivada da resposta de fase e também explicitar a sua
relacdo com a resposta de amplitude inversa. Além disso, faremos uma comparagio entre
a estimacado de freqliéncias pela deteccio de picos na resposta de amplitude inversa e na
derivada da resposta de fase, avaliando também os efeitos do ruido sobre os espectros. Ao
final do capitulo, apresentamos os desempenhos das duas abordagens de anélise espectral
comparados ao obtido pela extragio de zeros da funcao de transferéncia.

17
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3.2 O Espectro da Derivada da Fase como Técnica
para Deteccao de Frequéncias

As transigOes da resposta de fase ocorrem nas mesmas posigdes de freqiiéncia dos picos
no espectro 1/{W(e’¥)] e sdo tio mais abruptas quanto mais agudos os picos espectrais
correspondentes [18], ou seja, sdo tio mais abruptas quanto mais préximo da CRU estiver
o zero responsavel pelo pico de amplitude.

No espectro do valor absolute da variacao da fase em relagdo a w, temos picos espectrais
nas posicbes de freqiiéncia relativas as transiges da fase. Estes picos sdo tdo maiores
quanto mais intensas as respectivas transicoes. Portanto, os picos no valor absoluto da
derivada da resposta de fase ocorrem nas mesmas posi¢oes de freqiiéncia que os picos da
amplitude, crescendo em amplitude a medida em que o zero correspondente se aproxima
da CRU. A presencga de ruido prejudica a estimagio através do especiro da derivada
da resposta de fase na medida em que algum pico espurio na resposta de 1/]W(e?)]
pode se tornar mais agudo do que um pico de sinal. Entretanio, um pico espirio de
grande amplitude na resposta de amplitude inversa, porém mais largo, deve aparecer mais
atenuado no espectro da derivada da resposta de fase. Assim, percebemos no espectro do
valor ahsoluto da derivada da resposta de fase uma tendéncia a corrigir os efeitos nocivos
do ruido.

Vamos obter, originalmente, a forma analitica para o espectro da derivada da resposta
de fase, visando realizar uma analise comparativa entre os mecanismos apresentados para
a estimacdo dos wi's. Rescrevendo W (z) em fungéo de seus zeros, resulta em:

L
W(z) = ‘:c[_I(l - 2327 h) (3.1)

que facilita o acesso aos zeros z; do sistema.

Expressando z e z; na forma polar, z = re’” e z; = re?*, a equagio (3.1) torna-se:

W (re/®) = ﬁ (1 — Ee‘i(“"“"‘)) (3.2)

k=1 r

Para separar W{re’*) em médulo e fase temos que expandir a equagdo (3.2) na forma
retangular:

L

W(re) =] {[1 — :—k cos{w ~ wk)] +J [:’:ﬁsen(w — wk)]} (3.3)

k=1
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dai:
1
L 2 2 z . L arc :tsen(w—w )
W(re™) = {H [(1 — Ecos(w - wk)) + (B—sen(w - wk)) }} ej{z"“‘ tg[a—mﬁir cos(w-—wk)]}
Pale r r

(3.4)

Restringindo a analise &8 CRU, resulta em:

B3

i .
|W(e™)] = {H [1 + r¥ — 27y cos(w — wk)]} (3.5)

k=1

LW (&) = f} {arctg [ risen(w - wy) ]} (3.6)

= 1 — 7y cos{w — wy)
Definindo ®(e’*) como:

A d
T dw

B = i { relri — cos(w = wy)] } (3.8)

= LA+ 7§ — 27 cos(w — wy)]

d(e’) [cw(e)] (3.7)

Resolvendo o somatério, tem-se:
i {ri[r — cos(w — W) T Lk [1 + 12 — 2r; cos(w - wi)]}
o {11+ 1} — 2ri cos(w — wp)]}

Definindo o numerador de (3.9) como N(e’) e substituindo o denominador de (3.9) por
[W{(e?)|?, resulta:

O(e’) = (3.9)

1

) = FeR

- N(e™) (3.10)
Portanto, os picos de ®(e’™) sio aqueles de 1/]W (e**)}? modificados pelo numerador

N(e’¥) como pode ser observado nas figuras 3.1 e 3.2, referentes & mesma situacio de
sinal e ruido da figura 2.6.

Por uma questéo de simplicidade, usamos o espectro do valor absoluto da derivada da
resposta de fase para a detecgdo de freqiiéncias, |®(e’?)|.

Buscando esmiugar ainda mais a analise pela resposta de fase, verificamos que a curva
de fase, na auséncia de ruido, apresenta descontinuidades nas posigbes de freqiiéncia wy,
nao sendo derivavel nestes pontos. Isto pode ser verificado aplicando o limite & expressao
(3.6) para 1y = 1 € w — wy, onde o limite & direita resulta em 7/2, enquanto o limite
a esquerda em —7/2. Restringimo-nos, portanto, a afirmar que a derivada da resposta
de fase pode ser utilizada como ferramenta para detecgio de freqiiéncias, como pode ser
constatado experimentalmente e pode ser verificado nas figuras 3.1 e 3.2.
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Figura 3.1: Espectro do logaritmo da amplitude Figura 3.2: Espectro do valor absoluto da derivada
(dB). da resposta de fase {fase em radianos).

3.3 Comparacao entre os Espectros de Magnitude
e de Derivada da Fase

A avaliagido aqui realizada restringe-se inicialmente a uma andlise qualitativa, obser-
vando dois aspectos de maior relevancia: resolugdo espectral e efeito de limiar. Nas
simulagbes aqui apresentadas, foram utilizadas N = 23 amostras do sinal definido por
(2.27), com M = 2, sob uma SNR de 10dB e com as mesmas freqiiéncias e amplitudes
anteriormente utilizadas.

Submetendo tal sinal & predigéo linear forward-backward de ordem L = 12 e 24, po-
dem ser observadas algumas caracteristicas comportamentais dos espectros de amplitude
inversa e valor absoluto da derivada da resposta de fase.

3.3.1 Resolucao

Nossas simulagdes mostraram que a resposta de amplitude inversa apresentou menor
capacidade de discernimento entre as duas freqiiéncias préximas do que a derivada da
resposta de fase. Como exemplo, podemos observar nas figuras 3.3 e 3.4, que a derivada
da resposta de fase identificou as duas freqliéncias em situagdes onde o médulo espectral
apresentou um dnico pico na regido correspondente &s mesmas.

A metlhor resolugéo verificada na derivada da resposta de fase é devida 4 influéncia do
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polindmio do numerador N(e’*) (figura 3.5). A presenca de N(e’*) produz um ”seccio-
naemento” do pico tinico, situado entre as freqiiéncias desejadas, em dois picos préximos,
reduzindo o erro de estimagdo conforme se pode constatar na figura 3.4.

SNR=]0dB, 1.=24 SNR=10dB, I.=24

3¢ i Y T T T T 50 T ¥ T T ¥ T
25 L - S i
40 -
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VAS N vy \/\/\/ (VA v OA whk ; i
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Figura 3.3: Espectro do logaritmo da amplitude in-  Figura 3.4: Espectro do valor absoluto da derivada
versa (dB). da resposta de fase (fase em radianos).
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Figura 3.5: Espectro do numerador da derivada da resposta de fase (fase em radianos).

3.3.2 Efeito de Limiar

Recordando, o efeito de limiar ocorre 2 medida que a SNR decresce e surgem zeros
estranhos mais préoximos da CRU do que os zeros de sinal. Neste caso, as estimativas dos
wy’s apresentam grandes erros resultantes da escolha de um zero estranho como indicador
da posicdo da freqtiéncia do sinal.
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Este efeito de limiar também ocorre quando da estimagio através das amplitudes dos
picos espectrais de 1/|W (e’*)|, uma vez que podem surgir picos estranhos mais pronun-
ciados do que os picos de sinal. Porém, existe agora um outro mecanismo para. a geragio
do efeito de limiar: a falta de resolucdo espectral. Observando a figura 3.3, notamos
que a presenca de um Unico pico espectral na regido das fregiiéncias w; e w,, faz com
que um pico espirio seja tomado como estimativa de wy, produzindo um erro de grandes
proporgoes.

Concluimos que o efeito de limiar, no caso da detecgio através dos espectros, é produzi-
do por dois mecanismos: picos estranhos mais pronunciados e falta de resolugio espectral.

SNR=104B, 1=12 SNR=}0dB, L=12
50 T T T T T T 3 T T (3] T T Y

a0 | .
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20 b | -

AL

WAVAVAS

VY

_20 3, 1 1 i 1 1 3 _3 1 ] 1
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
frequencia normalizada frequencia normakizada
Figura 3.6: Espectro do logaritmo da amplitude in- Figura 3.7: Espectro de fase (emn radianos).
versa (dB).
SNR=10dB, L=12
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Figura 3.8: Espectro da derivada da resposta de fase (fase em radianos).

A derivada da resposta de fase também apresentou experimentalmente a ocorréncia de
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picos esptirios de grande amplitude no seu espectro, como pode ser visto nas figuras 3.4 e
3.8. Estes picos podem ser confundidos com os principais, levando ao efeito de limiar na
deteccao das freqiéncias.

O surgimento de picos espirios de grande amplitude na derivada da resposta de fase
explica-se pelo fato de ser resultante de uma diferenciacio. Logo, suas amplitudes serdo
tao maiores quanto mais bruscas as transi¢des na fase (ver figura 3.7). Estas, por sua vez,
acompanham as posigdes espectrais dos picos da amplitude (ver figuras 3.6 e 3.8), sendo
tao mais abruptas quanto mais agudos os respectivos picos na resposta de amplitude
inversa. Em contrapartida, podemos afirmar que picos espirios largos da resposta de
amplitude inversa sdo atenuados na resposta de |®(e’*)|, reduzindo o seu efeito nocivo
sobre a deteccao.

Paralelamente, a estimac¢do com base no espectro da derivada da resposta de fase
pode também apresentar o efeito de limiar provocado pela falta de resolugao, a qual esté
vinculada fortemente a ordem de predicido empregada e a relagio sinal-ruido.

3.3.3 Concluindo sobre os Espectros

Finalmente, vamos agora apresentar um paralelo entre os espectros estudados para
os casos sem e com ruido. As freqliéncias e amplitudes utilizadas foram as mesmas jé
adotadas anteriormente, bem como os parametros M, L e N. Comparando as figuras 3.9
e 3.10, 3.11 e 3.12, 3.13 e 3.14, podemos constatar a degradacdo produzida pelo ruido,
tendendo a reduzir o contraste entre os picos, bem como entre as transicdes da fase.

SNR infinita, L=34 SNR=10dB, L=24
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Figura 3.9: Amplitude da resposta em freqiiéncia  Figura 3.10: Amplitude da resposta em fregiiéncia
{sem ruido). (com ruido).
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SNR infinita, L =24
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Figura 3.11: Fase da resposta em freqiiéncia (em
radianos) (sem ruido).
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Figura 3.12: Fase da resposta em fregiiéncia (em
radianos} (com ruido).
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Figura 3.13: Espectro do logaritmo da amplitude

inversa (dB) (sem rufdo).
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Figura 3.14: Espectro do logaritmo da amplitude

inversa (dB) (com ruide).

Constatamos também que a espectro de numerador (figura 3.15 e 3.16) tem zeros
nas posigoes dos picos principais da amplitude inversa (figura 3.13 e 3.14), mas que na
derivada da resposta de fase, gerado pelo produto dos dois espectros anteriores, os picos
nao sio cancelados (figura 3.17 e 3.18). Isto confirma a ocorréncia de um valor infinito
para a derivada na considerada transicdo por zero da resposta de fase.
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SNR irfita, L = 24 SNR=10dB, L=24
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Figura 3.15: Espectro do numerador (sem ruido). Figura 3.16: Espectro do numerador (com ruido).
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Figura 3.17: Espectro da derivada da resposta de  Figura 3.18: Espectro da derivada da resposta de

fase (sem ruido). fase (com ruido).

3.4 Desempenhos dos Espectros de Magnitude e de
Derivada da Fase

A analise qualitativa anterior ndo permitiu observar alguma vantagem decisiva para
qualquer das alternativas para a detecgo. Resta entdo uma andlise comparativa quan-
titativa, elaborada a seguir. A figura 3.19 apresenta os desempenhos do métode FBLP
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segundo a resposta de amplitude inversa e derivada da resposta de fase comparados aquele
obtido sob a abordagem por extragdo de zeros para L = 24, o melhor caso, apds a reali-
zacao de 500 experimentos.

90 T T T T 1 T T T
g0 | Extr.Zeros ——a—
| Denv.Fase -+~
= 7 AmplitInv, ...
h=A
—= 80
€ s0 ﬂ;g?_'?f
= o QE
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20 : e i
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Figura 3.19: Desempenho do método FBLP com detecdo pela resposta de amplitude inversa, pela derivada
da resposta de fase e por extracio de zeros.

Observamos que o desempenho da resposta de amplitude inversa, ac contrério do que
intuitivamente se poderia pensar, ficou bem aquém da extracido de zeros.

Podemos observar que, de fato, o desempenho da detecgio de freqiiéncias pela extracio
de zeros degrada-se rapidamente abaixo de uma SNR da ordem de 12 dB, que caracte-
rizamos como seu valor de limiar, embora possamos identificar uma degradacio suave a
partir de 15 dB. O desempenho da derivada da resposta de fase, embora experimente
urna queda pouco mais acentuada do que a do limite de Cramér-Rao a partir de 20 dB,
degrada-se severamente somente abaixo de 10 dB.

Assim, constatamos que a detecgdo de freqiéncias pela derivada da resposta de fase
apresenta um desempenho comparével ao obtido pela extraciao de zeros, superando em
muito o alcangado pela resposta de amplitude inversa.

Analisando qualitativamente a complexidade computacional do método FBLP utili-
zando extracado de zeros ou derivada da resposta de fase, podemos dividir o processamento
em trés etapas:

1. Até o calculo do vetor w, a complexidade é a mesma, pois o processamento é comum
as duas abordagens.

2. A segunda etapa permite verificar a maior complexidade dos procedimentos de de-
terminagido dos zeros de W(z), no caso de extracio de zeros, em confronto com
a simplicidade dos procedimentos envolvidos na aplicacio de FFT ao vetor w e
deriva¢io numérica para o calculo de |®(e’¥)|, relativos & derivada da fase.
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3. Na terceira etapa, devido a utilizarmos 1024 pontos no espectro da derivada da
fase, a selecao dos maiores picos espectrais envolve muito mais testes do que para a
determinagao dos M zeros mais préximos da CRU, que sio selecionados dentro de
um universo composto por apenas L valores.

Dessa forma, concluimos que a detecgao de picos no espectro do valor absoluto da de-
rivada da resposta de fase FBLP, é uma técnica competitiva com o procedimento baseado
em extracao de zeros para a detecgio de freqiiéncias.




Capitulo 4

SVD e Subespacos

4.1 Introducao

A presenga do ruido degrada seriamente a estimacéo de freqiiéncias préximas entre si
a medida que a relagéo sinal-ruido diminui. Esta degradagio caracteriza-se pela reducio
de resolugdo e pelo surgimento de picos espiirios de grande amplitude no espectro, ou
zeros estranhos mais préximos da CRU do que os zeros de sinal. Estes efeitos podem
ser atenuados pelo uso da Decomposi¢io em Valores Singulares (SVD - Singular Value
Decomposition), que separa a informagao nos subespacos de sinal e de ruido. A exclusio do
subespago de ruido permite gerar estimativas mais robustas tanto quanto as degradagdes
produzidas pelas flutuagdes dos zeros ou picos de sinal ao redor de suas posicoes ideais,
como quanto ao efeito de limiar.

Neste capitulo, inicialmente, apresentamos a SVD e definimos o que denominamos por
subespacos de sinal e de ruido. A seguir, passamos a um estudo detalhado da SVD da
matriz de dados A. Verificaremos que néo é possivel recuperar toda a informacio do sinal
quando ele foi corrompido por ruido aditivo. Neste sentido, delimitaremos esta incerteza,
definindo um conjunto de solugdes do tipo bola de matrizes para A. No capftulo seguinte
aplicaremos estes conceitos a deteccao de fregiiéncias.

28
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4.2 Definigoes

Dada uma matriz Z m X n, existe uma fungdo f definida por f(x) = Z.x tal que,
exceto em alguns casos, f: €* — @™, ou seja, f é uma transformacio linear que mapeia
C" em T™. Assim, uma transformacio linear pode ser caracterizada em termos da matriz
gue a representa:

o O dominio de f ¢é definido como o espago vetorial £(Z) gerado pelas combinacdes
lineares das linhas de Z.

o A imagem ou range de f € definida como o espago vetorial R(Z) gerado pelas
combinacbes lineares das colunas de 7.

e O espago nulo de f é a particao do seu dominio correspondente & imagem nula,
ou seja, o espago de todos X tal que Z.x = 0. Para tal utilizamos a representacéo

N(Z).

E importante recordar também que o posto de uma matriz Z é definido como o niimero
de colunas ou linhas linearmente independentes, ou seja, é a dimensdo do R(Z). Apds
esta breve revisao, vamos agora abordar a SVD.

4.3 Decomposicao em Valores Singulares

Teorema 4.1: Toda matriz complexa Z m x n pode ser fatorada como Z = UXV¥H
onde UémxmeUUY = U U=L VénxneVVH = VHV =1 e ¥ é uma matriz
real m X n com seus unicos elementos ndo nulos na diagonal principal. Estes elementos
sdo chamados valores singulares e sio ordenados como oy > 03> -+ > 0, > (), onde r é
o posto de Z. As colunas de U e V, u; e v;, sdo, respectivamente, os vetores singulares
de Z a esquerda e & direita.

A demonstragao deste teorema e maiores detalhes sobre SVD podem ser obtidos em

[1], [8] e [28].

Entretanto, devemos recordar que, interpretando Z como uma transformacio linear,
a SVD decompde esta transformacio em dois conjuntos de bases vetoriais ortonormais:
um conjunto U gerador da imagem de Z e um conjunto V gerador do dominio de Z. Os
valores singulares, por sua vez, constituem-se nos médulos das projegées de Z segundo
cada direg@o definida por u; e v; em cada base.
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4.4 A SVD da Matriz A e o Vetor w

Seja a matriz de dados A (2(N — L) x L), definida no contexto da predicio linear
forward-backward de ordem L, aplicada a deteccido de M exponenciais complexas a partir
de N amostras de u[n}, conforme exposto no capitulo 2. Analisando 2 SVD de A, podemos
escrever:

AxUEV”xU-[i g}-vﬂ (4.1)

onde S é r x r, para r = min[2(N — L), L], o posto de A. Definimos entio a pseudo
inversa da matriz A como:

St 0
# ) CTIH
R

Dessa forma, a solugéo da equagio normal (2.20), dada no sentido dos minimos qua-
drados pode agora ser expressa a partir da SVD de A:

min2(N-L).L] |
w = A¥ b= Y —viulb (4.2)
k=1 Tk

Verificamos que esta solugao sofre influéncia do ruido, o qual prejudica a estimacio de
w a medida que a poténcia do ruido aumenta. Para reduzir estes danos, vamos estudar,
a partir de agora, a atuagao do ruido sobre o sinal.

4.5 Os Subespacgos de Sinal e de Ruido

Sejam as seguintes particbes na SVD de A:

S, O VH

Ax[UISU,]- N (4.3)
0 s, | | vE

z

onde:

e U, é uma particao de U contendo as suas M primeiras colunas e U, contendo as
suas 2(N — L) — M 1ltimas colunas;

e V., € uma particao de V contendo as suas M primeiras colunas e V, contendo as
suas L - M 1ultimas colunas;
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e S, é uma particao quadrada M x M de X contendo os M primeiros elementos de sua
diagonal e S; retangular, [2(N ~ L)~ M] x{L— M], contendo os min[2(N — L), L]- M
ultimos elementos da diagonal de X.

No caso sem ruido, o posto de A é M e S, seria nula. Logo, haveria M valores
singulares no nulos, associados aos vetores singulares de U, e V,. Eles sio denominados
respectivamente de valores e vetores singulares de sinal.

No caso com ruido, o posto de A é cheio e igual a min[2(N — L), L] e os min[2(N —
L), L)— M valores singulares que anteriormente eram nulos, tornam-se positivos. A medida
que a SNR decresce, tais valores singulares aproximam-se mais e mais dos M primeiros, os
valores singulares de sinal. Portanto, os menores min[2(N ~ L), L} — M valores e vetores
singulares associados estdo relacionados unicamente ao ruido, sendo entio denominados
valores e vetores singulares de ruido.

Assim, podemos separar o espago vetorial do sinal u[n] em dois subespacos:

® O Subespago de Sinal: relacionado aos M maiores valores singulares de A e
aos vetores singulares associados e, portanto, relativos &s exponenciais complexas
contidas no sinal u[n].

e O Subespago de Ruido: relacionado aos min[2(N - L), L] — M menores valores
singulares de A e aos vetores singulares correspondentes, isto ¢, associado & parcela
de ruido, y[n].

4.6 Dissecando os Subespacgos

Conhecendo os subespagos de sinal ¢ de ruido, a primeira idéia que nos ocorre é
a diminui¢ao da influéncia do ruido em w, o vetor de coeficientes 6timos de predicao
FBLP, pela exclusao dos valores e vetores singulares correspondentes ao subespaco de
ruido na expressdo (4.2). Este procedimento foi adotado por Tufts e Kumaresan em
[29] e serd apresentado no capitulo 5. Entretanto, na referéncia citada, nio se faz um
estudo mais detalhado da decomposicio em valores singulares, de seu potencial nem das
condigbes necessdrias & sua aplicagio para a detec¢éo de freqiiéncias, conforme apresentado
a seguir neste capitulo. Tal desenvolvimento serd validado estatisticamente e efetuaremos
uma interpretacdo geométrica dos subespacos de sinal e de ruido, juntamente com o
detalhamento de sua interrelacdo algébrica, no sentido de esclarecer a atuacio do ruido
sobre o sinal.
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4.6.1 A Matriz de Dados Exatos E

Uma vez que consideramos o sinal corrompido por ruido aditivo, podemos escrever a
matriz A como a soma de uma matriz E, composta apenas por amostras de sinal, com
uma matriz Y unicamente de ruido, de mesmas dimensdes que A.

A=E+Y (4.4)

Como Y contém amostras de ruido branco, suas colunas sio independentes, logo seu
posto é chelo. A matriz E equivale a matriz A do caso sem ruido e seu posto é M e,
como M < min[2(N — L), L], o posto de E é incompleto. A tem posto cheio, conforme
apresentado na secdo 4.5. Desse modo, a SVD de E fica expressa por:

E=Up¥:VEZ (4.5)

ou seja,
Sg, 0 Vi,
E::PﬁhEUEJ- ) (4.6)
0 0 Vi,
onde Sg, ¢ uma matriz diagonal, M x M, com os valores singulares de E em sua diagonal
principal. Além disso, os vetores {u,,...,ur} formam uma base ortonormal para a
imagem de E, R(E). Podemos observar ainda que os vetores {v,,..., vy} constituem
uma base ortonormal para o dominio, L{E}), enquanto os vetores {vasy1,...,vy} formam
uma base ortonormal para o espa¢o nulo de E, A(E), pois EVg, = 0.

Concluindo, a SVD de E permite-nos escrever:

E =Ug,Sg VE (4.7)

A SVD de A fica agora expressa pér:

A=U,x, V¥ (4.8)

ou seja,
S4: O Vi
AAz[UAJILh]~ N (4.9)
0 S, v
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4.6.2 Consideracoes sobre a SVD de A

Nos desenvolvimentos a seguir, buscaremos estabelecer condicdes suficientes para po-
dermos expressar a SVD de A em termos da SVD de E, de forma que possamos extrair
as informagoes de sinal da matriz de dados ruidosos A.

Tomando a relagdo (4.4) entre A e E e lembrando que o Teorema 4.1 da SVD assegura
que VeVE =1, podemos escrever:

A=(E+Y)VyVE (4.10)

Particionando Vg como em {4.6) temos:

VL,
A=E+Y) Vg iVg]]| - (4.11)
Vi
logo,
A=(E+Y)VeVE + Ve, VE) (4.12)
Como EVg, = 0, temos:
A= (EVg, + YV )VE 4 (YVE,)VE (4.13)

A partir da expressao anterior, com alguma manipulagao algébrica, podemos chegar
a umma expressao para a decomposi¢io em valores singulares de A em termos dos vetores
singulares a direita de E. Para tanto, definimos as seguintes SVD’s:

(EVE: + YVg,) 2 P,5,QY (4.14)
© A
(YVEQ) = PQSQQ£I (4.15)
Substituindo as expressbes anteriores na expressio (4.13), podemos escrever:
A=P,S,QVE +P.S, Q' VL (4.16)
ou seja,
S: 0 QIVE,
A= [P, EPQ] - . (4.17)
0 S’ vagz
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Para que a equagdo acima constitua uma decomposi¢do em valores singulares para a
matriz ruidosa A, faz-se necessario que P, e P, sejam ortogonais, ou seja;

PP, =0 (4.18)

Como P, forma uma base ortogonal para RI(E+Y)Vg,] e P, para R(Y Vg, ), a ortogo-
nalidade entre P, e P, implica em que

VE(EF + Y)YV, =0 (4.19)

Uma das possibilidades para que esta condigio se verifique é:

VE (B¥Y)Vg, =0 (4.20)

VE (YAY)Vg, =0 (4.21)

Para atender as duas condi¢Oes acima, muitas consideragoes sio adimissiveis. Se as-
sumirmos que o ruido € "branco” no contexto de Y, isto é:

Y7Y = o*L (4.22)

a condigio (4.21) é satisfeita. No caso de (4.20), poderiamos supor também EFY = ~°L
Entretanto, considerando o sinal descorrelacionado do ruido, temos:

EPY =o0. (4.23)

Assim, as restrigdes (4.22) e (4.23) garantem as igualdades de (4.20) e (4.21) e podemos
especificar as condig¢des suficientes para que a expressdo (4.17) represente a SVD de A:

e Os dados exatos devem ser ortogonais ao ruido no sentido em que EFY = 0;

o As matrizes Vg, e Vg, devem ser ortogonais entre si no produto interno gerado por
YHY, VE (Y#Y)Vg, = 0. Tal ocorre quando o ruido satisfaz (4.22).

¢ O menor valor singular em S, deve ser maior do que o maior valor singular em S,
de modo a respeitarmos o teorema 4.1. Esta ordenagio define os vetores de Vg, em
contraste com aqueles de Vg,.

No final deste capitulo, apresentaremos as motivagdes de ordem pratica para a opcao
pelas hipéteses acima, bem como os limites para a sua validade.
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4.6.3 A SVD de A em termoes da SVD de E

Uma vez escolhidas as condigdes para se aplicar a decomposigao em valores singulares
no sentido de extrair informacdes do sinal exato, partindo das consideracdes (4.22) e
(4.23), buscaremos agora explicitar uma expressido para a SVD de A em termos da SVD
de E. Tomando a expressio (4.4} e, substituindo a SVD de E de (4.7) e utilizando
Y = YVEVE, obtemos:

A= UE1SE1Vgl + 1"/‘E}‘fg1 + YVEQVE{Q (4.24)

Reagrupando, fica:
A=(UgSg + YV )VE 4 (YVg,)VE (4.25)
que pode ser expressa na forma matricial por:

H
VE1

A= ('[,T}_:;ZS}_;1 + YVEl)EYVEz] . (4.26)

H
VEz

Para podermos identificar a expressdo acima com uma SVD, devemos inserir uma
matriz diagonal X4 entre os seus dois fatores. Tendo em considerag@o o desenvolvimento
cldssico da SVD como em [9], [11] ou [16], a forma bésica dessa matriz é dada por:

(S, +0T)/" 0 }

¥4 = (4.27)

0 JIret
onde I,.; é uma matriz retangular com dimensdes [2(N — L) — M] x [L — M], cujos seus
inicos elementos nao nulos estdo em sua diagonal principal e valem 1.

Para podermos inserir essa matriz, devemos modificar ligeiramente o primeiro fator,
resultando em:

(St +oIp2 0 ][ VE,
A = |(Us.Sk, + YV5)(Sp, + 0D/ oY V| .
0 UIret ng
(4.28)
que deve ser comparada com a SVD de A:
S O v
A= [on v J | 429
0 Sy, Vi,
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Podemos entao, por comparacao, identificar Uy, e Uy,, observar que os valores sin-
gulares de sinal sio dados por (8%, + 0°I)*/ e que os valores singulares de ruido, dada a
condicio YHY = 071, siio iguais entre si e valem o.

Logo, os valores singulares do subespago de sinal de A sio aqueles correspondentes
de E contaminados pela varidncia do ruido. Por outro lado, os valores singulares do
subespago de ruido de A sdo iguais ao prdprio desvio padrao do ruido.

Podemos ainda constatar que, respeitadas as condi¢bes (4.22) e (4.23), V4, = Vg, e
VAz = VEz-

4.6.4 Limitacoes no Conhecimento de E

Como partimos das condigbes (4.22) e (4.23), pela subsecio 4.6.2 garantimos que se
mantém a ortogonalidade entre Uy, e Uy,, V4, € V4,. Como também garantimos que
o menor valor singular de S4. é maior do que o maitor valor singular de S,;, podemos
afirmar que a expressao (4.28) é a SVD de A.

Os min[2(N —~ L}, L] —~ M menores valores singulares de X4 sdo iguais entre si e
permitem estimar a variancia do ruido ¢? a qual, por sua vez, possibilita a obtencio dos
valores singulares de E através da seguinte expressao:

Sg, = (83, — o°I)/% (4.30)

Os vetores a direita de E podem ser recuperados a partir da SV de A, permitindo-nos
conhecer o espago das linhas de E, L(E)}, pois V4, = Vg,, bem como podemos recuperar
também o espacgo nulo de E, A(E), pois V4, = Vg, .

Os vetores singulares de Uy, guardam uma relagio pitagérica com os de Ug,, pois
Uy = (IJ};;iSE1 + YV'J,!_:;E)(S?_;;1 + JQI)_lh, onde:

e Ug,Sg, é ortogonal a YV, pois, tendo em conta que VE Vi, = I, temos

(Ug,Se)"YVg, = (Ug,Se. VE Vi)YV, (4.31)
Mas E = UE1SElVg1, logo:
(Ug,Se ) YVg, = (EVe ) 7YV, (4.32)

que podemos escrever como:
(Ug,Se ) YVg, = VEEFYV,, (4.33)

Como EFY =0,
(Ug,Sg.)?YVg, =0 (4.34)
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o Ug,SEg, consiste de vetores coluna cujas normas sio dadas pelos elementos na dia-
gonal de Sg,;

¢ YV, consiste de vetores coluna cujas normas sao dadas por o;

e U,, consiste de vetores coluna cujas normas sao dadas pelos elementos diagonais
de (S T 0_21)1/2

Verificamos, entretanto, que nao nos € possivel conhecer os ug; exatos a partir da SVD
de A somente, pois Uy, # Ug, e ndo conhecemos Y. Dessa forma nao CONSEgUIMOS nos
eximir da influéncia do ruido de forma completa na estimacio de w.

Os vetores de Ug definem R(E) que, com a adigdo de ruido conforme (4.4), sofre uma
rotagdo que produz R{A), o qual é definido pelos vetores de U4. Embora n&o possamos
determinar Ug,, podemos calcular os dngulos candnicos entre os espacos das colunas
de Uy, e de Ug,, ou seja, entre os subespacos de sinal de A e E, a partir dos valores
singulares do produto [8]:

UZ, Uy, = UE (Ug, Sk, + YV, )(S%, + o*1)/? (4.35)
Como, a partir de (4.23), E é ortogonal a Y, entdo R(E) é ortogonal a2 R(Y). Logo:
Ulvy=o0 (4.36)
Usando este fato e lembrando que Ugl Ug, = 1, temos:

UZ U, = Sg (S, +0°1)7/7
= Sg,S;'=C | (4.37)

Os elementos na diagonal de C séo, respectivamente, os cossenos ¢;’s dos ngulos candnicos
a;’s entre os subespacos de sinal de E e A.

4.7 Resumindo

Em resumo, nas segbes anteriores verificamos que a partir da SVD de A e da validade
das consideragbes (4.4), (4.22) e 4.23), podemos conhecer:

¢ 0 espago das linhas de E, pois V4, = Vg,;
¢ 0 espaco nulo de E, pois V4, = Vg ;

e os valores singulares de E, calculados a partir de (4.30);
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® os cossenos dos dngulos candnicos entre os subespagos de sinal de A e de E, obtidos
a partir da expressdo (4.37).

Entretanto, isto nao ¢ suficiente para determinarmos os vetores singulares a esquerda

de E, dados pela matriz Ug,. Consequentemente, ndo pudemos excluir por completo a
influéncia do ruido no célculo de w.

4.8 Interpretagao Geométrica da Sclucao

A falta do conhecimento completo da matriz de dados exata implica em um mimero
infinito de matrizes E que teriam gerado A pela adicio do ruido Y. Esta incerteza pode
ser facilmente verificada através dos exemplos seguintes.

4.8.1 Vetores no Plano

Restringindo-nos ao caso bidimensional, temos que A, E e Y € IR?, e reproduzimos
as restri¢des de construgao (4.4) e (4.23):

A=E+Y
EAY =0

A solugao classica para este sistema de equagdes é apresentada na figura 4.1,

& Lupar Geoméirico das Sobghes

Figura 4.1: As decomposicBes ortogonais do vetor A bidimensional.

O lugar geométrico dos vetores que satisfazem as condi¢des acima, é construido como
uma circunferéncia que tem o vetor A como didmetro. Cada ponto da circunferéncia
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define um par ortogonal E e Y que poderia ter gerado A. Mesmo se conhecermos o, o
que permite conhecer também Sg; e os dngulos candnicos a;, ainda temos duas solugdes
possiveis. Isto ocorre porque o nosso conhecimento restringe-se apenas as normas dos
vetores e ao angulo entre eles.

4.8.2 Vetores no Espaco Tridimensional

Expandindo o exemplo anterior para o caso tridimensional, verificamos que a incerteza
torna-se ainda maior. Ao invés de uma circunferéncia de soluges possiveis, agora temos
uma esfera que tem o vetor A como didmetro, como pode ser visto na figura 4.2. Se
conhecéssemos a varidncia do ruido, o méximo que poderfamos fazer seria gerar uma
esfera com raio ¢, que intersectaria a esfera solugio. A intersec¢io entre as duas esferas
consiste de uma circunferéncia, que é o lugar geométrico dos pontos que definem os pares
ortogonais E e Y, supondo-se conhecida a variancia do rufdo.

Assim, verificamos que, quando conhecemos &, a incerteza na determinagao de E no
caso tridimensional é a mesma observada no caso bidimensional com ¢ desconhecido.
Dai inferimos que, em umadada dimens&o, o conhecimento da variancia do ruido permite
reduzir nossa incerteza sobre E dquela que terfamos considerando uma dimenséao a menos
e desconhecendo o. Na figura 4.3, para facilitar a visualizacdo, apresentamos um sélido
composto por estes pares que poderiam ter gerado A.

sgar Geotnétrico das Solughes
tohbeecpdo-se O

Figura 4.2: As decomposi¢des ortogonais do vetor  Figura 4.3: Sélido gerado por todos os E e Y so-
A tridimensional. lucdes para o caso tridimensional.

Percebemos, entretanto, que no caso tridimensional, mesmo conhecendo a varidncia
do ruido, temos ainda infinitos pares solucdo para E e Y definidos pela circunferéncia.
Para casos de maior ordem, estes pares serao definidos por hiper-esferas, o que provoca
incertezas de dimensoes ainda maiores.
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4.9 'Todas as Solucgoes Possiveis

Desenvolvemos aqui a generalizagio multidimensional da incerteza apresentada na
secdo anterior.

Verificamos anteriormente que nao conseguimos estimar consistentemente os vetores
a esquerda de E a partir da SVD de A. Entretanto, podemos calcular os cossenos dos
dngulos candnicos entre os subespagos de sinal destas matrizes, mesmo sem conhecer E,
apenas atendendo as restri¢bes de que o ruido seja branco e ortogonal ao sinal exato.

Uma vez que néo podemos obter a matriz E que nos leva i solu¢io w isenta de ruido,
vamos entao descrever um conjunto completo de matrizes que poderiam ter gerado a
matriz A, segundo as condi¢bes (4.4}, (4.22) e (4.23).

Inicialmente definimos o que denominaremos por bola de matrizes [6], a qual estd
representada na figura 4.4.

i

Figura 4.4: Uma representacio do conjunto bola de matrizes B.

Definicao: Uma bola de matrizes B, com matriz central B, € €?*¢, matriz radial
esquerda B; € €7 e matriz radial direita B, € ¢™*?, é um conjunto de matrizes da

forma:
B={B | B=B,+B/ZB,, Z cC™™ éunitiria} (4.38)

O objetivo desta secdo é demonstrar que o conjunto de matrizes que apresentam
as informacgoes de E extraidas da SVD de A, constitui uma bola de matrizes. FEstas
informagoes sdo entdo transcritas para a forma de restrigdes a serem aplicadas ao conjunto
solugao para E. Seja, entdo, um conjunto de matrizes m xn com as seguintes propriedades:

1. O posto é M e os valores singulares ndo nulos sdo dados por Sg,;

2. Os vetores singulares a direita, correspondentes ao valores singulares nio nulos, sio
as colunas de Vg,;




SVD e Subespagos l 41

3. Os cossenos dos angulos candnicos entre os subespacos de sinal das estimativas de
E - digamos R(Upg,) - e o subespago de sinal de A sdo dados pelos elementos na
diagonal de C, conforme a expressdo (4.37).

4. A matriz de dados exatos original E pertence a este conjunto.

Primeiramente, vamos atender & terceira propriedade. Todas as matrizes X, ¢ @#(N-LjxM
que satisfazem tal condigao sao dadas por:

X, = Uy Z,CWH 1 U, Z,(1-CHCy*WH (4.39)

onde Z,, Z, e W, sdo matrizes unitarias arbitrarias de dimensdes adequadas.

Isto pode ser constatado calculando-se U X, :
U X, = UL [UWLZ,CWH £ UL Z.(1-CPCy/*WH] (4.40)
Como U¥ Uy, =1e UH Uy, =0, temos
Ul X, =Z,CW¥#, (4.41)

que é uma SVD com valores singulares na diagonal principal de C. Portanto, os cossenos
dos angulos candnicos entre Uy, e X, sdo dados pela diagonal de C, uma vez que X, é
unitdria, o que pode ser verificado por:

XX, = W,CHACWH + W, (1 - CHC)WH =1 (4.42)

A quarta propriedade implica em que a matriz unitdria Ug, respeite a condicao 3, ou
seja, atenda & expressio (4.39). Para tanto, determinamos os valores de Z,, Z, e W :

Ug, =U42,CWF 4 U, Z.(1-CPC)y/»WH (4.43)

Dad,
U Ug, =2,CWH (4.44)

Mas de (4.37), temos que UH Ug, = C, logo:
Z,CW¥ = C (4.45)
Como C é diagonal, concluimos que:
Z, =W, =1 (4.46)
Além disso, dado que U5, Uy, = 0, U, Uy, = I e (4.46), temos:

UH Ug, = Z,(I-CHCyp/? (4.47)
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Entéo,
Z, = U Ug,(1-CHC)/? (4.48)

Como nao conhecemos Ug,, ndo podemos determinar Z,. Assim, conseguimos apenas
exigir que Ug, € B,, onde B, ¢ um conjunto de matrizes unitarias:

B,={B, | B, =U4C+UgZ{I-CHC)/2, ZcQPW-L1-MIxM ¢ ynitéria} (4.49)

que define as propriedades do conjunto de matrizes compostas pelos vetores singulares &
esquerda de todas as matrizes B que poderiam ter gerado A.

Adicionando agora a primeira e a segunda propriedades, encontramos um conjunto B,
bola de matrizes, tal que:

B={B|B=U4CSs VL, +U4LZ(I-CHC)/*Sp, VE | Z ¢ CBW-L)-MxM ¢ ynitdria).

(4.50)

A partir da expressao (4.50) identificamos B, = Uy, CSg, VE | B; = Uy, e B, =

(I — CHC)/*8E, VE . Observamos também que na auséncia de ruido, C#C = I, logo

B, = 0 e a bola de matriz B teria apenas um tnico elemento, a matriz central B,.. Neste
caso, B, = UEISEIV%TU ou seja, o conjunto bola de matriz seria a propria matriz E.

A partir da SVD de A nao conseguimos recuperar completamente a matriz exata E,
o que ndo nos permite obter uma solugdo iinica para as expressdes (4.4), (4.22) e (4.23).
Como néo é possivel subtrair a influéncia do ruido sobre os vetores uy;, ndo conseguimos
excluir por completo a atuacdo ruidosa sobre a estimagao do vetor w para resolver a
equagdo normal (2.20).

4.10 Consideragoes Estatisticas

A analise até agora efetuada restringiu-se aos aspectos geométricos e algébricos. Nesta
secdo vamos apresentar os aspectos estatisticos que envolvem a consisténcia da formulacio
apresentada anteriormente.

Inicialmente, mostraremos que as condigbes (4.22) e (4.23) para a extragio das in-
formacgoes de E a partir da SVD de A tém apoio estatistico, sob algumas consideracdes
adicionais. Analisernos, entdo, a expressao a seguir:

APA =EFE+YPY + E¥Y + YPE (4.51)

Primeiramente, observamos os termos cruzados EY e Y¥E sob o ponte de vista
estatistico e efetuamos as seguintes consideragoes:
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¢ Os elementos de Y devem ter média nula. Dessa forma, como E é determinfstica,
E{EFfY} =0¢ E{Y7E)} = 0;

¢ Os elementos de Y devem ser independentes e identicamente distribuidos com va-
ridncia ¥?, possivelmente desconhecida. Dessa forma, temos E{Y” Y} = 2(N ~

L)L £ 071

Com estas consideragdes, a esperanca estatistica de A¥ A fica expressa como:

E{AYA} = E¥E 4 o1 (4.52)

Como EYE tem apenas M autovalores néo nulos, os M maiores autovalores de E{AF A}
corresponidem aos autovalores de EF E acrescidos de 1, enquanto os demais autovalores
s&o iguais entre si, valendo o®L

As observagbes acima sugerem que quando calculamos a média de diversos experi-
mentos com uma mesma matriz E e vérias realizacdes de ruido, como ¢ realizado neste
trabalho, as condigbes geométricas descritas anteriormente sao satisfeitas assintoticamente
com o nimero de experimentos considerados, pois:

o E{EFY} =0;
o VE E{Y!Y}Vg, =0;

e em média, o menor valor singular de S,4, ¢ maior do que o maior valor singular de
Sa.-

Para situagdes onde a matriz E néo pode ser utilizada repetidamente com realizacdes
distintas de Y, De Moor [6] demonstra que as condigbes acima sdo atingidas assintotica-
mente com o aumento do numero de amostras da matriz de dados ruidosos.

Estas consideragbes representam a motivacdo para a adocio das condigdes suficientes
representadas por (4.22) e (4.23).

4.11 Consideragoes de Ordem Pratica

Observa-se experimentalmente que os algoritmos baseados em SVD mantém-se robus-
tos mesmo com matrizes de dados compostas por poucas amostras, como serd verificado
nos préximos capitulos. Mesmo para casos onde ||EF'Y]| é somente pequena, a SVD de A
fornece boas aproximagoes para R{Vg, ) e R(VEg.), e quanto menor esta norma, melhores
Serao as aproximacgoes.
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Entretanto, considerando um ntimero limitado de amostras, a andlise efetuada até
aqui torna-se razoavelmente complicada, pois boa parte da informacio é perdida. Desse
modo, ndo mais se pode garantir que o ruido seja branco. Além disso, passa a existir uma
certa correlagdo entre o sinal e o ruido. Esta correlagio, mesmo desconhecida, danifica
a ortogonalidade entre E e Y. Embora ainda nao existam abordagens completamente
satisfatdrias, uma andlise do caso finito pode ser encontrada em [19].

A seguir, usaremos as informagcdes deste capitulo no sentido de melhorar o desempenho
do método FBLP para a deteccio de freqiiéncias.




Capitulo 5

O Método FBLP Modificado

5.1 Introducao

No capitulo 2 apresentamos o método FBLP para a detecgio de freqiiéncias. Verifi-
camos que este método permite a estimacao de exponenciais complexas nio amortecidas
embora seu desempenho seja vulneravel ao ruido, degradando-se rapidamente a medida
em que a SNR atinge valores pequenos. No capitulo 4 estudamos a influéncia do ruido
sobre a matriz de dados A. Observamos que podemos separar as informacgdes em um
subespacgo somente de ruido e outro de sinal. Porém, nao podemos excluir por completo
a atuacio do ruido, pois o subespago de sinal também sofre contribui¢io deste dltimo.
Essa limitag@o traduz-se na impossibilidade de determinar uma iunica matriz E a par-
tir da SVD de A. Neste capitulo, vamos determinar a estimativa de E no sentido dos
minimos quadrados. Partindo dai, definiremos o método FBLP Modificado, discutindo as
suas caracteristicas principais. Aplicaremos estes conhecimentos ao método baseado na
derivada da fase, abordado do capitulo 3, apresentando resultados de simulagoes ao final
deste capitulo.

5.2 A Estimativa por Minimos Quadrados - LS

Uma vez que, pela SVD somente, ndo podemos determinar uma inica matriz E que
poderia ter gerado A, faremos uma estimativa. A estimativa de E, matriz de dados exata
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de posto incompleto, no sentido dos minimos quadrados, dado o conhecimento de A, €é
obtida pela minimizagao da norma:

m1n||A—ELg|[}} (51)
Ers

onde E;g € Q*N-L)%L ¢ tem posto M.

A solugdo desta otimizagao [8] fornece:
Ers = U484, VE (5.2)

ou seja, uma estimativa baseada apenas nos elementos do subespago de sinal de A.

Esta estimativa pertence ao conjunto bola de matrizes B definido no capitulo anterior
|6], caracterizando-se como sendo a estimativa de norma minima para E.

Como a estimativa de w no sentido dos minimos quadrados é dada por w = A#b,
substituindo A pela estimativa de posto incompleto Eps, encontramos

M
1
w=Efb=3" ;—;vﬂufkb (5.3)

k=1

A estimativa obtida acima nada mais é do que aquela proposta por Tufts e Kumaresan
[29], que sera tratada em maiores detalhes na se¢io a seguir.

5.3 Melhorando o FBLP

O método FBLP Modificado foi proposto por Tufts e Kumaresan [29]. Nele, busca-
se diminuir os efeitos dos valores e vetores singulares do subespago de ruido de A, os
quais prejudicam desastrosamente o desempenho do método FBLP para a detecgio de
freqiiéncias proximas sob relagdes sinal-ruido pequenas. A solucdo w de norma minima
pode ser escrita como [1]:

min[2{N~L),L] 1

wis = A*.b = —vuuib 5.4
LS kz;; o AkU g, (5.4)

Como vimos no capitulo 4, a SV decompode a matriz A em partes de sinal e de ruido.
O mesmo se aplica a A¥ e, desse modo, podemos recompd-la com somente a parte do
subespago de sinal, ”filtrando-a”, de certo modo. Truncando a somatéria em (5.4) de
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forma a envolver apenas aos M primeiros termos, ou seja, aqueles relativos ao subespaco
de sinal, temos:

M
1 H
WM od, = —v 4y, b 5.5

que é idéntica & expressao (5.3).

Esta estimativa de w ja nao é a de norma minima, porém sofre menor influéncia de
ruido. Tufts e Kumaresan partiram dai, definindo uma fungao W (z)ps.q. utilizando este
w. Note que o polinémio W(z) mantém sua ordem L. Tufts e Kumaresan demonstram
que, para SNR’s ndo muito pequenas, os valores e vetores singulares de sinal de Epg
permanecem préximos dos correspondentes valores e vetores singulares de E. Agora,
portanto, os coeficientes de wWps,4. aproximam-se mais daqueles do caso sem ruido. Desse
modo, os zeros de W{z)pmoqa apresentam um compertamento préximo ao do caso nio
ruidoso, oferecendo melhores condig¢bes & estimagio precisa das freqiiéncias.

Definimos, assim, o método FBLP Modificado pelo subespago de sinal, ou método
dos componentes principais. Este resultado utiliza as informagées obtidas no capitulo 4,
reduzindo a atuacio ruidosa, porém ainda conserva a influéncia do ruido sobre os valores
e vetores singulares de sinal.

Plano Z i Piano Z

bmaginario
.Imaginario

Real Real

Figura 5.1: Zeros da funcdo de transferéncia FBLP,  Figura 5.2: Zeros da func3o de transferéncia FBLP
N = 25 amostras, L = 24, SNR = 10dB. Meodificade, N = 25 amostras, I, = 18, SNR =
10dB.

Os resultados obtidos em [29] sdo melhor discutidos em [1], de onde extraimos as

figuras 5.1, 5.2 € 5.3, sob as mesmas condi¢des de amplitude, freqiiéncia e ruido da figura
2.3.
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Comparando as figuras 5.1 e 5.2, verificamos que a restricdo de subespago reduziu
bastante as flutuagdes dos zeros estranhos devido ao ruido em relagio as suas posicdes
ideais, aproximando-se mais do caso n&o ruidoso. Entretanto, podemos acrescentar que a
manutencao da atua¢do do ruido sobre os valores e vetores de sinal continua prejudicando
os zeros de sinal, os quais ainda apresentam espalhamento ao redor de suas posi¢des ideais.

a0 T T T T T T T T
%0 F Modificado —
FBLP
pith
5]
= 60 [
€ sof e
S . .mée_gfv
= LT
'gn or. .. ;'L*—“IS
= s L=12
- 30 ‘Sr
20 b JL=
10 i i 1 1 1 i H ]
-5 4 5 16 15 20 25 30 35 40

SNR {dB}

Figura 5.3: Comparagio de desempenho entre os métodos ML, FBLP ¢ FBLP Modificado.

Na figura 5.3, podemos avaliar objetivamente os desempenhos dos métodos FBLP e
FBLP Modificado para detecgao de frequéncias. Observamos que a restricao ao subespaco
de sinal imprimiu significativo anmento na robustez ante o ruido, reduzindo a SNR de
limiar em até 14dB para L = 12 e em 8dB do melhor caso FBLP para o melhor caso FBLP
Modificado. O melhor desempenho foi alcancado para L = 18 € SNR de limiar de 7dB,
aproximando-se mais do desempenho dos métodos baseados em Maxima Verossimilhanca.

A partir destes resultados, Tufts e Kumaresan definiram experimentalmente o valor da
ordem Gtima para a estimacao das freqiiéncias, ou seja, correspondente & menor SNR de
limiar, como sendo L = (3/4)N. Para N = 25, a ordem 6tima seria 18, que é corroborada
na figura 5.3 pela curva respectiva, & qual apresenta a menor SNR de limiar e se posiciona
mais proxima do Limite de Cramér-Rao.

Em especial, destacamos o caso Kumaresan-Prony (KP), que ocorre quando L =
N — (M/2), ou seja, L = 24 neste caso. Este valor de L faz com que a matriz A tenha
dimensoes M x L. Como o numero de valores singulares nao nulos de A corresponde ao seu
posto, que neste caso vale min[M, L], A tem somente M valores singulares correspondentes
ao sinal, pois M < L por definigdo. Logo, a restricio da matriz A ao subespago de sinal
ocorre automaticamente. Entio, no caso KP, os métodos FBLP e FBLP Modificado se
equivalem e w5 nao sofre contribucgio do subespago de ruido.
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5.4 Derivada da Fase Modificada

A redugao de A ao subespago de sinal preservou a relagio entre w e W(z), uma vez
que ndo alterou a ordem do vetor de coeficientes de predigio. Logo, também néo alterou
a ordem do polindmio W(z). Assim, podemos aplicar os procedimentos do capitulo 3 ao
caso modificado, sem quaisquer restrigoes. Pretendemos com isto melhorar as estimativas
baseadas no espectro de derivada da fase, como poderé ser visto adiante nos resultados
de simulacoes.

Até onde nosso conhecimento permite afirmar, ndo ha mencio na literatura a esta
proposta. Assim, arriscamo-nos a afirmar que estamos definindo um novo método para a
detecgio de fregiiéncias por andlise espectral.

5.4.1 Comparacao de Desempenho entre o Espectro de Deri-
vada da Fase e a Extracao de Raizes para o FBLP Mo-
dificado

Apresentamos a seguir uma comparagio de desempenho entre o método de Deriva-
da da Resposta de Fase FBLP Modificado, aqui desenvolvido, e a abordagem cléssica
do FBLP Modificade usando extragio de raizes. Retomando a abordagem quantitativa
do desempenho, usando a expressdo (2.29) para a varidncia das estimativas, temos as
seguintes curvas comparativas entre os métodos supra-citados (figuras 5.4, 5.5 e 5.6):

S0 T T T T T T T ¥
80
0
60 F
50

a2

10 Jog[1/var(f1}), [dB}

30+

20 |- -

ID | 1 i 1 3 i 1 1
- 15 20 30 35 40
SNR [dB]

Figura 5.4: Comparaczo de desempenho entre os métodos FBLP Modificado usando raizes e derivada da
resposta de fase, [ = 18.

Podemos verificar que, para L = 18, a derivada da fase acompanha o desempenho da
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detecgdo por raizes até cerca de 14 dB, sofrendo ligeira degradagio & medida em que a
SNR aproxima-se de 8 dB, quando o desempenho de ambos alcanca a SNR de limiar.

o0 T d T 1 T T T T
g0 F ExtrZeros ~o-
Deriv.Fase -4
T8 E
60 [ P 4
E sor anCﬁ??-éL--" -
= 4wt e .
£ 30f Lo ~
§ =2
20 / “
]0 1 1 1 1 1 i k. I
-5 0 5 10 ki 35 40

i5 20
SNR [dB]

Figura 5.5: Comparagio de desempenho entre os métodos FBLP Modificado usando raizes e derivada da
resposta de fase, L = 12,

Para uma ordem de predigio igual a 12, observamos que enquanto a SNR de limiar
para a extracdo de raizes estd em torno de 9 dB, o limiar para a derivada da fase é cerca

de 14 dB.

90 T T T T T T ¥ T

Extr.Zeros o -
Deriv.Fase -4 o
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lﬂ 1 1 1 31 H 1 1 I
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Figura 5.6: Comparacio de desempenho entre os métodos FBLP Modificado usando raizes e derivada da

resposta de fase, L = 8.

No caso de L == 8, os valores de SNR de limiar das duas abordagens ficam em 12 dB
para o caso de raizes e em 15 dB no caso do espectro da derivada da fase.

Enfim, a restrigao ao subespago de sinal melhora em muito o desempenho do método
FBLP, permitindo um valor de SNR de limiar cerca de 5 dB abaixo da menor SNR de
limiar sem a modificacio.

Verificamos ainda que tal procedimento também se aplica 4 abordagem pela derivada
da fase, alcangando desempenho semelhante aquele obtido utilizando-se a extracio de
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raizes. Isto valida a utilizacdo da derivada da fase como método para a detecgio de

freqiiéncias, para ordens mais altas como L = 18, onde os desempenhos atingem seu
’ + "

ponto de maximo.

O uso da derivada da fase apresenta resultados muito superiores aos obtidos com
a abordagem pelo espectro de magnitude, embora ainda inferiores ao desempenho da
abordagern por raizes. Tendo em conta que esta tltima diferenca nio é grande e que os
procedimentos computacionais envolvidos no método da derivada da resposta de fase séo
mais simples, podemos afirmar que os métodos FBLP Modificado e Derivada da Resposta
de Fase FBLP Modificado sao competitivos.



Capitulo 6

FBLP e Minimos Quadrados Totais
TLS-FBLP

6.1 Introducgao

Nos capitulos anteriores utilizamos a otimizacao do filtro de erro de predicio segun-
do o critério dos minimos quadrados. Qutro critério mais abrangente é o denominado
Minimos Quadrados Totais, ou TLS - do inglés Total Least Squares. Este critério permite
otimizar de forma mais completa o vetor de coeficientes, admitindo erros tanto no vetor
desejado como na matriz de dados. Neste capitulo vamos desenvolver o TLS aplicado
a predigio linear forward-backward, na tentativa de definir um método FBLP segundo
o critério dos minimos quadrados totais, TLS-FBLP, que supere o FBLP convencional.
Apresentaremos ainda comparacoes entre o critério TLS e o minimos quadrados conven-
cional, bem como relacionaremos a estimativa do método TLS-FBLP aquela de minima
variancia. Finalmente, apresentamos uma comparacio detalhada de desempenho entre o
método proposto e o FBLP Modificado.
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6.2 A Estimativa pelo Critério de Minimos Quadra-
dos Totais - TLS

O método dos minimos quadrados totais pode ser considerado como uma generalizagio
da decomposigao harmonica de Pisarenko, bem como um refinamento da abordagem dos
minimos quadrados, pois combate o efeito do ruido tanto na matriz de dados observados
A quanto no vetor de observacgoes b, através de ajustes em ambos quando da busca de um
sistema homogéneo de equacdes para a otimizagdo de w. Intuitivamente, pode-se esperar
um melhor comportamento do TLS em relacao ao LS, que considera o efeito do ruido em
um unico termo da equagio normal, como veremos a seguir.

6.2.1 Analise pela Teoria de Perturbacgoes

Observando o problema de predi¢ao linear sob o ponto de vista da Teoria de Per-
turbagdes, podemos dizer que para obtermos a consisténcia do sistema de equacdes de
predicao linear:

Aw b (6.1)

podemos inserir um erro e entre os dois termos, de modo a se estabelecer a igualdade.
Desse modo podemos escrever:

Aw = (b+e) (6.2)

A solugao no sentido dos minimos quadrados (L.S) consiste em encontrar w, sujeito a
(6.2), que minimize a norma quadrética de e, isto é, que assegure:

min |le]l; ,tal que (b +e) € R{(A). (6.3)

Neste caso (b+e) podera ser "predito” pelas colunas de A, pois a expressio (6.2) implica
em que, particionando A em vetores coluna, tenhamos:

un
.. . ws
[alza,: :aL] . | =(b+e) (6.4)
wr,
logo:
(b+e)=wa, +w,a,+ - +wgag (6.5)

ou seja, (b + e) é uma combinagéo linear das colunas de A.
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O critério TLS pressupoe a perturbagdo tanto em b como em A, para obtermos a
igualdade em (6.1), conquistando assim um grau de liberdade maior para solucionar o
nosso sistema. Portanto, escrevemos:

(A +D)w=(b+te) (6.6)

onde D é 2(N — L) x L, matriz de perturbacio de A. De outra forma:

([Aib]+[Die])

~ } =0 (6.7)

que é uma equacio homogénea como na decomposigido harménica de Pisarenko. Entio, a

solugdo TLS consiste em encontrar w que minimize a norma quadrdtica de [D:e], sujeito
a (6.7).

6.2.2 A Solugao dos Minimos Quadrados Totais

Seja P2 [Aible Q2 [D!e] com dimensdes 2(N — L) x (L +1). A solucio TLS
consiste em encontrar w tal que se atinja:

mig A b] - BJ; (6.3)
para B € C*(V-L)x(Z+1) gyjeito a (6.7), ou seja, encontrar w que assegure:
min ||Q|l7 ,talque(b+e) € R(A +D) (6.9)

Seguindo os passos desenvolvidos em [8], a estimativa TLS serd obtida a partir da
SVD de P. Portanto fazemos:

P =UpSpVy (6.10)
ou seja:
min[2(N —L) (L+1)]
P= > TPk VPR Up( (6.11)
k=1
onde:
e Up =lupg) - Up(z(N-1)) e Q2(N-Lyx2(N-1),

] Vp = [VP(I) v VP(L+1)] G(D(L-H)X{Lvé»l);
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o Sp = diaglopq), -+ OP(minf2(V~L).(L+1y)] € IREV-LIx(TH1),
® Op(1) 2 0P@2) 2 " 2 OP(M) > OP(M+1) = " * = Op(minf2(N—L),(L+1)]) = 0.

Como admitimos, a partir de (6.6), que (b + e) é combinagio linear das colunas de

(A + D), podemos considerar que o posto de {[A :b]+[Die]) é incompleto. Desse modo,
pode ser demonstrado que [7]:

posto(B) < o L (L43)] IQllF = op(min2(N-Ly,(L+1)) (6.12)

o qual é atingido fazendo-se:

Q=-~Pvv” (6.13)
onde v é qualquer vetor unitario no subespaco S, definido pela combinacio linear de
{VP(M-H)s aVP(L-t-l)}'

Para verificarmos que esta escolha atende aos requisitos da solugio procurada, vamos
escrever v na seguinte forma:
<
*{} 614
o

tal que o # 0 e x €CL.

Se fizermos:

WrLs = —— (6.15)
«
ou seja:
WrLs
v
[ ] = (6.16)
-1 a

e definirmos Q como em (6.13), entdo podemos escrever:

(wewmie) || < oren| "]
= P (I—VVH) [ WTLS }

~1
= PI-w)(-3)

1
= —=(Pv - Pvvy)
o

1
= ME(PV —Pv)

= 0. (6.17)
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Portanto, o vetor wrzs definido por (6.15) satisfaz a equagéo (6.7), assegurando que ||Q]|%
seja minima. Logo, sob a luz das consideragbes efetuadas, segue-se que wrg resolve o
problema TLS e depende apenas dos vetores singulares & direita correspondentes ao menor

valor singular de [A :b]. Entretanto, se nio existir v em S, tal que a # 0, o critério TLS
nao consegue resolver o sistema.

No caso de termos um sistema subdeterminado, ou seja, 2(N — L) < (L +1), terfamos
mais incognitas do que equagdes em (6.7), o que, segundo [12], produz infinitas solucdes
com erro nulo. Para esta situacéo, a solugdo TLS é a mesma obtida pelo LS. Logo,
podemos assumir wrrs = A¥b.

Para um sistema sobredeterminado, 2(N — L) > (L +1) e op(L+1) é o menor valor
singular de P. Para o caso de op(z41) ser um valor singular repetido de P, temos infinitas
solugOes e, dentre elas, a solucido de norma minima.

Em particular, quando M = L, os valores singulares de P sio todos distintos e TP(L+1)
¢ Unico. Nesta situagio é possivel obter uma solugio tinica dada por:

1 VP, (L4+1)]
WTLg o — ————ee——— : (618)
YP{(L+1),(L+1)]
VPIL(L+1)]
dado que vp[r+1),+1)} # 0, pois existe apenas um vetor v em S,,. Neste caso, a solucdo
TLS reduz-se a mesma estrutura algébrica da solucio de Pisarenko.

Golub e Van Loan [8] demonstram que a solugdo de norma minima para o TLS é dada
por:

WrLs = — Ii:l 2 UPI(Ei1.4 X3 (6.19)
k=M1 Zi.—-.t}tll+l {UP[(L-H)J}]2
onde
Xk
VP(k) = (6.20)
UP(L+1),4]

Esta solugao atende aos casos de infinitas solugdes para sistemas sobre e subdetermi-
nados, igualando-se a solucéo unica quando L = M.
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6.2.3 Comparacao entre Minimos Quadrados e Minimos Qua-
drados Totais

Apresentamos agora uma interpretagdo geométrica para a diferenca entre as minimi-
zagdes LS e TLS. Minimizar o erro TLS equivale a minimizar }||D : e]||, sujeito & condi¢do
(6.7). A norma ||[D: ]|, é calculada como:

D:ejzl.

I el = max L

25 izl (6.21)

[D : e}, condicionada por (6.7), apresentard norma minima se satisfizer (6.13). Neste
caso, segundo Golub [8], temos

: [[D:e] vl
D :elil, = 6.22
. (622
para v € &,. Além disto, temos que, para 2(N — L) > (L + 1):
ID:elll. = opEin (6.23)

Portanto, 0}2;( L+1), Neste caso, é o valor do erro médio quadrético envolvido na predigao
linear.

Usando (6.15), substituimos v e temos:

WTLS
[Dze][ }
-1

WrLs
-1

Como, a partir de (6.7), podemos fazer:

Wrrs
z—[DEe][ } (6.25)

2

. WTLs
[A:b]
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entao:
WTLS
[Aib]| -
= Jl; 6.26)
—— = Op(L41) (6.
-1

2
A interpretacao geométrica do problema TLS torna-se visivel quando calculamos:

2

WTLS
[A:Db]
-1 2 _ 2(N-L) Ia,HWTLS . bilz (6 27)
WrLs ? i=1 wiswrrs + 1 ’
-1

2

onde a; € a i-ésima linha de A e b; é o0 1-ésimo elemento de b. Vamos, agora, interpretar
a quantidade
H
ajw —b|?
d; = 1 AL 6.28
whw + 1 (6.28)
No caso mais simples quando L = 1, A e b sio vetores 2(N — 1) x 1, enquanto w ¢

um escalar. Assim, a relacio Aw = b fica expressa como:

a1 b
a b
? w R :2 (6.29)
AN -1) bav-1)

Na figura 6.1 apresentamos uma representacio no plano para as relagdes a;w =~ b;,
1 <¢<2(N —1). Dado um conjunto de pontos (a;, §;), correspondentes as coordenadas
de A e b, tentamos aproximé-los com uma reta de coeficiente angular w.

Na otimizacdo LS consideramos erros apenas em b para aproximar o conjunto de
pontos pela reta de coeficiente angular wrg. Na figura 6.2, tomando apenas o ponto
(@i, b;), o critério LS minimiza a distancia do ponto (a;, a;wrs) ao ponto dado, a qual tem
o valor ]a,-wLS o b,".

Por outro lado, na otimizac¢io TLS consideramos erros tanto em b como a de forma a
aproximar os pontos pela reta de coeficiente angular wyrs. Nafigura 6.3, verificamos que a
reta wrzs inclina-se de um angulo B, tal que cos(8) = 1/(wk s + 1)1/2. Logo, analisando
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(e .b)
o Aw=b

Rt 3]

RST
TS
o]
(a,b)

Figura 6.1: Diferencas no ajuste da reta w pelos critérios LS ou TLS.

a parcela da norma quadratica minima do erro TLS dada por (6.28), verificamos que
podemos escrever:
. . _ b2
i?wi‘g%?éi_‘ = |a;wrLs — bi|? cos?(B) (6.30)
wrrs + 1

indicando que esse critério minimiza a distancia perpendicular da reta ao ponto dado.

aw=h

b b awz=h
_____________ A
apy 1.
{ayam)
tapw - bt i tag - b
b 33 g
lgw-b foos ‘(_..
b X S w R
1 {a, i) b (a, B
o ag a
Figura 6.2: O erro LS. Figura 6.3: O erro TLS.

Assim, generalizando para outros valores de L, o critério TLS minimiza a soma das

distancias quadraticas de cada ponto { 2‘ ] €@L*! ao ponto mais préximo do subespaco
P, definido por

'P,,,z{[?] lae@L,bE(E,b:WHa} (6.31)

Concluimos, portanto, que para o ajuste de uma curva entre os pontos observados, a.
abordagem LS atua na minimizacao das distincias verticais, considerando o erro apenas
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no vetor b, enquanto que o TLS minimiza as distincias perpendiculares, ajustando tanto
b quanto A.

6.2.4 A Relacao entre Minimos Quadrados e Minimos Qua-
drados Totais

A SVD de P relaciona-se com a SVD de A de uma forma bastante complicada [32].
Entretanto, pela SVD de P podemos extrair uma relacio a partir da seguinte expressao:

(PHP)vpuy = ohwyVe® (6.32)
ou seja:
AHA APp Xk Xk
e = O'?J(k) e (6.33)
b7A bbb UP[k,(L41)] UPlk,(L+1)] :

Isto resulta nas seguintes expressoes para Xi € Upk,(L+1):

(AHA — ‘7}23(k)1)xk + 'Up{k’(L_,_l)]AHb =0 (634)

b Axy + (b¥b — o Jvpp iz = 0 (6.35)

Se os valores singulares de A e P forem todos distintos entre si, entdo (A¥F A — a;.(k)I)
¢é inversivel, caso contréario, invocamos a pseudo-inversa. Explicitando x;:

X = —vpjr+1) (AT A — oy I)* AP D (6.36)
e substituindo em (6.19) temos:
L41
wrrs = (1/%) 3 |opp sy (AYA — o3 DH*FATD (6.37)
k=M41
onde:
L+1
(1/e®) 22 lvpp+nl* =1 (6.38)
k=M4+1
para a # 0.

Para 2(N — L) > (L + 1), se opp) =~ op onde k = (M +1),---,(L + 1), temos que o
termo que contém opx) pode ser exteriorizado da somatéria, e a soma restante iguala-se
a 1. Assim, podemos reescrever a estimativa TLS como:

wrrs = (AT A — o2I)*AFD (6.39)
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que pode ser expressa por:
wrps= VA(E{E, - c2)' 24U (6.40)
ou seja:

L
o
WrLs = ) “‘“«.~_M‘?VA{k)u§(k)b (6.41)
k=1 TA(x) — 9P
que, simplificando, fica:
L 1

wrLs =

k1 TAky — OB/ oAk

VA(k)uf(k)b (642)

Observamos que op deve ser menor do que o4(z) € que, quando a varidncia o3 do
ruido é nula, ou seja, na auséncia de ruido, a expressio anterior reduz-se ao caso LS.

Embora essa expressao resulte da aplicagdo de uma série de consideracdes que nem
sempre se verificam, ela permite observar que a otimizagdo TLS tenta corrigir as pertur-
bagdes ruidosas sobre os valores singulares de A. Aparentemente podemos afirmar que
a solugdo TLS sera melhor do que a LS caso as perturbagdes sobre os valores singulares
estejam em torno de o2/ 4.

TLS-FBLP Modificado

Como o mimero de exponenciais complexas presentes no sinal é M, aplicamos i ex-

pressdo (6.42) a mesma restri¢io ac subespaco de sinal efetuada por Tufts e Kumaresan
[29][22):
d 1

WTLSM = VA(k)ug(k)b (6.43)

k=1 ) — OB/ Ak
As afirmagbes dos tiltimos pardgrafos também valem para este caso. Entretanto, nossa
experiéncia pratica demonstrou que a utilizagio desta expressio ndo atinge bons resulta-

dos, muito provavelmente porque as consideracdes necessirias 3 sua validade sio muito
%
particulares.

Por outro lado, veremos adiante que a expressdao (6.19) mostrou-se sufuciente em
simulagOes comparativas com o método FBLP Modificado.
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6.3 Estimativa de Varidncia Minima - MV

Um aspecto de extrema importancia no desempenho de um estimador, devido & alea-
toriedade dos sinais estudados, € a variincia das estimativas. Tal medida tem sido tradi-
cionalmente utilizada como parametro de desempenho pelos autores na drea de detecgao
de freqiiéncias. Dessa forma, buscamos determinar a estimativa de varidncia minima da
matriz E, obtida pela aplicagio de uma transformacio linear X sobre a matriz de dados
A de forma a garantir a minimizacao:

min | AX - E||} (6.44)

sujeito a X € CX*L, onde E é deterministica e foi considerada a estimativa média, para
que a minimizacio acima atue sobre a variancia.

A solugao para a otimizagao acima, considerando A ruidosa e de posto cheio, pode ser
acompanhada em [6], resultando em:

X = (AHA)APE (6.45)

logo:
AX = A(APA)APE (6.46)

Embora ndo conhegamos E, usando as SVD’s de A e E em (6.46), pode ser demons-
trado que [6]:
AX = U4 [S%,(S%, + "D/ VE, (6.47)

a qual pode ser escrita como:

Euyy = AX = Uy, %1531‘751 (648)

Utilizando (4.37) em (6.48), podemos constatar que Esy corresponde & matriz central
B. da bola de matrizes B, conforme a expressdo (4.50). Na construgio da figura 6.4,
tragamos uma representacao espacial da bola de matrizes B e das matrizes correspondentes
s estimativas de norma minima e de varidncia minima para E, respectivamente Epg e
E v, correspondente a matriz B,.

Salientamos na figura 6.5 o caso de vetores no plano tratado no Capitulo 4. Nela
podemos observar a estimativa B, de varidncia minima dado o conhecimento da variincia
o? do ruido. Neste caso, Z € um escalar que assume valores simétricos, originando, pela
soma de B;ZB, a B,, um conjunto bola de matriz composto por dois vetores estimativa
de E. Observamos que a estimativa de varidncia minima consiste na média dos elementos
da bola de matriz.
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Figura 6.4: Uma representacio do conjunto bola de  Figura 6.5: Conjunto bola de matrizes B e Ey
matrizes B e da estimativa de variincia minima de  para vetores no plano,
E.

Substituindo A por Eprv em w = A#b, encontramos a estimativa de varidncia minima
para o vetor de coeficientes do FEP:

wary = (Eary)#b (6.49)
ou seja:
< T Ak H
WMY = Z 2 VAkuAkb- (650)
k=1 aEk

6.4 Relacao entre as Estimativas de Variancia Minima
e Minimos Quadrados Totais Modificado

Partindo da expressdo final do wysy modificado para o subespago de sinal (6.43),
restringimos nossa atengio ao denominador. Explicitando ¢4 no denominador, resulta:

TA(k) o = Ziy — 7 (6.51)
T A(k) T (k)
a partir da expressdo (4.28) temos que 8%, = 8%+ oL, logo:
TAGK) ~ o (ki +o7) =" (6.52)
7 o TA®K) '
ou seja:
2 o2
GA(i:) - g == —-‘?—(ﬁ)— (653)

T AR T Alk)
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Retornando a expressio (6.43), agora substituindo o denominador, resulta:

M
o
WILsM = ) df(k) VA(k)uf(k)b (6.54)
k=1 E(k)

que na forma matricial podemos escrever:
wrrsm = Va,84,S57UL b (6.55)

Portanto, wrrsy = wWasv, ou seja, as estimativas de w pelo método dos minimos
quadrados totais modificado sdo de varidncia minima. Este resultado vale sob as con-
sideracdes da subsegdo 6.2.4, porém serve apenas como indicativo da potencialidade da
aplicagdo do critério TLS.

6.5 Desempenhos em Perspectiva

Visando comparar o desempenho dos métodos TLS-FBLP e FBLP Modificado, efe-
tuamos o calculo das curvas de desempenho para todas as ordens de predigdo cabiveis,
utilizando as expressdes (5.5) e (6.19). Apresentamos estas curvas de forma simultinea,
através das superficies de desempenho mostradas nas figuras 6.6, 6.7, 6.8 e 6.9, as quais
permitem acompanhar a variagdo da performance dos métodos em fung¢io da ordem de
predicdo e da SNR. Destacamos, em todas elas, através de linhas descendentes, os niveis
de desempenho para cada valor de ordem de predicio L, desde L = 2 até L = 24. As hi-
nhas transversais foram tracadas almejando, tio somente, melhorar o aspecto das figuras.
Estas supeficies permitem verificar onde ocorre o melhor desempenho, o pior ou entao
acompanhar a variacdo das SNR’s de limiar pelo formato da borda da superficie a partir
da qual o desempenho sofre maior degradacao.

Através das figuras 6.7 e 6.9, podemos observar que os desempenhos gerais do TLS-
FBLP e do FBLP Modificado, para grandes valores de SNR, oscilam conforme a ordem de
predicio, sendo melhores para as ordens impares e piores para as pares. Devemos observar
que no caso Kumaresan-Prony (KP)[29], L = 24, tanto o FBLP Modificado quanto o TLS-
FBLP, fornecem a mesma curva de desempenho. Na verdade, as curvas se assemelham a
partir da ordem 20, embora com algumas diferencas sutis. Esta semelhanca se deve ao
fato de que para L > 2(N — L), os critérios TLS e LS fornecem os mesmos vetores de
coeficientes, como apontado na subsegao 6.2.2. Entretanto, a restricio ao subespaco de
sinal, empregada no FBLP Modificado, altera a matriz de dados, produzindo as diferengas
observadas.




FBLP e Miiimos Quadrados Totais - TLS-FBLP 65

100+
e g
g s
= 60 ; F1
;-‘-' R : _. o, é
£ ol e e le g
£l IR ®
M ,ﬁ.zﬂ"if'{?%%m
N7, LAY
E S~ 20
20

1. - ordern de predicac

Figura 6.6: Superficie de desempenho para o Figura 6.7: Superficie de desempenho para o
método TLS-FBLP (perspectiva  esquerda). método TLS-FBLP (perspectiva 2 direita).
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Figura 6.8: Superficie de desempenho para o Figura 6.9: Superficie de desempenho para o
método FBLP Modificado (perspectiva 3 esquerda).  método FBLP Modificado (perspectiva 3 direita).

Nas figuras 6.10 e 6.12 tracamos também as curvas de nivel para as superficies apre-
sentadas, gerando alternativas para a visualizacdo do contorno de limiar. Nas regides
onde as superficies sdo mais ingremes, as linhas ficam mais préximas entre si, definindo
o limiar de desempenho e, consequentemente, as respectivas SNR’s de limiar para cada
ordem de predigdo. Nas figuras 6.11 e 6.13, para facilitar a compreensio da vista de topo,
apresentamos as perspectivas das posi¢bes das linhas de nivel.
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Figura 6.10: Linhas de nivel para a supeficie de de-  Figura 6.11: Linhas de nivel para a supeficie de de-
sempenho TLS-FBLP (vista de topo). sempenho TLS-FBLP (perspectiva).

Figura 6.12: Linhas de nivel para a supeficie de de-  Figura 6.13: Linhas de nive! para a supeficie de de-
sempenho FBLP Modificado (vista de topo). sempenho FBLP Modificado (perspectiva).

No TLS-FBLP verificamos que o desempenho acima do limiar varia mais suavemente
com a ordem e que o contorno de limiar € mais suave, ou seja, a variacao dos valores de
SNR. de limiar € muito pequena para ordens L de 8 a 18. Neste caso, o menor valor de
SNR. de limiar encontrado foi 8 dB e ocorreu em L = 16, conforme pode ser observado na
figura 6.10. Observando o FBLP Modificado, é facil constatar que o contorno de limiar
¢ mais agudo, bem como o melhor desempenho ocorre na regido de L = 14 a L = 18,
piorando bastante fora deste intervalo. Para ordens pequenas verificamos vales profundos
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mesmo para grandes SNR’s. Pela figura 6.12 percebemos que a menor SNR de limiar
para o FBLP Modificado tem o valor de 7dB e verifica-se para L = 17, diferente da ordem
étima proposta por Tufts e Kumaresan, L = (3/4)N, que equivale a L = 18 neste caso.

Observamos que o melhor desempenho, tanto para o TLS-FBLP quanto para o FBLP
Modificado, ocorreu quando a ordem de predi¢do empregada foi tal que as respectivas
matrizes de dados tornaram-se aproximadamente quadradas. Assim, propomos a medida
analitica que afirma que a ordem 6tima é aquela que mais aproxima a matriz de dados da

forma quadrada, em substitui¢do & medida empirica assinalada por Tufts e Kumaresan
para a ordem de menor SNR de limiar do FBLP Modificado.

As figuras 6.14 e 6.15 mostram outra forma interessante de apresentar os resultados
acima utilizando o vetor gradiente sobre as superficies de desempenho. Observando de
topo, identificamos os pontos de maior inclinacdo da derivada pelas setas majores, corres-
pondentes a projecdo do vetor gradiente sobre o plano horizontal. Assim, o limite entre
os pontos e as setas marca a SNR de limiar para cada valor de L.
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Figura 6.14: Vetores na direcdo do gradiente pa-  Figura 6.15: Vetores na direciio do gradiente para a
ra a superficie de desempenho TLS-FBLP (vista de  superficie de desempenho FBLP Modificado {vista
topo). de topo).

As figuras 6.16 e 6.17 mostram a sobreposi¢do das diversas curvas de desempenho
obtidas para os métodos TLS-FBLP e FBLP Modificado. Apresentamos também o Limite
de Cramér-Rao, o qual ¢ acompanhado pela curva do método de Maxima Verossimilhanca,
extraidos de [20]. Estas superposi¢des permitem-nos verificar que a concentragio mais
acentuada das curvas do TLS-FBLP, confere maior uniformidade de desempenho a este
iltimo em contraste com o FBLP Modificado. Observamos também que no TLS-FBLP
as curvas 580 mais suaves e parecidas umas com as outras do que no FBLP Modificado,
onde elas tém uma aparéncia mais "quebradica”.
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Figura 6.16: Sobreposicio das curvas de desempe-  Figura 6.17: Sobreposiciio das curvas de desempe-

nho TLS-FBLP. nho FBLP Modificado.

Na figura 6.18 destacamos as curvas correspondentes aos menores valores de SNR de
limiar para os métodos TLS-FBLP e FBLP Modificado, ou seja, as curvas relativas aos
melhores desempenhos.
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Figura 6.18: Comparacio entre os melhores desempenhos TLS-FBLP e FBLP Meodificado.

Portanto, o melhor desempenho absoluto foi verificado no método FBLP Modificado
de Tufts e Kumaresan. Entretanto, pelas figuras acima, fica patente que a diferenga é
pequena e que o desempenho do método TLS-FBLP € mais robusto & variagao da ordem
de predi¢do L. Ressaltamos que tanto o TLS-FBLP como o FBLP convencional, obtém
solugdes 6timas, assemelhando-se neste aspecto, pois ndo fazem restrigio ao subespaco de
sinal. Entretanto, o desempenho do TLS-FBLP é muito préximo do melhor desempenho
do FBLP Modificado. Logo, dado que o desempenho deste iltimo supera bastante o do
FBLP, concluimos que o TLS-FBLP é significativamente superior ao FBLP convencional.

Comparando qualitativamente a complexidade computacional dos métodos TLS-FBLP
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e FBLP Modificado, verificamos que a aplicagao da SVD sobre a matriz P sempre envolve
mais cdlculos do que a SVD de A, pois P tem uma coluna a mais do que A. Diferente-
mente, a obtengao da solu¢ao w depende dos valores de M, N e L, ou seja, das dimensdes
dos subespacos de sinal e de ruido. Quanto menor for M, menor a quantidade de cilculos
necessarios para obter Was,q.. Por outro lado, quanto menor o nimero de vetores VP(M+1)
a Vp(r41), menor a complexidade da determinagio de wrrs. Para o.nosso caso de simu-
lagdo, como utilizamos M = 2, verificamos que o TLS revelou-se mais complexo do que o

FBLP Modificado.

Até onde temos noticia, podemos dizer que o método TLS-FBLP ¢ inédito, revelando-
se promissor por ser um método étimo e possuir desempenho compardvel ao do FBLP
Modificado para a detecgéo de freqiiéncias.




Capitulo 7

Conclusoes e Sugestoes

7.1 Resumo

Neste trabalho estudamos a deteccdo de frequéncias através de métodos baseados
em predicao linear no contexto forwerd-backward. Mostramos que podemos estimar as
freqiiéncias a partir dos zeros de um polinémio definido pelos coeficientes de um filtro de
erro de predigao, projetado segundo o método FBLP, bem como a partir de sua resposta
em frequéncia.

Estudamos o teorema da decomposicio em valores singulares e o aplicamos sobre a
matriz de dados. Detalhamos as implicagées da atuagio do ruido sobre os valores e
vetores singulares e estabelecemos as limitagbes para a estimacio da matriz de dados nao
ruidosa, interpretando este problema sob um ponto de vista geométrico. Apresentamos o
desenvolvimento do método FBLP Modificado e comparamos este ao FBLP convencional.

Analisamos a resposta em freqiiéncia do filtro otimizado, concentrando-nos na respos-
ta de fase. Verificamos que a derivada primeira da resposta de fase apresenta melhor
resolucao espectral do que a resposta de amplitude. Definimos, entio, um novo método
para a deteccdo de freqliéncias sob uma abordagem de analise espectral, associando a
precisao do FBLP Modificado & melhor resolugdo da derivada da resposta de fase.

Estudamos o critério de minimos quadrados totais para a otimizacdo da predigio
linear, detalhando as diferencas entre o emprego deste critério e do minimos quadrados
convencional.

Aplicamos o critério de minimos quadrados totais & predigao linear forward-backward,
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definindo um novo método para a detecgao de freqiiéncias. Comparamos seu desempenho

aquele do FBLP Modificado através de simulagbes detalhadas que revelaram aspectos
ainda nao observados deste ultimo. h '

7.2 Conclusoes e Contribuicoes

0 método FBLP mostra-se ineficiente nos casos em que dispomos de um nmimero redu-
zido de amostras do sinal, quando as freqii€ncias estdo mais préximas do que o reciproco
do intervalo de observagido, ou ainda se a relacdo sinal-ruido assume valores abaixo de
12 dB. A utilizagdo da SVD para a restricio da solugio FBLP ao subespago de sinal,
definindo o método FBLP Modificado, resulta em melhora significativa do desempenho,
fazendo a. SNR de limiar cair para cerca de 7 dB.

Estudando a SVD em detalhe, verificamos que a ortogonalidade entre o sinal e o ruido,
bem como a caracteristica do ruido ser branco sdo condigées suficientes para a extragao do
sinal exato a partir apenas da SVD da matriz de dados ruidosa. Entretanto, constatamos
que nao nos € possivel conhecer os vetores singulares & esquerda da matriz de dados
isenta de ruido, ndo sendo possivel nos eximirmos por completo da influéncia ruidosa na
estimacao das freqiiéncias. Por outro lado, mostramos que é possivel obter os valores e
vetores singulares a direita da matriz de dados do caso nio ruidoso, bem como determinar
os angulos canonicos entre os subespacos de sinal dos casos com e sem ruido. Isto permite
delimitar um conjunto bola de matrizes contendo todas as estimativas validas da matriz
de dados nao ruidosa.

Verificamos que a derivada da resposta de fase apresenta resolucio espectral signifi-
cativamente superior aquela da resposta de amplitude e que, quando associada aoc FBLP
Modificado, seu desempenho acompanha o obtido por este tiltimo com extracao de zeros.
Isto define um novo método para a detecgao de freqiiéncias.

O critério de Minimos Quadrados Totais (TLS) pode ser aplicado & predigao linear
forward-backward (FBLP), admitindo erros nio somente no vetor desejado b, como efe-
tuado por Minimos Quadrados convencional (LS), mas também na matriz de dados A e
otimizando o vetor w de coeficientes de predigdo através de um sistema homogéneo de
equagdes, como no método de Pisarenko.

Isto permite criar um novo método para a detecgio de freqiiéncias, o qual denominamos
TLS-FBLP, que supera significativamente o desempenho do FBLP convencional de Ulrych
e Clayton e Nutall, reduzindo a SNR de limiar para a detecgao.

Comparando o TLS-FBLP com o método FBLP Modificado de Tufts ¢ Kumaresan,
pudermnos observar que este ltimo, no melhor caso, apresenta uma SNR de limiar cerca de
1 dB inferior aquela do método proposto. Entretanto, além desta diferenca ser pequena,
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o método TLS-FBLP ¢ menos sensivel & variacio da ordem de predicdo. Verificamos
também que os melhores desempenhos dos métodos ocorrem quando a matriz de dados
ou a matriz de dados extendida sdo aproximadamente quadradas. No caso de as matrizes
serem exatamente quadradas e de posto cheio, as otimizaces LS e TLS fornecem solugdes
tinicas para w. Isto define uma indicacio analitica para as ordens correspondentes aos
melhores desempenhos do FBLP Modificado e TLS-FBLP, superando a definigio empirica
de Tufts e Kumaresan.

Ressaltamos ainda que o melhor desempenho do FBLP Modificado somente é al-
cancado através da restricdo da matriz de dados ao subespago de sinal, violando a so-
lugao 6tima. Enquanto isso, o TLS-FBLP fornece uma solugio que é 6tima, sem qualquer
processamento adicional, e cujo desempenho se compara ao obtido pelo FBLP Modificado.

Até onde temos noticia, podemos dizer que o método TLS-FBLP é inédito, revelando-
se promissor por ser um método o6timo e possuir desempenho compardvel ac do FBLP
Modificado para a detecgao de freqiiéncias.

7.3 Sugestoes de Trabalhos Futuros

As informacoes extraidas a partir da SVD da matriz de dados ruidosa sao insuficientes
para o conhecimento mais preciso da matriz sem ruido, produzindo um conjunto bola
de matrizes. Isto limita a possibilidade de reducio do efeito nocive do ruido sobre a
estimacao das freqliéncias. Entretanto, se levarmos em consideragao que conhecemos a
forma do nosso sinal original, ou seja, que sio sinais senoidais, temos a expectativa de
reduzir a incerteza representada pela bola. Isto permitiria estabelecer um subconjunto
que conteria a matriz desejada, melhorando as estimativas da matriz de dados para o caso
especifico de sinais senoidais.

Além disso, como um corolario sobre a aplicagio dos dois métodos aqui desenvolvidos,
pretendemos analisar o desempenho da sua associagdo. Nossa expectativa € que a sensi-
bilidade da derivada da fase & variagido da ordem de predigdo seja reduzida pelo emprego
da otimizacio TLS.

Pretendemos também esmiucar o procedimento para a obtencdo da solucio TLS,
relacionando-a com a solucao LS, bem como estudar a SVD de P, matriz de dados extendi-
da, verificando a possibilidade de desenvolvimento de um método TLS-FBLP Modificado,
do qual esperamos desempenho melhor do que o do FBLP Modificado de Tufts e Kuma-
Tesan.

Modelos de espago de estados tém sido tradicionalmente utilizados em Controle Au-
tomatico, fornecendo descricbes mais detalhadas dos sistemas devido & exploragio de
informagoes adicionais, contidas no equacionamento a diferencas das relacdes lineares. Es-
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resulte em estimativas mais precisas e em um método mais robusto & diminui¢ao da SNR.

Pretendemos estender a aplicagao dos métodos estudados a problemas reais, desen-
volvendo versdes dos mesmos implementadas em algoritmos adaptativos. Uma aplicacao
imediata dos procedimentos descritos nesta tese é o estudo e desenvolvimento de algo-
ritmos para a detecgdo de diregdo de chegada de sinais de radar e sonar, normalmente
empregando arranjos de antenas. Uma outra area de potencial aplicagdo é o Processa-
mento de Sinais Biomédicos, como por exemplo a separacio do eletrocardiograma do feto
do ECG da mae, conforme efetuado por De Moor [4].
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