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Resumo

Esta dissertacao trata dos problemas de estabilizacao e controle H,, e Ho por realimen-
tagdo dinamica de saida de ordem reduzida de sistemas lineares discretos no tempo. As
matrizes associadas a representacao de espaco de estados possuem duas classes de ma-
trizes variantes no tempo, uma com dependéncia polinomial em parametros variantes no
tempo e outra limitada em norma. As condigoes de projeto sdo formuladas em termos de
desigualdades matriciais lineares dependentes de parametros combinadas com buscas em
escalares, sendo capazes de prover controladores robustos ou escalonados. Dentre as no-
vidades técnicas, destaca-se um tratamento genérico da matriz associada a saida medida,
permitindo matrizes com dependéncia polinomial nos parametros variantes no tempo e a
existéncia do termo de transmissao direta. Gragas a generalidade da abordagem, o mé-
todo proposto pode ser particularizado para lidar com sistemas politopicos variantes e
invariantes no tempo e sistemas chaveados, permitindo ainda, por meio do tratamento
das incertezas limitadas em norma nas condigoes de sintese, o projeto de leis de controle
implementadas digitalmente para sistemas incertos a tempo continuo discretizados. Além
disso, é apresentada uma nova heuristica de busca por solugoes estabilizantes para siste-
mas politopicos variantes e invariantes no tempo, a qual é fornecida em termos de um
algoritmo de dois passos, que combina uma condicao de sintese relaxada e uma condi-
¢ao de andlise aplicada a posteriori para certificar a estabilidade em malha-fechada. As
condic¢oes propostas podem ser resolvidas numericamente por meio de aproximacoes poli-
nomiais, resultando em um conjunto finito de desigualdades matriciais lineares. Exemplos
numéricos sao fornecidos para ilustrar as potencialidades da abordagem para tratar di-
versas classes de sistemas lineares a tempo discreto e a eficiéncia das condigoes de projeto

propostas quando comparadas com os métodos existentes na literatura.

Palavras-chaves: Sistemas lineares com parametros variantes no tempo; controle por

realimentacao de saida; controle escalonado; desigualdades matriciais lineares.



Abstract

This dissertation deals with the problems of reduced order dynamic output feedback
stabilization and H., and H, control of discrete-time linear systems. The matrices associ-
ated to the state-space representation have two classes of time-varying matrices, one with
polynomial dependence on time-varying parameters and the other limited in norm. The
design conditions are formulated in terms of parameter-dependent linear matrix inequal-
ities combined with scalar searches, being capable to provide robust or gain-scheduled
controllers. Among the technical novelties, one highlights a generic treatment of the mea-
sured output matrices, allowing matrices with polynomial dependence on the time-varying
parameters and the existence of feed-forward matrices. Thanks to the generality of the
approach, the proposed method can be particularized to handle time-varying and time-
invariant polytopic systems and switched systems, also allowing, through the treatment
of the norm-bounded uncertainties in the synthesis conditions, the project digitally im-
plemented control laws discretized uncertain continuous-time systems. Besides that, a
new heuristic is introduced to search for stabilizing solutions for time-varying and time-
invariant polytopic systems, given in terms of a two steps algorithm, that combines a
relaxed synthesis condition and an analysis condition applied a posteriori to certify the
closed-loop stability. The proposed conditions can be numerically solved by means of poly-
nomial approximations, resulting in a finite set of linear matrix inequalities. Numerical
examples are provided to illustrate the potentialities of the approach to cope with several
classes of discrete-time linear systems and the efficiency of the proposed design conditions

when compared with the methods available in the literature.

Keywords: Linear parameter-varying systems; output feedback control; gain-scheduled

control; linear matrix inequalities.



Lista de llustracoes

Figura 1 — Circulo de raio p no plano complexo. . . . . . . ... .. ... .. ... 22
Figura 2 — Trajetérias dos estados do sistema (3.15) com: (a) controlador obtido
pelo Corolario 3.4 (com p = 1) com uma aproximagao de primeira
ordem (¢ = 1) e desprezando os erros de aproximagao da discretizagao.
(b) controlador obtido pelo Corolario 3.3 com ¢ = 3 considerando os

erros de aproximagao da discretizacao. . . . . . .. .. ..o 45

Figura 3 Custos garantidos H., associados aos controladores por realimentacao
estatica de saida escalonados (a) ou robustos (b) calculados pelos mé-
todos C4.1, dCCOPS e DY para o Exemplo 4.4.2. . . . . ... ... .. 58
Figura 4 — Custos garantidos Hs associados aos controladores por realimentacao
estatica de saida escalonados (a) ou robustos (b) calculados pelos mé-

todos C4.2, dCCOPS e DY para o Exemplo 4.4.2. . . . . ... ... .. 59



Tabela 1
Tabela 2
Tabela 3

Tabela 4

Tabela 5

Tabela 6

Tabela 7

Tabela 8
Tabela 9

Lista de Tabelas

Resultados de estabilizacao de sistemas invariantes no tempo. . . . . .
Resultados de estabilizagdo de sistemas variantes no tempo. . . . . . .
Resultados de estabilizacao por realimentacao de saida de sistemas cha-
veados discretos com regra de chaveamento arbitraria utilizando o Co-
rolario 3.5 (C3.5) e o Teorema 3 de Daafouz et al. (2002) (DMI).
Resultados de estabilizacao por realimentacao de estados de sistemas
chaveados discretos com regra de chaveamento arbitraria utilizando o
Corolario 3.5 (C3.5) e o Teorema 3 de Daafouz et al. (2002) (DMI). . .
Custos garantidos H., associados aos controladores por realimentacao
estatica de saida projetados pelo Teorema 4.1 para o Exemplo 4.4.1. . .
Custos garantidos Hs associados aos controladores por realimentacao
estatica de saida projetados pelo Teorema 4.2 para o Exemplo 4.4.1. . .
Custos garantidos Hs (fteo) Obtidos para o Exemplo 4.4.3. . . . . . ..
Custos garantidos Ha (u2) obtidos para o Exemplo 4.4.3. . . . . . . ..
Custos garantidos Heo (fleo,1 € floo,2) Obtidos para o Exemplo 4.4.4.

45

46

27

57

60
60



Lista de Acronimos e Abreviacoes

Ai(+) Representa os autovalores da matriz (+)

a(k) Vetor de parametros variantes no tempo

0 Limitantes superiores das normas dos termos incertos

Uy Espago das fungoes discretas quadraticamente somaveis
He(M) Indica a soma da matriz M com sua transposta M7

A Simplex unitario de N vértices

E{-} Esperanga matemética

o Limitante superior para a norma Hs do sistema

Moo Limitante superior para a norma H,, do sistema

R™ Conjunto de vetores (matrizes) reais de ordem n (n X n)
p Limitante da taxa de decaimento (LPV) ou raio do circulo no plano com-

plexo que contém os polos do sistema (LTT)

Shxm Conjunto de matrizes reais simétricas definidas positivas de ordem n x n
* Representa um bloco induzido pela simetria da matriz

Tr{-} Trago de uma matriz

I Matriz identidade de dimensao apropriada

BMI Bilinear Matrix Inequality (Desigualdade matricial bilinear)

LMI Linear Matrix Inequality (Desigualdade matricial linear)

LPV Linear Parameter-Varying (Linear com parametros variantes)

LTI Linear Time-Invariant (Linear invariante no tempo)



Sumario

Lista de llustracGes . . . . . . . . . . . 0 i i e e e e e e e 9
Listade Tabelas . . . . . . . . . . . . . e 10
Lista de Acronimos e Abreviacdes . . . . . . . . . . ... 0o o0 11
SUMANIO . . . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 12
1 Introducd@o. . . . . . . . . 0 e e e e e e e e 14
I Fundamentos 17
2 Fundamentos Matematicos . . . . . . . . . . . . . . .. e 18
2.1 Definicao do Problema . . . . . . . .. ..o 18
2.2 Analise de Estabilidade . . . . . . . ... ... 20
2.2.1 Estabilidade Assintética . . . . . . . . ... 21
2.2.2 Taxa de decaimento. . . . . . . ... ... . L 21
2.3 Computo de Normas . . . . . . . . .. ... 23
2.3.1 Critério de Desempenho Heo . . . .« . o . o oL 23
2.3.2  Critério de Desempenho Hy . . . . . . . ..o 23
2.4 Resultados Auxiliares . . . . . . . . . ... 24
2.5 Defini¢oes de Sistemas Auxiliares . . . . . . . . .. ... L. 25
2.5.1 Sistemas LPV Politépicos . . . . . . .. .. ... 0. 25
2.5.2 Sistemas LTT . . . . . .. ... . ... ... . 25
2.5.3 Sistemas Chaveados . . . . . . . . . . .. .. ... . 26
Il Contribuicoes 27
3 Estabilizacao de Sistemas LPV com Termos Limitados em Norma . . . . . 28
3.1 Estabilizacdo por Realimentacao Dinamica de Saida . . . . . . . . ... .. 28
3.2 Principais Aplicagoes e Vantagens da Técnica . . . . . . . . . . ... ... 34
3.3 Testes de Dimensao Finita . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 37
3.4 Exemplos Numéricos . . . . . . . . . .. 40
3.4.1 Comparacao Estatistica dos Métodos de Estabilizacdo . . . . . . . . 41

3.4.2 Estabilizagdo Robusta de Sistemas LTI com Termos Limitados em
Norma . . . . . . . . e 43
3.4.3 Sistemas Chaveados . . . . . . . . . . .. ... . 44
4 Controle Ho, € Ho v v v v i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 47
4.1 Controle H,, por Realimentacao Dinamica de Saida . . . . . . . . ... .. 47

4.2  Controle Hy por Realimentacao Dinamica de Saida . . . . . . . . . .. .. 50



4.3 Principais Extensoes e Vantagens da Técnica . . . . . . . . .. ... .. .. 54

4.4 Exemplos Numéricos . . . . . . . . . .. 56
4.4.1 Sistema LPV Polinomial . . . . . .. ... ... ... ... ..... 56

4.4.2  Sistema LPV Politépico (DE CAIGNY et al.,,2009) . . . . .. ... 58

4.4.3 Sistema LPV Politépico (EMEDI; KARIMI, 2016) . . . . . ... .. 59

4.4.4 Sistema LTI Politopico . . . . . . .. .. .. ... ... ... 60

5 Consideracdes Finais . . . . . . . . . . . .. e e 64
Referéncias . . . . . . . . . . o e e e e 66
Apéndices 72
APENDICE A Descricio de Matrizes Polinomiais . . . . ... ......... 73
APENDICE B Relaxaces LMIs. . . . . .. .. ... ... ........... 74

B.1 Relaxagoes LMIs . . . . . . . . .. . 74



14

1 Introducao

Uma importante classe de modelos que descreve tanto dindmicas lineares afe-
tadas por parametros variantes no tempo quanto sistemas nao lineares representados em
termos de uma familia de modelos lineares, sdo os sistemas lineares com parametros va-
riantes no tempo (do inglés, Linear Parameter-Varying — LPV), como é mostrado em
Rugh e Shamma (2000). A versatilidade dessa classe de modelos pode ser constatada
por intimeras aplica¢oes praticas, por exemplo, em plantas mecanicas como os robds mo-
veis nao-holondémicos estudados em Huang et al. (2014), em pilotos automaticos de misseis
(WHITE et al., 2007), em aplicagoes envolvendo vibroactstica (DE CAIGNY et al., 2010),
em avides, como o Boeing 747-100/200 (SZASZI et al., 2005) e em turbinas edlicas (SHI-
RAZI et al., 2012). Com relagao a andlise de estabilidade robusta e aos métodos de projeto
de controladores estabilizantes, eventualmente incluindo critérios de desempenho, é pos-
sivel afirmar que a teoria de estabilidade de Lyapunov é a que tem fornecido as técnicas
mais generalistas e relevantes desenvolvidas até o momento para sistemas LPV. Nesse
contexto, os primeiros resultados da literatura empregam a estratégia conhecida como
estabilidade quadrdtica, em que a matriz de Lyapunov utilizada é quadratica nos estados
e nao depende dos parametros. No entanto, é de conhecimento geral que as técnicas ba-
seadas nesta abordagem podem ser conservadoras na maior parte dos casos e, como uma
tentativa de melhorar a acuracia dos resultados, fung¢oes de Lyapunov dependentes de
parametros com estruturas afins e politépicas foram propostas, por exemplo, em Scherer
(1996), Apkarian e Adams (1998), Apkarian et al. (2000), Lee (2006), de Souza et al.
(2006), Daafouz e Bernussou (2001a) e Du e Yang (2008), e matrizes homogéneas poli-
nomialmente dependentes de pardmetros foram empregadas em De Caigny et al. (2010)
e Agulhari et al. (2010). E importante salientar que os métodos baseados em matrizes
de Lyapunov dependentes de parametros sao menos conservadores e, em geral, contém os
resultados da estabilidade quadratica como um caso particular.

Em muitas situagoes praticas, pode ser custoso ou até mesmo inviavel medir ou
estimar em tempo real todos os estados da planta a ser controlada, o que dificulta o projeto
de controladores baseado em leis de realimentacao de estado. Nesses casos, o emprego
de técnicas baseadas em realimentacao de saida torna-se uma alternativa mais viavel,
devido a facilidade e ao menor custo de implementagao. No entanto, do ponto de vista
tedrico, o problema de realimentacao de saida, mesmo para sistemas sem incertezas, é um
desafio muito maior que o de realimentacao de estado, o que fez com que poucos (embora
significativos) aprimoramentos tenham sido realizados nas ultimas décadas (PERES et al.,
1994b; GEROMEL et al., 1996). Alguns resultados da literatura, que tratam o projeto

de controladores por realimentacao estatica de saida foram apresentados em Du e Yang
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(2008), Braga et al. (2015b) e De Caigny et al. (2010) para lidar com sistemas LPV
discretos no tempo, e em Agulhari et al. (2010) e Chang et al. (2015) para tratar sistemas
lineares invariantes no tempo (do inglés, Linear Time-Invariant — LTT). Quando é possivel
ler ou estimar os parametros variantes no tempo, o controlador pode ser escalonado em
tempo real pelos valores desses parametros, potencialmente melhorando os resultados
com respeito ao controlador robusto (independente dos parametros variantes no tempo).
Essa classe de controladores é chamada de ganho escalonado (em inglés, gain scheduled)
e tem sido investigada e aplicada em varios trabalhos na literatura ha cerca de duas
décadas (SATO; PEAUCELLE, 2013; RUGH; SHAMMA, 2000; MOHAMMADPOUR;
SCHERER, 2012; APKARIAN; ADAMS, 1998; HOFFMANN; WERNER, 2015).

O propésito desta dissertacao de mestrado é fornecer um procedimento de sin-
tese de controladores escalonados por realimentacao dinamica de saida de ordem reduzida
para sistemas discretos polinomialmente dependentes de parametros variantes no tempo.
A principal motivagao da investigacao dessa classe de modelos é a discretizacao de siste-
mas incertos e LPV em tempo continuo, seguindo a linha de trabalhos iniciada em Braga
et al. (2013a), Braga et al. (2013b), Braga et al. (2014a), Braga et al. (2014b), Braga et al.
(2015a) e Braga et al. (2016). Nesse contexto, as condi¢oes de projeto desenvolvidas sao
uma novidade na literatura, tratando simultaneamente parametros variantes no tempo
com dependéncia polinomial e termos limitados em norma. Além disso, casos particulares
também sao explorados, como por exemplo o tratamento de sistemas politopicos inva-
riantes e variantes no tempo e uma adaptacao para lidar com sistemas chaveados com
regra de chaveamento arbitraria. Diferentemente de outros métodos da literatura que res-
tringem o tratamento da matriz de saida, impondo restri¢coes estruturais nas variaveis do
problema e necessitando da aplicacao de transformacgoes de similaridade, aumentando o
conservadorismo das solugoes, as condicoes propostas conseguem tratar matrizes de saida
de maneira irrestrita, apresentando uma melhoria significativa na abrangéncia dos resul-
tados gracas a esse aspecto. Por meio de exemplos numeéricos, é mostrado que os métodos
propostos podem fornecer resultados menos conservadores que as técnicas recentes dispo-
niveis na literatura, tanto para sistemas variantes no tempo quanto para os invariantes.
A metodologia de projeto é baseada em otimizagao convexa, mais precisamente em ter-
mos de desigualdades matriciais lineares (do inglés, Linear Matriz Inequalities — LMIs)
dependentes de parametros, as quais podem ser convertidas em condi¢oes numericamente
trataveis por meio de relaxagoes polinomiais obtidas, por exemplo, por softwares especi-
alizados, como o ROLMIP (Robust LMI Parser) desenvolvido em Agulhari et al. (2012)
especialmente para essa tarefa.

Esta dissertagao é dividida em duas partes: Fundamentos e Contribuigoes. A
primeira é composta pelo Capitulo 2, enquanto a segunda é dividida entre os capitulos de

3 a 5. Uma breve descrigao de cada capitulo é dada a seguir.



Capitulo 1. Introdugdo 16

Capitulo 2: Apresentaciao da definicao do problema, conceitos sobre estabilidade, crité-

rios de desempenho e lemas auxiliares que sao utilizados no decorrer desta dissertacao.

Capitulo 3: Apresenta novas condi¢oes LMIs suficientes para tratar o caso de estabiliza-
¢ao por realimentacao dinamica de saida de sistemas LPV com matrizes com dependéncia
polinomial de grau arbitrario nos parametros variantes no tempo e termos limitados em
norma. Além disso, sdo apresentadas as principais aplicagoes e vantagens da técnica, assim
como sao fornecidas algumas informagoes quanto a obtencao dos testes de dimensao finita
(condigbes programaveis numericamente). A eficiéncia do método proposto com relagao a
outras técnicas similares baseadas em LMIs é destacada por meio de exemplos numéricos

retirados da literatura.

Capitulo 4: Apresentacao dos resultados no ambito da sintese de controladores H, e
‘Ho escalonados por realimentacao dinamica de saida para tratar sistemas LPV polinomiais
com termos incertos limitados em norma. Além disso, sdo apresentadas as principais
aplicagoes e vantagens da técnica e, em seguida, exemplos numéricos sao dados de forma

a ilustrar a eficacia do método proposto.

Capitulo 5: Apresentagao das conclusoes desta dissertagdo e perspectivas de trabalhos

futuros.
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2 Fundamentos Matematicos

Este capitulo apresenta os fundamentos necessarios para a familiarizagdo do
leitor com o problema de controle a ser investigado, que é a estabilizacao por realimen-
tacao dinamica de saida de sistemas LPV polinomiais com termos incertos limitados em
norma. Primeiramente, é apresentada a definicdo do problema e, em seguida, sao apre-
sentados conceitos sobre estabilidade, critérios de desempenho e resultados auxiliares que

sao utilizados no decorrer desta dissertacao.

2.1 Definicao do Problema

Seja o seguinte sistema linear discreto no tempo afetado por parametros vari-

antes no tempo

z(k+1) = Aa(a(k))z(k) + Bala(k))u(k) + Ea(a(k))w(k)
k)+ D,(« k) + E.(a(k))w(k) (2.1)

Ju

em que x(k) € R"™ ¢é o vetor de estados, u(k) € R™ é a entrada de controle, w(k) € R" é a
entrada de ruido, z(k) € RP é a varidvel de saida controlada, y(k) € R? é a saida medida
e a(k) = [ai(k), ..., an(k)] é um vetor de pardmetros variantes no tempo, que pertencem

ao simplex unitario de N vértices dado por

N
AE{CGRN:ZQ:L ¢G>0, ¢:1,...,N},
=1

para todo k£ > 0. As matrizes Aa(a(k)), Ba(a(k)) e Ea(a(k)) sao dadas por

s
>
D
=
I
s

(a(k)) + AA(a(k)),
(a(k)) + AB(a(k)), (2.2)
(a(k)) + AE(a(k)),

&
S
Y
==
(I
o W

em que os termos AA(a(k)), AB(a(k)) e AE(a(k)) sdo incertos e cujas normas tém como

limitantes superiores os valores conhecidos (04, dp, 0g) conforme descrito a seguir

04 = sup [|[AA(a(k))[l2; 05 = sup [[AB(a(k))ll2, 0p = sup [[AE(a(k))[l2. (2.3)
A a(k)eA a(k)eA

a(k)e
As matrizes de espaco de estados do sistema (2.1) (A(a(k)), B(a(k)), E(a(k)), C.(a(k)),
D.(a(k)), E.(a(k)), Cy(a(k)) e Ey(a(k))) sdo matrizes polinomiais de grau fixo em «a(k),

cujos coeficientes dos monomios sdo matrizes conhecidas (veja Apéndice A para mais
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detalhes sobre uma notagao genérica para descrever matrizes polinomiais com parametros
no simplex unitério).

A motivacao para a consideragao das matrizes Aa(a(k)), Ba(a(k)) e Ea(a(k))
na forma mostrada em (2.2), isto é, constituidas por matrizes polinomiais de grau arbi-
trario mais um termo limitado em norma, vem da discretizagao de sistemas LTI ou LPV
politépicos continuos no tempo (a qual apresenta varias aplicagdes praticas que incluem o
controle via redes de comunicagdo (WANG; LIU, 2008)). Utilizando a expansao em série
de Taylor de um grau fixo, como proposto em Braga et al. (2014a), o sistema discreti-
zado resultante pode ser representado por esta estrutura particular. Embora o processo
de discretizacao nao seja investigado nesta dissertacao, essa representacao mais genera-
lista é adotada. Nesse contexto, observe ainda que nao apenas os sistemas politopicos
discretizados, mas também outros modelos dindmicos podem ser descritos em termos de
polinémios de grau genérico como, por exemplo, os sistemas identificados por meio das
técnicas apresentadas em De Caigny et al. (2008) e De Caigny et al. (2009) e os pilotos
automaticos de misseis projetados em White et al. (2007).

O objetivo desta dissertacdo é o projeto de um controlador estabilizante por

realimentacdao dindmica de saida! de ordem n, < n,, dado por

C:{%@+n=mm@mxm+&m@mmo o
u(k) = Cola(k))z(k) + Dela()y(h

Por ser um problema de dificil solugdo numérica, o computo de um controlador
por realimentacao dindmica de saida de ordem n. pode ser reformulado, por exemplo,
utilizando o método proposto em Martensson (1985) e El Ghaoui et al. (1997), os quais
reestruturam o projeto do controlador (2.4) como a busca por um ganho de realimentagao

estatica de saida, dado por

Ac(a(k))  Be(a(k))

€ Rmtne)x(atne) (2.5)
Ce(a(k))  De(a(k))

Z(k+1) = Aa(a(k)Z(k) + Ba(a(k))alk) + Eala(k)w(k)
2(k) = Co(a(k))i(k) + Da(a(k))a(k) + E.(a(k))w(k) (2.6)
j(k) = Cy(a(k)T(k) + By(a(k))w(k)

com 3(k) = [a(k)" (k)]s @lk) = [rll+ 1T w®)?] s 50 = [z) y(b)]

1

Note que, para implementar um controlador escalonado (dependente de pardmetros) em plantas fisicas,
é necessario conhecer (por estimagiao ou medicao) todos os valores dos pardmetros variantes em tempo
real.
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Z(k) = z(k) e
[ Aa(a(k) 0| Ex(a(k)) |0 Ba(a(k) |
Aa(a(k)) Ea(a(k)) Ba(a(k) 0 0 0 I 0
C.(a(k))  E.(a(k) D.(a(k) | =| Cula(k)) 0] E.(a(k) |0 D.(a(k))
~y(0‘ k ~y(O‘(k ) 0 0 I 0 0
| Cy(a(k)) 0] Ey(a(k)) |0 |
Considerando essas estruturas, o sistema em malha fechada é dado por
. { (k1) = Aa(a(k)F() + Bula(k) (k) o
Z(k) = Ca(a(k))2(k) + Dala(k))w(k)

cujas matrizes sao dadas por

(a(k) Bala(k))
(0(k)) Dala(k))

Acl
écl

(2.8)

Assim como em grande parte das pesquisas em teoria de controle, o objetivo

deste trabalho é o desenvolvimento de técnicas que permitam projetar controladores que
proporcionem, em malha fechada, estabilidade, eventualmente minimizando alguma fun-
¢ao objetivo associada a um indice de desempenho (geralmente representado por uma
norma). Com esse intuito, as proximas sessoes introduzem os principais conceitos e resul-
tados publicados na literatura referentes a analise de estabilidade de sistemas discretos

com parametros variantes no tempo.

2.2 Analise de Estabilidade

Seja o seguinte sistema dinamico com entrada nula
z(k+1) = A(oz(k))x(k), (2.9)

em que z(k) € R™ é o vetor de estados. Esse sistema ¢é dito assintoticamente estavel
se, dada uma condigao inicial z(0), o mesmo retorna a origem quando o tempo tende a
infinito, isto é

klim x(k) — 0, Vz(0).

A andlise de estabilidade de sistemas LPV discretos pode ser realizada por meio da te-
oria de estabilidade de Lyapunov (KHALIL, 2002), que estd diretamente associada as
propriedades da matriz A(a(k)) do sistema em (2.9).
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2.2.1 Estabilidade Assintética

A estabilidade assintotica de um sistema LPV discreto pode ser verificada por

uma condi¢ao suficiente dada a seguir.

Lema 2.1. O sistema (2.9) é assintoticamente estdvel se existir uma matriz P(a(k)) €

ST, tal que
A(a(k))P(a(k)A(a(k)) — Pla(k+1)) <0, Va(k)eA (2.10)

ou, equivalentemente (por complemento de Schur)
> 0. (2.11)

Para sistemas invariantes no tempo (LTT), esta condigao é necessaria e sufici-
ente para garantir a Schur estabilidade do sistema (2.9) para todo a(k + 1) = a(k) = «,
ou equivalentemente, para que a matriz dinamica fl(a) possua todos os autovalores dentro
do circulo de raio unitério.

Note que as condigoes do Lema 2.1, da forma como estao apresentadas, sao
LMIs dependentes do pardmetro variante no tempo «(k) (e também de seu instante avan-
cado a(k+1)). A verificagdo dessas desigualdades caracteriza um problema de otimizagao
de dimensao infinita, pois a varidvel solu¢ao P(«a(k)) é uma funcao do pardametro a(k),
cuja forma (estrutura) é desconhecida a priori. Uma discussao mais detalhada sobre como

tratar esse problema numericamente é apresentada na Secao 3.3 e no Apéndice B.

2.2.2 Taxa de decaimento

E possivel generalizar o Lema 2.1 de forma a, além de certificar a estabilidade,
ainda determinar um limitante para a taxa de decaimento de convergéncia das trajetorias
para a origem (RUGH, 1996). Primeiramente, sabe-se que, se a fungao de Lyapunov,
V(z(k)), é tal que

V(z(k+1)) < p*V(x(k)),

para 0 < p < 1, entdo as trajetérias convergem para a origem (sistema assintoticamente
estavel) e, além disso, p estabelece um limitante para a taxa de decaimento dos estados,
(ELIA; MITTER, 2001), isto é,

[l (B)ll2 < pM|2(0)]]2, Yk > 1.

As condigbes apresentadas no lema a seguir, quando verificadas, garantem a estabilidade

assintética do sistema (2.9) com taxa de decaimento p.
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Lema 2.2. O sistema (2.9) possui taxa de decaimento limitada por p se existir uma matriz
P(a(k)) € ST, tal que

A(a(k))P(a(k)A(a(k)) — p*Pla(k +1)) <0, Ya(k) e A
ou, equivalentemente (por complemento de Schur)

p*Pla(k+1) Aa(k)) P(a(k))
P(a(k))A(a(k)) P(a(k))

Além disso, se 0 < p <1 o sistema € assintoticamente estdvel.

Para sistemas invariantes no tempo, a taxa de decaimento limitada por p pode
ser interpretada como o raio de um circulo centrado na origem, que contém todos os polos

do sistema (2.9). Esta regido, ilustrada na Figura 1, é delimitada por

INi(A(a)/p)| < 1,

em que A;(+), i = 1,...,n, sdo os autovalores da matriz A(a)/p para um valor fixo de o

(HADDAD; BERNSTEIN, 1992).

Am(z)

Re(z)

Figura 1 — Circulo de raio p no plano complexo.

A condic¢ao mostrada no Lema 2.2, aplicada para o caso dos sistemas invarian-
tes no tempo, é necessaria e suficiente para garantir que o sistema possua todos os polos
dentro da regiao de interesse, para todo o € A. Note que, em principio, nao ha sentido em
considerar valores de p maiores que um, pois autovalores fora do circulo unitario impli-
cariam na instabilidade do sistema. Contudo, o valor de p nao foi limitado no Lema 2.2,
pois valores maiores do que um poderao ser utilizados em uma heuristica na busca por
controladores estabilizantes. Mais detalhes sobre esse procedimento sao apresentados na
Secao 3.3.
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2.3 Computo de Normas

Nesta dissertacao, como critério de desempenho para o projeto de controladores
dindmicos estabilizantes na forma (2.4), adota-se a minimiza¢ao de um limitante superior
(custo garantido) para a norma H., (para representar critérios de robustez relacionados
a rejeicao de distirbios) ou para a norma Hs (a qual é utilizada para especificar critérios

de otimizacao associados a energia) do sistema em malha fechada (2.7).

2.3.1 Critério de Desempenho H

Com relagdo a norma H., do sistema LPV (2.7), o controlador O(a(k)) deve
ser computado de forma a minimizar um limitante superior ., para a norma H., do
sistema (2.7), de forma a atender a defini¢do apresentada a seguir (veja por exemplo o
trabalho em De Caigny et al. (2010)) que garante que, para qualquer entrada w(k) € o,

a saida do sistema Z(k) € {5 satisfaz

12(R)]l2 < pool[w(K)ll2, proo >0

para todo a(k) € A, k > 0. O préximo lema mostra uma condi¢ao LMI dependente de
parametros baseada no bounded real lemma para o computo da norma H., do sistema

(2.7), conforme apresentado em de Souza et al. (2006)[Lema 3].

Lema 2.3. Se existir uma matriz P(a(k)) € ST =Fm) ¢ ym escalar po > 0, tais

que
P(a(k+1)) * * *
P(B)Aala())  P(a(k) S
Ba(a(k)) 0 Lol *
0 Cala(k))P(a(k)) Dal(a(k)) jisl

para todo a(k) € A, entao o sistema (2.7) € assintoticamente estdvel e jio, € um custo

garantido Hs para o sistema (2.7).

2.3.2 Critério de Desempenho Hs

Se o sistema (2.7), representado por H, é assintoticamente estavel, entdao o
indice de desempenho Hs em um horizonte infinito é definido por (BARBOSA et al.,
2002)

1 T
[|H||3 = limsup £ {— > 2(]{3)/2(]{3)} ,
T—o00 T k=0
em que 7' é um inteiro positivo que representa o horizonte de tempo e £{-} é a esperanga

matematica, considerando que w(k) é um ruido branco padrao (gaussiano de media nula
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em que a matriz de covaridncia é igual a matriz identidade). Uma condi¢do LMI depen-
dente de parametros que fornece um limitante superior para a norma H, em um horizonte

infinito é dada pelo lema a seguir, conforme apresentado em De Caigny et al. (2010).

Lema 2.4. Se ezistirem matrizes P(a(k)) € S(n”ndx(n”m) e W(a(k)) € SE?, tais que

(
P(a(k+ 1)) = Aa(a(k) P(a(k) Au(a (k) Bcl<a<k>>] -0 (2.13)
Ba(a(k)) I
Fvumk» Da(a(k))Da(a(k)) <ima“ﬂﬂ%a“ﬁ1 >0 (2.14)
P(a(k)Coula(k)) P(a(k))

para todo a(k) € A, entdo o sistema (2.7) é assintoticamente estdvel e

H inf lim su Tr{W( = u2.
B < 8 oy 0500 3 2 T )} =18

2.4 Resultados Auxiliares

Nesta secao sao apresentados dois lemas auxiliares importantes para a cons-
trucao e demostracao das condi¢oes propostas ao longo da dissertacao. O primeiro lema,
chamado Lema de Finsler (DE OLIVEIRA; SKELTON, 2001), é reproduzido a seguir e
tem por finalidade separar a matriz de Lyapunov das matrizes do sistema e acrescentar
variaveis extras ao problema, obtendo assim, condigdes mais favoraveis aos procedimentos

de sintese.

Lema 2.5. Considere w € R", Q € R™" ¢ B € R™" com posto B < n e B+ uma base

para o espaco nulo de B, isto é, BB+ = 0, entdo as sequintes condicoes sio equivalentes
1. w'Quw <0, Vw#0 : Bw=0
2. BY'oB <0
3. dueR : Q—uBB<0
4. AX e R™™ . Q4+ XB+BX' <O.

Para aplicar o lema de Finsler em problemas com matrizes dependentes de
parametros, basta considerar todas as variaveis como dependentes dos parametros e que as
igualdades e desigualdades precisam ser verificadas para todos os valores dos parametros.

O seguinte lema (ZHOU; KHARGONEKAR, 1988) esta relacionado a majo-
ragao de matrizes que é necessaria para tratar os termos limitados em norma por (2.3)

presentes em (2.2).

Lema 2.6. Dado um escalar n > 0 e matrizes M e N de dimensoes compativeis, entao

MN 4+ N'M <ngMM'+n"'N'N.
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2.5 Definicoes de Sistemas Auxiliares

Nesta secao sao apresentadas algumas definicoes de sistemas que podem ser
tratados como extensoes ou particularizagoes do sistema mais geral apresentado em (2.1).
O objetivo dessas especializagoes é tornar mais clara a apresentacao das condicoes de sin-
tese que sao propostas ao longo da dissertacao para tratar todas essas classes de sistemas

lineares a tempo discreto.

2.5.1 Sistemas LPV Politépicos

O primeiro sistema que pode ser obtido a partir do modelo LPV polinomial
apresentado em (2.1), é o sistema politdpico variante no tempo (LPV politépico) sem

termos limitados em norma, como o representado a seguir
w(k+1) = Aa(a(k))z(k) + Bala(k))u(k) + Ea(a(k))w(k)
2(k) = Co(a(k)x(k) + D=(a(k))u(k) + E.(c(k))w (k) (2.15)
y(k) = Cyla(k))z(k) + Ey(a(k))w(k)
As matrizes Aa(a(k)), Ba(a(k)), Ea(a(k)), C:(a(k)), D.(a(k)), E(a(k)), Cyla(k)) e
E,(a(k)) sao afins (dependéncia polinomial de grau um) nos pardmetros variantes no

tempo (k) € A, de forma que cada uma das matrizes é dada pela combinagao convexa

de N vértices conhecidos conforme descrito a seguir

Zaz YM;, a(k) € A. (2.16)

2.5.2 Sistemas LTI

Uma possivel extensao dos métodos propostos é para tratar os sistemas lineares
incertos invariantes no tempo («(k) = «, para todo k € N), como o sistema apresentado
a seguir

z(k+1) = Aa(a)x(k) + Ba(a)u(k) + Ea(a)w(k)
2(k) = Co(@)z(k) + D.(0)u(k) + Ex(a)w(k) (2.17)
y(k) = Cyla)z(k) + Ey(e)w(k)
(

em que as matrizes Aa(«a), Ba(a) e Ea

«) possuem estrutura similar a apresentada em

(2.2), ou seja,

Aa(0) = Ala) + AA(a),
Ba(0) = Bla) + AB(0),
Ear(a) = E(a) + AE(a),

em que os termos AA(«a), AB(«a) e AE(«a) sdo incertos e cujas normas tém como limitantes

superiores os valores conhecidos (d4, 05, 0g) conforme descrito a seguir

04 = sup|[AA(a)ll2, dp = sup[|[AB(a)ll2, 0p = sup ||AE(a)|l2.
a€EN aeA acA
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Além disso, as matrizes A(«a), B(«o), E(«), C.(«), D,(a), E.(a), Cy(a) e E,(a) podem ser
polinomiais (veja Apéndice A para mais detalhes sobre uma notagao genérica para escrever
matrizes polinomiais com pardmetros no simplex unitario) ou politépicas (dependéncia
afim nos pardmetros invariantes no tempo « € A). No caso particular da estrutura poli-
topica, cada uma das matrizes de espaco de estados é dada pela combinacao convexa de

N vértices conhecidos conforme descrito a seguir

N
M(a) => a;M;, a €A

=1
2.5.3 Sistemas Chaveados

Além das extensoes apresentadas anteriormente, os métodos propostos também
podem ser ajustados para tratar a estabilizacdo de uma importante classe de sistemas
lineares, caracterizada pela existéncia de “chaveamentos” entre subsistemas (ou modos
de operagao). Modelos dindmicos dessa classe sao comumente denominados por sistemas
chaveados, que possuem diversas aplicacoes praticas e uma extensa literatura especializada

(DAAFOUZ et al., 2002; LIN; ANTSAKLIS, 2009; WICKS et al., 1998; DEAECTO et

al., 2011). Para tal, considere o seguinte sistema chaveado a tempo discreto

x(k + 1) = Ayayz(k) + Bygu(k)
y(k) = Cymyx(k) (2.18)

em que z(k) € R"™ é o vetor de estados, u(k) € R™ é a entrada de controle e y(k) € RP é a
saida medida. As matrizes Ay, Byx) € Cyk) sa0 respectivamente as matrizes dinamica,
de entrada e de saida do sistema. Observe que esse sistema é analogo a um sistema LPV
politépico em que as matrizes de espaco de estados assumem apenas os valores dos vértices

do politopo A, possuindo como fun¢ao de chaveamento
(k) :N—= A (2.19)

que seleciona arbitrariamente o subsistema (modo de operagao) linear que esta ativo a

cada instante de tempo.
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3 Estabilizacao de Sistemas LPV com Ter-

mos Limitados em Norma

Neste capitulo sao apresentados os principais resultados desta dissertagao para
o caso de estabilizacao por realimentacao dinamica de saida de sistemas LPV polinomi-
ais com termos incertos limitados em norma. Primeiramente, é apresentado um breve
histérico das técnicas cujas condigoes aqui propostas foram embasadas e, em seguida, é
apresentada a condicdo desenvolvida para estabilizacao por realimentacao de saida. Apds
isso, sao apresentadas as principais aplicagoes e vantagens da técnica, assim como sao
dadas algumas informagoes quanto a obtencao dos testes de dimensao finita. Finalizando
o capitulo, propoe-se exemplos numéricos com o objetivo de ilustrar a eficacia do método

proposto.

3.1 Estabilizacdo por Realimentacao Dinamica de Saida

Nesta secao sao apresentadas condic¢oes suficientes para a sintese de controla-
dores dinamicos estabilizantes por realimentacao de saida para sistemas LPV com termos
incertos limitados em norma. Antes de apresentar as condigbes, é importante mencionar
dois trabalhos anteriores nos quais o método proposto é embasado: Geromel e Korogui
(2006) e Vieira et al. (2015). A principal contribuigdo realizada em Geromel e Korogui
(2006) se da na forma como é feita a recuperagao do ganho por realimentacao de estados
para sistemas incertos continuos no tempo. Para mostrar de forma sucinta e simples a
ideia proposta pelos autores, a dependéncia dos parametros serd omitida, uma vez que
isso nao influencia diretamente no desenvolvimento do resultado. Sendo assim, considere

o seguinte sistema linear continuo no tempo

em que z(t) € R™ é o vetor de estados, u(t) € R™ é a entrada de controle e y(t) € R?
é a salda medida. A estabilidade desse sistema segundo o critério de Lyapunov pode ser
testada por meio da existéncia de uma matriz simétrica definida positiva P tal que a

seguinte desigualdade

AP+ PA <0, (3.1)

seja verificada. Para o caso de realimentacao de estados (u(t) = Kuz(t)), tem-se que a

matriz dindmica do sistema em malha fechada é dada por A, = A+ BK. Desenvolvendo
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a desigualdade (3.1) para A, tem-se
(A+ BK)P+ P(A+ BK)' <0. (3.2)
Arbitrando a seguinte estrutura para o ganho de realimentacio K = LS™!, tem-se
(A+ BLS™ P+ P(A+BLS™) <0,

que é uma restricao dificil de ser verificada numericamente, visto que a desigualdade
matricial se torna bilinear, ou seja, uma BMI (do inglés, Bilinear Matriz Inequalities),
além de apresentar a inversa de uma variavel de otimizacio (S™!). Diante desse cendrio,
a sugestao perspicaz proposta em Geromel e Korogui (2006) é somar e subtrair termos na
desigualdade, de forma a separar as matrizes L e S, como mostrado a seguir. Somando e

subtraindo BL e L'B’ no lado esquerdo da desigualdade, obtém-se
(A+BLS " YP+P(A+BLS"Y+BL-BL+ LB —L'B <0.
Colocando os termos BL e L' B’ em evidéncia, tem-se
AP+ PA'+ BL+L'B'+ BL(S™'P —1) + (BL(S™'P - 1)) < 0,
que pode ser reescrita na forma

AP+ BL+ P'A+L'B" BL
L' B’ 0

|

1 (5P -1 (S~1P — 1)

< 0,

cuja estrutura é similar a do item 2 do Lema de Finsler (Lema 2.5). Ao aplicar a condigao
do item 4 do mesmo lema, com uma escolha adequada para B, é possivel linearizar a
desigualdade (isto é, obter uma LMI) impondo uma estrutura particular para a varidvel
de folga que vai ser introduzida.

A técnica proposta em Geromel e Korogui (2006, Teorema 4) adota passos
similares aos apresentados, com a adicao de mais variaveis de folga para obter condi¢oes
programaveis. Também vale a pena ressaltar que uma condicao mais simples, com menos
variaveis de folga e que contém como caso particular a condi¢ao proposta em Geromel e
Korogui (2006, Teorema 4), foi publicada em Oliveira et al. (2011, Lema 9). No entanto,
como mostrado nas comparagdes numeéricas estatisticas apresentadas em Oliveira et al.
(2011), o desempenho das condigoes de Geromel e Korogui (2006, Teorema 4) e Oliveira
et al. (2011, Lema 9) é muito inferior quando comparado com o de outras condigdes da
literatura. Uma forma de melhorar os resultados baseados na ideia apresentada anteri-
ormente foi proposta em Vieira et al. (2015), que adota um procedimento similar, mas
partindo de uma condicao de estabilidade que ja possui variaveis de folga inicialmente (ao
contrario da condicao (3.1) que possui apenas a matriz de Lyapunov). Além de apresentar
resultados numeéricos superiores, também foi possivel provar que a condi¢ao proposta con-
tém outras condicoes da literatura como casos particulares, portanto sempre fornecendo

no maximo o mesmo grau de conservadorismo.
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Contudo, o problema de estabilizacao por realimentacao de saida ainda nao
havia sido resolvido pela abordagem proposta em Geromel e Korogui (2006) (e nem por
Oliveira et al. (2011) e Vieira et al. (2015)), uma vez que, nesse caso, Ay = A+ BKC,
portanto para K = LS~! com L € R™* ¢ S € R4 tem-se

(A+ BLS™'C)P+ P(A+ BLS™'C) <0, (3.3)

e ao utilizar o procedimento de soma e subtracao dos termos BL e L'B" a desigualdade
(3.3), é constatada uma incompatibilidade de dimensdo pois BL € R™*%e A+ BLS™!C €
R™=>n"= A principal novidade desta dissertacao é introduzir uma matriz @ € R?*" ao
problema com a finalidade de realizar o ajuste de dimensoes, de forma que a soma e
subtragao dos termos BLQ e 'L'B’ na desigualdade (3.3) seja possivel, viabilizando
um procedimento de linearizacao das desigualdades associadas a realimentacao de saida
(caso contrario seria necessario trabalhar com BMIs). Esse artificio possibilita adaptar os
procedimentos propostos por Geromel e Korogui (2006) e aprimorados em Vieira et al.
(2015) para tratar o caso de realimentagao de saida. Observe que as dimensdes impostas
a essa matriz sao iguais as dimensoes da matriz de saida C' do sistema original, portanto
uma escolha intuitiva é fazer () = C. No entanto, a Observacao 3.1, apresentada a seguir,
fornece escolhas alternativas para a matriz (), a qual é utilizada no desenvolvimento das
condigoes de projeto desta dissertacao. Outra vantagem desta manipulacao, discutida com
mais detalhes no final da Se¢ao 3.2, é que nao serd necessario impor nenhuma restricao de

estrutura na matriz C', que é uma pratica muito utilizada pelas condic¢oes da literatura.

Observagdo 3.1. As matrizes Q;(a(k)) € Rlatne)x(natne) ' — 12 sdo estipuladas pelo
usudrio e tém por finalidade realizar o ajuste de dimensoes nas condicoes apresentadas

neste texto. Duas possiveis opgoes para Q;(a(k)) sao propostas:

e A primeira, e mais intuitiva, €
Qi(a(k)) = Cy(a(k))
e A sequnda € dada por

Qi = |:0(q+7lc)><0'Q I(Q-l—nc) O(q-i—nc)x(nx—aQ—q)} 5 (34)

em que um novo parametro de entrada, 0 < oo < n, — q, € introduzido com o

proposito de definir a posicao da matriz identidade.

Com base nessas informagdes iniciais, o Teorema 3.1 é proposto para tratar o
caso de estabilizacao por realimentacao dindmica de saida para sistemas LPV polinomiais

com termos incertos limitados em norma.
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Teorema 3.1. Ezxiste um ganho de realimenta¢io dinamica de saida ©(«(k)) tal que
o sistema (2.7), para uma entrada de ruido w(k) = 0, € assintoticamente estdvel se
existirem matrizes P(a(k)) € SSZL”M)X(MHLC), F(a(k)) e G(a(k)) € Reetne)xnatne)l
L(a(k)) € Rimtne)x(atne) o §(q(k)) € Ratnx@tne) matrizes dadas Qi(a(k)), i = 1, 2,
como sugeridas na Observacdo 3.1, varidveis escalares ns e ng e parametros escalares

dados v1, Y2, V3, € €&, tais que
Q+CB+BC <0, Va(k) € A, (3.5)

seja satisfeita, considerando que Q ¢ dada por

Ty * * * *

a1 —e(G(a(k) + Gla(k))) + Pla(k)) * *

Q= L(a(k;))’é(a(k))’ 0 0 * *

EF(a(k)) eG(a(k)) 0 —nal %
§L((k))Q2((k)) eL(a(k))Q2((k)) La(k)) 0 —npl]

com

Dy = eHe (A(a(k) F(@(k) + Bla()Lak)Qs(a(k) — Plalk +1))
+ 4031 + npépl
Ty = —EF(a(k)) + e(A(a(k)G(a(k)) + Bla(k))L(a(k)Qa(a(k)))

e as matrizes C e B sao dadas, respectivamente, por

NQ:(a(k)) £(Qz(a(k)) = S(a(k) ' Cyla(k) F(alk)))
12Q1(a(k)) e(@Qx(a(k)) — S(a(k)~'Cyla(k)G(a(k)))
C = 3l S(a(k)), B = I
0 0
0 0

No caso afirmativo, o ganho estabilizante escalonado por realimentagdo dinamica de saida

¢ dado por O(a(k)) = L(a(k))S(a(k))t.

Demonstracao. Para facilitar a compreensao da demonstracao, a dependéncia nos para-
metros variantes no tempo é omitida. Para os termos que dependem do instante seguinte
de tempo como, por exemplo, P(«(k + 1)), a representacao utilizada é PT. As matrizes
G(a(k)) e F(a(k)) sdo representadas como G e F, respectivamente.

O primeiro passo para realizar a demonstragao deste teorema é recuperar as
desigualdades que tratam as matrizes originais do sistema (AA, BA), que unem os termos
polinomiais as incertezas limitadas em norma, ou seja, é necessario manipular as condicoes

de maneira a recuperar os termos AA e AB a partir dos limitantes d4 e dg, empregando a

! O vetor de parametros a(k) representa a(k) = (a(k), a(k +1)).
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relagdo mostrada em (2.3). Primeiramente, note que a desigualdade (3.5) pode se reescrita

na forma
(cHe (AF + BLQy) +adiT+npd3l+ U1y % % % -
€(AG + BLQs) + ¥y Uyy % * *
L'B + Uy, Wy Wiy % x | <0
EF G 0 —mal «
i §LQ €eLQz L 0 —7731_
com
Uy = — Pt 4 eqnHe (Qi(Q2 — S7IC,F))
Wy = — EF 4 Ev,0Q1(Qy — S_léyﬁ) + e Q1(Q2 — 5_1@/@)/
U3y = 11 Q) + £73(Q2 — ST'CF) (3.6)
Wy = P+ eHe (1201(Q2 — S7'C,G) - G) '
Wo3 = E3(Q2 — ST'CYF) + 1@,
W33 = 2731
Assim, aplicando o complemento de Schur nesta ultima desigualdade, tem-se
Rp +nMpMpy +1n"'NpNg < 0, (3.7)

com as seguintes escolhas
Mp=1[651 0 0 0], Np=[6LQs ¢LQ> L 0|, n=ns,
EHe(AF + BLQs) + Wy +na031  + %«

R — E(Aé + BLQQ)/ + \1[21 \1122 * *
v L'B' + U3, oy Wy x|
§F G 0 —NA

considerando as matrizes V;; dadas em (3.6). Utilizando o Lema 2.6 e levando em conta,
a relacio dada em (2.3) (ABAB' < 63]1), tem-se que (3.7) é limitada superiormente por
AB

0 i
Bo+| Np+Ng[AB 0 0 0] <o0.

0
Aplicando o complemento de Schur nesta tltima desigualdade, é possivel reescrevé-la como
Ra +nMyM, +n" NN, <0, (3.8)
com as seguintes escolhas
My =[641 0 0], Na=[¢F G 0], n=na,
EHe(AF + BALQy) + Uy +

Ra=| e(AG + BALQy) + Uy Uy ;
L/B'A + W Usy Wiy
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considerando as matrizes V;; dadas em (3.6). Utilizando o Lema 2.6 e levando em conta,
a relacio dada em (2.3) (AAAA’ < §21), tem-se que (3.8) é limitada superiormente por
AA
Ra+| 0 | Na+Ny[AA 0 o] <o0.
0

Finalmente, a desigualdade anterior pode ser reescrita como

O+CB+BC <0 (3.9)
para
EHe(AAF + EBaL(a(k))Qy) — P* * *
Q= | —¢F+e(ApG) +e(BaLQs)  —e(G+G)+P *|,

L'B) 0 0

11Q1 £(Qe— S~ 1c F)

C - ’)/2@1 S, BI = E(QQ -5 C G)

Vsl I

O préximo passo da demonstragao do teorema, relacionado a recuperacao do ganho esta-
bilizante, parte da relacio © = LS~ e, como mencionado anteriormente, da manipulacao

do termo A, de (2.7), que é mostrada a seguir

Ay = Apx + BAOC,
= AA —+ BALsiléy + BALQ2 — BALQ2
= Ap + BALQy — BAL(Qy — S7'Cy).

Adotando Bt como se segue

C}\ "ijl
‘9

'c,
1c,

I L Ch
0 T €S

e aplicando-se uma transformagao de congruéncia em (3.9) utilizando B, tem-se

¢He(AyF) — Pt *

_ o < 0. (3.10)
—EF + (A G)  —e(G+G)+ P

Multiplicando-se (3.10) & esquerda por T = [I fld} e a direita por 7", obtém-se
A ZPA’ - Pt <0,

que garante que o sistema (2.7) é assintoticamente estavel. O
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3.2 Principais Aplicacoes e Vantagens da Técnica

Nesta secao sao apresentadas as diferentes formas em que a técnica proposta
nesta dissertacao pode ser estendida a outras classes de sistemas além dos sistemas LPV
polinomiais variantes no tempo tratados pelo Teorema 3.1. Também sdao apontadas as
principais vantagens do método aqui proposto.

A primeira, e mais proxima, classe de sistemas que o Teorema 3.1 pode abran-
ger sdo os sistemas politépicos variantes no tempo (dependéncia afim nos pardmetros),
introduzidos na Subsecdo 2.5.1 e apresentados na Equagao (2.15). O seguinte corolario
apresenta uma adaptacao do Teorema 3.1 para lidar com esse cenario particular, o qual
tem sido extensivamente investigado na literatura, além da inclusao de um limitante para

a taxa de decaimento p.

Corolario 3.1 (Sistemas LPV politépicos (2.15)). Existe um ganho escalonado de re-
alimentag¢io dinamica de saida O(a(k)) tal que o sistema (2.15) em malha fechada,
para uma entrada de ruido w(k) = 0, possui taxa de decaimento limitada por p, se
existirem matrizes P(a(k)) € ST *M=tme) " p(a(k)) e Gla(k)) € RMetnax(atne)
L(a(k)) € Rimtne)x(atne) - G(q(k)) € RUatne)xatne ¢ Q;(a(k)), i = 1, 2, como sugeridas

na Observagdo 3.1 e parametros escalares dados vy, Y2, V3, €, & € p, tais que
Q+CB+BC <0 (3.11)

seja satisfeita, considerando que Q ¢ dada por

'y * *
Q= P —e(G(a(k)) + G(a(k))) + P(a(k)) *|,
L(a(k)) Ba(a(k)) 0 0

com

Ty = EHe(Ax(a(k))F(a(k)) +EBa(a(k))L(a(k))Qz) — p*Pla(k + 1))
Lo = —EF(a(k)) + e(Aa(a(k)G(a(k))) + e(Bala(k)) L(a(k))Qx(a(k)))’

e as matrizes C e B sao dadas, respectivamente, por

 m@ila(k) |€@x(alk)) = STHa(R)Cy(alk)) Falk)))
C = |2Qi(a(k))| S(ak), B = |c(Qalk)) — S (alk))Cy(a(k)G(a(k)))
Vsl [

No caso afirmativo, o ganho por realimentacao dindmica de saida é dado por O(a(k)) =
L(a(k)S(a(k))~t. Além disso, se 0 < p < 1, entdo, pelo Lema 2.2, também é possivel

afirmar que o sistema (2.15) em malha fechada é assintoticamente estdvel.
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Demonstracao. Para facilitar a visualizacdo desta demonstracao, sao levadas em conta
as mesmas observacoes realizadas para a demonstracao do Teorema 3.1, no sentido da
omissao da dependéncia nos parametros na matrizes incertas do sistema.

Primeiramente, para realizar a recuperacao do ganho estabilizante, © = LS,

realiza-se a manipulacio do termo A, de (2.7), como mostrado a seguir

Acl = AA + BA@Cy
= AA —+ éALsiléy + BALQ2 — BALQ2
= AA —+ BALQQ — BAL(QQ — Siléy).

Adotando B+ como se segue

gl |10 5(5—16:;,
0 I eS1'C,
e aplicando-se uma transformagao de congruéncia em (3.11) utilizando [;’L, tem-se

EHe(AyF) — p* Pt *

L¢Pt e(AuG) GGy ap| (3.12)

Multiplicando-se (3.12) & esquerda por T = [I fld} e a direita por 7", obtém-se
AyPA., — p*P* <0,

que garante que o sistema (2.7), considerando que o mesmo corresponde & malha fechada
do sistema original (2.15), para uma entrada de ruido w(k) = 0, possui taxa de decaimento
limitada por p. Adicionalmente, se 0 < p < 1, entao, pelo Lema 2.2, também é possivel

afirmar que o sistema é assintoticamente estavel. O

Como um subproduto, o Corolério 3.1 (assim como o Teorema 3.1, para o caso
em que as incertezas limitadas em norma sao nulas), pode ser diretamente adaptado para

prover um controlador escalonado de realimentacgao de estados, como é mostrado a seguir.

Corolario 3.2. Realimentagio de estados — LPV politépico] Existe um ganho escalo-
nado de realimentacio de estados ©(a(k)) tal que o sistema (2.15), para uma entrada
de ruido w(k) = 0, possui uma taxa de decaimento limitada por p se existirem ma-
trizes P(a(k)) € S{=tme)xtetmd) " pa(k)) e Ga(k)) € Rwtnxmetne [(q(k)) €
ROmFne)x(atne) - G(q(k)) € Rlatnexatne) ¢ matrizes dadas Q;(a(k)), i = 1, 2, como su-
geridas na Observacao 3.1 e parametros escalares dados vi, 72, V3, €, & e p, matrizes
Cyla(k)) =1 e Ey(a(k)) = 0, tais que a desigualdade (3.11) seja verificada. No caso
afirmativo, o ganho por realimentagio de saida é dado por O(a(k)) = L(a(k))S(a(k))™ .
Além disso, se 0 < p < 1, entao pelo Lema 2.2 também € possivel afirmar que o sistema

é assintoticamente estavel.
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O Teorema 3.1 também pode ser adaptado para a sintese de controladores
robustos (independentes de parametros) de realimentagao dindmica de saida para sistemas
LTT incertos, introduzidos na Subsegao 2.5.2 e apresentados em (2.17), como observado a

seguir.

Corolario 3.3 (Sistemas LTI com termos limitados em norma (2.17)). Eziste um ga-
nho robusto de realimentacio dinamica de saida © tal que o sistema (2.17) em malha
fechada, para uma entrada de ruido w(k) = 0, € assintoticamente estdvel se existirem
matrizes P(a) € SSZL”M)X(MJF”C), F(a) e G(a) € RMetne)x(matne) [ ¢ Rmtne)x(atne)
S € Rltne)xlatne) ¢ Qi(a), i = 1, 2, como sugeridas na Observacio 3.1, varidveis es-
calares na e np e parametros escalares dados vy, V2, 73, € € &, tais que a desigualdade
(3.5) seja verificada, com P(a(k+ 1)) = P(a(k)) = P(a). No caso afirmativo, o ganho
estabilizante é dado por © = LS™!,

O Corolario 3.1, para o caso em que as incertezas limitadas em norma sao nulas,
também pode ser adaptado para a sintese de controladores robustos por realimentacgao
dindmica de saida para sistemas LTT incertos, apresentados em (2.17), contemplando ainda
a alocacao de polos dentro de um circulo de raio p centrado na origem, como observado

a seguir.

Corolério 3.4 (Sistemas LTI sem termos limitados em norma). Eziste um ganho robusto
de realimentagao dindmica de saida © tal que o sistema (2.17) em malha fechada, para uma
entrada de ruido w(k) =0, com AA(a) = AB(a) = 0, possui todos os autovalores dentro

, . . .. . ztnec) X (Ne+nc
do circulo de raio p centrado na origem se existirem matrizes P(a) € SS? ne)X(notn ),

F(a) e G(a) € Retne)x(natne) [ ¢ Rmtne)x(atne) g ¢ Rlatne)xlatne ¢ Q.(a),i=1, 2,
como sugeridas na Observagdo 3.1 e parametros escalares dados vi, 2, V3, €, € € p, tais
que a desigualdade (3.11) seja verificada, com P(a(k + 1)) = P(a(k)) = P(«a). No caso
afirmativo, o ganho é dado por © = LS™. Além disso, se 0 < p < 1, entdo pelo Lema 2.2

também € possivel afirmar que o sistema € assintoticamente estavel.

Além das extensoes apresentadas anteriormente, o Teorema 3.1 também pode
ser ajustado para tratar a estabilizacao de sistemas chaveados com lei de chaveamento

arbitraria (discutidos na Subsecao 2.5.3), como mostra o seguinte corolério.

Corolério 3.5. Eziste um ganho Oy tal que o sistema (2.18) chaveado a tempo discreto

¢ robustamente estdvel, se existirem matrizes Pyg) € SSZL”HC)X(MHLC)

s Py € Gy €
R tne)x(natne) [, g0 € Rimine)x(atne) o G0 € RUtne)x(@tne) matrizes dadas Q; k),
it =1, 2, como sugeridas na Observacao 3.1 e parametros escalares dados 1, V2, V3, €
e &, tais que (3.9) seja satisfeita e considerando-se que o parametro variante no tempo
a(k) seja substituido pela regra de chaveamento (k). Assim, (k) e ¥(k + 1) podem
ser substituidos, respectivamente, pelos indices i e 5, com 1,7 = 1,..., N, em que N € o

niumero de modos do sistema. No caso afirmativo, ©yx) = Lw(k)SJ(lk) ¢ um controlador
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chaveado por realimentag¢io dindmica de saida que estabiliza o sistema (2.18) com regra
de chaveamento (2.19).

O corolario anterior também pode ser adaptado para tratar o caso de reali-
mentacao de estados, de forma similar a que foi mostrada no Corolario 3.2, isto é, fazendo
as matrizes Cypy = L.

Além das aplicacoes do método proposto mencionadas anteriormente, é possi-
vel evidenciar algumas outras particularidades relevantes da técnica, como a possibilidade
da busca em escalares. Primeiramente, ¢ importante notar que as desigualdades dependen-
tes de parametros do Teorema 3.1 e dos corolarios apresentados sao lineares com respeito
as variaveis de otimizacao apenas se os escalares v;, i = 1,...,3, €, £ e p sao dados, sendo
que mais detalhes a respeito desse assunto sao apresentados na Secao 3.3. Embora a heu-
ristica sobre como procurar pelos melhores valores para esses parametros nao seja o foco
desta dissertacao, e nem seja investigada profundamente, é importante também ressaltar
o fato de que é possivel a obtencao de resultados significativamente diferentes (mais ou
menos conservadores) ao variar os valores dos escalares.

Outro aspecto interessante do método proposto é o fato de tratar qualquer
matriz de saida Cy(a(k)) sem a necessidade de impor nenhuma estrutura especial ou
restricao nas variaveis de otimizacao. Note que os primeiros métodos de realimentacao
de saida baseados em LMIs (PERES et al., 1994a; GEROMEL et al., 1996) exigiam que
essa matriz fosse constante, independente de parametros e com uma estrutura particular
na forma Cy(a(k)) = [I 0]. Os métodos mais recentes aliviaram essas limitagoes, porém,
em geral, ainda requerem transformacoes de similaridade (DONG; YANG, 2008; DONG;
YANG, 2013) e nao sao capazes de tratar dependéncia polinomial nos parametros (apenas
dependéncia afim). Além disso, uma caracteristica notavel das condigdes de projeto é o
fato de que as variaveis de folga F'(a(k)) e G(a(k)) sao dependentes de pardmetros, o que
nao é comum em condigoes de sintese que permitem o projeto de ganhos robustos (veja a

discussao deste tépico na Segao 3.3).

3.3 Testes de Dimensao Finita

A dependéncia do tempo associada a todas as matrizes no Teorema 3.1 pode
ser eliminada das desigualdades pois é assumido que a(k) € A para todo k > 0. Neste
ponto, uma importante observacao concerne a matriz P(a(k+ 1)), uma vez que a(k + 1)
e a(k) podem depender um do outro (taxa de variacao limitada) ou nao (variagao arbi-
trariamente rapida). O dltimo caso é adotado nos experimentos numéricos da Segao 3.4
(considerando a(k+1) = (k) € A), mas o caso de variagao limitada poderia também ser
abordado seguindo as metodologias propostas em De Caigny et al. (2010). Mesmo apds

estas consideracoes, as condigoes propostas na Secao 3.1 ainda nao sao programéaveis na



Capitulo 3. FEstabilizacao de Sistemas LPV com Termos Limitados em Norma 38

forma como foram apresentadas: como LMIs dependentes de pardmetros (ou robustas).
Essa classe de problemas de otimizacao de dimensao infinita é dificil de ser solucionada, no
entanto, aproximagoes polinomiais se tornaram uma ferramenta eficaz para solucionar o
problema em termos das, assim chamadas, relazacoes. Ao fixar as variaveis de otimizacao
como polinémios (mais precisamente, polindmios homogéneos) de grau fixo, a positivi-
dade (ou negatividade) das desigualdades polinomiais resultantes pode ser verificada em
termos de um conjunto finito de LMIs, utilizando, por exemplo, os métodos baseados
no Teorema de Pdlya (HARDY et al., 1952). Atualmente, tais conjuntos de LMIs po-
dem ser automaticamente obtidos ao utilizar o parser ROLMIP (do inglés, Robust LMI
Parser) (AGULHARI et al., 2012), que trabalha conjuntamente com o parser Yalmip
(LOFBERG, 2004). Para o leitor interessado, o Apéndice B apresenta de forma did4tica
as etapas necessarias para produzir condi¢coes LMIs programaveis a partir da imposicao
de uma estrutura para as variaveis de otimizacdo da condi¢ao de analise de estabilidade
robusta dada no Lema 2.1. Além disso, também é mostrado como a programacao das
condi¢oes do Lema 2.1 pode ser realizada por meio do parser ROLMIP.

Em relagao a escolha dos graus das variaveis polinomiais de otimizacao, algu-
mas observagoes sao importantes. As variaveis L(a(k)) e S(a(k)) definem a estrutura do
controlador e, se um controlador robusto (independente de pardmetros) é requerido, entao
os graus associados devem ser iguais a zero. Se ao menos um dos graus nao ¢ zero, entao
o controlador sintetizado é escalonado e o vetor de pardmetros a(k) deve estar disponivel
online (estimado ou medido) para realimentacao. Os graus associados as outras variaveis
influenciam apenas no conservadorismo das solugdes e, como regra geral, graus maiores
produzem solugoes melhores ao preco de um maior esfor¢co computacional. Para realizar
uma comparacao justa com outros métodos da literatura, essas variaveis sao mantidas
com grau um nos experimentos numéricos.

Como dito anteriormente, as condi¢oes propostas exigem que os parametros
escalares 71, v9, 73, € e £ sejam dados, caso contrario, as condi¢oes sao desigualdades
matriciais bilineares. Este trabalho nao investiga como realizar a busca nesses parametros.
Ao invés disso, ¢ utilizado um conjunto de valores testados em Vieira et al. (2015), trabalho
que emprega uma abordagem similar para investigar o controle por realimentacao de

estados para sistemas LTI discretos no tempo. O conjunto é dado por:
Vi =7%=0, 73=-10°, e=1, £€{-09,-08, ---, 0.8, 0.9}. (3.13)

Para as matrizes Q;(a(k)), i = 1,2, todos os exemplos apresentados nesta dis-
sertacdo foram realizados utilizando a escolha mais intuitiva, isto é Q;(a(k)) = C,(a(k)),
seguindo o que foi sugerido na Observagao 3.1. Testes utilizando a equacao (3.4) e com-
binando a mesma com a escolha de Q;(a(k)) = C,(a(k)) também foram feitos, porém o
desempenho foi inferior a escolha de fazer @Q;(a(k)) igual & matriz de saida do sistema.

Portanto, esta foi a escolha adotada nesta dissertacdo para todos os experimentos nu-
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méricos apresentados, embora outras escolhas possam fornecer resultados melhores em
algumas situagoes.

Com relacao a introducao do limitante da taxa de decaimento p nas condig¢oes
de sintese, uma heuristica foi desenvolvida de forma a, na etapa do projeto dos controla-
dores, permitir que o valor de p seja maior do que um. Note que essa escolha em principio
nao faz sentido, pois o intervalo que garante estabilidade ¢ 0 < p < 1. Contudo, este
valor serve apenas como um limitante superior (custo garantido) para a taxa de decai-
mento do sistema, podendo a mesma ser menor. Nesse caso, uma condi¢ao de analise de
estabilidade poderia ser aplicada a posteriori para certificar a estabilidade. Essa logica é
apresentada no Algoritmo 1, no qual sdo introduzidos alguns outros detalhes relevantes.
Primeiramente, ¢ realizada a obtencao de um ganho por realimentacao de saida, conside-
rando o problema de otimizacdo apresentado em (3.11) e aplicando a violagao do limite
do valor de p, ou seja, p > 1. Em sequéncia, sao aplicados dois testes com o intuito de
confirmar a estabilidade do sistema em malha fechada com o ganho de realimentacao de

salda calculado:

1° Neste teste é verificado o valor absoluto dos autovalores associados as matrizes A,
1 = 1,..., N, que sdo obtidas para as seguintes escolhas dos parametros: a; = 1,
a; =0,Vj=1,...,N,j # i Note que, para um sistema politépico, as matrizes A,
sdo chamadas de “vértices” da matriz Ay(a). Determinada a matriz A, verifica-
se o maior valor absoluto dos autovalores. Esse procedimento, que constitui uma
condicao apenas necessdaria para estabilidade, é utilizado como um teste “barato
computacionalmente” de ser verificado, descartando, de imediato, a possibilidade

de estabilidade robusta caso algum autovalor de A, esteja fora do circulo unitario.

2° Apesar do primeiro teste possuir um carater apenas necessario quanto ao certificado
de estabilidade, o mesmo nao é suficiente para tal. Isto acontece visto que, mesmo
se as matrizes A, possuirem autovalores estaveis, a matriz A,(«) pode ser insta-
vel. Portanto, o segundo teste visa fornecer um certificado de estabilidade robusta
por meio da resolucao de uma condicao LMI de andlise de estabilidade robusta.
No entanto, esse procedimento demanda a execucao de mais uma condi¢ao LMI,

requerendo um maior esfor¢co computacional.

E importante mencionar que este algoritmo ¢ utilizado apenas para tratar ca-
sos de sistemas LPV e LTI sem os termos limitados em norma, utilizando condigoes de
analise de estabilidade robusta adaptadas para tais sistemas. Para analise de estabilidade
dos sistemas utilizados nos exemplos desta dissertacao, foi empregada a condigdo apre-
sentada no Teorema 2 de Oliveira et al. (1999), para sistemas LTI e sua extensdo para
tratar sistemas LPV (DAAFOUZ; BERNUSSOU, 2001b). Além disso, foi adicionado um

parametro de entrada degP que equivale a testar a estabilidade utilizando uma matriz de
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Lyapunov P(a(k)) de grau 1 até grau degP (teste progressivamente menos conservador,
embora cada vez mais custoso computacionalmente).

Desta forma, o Algoritmo 1 apresenta um procedimento que verifica, a poste-
riori, a estabilidade do sistema em malha fechada, considerando um controlador obtido
a partir de uma heuristica de busca que permite que o valor do limitante da taxa de

decaimento do sistema seja maior do que um.

Algoritmo 1: Teste de estabilidade de sistemas com p > 1
Entrada: A(a(k)), B(a(k)), Cy(a(k)), & € 71, 72, 73, p € degP
Saida: Factibilidade e ©(«(k))

resolve problema de otimizagao (3.11)

se problema de otimizacao € factivel entao
calcula Ay (a(k)) segundo (2.8)

se max(|\j(Au,)| > 1), para j=1,...,n,+n.,, ei=1,...,N entao
| retorna infactivel

senao

p = 0;

enquanto p < degP faga

resolve condicao de andlise com P(«(k)) de grau p

se condicao de andlise é factivel entao
| retorna factivel e ©(«(k))

senao
| p=p+1
fim
fim
fim
senao

| retorna infactivel

fim

3.4 Exemplos Numéricos

As condigoes propostas nesta dissertacao foram programadas utilizando o soft-
ware Matlab (R2014a) com o auxilio dos parsers ROLMIP (AGULHARI et al., 2012) e
Yalmip (LOFBERG, 2004) e do resolvedor SeDuMi 1.3 (STURM, 1999). As simulagdes
foram realizadas em um computador Ubuntu Linux, Intel Core i7-4770 (3.40 GHz), 8.0
GB RAM.
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3.4.1 Comparacao Estatistica dos Métodos de Estabilizacao

Este primeiro exemplo tem por objetivo realizar uma comparacao das condig¢oes
de projeto dadas no Teorema 3.1, adaptadas para realimentagao de estados por meio do
Corolario 3.2, com o método apresentado em Morais et al. (2012) para o caso LTI ou
com a técnica apresentada em Daafouz e Bernussou (2001a) para o caso LPV. Para tal,
foram realizados testes numéricos de estabilizagao utilizando a base de sistemas politopicos
proposta em Morais et al. (2012). Esta base constitui-se de sistemas instéveis em malha
aberta, que sao robustamente estabilizaveis por um ganho robusto, mas que nao sao
quadraticamente estabilizaveis. Os testes foram realizados inicialmente para sistemas com
dimensao n, € {2,3} estados e N € {2,...,5} vértices. Para cada combinagao de n, e N
a base contém 100 conjuntos diferentes de sistemas, que foram utilizados nas simulagoes.

A primeira parte deste exemplo visa a estabilizacdo por realimentacao de es-
tados de sistemas invariantes no tempo. Para tal, foram realizados testes para o Lema 5
(LA — &) de Morais et al. (2012), que possui buscas realizadas no pardmetro £, conside-
rando dezenove elementos igualmente espagados no intervalo [—0.9 0.9] e para o método
aqui proposto, por meio da adaptacao mostrada no Corolario 3.4 e cuja busca nos esca-
lares é realizada em (3.13), com ¢ = {—0.2,—-0.1,0,0.1,0.2}. Com relagdo a alocagao de
polos, duas situagoes foram analisadas utilizando o Algoritmo 1 com degP = 1. Para a
primeira, foi considerada uma aloca¢ao em um raio unitario (C3.4) e, para a segunda essa
restri¢ao foi relaxada, aumentando o raio para p = {1.05, 1.1} (C3.4-p).

A Tabela 1 mostra o resultado de estabilizacao por realimentacao de estados
de sistemas invariantes no tempo para as técnicas comparadas. E possivel notar que os
resultados obtidos por meio da relaxacao da alocagdo de polos em raios maiores que o
unitario apresentam vantagens em todas as combinagoes de dimensao (n,|N) em relagao
aos outros métodos. Os resultados obtidos para a técnica desenvolvida em Morais et al.
(2012) e para a condigdo adaptada dos Corolarios 3.4 e 3.2 considerando a alocac¢ao no
circulo unitario sdo exatamente os mesmos. Este fato ja era esperado, pois como demons-
trado em (VIEIRA et al., 2015), as condigoes dos Corolarios 3.2 e 3.4 contém as condigoes
de (MORALIS et al., 2012) como um caso particular se os escalares forem fixados como
em (3.13). Uma andlise geral dos resultados mostra que, mesmo realizando menos testes
do que a técnica comparada utiliza (19 versus 10), a técnica proposta, nos dois casos
analisados, obtém os melhores resultados.

Quanto a segunda parte deste exemplo, foram realizados testes para os Teore-
mas 3 (controlador robusto) e 4 (controlador escalonado) de Daafouz e Bernussou (2001a)
(DBO01) e para condigoes adaptadas por meio do Coroldrio 3.2 para tratar o caso sem as
incertezas limitadas em norma. Com relacao a busca em escalares do Corolario 3.2, esta
foi realizada em (3.13), com £ = {—0.2,—0.1,0,0.1,0.2}. Assim como foi feito anterior-

mente, duas situagoes foram analisadas com relacao a taxa de decaimento limitada por p,



Capitulo 3. FEstabilizacao de Sistemas LPV com Termos Limitados em Norma 42

Tabela 1 — Resultados de estabilizacao de sistemas invariantes no tempo.

n, [N [C34]|C34-p| LA—¢

2 85 | Ol 85
, 3 93 | 95 93
4 91 | 96 91
5 93 | 99 93
2 8 | 92 86
, 3 97 | 100 97
4 95 | 96 95
5 96 | 99 96
Total (%) | 92 | 96 92

utilizando-se o Algoritmo 1 com degP = 1. Para a primeira, foi considerado p = 1 (C3.2)
e, para a segunda, p = {1.05, 1.1} (C3.2-p).

A Tabela 2 apresenta os resultados obtidos para os métodos sob investigacao,
que foram testados para ambos os casos de estruturas de controladores, sejam eles ro-
bustos (grau zero em S(a(k)) e L(a(k))) ou escalonados (grau zero em S(a(k)) e um
em L(a(k)) para os testes com p > 1 e grau um em ambas as matrizes para os testes
com p = 1). E importante observar que para realizar os testes de estabilidade robusta
descritos no Algoritmo 1, utilizados quando p > 1, o primeiro passo é obter a matriz di-
namica em malha fechada. Para isso é necessario determinar explicitamente o ganho (por
exemplo, em termos de uma estrutura polinomial), o qual envolve o cdlculo da inversa da
matriz S(a(k)). Embora seja possivel eliminar o termo S(a(k))™!, por meio, por exem-
plo, de transformacoes de congruéncia (o que implicaria em S(«(k)) multiplicando outras
matrizes), é imposta uma estrutura constante (grau zero) para a matriz S(«(k)), a fim
de simplificar o computo de sua inversa. No entanto, as condi¢oes de sintese elaboradas
dessa maneira (grau zero em S(a(k)) e um em L(a(k))), embora projetem um controlador
escalonado, sdo mais conservadoras quando comparadas ao caso em que ambas matrizes
que compoem o ganho sdo dependentes de pardmetros (grau um em S(a(k)) e L(a(k))).
A partir da observagao dos resultados, é possivel perceber que, assim como ocorre para
sistemas LTI, as solugdes obtidas por meio da relaxagao das taxas de decaimento (p > 1)
apresentam vantagens em todas as combinagoes de dimensoes (n,|N) em rela¢ao aos ou-
tros métodos, tanto para o caso robusto quanto para o escalonado. Quando comparado
ao método de Daafouz e Bernussou (2001a), as condigoes adaptadas por meio do Corola-
rio 3.2 sem a relaxacao da taxa de decaimento (p = 1) apresentam resultados um pouco

menos conservadores em ambos os casos robusto e escalonado.
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Tabela 2 — Resultados de estabilizacao de sistemas variantes no tempo.

ny | N Controle Robusto Controle Escalonado
. DBO1 | C3.2 [ C3.2-p | DBOL | C3.2 | C3.2p
2 7 8 29 42 44 59
5 3 14 16 37 60 61 73
4 18 19 44 55 57 72
5 16 17 48 54 55 68
2 11 11 43 57 58 71
5 3 14 15 50 50 55 78
4 23 24 59 66 68 78
5 26 26 55 61 63 83

Total (%) | 16.13 | 17.00 | 45.63 | 55.63 | 57.63 | 72.75

3.4.2 Estabilizacdo Robusta de Sistemas LTl com Termos Limitados em Norma

Este exemplo foi desenvolvido para destacar a aplicagdo do método proposto
na estabilizagao de sistemas polinomiais com termos limitados em norma, cuja modelagem
decorre de um procedimento de discretizagao de sistemas politopicos a tempo continuo via
série de Taylor truncada. Para isso, considere o seguinte sistema linear incerto continuo
no tempo

(t) = A(a)z(t) + B(a)u(t)
y(t) = Cla)x(t)

cujas matrizes em espaco de estados representam a dindmica de um sistema massa-mola,

como descrito em Iwasaki (1996). Fazendo k1 = 0, mq = 3.7, my =2, co =0 e ky € [8 12],

(3.14)

tem-se que os vértices do sistema (3.14) sao dados por

0 0 10 0
0 0 01 0

P = , B; = L Ci=1i=1,2 (3.15)
—k(i)/3.7 k(i)/3.7 0 0 1/3.7
ka(i)/2  —ke(i)/2 0 O 0

Para obter as matrizes polinomiais discretas no tempo Aa(a) e Ba(a), a partir de (3.15),
foi utilizado o método de discretizagao proposto em Braga et al. (2014a), para um periodo
de amostragem de T" = 0.4s.

Primeiramente, testa-se o Corolario 3.4, com p = 1, utilizando o sistema discre-
tizado considerando uma expansao em série de Taylor de grau ¢ = 1, de primeira ordem,
e sem considerar os termos limitados em norma (AA(«) e AB(a), que representam o erro
de discretizagdo). Nesse caso, o sistema discreto equivalente é dito politépico, e é possivel
obter um controlador pelo método proposto (Corolario 3.4, com p = 1). No entanto, este
nao garante a estabilidade do sistema continuo original, pois o erro de discretizacao foi
negligenciado. Para comprovar essa afirmagao, simulagoes temporais foram realizadas em

Matlab/Simulink considerando xy = [—4 1 2 —3}/. A Figura 2a mostra a evolugao
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temporal dos estados do sistema hibrido (planta continua + controlador discreto) para o
caso particular em que o parametro incerto o é dado por a = [0.25 0.75} conectando
o controlador discreto no sistema continuo via segurador de ordem zero (do inglés, zero
order holder — ZOH).

Um novo teste € realizado utilizando novamente a expansao em série de Taylor
de primeira ordem, porém agora utilizando o Corolario 3.3 que é adaptado para sistemas
LTT considerando os erros de discretizacao, ou seja, os termos AA(a) e AB(«) limitados
em norma como em (2.3) sdo levados em conta no procedimento de sintese do controlador.
O que ¢é constatado é que a técnica nao consegue encontrar um ganho estabilizante,
provavelmente pelos valores elevados que limitam em norma os termos desprezados na
expansao em série (04 = 1.2324 e = 0.0277).

A segunda parte dos testes consiste em realizar uma discretizagdo com um grau
maior da expansao em série de Taylor, como por exemplo ¢ = 3, e verificar o comporta-
mento do sistema hibrido em malha fechada. Aplicando entao o Teorema 3.1 adaptado
para sistemas LTI considerando os erros de discretizagao (04 = 0.1283 e d5 = 0.0023),
encontra-se um controlador estabilizante. Com relagdo ao sistema hibrido, a simulagoes
temporais (Figura 2b) também mostram que o ganho sintetizado é estabilizante. Vale a
pena ressaltar que, embora a Figura 2b apresente apenas o comportamento temporal dos
estados para a = {0.25 0.75], foram feitas simulagoes para uma grade fina de valores em
a € [0 1], todos fornecendo evolugoes temporais similares, ou seja, estados convergindo
para zero. A estabilidade do sistema hibrido pode ser garantida teoricamente seguindo
passos similares aos demonstrados no Apéndice 2 do artigo Braga et al. (2014a). Con-
tudo, como esse nao é o foco desta dissertacao, esse exemplo foi apresentado apenas com
o intuito de justificar a abordagem genérica do método proposto (que além de tratar os
tradicionais modelos politopicos, consegue manipular sistemas polinomialmente depen-
dentes de pardmetros com incertezas limitadas em norma) apresentando uma de suas

possiveis aplicagoes em teoria de controle.

3.4.3 Sistemas Chaveados

O objetivo desse exemplo é comparar a condi¢ao de projeto dada no Corola-
rio 3.5 (C3.5), que trata sistemas chaveados, com o método proposto especialmente para
esse fim no Teorema 3 de Daafouz et al. (2002) (DMI). Com esse objetivo, foram realiza-
dos testes numéricos de estabilizacao utilizando a base de sistemas politopicos proposta
em Morais et al. (2012), considerando que os N vértices do politopo representam os N
modos de operacao do sistema chaveado. A combinacao de parametros apresentada em
(3.13) foi utilizada no Corolario 3.5.

As Tabelas 3 e 4 mostram os resultados obtidos das simulagoes para a base

de dados testada considerando, respectivamente, ganhos por realimentacao de saida e de
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Figura 2 — Trajetérias dos estados do sistema (3.15) com: (a) controlador obtido pelo
Corolario 3.4 (com p = 1) com uma aproximagao de primeira ordem (¢ =
1) e desprezando os erros de aproximagao da discretizagao. (b) controlador
obtido pelo Corolario 3.3 com ¢ = 3 considerando os erros de aproximacao da
discretizacao.

estados. Dois casos distintos foram estudados: controle dependente do modo de opera-
cao (menos conservador, representado por K¢ nas tabelas) e controle independente de
modos (um unico controlador garante a estabilidade do sistema, independentemente do
chaveamento, simbolizado por K nas tabelas). Pode-se notar que, com excegao do caso
de realimentacao de estados dependente de modo, os resultados obtidos com a condicao
proposta apresentam vantagens em todas combinagoes de dimensoes (n,/N) com relagdo

ao método proposto em Daafouz et al. (2002).

Tabela 3 — Resultados de estabilizagao por realimentacao de saida de sistemas chaveados

discretos com regra de chaveamento arbitraria utilizando o Corolario 3.5 (C3.5)
e o Teorema 3 de Daafouz et al. (2002) (DMI).

n | N C35 DMI
’ K Kew | K K
9 4 37 | 1 33

, 3 348 | 2 41
4 5 45 | 3 38

5 6 43 | 2 40

2 0 13 | 0 11

, 3 125 | 0o 17
4 2 28 | 0 24

5 5 2 | 4 17
Total (%) | 3.25 32.38 | 1.50 27.63
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Tabela 4 — Resultados de estabilizacao por realimentacao de estados de sistemas chavea-
dos discretos com regra de chaveamento arbitraria utilizando o Corolario 3.5
(C3.5) e 0 Teorema 3 de Daafouz et al. (2002) (DMI).

n | N C35 DMI

’ K Kew | K Kew

P 8 78 7 78

, 3 16 96 | 14 96

4 19 9 | 18 90

5 17 89 | 16 89

9 11 84 | 11 &4

, 3 15 84 | 14 4

4 24 89 | 23 89

5 2% 91 | 26 91
Total (%) | 17.00 87.63 | 16.13 87.63
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4 Controle Hoo € Ho

Neste capitulo sao apresentados os principais resultados no ambito da sintese
de controladores H., e Hs, desenvolvidos a partir das técnicas de estabilizagdo apresen-
tadas no Capitulo 3. Primeiramente, sao apresentadas condi¢oes LMIs dependentes de
parametros suficientes para a obtencao de controladores H., e Hso escalonados por reali-
mentagao dindmica de saida para tratar sistemas LPV polinomiais com termos incertos
limitados em norma. Na sequéncia, sao apresentadas as principais extensoes e vantagens
da técnica e, finalmente, exemplos numéricos sao fornecidos de forma a demonstrar a

eficacia do método proposto.

4.1 Controle H,, por Realimentacdo Dinamica de Saida

O primeiro resultado apresentado neste capitulo refere-se a condigoes LMIs
dependentes de parametros suficientes para a sintese de controladores H., escalonados por
realimentacao dindmica de saida para o sistema (2.1), que sdo apresentadas no teorema

a seguir.

Teorema 4.1. Se existirem matrizes P(a(k)) € ST =4 " p(a(k)) e G(a(k)) €
R(etne)x(netne) - [ (q(k)) € RMnexlatne ¢ §(q(k)) € R@+ne)x(atne) matrizes dadas
Qi(a(k)), i =1, 2, como sugeridas na Observacdo 3.1, varidveis escalares i, N4, B €

NE, e parametros escalares dados y1, V2, 73, € €& tais que

Q+CS+S8C <0, Va(k) € A, (4.1)
em que Q € dada por
[ I * * * * * ]
%) [9o * * * * *
I3 [3o —p I * * * *
r r —1
0— /41 , 0 43 * * * * (4.2)
L(a(k)) B(a(k)) 0 ['s3 0 0 * * *
EF(a(k)) eG(a(k)) 0 0 —nal % *
(L(a(k)Q2(alk) T 0 T Lla(k)) 0 —mpl  «
I 0 0 0 I 0 0 0 —npl



Capitulo 4. Controle Hoo € Ho 48

Ty = ¢He (A(a(k))F(a(k)) + Bla(k)) L(a(k))Qa(a(k))) — P(a(k + 1))
-+ T]A(Sil + 7]35%1 + T]E(S%I

Ty = — EF(a(k)) + e(A((k)G(a(k))) + e(B(a(k)) L(a(k))Qa(a(k)))
) (a(k))

)"+ ( (
Foy = —e(G(a(k)) + G(a(k))) + Pla(k))
Tgp = eC.(a(k))G(a(k)) + eD.(a(k)) L(a(k)Qx(a(k))
I75 = eL(a(k))Q2(a(k))
Lig = E.(a(k)) + (Dz(a(k) L(a(k)) B, (a(k)))
I's3 = L(OZUf))/Dz(O‘ k)
Tra = Lia(k)) By (a(k))

e C e S sao dadas, respectivamente, por

M@ (a(k)) §(S(a(k)Q:(a(k)) — Cylalk)) F(a(k)))
72Q1(a(k)) e(S(a(k)Qx(a(k)) — Cy(a(k)G(a(k)))
0 0
c 0 s (S(alk)) Ey(a(k)) — Ey(a(k))) 7
sl S(a(k))
0 0
0 0
0 0

entdo O(a(k)) = L(a(k))S(a(k))™ é um controlador escalonado estabilizante por reali-

mentagao dindmica de saida € jin € um custo garantido H., para o sistema (2.7).

—~

Demonstracao. O primeiro passo da demonstracao consiste em obter as LMIs que tratam
as matrizes originais do sistema (AA, Ba, E~A), unindo os termos polinomiais as incerte-
zas limitadas em norma. Basicamente essa tarefa consiste em manipular as condi¢oes de
maneira recuperar os termos AA(a(k)), AB(a(k)), AE(a(k)), a partir dos limitantes d4,
0p € 0g, tendo conhecimento da relacao mostrada em (2.3). Os procedimentos enunciados
na demonstracao do Teorema 3.1 (aplicacdo do complemento de Schur e Lema 2.6 em

sequéncia) sdo executados sequencialmente com as escolhas
M'=[AE(@) 000000, N=[000TI1000, n=ns
em seguida
M =[AB(a) 0 0 0 0 0, n=ns
N = [¢L(a(k))Cylalk) eL(a(k)Cy(a(k)) 0 L(a(k)E,(a(k)) Lia(k)) 0],
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e, finalmente,

M =[AAd(@) 0 0 0 0, N=[¢F(ak) eGak) 0 0 0], n=na

Realizando esses passos, tem-se que, se (4.1) é satisfeita, entdo a seguinte desigualdade

também é valida

para
Top * *
To Too *
Q= T3 T3 —p2 ] *
T4 0 Ty —I
L(a(k))'Ba(a(k))" 0 L(a(k))'D:(a(k)) 0
com

Ty = —EF(a(k)) + e(Aa(a(k)G(a(k))) + e(Balalk)) L(a(k))Qz(a(k)))
Ty = £C.(a(k))F(a(k)) + ED.(a(k)) L(a(k))Qz(a(k))
Tu = Ea(a(k)) + (Ba(a(k)) L(a(k) E,(a(k)))’

11Q1(a(k)) §(S(alk))Qa(alk)) — {?‘y(a(k))F(@(k)))’
[ e@iatk) | e(S(alk)Qe(alk)) = Cylalk))Gla(k)))
C = 0 , 8= 0
0 (S(a(k)Ey(a(k)) — Ey(a(k)))
sl S(a(k))

Observe que a desigualdade em (4.3) pode ser reescrita como
QO+ CXB+BX(C <0,

com X = S(«a(k)) e

B =

O

(4.3)

)

(4.4)
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Pré e p6s multiplicando (4.4) respectivamente por BY e Bt com

Bt =

o H O O

0
0 e(S(a(k)™
0
I

oS O O H
oS O = O

obtém-se a seguinte expressao

Aa(a(k))| [EF(a(k)) EF (k)| |Aala(k))

-1 eG(a(k)) eG(a(k)) —1I

J+ |~ N <0 (4.6)

Ccl(a(k:)) 0
0

em que

0 0 —p21 *
Ba(a ( ) 0 Dala(k)) —I

e Ay(a(k)), Ba(a(k)), Cy(a(k)), Dg(a(k)) sio dadas em (2.8).
Multiplicando-se (4.6) a esquerda por R’ e a direita por

Cala(k) Pla(k) Aa(a(k)) —p2 1+ Cala(k))P(a(k)Cala(k)
Ba(a(k)) Da(a(k))’

que pode ser reconhecido como o Bounded Real Lemma (Lema 2.3). O

4.2 Controle Hs por Realimentacdo Dinamica de Saida

Nesta secao, sdo propostas condi¢oes LMIs dependentes de parametros sufici-
entes para a sintese de controladores H, escalonados por realimentagdao dindmica de saida

para o sistema (2.1), que sao apresentadas no Teorema 4.2.
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Teorema 4.2. Se existirem matrizes P(a(k)) € SU= ) 0=+ " piak)), Glak)) e
H(a(k)) € Ratne)x(matne) [ (q(k)) € RMHne)x(atne) ¢ S(q(k)) € Rlatne)x@tne) = mapr-

zes dadas Q;(a(k)), i = 1,--- ,4, como sugeridas na Observagao 3.1, varidveis escalares

L2, NA, NB € N, € parametros escalares dados 1, Yo, V3, V4, V5, € €& tais que

ps > Tr {W(a(k))},
Qu + CaSa + Sc'Cd’ < 0,
Qr +CrSr + Sr'Cr' <0,
sejam satisfeitas Va(k) € A considerando Q¢ igual a
'y * * * *
[y [y * * * *
[z 0 —I * * *
(B(a(k))L(a(k))) 0 0 0 * *
§F(a(k)) eG(a(k)) 0 0 —na
§L(a(k)@x(a(k))  eL(a(k))Qa(a(k)) L(a(k))Ey(a(k)) L(a(k)) 0 —np
I 0 0 I 0 0 0
L = EHe(A(a(k))F(a(k)) + B(a(k)L(a(k))Qa(a(k))) — P(a(k +1))
Do = —EF(a(k) + e(Ala(k)G(alk) + e(Bla(k))L(a(k))Qa(alk)))’
Ta = E(a(k)) + (B(a(k)) La(k)) E,(a(k)))'
oo = Pa(k)) — e(G(a(k)) + G(a(k)))
matrizes Cq e S dadas por
1Qi(a(k))] £(Qa(alk)) = S(a(k) ™ Cy(alk) F(a(k))'
Y2Q1 (v (k)) €(@z(a(k)) = S(a(k)) 'Oy (a(k)G(a(k)))
0 (S(a(k))Ey(a(k)) — S(a(k) " Ey(a(k)))
CG = ’)/31 S(a(k)), SG/ = I
0 0
0 0
0 0
e sendo ainda
( P(a(k)) ) X o
—H(a(k)) — H(a(k))'
Or = 0251 —W(a(k)) x %
0 D3y -1
0 (Dz(a(k)L(a(k))) 0 0

(4.7)
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com

(I)21
D3y

Ca(a(k)H(a(k)) + D.(a(k))L(a(k)Qs(a(k)))
(

E.(a(k))' + (D:(a(k)) L(a(k) E,(a(k)))

e matrizes Cr e St dadas por

21Qulalk)) £(@Qu(a(k)) — S(a(k)'Cy(a(k) F(a(k)))
cr=| U |Sak). Sh= i oo |
0 (B, (k) — S(a(k) " Ey(a(k)))
V51 I

entao ©(a(k)) = L(a(k))S(a(k))™" é um controlador escalonado estabilizante por reali-
mentacao dinamica de saida e jo € um limitante superior para a norma Ho do sistema
(2.8).

Demonstracao. Primeiramente, é necessario recuperar as desigualdades que tratam as
matrizes originais do sistema (Aa(a(k)), Ba(a(k)), Ea(a(k))) unindo os termos polino-
miais as incertezas limitadas em norma. Basicamente essa tarefa consiste em manipular
as condi¢oes de maneira a recuperar os termos AA(a(k)), AB(«a(k)), AE(a(k)), a partir
dos limitantes d4, dp e dp, tendo conhecimento da relagdo mostrada em (2.3). As de-
sigualdades (4.7) e (4.9) nao necessitam dessas manipulagoes, uma vez que somente a
desigualdade (4.8) (referente ao gramiano) apresenta as incertezas limitadas em norma.
Para tal, o Lema 2.6 é aplicado sequencialmente em (4.8), da maneira como foi evidenciada

no Teorema 3.1, com as seguintes escolhas
M =[AE@) 00000, N=[00100 0. n=ns
em seguida
M =[AB(a) 0 0 0 0], n=ns
N = [¢L(a(k))Qa(a(k)) eL(a(k))Qx(a(k)) L(a(k)E,(a(k)) Lia(k)) 0],
e, finalmente,
M' =[AA(@) 0 0 0], N=[¢F(a(k)) G@ak) 0 0], n=na

Assim, tem-se que, se (4.8) é satisfeita, entdo a seguinte desigualdade também é valida

Q¢ +CaSc + S5C5 < 0 (4.10)
para
T * *
Tay P(a(k)) - e(Ga(k) + G@k)) = =
T3 0 —I %
(Ba(a(k))L(a(k))) 0 0 0
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com

1Qi(a (k) €(S(a(k)Qa(a(k) = Cylalk) P(a(k))
b [POEEN] g g | ASUN@:AaR) ~ Cylath)Ga(R))
0 C T S a) - Bak))
ol S(a(k))

A segunda parte da demonstracao é realizada separadamente para as LMIs
relacionadas ao custo e ao gramiano. Comecando pela desigualdade relativa ao gramiano,

dada por (4.10), adotando S como se segue

T 000 g(S(alk) Oy (k) Fla(k)) Qx(a(k)Y]
= [0 T 0 e(S(a(k)'Cyla(k)G(alk) = Qa(al(k)))
001 (S(a(k) ™ Ey(a(k) — Ey(alk)))'

nota-se que, se a desigualdade SG QGSG < 0, item 4 do Lema de Finsler (Lema 2.5), é

satisfeita entao tem-se que a seguinte desigualdade também é satisfeita

EHe(Au(a (k) F(a(k))) — Pla(k+ 1)) . *
) : o [~elGlak) + Glak)y)
—EF(a(k)) + el Au(alk)G(a(k))) ( Pt ) * | <0, (1)
Ba(a(k)) 0 .

com Agy(a(k)) e By(a(k)) dadas como em (2.7). O préximo passo da demonstracdo tem
por finalidade retirar os escalares e as variaveis de folga da desigualdade referente ao

gramiano, o que é feito ao multiplicar (4.11) & esquerda por

o [U Aatath)) 0]7

0 0 I

e a direita por T”. Realizando esta operacao, obtém-se

flcz(oz(/f))P(a(/f){ficz(a(k))’ — P(a(k+1)) écz(a(k))] <0
B(a(k)) —1 ’

que é a mesma desigualdade dada em (2.13).
Passando entao a demonstragao da desigualdade relacionada ao custo, ado-

tando S como

10 0 &S(ak)Cy(alk) H(alk) — Qs(a(k)]
St =10 10 0 )
001  (Sa(k)'Eyalk) - Ey(alk)
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nota-se que se a desigualdade 3%/ QTS% < 0, item 4 do Lema de Finsler, é satisfeita entao

P(a(k)) — (H(a(k))"+ H(a(k))) * *
Coala(k)) H (G (k)) _W(ak) *| <o, (4.12)
0 Dcl(a(k)) —1I

com Cy(a(k)) e Dy(a(k)) dadas como em (2.7). O préximo passo da demonstracio tem
por finalidade retirar os escalares e as variaveis de folga da desigualdade (4.9), o que é

feito ao multiplicar (4.12) a esquerda por

Cu(a(k)) T 0
0 0 I|°

T —

e a direita por T". Realizando esta operacao, obtém-se

Cala(k))P(a(k)Calal(k)) = W(a(k)) Dd<a<k>>] 0
Daa(k)) -1 |

que é a mesma desigualdade apresentada em (2.14). Desta forma, recuperam-se as de-
sigualdades apresentadas no Lema 2.4, garantindo a estabilidade assintotica do sistema

(2.7) e que py é um limitante superior para a norma Hy do sistema (2.7). O

4.3 Principais Extensoes e Vantagens da Técnica

As condigoes propostas nos Teoremas 4.1 e 4.2 podem ser adaptadas para tratar
alguns casos particulares que sao enunciados no decorrer desta se¢ao. A primeira extensao
do método tem por objetivo tratar a classe de sistemas politopicos variantes no tempo
(dependéncia afim nos pardmetros), como os apresentados em (2.15). Os Corolérios 4.1
e 4.2 apresentam as adaptacoes dos Teoremas 4.1 e 4.2, respectivamente, para tratar

controle Hoo € Hs.

Corolario 4.1. Se ezistirem matrizes P(a(k)) € SS:LHM)X(H”M), F(a(k)) e G(a(k)) €
R(etne)x(netne) - [(q(k)) € Rnexlatne ¢ §(q(k)) € R@+ne)xlatne)  matrizes dadas
Qi(a(k)), i =1, 2, como sugeridas na Observagao 3.1, uma varidvel escalar fi, € pard-
metros escalares dados Vi, Y2, V3, € €&, tais que (4.3) seja verificada, entio O(a(k)) =
L(a(k)S(a(k))™t é um controlador estabilizante por realimentagio dindmica de saida e

loo € um custo garantido Ho, para o sistema (2.15) em malha fechada.

Corolario 4.2. Se ezistirem matrizes P(a(k)) € STt " pa(k)), Gla(k)) e
H(a(k)) € Ratne)x(matne) [ (q(k)) € RMHne)x(atne) ¢ S(q(k)) € Rlatne)x@tne) = mapri-
zes dadas Q;(a(k)), 1 =1,--- 4, como sugeridas na Observagao 3.1, varidvel escalar pis,
e parametros escalares dados 1, Yo, V3, Y4, V5, € €& tais que (4.7), (4.9) e (4.10) sejam

satisfeitas, entio ©(a(k)) = L(a(k))S(a(k))™" é um controlador escalonado estabilizante
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por realimentacao dinamica de saida e o é um limitante superior para a norma Hs do

sistema (2.15) em malha fechada.

Como subproduto, os Teoremas 4.1 e 4.2 (assim como os Corolarios 4.1 e 4.2)
podem ser diretamente adaptados para prover controladores escalonados por realimenta-

¢ao de estados, como é mostrado nos Corolérios 4.3 e 4.4.

Corolario 4.3. Se existirem matrizes P(a(k)) € ST " p(a(k)) e G(a(k)) €
R(etne)x(netne) - [(q(k)) € Rne)xlatne ¢ §(q(k)) € R@+ne)xlatne) matrizes dadas
Qi(a(k)),i =1, 2, como sugeridas na Observagao 3.1, varidveis escalares s, Na, N5 € NE,
pardmetros escalares dados v1, Y, 73, € € &, matrizes Cy(a(k)) =1 e Ey(a(k)) =0, tais
que (4.1) seja verificada, entao ©(a(k)) = L(a(k))S(a(k))™" é um controlador escalonado
estabilizante por realimentacao de estados e i, € um custo garantido He, para o sistema

(2.8).

Corolario 4.4. Se existirem matrizes P(a(k)) € ST =T " pa(k)), Gla(k)) e
H(a(k)) € Retneax(netne) [ (q(k)) € Rminex(atne) ¢ §(q(k)) € R@tne)xatne) = pmq.
trizes dadas Q;(a(k)), i = 1,---,4, como sugeridas na Observac¢io 3.1, varidveis esca-
lares pa, ma, N € NE, parametros escalares dados vy, Yo, V3, Y4, V5, € € &, € malri-
zes Cy(a(k)) =1 e E,(a(k)) = 0, tais que (4.7), (4.8) e (4.9) sejam satisfeitas, entao
O(a(k)) = L(a(k))S(a(k))™" é um controlador escalonado estabilizante por realimenta-

cao de estados e po € um limitante superior para a norma Ho do sistema (2.8).

De forma andloga ao que foi mostrado no Corolario 3.3, do capitulo anterior,
os Teoremas 4.1 e 4.2 também podem ser adaptados diretamente para a sintese de con-
troladores robustos por realimentacao dinamica de saida para os sistemas LTI incertos
(2.17).

Os comentarios realizados na Secao 3.3 e ao final da Secao 3.2 do capitulo an-
terior também sao validos para os Teoremas 4.1 e 4.2. Adicionalmente as particularidades
da técnica apresentadas nesses comentarios, a presenca do termo de transmissao direta
E,(a(k)) também se mostra como um diferencial, uma vez que grande parte dos trabalhos
encontrados na literatura nao contemplam este termo.

Com relagao a busca nos escalares para o Teorema 4.1 (controladores H.),
sdo utilizados os valores apresentados em (3.13) para os exemplos deste capitulo. Para a

sintese de controladores H, via Teorema 4.2, sao utilizados os seguintes valores

71:72:07 73:_1057 74:07 75:_]-7

(4.13)
e=1, £€{-09,-08, ---, 0.8, 0.9}.
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4.4 Exemplos Numéricos

As condigoes propostas neste capitulo foram programadas utilizando as mes-
mas ferramentas mencionadas no inicio da Secao 3.4. Em func¢ao da maior complexidade
computacional de sintese de controladores demandada pelo Exemplo 4.4.1, optou-se por
utilizar um resolvedor de LMIs mais rapido e estavel numericamente, chamado Mosek

(APS, 2015), para esse exemplo em particular.

4.4.1 Sistema LPV Polinomial

Considere o sistema LPV continuo no tempo que representa uma equagao
dindmica linearizada do helicoptero VTOL apresentada em Keel et al. (1988) (no qual
podem ser encontrados mais detalhes sobre a descrigao fisica das equagdes dinamicas)

com as seguintes matrizes:

—0.0366  0.0271  0.0188 —0.4555 0.4422  0.1761
0.0482 —1.0100 0.0024 —4.0208 3.5446  —7.5922
Ac(alt))= » Be(a(t))= ,
0.1002  p(t)  —0.7070  1.4200 ~5.5200  4.4900
0 0 1 0 0 0

E.(a(t)) = [0.05 0.01 0 0,

(4.14)
em que p(t) é um pardmetro que varia arbitrariamente dentro do intervalo 0.3681 + 0.05.
As matrizes polinomiais discretas no tempo Aa(a(k)), Ba(a(k)) e Ea(a(k)), podem ser
calculadas a partir de (4.14) por meio do método de discretizacao proposto em Braga et al.
(2014a), considerando, por exemplo, a expansao em série de Taylor de grau ¢ = 2 para um
periodo de amostragem de 7' = 0.01 s. Por meio desse método, sdo obtidas matrizes que
dependem polinomialmente dos parametros com grau 2 e cujos termos incertos limitados
em norma representam os erros de discretizacao (ver Braga et al. (2014a) para mais
detalhes sobre o procedimento de discretizagao).

Para o projeto de controladores por realimentacao de saida, considere também

1 0 0.1
s Dz = )
{O 1 0.2]

Cy(a(k)) = 05101 (k) + Lag(k), E,=[01 005 0 0]

as seguintes matrizes:

y =

7Ez:

1 000
0100

/
)

nas quais as incertezas na matriz Cy(a(k)) podem representar, por exemplo, falhas nos
sensores de medicao.

O objetivo deste exemplo ¢é aplicar o Teorema 4.1 para obter controladores es-
tabilizantes por realimentagao estética de saida (n. = 0) garantindo limitantes superiores

para as normas M. ¢ Hs do sistema em malha fechada. E considerado para este projeto
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o caso de estabilizacdo robusta (L(a(k)) = L e S(a(k)) = S) e o controle escalonado
(L(a(k)) e S(a(k)) com grau um de dependéncia nos parametros). Além disso, a flexi-
bilidade do método associada a busca nos parametros escalares, é avaliada ao comparar
o emprego dos Teoremas 4.1 e 4.2 com o conjunto de escalares apresentados em (3.13) e
(4.13), respectivamente, e com os mesmos teoremas fixando o valor de £ em zero (nenhuma
busca é realizada).

A Tabela 5 apresenta os resultados obtidos em termos dos custos garantidos
H .. associados aos controladores por realimentacao estatica de salda projetados. Observe
que os melhores resultados foram obtidos com busca no parametro escalar £ no conjunto
(3.13), de forma que o melhor controlador robusto foi computado com £ = —0.9 e é dado

por (truncado com quatro digitos decimais)

~|—1.4574 —0.6769 0.4679  0.7212
~ |—0.5063 0.8386 —0.2711 —1.1103|°

Tabela 5 — Custos garantidos H, associados aos controladores por realimentagao estatica
de saida projetados pelo Teorema 4.1 para o Exemplo 4.4.1.

Escalares | (3.13) com £ =0 (3.13)

Robusto 8.1504 1.8187
Escalonado 6.6586 0.9765

A Tabela 6 apresenta os resultados obtidos em termos dos custos garantidos
‘H, associados aos controladores por realimentacao estética de saida projetados. Da mesma
forma que para o caso H,, os melhores resultados foram obtidos com busca no parametro
escalar £ no conjunto (4.13), sendo que o melhor controlador robusto foi computado com

¢ = —0.9 e é dado por (truncado com quatro digitos decimais)

0.0700 —0.3261 0.5242  0.6071
—0.1114 0.0303 —0.0327 —0.5951]

Tabela 6 — Custos garantidos Hs associados aos controladores por realimentacao estatica
de saida projetados pelo Teorema 4.2 para o Exemplo 4.4.1.

Escalares | (4.13) com £ =0 (4.13)

Robusto 1.0161 0.5684
Escalonado 0.9301 0.4194

Adicionalmente, note que, como esperado, o uso do controle escalonado ao
invés do ganho robusto, associado a busca nas variaveis escalares, permite a obtencao de

resultados menos conservadores.
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4.4.2 Sistema LPV Politépico (DE CAIGNY et al., 2009)

Neste exemplo é investigado o modelo encontrado em De Caigny et al. (2009),
que constitui-se de um sistema politopico variante no tempo cujos vértices das matrizes

sao dados a seguir

1 0O -2 ] 0 0 -1 0] 0|1
-1 1 0 |0 —2 —1 0] 110

1 00
Cyi: s E,zi:Dzi:Ou szz[l 1 1}7 i:1727 77>O€R
01 0

O objetivo deste exemplo é comparar os resultados obtidos com as condigdes do Corola-
rio 4.1 (C4.1), Teorema 8 de De Caigny et al. (2010) (dCCOPS) e Teorema 4 de Du e
Yang (2008) (DY). A busca nas varidveis escalares para o Coroldrio 4.1 é realizada uti-
lizando (3.13). As Figuras 3 e 4 mostram, respectivamente, os custos garantidos H., €
Ho obtidos pelas técnicas avaliadas para cada n pertencente ao intervalo [0.4, 0.42]. O
exemplo ¢ reproduzido para a sintese de controladores H., por realimentacao estatica de
saida robustos (C4.1,4, dCCOPS,,, DY — Figura 3b) e escalonados (C4.1 e dCCOPS —
Figura 3a) com grau 1 de dependéncia nos parametros. A Figura 4 mostra o resultado
da sintese de controladores Hs por realimentacao estatica de saida para o Corolario 4.2
com busca nas variaveis escalares feita em (4.13), Teorema 9 de De Caigny et al. (2010) e
Teorema 3 de Du e Yang (2008), seguindo a mesma légica de apresentacdo dada na figura

anterior ao tratar dos casos robustos e escalonados.

9.5

s

—C4.1
—+ dCCOPS

—Cda1,,

|~ dCCOPS,u A

I

85F
8 4 ] "

Hoo 4
750 -

7+ . 1 95t
6.5 1 [ 7

6f 1 7

L L L L L L L L L
0.402 0.404 0.406 0.408 0.41 0.412 0.414 0.416 0.418

(b) Robusto

L L L L L L L L L
0.4 0.402 0.404 0.406 0.408 0.41 0.412 0.414 0.416 0.418 0.4

(a) Ganho escalonado

Figura 3 — Custos garantidos H., associados aos controladores por realimentagao esta-
tica de saida escalonados (a) ou robustos (b) calculados pelos métodos C4.1,
dCCOPS e DY para o Exemplo 4.4.2.

Note que, como esperado, resultados menos conservadores sao obtidos ao em-

pregar controladores escalonados. Além disso, observe que para ambos os casos (robusto
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(a) Ganho escalonado (b) Robusto

Figura 4 — Custos garantidos H, associados aos controladores por realimentacao estatica
de saida escalonados (a) ou robustos (b) calculados pelos métodos C4.2, dC-
COPS e DY para o Exemplo 4.4.2.

e ganho escalonado), os Corolarios 4.1 e 4.2 produziram os menores custos garantidos
para toda a faixa de n considerada do que os métodos da literatura com os quais foram

comparados.

4.4.3 Sistema LPV Politépico (EMEDI; KARIMI, 2016)

Neste exemplo ¢ investigado o sistema LPV politépico apresentado no Exem-
plo 1 de Emedi e Karimi (2016), considerando uma altera¢ao com rela¢do ao termo de
transmissao direta que é definido igual a zero para permitir a comparacao com outras téc-
nicas da literatura que nao contemplam a existéncia dessa matriz. Portanto, as matrizes

do sistema utilizadas nesta dissertagao sao dadas como a seguir

0.7370  0.0777 0.0810 0.0732 0.0819  0.0086 0.0090  0.0081
A9) = 0.2272  0.9030 0.0282 0.1804 n 0.0252  0.1003 0.0031  0.0200
—0.0490 0.0092 0.7111 —0.2322 —0.0055 0.0010 0.0790 —0.0258
—0.1726 —0.0931 0.1442 0.7744 —0.0192 —0.0103 0.0160 0.0860
0.0045  0.0044 0.0953 0 O 10 -1
0.1001  0.0100 0.0145 0 O
= 5 E: ) Cz: O O I
0.0003  —0.0136 0.0862 0 0 0 0
—0.0051  0.0936 —0.0011 0 O
/
1 000 010
Cy = . D.= , E,=0, E,=0,
Yoot 0] : {0 0 1 Y :
em que o parametro variante # pertence ao intervalo [—1 1}, em que ¢ = —1 corresponde

a um vértice cujos polos estao contidos dentro do circulo unitario e # = 1 faz com que um

dos polos esteja fora do circulo unitério (sistema instével).
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O objetivo deste exemplo é analisar os resultados da sintese de controladores
robustos estaticos para as mesmas técnicas empregadas no Exemplo 4.4.2, considerando
a otimizacao dos custos garantidos Heo (o) € Ha (p2). A Tabela 7 mostra os valores de
oo Obtidos pelo Coroldrio 4.1 (C4.1) com busca nas varidveis escalares feita em (3.13) e
~v3 = —1, pelo Teorema 8 de De Caigny et al. (2010) (dCCOPS) e pelo Teorema 4 de Du
e Yang (2008) (DY). Por outro lado, a Tabela 8 mostra os custos garantidos ps obtidos
pelo Corolario 4.2 (C4.2) com busca nas variaveis escalares feita em (4.13) e v3 = —1,
pelo Teorema 9 de De Caigny et al. (2010) (ACCOPS) e pelo Teorema 3 de Du e Yang
(2008) (DY). Ambas as tabelas apresentam o tempo (em segundos) demandado para a
solucao dos métodos comparados, sendo que, para o Corolario 4.1, é apresentado o tempo

médio por iteracao.

Tabela 7 — Custos garantidos Hs, (fteo) obtidos para o Exemplo 4.4.3.

Métodos ‘ oo Tempo (s)
C4.1 1.4290  0.28/iteragao
dCCOPS 1.8943 0.70
DY infactivel 0.41

Tabela 8 — Custos garantidos Hsy (p2) obtidos para o Exemplo 4.4.3.

Métodos | po Tempo (s)
C4.2 0.3788  0.30/iteracao
dCCOPS | 0.4300 0.64
DY infactivel 0.41

Os resultados mostram que os melhores custos garantidos (resultados mais
favoraveis) Ho, e Ho foram obtidos, respectivamente, pelos Corolarios 4.1 e 4.2, ao prego

de um esfor¢o computacional maior necessario para realizar a busca no parametro &.

4.4 4 Sistema LTI Politépico

Nesta subsecao sao apresentados dois exemplos para demonstrar a eficacia da
técnica proposta aplicada a sistemas LTI, sendo o primeiro relacionado ao critério de

desempenho H., e o segundo ao critério H,.

Critério de desempenho H,

Considere o sistema LTI politépico discreto no tempo dado no Exemplo 3 de

Chang et al. (2015), cujos vértices sdo dados por
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[ _0.2228 1.2665 0.0210 —0.1407 —0.1431| —04 | —0.05 |
—0.3077 0.4837 —0.1988 0.8809 —0.6714 | —0.46 | —0.85
A | B B —0.5078  0.0185 —0.5140 —0.3025 0.0583 | —0.1 | —0.82
c.. | E. | D, —0.2847 0.3645 0.0138  0.3732  0.1503 | 0.23 | —0.0623
0.3795 0.8853 0.3176  1.3000 —0.6100 | —0.6543 | 1.12
—0.088 —0.312 01733 1167  0.55 0.84 0.6
[ 0.0463 1.0000 04761  0.0006 —0.1967 | 0.62 | —0.26 |
0.1390  0.2433  0.5270 —0.2392 —0.4557 | —1.06 | 0.688
A | By | By 0.2463  1.0720 —0.3483 0.0574  0.2562 | —0.59 | —1.1511
Coy | By | Dy 04315  0.0915 —0.1487 —0.0171 —0.3573 | 0.0852 | —1.04
0.2005 —0.2659 —1.4680 0.5854  1.0000 | —0.1 | —0.14
—0.89 —0.0812 0.73  —043 —0473 | 0.2390 | —1.14

Com o proposito de comparar o conservadorismo da técnica proposta com outros mé-
todos da literatura, controladores robustos estaticos de realimentacao de saida H., sao
projetados pelo Corolério 4.1 (C4.1) proposto neste trabalho aplicado a sistemas LTI (Co-
rolario 3.4), pelo Teorema 4 (CPZr,) de Chang et al. (2015), pelo Teorema 1 de Morais
et al. (2013) (M BOP), adaptado para obter um ganho de realimentagao de saida, por
um método baseado no critério de estabilizacao quadratica (Q.S), e pelo procedimento de
dois estégios proposto no Teorema 1/ Teorema 3 de Agulhari et al. (2010) (AOP).

A busca nas variaveis escalares contidas no Corolario 4.1 é dada em (3.13). Para
o Teorema 4 de Chang et al. (2015), sao utilizados § = 0.13 e p = 0.09 (valores associados
aos melhores resultados apresentados em Chang et al. (2015)). Para o Teorema 1 de Morais
et al. (2013) as buscas sdo realizadas no pardmetro £, considerando dezenove elementos
igualmente espagados no intervalo [—0.9 0.9].

Primeiramente, é adotada uma matriz de saida precisamente conhecida (algu-
mas técnicas s6 sdo aplicaveis nessa situagao), dada como no exemplo original em Chang
et al. (2015):

Cy(a)

Cy=10 00 0 2. (4.15)

Além disso, os termos de transmissao direta, £, sao definidos iguais a zero. Os custos
garantidos associados ao projeto dos controladores H., considerando C,, dada por (4.15)
sao referidos como fio 1 na Tabela 9. Como segunda investigacao, é considerada uma
matriz de saida politopica cujos vértices sdo descritos por Cy, = C,, e Cy,(a) = 0.5C),
com C, dada em (4.15). Nesse caso, os custos garantidos H, associados sao referidos
COmMo [l 2 Na Tabela 9, na qual também ¢ apresentada a complexidade computacional

em termos dos numeros de varidveis e de linhas de LMIs.
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Tabela 9 — Custos garantidos Hoo (fteo1 € floo2) Obtidos para o Exemplo 4.4.4.

Métodos ‘ oo 1 [oo,2 Linhas de LMIs Variaveis
C4.1 4.7790 3.8157 62 133
CPZ15p4 | 8.4041  13.8880 49 83
MBOP 8.8857 — 46 73
QS Infactivel - 29 13
AOP 36.4517  9.5892 52 85

Note que, para ambos os casos, os melhores resultados foram obtidos ao se em-
pregar as condigoes do Corolario 4.1 propostas nesse trabalho, ao preco de um incremento

na complexidade computacional.

Critério de desempenho Hs

Considere o seguinte sistema LTI politépico apresentado no Exemplo 2 de
Sadabadi e Karimi (2013)

0.8189  0.0863 0.0900 0.0813 0.0045  0.0044
[ 02524 1.0033 00313 0.2004 ] 01001 0.0100
—0.0545  0.0102  pu —02580 " " | 0.0003 —0.0136
~0.1918 —0.1034 0.1602  py; —0.0051  ps;
0.0953 0 0
1000 0.0145 0 0 Lo =10 00
yi = , Ei= C.i=100 0 0, D;=1|1 0},
0010 0.0862 0 0
00 0 0 01
—0.0011 0 0

Ezi - 07 Eyi =0

em que p; = [0.7901 0.8533], po = [0.8604 0.9292] e p3 = [0.0936 0.1011] sdo pardmetros
incertos.

O objetivo deste exemplo é comparar os custos garantidos Hs associados ao
projeto de controladores robustos estaticos de realimentacao de saida computados pelo
Corolario 4.2 proposto neste trabalho aplicado a sistemas LTT (Coroléario 3.3), pelo Teo-
rema 2 de Morais et al. (2013), adaptado para obter um ganho de realimentagao de saida,
por um método baseado no critério de estabilizacao quadratica e pelo procedimento de
dois estégios que foi apresentado em Moreira et al. (2011).

O custo garantido H, obtido pelo Corolario 4.2, com a busca dos parametros
escalares feita em (4.13) com 3 = —1, foi igual a 0.5884. Para o método proposto em
Morais et al. (2013) (com busca no pardmetro £ em 19 valores igualmente espacados per-
tencentes ao intervalo fechado [—0.9,0.9] ) e para a estabilizacdo quadratica, os resultados
foram iguais a 0.6164 e 0.6900, respectivamente. Por outro lado, a técnica apresentada

em Moreira et al. (2011) nao conseguiu produzir um controlador por realimentacao de
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saida ao utilizar as variaveis de otimizagdo com graus iguais a um. Aumentando o grau
dessas variaveis (P(a), W(a), F(a) e H(«)) para dois, obtém-se um custo garantindo
H, igual a 0.6109. E importante mencionar que, mesmo quando comparado a técnicas
que utilizam dois estagios ou empregam graus maiores nas variaveis de otimizacao, o mé-
todo apresentado no Corolario 4.2 obteve o melhor resultado, em termos de desempenho
Ho,.
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5 Consideracoes Finais

Este trabalho apresentou novas condigoes LMIs dependentes de parametros
para a estabilizagdo e controle H,, e Hs por realimentacao dindmica de saida para tratar
sistemas discretos no tempo com dois tipos de matrizes variantes no tempo (polinomial-
mente dependentes de pardmetros ou com incertezas limitadas em norma), sendo que a
principal motivacao da investigacao dessa modelagem é o tratamento de sistemas incer-
tos a tempo continuo discretizados. A primeira, de uma série de vantagens do método
desenvolvido, é o fato do mesmo ser bastante versatil com relacao a aplicacoes em outros
contextos. O método pode tratar diversos tipos de sistemas, como LPV polinomiais com
termos limitados em norma, LPV ou LTT politopicos, além de poder resolver casos de re-
alimentacao dindmica (de ordem completa ou reduzida), estéatica de saida ou de estados,
controle escalonado ou robusto, além do controle de sistemas com regra de chaveamento
arbitraria, bastando para isso fazer algumas adaptacoes simples. Quanto ao problema
de realimentagao de saida, foi visto que a técnica desenvolvida (resolvida em um tnico
passo) é um método competitivo quando comparada com outros métodos da literatura,
incluindo os métodos baseados em dois estagios. Outra vantagem observada, é a pos-
sibilidade de considerar que a matriz de saida (C,(a(k))) seja politépica ou polinomial
com elementos genéricos, enquanto outras técnicas da literatura requerem que essa matriz
seja independente de parametros, que possua uma estrutura particular ou que passe por
transformacoes de similaridade. Adicionalmente, a abordagem proposta também permite
considerar as matrizes de transmissao direta (E,(«(k))) com estrutura genérica, sendo
que a maior parte dos trabalhos de sintese de controladores por realimentacgao estatica de
saida desprezam a existéncia desse termo.

No que se refere a estabilizagao de sistemas LTI e LPV politépicos, foi apresen-
tada uma nova heuristica de busca por solucoes estabilizantes, a qual mostrou-se notoria-
mente eficiente em termos estatisticos. Para isso, foi proposto um algoritmo que emprega
condicoes de sintese relaxadas, permitindo que a taxa de decaimento viole o limite supe-
rior unitério (que os polos do sistema violem a limitacdo do raio unitério no caso LTT)
em um primeiro passo. Caso exista uma solucao, a estabilidade do sistema em malha fe-
chada é testada a posteriori por meio de uma condigao de estabilidade robusta. Utilizando
essa nova heuristica, foi observado que os resultados mostraram-se menos conservadores
estatisticamente, ou seja, mais sistemas puderam ser estabilizados quando comparados a
outras técnicas. Além disso, foi notado que o esfor¢o computacional para encontrar solu-
¢oes factiveis foi menor do que o melhor método da literatura, uma vez que as solucoes
factiveis foram encontradas utilizando menos buscas nos escalares.

Os resultados apresentados, os quais mostraram-se vantajosos para o projeto
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de controladores (tanto em termos estatisticos quanto em termos de menores custos garan-
tidos para alguns exemplos retirados da literatura), sdo obtidos gragas ao uso de variaveis
de decisao polinomiais de graus genéricos e pela busca em diversos parametros escalares,
conforme foi ilustrado pelos varios experimentos numéricos apresentados ao longo da dis-
sertacao. No entanto, os beneficios da técnica apresentam em contrapartida um esforco
computacional em geral maior (em termos de linhas de LMIs, varidveis de otimizacao e
tempo computacional) que as condigoes da literatura. Embora outros procedimentos de
busca nos parametros escalares pudessem ter sido explorados para melhorar ainda mais
os resultados obtidos, optou-se em seguir algumas sugestoes de buscas propostas em tra-

balhos anteriores, sendo suficiente para ilustrar a superioridade das condigdes propostas.

Perspectivas

Como perspectivas para trabalhos futuros, existem trés diferentes vertentes
que podem ser exploradas. A primeira é tratar o problema de sintese dos controladores
dindmicos que, da maneira como foram abordados (baseados no sistema aumentado),
podem apresentar estruturas esparsas. Assim, pode-se investigar diferentes formulagoes,
como a que foi dada em Tognetti et al. (2012), de forma a obter controladores dinamicos
de ordem superior que produzam melhores desempenhos que os controladores de ordem
zero (estéticos).

A segunda vertente é estender os resultados propostos para tratar o caso de
sistemas incertos continuos no tempo. Embora esse desenvolvimento pareca trivial, par-
ticularmente no contexto LPV sdo encontrados alguns desafios, por exemplo, como lidar
com a derivada da matriz de Lyapunov. Acredita-se que tal extensdo possa fornecer mé-
todos competitivos com as técnicas disponiveis na literatura para essa classe de sistemas.

Outro tema prospectivo para investigacoes futuras é realizar a estimacao dos
parametros variantes no tempo e propor controladores escalonados em termos dos para-
metros estimados, levando em conta os erros gerados na estimacao. Estes controladores
tornam-se mais conservadores quando comparados aos que utilizam parametros com medi-
¢oes exatas (embora essa hipdtese nao seja realistica), uma vez que é necessério acrescentar

as informacoes associadas aos erros de estimacao nas condigoes de projeto.

Trabalhos produzidos

« ROSA, T. E.; MORAIS, C. F.; OLIVEIRA, R. C. L. F. H,, output-feedback gain-
scheduling control for discrete-time linear systems affected by time-varying parame-
ters. In: 20th IFAC World Congress, Toulouse, France: 2017. p. 8948-8953.
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APENDICE A - Descricio de Matrizes

Polinomiais

A notagao proposta em Oliveira e Peres (2007) é utilizada para descrever ma-

trizes polinomiais em termos de mondmios conhecidos. Seja, por exemplo, a matriz! P(a),

Pla)= > a"...a"P, k=kiky.. ky (A1)
ke (g)

sendo ot ... .a*¥ SN a; =1, a; >0, k; € Z, os monomios da matriz polinomial P(a)
cujos coeficientes sao denotados por P, € R™" Vk € Ky(g). Por definigao, Kx(g) é o
conjunto de N-uplas cujos elementos sao os nimeros inteiros nao negativos solucao da
equacao ky + ...,ky = g. Utilizando a teoria de andlise combinatorial, mostra-se que o

nimero de N-uplas do conjunto Ky (g), definido por Jn(g), é dado por

(N+g—1)!

In(g) = W

Por exemplo, para variaveis polinomiais homogéneas de grau ¢ = 2 com N = 3
vértices, tém-se K3(2) = {{200}, {110}, {020}, {011}, {002},{101}} e J5(2) = 6, repre-

sentando uma variavel genérica

P(a) = af Pogo + g Prig + a5 Pogg + s Poyy + a3 Poga + aas Pros -

I A mesma representacao pode ser tomada para o caso de matrizes dependentes de pardmetros variantes

no tempo, considerando que esta representa a matriz em cada instante de tempo k.
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APENDICE B - Relaxacdes LMls

Neste apéndice, seguindo a linha de desenvolvimento apresentada nos trabalhos
(RAMOS; PERES, 2002; OLIVEIRA; PERES, 2007) para tratar LMIs dependentes de
parametros, sao apresentadas duas relaxagoes para as LMIs dependentes de parametros
do Lema 2.1, uma baseada em uma matriz de Lyapunov independente de parametros
(estabilidade quadrética) e outra baseada em uma matriz de Lyapunov com dependéncia
afim nos parametros. Além disso, também é mostrado como relaxagoes podem ser obtidas
diretamente no parser ROLMIP para Matlab (AGULHARI et al., 2012).

Por simplicidade de apresentacao, é considerado o problema apresentado no
Lema 2.1 para tratar o caso de estabilidade de sistemas LPV politopicos do tipo (2.9),
de forma que a matriz A(a(k)) do sistema possua a forma apresentada em (2.16). E
importante enfatizar que as técnicas apresentadas podem ser facilmente estendidas para
tratar os outros problemas apresentados nessa dissertacao, por exemplo, manipular as

condicoes que tratam do controle H,, e Hy para sistemas LPV polinomiais.

B.1 Relaxacoes LMIs

As condic¢oes do Lema 2.1, da forma como estao apresentadas, sao LMIs de-
pendentes do pardmetro variante no tempo «(k). Assim, a programacao dessas condigoes
caracteriza um problema de dimensao infinita, uma vez que é necessario verificar as desi-
gualdades para todos os valores de a(k) € A. Para contornar essa dificuldade, uma possivel
abordagem é considerar estruturas particulares para as variaveis do problema, por exem-
plo, dependéncia afim no pardmetro, com as quais seja possivel obter um conjunto finito
de LMIs que, se verificado, garante a validade (apenas suficiente) das condigoes LMIs
dependentes de pardmetros originais para todo a(k) € A.

Considerando o caso da estabilidade do sistema (2.9), pode-se arbitrar uma
estrutura particular para a matriz de Lyapunov P(«a(k)), presente nas condi¢oes do
Lema 2.1, por exemplo, que a mesma seja constante para todo o dominio paramétrico
do sistema, ou seja, P(a(k)) = P(a(k+ 1)) = P para todo a(k) € A. Essa escolha re-
produz a chamada estabilidade quadrdtica. Desta forma, é possivel obter a condi¢ao de

estabilidade suficiente apresentada a seguir.
Lema B.1. Se existir uma matriz P € ST*", tal que

P AP

N >0, V i=1,...,N,
PA, P

sejam verificadas, entdo o sistema (2.9) € assintoticamente estdvel.
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Contudo, percebe-se que a escolha da matriz de Lyapunov independente dos
parametros variantes no tempo é bastante conservadora, uma vez que uma unica matriz
P deve garantir a estabilidade em todo dominio paramétrico. Tendo em vista a reducao
desse conservadorismo, uma alternativa é considerar que a matriz de Lyapunov possui a
mesma estrutura que a matriz dindmica do sistema A(a(k)), isto é, seja politépica com

dependéncia afim no parametro incerto, tomando a seguinte forma
N
Pla(k)) =Y ai(k)P;, a(k) € A. (B.1)
i=1

Considerando ainda que os parametros «(k) variam arbitrariamente no tempo entre dois
instantes de tempo, isto é, a(k + 1) = [(k), (k) € A, tem-se que a estabilidade do

sistema (2.9) pode ser alternativamente certificada pelo lema apresentado a seguir.

Lema B.2. Se existirem matrizes P, € ST™", i =1,..., N, tais que

P, AP i=1,...,N,

. > 0, ,
PA, P, j=1,...,N
R R i=1,...,N, (B.2)
2P; AP+ AP, .
. N >0, gj=1,...,N,
PA+PA; P +P

l=i+1,...,N,
sejam verificadas, entdo o sistema (2.9) € assintoticamente estdvel.

Ao invés de apresentar uma prova formal e genérica para o Lema B.2, é apre-
sentado como obter as LMIs dadas em (B.2) para um caso particular em que N=2 (sistema

com dois vértices). Considere as matrizes:

fl(a(k:)) = a1(k)A; + az(k)As, P(a(k)) = a1(k)Py + as(k) Py,
ap(k)+az(k) =1, ay(k) >0, ao(k) >0,
P(B(k)) = Bi(k) Py + Ba(k) Py,
Bi(k) + B2(k) =1, Bi(k) >0, Ba(k) > 0.

Assim, desenvolvendo a desigualdade do Lema 2.1 com essas matrizes, e apli-

cando as homogenizagoes necessarias (para que todos os termos tenham os mesmos graus),
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obtém-se o seguinte polinémio matricial
P1 A1P1 P2 A1P1
a1 (k) By (k +a?(k k
1(k)"b1(k) PA, P 1(k)Ba(k) PA P
Ty Ty
2P APy + Ay P,
+on(k)ag(k)pu(k) | o S0 TR
T3
[ op APy + Ay P,
+ar(k)a(k)oa(k) |, 50 T
Ty
P2 A2P2 Pl A2P2
+ ag(k)? By (k +ay (k) By (k > 0.
2(k)"Bi(k) PA, P, 2(k)"P1(k) PA, P,
T5 T6
Observe que a verificagao da positividade de cada um dos termos T;, : = 1,...,6, desse

polinémio equivale a verificar as desigualdades descritas no Lema B.2. Portanto, caso
(B.2) seja satisfeita, entao o sistema (2.9) com N = 2 vértices ¢ assintoticamente estavel
para toda variacao arbitraria de a(k) € A. Note que o teste de positividade do polinémio
matricial resultante é apenas suficiente, embora seja bastante simples de ser aplicado.
Isto é, considerando que tanto «;(k) quanto f5;(k) sdo sempre nao negativos (pertencem
ao simplex unitario), impor que 7; > 0 é suficiente para que o polind6mio matricial seja
definido positivo para todo a(k) e B(k).

Como mencionado anteriormente, as condi¢oes do Lema B.2 sdo menos conser-
vadoras do que as condi¢oes do Lema B.1, pois nao ha a imposicao de uma mesma matriz
de Lyapunov para certificar a estabilidade do sistema para todo o dominio paramétrico.
Além disso, escolhendo P, = P; = P, i =1,...,N, j =

Lema B.2 recupera-se exatamente a condicao de estabilidade do Lema B.1. Tendo como

1,..., N, nas condicoes do

base os conceitos apresentados sobre relaxagoes polinomiais, fundamentados nos métodos
propostos em Oliveira e Peres (2007), foi desenvolvido o parser ROLMIP (Robust LMI
Parser) para Matlab (AGULHARI et al., 2012). Esse pacote computacional, que traba-
lha conjuntamente com o parser Yalmip (LOFBERG, 2004), torna possivel a obtencio
de um conjunto finito de LMIs ao fixar as varidveis de otimizagao como polinémios (mais
precisamente, polindmios homogéneos) de um grau g > 0 fixo, viabilizando a verificagdo
da factibilidade das LMIs robustas iniciais. O c6digo mostrado na sequéncia apresenta um
exemplo simples de programagcao utilizando este parser para obter a solu¢ao do problema
apresentado no Lema B.2 considerando um grau g > 0. Seja A uma matriz construida na

forma de célula de forma que A{i} corresponde ao vértice i do politopo.
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N = size(A,2); % quantidade de vertices
n = size(A{1l},2) ; % ordem
Ai = rolmipvar(A,'A',N,1); % Matriz A de entrada dada como estrutura do

Q

% tipo celular - cada celula se comporta como um

% vertice do politopo
Palpha = rolmipvar(n,n, 'Palpha', 'symmetric',N,qg); % define P (\alpha)

% quadrada de ordem n, simetrica e polinomial com

% um grau g de dependencia nos parametros \alpha.
Pbeta = fork(Palpha, 'Palpha'); % define P (\beta) em um simplex distinto

Q

% de P (\alpha): parametro beta nao depende de alpha

ILMIs = [[Pbeta AxPalpha; PalphaxA' Palpha] >= 0];

sol = solvesdp(LMIs, [],sdpsettings('verbose', 0, 'solver', 'sedumi'));

estavel = min (checkset (LMIs)) > 0;
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