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RESUMO

Neste trabalho @ proposto um novo metodo primal
para a resolugao de problemas de otimizagdo que apresentem
fungao objetivo com primeiras derivadas parciais contTnuas
e restrigoes lineares. 0 método baseia~se na técnica de
prbjegﬁo de gradiente proposta por Roséﬁ [16] obtendo-se
porem uma direcdo de pesquisa em que a contribuicio das
restricoes de igualdade, permanentemente at{vas, e desaco-
plada das restrigoes de desigualdade, cuja contribuicio &

variavel a cada nova iteracdo do algoritmo.

Inicialmente desenvolvido para problemas de oti
mizacao estatica, o método proposto & em seguida estendido
para problemas de otimizagao dinamica e aplicado numerica-
mente na resolugao de um problema de geracdo hidroel@trica
de energia. 0 trabalho incluye resultados computacionais

que ilustram o desempenho do metodo.
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0 advento de novos computadores digitais tem permitido nos ﬁ]ti
mos anos a resoltucdo de uma quantidade crescente. de problemas praticos de
programacao matematica de grande porte que at€ entdo, exigiam elevado tempo

de processamento e/ou disponibilidade de memoria.

7

Embora a quantidade de problemas hoje passiveis de eficiente re
solucdo tenha crescido, persistem ainda 1imitacbes fisicas de tempo e memo-
ria que proporcionam um desenvolvimento continuo de novos metodos de progra-

macio matematica em geral e de métodos primais, em particular.

A grande maioria dos metodos desta classe baseia-se na tecnica
originalmente proposta por J.B. Rosen (1960} e que consiste em gerar dire-
coes de pesquisa, a partir da projegdo do vetor gradiente da fungao objetivo
sobre determinado subconjunto das restrigoes do problema., A fbnna na qual
esta projecao & obtida distingue os diferentes meétodos e a escolha de um
deles tendo em vista, a resolucdo de um problema especifico & ditada por um
compromisso entre a natureza das hipoteses que o método assume validas e o

esforco computacional necessario para gque a projegdo seja obtida.

Relaxar a$ hipoteses de aplicabilidade e reduzir o esforco com-
putacional necessarie 2 projecao € uma tarefa a que se dedicam muitos pesqui

sadores e que motiva, por conseguinte, o surgimento de novos metodos.

Este trabalho propbe uma nova maneira de obter a projegao do ve
tor gradiente gue acreditamos levar a um razoavel compromisso, entre os dois

fatores, anteriormente citados,

0 método primal que sera proposto destina-se a resolucao de pro
blemas de programacio matematica que apresentem funcao objetivo com primei-

ras derivadas parciais continuas e restricdes lineares,

0 conteido do trabatho esta assim dividido:



CAPTTULO 1 :

CAPTTULO 2 :

CAPTTULO 3 :

CAPTTULD 4 :

APENDICE A :

APENDICE B :

APENDICE C..:.

Introduz os principais conceitos e resultados teﬁricbs utiliza-
dos no decorrer do trabalho. S3o analisados ainda alguns meto-
dos de projecao de'gradiente‘encontrados na Yiteratura. Esta
analise devera fornecer subsidios para futuras comparagoes.

Trata da propoesicdo e analise do metodo a problemas de otimiza-
¢do estatica. Suas relagdes com os matodos analisados sao apon-
tadas e no fim do capitulo, alguns exemplos ilustram seu desem

penho.

Estende a metodologia proposta a problemas de controle otimo de
sistemas dinamicos discretos com horizonte de tempo finito.

Novas e importantes propriedades do metodo s3o demonstradas.

0 metodo proposto & entdo aplicado numericamente na resolugao
de um problema de otimizacao dinamica real: o problema de con-

trole otimo da geracdo hidroel@trica de energia.

Produz uma analise numerica dos polinomios que relacionam a co-
ta ou altura de queda d'agua com o volume de agua armazenado
nos reservatdrios das usinas hidraulicas estudadas no CapTtulo

v,

Apresenta uma figura de merito para analise de resuitados compu

tacionais obtidos neste trabalho.

Consiste de listagens dos programas computacionais desenvolvi-

dos.



SI?BOLOGIA
x € R" - indica vetor no R"
Ae thn - indica matriz de dimens3o nxn
a, b - indicam escaTéres
x! - indica transposicdo de X
I | - norma eucfidiana de %
x>0 - indica que todos os elementos de x sdo nEo—negativos
A0 - indica que A & semidefinida positiva
1A N - norma espectral de A
Ay{(R) - autovalor maximo de A
min{a, b} - o minimo entre a e b
I - matriz identidade de ordem n



CAPTTULO I



1.1. Introducao

. ‘ . - ) . 3
0s conceitos e resultados contidos neste capitulo constituem
uma amostragem pouco significativa de um campo de conhecimento tao vasto

quanto o da Programacdo Matematica.

Com a inclusao deste capitulo no corpo do trabalho, objetiva-
se unicamente oferecer tma rapida referencia para muitos dos  importantes
resultados que se farao necessirios nos capitulos seguintes e ao mesmo tempo
introduzir boa parte da notacao utilizada. De quaiquer modo, a leitura
deste capTtulo ndo & requisito essencial para a compreensdo dos demais e
o que serd aqui exposto pode ser obtido de forma mais completa atraves da
extensa literatura dedicada ao assunto. A exce¢do a esta regra @ talvez o
recente metodo de Geromel-Baptistella (1981), abordado no fim do capitu-
1o,

Este cap?tu]o esta dividide em duas partes distintas. Na primei
ra parte sio apresentadas as definigoes, conceitos, proposicoes e teoremas

diretamente relacionados com o trabalho. Varios destes resultados serdo uti-
1izados em seguida na barte destinada 3 analise qualitativa de alguns méto-

dos de projecao de gradiente.

I.2. Conceitos Basicos

As primeiras secdes deste capTtulo tém por objetivo, apresentar
alguns conceitos e condigoes de otimalidade que caracterizam a solugao de
problemas de otimizacac com restrigOes. Considere inicialmente o seguinte
problemas de programagdo matematica, comumente conhecido como problema pri-

mal:



- | (1.1)

onde x e R, f(x): R"+R e X< R", un subconjunto compacto do rR".

Definicdo I-1 : Um ponto x* ¢ X €& dito um minimo local de f(x) sobre X se

existe um escalar positivo € tal que

£(x*) € f(x) , vxeX|mxt-xice (1.2)
Diz-se ainda que x* € X & um minimo local estrito de f(x} sobre X se

f(x*) <f(x),  VYxeX x At | - xice (L3)

Pefinicio I-2 : Um ponto x* ¢ X € dito tm minimo global de f(x) sobre X se

f{x*) ¢ f(x) , VxeX (1.4)

ou seja, se e possivel arbitrar completamente o valor do escalar e. Do mesmo

modo, diz-se que x* &£ X & um minimo global estrito de f(x) sobre X se

f(x*} < f(x) , YyxeX, x#x* (I.5)

Embora o problema primal (I.1) esteja formulado no sentido de
que sua solugdo deva, necessariamente, ser um minimo global de f(x) sobre X,
limitagoes tanto de nivel teorico quanto de implementacao de algoritmos res-
tringem a analise db comportamento da fungao nas vizinhancas de um ponto, re

sultando desta maneira, condicoes para existencia de minimos locais. Atraves



desta analise local, minimos globais poderao ser seguramente obtidos apenas
nos casos em gue aa problema inicial forem adicionadas hipoteses de convexi-
dade que essencialmente permitem a generalizagao dos resultados anteriormen-

te desenvolvidos (Luemberger [14], Hadley [12], Avriel [3]).

Definicao 1-3 : Um conjunto de pontos € dito convexo se, dados quaisquer

dois de seus pontos, o segmento de reta que os une estiver inteiramente con-
tido no conjunto. Matematicamente, dados V¥ X1s Xo € X entdo X @ convexo se

e somente se

x = axy+ (I = a)x, € X, VOogasg] (1.6)

Definicao I-4 : Uma funclo f(x) e dita convexa {-f(x) @ dita concava) sobre

um dominio convexo X se dados Vxq, x5, € X, -

f [axy + (1 -a)xz] g of(xq)+ (1 =-a)f(x5) , VOsgag] (1.7}

ou em palavras, se o segmento de reta que une dois pontos quaisquer sobre
sua curva, nao for nunca inferior a mesma. Diz-se ainda que f(x) & estrita-
mente convexa sobre X convexo se dados V¥ X1y Xp € X, Xy # Xp 2 desiqualdade

em (1.7) sempre se verificar para 0 <o < 1,

Teorema I-1 : Seja f(x) uma funcio convexa definida sobre um dominio convexo

X. Entdo qualquer minimo local @ tambem um minimo global de f(x) sobre X.

0 conceito de convexidade em programacao matematica & de funda-

mental importancia. Além do natural interesse no estudo de problemas conve-



x0s, entre os quais encontram-se problemas de programagao linear fepresenta-
tivos de uma ampla classe de problemas de grande porte, resultados obtidos
com hipoteses de convexidade fornecem a baﬁe teorica para o desenvolvimento
e anilise de metodos apliciveis 3 problemas para os quais estas hipoteses
nao se verificam. Estes résu]tados, de forte interpretacao geometrica, podem
algumas vezes tambem ser estendidos, embora de forma parcial, mesmo a probie

mas nao-convexos (Lasdon [13]).

Tendo em vista uma melhor caracterizagao de problemas de progra
macao convexa, s3c apresentados os resultados seguintes, cujas  demonstra-
¢es podem ser encontradas em Avriel [3], Hadley [12], Lasdon [13], Luem-

berger [14] e Bazaraa [4], entre outros.

-

Teorema I-2 : A intersegde de um nimero qualquer de conjuntos convexos defi-

ne um conjunto convexo. : .-

Teorema I-3 : Uma forma quadratica semi-definida positiva & convexa; uma for

ma quadratica definida positiva € estritamente convexa.

Teorema 1-4 : Uma combinacao linear positiva de fungOes convexas define uma

fungao convexa.

Teorema 1-5 [FuncGes Convexas Diferenciiveis] : Seja f(x) : R" » R e €% uma

fungao . convexa definida sobre um.dominio convexo X. Ent3o, as seguintes pro-

posicOes sao equivalentes:
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1) Flxg) 2 F(xo) + VF(xo) (%7 = X9) 5 ¥ X34 Xp e X

1) F(x) 0, v x e X

onde vf(x) € R" representa o vetor gradiente e F(x) e RN a matriz Hessiana

de f(x) calculados em Xx. ,

Atraves dos metodos primais analisados neste capitulo, a solu-
¢3o para o problema de otimizagao @ obtida iterativamente selecionando-se
uma direcdo de pesquisa que, a partir de um ponto factivel x e X, apresenta

as seguintes caracteristicas:

i) mantem, para pequenas vafiagﬁes a partir de x, a factibili-

dade da nova solucac;

ii) decresce o valor da fungao objetivo.

0 conceito-chave para estes metodos &, portanto, o de direcdo

usavel,

Definicao I-5 : Uma direcdo s ¢ R" & dita uma direcdo factivel a partir de

um dado ponto x & X se existir um escalar a > 0 tal que
x-as e X, V0<aga (1.8)

Se a condigao anterior for satisfeita e simultaneamente ocorrer, para o ade-

quadamente escolhido no intervalo 0<asg o,

S f(x - as) < f(x) . ” '(1;9)

diz-se ent3o que s & uma direcao usavel de (I.1}.
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0 decrescimento de uma funcd3o de n variaveis pode ser quantifi-
cado através do conceito de derivada direcional, uma generalizagdo para o R"
das nocdes de derivada de uma funcio. Segue ent3o que para uma diregdo usa-

vel de (1.1},

Df(x, s) & jl f(x - as)| = 9F(x)'s > O, (1.10)

o a=0

onde Df(x, s) @ a derivada direcional de f(x) em x na direcao s.

0 escalar a consiste do maximo valer para o em que a factibili-
dade da nova solucdo & mantida, O valor do escalar a, 0 passo do algoritmo,

& tomado como a solucdo otima do problema unidimensional

Min T{(x - as)
@ . o (1.11)

Proposicio I-1 [CondicBes Necessarias de 12 Ordem] : Sejam f(x): R" » R ¢ ¢!

e XS R, Se x* ¢ X & um minimo local de f(x) sobre X ent3o, para toda dire-

cao factivel s de (I.1) tomada a partir de x*,
VF'{x*)s < O - (1.12)

Interpretando-se este resultado, a equagao (1.12) assegura que todas as dire
coes a partir de x* € X nas quais f(x) decresce s@o infactiveis. Esta condi-
¢i0 se reduz para problemas jrrestritos e problemas em que x* & interior a X

a0 conhecido resultado

VF(x*) = 0 ' _ (1.13)
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Proposicao 1-2 [CondigOes Necessdrias de 22 Ordem] : Sejam f(x): R+ R e ¢

e X< R", Se x* & um minimo local de f(x) sobre X entdo, toda direcdo facty-

[

vel s que satisfaz
v(x*)'s = 0 , | (1.14)
satisfaz tambem ,

S'F(x*)s 2 0., (1.15)

A proposicao anterior, que.deriva diretamente da expansdo em sé
rie de Taylor de f(x) em torno de x* impde que toda diregdo factivel gue anu
le sua variagao em primeira ordem, a matriz Hessiana de f(x) seja semi-defi~
nida positiva. Segue tambem diretamente da proposicac que, para  problemas
que tém VF(x) = 0 como condigdo de 12 ordem, (I.15) estabelece tambem uma

condicao suficiente para um minimo local se

Tendo sido introduzidas estas nogoes iniciais, considere agora

o problema primal {I.1) reformulado no sentido de incluir também restricdes

funcionais;

Min f(x)

| | (1.17)
g;(x) s 0, i=1y sy W

xeX

Onde gi(x):Rn+R,i=1’ weey MNMa
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0 desenvolvimento de condigoes necessarias de 18 ofden para o
problema (I.17) deve agora 1evér em-conta suas restricoes funcionais. Nota-
se claramente que as restrigoes ativas de (I.17) exercerﬁd importante in-
fluencia no desenvolvimento destas condigoes, visto que, para um dado ponto
factivel, sao as restrigées ativas do problema que, localmente, restringem
seu dominio de factibilidade. As restricoes inativas ndo tem influencia To-
cal, pois peguenas perturbacoes em torno de'um ponto factivel nao violam ne-
nhuma destas restricoes. A importancia destas restrigOes surge apenas quando

do calculo do passo de blogueio a.

Teorema I-6 : Sejam gi(x) cRT >R e CT, i=1, vseym & XC R™, Seja ainda
x* uma solucdo factivel de (1.17) e I(x™) = {i |gi(x*) =0}, i=1, ..., m.
Se x* @ um mTnimo Tocal de {1.17), entdo toda direcdo factivel s que satis-

faz (Proposicao I-1),
v(x*)'s < 0, (1.18)
deve tambem satisfazer

Vg,i(x*)'s >0, ieI(x*) (1.19)

Prova : Para pequenas perturbacGes em torno de x*, a expansdo em série de
rrova P

Taylor para as restrigOes ativas sera dada por
gi(x* - as) = g;(x*) - ani(x*)'s +0(e®) <0, 1ieI(x¥

para todas as direcoes factiveis s. Como gi(x*) =0,¥iel(x*) e, para

a » 0t os termos de ordem superior a 1 podem ser desprezados, conclui-se que

vgi(x*)'s >0, iel(x*)
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Entretanto, mesmo diregoes infactiveis ao prob]éma (1,17) podem
verificar a expressdo anterior. E comum entdo que se estabeleca - algum tipo
de qualificacdo de restrigoes que elimine esta possibilidade, Entre as mais
utilizadas, estz a proposta por Fiacco-McCormick (1968) que consiste em pe-
dir que o0s gfadientes de todas as restricdes ativas sejam linearmente inde-

pendentes em x* {Avriel [3], Luemberger [14]).

1.3, Condicoes de Kuhn-Tucker

Grande parte da teoria envolvendo condigoes de otimalidade para
problemas de otimizagao com restrigoes pede ser unificada a partir de 1950
atraves dos trabalhos de H.W. Kuhn e AMW. Tucker. 0 principal resultado des-
tes trabalhos, um conjunto de 4 condigcoes de otimalidade de 12 ordem, apli-
ca-se a uma grande variedade de problemas de programagac nao-linear e, depen
dendo do problema tratado fornecem, sob alguma qualificagao de restrigoes,
condigles necessarias ou necessarias e suficientes para a existencia de solu
¢oes locais ou gTobais; A abordagem simplificada e direté aqui apresentada

segue de perto a proposta por Geromel-[B](*).

Considere a funcao Lagrangeano L{x, A) : R" x ™ » R associada

ao problema (1.17):

L(x, A) = f(x} + A'a(x) (I.20}

onde A ¢ R™ representa o vetor de multiplicadores de Lagrange. Por simplici-

dade de notacio, convenciona~se g¢{x)' = [?1(x) 9o(X) ... gm(x)].

(*) Um desenvolvimento algébrico mais rigoroso pode ser encontrado em Avriel
[3] e Hadley [12], por exemplo.
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Definicdo I-6 : Um ponto (x*, A*) com x* € X e A* 2 0 € dito um Ponto de Se-

la de L(x, A) se satisfaz -

) L{x*, A*) g L{x, A%) , V xe X

W
om )

1) L{x*, A%} 3 L(x*, ), v A

0 teorema a sequir fornece condigoes necessarias e suficientes

para a existencia de um Ponto de Sela de L(x, ).

Teorema I-7 : Sejam A* » 0 e x* e X. EntZo o ponto (x*, x*) & um Ponto de Se

la de L{x, X) se e somente se,

i) x* minimiza L{x, A*) sobre X;
i1) g(x*) < 03

iii) A¥'g(x*) = 0.

Teorema 1-8 [Suficiencia de Pontos de Sela} : Se (x*, A*) € um Ponto de Sela

de L(x, 1), entio x* resolve o problema primal (I1.17).

Prova [Lasdon [13]] : Diretamente da defini¢do de Ponto de Sela,
FIX*) 4+ 2%'g(x*) ¢ F(x) + A*'g{x) , ¥ xeX (1.21)

Ent3o, usando a condigﬁo ii1) do Teorema I-7 e lembrando que para todo x fac

tivel, 2*'g({x) £ 0 resulta

f(x*) £ f(x) , VxeX, (1.22)
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que peia Definicao 1-2 & um ponto de minimo global de (I,17),

ok

Observe-se qﬁe o teorema anterior estabelece uma condigao sufi-
ciente de otimalidade pois, em geral, ndo & possivel garantir a existencia
de A* > 0 tal que as condicOes do Teorema I-7 se verifiguem. Em outras pala
yras nao & possivel, para problemas nao-convexos, garantir a existencia de

um Ponto de Séla da funcdo Lagrangeano, L{x, A).

Por simplicidade, suponha X = R". Ent3o, substituindo-se a mi
nimizacao do Lagrangeano L{x, A}, condicdao i) do Teorema I-7, pela sua esta-

cionariedade, no caso de L(x, A) ser diferenciavel, obtem-ze,

*
v L(x%, a%) & 2 H6 T =0 _ (1.23)

ax
x=x*

As condigOes do Teorema I-7 reduzem-se finalmente ds condicGes

de otimalidade de Kuhn-Tucker para o problema (I.17):

i) 9L(x*, x*) = 0

i) g(x*) ¢ 0
(1.24)
$91) A*'g(x*) = 0

iv) A* 20

Note que se o problema primal (I.17) for convexo, isto €, se
tanto f(x} como g;(x}, i=1, ..., m forem fungoes convexas sobre um dominio
convexo X, a funcdo Lag?angeano L(xs A) consiste, para A* 270, de uma combi~"

na¢ao linear positiva de fungoes convexas e neste caso as condigoes de Kuhn-
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Tucker sdo necessarias e suficientes, uma consequéncia imediata dos Teoremas

I-1, I-4 e I-5 combinados com a Proposicao I-2.

-

1.4. Dualidade

Ao problema primal (I.17) associa~-se um outro, chamado proble-

ma dual relativo as restrigoes funcionais, definido por

Max o{X) (I.25)
Az0

onde ¥(A), a funcdo dual, e escrita como

y(A) = min L(x; 3) {1.26)
xeX

e D, seu dominio de defini¢io, € naturalmente dado por

D={)e¢ RQ 3 mi; L{x, )} (1.27)
Xe _

A formulagao de um problema de programacac nao-ltinear em termos
de seu correspondente problema dual pode trazer vantagens e/ou desvantagens.
Assegurada a convexidade das fun¢Ges envolvidas, os valores otimos das fun-
coes objetivo primal e dual sdo jguais e neste caso e possivel resolver indi
retamente o problema primal através da solugao do problema dual que em mui-
tos casos & mais facilmente obtida. Os seguintes resultados evidenciam algu-
mas caracteristicas’ do problema dual (estes resultados e muitos outros s2o

desenvolvidos de forma completa no Capitulo VIII de Lasdon [13]).
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Teorema 1-9 : A funcdo dual y(\) & concava sobre qualguer subconjhnto conve=

xo do seu dominio D. -

Este resultado & importante pois & estabelecido sem nenhuma hi-
potese de convexidade sobre f(x}, g(x) e X. Pelo teorema anterior, sendo D
convexo, o problema dual consiste em maximizar uma funcdo concava sobre um

dominio convexo e, portanto, todo maxime local & tambem maximo global,

Teorema I1-10 [Teorema Fraco da Dualidade] : Seja x e X uma solugdo factTvel

de (I1.17) e X ¢ D uma solugao factivel de (1.25). Entao,

w(d) < f(x). : (1.28)

Decorre imediatamente deste resultado que se existe x* ¢ X fac-

_tivel primal e A* € D factivel dual tal que

P(A*) = f(x¥), . (1.29)

entdo, x* resolve o problema primal (I.17) e A* resolve o problema dual

(1.25).

A igualdade de (1.29) e sempre verdadeira para os problemas de
programacao matematica cujé funcgao Lagrangeaﬁo, apresenta um Ponto de Sela.

Em particular, problemas convexos satisfazem este requisito.

E ainda possivel mostrar (Lasdon [13]) que se f(x) & uma funcao
estritamente convexa e as restricoes g{(x), f =1, ..., M sao convexas sobre

X convexo, entao a funcao dual W(A) e continuamente diferenciavel, viabili-
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zando o emprego de metodos de maxima subida, do tipo gradiente, péra a maxi-
mizagao da fungao dual, Este importante resultado sera utilizado com frequen

cia no decorrer deste trabatho.

1.5, 0 Problema de Otimizacao

Nos problemas tratados neste trabalho, nao-linearidades es-
tarao presentes apenas ha FungEo objetivo, As restricoes funcionais
g;(x) : R" >R e C1 sao assumidas lineares e, portanto, convexas scbre um
subconjunto convexo e bem definido do Rn, representado por X. Excetuando-se
o metodo de Geromel-Baptistella (1981}, a totalidade dos metodos aqui anali-
sados impde como hipotese basica de aplicabilidade que as restricoes g5(x)s
i=1, «uo., malem de compatTveis,Isejam Tinearmente independentes., As restri
coes para este problema definem desta forma um politopo convexo de dimensdo
n-m, um sub-espaco de natureza linear. Este fato € particularmente importan
_te pois, como serd visto em seguida, os metodos de projecdo tem suas dire;
coes de pesquisa determinadas a partir da ‘projecdo ortogonal do gradiente da
fungao objetivo sobre a intersegao de um subconjunto das restricdes do pro-

blema.

0 problema de programacdo n3o-iinear resultante seria entao:

Min f(x)

Ax = b (1.30)

onde x £ R", A E-Rmxn(m £n), be RM, f(x) : R" 4+ R € C] e
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X ={x[xg¢ xg X} | (1.31)

com X e X representando os limitantes superior e inferior de x, respectiva-
mente. Problemas com restricoes de desigualdade podem ser colocados nesta
forma adicionando-se as varidveis de folga necessarias (Sakarovitch [18]).
Un subconjunto X mais especifico pode também ser obtido a partir de (I1.31)

ajustando-se convenientemente os limitantes X e X .

ﬁ priheira etapa para aplicacao efetiva de metodos primais, con
siste em encontrar uma solucao factTvel inicial para o problema. longe de
constituir-se tarefa simples, a obtengdo deste primeiro ponto demanda um tem
po de computacdo em muitos casos comparavel ao necessario 3 obtengdo da pro-
pria solugdo Otima do problema. Nesta etapa, que para problemas de grande
porte tem na FASE I do metodo SIMPLEX (Sakarovitch [18]) seu algoritmo mais
eficiente, sdo tambem detetadas possTveis inconsisténcias e/ou redundancias

no conjunto de restricoes do problema. -

OQutra maneira indicada para a eliminacio de redundancias faz.
"uso indiretamente da Decomposicdo LU para inversao de matrizes simetricas de

finidas positivas. Note que sendo A tal qﬁe rank(A) < m entdo

AA' > 0 (1.32)
e fazendo-se V = AA', a Decomposicao LU permite escrever
V=1L, | o (1.33)

onde L e R™ & uma matriz triangular inferior. Ent3o, a partir de (1.33),

m 2
LYY R (1.34)

det(AA') = det(L)Z = [
_ i=1
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sendo que os elementos 211 sio obtidos resolvendo-se a equacao matricial

ndo-linear (I.33) recursivamente atraves de:

-1, \1/2
s = Vig " kzl ik i=zl, ..., m
(1.35)
j=1
N - Vi; kZ] gikgjk i=1, .euym
id - .. i=(j+1), ceuym
JJ

Existindo para algum 1i=1, ..., m, um autovalor L4y de L tal
que L. = 0, a redundancia no conjunto de restricoes peder3 ser eliminada re
movendo-se a i-esima linha de A.

Finalizando esta primeira parte o seguinte algoritmo identifica
ra qualquer método de solucdo para (I.30) que utilize direcdes factiveis.

Dada uma solucdo inicial factivel x° de (1.30), faca k = 0. Uma iteracac ge-

"nérica k sera como segue,

K

PASSO 1 : Encontre uma diregdo de pesquisa s tal gue:

a) 3a>0 ka - aksk EY » V0 o € o

y={x|A=b, xe X}

b) vf(xK)'sk > 0

PASSO 2 : Determine o passo do algoritmo oy resolvendo o problema unidimen-

sional (1.11}.
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PASSO 3 : Atualize as variaveis primais
xk+1'; xk - aksk

faca k = k + 1 e repita o phocedimento ateé que um determinado cri-

terio de otimalidade seja satisfeito.

1.6, Gradiente Projetado

0s metodos de projecdo podem ser encarados como uma generaliza-
¢ao dos metodos de ofimizagio sem restrigbes que utilizam informacdo do gra-
diente da fungdo objetivo para gerar direcbes de pesquisa. Os métodos de pro
jecdo de gradiente tambem utilizam esta informacao, levando porém em conta
as restricoes do problema. Isto & realizado tomando-se como direcio de pes-
quisa nao uma diregdo como a do gradiente, que em geral produz pohtos infac-
tiveis, mas sua projecdo ortogonal sobre a intersecdo das restricdes ativas
-do problema, que como foi anteriormente mencionado, restringem Tlocalmente
seu domTnio da factibilidade. 0 mEtodo do Gradiente Projetado proposto por
Rosen (1960) - Rosen ([16]) foi o precursor desta classe de metodos que se
diferenciam, basicamente, quanto a forma atraves da qual a projecdo € deter-

minada.

A diregao assim obtida nao pode ser considerada, em geral, como
a localmente melhor, no sentido de fornecer a maior derivada direcional da

fungao no ponto sendo, entretanto, mais simples de ser calculada,

Embora o método seja aplicavel ao problema (I.30) direta-
mente, a apresentagao sera simplificada considerando-se A' =_[}' E I E -i],

b' = [@' PR 15}} e o problema colocado na forma
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Min f(x)
(1.36)

o

Ax < b,

onde A ¢ R(m+2n)xn , be R(m+2") , xeR' e f(x): R"+Re ¢!

Dado um ponto inicial factivel x, determina-se ent3o, quais as
restricoes ativas de (1.36), representadas atraves do conjunto de Tndices
1= {1'|Ei X = Ei}’ com 51 denotando a i-8sima linha de A. Este conjunto
sera composto, evidentemente, pelas restricoes de igualdade de (1.30) e suas
restri¢coes de desigualdade ativas em x. Seja ﬁ] a matriz formada por estas
restricoes e Ez a matriz coriespondente as restricdes inativas. Entdo A admi

te a seguinte particao:

(I.37)

0 objetivo & entdo encontrar.uma direcdo S que ao mesmo tempo

em que decresga, o valor da fungdo (VF{x)'s > 0) satisfaca

2.5 =0, Viel ' (1.38)

ou equivalentemente, que pertenca ao espaco nulo de E], n(ﬁ1). A projecao do
vetor gradiente se fara, portanto, sobre este sub-espaco, intersecao das res
trigcoes ativas de (1.36), Lembrando agora que é%{ﬁ{), 0 espaco range de ﬁ; 2
ortogonal a n(ﬁl), & possivel entdo escrever qualquer vetor, e em particular
o vetor gradiente, como uma composicdo de sua projegdo sobre estes sub—espi

gos ortogonais. No R3, por exemplo, ter-se-ia
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Fig. I.1 - Gradiente Projetado

Urna vez que (yf(x) - s)e.é%{ﬁi), existe um vetor B ¢ RY com q

sendo o numero de restrigoes ativas em x, tal gue
AB = VE(x) = s (1.39)

Prée-multiplicando (I.39) por 31 e assumindo regularidade das _
-réstricﬁes, jsto €, assumindo que de um total maximo de (m + n) restricces
ativas, q e menor ou igual a n e E} tem rank completo, obtém-se o vetor

-1-

B = (AA)) AVR(x) (I.40)

e levando-se {1.40) em (I.39) resulta para a diregao de pesquisa s,

/e
n

PYF(x) | | (1.41)

onde

g

1= RREYTR ., P e R (1.42)
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e conhecida como matriz de projecao no espaco nulo de Ay e que apresenta as

seguintes propriedades. -

Lema I-1 : Seja a matriz de projecao P, definida por (1.42); ent3o

iyp=pP 20
ii)p'p="p
iii) li(P) =0 oul , i=1, ..., n

iv) a matriz (I, - P) satisfaz as propriedades acima e projeta

qualquer vetor do R" em E?Tﬁi)

A direcao s assim obtida, caso seja diferente de zerp, efetiva-
mente decresce o valor da fungdo, como pode ser facilmente demonstrado pré-

multiplicando=se (I,41) por Vf(x)',

-Vf(x)'s = Vf(x)'Pvf(x) = vf(x)'P'PUF{x). = IIPvf(x)ﬂ2 > b , (1.43)

pois s = P¥f(x) # O

A analise do caso s = 0 & uma caracteristica do metodo de
Rosen. Observe que =B representa na verdade o vetor de multiplicadores de
Lagrange associado as restricGes ativas de (1.36). Isto pode ser visto cla-

ramente escrevendo-se as condicoes de Kuhn-Tucker de (I1.36) em x:

i) Vf(x) + E;ﬂ =0
i1) Apx = By 3 (1.44)

'i'i'i) ‘lT-iaO, i=(m+1)‘ o'o|q
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E imediato entdo que fazendo-se s = 0 em (1,39) a cofrespondén-
cia se verifica para B = -m. Deste modo, se todas as componentes de 8 relati
vas as restricoes de desiguaTdade forem nao positivas, as condicoes de Kuhn-
Tucker estardo satisfeitas. Por outro lado, se existir 81 > 0 para algum
i=(m1),..,q € possive) gerar uma nova direcao usavel removendo-se de 31 a

restricdo associada @ B, (Rosen [16], Luemberger [14]).

0s procedimentos do método estdo resumidos no Algoritmo

I-1.

A1gor{tmo 1-1 {Rosen, 1960] : Dados ﬁ, b e uma solucao inicial factivel x°,

faca k = 0. Uma iteracdo genérica k sera dada como segue.

PASSO 1 : Determine a matriz ﬁ], formada pelas restrigbes ativas de (1.36)

no ponto xk.

PASSO 2 & Caleule P = 1 - Aj(AA))T'A; € a direcio s* = pur(xK).

PASSO 3 : Se ﬂskn < ¢, arbitrariamente pequeno, encontre

Se Bs < 0, ¥Yi>m entdo pare. 0 ponto xk satisfaz as condicoes ne-
cessarias de otimalidade de Kuhn-Tucker. Sendo, remova a restricio
correspondente ao valor da componente mais positiva de 8 e retorne

ao PASSO 2.

se psky s €, va para o PASSO 4
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PASSO 4 : Encontre o valor do passo o resolvendo

Min £(xK - « s

o
D<ga<a
onde o = max{a [A(xk - a sk) < b}. Atualize as variadveis primais,
K+ ML aksk ,
faca k = k+ 1 e retorne ao PASSO 1

0 critério utilizado no PASSO 3 para a retirada de restricoes
da matriz E1 atende apenas a necessidade de estabelecer-se algum tipo de sis
tem3atica para este procedimento nze tendo, entretanto, qualquer justificati-

va teorica. Este criterio & comumente encontrado na literatura.

A analise do algoritmo apresentado permite concluir que o prin-
“cipal esforgo computacional associado ao metodo de Rosen consiste em inver-
ter, a cada iteracio, a matriz simétrica definida positiva AR, . Demonstra-se
(Rosen [16]) que se em iteracoes consecutivas os sub-espacos correspondentes
diferem de apenas uma restricao € possivel, através de relagbes de recorren-
cia, atualizar a matriz inversa a partir da matriz inversa anterior. Isto,
entretanto, nao ocorre para a maioria dos problemas praticos nos quais as
composigoes de sub-espagos consecutivos podem.diferir consideravelmente, sen
do entao necessarias projecoes sucessivas para que a nova direcao de pesqui-
sa seja determinada. Para gue estas projecoes sejam possiveis & necessario
ainda eliminar a possibilidade de degeneresceéncia do metodo estabelecendo-se
regras especiais para a detecio de restricbes redundantes que podem surgir

da combinacao de restricoes ativas do problema. A eliminagao de restricses
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redundantes & requisito basico para a aplicacio do método pois permite que

as hipoteses de nao-degenerescencia sejam satisfeitas.

Pelas razdes apresentadas, o metodo de Rosen € pouco utilizade

em problemas praticos de grande dimens3o. Porem, a idéia de projecdo do gra-
.

diente foi desde ent3ao continuamente aperfeicoada por varios meétodos no sen-

tido de diminuir o esforco computacional associado a projecao e relaxar as

hipoteses de nao-degenerescéncia.

I.7. Gradiente Reduzido

-0 metodo do Gradiente Reduzido foi proposto e desenvolvido por
Wolfe (1963} para problemas de otimizacdo com restricoes lineares e em traba
Thos posteriores, generalizado para problemas com restricdes nao-lineares

por Abadie e Carpentier (1969) (Abadie [1]).

Neste matedo, Wolfe explora ao maximo o carater linear das res-
’trigﬁes do problema, empregando varios dos procedimentos.do metodo SIMPLEX
para obter a projegao do vetor gradiente sobre um sub~espaco de dimensao re-
duzida. Como em programacac linear, o metodo de Wolfe subdivide as variaveis
do problema em grupos de variaveis basicas (dependentes) e n3o-b3sicas (inde
pendentes). Eliminando-se as variadveis basicas, € possivel considerar o pro=-
blema de otimizagao resultante apenas em termos de variaveis ndo-basicas e,

deste modo, reduzir a dimensdo do vetor gradiente. A direcio de pesguisa do
método € entdo determinada a partir da projecio deste gradiente reduzido

sobre as restricoes de canalizagao associadas as variaveis nao-basicas.

Considere o problema (I.30). Note que suas restrigoes estio co-

locados na forma canonica de programacao 1inear:
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Min f(x)
" ax=b — (1.45)
X ? X
onde
xeRY, AcR™  bef", f(x) :R">ReC e
X ={x]|x<gxgx} (1.46)

- 0 - - . - B o
Por conveniencia, as variaveis basicas x ¢ RM serdo representa

das atraves do conjunto de m Tndices

B

i1 B -B .
Igx) = {1 |x; < xy <X},  _d=T,..,n (1.47)

e as ndao-basicas " e R por
IN(x) =]~ IB(x) s i =1,...., n (1.48)

onde I ={i}, i=1, ..., n

Em relagdo ao problema (I1.45), as seguintes hipoteses de nao-

degenerescéncia devem ser satisfeitas (Bazaraa [4], Luemberger [14]):

i) Quaisquer m colunas de A constituem um conjunto Tinearmente

independente, uma base B do Rm;

ii) Teda solugdo basica factTvel obtida @ ndo-degenerada, isto
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e, qualquer solucdo factivel do problema tem no maxi-
mo, (n-m} variaveis assumindo o valor dos seus Tlimitan-

tes.

Na pratica estas hipoteses podem restringir bastante a aplica-
¢Bo do metodo. Admita, entretanto, gque exista ao menos uma particio das va-

riaveis satisfazendo as hipdteses i) e 1i). O problema pode ser reescrito

como -
Min £(:5, ")
BxB + NxN = b
(1.49)
EB-S B 3B
N e

onde

el XNER(n-m): B={a' | Telz(x)}e R, N -{a [ ieTy(x)} €Rmx(n-m),

e a' representa a i-8sima coluna de A.

Usando-se entdoc a hipotese i) & possivel colocar xB como funcao

de xN escrevendo

= 87Th - 3 TN | (1.50)

e assim resolver (1.49) apenas em funcio de xN. Atraves de (I,50), as varia-
Lol B N Rt . - e -, - )
coes Ax e ax ' das variaveis basicas e nao basicas, respectivamente, esta=

rac relacionadas de forma Unica através de
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RAX (1.51)

0 vetor gradiente, relativo as variaveis nao-basicas, pode

entao ser facilmente obtido, calculando-se a derivada total de f(xB(xN), xN)

em relacao a xN, que serd dada por

- __C_Lf(xB(xN), xM) _ 8 f(x", M dx°

de axN 'dx ax

(1.52)

N

Tomando-se em (I.51}, o Timite quando Ax" + 0, resulta finalmen

te para o vetor gradiente reduzido r e R"™ a express3o

r =y Nf(xB, xN) - (B']N)'v Bf(xB, xN) _ (1.53)

X X :

0 problema agora se resume em projetar este gradiente reduzido
sobre as restricoes de canalizacdo de xN, determinando sua direcdo de movi-
mento, sNea partir de (1.51), a diregdo s® associada 3s variZveis bisicas.
Esta projecao € realizada modificando-se Tigeiramente o método do gradiente
para otimizagdo irrestrita por um procedimento que na verdade € uma especia-

lizacdo do método do Gradiente Projetado de Rosen 3 probiemas que tem somen-

te restrigoes de canalizacao (Bazaraa [4]).

0 algoritmo associado ao metodo do Gradiente Reduzido & dado em

seguida

Algoritmo 1-2 [Wolfe, 1963] : Dados A, b, x, X e x° factivel inicial, faca
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k = 0. Uma iteracao genérica k sera dada como segue:

T #

PASSO 1 : Com IB(xk) e IN(xk), calcule o gradiente reduzido v ¢ R

y ,k N,k -~ B’k N!k
rk = VXN,kf(xB y XY - (B TN)'VXB’kf(x s X°T)

PASSO 2 : Para todo i e Iy(x¥) obtenha(*)

N,k _ N k N,k _ =N k
0, se X' =x;er; >0 ou X=X er; <0
SN,k -
i k _

ri» case contrario
PASSO 3 : Se nsN'k I < &, arbitrariamente pedueno, pare. 0 ponto corrente
k' _ [.B,k' N,k . . - N
XT =[x y X satisfaz as condigGes necessarias de otimali

dade de Kuhn-Tucker para a existéncia de um minimo local, Sendo,

obtenha

K

Ty Mok

Bk _ 8"
PASSO 4 : Encontre o valor otimo de Gy s O Passo do algoritmo, resolvendo

Min F(x* - as¥)
o

05 asmin(ay, ay)

onde

k . == . - — - -
(%) s?’ representa a i-esima componente do vetor diregdo associado 3s varia
veis nao-basicas na iteragao k,
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max {o i.ﬁ” < Mk 7N

2
-t
13

Tk

max {a I X0 < xBokH ¢ 5By

A

Atualize as variaveis primais

PASSO 5 : Se @y < &2, faca k = k + 1 e retorne para‘0 PASSO 2. Se ay = 52,
entdo pelo menos uma variavel basica atingiu um dos limitantes.
Neste caso, remova-a da base substituindo-a por uma variavel ndo-
basica inativa. Redefina IB(xk) e IN(xk), faca k = k + 1 e retorne

para o PASSO T,

No procedimento descrito no PASSD 5 residem as principais van-
tagens e desvantagens do metodo. Caso & < &2, isto &, caso nenhuma variavel
‘basica atinga um dos limitantes, os conjuntos In{x) e Iy(x) permanecem inal-
terados & o0 algoritmo prossegue recalculando o gradiente reduzido r., Caso

! ; ; Y d (*} .
) = Opy S seguintes situagoes podem ocorrer :

i) uma variavel basica atinge um dos Timitantes e uma varia-

vel ndo-basica se torna inativa;

ji)} uma variavel basica atinge um dos limitantes enquanto que

uma nova variavel nao-basica se torna ativa;

{*) Analisa-se aqui © caso em que somente uma nova variavel torna-se ati-
va.
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{11} uma vari3vel basica atinge um dos limitantes enquanto que
uma variavel nao-basica se deslocando de um dos limitantes,

atinge o limitante oposto.

A ocorrEncialda situagdo 1) esta perfeitamente inserida na filo
sofia do método. A variavel basica qué:a1cangou um dos limitantes e declara-
da nao-basica e uma variavel nfo-bisica inafiva € declarada basica, redefi-
nindo-se os conjuntos Ip(x) e Iy(x). A atualizacdo da base B € ent3o eficien
temente realizada utilizando-se tecnicas desenvolvidas para problemas de pro

gramacao linear com restricoes de canalizacdo (Luemberger [14]).

As duas U1timas situacoes, entretanto, possibilitam o apareci-
mento de solucoes degeneradas, dado que nés situacoes descritas nao & noss -
vel garantir que o nimero de variaveis ativas seja menor ou igual a (n-m) e,
portanto, assegurar que as hipoteses de nio-degenerescéncia sejem satisfei-
tas. Neste caso, procedimentos adicionais que detetem a ocorrencia destas gi
tuacoes e modifiquem a diregao de pesquisa sN das variaveis nao-basicas

.devem ser incorporados ao algoritmo, onerando-o computacionalmente,

1.8. Gradiente Projetado Via Decomposicao

0s metodos que foram até agora analisados sdo também conhecidos
como metodos diretos pois a direcdo de pesquisa e obtida exclusivamente com
informagoes do problema primal. 0 metodo de Geromel-Baptistella (1981) € in-
direto, isto &, utiliza tambem informacoes do problema dual associado ao cha
mado problema de projegao, a partir do qual a direcao de pesquisa & determi-
nada, Com isto, o metodo proposto procura explorar as vantagens tanto da

abordagem direta, obtendo-se a cada iteracao uma solucdo factivel, quanto da
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abordagem indireta, resolvendo-se um problema de projecdo estritaﬁente conve
xo cujo dual tem solugao imediata. - |

Problemas praticos de grande dimensao podem ser tratados de
forma muito eficiente uma  vez que‘b metodo utiliza uma tecnica de decom-
posicdo dual, bastante difundida em programagde matematica, e cuja con-
vergencia € assegurada para problemas estritamente convexos, como € o Ca-
0.

Por trabalhar com subproblemas independentes e nao de forma glo
bal como nos métodos anteriores, o método de Geromel-Baptistella {10] possui
a caracteristica de n3o fazer nenhuma hipotese de regularidade das restri-

coes, caracteristica esta de fundamental importancia em se tratando de pro-
blemas praticos.

Considere novamente o problema de programacao matematica (1.30)

reescrito aqui por conveniencia:

Min f(x)
Ax = b (1.54)
Xxe X
onde xeR", AecR™, ber", f(x):R">ReC e
X={x]x<xgx} - | (I.55)

Como anteriormente, assume-se conhecida uma solucao inicial fac
tivel de (1.54) ou seja, supde-se que existe ao menos um ponto x € R" que sa

tisfaz
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Xevy2ix|M=b;xe X (1.56)
A partir deste ponto inicial, Geromel-Baptistelia [10] propGem
que a direcao de pesquisa do metodo seja a solucao otima de um problema qua-

dratico estritamente convexo que sera referenciado agui como problema de pro

Jecao:

Min 1 FVf{x) - sﬂz

s 2
(1.57)
As = 0
s e S(x) ,
onde o conjunto S(x) € escrito éomo
S(x) = {s[s; €0, el (x) 5 s;20,iel (x)}, (1.58)
e no qual os conjuntos I_{x) e I {x} sao dados por
I_(x) {i [xi = X5 i =7, vve, N}
(1.59)

ft
x1
-

I(x)  Gifxg=%, i=1,..,n},

com x; representando a i-esima componente de x ¢ R", Note que as restricdes
de (1,57) foram obtidas a partir de (1.54) assegurando-se a existencia de um

tamanho minimo de passo « > 0, tal que, se x ¢ y entdo

X-aSEY, vo0<asga, (1.60)
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sendo s a solucao otima de (1.57) e, consequentemente, uma diregao factivel
de (1.54). Procura-se, portanto, obter no sub-espaco das direcoes factiveis

de (1.57),

o(x) = {s{As =0 ; s eS(x)}, (1.61)

a direcao s que minimiza o angulo 0 formado entre o vetor gradiente em x,
vf{x), dire¢do de maximo decrescimento de f(x) e em geral infactivel, e este
sub-espaco, obtido a partir das restricoes ativas de (1.54). A figura I.2

ilustra geometricamente o problema de projecao.

a(x)
Fig. 1.2 - Interpretacao Geometrica de (1.57)

A natureza linear do sub-espaco definido por Q(x) determina que
sk, a solucdo otima de (I1.57) seja'dado, evidentemente, pela projecdo ortogg

nal de 9f(x} sobre este sub-espaco.

Considere a funcdo Lagrangeano L{s, A} : R" x R" + R,

L(s, A) = %wf(x) - 512 4 'R (1.62)
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onde AeR representa o vetor de multiplicadores de Lagrange relativo as

restricdes de igualdade. A funcio dual w{)) : R" + R serd ent3o dada por

$(Ax) = min L(s, A) .
'seS(x)

e o correspondente problema dual de (I.57) por

Max (A}
A

(1.63)

(1.64)

Note, entretanto, que sendo _L(s, A) completamente separavel em

X
s, {I.63) pode ser reescrita como

n
Max }  min Li{s;, &)
Ao i=l STES(X) L

onde

Min Li(si' X}, i=T, «ves N
sieS(x)

representa o i-esimo subproblema,

2

: _ 1 {3 f(x)
2 axi

+ l'a.ist » . . i=.|’ L

(1.65)

(1.66)

(1.67)

- wm - . 4w -i o wm o, A—
sua i-esima funcao objetivo e a', a i-esima coluna de A. As solugOes dos n

subproblemas sao facilmente bbtidas.através de
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min{0, 3 fx) a;A} , el (x)
X,
i
s; = | max{0, 2 fx) i} , iel (x) (1.68)
oX.
Co%
o_f(x) _ aih , caso contrario .
aX;

Esta estrutura caracteriza os métodos de decomposicio dual em
dois niveis; um nivel inferior no qual as solucdes analiticas dos n subpro-
btemas sao determinadas por (I.68) e um nivel superior onde, através da va-
riavel dual X, o problema dual (I1.64) as coordena forcando a convergéncia

aos valores otimos A* e s?, i=1, «oey n. A coﬁvergéncia de tal procedi-
mento & assegurada dado que o problema de projecao (I.57) & estritamente con
vexo, Este fato & também suficiente para'gafantir é diferenciabiTidade da
funcao dual e viabilizar o uso de metodos do tipo gradiente para a determina

"cdo de sua solugdo global A™, que como mencionado anteriormente & tal que

w(A*) = %Wf(XJ - s+ (1.69)

0 algoritmo relativo ao método de Geromel-Baptistella & forne-

cido em sequida,

Algoritmo I-3 [Geromel-Baptistella, 1981] : Dados A, b, x, X e uma solucio

inicial- factivel xo. faga k ='0.- Uma iteracdo genérica serd dada como se-

gue.
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PASSO 1 : Encontre Vf(xk), I_(xk) e I-(xk)

Tk

PASSO 2 : Encontre a solugido do problema de projecao (1.57). Fixado um valor
inicial para A, uma iteracac generica & do algoritmo de decomposi-

cao seria:

PASSO 2.1 : Com A* fixo, encontre as solucoes sy dos n subproble-

mas (I.66) atraves de (I.68).

PASSO 2.2 : Encontre o gradiente da fungao dual, vw(lg). Se
av¢(l£)ﬂ < €9y O procedimento convergiu, sendo as va-
ridveis correntes solucbes do problema de projecio; va

para o PASSO 3, Senao, atualize X

A£.+'I _ kz + Ugdz ,

sendo d* gerada pelo metodo de direcfes conjugadas de

Fletcher-Reeves (Luemberger 141} e o, solugao ati-

2
ma de

Max w(a® + od®) ,
o0

Faca % = % +1 e volte para o PASSO 2.1 .

— ———

PASSO 3 : Se sku < Eps arbitrariamente pequeno, pare : xk_ satisfaz as
condigoes necessarias de Kuhn-Tucker, Sendo, v para o PASSO

4.
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PASSO 4 : Encontre o passo o do algoritmo resolvendo

]

Min f(xk -a sk)

(5 8
, 0<ag min{a'[ ’ &2}-
onde
&1 = min {(x? “.ﬁi) /s? , 5? > 0}
Igign
- . - k k
ap = min {(x¥ = X ) /sy a8 < 0 ,

lgign

Atualize as variaveis primais,

faca k = k + 1 e retorne ao PASSO 1,

A justificativa teorica para o PASSO 4 € imediata pois o proble
ma de projecao (1.57) tem a propriedade de sempre gerar como solucao oOtima,
uma direcao usavel de (1.54), Assim, um vetor gradiente Vf{x) nao-ortogonal
a Q(x) gera uma direcdo usavel dado que vf(x)fs > 0; caso Vf(x) L a(x}, re-
sultando em s = 0, demonstra-se facilmente (Geromel-Baptistella [10]) que «x
satisfaz as condicOes necessarias de Kuhn-Tucker. Os metodos de Wolfe e Gero
mel-Baptistella fornecem, portanto, uma maneira simples de detetar-se a oti-

ma1idade.

0 principal esforco computacional do metodo de Geromel-Baptis-
tella esta associado ao PASSO 2 do algoritmo e em particular 3 solucdo itera
tiva do nivel de coordenagdo do problema dual. Por outro lado, a dimensao m

do nivel coordenador depende apenas do numero de restrigoes de igualdade do
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problema tornando o cilculo da projecio independente da introdugdo de Timi-
tantes nas variaveis primais, o que n3o ocorre, por exemplo, com o metodo de
Rosen onde estas restrigoes, quando ativas, contribuem para dificultar o cal

culo da matriz de projecdo {Geromel-Baptistella [10}).

b

Este metodo & entre todos aqueles que foram apresentados o de
mais diffcil implementagdo, principalmente quando aplicado @ problemas de
otimizagio dinamica.

0 método primal proposto no capitulo seguinte procurara manter
a maior parte de suas vantagens introduzindo, porém, um procedimento computa

cional mais simples de ser implementado.,

[.9. Conclusao

Neste primeiro capitulo, procurou-se inicialmente apresentar os
'fundamentos teoricos de programagio matematica utilizados neste, e nos capi-
tulos sequintes. As coﬁdigﬁes necessarias -de otimalidade de Kuhn-Tucker, como
pode ser constatado, serao particularmente importantes na maioria das demons
tracoes. Propriedades envolvendo dualidade, tambem freguentemente utilizadas
na sequencia deste trabalho foram apresentadas e alquns de seus resultados
diretamente empregados na discussac do método de Geromel-Baptistella, Dei-
xaram de ser aqui expostos, por fugirem aos objetivos do capitulo, resulta-
dos que dizem respeito ao contetdo do CapTtulo IIT (Sistemas Dindmices, Cal-
culo Vériaciona], Principio do MTnimo de Pontryagin, etc.} que trata da apli
cacdo em Controle Btimo da metodologia proposta no CapTtule II, e gue sio co

bertos por Athans [2] e Sage [17], entre outros.

No que se refere aos metodos apresentados (Resen, Wolfe e Gero-
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mel-Baptistella) objetivou-se, principalmente, introduzir a filosofia de tra
balho dos metodos primais e analisar os algoritmos descritos sob dois aspec-
tos: hipoteses que os métodos assumem validas e esforgo computacional neces-

sario d@ projecdo.



CAPTTULO II

44,
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I1.1. Introducio

Este capitulo e destinado a proposicao e 3 analise de um novo
método primal, para resolucdo de problemas de programacdo matematica com fun
¢ao objetivo diferenciavel e restricoes lineares. 0 metodo proposto pode ser
entendido come uma forma alternativa de abordar o problema de projeciao, re-

solvido pelo m@todo de Geromel-Baptistella {1981), através de Decomposic3o

Dual. Aqui, a proposicdc & exatamente no sentido inverso.

Utilizando ainda a Teoria da Dualidade, a direcao de pesquisa
do método & obtida globalmente, mas por uma express3o que separa a contribui
¢ao das restrigoes de igualdade, permanentemente ativas, da contribuicdo das
restricoes de desigualdade afivas, cuja composig$0 & variavel a cada itera-

¢ao do algoritmo.

Este procedimento permite, em 0Ttima analise, considerar no pro
cesso de otimizagao apenas &s restrigoes de desigualdade ativas uma vez que
o problema pode agora ser resolvido, a-priori, para as restricdes de igual- _

- dade.

Separando ainda a contribuicao das restricoes de igualdade e de
desigualdade a direcdo de pesquisa do método, evitam~se as hipoteses de
ndo-degenerescencia. A Gnica hipotese que surge, independéncia linear das
restrigoes de igualdade, & suficientemente fraca para que esteja satisfeita

apos a Fase I e antes, portanto, da aplicacio efetiva do método.

11.2. Desenvolvimento Teorico do Metodo: Caso Estitico

0 problema de programagcac matematica que mais uma vez se coloca

1-2]
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Min f(x)
‘ o b (11.1) .
XxXeX,
onde X ¢ Rn, b e Rm, A e AP ; rank(A) =mg n, f(x): R" + R ¢ C1 e
X ={x|x<xgX}. (11.2)

A direcio de pesguisa para este problema & obtida, atraves do
metodo de Geromel-Baptistella, resolvendo-se o problema de projecac formula-
do no capitulo anterior, na forma dada por (1.52). Uma maneira alternativa
de abordar este problema parte do principio de que & tambem possivel escre-

ve-lo como (Ferreira-Geromel [7]):

Min %-ﬂvf(x) - 522

(11.3)

[t}

As = 0

B(x)s < 0,

onde a matriz B(x), introduzida em (II.3), € formada pelos elementos -1,0 e
1, seu nlmero de linhas @ igual ao nimero de componentes ativas de x e asso-
¢ia, por linha, @ i-8sima componente de s o valor 1, se i e I_{x) ou -1, se

ie I (x), de modo a satisfazer

S{x) = {s]s.

$$0,iel(x) 5 s;20, 1€l (x) (11.4)

1
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Sendo q o numero de componentes ativas de x, entdo B(x) ¢ R¥M,

Ainda com relagd3o d matriz B(x), verifica-se diretamente que

B(x)B(x)' =1

q° YxXew, (I1.5)

propriedade esta que se mostrara Util em desenvolvimentos futuros.

No metodo proposto ﬁor Geroméleaptiste11a, a funcdo dual e
construida dualizando-se apenas as restricoes de ijgualdade de (11.3), dando
origem, em consequencia, a um problema dual sem qualquer restric3o sobre
A€ Rm, mas com a minimizacao do Lagrangéano L{(s, A) restrita a (II.4). Con-
sidere agora as implicacoes decorrentes da dualizaciao também das restricoes
de desiguaidade de {II.3). Neste caso, se 'y ¢ RY for a variivel dual associa
da, o nove problema dual ficard restrito @ y > 0 e a minimizagdo da funcdo
Lagrangeano L{s, X, u) sem restricdo sobre s, Dado ent3o que a fungao
L{(s, A, u) € estritaménte convexa em s, e possivel expressar a solucao Otima
do problema de projecao diretamente como funcdo das variaveis duais X e p.

Para tanto, seja a fungao dual P{A, u) : RMxRr? >R relativa ao proble-

ma (11.3):

min L{s, x, u) , (11.6)
s

i

¢(l. u)

cujo dominio de definicao & fornecido por D ={x eR", u(zRE {3 minl{s, &, u)l}.
s

A fungdo Lagrangeano indicada em (1I.6) € escrita como

L{s, A, u) = -% ﬂVf(k)l- sll2 + A'As + u'B(x)s , (11.7)

e 0 correspondente problema dual dado por
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Max min L{s, X, u). (11.8)
A 5
120 -

Seque ent3p, que para quaisquer A e u fixos, o problema dirres-

trito

Min L{s, Ay 1) | (11.9)
S

tem solugdo tinica, podendo ser faciimente determinada impondo-se a condicao

de 12 ordem, necessaria e suficiente neste caso, sobre L{s, A, u):

Bl(sy Ay u) = 0, | (11.10)

1
s

1l
L)

Efetuando-se a operacdo indicada, a solucdo otima s* sera obti-

da como
s¥ = PF{x) - A"AF - B(x)"u" , (11.11)

sendo, que »* e u* s3o as solucdes O0timas do problema dual (11,.8), Note, en-
tretanto, que {I1.8) pode ser separado nas variaveis x e p, tomando assim a

forma:

Max Max L(s™, A, u) , (11.12)
w20 X

e que o problema de maximizacao em X, estritamente concavo, pode igual-

mente ser resolvido, para u fixo, impondo-se a condigao de 12 ordem sobre
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L(S*. Ay w)d

* ) ’
AL(s™, A, w) =0, (11.13)
3 '

cbtendo~se, do mesmo modo,
A= () TA[R(x) - B(x)'W¥) . (11.14)

Uma direcdo de pesquisa s*, funcao apenas de u*, & obtida subs-
tituindo-se (I1.14) em (II.11) e apds alquma manipulacio algdbrica serd dada

por
s* = P[vf(x) - B(x)'v*] , - ~(11.15)

-onde P 4 In - A‘(AA')"1A e a matriz de projecdo no espaco nulo de A, defi-
nida no cap?tu1olanterior. A direcao de pésquisa assim obtida guarda estrei-
ta relagdo com agquela utilizada pelo método de Rosen. Observe que se, a cada
iteragdo, as restricoes de desigualdade ativas de (II,1) forem incorporadas
a matriz A, o mBtodo proposto reduz-se ao método do Gradiente Projetado

(Rosen, 1960},

Portanto, a d?regﬁo de pesquisa (11.15) dependera apenas de u*,
a solugcao otima do problema dual que resulta da substituicio de (II,14) em

L(5*9 Ay 1)

Max  ¢{u) , (11.16)
uz0 : '
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onde y{u), uma funcao quadratica, € escrita como

C e

0 = = ulaln + ¢ (v el (11.17)
e onde

o(x) & -B(x)PB(x)" (11.18.1)

c(x) & B(x)PvF(x) (11.18.2)

e(x) & vF(x) A (AA") T avF(x) (11.18.3)

Q(x) ¢ RTX9, c(x) ¢ RY e e(x) eR

Uma primeira consequencia, decorrente da forma na qual o proble
ma dual foi colocado em {II.12) e a possibilidade de que a variavel dual A
seja eliminada, desacoplando totalmente as restricoes de igualdade da parté
que efetivamente varia a cada iteragao, as restricoes de desigualdade ativas
do problema. A contribuicdo desta parte ao cdlculo de s* aparece em (I11.15)
na forma do vetor do R", B{x)'w*. Deste modo, o metodo nproposto evita as hi-
poteses de regularidade que surgem quando as restricoes do problema sao tra-

tados de forma nao-diferenciada, come no metodo de Rosen.

0 valor de u*, a solugao otima de {I1.16), pode ser determinada
atraves de qualquer metodo de gradiente, dade que a estrita convexidade de

(11.3) garante a diferenciabilidade da fungao dual (II.17).

Antes da anﬁ]ise do método dual-classico utilizado para o calcy
1o de p*, serdo evidenciadas algumas propriedades da matriz Q{x) definida

por (I1.18.1).
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Lema II-1 : Seja a matriz Q(x) definida por {11.18.1); entao,

i) Q(x) = o(x)' < 0 3

Prova : A prova da parte i) & imediata e utiliza a parte ii) do Lema I-1:

2

w00 =-u"B(x)PB(x) 1 =-u"B(x)P'PB(x) 'u=~1PB(x)'ni“<0  (I1.19)

A parte ii) & demonstrada lembrando-se que o i-Esimo autovalor de Q(x) sa-

tisfaz
Q(x sy = 25(Q(x )y » ' - (11.20)
ou
U%Q(x)ui _
Q%)) 5 —— (11.21)
Hiu,

"que ainda pode ser escrito como

A (Q{x)) U;B(X)P‘PB(X)'Ui (11,22
» X = - » .
! u;B(X)B(X)‘ui )

na qual utilizou-se, simultaneamente, a prova de i) e a propriedade varifica

da em (11.5}. Finalmente,

iPB(x)'uiHZ -1p 112 lB(x)'uinz
) = - — > (11.23)
PB(x)'pes1 1B(x) 'pyt?
> -1p1% = A (P)

W

-1,
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o que completa a prova da parte ii) do Lema II-1.

b

11.3. Metodo Dual-Classico

A analise da equacao (II.15), que define a direcdo de pesquisa
s*, evidencia claramente que a eficiéncia do metodo proposto fica, em grande
parte, condicionada ao grau de dificuldade encontrado para resolver o proble
ma dual (I1.16). Nesta secdo, descreve-se o metodo dual-classice utilizado e
demonstram-se algumas propriedades relacionadas com o problema dual (II.16)

que implicam em simplificacoes no algoritmo final,

Como observado por Lasdon [13}, o métedo dual-classico, como
sérﬁ aqui apresentado, € simplesmente uma adaptaéio do metodo do Gradiente
Projetado de Rosen 3 problemas onde as Unicas restricbes s3o as de nio-nega-
tividade. A forma na qual serd apresentado leva aindé em conta todas as pro-

priedades da fungdo quadratica a ser maximizada.

Seja, portanto, o problema dual anteriormente formulado:

Max ¢{u) , ' (11.24)
uz0

onde
Ylu) = Jz-u'Q(X)u e (xhu + efx) , (11.25)

com Q(x), c{x) e e(x) definidas por (I1.18.1), (I1.18.2) e (II1.18.3), respec
tivamente. Com um valor inicial 1 » 0, faga k = 0. Una iteracio genfrica k

do algoritmo serd dada como segue.
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PASSO 1 : Encontre w(uk) e vw(uk),.o vetor gradiente de ¢{p) no pbnto uk,

veeK) = ou® + e(x). (11.26)
PASSO 2 : Defina a diregao usdavel de pesguisa d~ por
o) se ko
k
. 3}.!1-
’ | (11.27)
de =

k
Max{0, nﬁiw(“ )} se uf =0

Bui

PASSQ 3 : Se Hdkn < Egs arbitrariamente pequeno, pare. 0 valor corrente de u

e otimo. Sen@o va para o PASSO 4,

_PASSO 4 : Atualize a variavel dual y ,

N A (11.28)
com  dy, solugao do problema,
Max (i< + odX) (11.29)
g
Dgogo,
onde
k .
- . ! k
g = min {- — , dy < 0}, (11.30)
1$i$q. dk

Faga k = k + 1, retornando em seguida ao PASSO 1
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0 Lema seguinte & uma justificativa tedrica para o critério de

otimalidade utilizado no PASSO 3 do-algoritmo.

Lema 11-2 : Se d, como definida por {(I[.27) e tal que d = 0, entdo M satis-
faz as condigcOes necessarias e suficientes de otimalidade de Kuhn-Tucker.

Senao, d e uma dire¢do usavel de (1I1.24).

Prova : Se d = 0, entdo, por construgdo,
iyr>0;
i1) velu) € 0 3 ' (I1.31)
111) u'wp(u) = 0,

ok seja, u satisfaz as condicoes necessarias e suficientes de otimalidade de
Kuhn-Tucker para a existeéncia de um maximo global de (1I1.24). Se d # O,

entac mais uma vez, por construcaoc,

i3

w(i)'d = d'd = 1di > 0 | (11.32)

e, poertanto, d & uma direcdc usavel de (I1.24),

A parte suficiente das condigbes de otimalidade de Kuhn-Tucker,
quando aplicadas ao problema, deve-se a0 fato de que a matriz Hessiano da

fungdo Lagrangeano

Lo(us £) = w(u) + E'n (11.33)

dada por Q(x), ser semi-definida negativa no sub-espaco tangente Fs restri-
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coes {componentes) ativas em ™ {Luemberger [14], Avriel [3]). Entretanto,
esta condicdo @ suficiente apenas para garantir que o valor w(u*) € Unico,
podendo porem ser obtido através de um incontavel nimero de sb1u96es. Atra-
ves do Lema II-3 demonstra~-se que a matriz Q(x) & na verdade estritamente ne
gativa no sub-espaco das &iregﬁes usaveis (11.27) pelo qual o algoritmo se
desenvolve, assegurando-se deste modo, que no seu sub-espago de trabalho o

algoritmo encontra uma Gnica solucao.

Lema II-3 : A matriz Q(x) & definido negativa no sub-espaco das direcbes usa

veis (11.27).

Prova : Por hipotese, a direcio d @ usavel. Assim,

v(u)'d > 0, (11.34)
e explicitando-se o vetor gradiente, vem .
() + e(x)] d >0, (11.35)
Usando-se entao (I11.18.1) e (II1.18.2) resulta
[of(x) - B(x)}"u) PB(x)'d > 0 , (11.36)
que implica em PB(x)'d # 0. Entretanto,
| d'Q(x)d = -d'B(x)PB(x)'d = -d'B(x)P*PB(x)'d, (11.37)

e, consequentemente,

' g -
d'Q{x)d = - IPB(x}) db < O , ¥ d usavel (11.38)
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E claro que este resultado e verdadeiro nao apenas para as di-
recoes definidas atraves de {I11.27), mas também para qualquer metodo que
gere dirvecdes usaveis, isto &, que gere diregdes satisfazendo (11.34) para

uma dada diregdo factivel d.

Como consequencia imediata deste resultado, o procedimento de
busca unidimensional tratado no PASSO 4 fica simplificado, pois & possivel
agora obter-se uma expressdo analitica para o*, o valor otimo irrestrito

para 0 passo o, impondo-se a estacionariedade de (I1.29):

dy(p + od) =0, © (11.39)
do
*
ag=g
Tevando 3
o= - 44 (11.40)
d'Q(x)d

uma expressao perfeitamente valida pois pelo Lema II-3, o algoritmo nio de-
senvolve=-5¢ no sub-espaco gerado pelos autovetores associados aos autovalo-
res nulos de Q{x). Deste modo, o valor do passo do algoritmo na k-esima ite-

racao fica sendo dado por

o = minte* , ) . (11.41)

Convem ressaltar que o algoritmo desenvolvido para a obtencao
do valor otimo da variavel dual p pode vir a comportar-se como um matodo
de gradiente pure, nos casos em que o valor otime de u for igual 3 solucdo

irrestrita do problema, apresentando, portanto, lenta convergéncia. A manei-
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ra encontrada para acelerar esta convergencia consiste em fornecer esta
solucao irrestrita,éca?culada atraveés do metodo de direcbes conjugadas de
Fletcher-Reeves, como inicializagdo ao metodo dual classico, atribuindo-se
antes o valor 0 & qualguer componente negativa desta solucao. Assim, o al-
goritmo convergira em q iteragdes sempre que a solugao irrestrita ndo conti
ver componentes negativas. A inicializacdo para o método de Fletcher-Reeves

sera sempre u° = 0 (vetor nulo).

A eficacia deste procedimento foi constatada em todos os proble

mas tratados neste trabalho.

11.4, Condigoes de Otimalidade

Nesta secao demonstram-se as condicoes de otimalidade relativas
aos problemas primal (II.1) e de projecdo {I1.3), tratados nas secbes ante-

riores, Apresenta-se também o procedimento computacional do metodo proposto.

Na demonstracao sera obedecida a seguinte ordem 10gica:

¥ maximiza

(11.24)

|

% . L
S minmmiza

(11.3)

l

[ - . ~ -
s~ e direcao usavel de

(11.1)



58.

A primeira implicagao sera demonstrada escrevendo-se as condi-

coes de Kuhn-Tucker. do problema dual {11.24):

D20,

1) wp(u*) < 0 ; (c1)

fii) v 'wp(p*) = 0,

e comparando-as em seguida com as condigoes de Kuhn-Tucker do problema de

projecao (1I.3):

iy ur 20

1) As* =0 5 B(x)s™ <03

2
ii1) u*'B(x)s* =0 ; (c2)

iv) =of(x) + T+ AT 2 B(x)'yF =0,

Assim, como u* maximiza (11.24), a condicao i) de (c2) fica au-
tomaticamente satisfeita, Com relagao a factibilidade das restricoes de
igualdade, as condigoes (c2) sao também satisfeitas, bastando para isto, que

se utilize a definigdo de s%, equacdo (I1.15).

A condicao ii) de (c1) & equivalente 3@ condicao de factibilida-

de das restricbes de desigualdade de (c2) pois

B(x)s* < 0 (11.42)

Wty = Qx)® + c(x) = B()PUF(x) - B(x)n*]
A folga complementar iii) de (c1) 2 equivalente 3 de (c3):

W ety = w*'B(x)s* = 0 | (11.43)
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Finalmente, a estacionariedade de Lagrangeano, condigao iv) de
{c2) sera satisfeita se usadas as definicdes de s*, equacio {II.15), e A%,

equacao (11.14), o que completa a prova da primeira implicacio.

Resta, portanto, demonstrar que s*, a solucdo do problema de
projecao & uma direcdo usavel para o problema primal (I1.1) e sob que condi-

¢oes a otimalidade serd alcancada.

Lema 11-4 : Seja s*, a solugio &tima do problema de projecio; entdo,

i) se s* = 0, entdp x satisfaz as condicoes necessarias de oti-
malidade de Kuhn-Tucker para a existéncia de um minimo local

de (I1,1};

i1) se s* # 0, entdo s* & uma direcio usivel de (I1.1).

Prova : O primeiro item do Lema pode ser demonstrado pela simples comparagEd
entre as condigdes de Kuhn-Tucker dos problemas primal e de projecio (Gero-

mel-Baptistella [10]):

P. Primal P. Projecao
1) VF(x*)+ A" 4 ¥ =03 i) s¥-UF(x)+A'A* +B(x)'u¥=0;
ji) Ax*=b , xFeX; ii) As*=0 ; B(x)s*<0;
i1i) 1520, se ie I (x*); 111) p*'B{x)s* =D
* : *y
mi <0, se Tel (x¥); iv) ¥* 30

n?::O , caso contrario

0s vetores B e R e 7 e R sio os multiplicadores de Lagrange associados 3s
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restricoes de igualdade e de desiguaidade de (II.1), respectivamente. Note
que a cada iteragao-do método, a projecio s* € uma direcao faétTve] do pro-
blema primal (II.1) e, como s* = 0 & tambem uma solucao factivel do proble-
ma de projegao, as condigqes necessEriés de Kuhn=-Tucker do problema primal

estarao satisfeitas para

B* - 'A* :
| (11.44)

ﬁ* '—B(X)'u*

Verifica-se facilmente que os sinais dos multiplicadores estac em completo
acordo, O item ii) do Lema II-4 pode ser demonstrado utilizando-se a mesma
idéia proposta em Geromel-Baptistella [10]. Para s™ #0 ,

Lyvr(x) - s*i < Luve)? | (I1.45)
?

2
uma desigualdade verdadeira visto que s* = 0 & tamb@m um solucio factivel
de (I1.3). Colocando em seguida, as normas de (II.45) em termos de produtos -

‘escalares, encontra-se facilmente que '

VE(x)'s* > —0s¥1 >0, (11.46)

no =

*

e, portanto, s* & uma diregao usdvel de (II1.1).

Un critério bastante utilizado para detetar-se este tipo de con
digdo de otimalidade (s* = 0) consiste em fazer com que a norma direcdo de

pesquisa s fique abaixo de um valor arbitrariamente pequeno, €1

Entretanto, este critério ndo Teva em consideracdo o valor rela

tivo da norma do vetor gradiente da fungao objetivo, o que em geral acaba
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provocando um numero de iteracdes maior do que aquele -efetivamente necessa~

ria. Neste trabalho, propde-se o seguinte critério:

SN L1 U (11.47)

e sua interpretacdo & hastante simples. Para solugbes factiveis x em que a
norma do vetor gradiente & muito pequena, a otimalidade serd detetada em fun
cao, principalmente, da norma da direcao de pesquisa s. A medida em que a
norma do vetor grédiente cresca, a otimalidade sera funcdo do valor relativo

entre a norma da direcao de pesquisa e a norma do vetor gradiente.

0 procedimento computacional do metodo pode, entdo, ser re-
sumido como segue. Dados A, b, x, % e x% factivel inicial, encontre
P=1, - A'(AA')'lA e faga k = 0. Uma iteracdo genérica k do algoritmo serd

dada por:
PASSO 1 : Encontre vf(xk) e B(xk).

PASSO 2 ¢ Com P, vf(xk) e B(xk) encontre u* resolvendo o problema dual

(11.24). Em seguida, obtenha

sk = pr(x¥) - B W] (11.48)
nskn k
PASSO 3 : Se < €7, pare: x” satisfaz as condigdes necessarias
1+ avE(x)

de otimalidade de Kuhn-Tucker. Sendo, va para o PASSO 4,



PASSO 4 : Encantre o passo Oy do algoritmo resolvendo

Min £(x* - o s5)

o
0D<a £ m"n{al s az}
onde

- . k Lk k

gy =  min {{x; -~ x.} /s, , s.>0}
T agien 1 ST
Y SR k

ap = _min {{x: xi)/ 5§ s S5 < 0}

Tgign

Atualize as variaveis primais,

xk+1 - xk . aksk ,

1l

faga k = k¥ + 1 e retorne ao PASSO 1 .

Apresentado o algoritmo, € importante agora
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(11.49)

(11.50)

(I1.51)

analisar de que

forma e qual a ordem de grandeza que um erro de +Au na solucao do sub-

problema dual provoca no calculo da projecio. Para um erro de *Ay ter-se-

por

P[VF(x) - B{x) (u*

1+

$ + AS

Au)]

+

P[vF(x) - B(x)'u¥)

PB(x)'Au .

(11.52)

Colocado em termos de sua norma, o erro introduzide sera dado

1Asy < WPE HB(x)'Aul = 1PI RAub ,

(11.53)
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& como

ok

1Pl = max /XPPX a(P) =1, (I1.54)

x#0 x'x

f

conclui~se entdo que
IASE < NAuLk , _ (11.55)

ou seja, o erro cometido no calculo da projecio estid limitado superiormente
pelo erro cometido na solugan do subproblema dual., Isto sugere que 0s crité-
rios e para o probTema primal e £, PAra o problema dual devam ter ordens de
grandeza distintas, Computacionalmente & necessdriq impor que os critérios

él e e, sejam tais que

) < € s | (11.56)

11.5,  Exemplos

Com o objetivo de demonstrar a eficiencia do método, bem  como
validar o programa computacional desenvolvido para implementa-lo, foram rea-
lizados iniimeros testes, utilizando-se diversos tipos de problemas. Em sequi

da serao apresentados dois destes exemplos.

EXEMPLO N9 1 : Selecdo de Atividades de um Agricultor em Presenca de Risco

L TR Y R E Y - o -

Um agricultor dispoe de uma certa quantidade de terras e deseja
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saber como selecionar o conjunto de atividades que deverao ser desenvolvidas
para que o risco de seu empreendimento seja minimizado em relacdo a uma ren-
da esperada R. Silveira [20] apresenta uma analise detathada sobre o modela-

mento e proposicao deste problema,

E possivel formula-lo como um problema de programacac quadrati-

ca:

Hin x'Ox
(11.57)

onde x ¢ R5 e suas componentes X1s Xoy X3y Xy € X s3c as areas em hectare
onde deverao ser plantados algodao, arroz, feijao, milho e mandioca, respec-

5 = : e Ax5 -
e a matriz de covariancia para estas culturas, AcR X2 3

tivamente, ( ¢ RSX
a matriz tecnologica do agricultor e b ¢ R4 e formado pela renda esperada R

‘e 05 recursos disponiveis para o plantio.

Utilizando-se os dados fornecidos por Silveira [20]*,

2,3939  4,0666 2,3431 11,8039 1,4329 |
4,0666 9,5703 4,3505 2,4916 2,7912
Q = | 2,383 4,3505 2,7333  2,0079 11,9803 (11.58)
1,8039 2,4916 2,0979 2,0617 1,4827

1,4329 2,7912 11,9803 11,4827 11,6692

(%) Para efeito de melhor condicionamento nurierico, a matriz de covariancia
Q foi dividida por 10% e a primeira Tinha de A por 10°.
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"2,8774  4,0706 3,5436 2,0518  7,6398

0,0 1,0 1,0 0,0 0,0

A = > (11.59)
1,0 0,0 0,0 1,0 1,0

| 4,65 21,47 8,79 . 9,13 10,81 |

o
0

[ R/100C 1,86 2,75 300,0 ] (11.60)

Com estes dados e atraves do metodo proposto, gerou-se a tabela
a seguir, que associa a uma certa renda esperada o valor do risco que o agri
cultor tera que enfrentar ao realizar seu empreendimento. As precisdes utili

zadas foram ey = 1072 (primal) e e, = 1073 (dual).

Tabela II,1 EXEMPLO NO 1 ~ Resultados Obtidos

RENDA (Cr$) | k | v | 2 | cPu(s) | RISCO (Crs)
2500 3{al7] 1,73 423,08
5000 3 (4|8 1,78 845,81
7500 3| 48] 1,67 1268,70
10000 13 3|4 2,58 1694,60
12500 M3 4] 2,7 2117,60
15000 14 (34| 2,868 2638,70
17500 71315 1,97 2962,10
20000 7135 2,06 3386,00

Fonte: Calculada -~ Sistema PDP-TO/UNICAMP

k = no total de jteracoes do problema primal
r = n0 maximo de restri¢des de desigualdade ativas

L = n0 médio de iteragbes do problema dual por ite
ragao do primal,
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Da tabela II.1 & constr_qua a chamada Fronteira de Eficiencia

Risco-Renda, FEsta curva estd ilustrada na Fig. II.1 e & linear na faixa de

+

renda considerada,

EXEMPLO N¢ 2 : GeragEo Hidroeletrica de Energjg

T e e e ™ i e Y

Este problema consiste em determinar uma polTtica Otima de ope
racdo para uma usina hidroel&trica de modo a maximizar sua producao de ener-
gia ao Tongo de 6 meses de operagao com discretizacio quinzenal, O Problema

da Geragao Hidroeletrica de Energia pode ser colocado de forma simplificada

como:

1

Max Ioo(x{t), u(t))
u{t),x(t) t=0 _
X(e 4 1) = x(8) - u(t) + y(t) 5 x(0) = x,
i (11.61)

X € x{t) < x

g ult) g Y
onde

x(t) = volume armazenado no reservatdric no instante t
u(t) = volume de 3agua turbinada no instante t
y(t) = afluencias no instante t

Embora existam tecnicas bem mais eficientes para resolver este
problema -de otimizagcdo, na verdade um problema de controle Otimo discreto

com tempo final fixo, este problema sera abordado como sendo de otimizag3o
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estatica. Para tanto, utiliza-se um conhecido resultado que basicamente esta
belece que qualquer problema de otimizac3o dinamica pode ser colocado como
un problema de otimizagdo estatica (Canon-Cullurn-Polak [6]). O problema

(11.61) pode entao ser reformulado como

11
Max T e(x(t), u(t))
x(t),u(t) t=0

x(1} + u(0). = ¥{0) + x,
-x{1) +x(2) + u{1) ' = y(1)
=x{(2)  +x(3) + u(2) = y(2) (11.62)
-x{11) . +x(12) + u(¥1)y = y(11)
X < %(t) <X
u g u(t) g

A restricdo dinamica foi eliminada, surgindo no seu Tugar uma

12x24

matriz A e R cuja estrutura e conhecida na literatura como sendo do ti-

po "staircase", Convencionando-se em sequida

z' = [x{1) u(0) x{2) u(1) ... x(12) u(11)] (11.63)

o problema resultante serd
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23
Hax f(z) = iZI oz 5 2544)

vk

. (I1.64)
Az = b
2151253
A funcao de geracdo ¢{-) € ndo-concava e dada por
-nZi
¢(2_i ) Z,i+-|) =7 21.'}'](1- e P 1) (11.65)

0s valores constantes, obtidos de Geromei-Baptistella [10] $30

0s seguintes:

T o= 1,0

p = 0,020 ; (11.66)
2'= [8 08 0.ieveeens 8 0]

z'= [80 20 80 20 ..;....... 80 20]

As afluencias a cada instante de tempo est3o indicadas na Tabe-

Ta 1I.1, a seguir,

Tabela I1.2 EXEMPLO NO 2 - AfluBncias

t ol 1| 2 30 4] s{e|7!'alattolm

vty | s|10fj10{1w]2|2fs5({5|5]|s5| 5! 5

Fonte: Geromel-Baptistella [10]

£
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Na Tabela II.3 estao reproduzidos os resultados obtidos atra-
ves do metodo proposto, utilizando-se precisdes de £y = 1072 (primal) e

e, = 1073 (dual).

Tabela IT.3 EXEMPLO N2 2 - Resultados Obtidos

STeee) L S TRICe s 1T EkaCing FUiC AU
SRR Al LV 3 UL L eI TIvy
1 T 3 ~31,5%300
7 ¥ 3 43, 10ug
3 5 4 572,723
) %4 ’ Dl Th
5 L 4} 34 ol
- 9 27 LTI B 8
7 Y 5 .G, 350
H 16 Py ' -h% hauy
o 1 el il 1053
1e 11 1] N LAY

Fonte: Calculada - Sistema PDP~10/UNICAMP

E interessante notar que na maioria das iteragoes necessarias
para alcancar-se a otimalidade, o nimero de iterages do algoritmo para o
subproblema dual foi inferior a ordem das_fungﬁes quadraticas. Isto foi pos-
sivel devido a inicializacdo da varizvel dua?Iu atraves da solugdo irrestri-
ta do problema dual obtida com a técnica de diregoes conjugadas de Fletcher-
Reeves. Esta solugdo irrestrita coincidiu na maioria dos casos com a propria
solucdo otima restrita do.prob1ema dué]. 0 tempo de CPU foi de aproximadamen

te 11,26 seg.
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A Fig. TII.2 ilustra as trajetorias de estado e controle da usi

na hidroeletrica considerada. -

No Capitulo IV um Problema de Geracdo Hidroeletrica de Energia
bem mais complexo sera formulado e resolvido através da extensio ao caso di-

namico do metodo primal proposto neste capitulo.

II1.6. Conclusao

Analisando o cardter puramente estatico do m3todo primal propos

to, algumas importantes conclusoes podem ser obtidas.

0 metodo apresentado tem como sua principal caracterTstica a
forma diferenciada com a qual manipula os conjuntos de restricdes de fouaida
de e desigualdade, A Teoria da Dualidade quando aplicada ao problema de pro-
jecao, permite que a contribuicdo destes dois conjuntos de restricbes seja
tomada de forma independente, Assim, formulado o problema primal, a contri-
buicao das restrigoes de igualdade a direcdo de pesguisa do método & imedia-
tamente conhecida atraves da matriz de projecdo P. Em seguida, o vetor gra-
diente da fungao objetivo & modificado pela variavel dual p* tendo por base
a informagao contida na matriz B(x) e st entdo este gradiente modificado &

projetado sobre as restricoes de igualdade,

Desaparecem com este procedimento 65 problemas de degenerescen-
cia provocados pela combinigao Tinear de restricfes ativas e que constituem
um obstaculo teorico 3 obtencdo do gradiente reduzido pelo método de Wolfe e
a inversdo da matriz de projecdo do método de Rosen. O método proposto subs-
titui esta inversdo pela necessidade de resolver-se-um subproblema de otimi-

zagdo para o c3lculo da varidvel dval y*, cuja dimensio & igual ao niimero de
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restricoes de desigualdade ativas, em geral, muito menor que o nimero de va-
riaveis do problema e de facil solucdo, como ' ficou demonstrado — atraves de

exemplos.,

Em relacdo a0 método de Geromel-Baptistella, o método propos to
fornece uma maneira global de determinar a diregae de pesquisa, mais eficien
te do ponto de vista computacional. Como este Ultimo, o metods proposto for-

nece ainda um modo simples de detetar a otimalidade.

Embora este aspecto nao tenha sido estudado, o método primal
proposto deve exibir, como ¢ método de Rosen, uma taxa de convergéncia, 1i-
near uma vez que estes dois metodos sio completamente iguais se nio exis-

tirem restrigoes de desigualdade asseociadas as variaveis do problema.
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ITLY,  Introdugdo

0 Exémb]o N0 2 do capTtulo anterior exemplificou a relagio exis
tente entre problemas de programacdao matematica e problemas de controle oti-
mo de sistemas dinamicos discretos. O problema de controle dtimo originalmen
te formulado foi reescrito como um problema de otimizacio estitica e entdo
resolvido, de maneira ineficiente do ponto de vista de_cgntrole, via progra-
macao matamatica. A proposta da moderna teoria de controie otimo & empregar
a teorfa de otimizacao na resolucao do problema de controle e ao mesmo tem-
po explorar a estrutura particular das restricoes - a dinamica do siste-

mal

Resolver um problema de controle otimo significa encontrar uma
Tei de controle u™(t), t e [0, T-1] tal que o desempenho do sistema & otimi-
zado segundo um critBrio pré-estabelecido e, em geral, separdvel no tempo,
satisfeita a sua dinamica e o espaco das fungoes U que define as trajetdrias

de controle factiveis.

Entretanto, um modelamento fisico realista quase sempre intro-
duz restricoes tambem sobre alguns ou mesmo todos os estados do sistema, hi-
poteses sob as quais o Principio do MTnimo de Pontryagin, um dos mais impor-
tantes resultados disponiveis em teoria de controle Otimo n3o pode ser dire-
tamente aplicado, pois restricfes desta natureza conduzem ao acoplamento tem

poral da lei de controle (Athans [2], Sage [17]).

Como principal alternativa para o tratamento de problemas desta
classe, surgem entdo os métodos primais. Este capTtulo estende a metodolo-
gia proposta no capitulo anterior, a problemas de otimizacio com dindmica 1i
near e restricoes tanto nas variaveis de estado, quanto nas variaveis de con
trole. Somente o caso discreto, melhor adaptado ao uso de computadores digi=

tais sera considerado.



76.

I11.2. Desenvolyimento Teorico do Metodo: Caso Dinamico

Considere o seguinte problema de controle Otimo discreto:

T-1
Min Towx(t), u(t)) + Pr(x(T)} = J(x(t), u(t))
x(t),u(t) t=0

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + y(t)-; | x(0)==x0
x(t) e X = x(t), t e [0, 7| x < x(t) ¢ X} (1I1.1)
u(t) e U = {u(t), t {0, TQ1] [gs u(t) < ) ,

onde o instante final T € fixo e x(T} Tlivre. Por hipotese x(t) e R",
u{t) e R, Ae Rnxn’ Be R ¢ y{t) R" representa uma entrada conhecida
ao sistema. As fungoes w(x(t), ui{t)) : R" x BT - Re gr(x(T)) « R > R sdo
assumidas de classe C'I em relacdc aos seus argumentos. Assume-se ainda que a
equagao 3 diferengas que descreve a dinamica do sistema tem soluc3o Unica

x{t + 1) e X para quaisquer u(t) e U e x, dados,

Com esta Ultima hipotese, para uma dada lei de controle admis;i
ve1(*) u(t), t e [0, T-1], o valor do funcional em (ITI.1) fica completamen-
te determinado, ou seja, (III.1) & na verdade equivalente 3

Min  Jd{u(t)) (111.2)

u(t) e U/x(t+ 1) e X, t e [0, T-1]

onde J(+) :_Rm x [0, T-1] » R.

(*)} Por admissivel deve-se entender toda lei de controle factivel {u(t) e V)
para a qual a correspondente trajetoria de estado & tambeém factivel
{(x(t + 1) ¢ X).
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Interpretado desta forma, o problema de controle otimo (II1.1)
pode entao ser resolvido através de metodos primais variando-se a lei de con
trole segundo a projecdo do gradiente de J{u(t)) sobre as suas restricdes

ativas. Note que o vetor

aIuft)) | t e fo, T-1] (111.3)
du(t) ‘

representa um gradiente reduzido em relagac ac espago das varizveis do pro~
blema. 0 Teorema a seguir apresenta um resultado bastante conhecido en teo
ria de controle otimo e através do qual & possivel obter-se este gradiente

reduzido de forma eficiente.

Teorema I11-1 : Seja a funcao Hamiltoniano H{x{t),u{t},p{t)): R"x R7x R" >R

associada a (III.1},

=

Hx(t),u(t),p(t)) = w(x(t),u{t)) +p(t)  [Ax(t) +Bu(t) +y(t}], (I11.4)

onde p(t) € R", t ¢ [0, T-1] representa o vetor de multiplicadores de Lagran
ge ou co-estado associado & restricao dinamica, Entd3o, o gradiente reduzido

serad dado por

dafu(t)) o 3 H(x(t), u(t), p(t)) | (I11,5)
du{t) au(t)

onde os vetores x(t), t e [1, T] e p(t), t e [0, T-1] satisfazem,

H(E),u(t),p(e)) =p(E-T)s g gya dortx(™) (111.6.1)
aX(t) dX(T)

BH(X(t),u(t),p{t)) = x(t +1); X(0)= x (IT1.6.2)
ap(t) °
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Prova (Geromel [8]) : Considere u{t) ¢ [0, T-1] uma trajetoria admissivel de
controle e u(t) - er(t) uma trajetoria também admissTvel, mas perturbada em
torno de u(t). Seja ainda x(t) - eg{t), t € [1, T] a correspondente trajets
ria perturbada do sistema: fm primeira ordem, o funcional de (III.1) escrito

. - A N . *
em torne das trajetorias nominais fica sendo( ) H

| iy | |
Jult) - er(t)) = Ju(t)) + § e W'9E) L o Bwr(t)
' ' t=0  5x(t) au(t)
te ing(T) (111.7)
dx(T)

Tambem em primeira ordem, considere as mesmas variacoes na equaciao dinamica

do sistema (I11.6.2):
g{t + 1) = Ag(t) + Br(t) 5 g(0) = 0 (111.8)

0 restante da prova visara eliminar o vetor g(t). Transpondo ambos os Tados

de (II1.6.1) e pos-multiplicando a equagds resultante por g(t), vem

2'9(8) 4 pre)'ag(t) = p(t - 1)'alt) , (111.9)
ax(t)
com
o duga(T)
p=D'e(M = = (111.10)
X

Em seguida, substituindo-se o vetor Ag(t), obtido através de (II1.8) em

(111.9), resulta

290 o pe - 1)'g(t) - p(t) [o(t + 1) - Br(t)], (I11.17)
3x(t) . , . |

{*) Serdo omitidos os argumentos das funcbes envolvidas.
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0 funcional (II1.7) pode agora ser reescrito na seguinte forma:

B ‘ -
Ju(t) - er(t)) = Ju(t)) + I e{p(t 1)'g(t) Y lg(t+1)-8Br(t)]}

B

# e 20TE) Lo -1y'g(m (111.12)
ou(t)

Note entretanto que,

Tw1
tzo {p(t-1)"g(t) = p(t) gt +1)} = p(=1)"g(0) - p{0)'g(1) +p(0)'g( 1) ~

- p{1)'g(2) + ... + p(T-2)'g(7-1) -

= p(T-1)'g(T) = -p(T-1)"g(T) ,
(I111.13)

onde p(-1) = 0. Levando entdo este resultado em (111.12), obtém-se

J{u(t) - er(t))

i

Ju(t)) + z E{a“’ ) L n(eyBr(t))
t=0 su(t)

T=-1 : '
Ju(t)) + J [_3.“’ + B'p(t):’ r(t)
t=0 au(t)

J(u(t)) + )j ¢ AHx(8),u(t),p(t)) 'r(t)

e0 & But) (111.14)
Finalmente, reescrevendo (I11.14) como
T-1
Ju(t) -er(t)) - Jult)) _ I aH{x{t),ult).np(t))'r(t) (111.15)
€ t=0 Qau{t) ' '

tomando o limite de (II11.15) para e + 0%, e Tembrando que o resultadc deve

valer para toda diregao r(t), t e [0, T-1], verifica-se a igualdade,
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dd(u(t)) _ BH(x(t),u(t),p(t)) | (I11.16)
du{t) du(t) - o .

Calculado o éradiente reduzido, um problema de projecdao para o
caso dinamico, analogo ao problema de projecio para o caso estdtico, pode
entio ser formulado. Dada uma trajetoria 'admissTveI de controte wu(t),
t ¢ [0, T-1] e a correspondente trajetoria do sistema x(t+1), t ¢ [0, T-1],
o problema de projecdo consistira em minimizar-se a cada instante de tempo o
angtlo formado entre o vetor gradiente réduzido e 0 sub-espago obtido a par-

tir das restrigoes ativas de (111.1):

T=1

Min - § or(t) - 2 '
2 t=0 u(t)
g(t + 1) = Ag(t) + Br(t} ; g(0) = 0

D(x(t + 1))g(t + 1) < 0 (111.17)

D{u({t)) v(t) < 0, t e [0, T-1].

As matrizes D{x(t +1}) e D(u(t)) sao construidas sequindo-se o
mesmo procedimento descrito no CapTtule II para a ohbtencdo da matriz B(x).
- Sejam q; e g, 0 nimero de variaveis de estado.e controle ativas, respectiva-

mente, Entdo, D{x(t + 1)) ¢ RITXN o D{u(t)) e 2%

0 que segue sao manipulacies em (I11.17) com o objetivo de cole
car o problema de projecao numa forma mais compacta. Assim, para a condicdo

inicial dada, a restricao dinamica de (111.17), fica sendo,



t-1 .
g(t) = 1 Al gegy),  ten, Tl
: J=0 )
e, utilizando-se as seguintes convengoes,

X' = [x(l)'f x(Z)'E ceaes Ex(T)'], x ¢ RMT
o' = oM a2 s lo(M'], g e AT
it = O et e (11T, u e R™
r'o= [r(0) e L. Lr(T-1)'],  re RV

a equacao (1I1.18) assume

agora a forma matricial,

g =Gr,

‘onde G e RVAT 5 definida por
a i
B
e : 0
BB
i i
& |, T T
G = 1a% (m ‘B |
_';-"”"1"_.____"_-"_""-:
- _'|__!-:____| _,—-_-_"i-__—_-;_-___-
AT Tg i aT-% 1 aT3 1 ..
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(111.18)

(111.19)

(111.20)

(I1L.21)

Rtravés das convengBes adotadas, as demais restrigoes de

(FI1.17) passardo a ser rescritas como
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D(x)g < 0 (111,22)
D{u)r < O o (111,23)
xnTq xmT
onde agora D{x) € AL D{u) € qu . E ainda possivel eliminar o vetor

g substituindo-se (111.20) em (11I.22):
D{x}Gr £ 0 (111.24)

Por U1timo, lembrando que

2 T-1 ) 2
ﬂr--rf]—Hu =} nr(t)-gH I (111.25)
au t=0 du(t)

o problema de projecado para o caso dinamico podera ser finalmente formulado

como

' 2
Min l fir --QHH
2 au (111.26)
M{x, ujr £ 0
onde M e R (q =q; +9,) € dada por
D(x)G
M(x, u) & [--=--- (111.27)
D{u)

Formuiado o problema de projecdo, o mesmo procedimento adotado
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no Capitulo II para estudar o caso estatico sera observado.

Seja ehtdo u € RY a varidvel dual associada as restricoes de

(111.26). 0 problema dual correspondente sera portanto,

Max min L{r, u), (1I1.28)
w2t r

onde .L(r, w: R xRI+R 2 a funcao Lagrangeano associada a {1I1.26):

2
L{r, u) = 1 Ir --QHH + utM{x, u)r, (I11.23)
Z su

e, como no caso estatico, o problema de minimizacgo em r & estritamente con-
vexo. Assim, impondo-se a estacicnariedade de (111.29) em relacio a variivel

primal,

al{r, u) =0, (111.30)

resulta para a diregao de pesquisa r,

P e 2w, u) | (111.31)

ou

A funcdo dual & entdo facilmente encontrada bastando para isto,

substituir (I11,31) em (III,29):

}D(u) = -]2~u O(x, Ui + c{x, u)'y (111.32)
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onde
Q(x,.ua & Mx, uM(x, u)' (111.33.1)
c{x, u) = M(x, u) 2H (111.33.2)
ou

Q(x, u) € RAXa | c{x, u) ¢ R

Se observada a grande semelhanga existente entre o problema
dual obtido para o caso dinamico e o correspondente ao caso estatico, nio
constituird surpresa alguma verificar que todas as propriedades anteriormen-
te demonstradas sao tambem validas, com poucas modificagbes, também para o

caso dinamico, Desta forma, o algoritmo desenvolvido para a obtencao da va-

ridvel dual u* podera ser diretamente empregado,

Lema ITI-1 : A matriz Q(x, u) & definida negativa no sub-espaco das direcdes

usdveis d do problema dual (I1I1.28).

Prova : Por direcdo usavel, tem-se

wn)'d<o, | : (I111.34)
e mais uma vez, explicitando-se o vetor gradiente de (u), vem

[Q(x, udu + c(x, wl'd<o, (I11.35)

equivalente tambem @
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[?H - M(x, u)qu'M(x, u)'d <0, | (111.36)
au : o

4

implicando claramente em M(x, u)'d # 0. Fazendo agora,

d'Q(x, u)d = -d'fo,-u)M(x, u)'d = -1M(x, u)'dﬂ2 R (I11.37)
resulta, como esperado,

d'Q(x, uld <0, v d usavel (111.38)

Tendo sido concluido que @ possivel estender ao caso dinamico o
algoritmo desenvolvido para o calculo de ¥, o passo seguinte serd estabele

cer a faixa onde se encontram os autovalores de Q(x, u).

Lema III-2 : Seja a matriz Q(x, u), definida por (III1.33.1); entao,

-{1 + HGHE) s x(Qx, u)) < 0, ' (111.39)

Prova : A matriz simétrica semi-definida positiva M(x, u)M{x, u)' &, em

termos de suas sub-matrizes, escrita como:
|
Mk, uM(x, u)' = f e Ao (1I1.40)
§
|

Note que foi utilizada a propriedade

D(u)D(u)' = Iq, (111,41)
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Considere agora a seguinte forma de reescrever (I1I1.40):

3

ol 0 16 ] L6l 1yl [

0
S I S R | -
0 | D(u) T 0 i D(u)’
= E{x, u)FF'E(x, u)'. | (111.42)

Omitindo-se os argumentos x e u e associando um autovetor z. € RY ao i~&si=

mo attovalor de (IT1I.42}, vem

2{EFF'E'z,
ity = T i=1, ..., q (111.43)
1 Z;EE'Zi

Mais uma vez utilizou-se a propriedade
EE' = 1 | | (111.44)
Em seguida, fazendo Ez; = y. resulta para o autovalor maximo de MM',

o YFFlyy
Ay(MM') = max —— = A{FF'). (111.45)
Yi#0 ¥

Usando entao a propriedade X, (FF') = lN(F'F) obtam-se,

: 2
(1Y) = A (L o+ G'6) = 1+ 4,(6'G) = 1 + 161, (111.46)

e como Q = -M4', (II1.39) fica, portanto, demonstrada

Como uma importante particularizacdo do problema, considere
que em dada 1iteracdo do algoritmo ndo existem restricoes de estado ativas.

Neste caso, existindo possivelmente apenas restricles de controle ativas,
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M(x, u) = D{u) | (111.47)

e, consequentemente,
0{x, u) = -M{x, WM(x, u}' = =D(u)D(u)" = -1Iq, (I11.48)

As implticagcoes de (II1.18} sdo claras. Com um Onico passo de
gradiente € possivel obter a solucdo otima do problema dual (II1.28), acarre
tando consideravel simplificacdo do método. Uma inevitivel perqunta entdo se
colocaria : qual seria entao a vantagem do metodo proposto em relacdo, por
exemplo, ao método do Gradiunte Reduzido (Wolfe, 1964) se em dada iteracao
nao existem restricdes de estado ativas ? Para responder a esta peragunta,

algumas caracterTsticas do método do Gradiente Reduzido devem ser apontadas.

Usando a unicidade de.501ug50 da equacao dinamica do sistema, o
método de Wolfe elege naturalmente as varidveis de controle com varizveis
nao-basicas e as varidveis de estado como variaveis basicas. Assim, inexis-
tindo restricoes sobre as variaveis de estado, o gradiente reduzido pode sef
projetado apenas sobre as variiveis de controle e o metodo & ent3o perfeita-

mente aplicavel,

Existindo, entretanto, restricdos sobre as varidveis de estado
podem surgir os usuais problemas de degenerescencia associados ao metodo
quando ruitas destas restricoes se ativarem em uma dada iteragac. Evidente-
mente, estes problemas serao tanto mais criticos quanto maior for a dimens3o

do problema tratado.

A propriedade evidenciada por (II1.48) seria ent3o importante
no sentido de fazer o procedimento computacional do metodo proposto tao sim-
ples quanto o do método de Wolfe na ausencia de restricdes sobre os estados

do sistema, Na verdade, sob esta condicio, os dois métodos s3o absolutamente
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Tabela I11.1 - Solugdo do EXEMPLO NO 2 atravds do Algoritmo
' Proposto neste CapTtulo

k q % CRITERID
1 7 L Aa5.11
2 1 1 42.71
3 a2 1 L9.13
Y a 1 03.23
& 4 1 26.92
et o 1 61.84 .
7 S5 | 1 62.14H
] ) L 64 .59
Q é 1 65,03
10 7 1 67.26

FONTE : Calculada - Sistema $-700 Prologica

k = iteragao do prollema primal
q = n? de restricoes de desigualdade ativas
% = nQ de iteracoes do problema dual
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equivalentes, podendo esta equivalencia ser constatada através da simples ob
servagdo de como o mEtodo dual-cl3ssico trabalha e-de como a direcao de pes-
quisa do meétodo proposto € determinada na ausencia de restrigdes sobre va-

riaveis de estado.

t

0 metodo proposto permite ainda a inclusdo de restricdes desta
natureza sem incorrer em quaisquer hipdteses alem da unicidade de solucao da
equacao dinamica, Neste caso, deverd ser introduzido um esforco de cilculo

adicional, necessario para obter-se a projecdns do gradiente reduzido.

Para ilustrar a importancia da propriedade demonstrada em
(11,48}, considere o Exemplo NO 2 resolvido no CapTtulo II atraves do algo-
ritmo para o caso estatico, agora novamente resolvido com a metodologia apre
sentada neste capitulo (todos os parametros e condices iniciais s3o os mes-

mos}.

Na Tabela III-1 dois fatos sdao particularmente importantes. Em
primeiro lugar, a obvia presenca da propriedade ja mencionada em quase todas
as iteracoes do algoritmo. 0 fato de existirem apenas restricBes de controle
‘ativas em 9 das 10 iteracGes do algoritmo, pode ser parciaTmente explicado,
lembrando-se que a variavel de controle esta muito mais restrita pelos seus
Timitantes do que a correspondente variavel de estado o que, neste exemplo,
tem inclusive uma justificativa fisica. 0 sequndo fato importante & o melhor
aproveitamento da restri¢do dinamica tornando o algoritmo bem mais eficien-
te. A diferenca entre os valores otimos do critério fica por conta das pre-
cisdes utilizadas para resolver o exemplo no Micro-Computador CP-700 da Pro-

logica (g7 = 0,7 e €y = 0,01),

0 algoritmo utilizado sera agora resumido. Dada uma lei de con-
trole admissivel u(t) e U, t e [0, T-1] encontre 6 e faca k = 0. Uma itera-

¢ao genérica k do algoritmo serd como seque.
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PASSO 1 : Encontre o gradiente reduzido

df ¢ oH

de(t)d  au(r)k

com x(t)k e p(t)k satisfazendo

 din(x(Mk)

s pe- by pT-1f= -
ax() dx(T)*
B = x(t + 1k, x(0) = x,

an(t)¥

PASSO 2 : Determine D(xk) e D(uk). Encontre ainda

D(x")G
mxk, uk) = feeeeoo-
D(uk)
PASSO 3 : Com M(xk, uk) e -ng resolva o problema dual obtendo u*. Em se-
ou

gquida, determine

rk = _E}_H - H(Xk, uk)lu*

au

PASSO 4 : Se ﬂrk! < g],'arbitrariamente pequeno, pare, s valores correntes

de u(t), t e [0, T-1] e x(t), t ¢ {1, T] satisfazem as condicdes.
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necessarias de otimalidade de Kuhn-Tucker. Sendo, va para o PAS-

S0 5

PASSO 5 : Encontre um passo o, parao algoritmo tal que
k k k,
Ju(t)™ = or(t)) < I(u(t)),

com u(t)k+1 = u(t)k - akr(t)k e Uex(t+ 'I)k+-I e X, para t ¢ [0,
T-1]. Faga k = k+1 e volte ao PASSO 1,

Neste ponto & importante ressaltar que as matrizes D{x), D(u) e
M(x, u} aparecem explicitamente durante todo o desenvolvimento do método pro
posto para efeito ilustrative, Na pratica, a matriz Q{x, u) e o vetor ¢(x,
u) sao obtidoes diretamente a partir de vetores que armazenam compactamente a
_informagao contida nas matrizes D(x) e D{u) e sem que seja necessario armaze

nar a matriz M(x, u).

A proxima secao analisarz alguns aspectos relacionados 3 matriz

de projecao G.

111.3, A Matriz de Projecdo G

Em primeiro lugar, (II1.21) @ simplesmente a forma matricial en
contrada para representar a restricdo dinamica do problema de projecio e
assim relacionar a direcao de pesquisa das variaveis de controle com a dire-

¢do de pesquisa das variaveis de estado do problema.
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~

Na verdade, esta matriz tem uma func3o inteiramente analoga 3
matriz P do caso estatico. Obtida a direcdo de pesquisa associada as varia
veis de controle, que corresponde a projecao do gradiente reduzido sobre as
restrigoes de factibilidade de estado e controle modificada convenientemen-
te pela variavel dual p*, a matriz G se encarregara de projetar este qra-
diente reduzido modificado sobre a dinamica do sistema e assim permitir que

a direcdo associada as variaveis de estado seja encontrada.

Esta Ultima direcdo sera importante apenas quando da determina-

¢ao do passo do algoritmo.

Como no caso estatico, a matriz G € conhecida a-priori, isto e,
dados o sistema a ser controlado (A e B) e o tempo final T, G fica completa-
mente caracterizada. Entretanto, o fato de sua dimensao dependef explicita-
mente do tempo final especificado, torna inviavel a tarefa de armazena-la na

forma em que & definida.

. Neste caso, a Unica saida possivel & explorar sua estrutura es-
pecial em termos computacionais, tentands usar o fato de que ¢ conhecimento

‘de A e B & suficiente para que qualquer elemento de § seja determinado,

Em consequencia, a eficiencia em manipular a matriz de projecao
esta diretamente relacionada com o sistema de controle ao qual o algoritmo @
aplicado, Em outras palavras, sistemas de controle que apresentem algum tipo
de estrutura especial possibilitam a manipulagdo de G de forma mais eficien-

te.

A aplicacdo numérica do método a um sistema dinamico real no ca

pitulo seguinte contribuira para tornar mais claros estes pontos,

I11.4, Conclusao

0 presente capTtulo foi basicamente uma extensdo do metodo pri-
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mal proposto no capTtulo anterior a problemas de controle otimo discreto com
horizonte de tempo finito, dentro de toda a generalidade que o metodo admi-
te: critério diferenciavel, dinamica linear e restricbes de canalizacao nas

variaveis de estado e controle.

Como esperado, a grande maioria dos resultados obtidos no cap¥-
tulo anterior sdo tambem aplicaveis ao caso dinamico com poucas modifica-
¢bes. A unicidade de solugdo da equacdo dindmica & uma hipdtese equivalente
a independencia linear das restricBes no caso estitico e o algoritmo para a

obtencdo da variavel dual u* & diretamente aplicavel no caso dinamico.

Novas e importantes propriedades do metodo também foram demons-
tradas. Em particular, foi possivel mostrar que o algoritmo para o subproble
ma dual convergira em apenas uma iteracao quando nao existir qualquer varii-
vél de estado ativa. O procedimento computacional do método & neste caso tao
simples quanto o do metodo do Gradiente Reduzido, com a vantagem de poder
considerar restricbes sobre as variaveis de estado sém fazer gualquer hipﬁpg

se adicional.

Por outro lado, a inclusaoe de restricOes sobre as variaveis de
estado devera implicar num aumento de esforgo computacional necessirio i pro
jeg@o do gradiente reduzido e, por conseguinte, da direcdo de pesquisa do me

todo,
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IV.1. Introducao

S - . Ld -
0 objetivo deste capitulo € apresentar uma aplicacio numerica

do método primal, proposto 3 um problema de controle §timo real.

A opgao pelo'Problema da Gerac3o Hidroelétrica de Energia & mo-
tivada em primeiro lugar pela importﬁncfa do parque hidraulico no contexto
de um problema consideravelmente mais geral, o chamado Problema da Geracdo
Hidrotérmica de Energia. Al8m de sua importancia intrinseca, que decorre do
baixo custo marginal da energia hidroel&trica quando comparado ao custo pro-
porcionado pela operacdo de uma usina térmica (Soares [21], Ohishi [15]),
este problema em particular permite um elevado nivel de especializacac do m§

todo proposto.

Em termos genericos, a estrutura ou topelogia de um sistema hi
droel&trico, composto por n usinas localizadas em uma dada bacia hidrografi-
ca, caracteriza-se pela distribuicdo espacial destas usinas numa configura=
¢ao do tipo arvore. Esta estrutura faz com que a dinamica do reservatdric da

_ivésima usina, basicamente uma equacdo de balango de massa, seja descrita

pela expressao

X (t+1) = x;(t) - us(t) +ng us(t) +y;(t) 53 x;(0)=x:s te [0, T-1] (1V.1)
i

indicando que o volume de agua armazenado no reservatorio (estado) de uma
usina em determinado instante de tempo & funcdo apenas do volume do reserva-
torio no instante anterior; do volume de agua turbinada (controle) pela usi-
na e da somatdoria dos volumes turbinados pelas usinas imediatamente 3 montan
te da i-8sima, representadas pelo conjunto d;, e de afluencias (entrada) a
usina cuja natureza @ estocastica mas que para efeito de aplicacdo serao

aqui representadas por seus valores meédios. Como consequéncia imediata deste
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fato, a diramica do sistema hidroeldtrico seri regida por uma equag¢do linear

a diferencas de ordem n.

X(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + y(t) 5 x(0)=x, , te[0, T-1] (1v.2)
em que
1. A & a matriz identidade de ordem n;.

N
*
oy
4]

& uma matriz triangular inferior de ordem n.

Um problema de otimizacdao que apresente estas caracterTsticas
torna particularmente simples a tarefa de manipular a matriz de projecac G,

escrita neste caso como

(1v,3)

LR

Neste capTtulo serdo abordados apenas os aspectos relativos a
aplicacZo do método ao problema, sem maiores consideracoes sobre sua propo-
sigdo e modelagem. Estes dois itens poderdg ser plenamente cobertos pela j3 -
extensa Titeratura, dedicada ao assunto. Ohishi [15] por exemplo, fornece
uma descrigao detalhada deste problema com base no sistema hidroeldtrico bra

sileiro.
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0 modelo aqui utilizade & suficientemente exato para permitir o

tratamento numerico do problema com-algum realismo.

IV.2. Formulacido do Problema da Geracio Hidroeletrica de Energia

Com base nas consideracoes realizadas na introducdc deste cap-

tulo, a dinamica dos reservatdrios do sistema hidroelétrico serz descrita

por

x{t + 1) = x(t) + Bu(t) + y(t) ; x(0) = x, (1v.4)
para t e [0, T-1]. Por hipdtese x(t) e R" , u(t) e R" e y(t) ¢ R". A matriz
B ¢ Rnxn’ formada peios elementos -1, 0 e 1, estabelece a estrutura de inter
ligagac entre as n usinas e para uma numeracio adequada destas usinas & tal

que

D, se i<j

bij = | -1, se i =3 (IV.5)

1, se jed

com bij denotando o i-j-esimo elemento de B,

Atraves da soTugHo deste_problema, objetiva~se encontrar uma po
17tica Gtimo de operacdo, uma lei de controle u (t), t e [0, T-1] para cada
uma das n usinas de forma a maximizar a producdo de energia do sistema glo~
bal no horizonte de-temﬁo T especificado. 0 criterio deste problema, aditiva

mente separavel no tempo, serz entdo dado por
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T-1
J(x{t), u(t))= z o(x(t), u(t)) + o (x(T)) , | (1V.6)
onde
n
o(x(t), u(t)) = i§1 o5 (x;(t), Fi(t)) ) (IV.7)
e
n
or(x(T)) = '21 o:p{x4(T)) . - (1v.8)
i=

A funcdo ¢;(x;(t), u;{t)) : R x R~ R, diferenciavel em relacdo
& secus argumentes, representa a fungdo de geracio da i-&sima usina e
¢;7(x;(T}), diferenciavel em relacdo a x;(T), representa uma funcdo que pon

dera o seu estado final.

0 sistema-global estd ainda sujeito 3s restricGes operativas de
reservatorio e de turbinagem de cada usina, representadas agui por Timitan-

tes nas variaveis de estado e controle:

Xi(t) £ Xi

{xi(t)lii < % (t) € % tell, T (1V.9)

ug(t) e Uy = {u(t) |y < u;(t) <@, tef0, T3 (1v.10)

1

A energia gerada nela f-ésima usina em determinado instante de
tempo t e obtida em fungdo do volume de dgua turbinada u;(t) (109 m3) pela
usina e da cota ou altura de queda de seu reservatorio (m), que por sua vez

& uma fungdo hi{x;(t)) do volume de agua armazenado, x;(t) (109 m3). Seja
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o rendimento com que a energia potencial da agua e transformada -em energia
eletrica pelas turbinas da i-esima usina, g a aceleracdo da gfavidade (m/sz)
e p 0 peso especifico da adgua (kgfm3). A fungdo de geragao da i-esima usina
sera, ent3o, matematicamente expressa por

¢'i(x'i(t)’ U.i(t)) = Tl‘_ipui(t)g h.i(X.i(t)) (2} (Iv.11)

A funcdo hi(xi(tJ) relacionande volume do reservatdrio com altu
ra de queda € em geral representada por um polinomio de quarta ordem {poli-

nomio cota-volume) do tipo,
ho (X4 (1)) = Cop + ConXs(£) + ConXo(t) + Coax2(t) + copx(t) (1V.12)
vy - M0 174 271 i3 4™ iy

e embora seja nitidamente concava, a funcao de geracdo que resulta de (Iv.11)
ndo apresenta qualquer caracteristica de concavidade ou convexidade (Salvia-
no [19]). ©s coeficientes de (IV.12) dependem do perfil topoldgico de cada

reservatorio.

A ndo-concavidade das fungBes de geracio e a dimensio dos siste
mas hidroeletricos reais tornam o problema de dificil tratamento. As tecni-
cas de programacdac matematica que tem sido utilizadas na obtencdo da politi
ca Etjma de operacao de sistemas hidroel@tricos procuram n3o  contabilizar

estes dois fatores, nao-concavidade e dimensdo, ao mesmo tempo.

Assim, os métodds de agregacao que utilizam Programacio Dinami-
ca procuram representar oé reservatorios de.todas as usinas atraves de um
unico reservatorio equivalente e o problema resultante, com apenas uma varig
vel de estado e uma variavel de controle, pode ser entdo resolvido com toda
a complexidade de modelamento, porem, geralmente com erros de aproximacao

(agregacao/desagregacio).
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0s metodos de decomposicdo por dualidade procuram exﬁTorar aes
trutura geograficamente distribuTda dos sistemas hidroeletricos. Fmbora
estes métodos possam tratar grandes sistemas, apresentam por éua vez proble-
mas de convergeéncia devido a nd3o-concavidade das funcdes de geracao envolvi-
das. Faz-se, entdo, neceséSrio aproxima=-las por funcSes concavas e com isto,

introduzivr imprecisoes no modelo,

0s metodos primais baseados em técnicas de gradiente projetado,
entre os quais encontra-se o meétodo proposto neste trabalho, permitem que
sejam tratadas funges de geracao nao-concavas mas a um preco computacional,
refletido no tempo necessario para obter-se é politica de operacao otima,

crescente com a dimensao do sistema hidroeletrico considerado.

Antes da aplicagao efetiva do metodo, o Problema da Geracao Hi-
droeletrica de Energia sera traduzido matematicamente no seguinte problema

de controle otimo:

T-1

Max Loa(x(t), u(t)) + o (x(T))
x(t),u(t) t=0 |
x{t + 1) = x{t) + Bu{t) + v(t) ; x{0) = Xo
x(t) e X = {x(t), te [1, T |x < x(t) sk (1V.13)
u(t) € U= Qut), te [0, T-1] [u < u(t) € @) .

IV.3. Aplicacdo a um Sistema Real Brasileiro

Nesta secao, o algoritmo desenvolvido para tratar probiemas de
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controle otimo pelo metodo primal proposto sera aplicado a um sistema hidro-
eletrico real. 0 sistema em questdo & um importante segmento do parque hi-
driulico do Sudeste Brasileiro e constitui por sua topologia um excelente
exemplo de aplicagao. A figura IV.1 representa esquematicamente o sistema hi

droelétrico em estudo.

MARIMBONDO

SAO SIMAD T2

AGUA VERMELRA
3

. RIO GRANDE
RIO PARANAIBA

4

4 y ILHA SOLTEIRA
a9
by

RIO  PARANA

Fig. IV.1 - Sistema Hidroeletrica em Estudo

0 horizonte de otimizagao 2 de um ano e o intervalo de discreti
zagao, de um mes (T = 12), 0s valores médios dos aportes independentes sao
os relativos ao ano de 1954 e estio indicados na Tabela IV.1. Na Tabela IV.2
encontram-se os coeficientes dos polinomios cota-volume para as usinas em
questao. Os limitantes de capacidade de reservatorio e turbinagem bem como
o rendimento das turbinas de cada usina estio relacionadss na Tabela IV.3.
Finalwente, na Tabela IV.4 encontra-se a Tei inicial de controle. Os dados

aqui utilizados foram obtidos de (Geromel-Luna-Sizenando [11]).
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Tabela IV.1 - Aportes Independentes
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Tabela IV.3 - Limitantes (109 m3) e Rendimento

*

USTNA  VOLUME  VOLUME  TURBIMAGEM TUREBINAGENM RENDIMENTO
MINEMED  HAXITMO MINIMA MAaXTHA

1 700 12,50 L.79 HaHA BR2RY
2 R0 Bl 1.13 O Y L8
3 Ly G 11,06 1.25% Ty W O

4 Laa?4 2.4 B.hia 20,71

Tabela IV.4 - Lei Inicial de Controle (109 m j

TEMFO L' 1 A0 R

3 L [l . T e I T SR}

O S R0 BLrA R 1eLEER
= = -

i PR G.oh ¢ P A !

2 S0 b, 00 L. G0 10,5750
a o DalU7 aA.hy a0 ah
L T.17 1.7% 1.79 Y-y
a3 Y4.50 2.7 H.7 0.8

& H.1le 5.90 B.90 ?.835

L =v = rary - I "
’ s, 13 2.7 ™ LY
& Z.oy ALl Gouz MR
i ' 17 -7 ’ . f

106 u, R/ 1,97 5 .97 5,01

in o

B B8 2,00 S LU %
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0 algoritmo proposto foi implementado em FORTRAN IV num Micro-

Computador CP-700 Proldgica e para as condicOes de -contorno

x(0} = (9,75 3,52 5,80 16,90)°

p(11) = (0,00 0,00 0,00 0,00)" ,

obteve-se uma solugdo otima do problema (96 variaveis, 240 restricdes) apos
21 minutos e 8,60 segundos de execugio(%). A evolugdo do criteério a cada

iteracao do algoritmo estad ilustrada na Tabela IV.5.

0 calculo do gradiente reduzido foi responsavel por grande par-
te do tempo de CPU obtido, inviabilizando desta forma, o emprego de metodos
de busca unidimensional que utilizam informacao de gradiente. A lenta conver
gencia do algoritmo, observada na Tabela IV.5 & decorrente do procedimento

de busca linear entao adotado.

0 elevado tempo de CPU necessario para o calculo do gradiente
reduzido motivou uma anilise numdrica dos polinomios cota-volume visando so-
bretudo diminuir a ordem destes polinomios. Esta analise € relatada no Apén-

dice A deste trabatho,

Um aspecte importante a observar com relacdo a Tabela IV.5 €
que o nimero maximo de restricdes ativas numa iteracdo correspondeu 32 ape-
nas 17,36% (9,72% em media) do total de restrigoes do problema que eventual~
mente poderiam estar ativas (48 restricOes de igualdade +96 restrigcoes de

desigualdade). Este fato, aliade ao bom condicionamento numerico da funcao

(*) 0 mesmo algoritmo implementado em FORTRAN IV no PDP=10/UNICAMP e sob con
digoes identicas, consumiu apenas 40,17 segundos de CPU,
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Tabela IV.5 - Evolugdo do Algoritmo - Polinomios Cota-Volume de Ordem 4

¥ EVGLUCAD DO ALGBORITMD ¢ (EFSI = L1500 3 EFE2 = L0500

-

ITERACAQ  REBTRICOES  ITERACOES FOTENGTA
PRIMAL AT IVAS DUAL (G

1 0 0 BE.11

1 Il 2 -
2 2 2 YR.AE
- - = ’ o r
A i; & ug, e

B by A (S RN
i oy ] R
o =} 5 L%, 408
G HEE) 5] bE LG
v 11 e L, 9o
10 () 0 IEE IR 9
13 1A o BG.LG
12 13 ) S0 HM
13 1k i D L6
i L (2 S0.P7
15 3\) a S:‘, o
1 i 7 Si.HD
L7 21 & Bl 8a

20 .23 10 | G217

2% 235 11 Y.

24 22 10 ' DE.HY
83 24 iz 52,75
aY a8 s BaLE2

25 LRE ;



106,

dual, tornou possivel obter o valor Otimo da variavel u para cada iteracao
do problema primal,. sempre com relativamente poucas iteracoes (7 em media)

no subproblema dual associado ao preblema de projecao.

Observe ainda que embora a variavel dual u estivesse restrita,
o subproblema dual foi, em termos praticos, resolvido pela técnica de gra-
dientes conjugados de Fletcher-Reeves através de um nimero de iteragbes ain-

da bem inferior @ ordem das fungdes quadraticas envolvidas.

Em consequencia, o tempo necessario ao calculo da projecdo do
gradiente reduzido ndo cresceu de maneira significativa ao longo da evolucio

do algoritmo,

Nas paginas seguintes s3o apresentadas as trajet@rias Otimas de
estado, controle, co-estado e potencia da usina de Sao Siméq e em sequida &
ilustrada a trajetoria do sistema em termos de poténcia total. Em particu-
lar, a variavel co-estado admite importante interpretacio economica, refle-

tindo o valor da agua armazenadas no reservatorio.

IV.4. Conclusao

Neste capitulo, o matodo primal desenvolvido ao longo deste tra
balho foi aplicado numericamente na resolugao do Problema de Geracao Hidro-

eletrica de Energia.

0s resultados experimentais obtidos utilizando-se um Micro-
Computador (8 bits) CP-700 Pro1691ca.permitem concluir pela eficiencia do
metodo quando aplicaﬁo a um sistema hidroelétrico real como o tratado neste
capitulo e ao mesmo tempo indicam que o m&todo proposto € tambEm viavel para

sistemas hidroeletricos de dimensdes maiores.
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Estes resultados foram possiveis em grande parte devido a estru
tura extremamente faveravei do proé]ema tratado, a qual permite um elevado

nivel de especializacao do metodo.

A influéncia.da estrutura do problema sobre o desempenho do al-
goritmo deve fazer-se notar scbretudo no tempo de processamento necessario 3
obtencac da solucao otima, justificando deste modo a afirmagdo de que o meto
do tem meThor desempenho gquando aplicade 2 problemas com algum tipo de estru-

tura particular como por exempio, a do problema resolvido neste capitulo.
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Neste trabalho propomes um novo metodo primal, baseado em técqi
ca de projecao de gradiente para préb]emas de programacao matematica de gran
de porte, que apresentem restricdes lineares. 0 método proposto tem como
principal caracterTstica,la forma na qﬁa], manipula os diferentes conjuntos

de restricoes do problema.

A Teoria da Dualidade, quando aplicada & um problema de proje-
cao estritamente convexo, permite obter uma direcdo de pesquisa para o méto-
do, em que a contribuicao das restricoes de igualdade pode ser comp1etamenté
desacoplada da contribuicao das restricoes de desigualdade ativas, variavel

a cada iteracdo do algoritmo.

Em consequéncia, o problema de programacic matematica pode ser
em Ultima analise, resolvido a-priori para as restrigoes de igualdade, fi-
cando o processo de otimizacao dependente apenas das restricoes de desigual-
dade ativas, A influencia destas restricoes e diretamente exercida sobre o
problema de maximizagdo de uma funcdc dual quadratica, cuja dimensio & iqual
ao numero de restrigbes de desigualdade ativas, e a partir do qual & obtida

‘a variavel dual p*, Com base no valor desta variivel, o vetor gradiente &
entdo modificado e em seguida projetado sobre as restrigdes de igualdade do

problema,

Quer pelo niimero de restricbes de desigualdade ser bem inferior
20 nimero de variaveis do problema, quer pelas suas proprias caracterTsticas
particulares, a maximizagio da funcdo dual representa um problema de facil

solucao.

Outra importante caracteristica do metodo @ evitar, por cons-
trugdo, a necessidade de hipdteses de nio-degenerescencia, comuns 3 maioria

dos metodos de projecio de gradiente,

Esta caracteristica & particularmente importante, no caso de
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problemas de controle otimo discreto com horizonte de tempo finito. A princi
pal opcac em termos:de metodos primais hoje dispon#ve1 para resolucdao deste
tipo de problema, & o metodo do Gradiente Reduzido propostg#gqr Wolfe (1964)
cujo algoritmo, pode apresentar degenerescencia sé forem cohsideradas restri

coes sobre as variaveis de estado do sistema.

Esperamos com este trabalho, haver contribuido para o estudo e
desenvolvimento de novos metodos primais baseados em projecao de gradiente e
antes de finaliza-lo, gostariamos de fazer algumas propostas de continua-

cao.

a) Salviano [19] propde um metodo para resolucio de problemas de
controle 6timo estocastico, com aplicacBes em sistemas hidro-
eletricos de energia. Seu trabalho recai em um pfoblema de deter
minacao de trajetdorias médias de estado e controle cujas caracte
risticas estatTsticas sio agora conhecidas. A proposta de conti-
nuacao do trabalho & construir um simulador do processo estocis-
tico e assim, comprovar o desempenho estatistico da Tei de con-

trole obtida.

b} Utilizar o simulador em sistemas hidroel8tricos de grande porte
e comparar seu desempenho em relacao as tecnicas adotadas tradi-

cionalmente no pais.
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APENDICE A

ANALISE NUMERICA DOS POLINUMIOS COTA-YOLUME
USINAS DE S, SIMAO, MARIMBONDC, A. VERMELHA E I. SOLTEIRA
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Como mencionade no Capitulo IV deste trabalho, a dependencia
entre a cota ou altura de queda d'agua e o volume do reservatdrio de uma usi
na do parque hidrdulico brasileiro & expressa por uma fungio concava, um po-

linomio de quarta ordem do tipo
h t)) = + t) + t 2 + t 3. (t)4 Al
(4 (E)) = cpy + eqyxi(B) + Cox ()7 + eqqx;(t)7 + cqqxs(t)7, (A1)

onde x;{t) & o volume armazenado no reservatorio da i-8sima usina no instan-
te te Cyy .e. Cyy sdo constantes que dependem do perfil topol8gico de cada
reservatorio.

Neste Apendice analisa-se a viabilidade de expressar (A.1} com
certa margem toleravel de erro, através de um polinomio de menor ordem. Ob-
viamente, esta analise parte da hipotese de que (A.T) representa 0 processo

fisico mencionads com exatiddo. Na reducio de ordem do polinomio serd utili-

zada a técnica de Ajuste Utimo de Par3metros.

Seja para tanto o' = [@1 Ay eoe am] um vetor que contem m va—u
lores para a cota da i-Esima usina, calculadas a partir de (A1), para m va-

Tores distintos de volume entre X: @ Ei.

Deseja-se, entdo, encontrar um vetor de parimetros a' = [?oi

CIFRPp ari] sendo r, a ordem arbitrada para o polinomio

hag (55 (0)) = agy + agx5(t) + oo+ aox ()" (A.2)

em que a* ¢ R seja a solucdc otima do seguinte problema quadratico estrita-

mente convexo:

Win L(a-Ha) O Na-Ha). (A.3)
a 2 :
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A solucdo otima a™ do problema (A.3) minimiza, portanto, o erro
percentual quadratico entre os valores abtidos para a cota atraves do po?iq@
mio (A.1) e agueles obtidos atrav@s de {A.2) para os mesmos valores de volu-
me entre x. e ii._ Esta solucho Otima & facilmente encontrada impondo-se a

condigao de estacionariedade de (A.3) em a*, Obtém-se entdo:

a¥* = (H’Q"]H)“IH'Q_] (A.6)

De posse das Tabelas IV.2 e IV.3 que definem os coeficientes do

polinomio de 42 ordem e os limitantes dos reservatorios para as usinas consi
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deradas =~ S. Simdo, Marimbonde, A. Vermelha e I. Solteira e atraves de um
programa computacional implementado num Micro-Computador CP-700, foram gera-
das 50 medidas de cota em 50 valores unifbrmemente distribuidos de volume.
Os resultados obtidos atraves de Ajuste Utimo de Parametros para cada uma

das usinas encontram~se relacionados a sequir.

A analise dos resultados obtidos atraves de Ajuste Otimo de Pa-
rametros indicaram ser possivel, substituir o polinomic de ordem 4 por uma
fungao linear, com erro percentual associado inferior a 6%. Estes resul tados,

confirmam inteiramente os obtidos por Ohishi [15],

Os polinomios cota~-volume passam, entdo, a ser representados
por:

has(x;(t)) = ag; +apx(t) (A7)

0

Com os parametros 34 @ 294 .obtidos para as 4 usinas em ques-
tao, o Problema de Geracao Hidroel@trica de Energia foi novamente resolvido
‘e desta feita, para as mesmas condi¢des iniciais, constantes e critérios de
otimalidade encontrou-se uma politica otima de operacio para o sistema hidro
el8trico apds 19 minutos de CPU, tendo havido, portanto, uma economia de 2

minutos, aproximadamente,

A evolugao do algoritmo para a representacio dos polinomios co-
ta-volume através de fungGes lineares estd descrita na Tabela A.5. Observe
que o valor otimo do criteério foi superior ao obtido com os polinomios de or

dem 4, embora a diferenga percentual seja inférior a 1% .

A trajetoria do sistema em termos de poténcia total estd ilus-
trada na Fig. A.5 -e & essencialmente igual a obtida para ¢ caso anterior a

menos de uma penuena diferenca provocada pelas aproximacgoes.
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Tabela A.5 - Evolucdo do Algoritmo para Polinomios Cota-Volume Lineares
¥ RVOLUEAG DO ALBIRITHE & (EPHBL = L1800 3 EFS2 = 05 0o )

ITERACAL RESTRICOES ITERACOES CFOTENCT A
FRIMAL RTIVAR DAL ) (hik

1 g Q- L7 W &9

N
p - 1 L
;.! f} ' .x‘.:’: .r'J " E.‘.‘- At
et A 2 Yg. 23
b e A HE.GE

i b} it 4v. 12
7 Z A yu L 2¥
3 Ky L AL
f.._;? i \\ E.‘ f“j(:'}} I
] L3 i v, 8
J 1 - 1‘5 é "1 . -'l:'J' 1y
i2 Y 14 T H P

16 B Y 7 51,52

1% 38 7 51,58
18 20 i 51,61
15 4 o 51 .75
20 | WH T gy T s

21 ' 20 _ 12 572, 48
-y, a7 15 52,75

23 1z | 52.8%

2%
Ly 25 K YRy
i) 27 o LA
26 25 8 R ¥ P

27 ull} 13 _ 55,22
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£, entretanto, importante ressaitar que embora a aproximacao
dos polindmios cota-volume através de funcdes lineares traga vantagens do
ponto de vista computacional, esta aproximacao traz ao mesmo tempo uma mudqﬂ
ga qualitativa: os poTinomios deixam de ser estritamente concavos (ordem

4) para passar a ser apenas concavos {ordem 1).

Mote finalmente que nao houve mudanca qualitativa nas fungoes
de geragdo., Estas fungOes continuam a apresentar caracteristicas de nao-con

cavidade.
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Este apendice estabelece uma figura de merito para a analise de
resultados computacionais obtidos com o metodo primal proposto neste traba-

Tho e & aplicavel a problemas de programacdo matematica na forma:

Min £(x)

Ax =D (6.1)

X e X,

onde X ¢ R" s be R s A e R o f{x) : R + R ¢ C]

Uma vez encontrada a solucdo dtima x* de {B.1), a guestao que
se coloca e este apendice tenta responder e: qual o erro percentual cometido
no calculo do valor otimo da func3o objetivo para uma dada escolha do crite-
rio de parada ey do algoritmo ? Note que a igualdade de (B.1) s§ poderd
ser satisfeita, para €1 pequeno mas ainda significativa, a menos de um de-

terminado erro
A* - b = &, (8.2)

A analise da influencia do erro & sobre o valor otimo da funcio
objetivo permite avaliar o grau de sub-otimalidade da solucdo, proporcicnado
pela escolha do criterio de parada ey. Esta analise faz-se mediante o empre-

go da fungao perturbacdo associada a (B.1):

v(y) = 3?1; f(x) | Ax = yf : (B.3)
£

Idealmente (6§ = 0}, a solugao otima exata X de (B.1) faria
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(B.3) assumir o valor v(b). Entretanto, a introducao de um erro & diferente
de zero faz (B.3) assumir o valor v(b + &) que corresponde 3 solugdo x™ obti

da iterativamente, segundo um determinado critério .

Supondo diferenciabilidade de v(y) @ possivel entdo escrever,

em primeira ordem,

v(b) = v(b + ) - {IV(¥) 5 (B.4)
W Jysbas
onde
dv(y) et (B.5)
4 |y=b+s

com A% e R" representando o vetor de multiplicadores de Lagrange associado
as restricoes de igualdade de (B.1) e obtido através do algoritmo. Tomando o

"erro percentual introduzido por & em (B.4) resulta finalmente

AF'S

x 100 (B.6)

v(b} = v(b + §) ( _
vib + §) B

f{x*)

Esta figura de merito foi utilizada nos exemplos do CapTtulo II
deste trabalho. 0 maior erro percentual -obtido entre todas as rendas R do

EXEMPLO 1 foi de 0,13%. Para o EXEMPLO 2, o erro percentual foi de 0,02,
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DIMENSTION XTI (4 «XB¢HY XY 12) > UT U > UB N - TOLX (M) » TOLY (M)

DIMENSTION R{HB)-G(HE)  DAUX(UE) - LAUX (MY, 1

INTEGER T.l,E
REAL MI
COMMON
COMMON
COMMEON
COMMON
COMMON
COMMON
COMMON
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AR L. 222 ¥
A oA L 2 2 ¥
ROAA L 2 #®
roA L ¢

Z2 ¥

LELL 2 222 =
#

*

3T LT T T IR E LRSI R R I L R R R R R R TR RNy

2) s MAUX (HE)

. RESOLVER FROBLEMAS DE CONTRODLE OTIMO DISCRETD

COM HORIZONTE DE TEMFO FINITO Na

FORMA

MIN J(X(Ry - UKy

KR+
X{K)

U(R)

X(Ky E RNy
AKRY E R
Y(R)y E HB(H)
B E R{NXH)

OBRESERVALOES &

Pl kLt T R R —,

E

RCRYVEUKY+AY(R)y X
X=X XId=X=4X51

U={U! UIdsy=JuH]

n
H

x0.

(Q) =

« W E L0-T-13

1)y 0 PROGRAMA ESTA INTEIRAMENTE ORIENTADD MD SENTIDD
DE RESOLVER FROBLEMAS DE GERACAD HIDROELETRICA DE

ENERGIA.

Ao
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2) PUOR RESTRICDES DE CAFPACIDADE DO MICRD.0 NE& DE

NAG ESTAY LIMITADO EM 4 E O INSTANTE FINAL DE TEM/

FOOEM 12,

METODD. = -

L Y

FERREIRA-P.AHLV.» UM METODO FRIMAL FARA FROBLEMAS
DE CONTROLE DTIMO DE SISTEMAS DINAMICOS DE GRANS

DE FORTE, TEBE DE MESTRADG
NOVEMEREO. 1983,

DADGS DE ENTRADA =

-~ MATRIZ DE INTERCONECCALD 3
= POLINOMIOS COTA-VOLUME

- LIMITANTES DE EOLTADD E CONTRDLE

DEE

- FEL -~ UNICAMF -

BEE R(NXN)

XL RE,UT-UB

— RENDIMENTOS DAS USINAS = RO(Iy:-I=1.H
= AFORTES THDEPEMDENTES 3 Y(K):K E L[O.T-1]

- CONDICOES INICIAL X0 E FINGL

- LET DE CONTROLE IRICIAL 2

FARAMETROL DE ENTRADA @

FeT-1)

UOKRy.K E EQ-T-11

ThAl - TOLERANCIA FARA IDENTIFICACAQ DE REYTRICOES

ATEVAS.

EFgl - CRITERIQ DE FARADA DO FROBLEMA PRIMAL.
EFS82 -~ CRITERIO DE FARaDA DO FROBLEMA DUaL.

SUBFRUGRAMAS UTILIZADDS

Tk AL ek s e PV AR P TR RS WAL ek ey fera R R R R R A

AXEL /7 FEER 7 VJOTA /7 DHDU / ATIVA /7 FASSH / M f-

DUAL 7/ ENERG / ESCALA 7/ XHORH
GMADD / GMPRD / GTPRD (BBF
HISBT 7/ VFLOT (VFPLDT

WRITE¢1.1)

f

)

(FOMTE)

FORMAT(IHL 7/ /8K, 260787 )2 /80 707 L2400, 757, /5%, %7 , 7%,
COTIMIZACHO" s 7%, 7%, /X P87, 2UX, %7 , /BX, * %7, 11X DE?,
LAX: "8 /0Ky TR 2 2HKS TR 5 /UK TR, 2% CRECUREOS HIDRAL .
TLICOS” 2K %7, /8K, "7, 2U% %7 /BH, 206078 )

WRITE(1,2)

FORMAT (/75X 7# ARBUIVO DE DADOS
READCE3) IR

FORMAT(I2)

HRITE (1,4

FORMAT (/53X 7% ARGUIVD DE SAIDA =
READ (L3 TU

READCIR,3) N, T»IH,ID

FORMAT(YIA)

“}

)
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1233
1242
127
128
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130y
151
NG YR
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1o
145
156
137
158
159
A
1uis
iy
143
1Yy,
145
- 144

1y47:

18z
1ug:
1800

iIS51is

152¢:
1'*1-":
1854z«
1555
1361
1373
15¢
189
1airs:
161
162
1635
1464z
145
1441
1467
1468:
169:
1708
1734
172
17382
174>
175
i76:
177z
178
179:
180z

7

77
78

3

15

16

178

17

18
19

20
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147.

DO & I=1«N

READCIR: 7y (B(I,0)»J=1:N)
FORMAT(SRIE)

DR 77 I=1l.N

REQD(]-R:?{J) (ﬁ(IrJ}’J 1:5).
FORMAT(¢(IF9.3)

READ(IR.8) (XI{I),I=1, N)

FORMAT (HF &L 2)

READ (IR, 8) (XS(I)»I=1iN)
READ(IR,B) (UI¢TY I=2,N)
READCIR,B) (US(Iy-I=1-N}
READ(IR-B) (XO(I)-I=1,N)
READ(IR:?) (RO(Iy-I=1,N)
FORMAT(HEYZ L)

30 10 I=1,N

READ(TRS 1LY (XD J=1:T)
READ(IR- 11y (Y¢I,D),d=1:T)
FORMATC12F&. 2

FORMAT (UFH .2 _
READ(CIR- 1) Tal.EFS1L,EFER
FORMAT{(AF &6 ..U

D 4ol I=isN

SFPICI)=ROCI)AZED.L2

DO 14 T=3.HM :
TOLX(I)=(XS(Iy-XT(I))%TAL

TOLUCT ) =¢US D ~UILT) % TAY

CaLL AXEU L

VJOT2=VI0TACZ) -

YJOTH=-V,)0T2

ITER=0

NT=N=T

NTU=ZH#NT |

NTR=5%NT

WRITECTH, 1)

WRITE(IW,15)

FORMAT (//10%, ‘% DADDS BERALS )

WRETE(IW, 143 N, IH.ID,NTV.NTR

FORMAT (//5X, % NO. DE USINAS = 7, 12.//5%, 7% HORIZONTE DE 7,
CTEMFD = “5, I3, MESES’,//5%. ‘% INTERVALD DE DISCRETIZACAD = ¢
13,7 DIAGY /75X, 7% NO. TOTAL DE VARIAVEIS = “.18,//5X

‘® NO. TOTAL DE RESTRICHES = “,I3)

KRITECTH, 178) A

FORMAT(//Z/10%, “% UNIDADES %7 ,//7/5%, % COTA £ M. /75X,

‘% UDLUME = 10%%% M37,//85%, % TURBINAGEM : 1Q%%9 M3/,
//5%, % POTENCIA GERADA : 10%x9 147

IF(IWLER. 1) READ(L,3) NUM

WRITE(IW,17) _

FORMAT(AIHL, /////727%. 7% DADOS ESFECIFILUS  ®7.///5%, 'USINAZ .,
4 VOLUME  VOLUME TUREINAGEW TUREINAGEM RENDIMENTDZ, /12X,
‘HININMG  MAXIMD MINIMA MAXIMAZ - /) '

DO 18 T=1,N i

WRITECEW, 19) T XTCE) XS CE  UI T, USCTY-RO¢T)

FORMAT (/7Xy 102X F7u 2y IX FB. 222X F7.2.5X: F 7.2, 7%, Fli . 2y
IFCIW.EG. LY READ(L.3) MUY

WRITE (IW,20) :
FORMAT(IHL, 7/7/7/720X, % FOLINOMIOS Lﬂ?ﬁ(() VOLUME (M3 %7, /718X
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193
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195
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197
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1949
2003
201
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2038
204¢:
205
204z

2078 .

208s
209
210
atls
212+
218
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217
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219
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2241
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2254
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2250
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238
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255

2561
237z
238«:
25% s
240

;e

21

28

E tj‘.‘
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148.

0= COHCLEVHERNVRRR+CTRVERRT OV RY )
WRITE(TW-21)
FUH%ﬁ?<ff/ﬂx,fumen',éx,*LOf,ax,'c1',8x,'C?',ex,'C"fyax,
CHY L) ) ‘ _

DI 12%L T=1.N -

WRITE(IW-122) I.¢B¢I:0)»J=1,5)
FORMAT(/6X-18.3X,5(¢(FP.5,1X))

IF(IWLER.1) READCLIB) NUM

HRITE(IW: 24>

FORMATCIHL WA/ /58X 2% MATRIZ DE INTERDONECEDAD %°,/7)
DO 2% I=1.N _

WRITE(IN-26) (B¢(Isd)sd=1:N)

FORMAT(/1aX-4¢IR2, 1X))

WRITE(IW,27) .

FORMAT(A//5%, 7% CONDICOES DE DONTORND %7, /477X, "USINAY »4X-
CXCOY S BRCF(T-1) 47

DO 28 I=i.H

WRITE(IW.29) I.X0(I).F(1.:T)

FORMATC /X Tl UXsFAL2:3XFA.2)

WRITECIW,331)

FORMAT LN, 7/ /13X % APDRTES INDEFENRENTES ®/,//5X.
CTEMPO  UX, "Y1 26X Y2 286X 'YB,6X, "YU . /)

DO 332 I=i.T

IY=I-1 ‘

WRITE(EW,32) TIT.¢YedrTdsud=l,N3

WRITE(IW,30)

-FUORMAT (/770385 “% LEY DE CONTROLE. INICIAL %74 /70X, TEMED,

BXy PUL’ 26X, 7U27 - 6X- 7 USY  6X, T UN - /)
DO AL I=1.7
II=1-1
WRITE(IW,32) TL, U, Tysd=15H)
FORMAT (/77X T2, 23X M({Fb.2:2X) )
WRITE(IW,33) UJOTH :
FORMAT(A/6X. 7% FOTENCTA INICIAL GERADA = ‘,F10.2,° GW’)
IFCIW.EQLLY READ(L-3) NUM '
WRITE(IW, 1)
WRITE(IW,34) EFSL1,EFSE
FORRAT (//7//725%: 7% EVOLUCAD DD ALGORITHO
“ 3 ERBR = ‘LF8.4.7 37
WRITE(TUW,55)
FHRHA{(//ESY,’ITERAPAG',ewg’REuTR1LUF“’,dn,'?TFRﬁ{HF“',BX,
TFOTENCIAY - B3X, "TEMPOY . /286X "PRINAL . BX, 'ATIVAS Y, 6%, ' DUAL Y,
12K 7 (Bl ~ rer’(ﬁINEBEG)’)
CPUmO.
LAkl THMRCO, ITTHIN, TEES, TEMFPO)
CALL. DHDU :
VIOT1=00072
DO 34 J=1,T
DO 54 I=1i.HN
Tdm=¢d=1) #N+T
BX¢TJy=0
ISUCIJY=0
IF AT, D -XT ()L LT.TOLX (T Yy ISX(IJy=2
IF((XB(I-X(I, D)L LT TOLX(I)) ISX(IJ)=~1
IFCCUCT )y -UT ¢y y o LT TOLUCT ) ) I8UCId) =1
IFCCUSCID~UCI, D)) LLT.TOLUCE Y I8UCT y==1 . . .
GONTINUE
CALL ATIVANT, I8X, ICX, TVX, NX)
CALL ATIVANT. 16U, TCU, LU HNY)
NRA=NX+NU

’:Ff.’»..lh

i

(EFS1

an



A4yl
2u2s
2U5s
2ty
243
244
c 32y
2uE
249
250+«
251z
2582
203
20k

255s

23640
2587
258
20
2603
241
P62
24353
264
245

2hH

2H78 .

268:
2690
270
27z
272z
2753
274
2725
274
277
278
279
280:
208
2821
285
2843
2HB
284
287
288:
289
290+
VAN
292z
293
2945
YA

29410 .

297¢
298:
299
3002

aB

3350

bl
H2

2 1

Yty

YLy

A

DO AR J=1.T
DO 58 I=1.N
Tdss¢d—1 ) #N+I

DAUX Ty =DJ¢T . )
R¢TJY=DAUXCIN ~
L=0

TF(NRALER.OY G TO 42

NRAZ=NR A #2

DO 37 I=1,HNRAP

R¢CI)=0 :

DO B I=1.NRA

C(Iy=0.

DO B39 K=1,NT _

MAUX (Ry=M¢T KD

CCEY=C Iy +MAUX R YEDAUX(K)

CONTINUE

DO 40 J=I1.NRp

IJem(d-1yeNRA+T

JI=T-1y ENRA+]

RET) =0

Be¢JT)y=0

DO &5 K=1.NT

MAR=M( I KD

GBIy =00I2) ~HAUX (R %MK

BeJIy=0¢1.0) ’

CONT INUE

CalL REEVES(LOG:

TF(LOGLEG.OY GO TO 50

CALL DUAL '

DO 41 I=1,NT

DD 431 K=1,NRA .
MKI=HM{K,1) o
ReIy=R¢l)~HEI*MI ¢K)
RMORMA=XNORMA (NT <)
DMNORMA=XNORMANT, DAUX)
TETA=RNORMAL (1. O+DNORMAD
IFCTETALLTLEFSL) GO TO 140

DD 43 I=1.NT
IFCISU(I L ER.L.ONDLRCINLEBT.0.) RCIY=0.
IFCISUCT) JEQ.~1.ARND.RCI)LLT.O.3 R(IN=0.
R¢eE)=R(Iy/FRHDRMA :
CONTINUE

DO 44 I=1,NT

TI=T

IFCILGT.Hy TI=MODCI-N)
IF(IT.EQ.O) I1I=N

G(I)y=0.

DO 4y J=1,1I

Jd=

IF(S.GT.NY JJI=MDD¢J. Ny
TF(IJ.ER.OY JJ=N
GCIy=G(I)+EB(II,JJ)¥R¢D)

CONTINUE

DO Y4y I=1,NT

TF ISRy nERe L u AND BT BT 00) GO
TF(ISA(T) wED . -1 AND.GETI LT 0.) BTy
CONTINUE

CALL FASSO(X, X1 X8, 6, aLFa1)

CALL PASSDU. UL US, R, ALFAZ)
ALFAX=AMINL (ALFAL, ALFAZ)Y

149,



J02
302
J050
304
305
3064
,a07n
aJ08:
H0% s
410z
Aliw
312
413
Al
3l
F16s
Al7y
Ai8e
419z
aR20%
ARl
A2
Hed
Aok
Ky
AT
ARV
anfs
Y
Ga0n
Sals

Qb

& Fx XE D3

4

— hd
S3538

R

Juge:
Aliyre
G50
Auly
Ahan
353y
So4n
55

%61

537%
GG
499

G40

100

120

140

113

1Lz

iug
ing

131

153F

2000
184

+

]500

DO 45 I=i,N
DO uS Je=1,7T

LAUX (T - )=t ¢y 0

DO 4& I=1.N o -

DO W& J=1.T - C
Td=(d=1) €N+ -

UCIs Jy=UAUX Ty J)~ALFAX®R (TJ)

CALL AXEU |

VSOTE=VI0TACZ) 5

IF¢UIOT2.LT.UJ0T1) GO TO 100
ALFAX=ALFAX/ 2.

GO TO us0

VJOTA=-1J0T2

ITER=ITER+®1 _

IFCITER.GT.50) GO TO 140

CALL THME (1. TTHIN, TBEG. TEMFD)
CRU=CRU+TENPD

WRITE ¢ Iiy120) ITERsNRA:L,VJIOTS, ITHIN, TREG
FORMAT (/265> T3 BX, 1B, 9K, 13, 75, F1l. 2, MX, 13, 78 7»F5.2)
GO TO 1000 |

CALL THF L. ITHIN, TSEG, TEMFO)
CRU=CFU+TENFD

ITHIN=CRU/ 0.

CTEEG=LPU-TTHIN=A0.

WHITE(TW 143y ITMIN,TREG - .
FORMAT (/ /740X % TEMFO DI CFU = “, I3, 2" .F53.2)
WRITE(TIK. 147

FORMAT ¢(AHL . /74127 % TRAJETORIAE OTIHMAL DE ESTADD =7,
LZ276Ky "TEMFD ;UK "X17 8K " R27 s 6Ky "RE &Ky "R/

DO 1ue T=i.7

WRITE(IW-149) T, (X (J-I)-J=1 N}

IFCIWLEG. LY READ(L,3) HNVUM

WRITE(TW,150) |
FORMATCIHL A/ /710K 7% TRAJETORIAS OTIMAS DE CONTROLE 7.
FA76K T TEMFO? o HX "UL 26X "UR 86Xy "US 260 UL L /)

DO ASY I=1.7

I¥3=I-1

WRITECIW, 1U?) TL1- UGS Ty rJd=1N}

IF¢IWLER. L)Y READ(L,E) NVH

Do o821l I=1.N

DO 3521 J=1,T

FeI )ys==F(T)

WRITE¢IW . 152)

FORMAT(AHL . A/7722K, 7% L ~ ESTADO %67,/ /6% “TEMFDQ .

UKy "FL17 26Ky "F27 8K "FO 16X "FU 2 /)

DO LRSS 1=1.,T

IT=1—1

WRETEC(TW, LYY FI.(F(JD)d=1,0)

IF¢(IWL.ERLLY READ(L-3) HUM

WRITE (1. 154 '
FORBAT(AHL, /718X, 7% GRAFILOS #7./77/710%,, " VARIAVEL ‘-
10X, "TIFQ /718X ESTADD - AU .73 717, A 1UX,, CONTRAOLE &
12¢7 273,727« Z1UX P CB-EBTADD - 107 .7y 3 A1TUMX A FUTERE LA
STO0TAL 2607 Ty U ALK TRFAOTENCTA P USINAY -3¢ .7y, 57,
AlLUX,FiM DE EXECULAN yB (7 .7)»707)

WRITE(L-130)

FORMAT(//208X, 7% SELECIONE & “,//31%, "= VARTAVEL = ‘)
READCL,E3 NV

IF(HY.ERN.A)Y GBI TO 300



541
HShEs
AEHE s
Hols
345y
Adbby
, D67
G68e
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YA
Al
RIsRAH
S025
285
At s
a85:
A6
Rg7
S8
BE9s
S900
G
Geas
A998«
G4y
B35
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RQ7
S
A
HOO ¢
Yol
02
Q% s
O
HOO
4Oan
L7
RYE4IES.
HO%x
i
yl1i:
Migsy
Yiss
ity
S N

Wiy

H17s
18
Hivs
H20s

154

1985

1463

1oy

143

1566

167

G

-~

r\
o

161,

IF(NVLLT . OLORLNVLGT. &) GO TO 2000
CALL. ENERG
IF(NVLERLH)Y GO TO 1586

CWRITE(L-1564)

FORMAT (31X ‘=3 USINA = 1)

READ(L1-3) WU

IF(MNULTL.O.0R.NU.GTL.HY GO TO 2000

WRITE (31,1983

FORMAT (/31X- 7= DIBFOSITIVO DE Salba = 7))
READ(1,3) TM

IF(NV.RE.L) 80 TO 160

D157 I=1.7T

XY (T )y=X{NU, Iy

WRITECTW: 158y NU

FORMAT CIHL - Z/353X: “USINA 7»12:7 -~ ESTADO' /)
TT=FLOAT(T)+1.0

CARLL HMIST(T, L. TTXIT(NU) - XS(HNUY XY, TUW)

GO TO 2000

IF(NVLNE.2) G YO 143

Boo1é1 I=1,T

AY(Iy=U(NU-T)

WRITE(IW:162) NU

FORMAT CIH1, /55X "USINA 7,12, — CONTROLE’ . /)
TT=FLOATCT)

CaLL HEST(T, 0., TT-UL(HRU) »USCNLY > XY - TH)

GO TH 2000

TE(NVLHE.F) GO TO 148

DO 1euy I=l1,.T

XY (I )y=F(NU»T)
CALL ESCALACT XY XMAX« XMIN)

WRITE (LW, 18%) NU |
FORMAT (1HL» /54X, “USTINA “, 127 = CO-ESTADN . /)
TT=FLOAT(T)

CALL HIBT(T+0., TT.XMIN, XHAX: XY, TW)

GO TO 2000

CALL ESCALACT,ENTOT: XMAX XMIN)

WRITE(IW, 16%7)

FORMAT (1HL, 55X, “FOTENCIA TOTAL? . /)

TT=FLOAT(T) :

GALL HIST(T,0.,TT,XHIN: XMAX, ENTOT» TW)

GO TO 2000

IF(NVLNE.S3 GO TO 2000

DO 169 I=1,T

XY (T =ENFUS (MU, T

CALL ESCALA (T, XY, XMAX . XMIN)

WRITE (I, 1703 NU

FORMAT (1M1, /55X, "USINGA 7,12, ~ FOTENCIA’ /3
TT=FLOAT(T) o

CALL HIST(T,0.,TT,XMIN,XMAX, XY, TW) -
GO TO 2000 : -
STOF

END

R A e R e b e -

e
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152,

QEIETIVO »

DADOS U(K)-Y(R)-K E [0:.T-11 E B. A SUERDTINA

rAXEUY DETERMINA A CORRESFONDENTE TRAJETORIA

e DE ESTADD. ESTA  SUBROTINA  ASSUME QUE B EY
' FRIANGULAR INFERIOR. :

SUBPROGRAMAY UTILIZADOS

et et ey i EEY W Lk MR MY YR P M B P e S0 e e

. NENHUH .

s

INTEBER T.T1,B

COMMON /FARAN T X0 (M)

COMMON UL/ X, L2y BN 12) B U L)Y (U 12y - L 12)
p 20 I=1l.H

el 1y=0.

PO 10 L=l

Ber =0l ) +R(I, L) ®UL, 1)
XET-10aX0¢Iy+0(I,1y+Y (L1 1)
Tl=T-1

DO 4O K=1.T1

Kik=K+1

DO H#O I=1,N

C(IlsKEY»=0,

DE 30 L=%i-1
CeT-RKEYy=C(I-RR)+ECT, L)i{U\i. s Y
eI, RKY=X(I-KY+0C(Ls KK34+Y (I-KK)
RETURN

END

DADDS X(K+1).U(E)-K E [0.T-13, A SUBROTINA “FGER
DETERMINA A5 DERIVADAS FARCIAS DA FUNCAL DE BERA
cald EM RELACAD A0 ESTADD E AD CONTROLE.

SUBPFROGRAMAS UTILIZADOG &

HENHLIN .

COMMON /JFPAR/N,T,X0(H)Y»A(H-3)

COMMON /7CL/7X (4, 12) U128

COMMDN Z05/FT ¢3RO )Y, GFA(H12) FFU(H 123

Do 10 IT=1.-H

DO 10 d=1.7

rfX(Iyd):ﬂ<FI(I)ﬁH(T,J)>*(ﬁ({ 2y+2.0AT T EX(I )+
JEACT Uy Mol Sy nn2 4w By RY (T D) Red )

T:FU(T, D=-Plciysnact, Iy+n{l-238X(L, J)'iﬁ(fp ’5)#’:‘(( T, Jyu=2. 4

AcT-4reX (T J)srdi+a(l p YN CL Sy Ry,
RETURN  °
END
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500:
B0l
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YA
910
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51’3-
Blds
Slur
H515¢:

514 .

B17e
518:
519
D20
SV

H oy
Hads

VK
o
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B2b:
527
5281z
Havy
BE0:
B55L:
Gade
RE
Sh4s
Nt
T
SE7 s
Hafs
D89
SUO

fan iR 4 |

goooaoononaoonn

10

20
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Nl

£

C

Lo

TaOoonO O

153,

e L L s prp—

B e T T L T S ——

O JETIVO = N
' DETERMIMNAR O VALDR DD CREITERID FARA X(O0):X(K+1:
E UK E L0, T~13 DADOS.

BURFROGRAMAS UTILIZADDS =

A iy ekl e g s s a pmn S M M m e e v p pams s mas

NENHUM.

ITHNTEGER T.T1

COMMON SFARAN.T,X0(W) > AL, 5)

COMMON AC1/7X (B 12,0 (4:18)

COMMON /CS/7PI (Y3 RO

VJoTa=0.

DO 10 I=1.,N
VIOTA=UJ0TA-(FICT UL, 43 0 %¢A¢T  1)+A( L 2y 8X0 Ty +
ACL s S)RXO(TIIR*¥2. 44 (T, Uy #XO(Iy56T, +AI, B eX0(T )y 8Kl
T1=T7T-1

D 20 R=1,T1

KK=K+1

DO 2 I=1.H

VJOTAE=VJ0TA-(FY(TasU (I KKy YE (AT 1) +A(L 238X (T Ky 4
AT SRR R ¥R HAC I M) EX (T RYEED, +A( 1,5y RX (I, K 25t ,)
RETURH

END

SUEROUTINE DHRU

L T e et My e R e mas

OBJETIVO &
OQETER 0 UGRADIENTE REDUZIDED DD FUNCIOMAL Falkes YR+
UKy K E [O,T-13 E PeT-1) DADOS. ESTA SUBRDTINA i
SUHE QUE B E* TRIANGULAR INFERIDE.

BUEPROGRAMAS UTILIZADOS 3

FGER.

INTEGER T,7T1.E

COMMON Z7FARANST
COMMON ZL1/7XCH 42, (M 22y s B(M Y)Y (U, 12)-DJd¢h,12)

CCOMMON Z7CO/7FICH) »RO(U) - 6FXqU12), 6FUM, 129 ,F (L, 12)

Cabl., FBER
DO 20 I=i,H

D-J(IrT)::O-



Wit
5y
BlS
Sl
BHEe
440
BT
s
U
B850
Bals
S
Gy

L

I
Bal
553

D95dhs
bV
I
TR
SH0:
BhH1
S621
BAa
Bdliy
S48
RIS
S6Y
Hais
nay:
5704
B7is
HY
o7dbs
YA
575

S8

Y
578
579
580
SEL
BR2:
n8Es
Sgus
HB8 .
aBGs
YIS
583y

589

R4t
L
aezn
S93:
.-,m; -
‘"9‘.3.
BY6s
G9%73
59
SY¥71
G003

10
20

a0
L0

e

r:n:vr:nr:r:w:nrvrzhz:r:mtﬁrﬁntﬁ 03

-
A~ FAd

10

4o

154,

DO 1O U=t 1
DICE,TYy=DICL-THI+BECI DYRF )L T)
DICT-T)=DJ¢ETY+EFUCL-T)
FTa=T=-1

DO U0 K=1,T1 -

KRi=T~K

KF=RKT+1

DD WO I=1:N

FUI - KTIy=F(I . RKFY+GFX(1,KF)
DJeE-KTy=0,

DO 30 J=1.1'

DJCLRKTy=DUd I RTYy+B ¢ - Ty S KT)
DAL -KT)=DJE.KTY+LGFU{L-KT)
RETURN |

ERND

SUBRQUTINE ATIVA(N-IS-IC.TV:L)

e e e e ek rm iy ey e ATl B AL T A e PTRS EL TN S e ke e el B B et e

ORJETIVO @

COCODO0a

DADCS © VETOR DE SATURALAD DE ESTADD (I85X)

TROLE ¢I8Uy, A SUBROTINAG “ATIVAY DETERMIMA DE

DE VARIAVEIS DE ELTADD (MX) DU CONTROLE

VAS E. ARMAGZEMA A MATRIZ DXy GU DUy CORRES PUNDE

TE N& FUORMA ESBFARGA.

EXEMFLO 2 MATRIZ D(X) T

——— e e e

ILA(T Y » I=1+NX

ZERD.

E}-3

IVX(Ty-T=1-MX
"0" CORRESFONDENTE.

BUEBFROGRAMAS DTILIZADDS &

i bap mmm by oy o M e Bl A b bk e mn vy g et pmam may

MEMHUM .

DIMENSTION I5¢1)-I0¢1-TV(1)

L.=0

DO 10 I=1,H
IF(IS(I)LNE.0) L=L+1
CONTINUE -

1=0

J=0

1=1+1

IF(I.BT.LY 60 TO 4O
Jud41. /
IF(IS().ER.0) GO TO 50
LCCI) =

TUCEY=I6 (D)

GO TO 20-

CONT INUE

IMDICA A CRLUNA DE D™ EM G
EXISTE ELEMERTD DIFFHFN?E

IMDICA O VALOR DO ELEMENTO



401% s
602 s
GON
GOy
HOS
GOy
&0%
AOB
G0% e
G100z
HGilx
613
G1a
&1l
Gl5s
s1ldy
al7
6518:
Bl
YL
Yl
HBAd:
4258
Gy
G20
YRl
&27 2
Gef;
L2
Gah0:
asls
632
6aHs
HoM
GEGs
4368

637%

Ghaflds
L3R
GU0s
&bl
GH2s
LAHIGE
Gty a
HHS:
HUL s
U7
648
&4

"
{:

o
G
I
E

C

G
L

£
-
i+

£

G
&
&
£
C

£

C

L e B 2 e B e B

6500 )

651
Go2:
6538
Galhy
G55

456
657z

Gofa
659
GaH0s

10

155,
RETURN
END

SURROUTINE FASSD(V-VI,VS5:-5, ALFAX)

T T PR At e Mk A Bk ped s g B A T R P T B et et ek i brm ke e ek M ik

ey — i

DETERMINAR 0 VALOR DO FASSG DE ELDRUEID. ALFAX.

SUBFROGRAMAL UTILIZADDS =

NENHUM .

DIMENSTON VY. 12),VI(1)y-V8¢1y-5¢1)

COMMON /FPARAN M

ALFAR=1.0E30

DO 10 J=1.M

DR 10 I=ion

Td=(d-1yuN+]

IF(S¢I )W EG.0L) 30 TO 10

IF(SCI LT 0. ALFAS(V(T . D ~US(Tyy /8¢ 1.0}
IFBLAY0T.00) ALFAS (VT D -VICI)Y /8¢y
ALFAX=AMINI(BLFAX ALFA)

CONTINUE

RETURH

END

FUNCTTION HM¢I.d

S Gt Bt b e ek oy

DADOE B NX MU SEX TCU, TVUX E TUL. A FUNCTION M(T.J
DETERMINA QUALQUER ELEMERTO DE “M" DESEJADO. ESTA
FUNCTION E7 AFENAS UM SUBPRDGRAMA DE GFERACOES LD
GICAL. '

INTEGER [ .

COMMON /PAR/N

COMMON ZCL/7% U012 U¢H,12) B,y
COMMON ZC2/7NX, T8XLUB)Y, TEX(B0) » IVX(HO)
LOMMON ZC3/7RU, ISUCHE, TEUCH0)Y , TVUCS0)
IF(L.GTLHX) GO TO uQ.

K=TCX (1) ) '

IF(K.GELJY GO TO 10

M=)

RETURN )

IF(R.BT.HY GO TO 20



&6ty
GAHty
6ods
GéYs
bH5
Gabs
LY
HE6le
G4HF =
A70s
&713
672
HT7H
YT
475
74

&77n

a7z
YA
6H0e
&1z
&R
HEFR
6By
i 2
&4 e
6B
Gi3Hs
| &89
&HY0
6913
(’t‘l bn ] @
6935
HYL
AYS
6?5;
HY7 e
R
LR
700
7018
708
Y05z
YA
705z
704z
707
708z
709
710
Jllw
712z
7185
A7 1ls
7150
V1lé:
AV
718z
719
7200

20

[+
C

C

OO ogoOoOoOUoOGOOCooOoaon

Do

10

156,

MaTUDX Ty *REKL )

RETURN

Ji=d

K=MOD (K. N>

IF¢(K.EQ.DY K=N -
IFCILOLELNY BOTO 30
Ji=MODCIL N
IF¢ I EQ.0) Jl=N

MaIUX Ty RBOK. 1) ¥
RETURN

INX=T~NX
IF¢ICUCTINXYLERLYY GO TD 50
M=

RETURN

M=TUVUIRY)

RETURN

END

M et e ok by T AT T MY WA B R AN U kb bl e e b

OQBIETIVED »

DETERMINAR A SOLUCAOD O7iMA IRRESTRITA DA FUNCAD
DUAL» FORNECENDO~A COMO CONDICAO INICIAL FARA A
BUBROTINA DUAL’ .,

HETDDO 3 S -

FLETCHER-REEVES.

BUBFROGRAHAS UTILIZADOS

S PP WL S8 ML M e b R L R L RS ek Rk bt R

’

GHMFRD 7 GHADD /7 GTRFRD / XMNORMA

OETIDA A SOLUCAD OTIMA NO MAXIMO FM ‘HRA = NX+
NU' ITERACOES. ‘A& CADA COMFOMENTE NEGATIVA DE
ML OBERAY ATRIBUIDO & VALOR 0©.

DIMENSION DTGDFICL) -DTEDCLYGTHDCL)
INTEGER B

REAL MI

CUMHON /CU/NRALEFG2, L:Q(lﬁUO):F(éO) MI(60)
COMMON /7CoH/70MICE0) D(éO):UD(éO)

DO 1 I=1,HRA

MI¢CIy=Q.

LALL GHFRB (DML G NRALNEA, 1)

Call GHADD (OMI.C, QNI NRA-L)
FRHORMA=XNORMA (MNEA, DHIT)

IF(FHORMALLT LEFS2) RETURNM

DO 1O I=1-Hitn

DEIy=0MICT)



721y
rﬂf‘)?n
725
73l
YLy
7261
a7
728:
728
7H0%
7als
7a2:
PaEAn
734
VAT
74
737
7381y
PR9
740
7tls
ATV
YLEY
YRR
2Lt
T
VSVE
U8
ULy
7500
VAR
o
):'—f

704z
7535
75b
7a7e
7ufls
yaary
760
761
7Ha
FEHB L
FASE
765
744
7675
764
749
270:
771
772z
773
774
VAT
7740
VYR
778
VAR
78O

20

a0

O

S0

50

o,

—a—
L4

OO oOn

i wn a a l

OO0

oo

b o

157.

DO WO L=1.NRA

CaLL GTFRD(D-QHYI-DTGDFI-NRA-1-1)
CALL GMFRD(EDHD.NRA,NRA-1)
Call, GTEFRD(D-QD-DYRDNRA-1- 1)
ALFA=-DTGDFE L2 /DTRDCL)

DO 20 I=1.NRA
MICT)y=HI(I)+ALFAXD(I)
IF(L.ERL.NRAY GO TO 50

CaLl. GHFRD(QA-MT.QMI-NRA-NRAS 1)
CALL GHMADR (AHT 0. M1 NRA 1)
FRORMA=XNORMA(NRA, QM)
IF(FMORMA.LT.EFS2) GO T4 530
Call, GTRFRDCAMI QD GTADNRA-1,1)
BETA=GTRD(1L)YDTRD(L)

PO 30 I=1.HRA )
DCLy=QMI Iy ~BETARD ()

CONTINUE

LOG=0

DO A0 I=1.MRA

IF(MICT) WGELG.) GO TO 40
MICT)y=0. '
LL0G=1

CONTINUE

RETURMN

EMD

SUBRDUTINE DUAL

L P —

GEIETIVD =

REGOLVER O SUBPROBLEMA DUAL. DETERMIMAMDD O VALDOR
OTIMG DA VARIAVEL DUAL 'MI-. -

METODD &

GRADIENTE FROJETADO.

SUBPROGRAMAL UTILIZADOE »

GHEFRD / GHADRD 7/ GTFRD 7/ XNHORMA

DESERVALOES =
0 NO. DE ITERACOES DO SUEFROBLEMA DUAL BERA’
FORTANTO IGUAL AD0 NO. DE ITERACOES DA SUERG/
TINA "REEVES’. MAIS O ND. DE ITERACDES DESTA
SUEBROTINA CASO A SULULﬁU MAO ESTEJA IRRESTRI
Ta.

DIMENGION DTGDFT L DTODCL)

INTEGER O

REALL MI

COMHON ZCUW/HRA,EFS2, L:G(EGOO)r!(ﬁO):HF(éQ)
COMMON /C&/0MI(E0).D(H0),0D(40) :



781y
782
783
784
789
784
787
78y
788y
790
791
7923
FaCS
79Uy
VERY
798¢
797
798y
799
00
g01x
go2s
B0%:
g0
HOS 7
804
HO7 s
QLR
H09s
810+
itz
812
Hixs
give
H15:
Bidy
817
81t
819:
820z
821:
fHads
BA5:
gaYy:

025

gab:
827
pa2gs
gage

| 830«

831
ga2s
BRE
ik
8a%:
Hane
Bi7 .
Bafy
8591

1 HLH0:

10

20

30

O

0.

o
A

OO oOaOonoooOnnD

10

158,

CALL GMFRDCE.MT,BMINRANRA1)
CALL GMADD¢(GMI 0y RMI-HRA 1)

DIF 20 I=1.MRA

IF(MICIY.GTLEFS2)Y DCIY=BMECT)

TF MI(I) W LELEPS2.ANDLRMI (L) GTA 00y Dely=RMI¢T)
IF(HICI)uLECEPS2.ANDLGMICI)LLE.OL) D(Iy=0.
CONTINUE :
DHORMA=XNORMA(NRA-D)
IF(DNDRMALLTLEFS2) RETURHN

DO 30 I=1,NRA

D¢Iy=D¢I) /DNIRMA

SIGMAX=1.0E30

DO 4O T=1.,HRA _

IF(D(IYLBE.O.) GO TO 4O
GIGMA=-MICEY/DCTY
SIGMAX=AMINL(SIGMAX, SIGMA)
CONTINUE

CALL GTFRD(D-RQMI.DTGDFI-NRA-1-1)
CALL GHFRD(RAD-GD«MRA-HHEA- 1)
CaLL GTPROD-GD.DTOAD NRAx1s1)
SIGHA=-DTEDFICLy/DTHD¢L)
BIGKA=AMINI (SIGMAX: SIGMA)

DO 50 I=1.NRA
MICI)=MI(I)+SIGHARDCT)

L=l 4

GO TO 10

END

SUEROUTINE ENERG S

OEJETIVO =
DETERMINADA A SOLUCAD OTIMA DO PROBLEMA, A SUE/
ROTINA ‘ENERG” DETERMINA AS TRAJETORIAS RTIMAS
DE FOTEREIA DE £aDa USINA IS0LADOAMENTE E A& FO/
TENCIA TOTAL GERADA FELD SISTEMA NOD TEMFO.

SUEPROGRAMAS UTILIZADNDS =

NENHLIM.

INTEGER T,T1

COMMON /FAR/N-T - XO(W), AL, 5)

COMMONM /CL/7X(U,12),U0¢4H,12)

COMMON ZCS/7FI(UY,ROCH)

COMMON Z7CBAENTOT12)ENFUS (U, 123

Do 10 I=1.H

pe 10 J=1,7

ENTOT (Jy=0.

ENFUS(T-.0)=0.

0 20 I=1-H .
TERMO=¢(PICIy 2L 1) 32 (AT 134ACT 22 %X0CI) VAT, BIRXQC T ) 8% L 4
AL UIBLOCE Y %R 4R (I, B5) X0 (L exnly, )
ENTOTCL)=ENTOT(1+TERNMD

[P —



841l
B42s
pLiG s
iy
1S
bz
Qu7e
SRR S
guss
150
851z
B
R
84Uy
T
SWé&n
0H7s
258y
oy
f160:
861
Bay
BH3:E
gaYs
0467

1 86b0

H67s
868:

;i( L u

870
B71:
{3720
a7az:
B4
B7S5s
B76%
a77:
f7de
879
080
gals
a8ds
gans
884z
B35
884
{87
3G
g9
390
Byl
Besn
CBYE
8741
AT
89461
HY7s
{98 s
899
YO0z

20

C

ENFUS( Ty 1) =ENFUS (I, 1 y+TERMQ
Ti=T-1

DO 30 K=1,T1

KNK:= h%I -

DO HO I=1.N

]59.

TERMU CPT(IY (T hh))*(ﬂ(T J)+ﬂ({yd)*X(T h)+ﬂ(1 AyRX(I K)ysrzg .+

HCIHy%XLy Kys#d.+A(I,B)®X (I K)"“-‘*"{- );
PNTHT(hh)“LNTUT(hh)41ERHU

ENFUSCL KRy =ENFUS (T - KK)Y+TERMOD

RETURN

END

e Ak it bve e e AP P W At T i el S M e e ik M S b Bt e = e e

SUBRQUTINE ESCALA(N: X XMAX XMIN)

e b e e AH P S mrm TR e e dheh S s e s el AP T b M ar e e B e

ODBJETIVD 2

e it B T —

DETERMINAR 18 VALDRES HMINIMD E

JUNTD DE NUMEROS.

GURPROGRAMAS UTILIZADDY =

NENHLIM.

DIMENSION X(1)

XMaX=X (1)

KHIN=X{(1)

PG 10 I=E«N

AAUK=X (1)

XMAX=AMAXE (XMAX, XAUX)
RHIN=AMINLCRMIN XALX)
CONTIRUE

RETURN

END

FUNCTION XNORMA(H. X

gy R e e S T e e

e b

Ma’XIHMD DE UM CONS

bETERMTNﬁR A Hﬁﬂﬁﬂ EUCLIDIANA DE UM VETOR DE H

COMPONPNTEJ-

SUBFROGRAMAS UTILIZADOS =

NENHUM.

DIMENSTION _X¢1)
SOMA=0.
DO 1 E=1,N



P01
GO
P05
POU
PG

1

SOMA=BOMA+X (L) ¥¥d.
CONTINUE
ANRORMA=SORT (J0MA)
RETURN

END

160.
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e

IMPLICIT DOUBLE FRECISION(A-H.0-Z
DIMENSTON A(S)-X{100) ALFA(L00) »ALFALCLI00) » (S, 100)

161.

DIMENGSION (5. 8).Y(5).AL(S) -ERRO{LI003 - XY (B00 » JXY(Y)

£

LR R R R A L R R e R R R LR R R R R R e R

% - *
¥ . FFFFF IJI TYTTT aAdA GGG  EEEEE Moo
& F I T A 66 B E MM MM %
¥ FFF T T  AAAAA EEE M oMM oMo
x F o T A &6 GG E M Moow
¥ F S TIX T A A& (G6  EEEEE M Moow
3 ®
hi%%ﬁ%%ﬁ&ﬁ%ﬁ%ﬁ%ﬁ%ﬁﬁ%ﬁ%Nﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁwﬁﬁﬁﬁx*ﬁ%ﬁ&%ﬁ

ORJIETIVO @

ESTE FROGRaMa REALTZA D AJISTE OTIMO DE PARAMETROS
FARA UM DADO FOLINOMIG COTA — VOLURME ESFECTFICADRG.
FORMEDE {00 HAalba 0L FOLEIROMIOS DE ORDEME 0. 1, 2
J W E 0O ERRQ PERCENTUAL MAXIMO COMETIDD FARA CADA

DRODEM CONGIDEROGDA. ESTE FROGRAMA INCLUE HATlDABL
FORMA DE GRAFICOS DOS FPOLINGMIOS E HISTOUGRAMAR
ERRO FERCEHTUAL «

METDDRD ¢ R

AJUSTE DBTIHMO DE PARAMETROL. (AFENDICE A)

SUBFROGEAMAS UTILIZADDS »

HX / XHMaxX / BISLIN (FONTE )
- HIST / VRLOT  (VPLDT)

DADDOS DE ENTRADA

- LDOEFICIENTES DI FOLINOMID COTA-VOLUME DE ORDEM

bl

00

- LIMITANTES INFERIOR L SUPERIOR DO VOLUME ARMAZE/

HADD PELD RESERVATORIN.

WRITE(L,3)

FORMAT (LML, ///720X, “4%% FITABEM DOS POLINOMIDG COTA~VOLUME LR

WHRITE(1.200)

FORMAT (770X 7% GUEFTCICNTES DO POLINOMIO DE ORDEM Y

VA TR YIRS
READCL-210) ATy, I=1,5)
FORMAT(SFE.Y)
MRITECL, 205) (ACTY» I=4,5)
FORMAT (13, 5F8.5)
WRITE(1:220)

o

l{ﬁ



Gln
GE
bl
Gae
Yo
Ve
&81
a4t
702
71
Far
735
ZlUsx
7He
762

783
A
BC:

g2
B85
SL}k
85
dés
875
B=
B4
PO
®la
Q2
L

Ly
Sz

220

aaoo

10

54
Lo

e
Faln]

68 ;

7%

@3y

99
100
100
102
108
104y
10%:
1042
107:
108=
109
110
1l
112:
115z
Liyy
115
116
117
1183
119y
1203

50

700

HOO0O0
H00

FORMAT (/78X 7% LIMITANTES DO RESERVATORIU ®7.//5X,

READCL250) X1:.Xb

FORMAT (2F 3.2

WRITE¢L1,230) XI.XS

M=300 -

WRITE(1-240)

FORMAT (/85X % N, DO DISFIRSITIWVI DE SAIDA =
READCL:5) NU .

FORMAT (12 :

KRITE (HW,4H00)

FORMAT CIHL /7 A4UK, "COEFTOTENTES S » /720X, TEFMi’

TXS AR S TN TAB S 7K CANT)
ML=0

KEY =0

No=Ni+l

DIFER=XS~XI
DELT=DIFER/FLOAT ()

DO 10 I=1.M
X(1y=XI+FLOAT (L) #DELT

WX (1)

ALFA (L) =HA (A W)

CONTINUE

DO 20 E=i.H
Hels1)=1./ALFACT)
CONTTHUE

IF(NLLER.O) B0 TO 4O

DI B0 J=2. N2

Ji=J-1

po A0 I=1,H

H{ds I)--(‘((I)**‘-‘Jl)fﬁL}-ﬁ(I)
CONTINUE

DO 85 I=1.5

ACCT) =0,

DO SO 1=1.NZ

DO 5O J=1.N2

B(T.J)=0.

Y(Ly=0,

PO S0 K=1.H
BCTody=00T, 0y +H(T, K)RH (oK)
Y(Iy=Y (I +H (I K)

CONTINUE

CALL BIBLIN(HZ.G,Y,AC)

DO 60 I=1,M

W=X (17

ALFACCT) =HX (AL, 1)

ERRO (1) =(DABS (ALFACT) ~PLFAC(T) ) /ALFACT)) %100,
CONT THUE
ERFODM=XH6X (1, ERRO)
IF(KEY.ER.1) GO TO 5000
WRITE (NW,700) N1,ERROM. (AC(L)>I=1,N2)

-

162,

l::::_ J)

AR T7XSTALY

FORMAT(/3X, "% DRDEM’ »I2,7 & “»Fb6.357 Z’»1X,5¢(F8.59,1%)>/)

MHi=N2

IFCNZL LTSy GIF TO 3000
IF(NWWEWa1) RLﬁD(le) KK
REY=1 -

WRITE(1.800)

FUORMAT CIHL /77 /725K, BATDA bRﬂFTLﬂ”///lOVx’* DEDEM DO,

4 FOLINOMIO COTA ~ VOLUME (<=l = ‘)
READCL,5) "HY <
WRITE(1,%00)

PR

A



121
1202
123
124
125:
124y
127s
128
12%s
130
151
1R2s
133
154
1350
136
1387
1580y
10%s
140z
TN
1432s
I4ds
14t
145y
tHar
147
AHE
I He
Nputel
150 =
152
155
154
185

13a4rn

157
158
139
160
1413
162
i43:
Loty
1465
166
147
1485
149

3170

173
172
1732
A7
170
174
1727
17835
X779

a0y

$o0

$000

100

110

[
C

&

-
&
o

163,

FORMAT(/10X, 7% DISEDSITIVO DE SAIDA = %)
READ (1+33 N
IF(NKLGT.2) B0 T 80
GO TO X000 i
DO 100 I=1.H -
XY (Iy=X(¢1)

TT=M+1

XY(II)=ALFACT)
TII=2nMA]

- XY (LD y=ALFat(d)

CONTINUE

XY (L =]

JRYA(2y=2

AXY (F)=1

S (M=

WRITE (MW, 110)

FORMATCIHL, 7400 "HISTOGRAMA DO ERREI PERLENTUAL )

CALL HIST(M.NW. ERROM: ERRD)

IF(RUWLEE.L) READCL.S5) KR

WRITE ¢HW: 120 '

FORMATCIHL: 730X "POLINOMIOS COTA-VOLUME

CaL.l UPLUT(XY;JXY:M:M:ErGyXI:X“rﬁLFﬁ(1):9LFQ(H)xOer)
WREITE (NW- 130y Nl

FORMAT(/L7X: 7 FOLINOMIO DE QRDEM W @ + FOLINOMIO DE URDEM .12
EF(NWLER. L) READ(L,5) RK

B0 TO 4000

BT0F

EHD

FUNCTTION HX(A-X)

ESTE BUBFROGRAMA DETERMINA © VALDR DO FOLI/
HOMIO COTA-VOLUME DE ORDEM 4 ESFECIFICADO
ATRAVED DE AQ-AL-A2,485, A0, FARA UM DaDD ua/
RE X ENTRE XI E X5.

HUBFROGEAMASR UTILIZADEE

MENHLUM .

IMFLICTT DOUBLE PRECISION(A-H.0-Z}

DIMENSION Acl)

HAX=A (I +A (2 EXAH (S UXEND LAY RXERT, +A(S ) %X uEly,
RETURN

END

FUNCTION XMAX(N, %)

W A WA S hl T a8 A e

DEJETIVED ¢



181
1R
188y
jtiyy
1893
1:862
187
188
18%:
390
191
192
194
19U
195
1%6 s
197y
1%y
194
200z
01
202
200
204 .
200
206H 8
207
2081
204
210z
211
212
218
214
215

2lay

217z
218n
219z
2204
221
222
28
a2
225
2E6:
227
220
2292
2301
231
2EP
235
2ok
A58
23471
257z
DHBy
259
240z

{
e
0
e

€
£

R R I ]

o

i

164,

DETERMINAR 0 MaXIMD VALOR ENTRE UM CONJUNTO DE

N NUMERDS.

SURFROGRAMAR UTILIZADOSG =

L L L Lok T e

NENH{M.

.

IMPLICTET DOUBLE FRECISTON(A--H.D-E)
DIMENSTON X¢1)

AMAX=X (1}

DO 10 I=2.,N

XAlTK=xX 1) -
AMAX=DMAXL (XHAX » XAUX)

CONTINUE

RETURRN

END

M i im mia Bk s bl kB ACH R R Mk e Wt M s Fas TR A S e mim e —

SUBROUTINE SISLIN(N«A-Y)

OBEJETIVI &

RESOLVER UM SISTEMQ_DE N EQUALOES LINEARES. A Ef

A MATRIZ DO COEFICIENTES. B E° O VETOR DE CURS/

TANTESD E Y EY A SOLUCAD DO SIGTEMA.

METODD 2

DECOMPOBILAD LU ¢U=L" ).

SUBFROGRAMAS UTILIZADDE =

I e L o e ]

NEMHUM.

IMPLICIT DBUBLE FRECESION(A-H,O-Z)
DIMERGSTION A¢S3:.5),B{1yY(LlyAal (58523
Yody=Rely/ael 1

IF(NLEQLEY GO T0 10

AL (L 1 y=DERRT(ACI 1))

DO 1 I=2-H

ALl 1y=Aa(1l, 1)/ /AL¢l. 1

DD 2 J=2+H

O 2 I=J.H

IF(I.NE.Jy GO TO U

BlclyDy=ACl,- 1)

ITi=I-1

Y 5 K=1,11 _
AL (L, Dy=R8RRT (AL 1))
GO 70 2

ALLT-Jy=A(1.0)

Jud=-1

DO 6 K=1,Jd -



165,

241x 4 Al =kl DAL (IRy=al (Jr KD
ALty - AL T Dy=ALeT . hy/al. ¢t
2UEe CONTINLE

ahtn Zely=B{lyrsak¢l.1)

CRYE DO I=2.N -
AUds ZlEy=ReD

247: II=f-1

248 DO 9 K=1.11I

249 & ZLy=ECTy—Al T . KasZ Ky~
2500 ZLLy=E Iy /LTI

251z 3 DONTINUE '

232 Y(Ny=Z{N) AL (HNHN)

253 Ni=n-~1

254 DI 7 L=1.NN

2588 ToN~,

254 Y(ly=2 (13

257 Iiwlal

258 ¢ BO 8 K=Ti.N

2% 8 Y(Ly=Y(Iy~AL (K- TI1%Y(K)
24600 Yl =Yy ALY 5

261 7 CONT ITHUE

dody 10 RETURN

2467y _ END

et




