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Resumo

Esta dissertacao aborda o problema de filtragem para sistemas dinamicos lineares uti-
lizando metodologias baseadas em desigualdades matriciais lineares (do inglés, LMIs —
Linear Matriz Inequalities). Mais precisamente, sao fornecidas condigoes para o projeto de
filtros de ordem completa para sistemas lineares continuos e discretos no tempo, usando
como critérios de desempenho as normas H, e H.,, com extensoes para tratar sistemas
com incertezas politopicas. As condicoes possuem um parametro escalar, tornando-se LMIs
para valores fixos do parametro. Como caracteristicas principais, as condicoes propostas
isolam a matriz de Lyapunov, usada para certificar a estabilidade com desempenho H, e
Hoo, das matrizes que produzem o filtro e contém os resultados da literatura conhecidos
como estabilidade quadratica para escolhas particulares do escalar.

Adicionalmente, o problema de filtragem H., com especificacoes em baixa, média e alta
frequéncia é abordado a partir de uma extensao do Lema de Kalman-Yakubovich-Popov
que relaciona desigualdades no dominio da frequéncia em intervalos de reta ou segmentos
de circulo com desigualdades matriciais. Sao propostas condicoes baseadas em LMIs para
o projeto de filtros H,, com especificagoes em intervalos de frequéncia que garantem
uma realizagao estavel com matrizes reais, nos casos continuo e discreto no tempo, com
extensoes para tratar sistemas incertos.

Exemplos numéricos ilustram os resultados do trabalho.

Palavras-chaves: Sistemas Lineares, Incertezas Politopicas, Filtragem Hs e Ho, Desi-

gualdades matriciais lineares (LMIs), Lema de Kalman-Yakubovich-Popov.



Abstract

This thesis is devoted to the problem of filter design for linear dynamic systems using
the Linear Matrix Inequality (LMI) framework. More precisely, LMI based conditions for
the design of full order filters for continuous- and discrete-time linear systems, using the
Ho and H,, norms as performance criteria, are proposed, with extensions to deal with
polytopic uncertainty. The conditions have a scalar parameter and become LMIs for fixed
values of the scalar. As attractive characteristics, the proposed conditions dissociate the
Lyapunov matrix, that certifies the stability and the H., or Hs performance, from the
matrices of the filter realization, encompassing the well-known quadratic stability based
results from the literature for specific values of the scalar parameter.

Additionally, the H, filtering problem with low, middle and high frequency specifications
is addressed through an extension of the Kalman-Yakubovich-Popov Lemma that relates
frequency domain inequalities on line or circle segments with matrix inequalities. LMI
based conditions for the design of H, filters satisfying frequency range specifications with
a stable realization and real matrices are proposed, for both continuous- and discrete-time
cases, as well as extensions to cope with uncertain systems.

Numerical examples illustrate the proposed results.

Keywords: Linear Systems, Polytopic Uncertainty, Hs and Hs Filtering, Linear Matrix
Inequalities (LMIs), Kalman-Yakubovich-Popov Lemma.
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1 Introducao

Nesta dissertagao, aborda-se o problema de filtragem por meio de otimizagao
convexa, mais precisamente pela utilizagao de Desigualdades Matriciais Lineares, ou LMIs
(do inglés, Linear Matriz Inequalities) (BOYD et al., 1994; EL GHAOUI; NICULESCU,
2000). Primeiramente, usando como critério de desempenho as normas Hs e Hoo, novas
condigoes com um parametro escalar (que sao LMIs para um valor fixo do escalar) para o
projeto de filtros sao apresentadas. Em seguida, com a finalidade de realizar o projeto de
filtros em intervalos de frequéncia, usa-se uma extensao do Lema de Kalman-Yakubovich-
Popov (KYP), conhecida como gKYP (do inglés, generalized KYP). Antes da apresentacao
dos resultados, faz-se um resumo do uso das técnicas baseadas em LMIs na teoria de
controle e no problema de filtragem.

Com a introdugao de algoritmos computacionais especializados (GAHINET et
al., 1995; STURM, 1999: LOFBERG, 2004), varios problemas da area de controle foram
reformulados em termos de procedimentos de otimizacao, e métodos alternativos as técni-
cas de projeto tradicionais (lugar das raizes, e diagramas de Bode e Nyquist) emergiram
na literatura. Dentre esses, destacam-se as técnicas que usam programacao semidefinida,
como, por exemplo, soma de quadrados (ou SOS, do inglés Sum of Squares) e LMIs. Mé-
todos baseados em SOS podem ser tteis no estudo da estabilidade de sistemas dinamicos
que apresentam nao linearidades ou atrasos (PARRILO, 2000); porém, limitando-se ao
estudo de sistemas lineares e invariantes no tempo, os resultados desta dissertacao sao
restritos as condicoes obtidas na forma de LMIs.

Associadas a teoria de Lyapunov, técnicas por meio de LMIs foram utilizadas
na solucao de varios problemas da area de controle, abrangendo desde a anélise de estabi-
lidade robusta de sistemas lineares invariantes no tempo (HORISBERGER; BELANGER,
1976; GEROMEL et al., 1998; DE OLIVEIRA et al., 1999b; PEAUCELLE et al., 2000) ao
projeto de controladores (BERNUSSOU et al., 1989; GEROMEL et al., 1991; SCHERER
et al., 1997; DE OLIVEIRA et al., 1999a; SHAKED, 2001; OLIVEIRA et al., 2002) e fil-
tros (GEROMEL et al., 1998; PALHARES; PERES, 1998; GEROMEL, 1999; GEROMEL
et al., 2002; DUAN et al., 2006; LACERDA et al., 2011), e desde a analise de estabilidade
de sistemas nao lineares com saturacao (HU; LIN, 2001; TARBOURIECH et al., 2006;
VALMORBIDA et al., 2010) e sistemas lineares com saltos markovianos (EL GHAOUT,
AIT-RAMI, 1996; NILIM; EL GHAOUI, 2005; de Farias et al., 2000; BRAGA et al.,
2013; MORALIS et al., 2015) ao problema de controle descentralizado (PERES; GERO-
MEL, 1993; GEROMEL et al., 1994; OLIVEIRA et al., 2000). Os primeiros problemas de
controle foram resolvidos por meio de LMIs usando o conceito de estabilidade quadratica,
que consiste em encontrar uma funcao de Lyapunov, ou seja, uma funcao positiva fora

da origem do espagos de estados com derivada negativa na solucao do sistema dinamico,
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que seja quadratica nos estados (isto é, uma forma quadrética com matriz constante). Ex-
tensoes para a analise de estabilidade de sistemas com incertezas politdpicas foram feitas
com a mesma matriz sendo utilizada para garantir a estabilidade assintética do sistema
em todo o dominio de incertezas. Devido a sua flexibilidade, a estabilidade quadratica
foi utilizada nao apenas na analise de estabilidade robusta, mas também na solucao de
diversos problemas na area de controle, incluindo o problema de filtragem.

O problema de filtragem, recorrente em diversas areas, consiste na estimagao de
variaveis por meio da medicao de variaveis correlatas. Por muitas vezes, deseja-se eliminar
o efeito de ruidos ou imprecisao inerente ao processo de medicao. Na teoria de controle,
quando a saida a ser estimada é o préprio espaco de estados, o problema de filtragem
recebe o nome de estimacao de estados e o filtro torna-se um observador de estados; nesse
caso, o problema de estimacao de estados é tratado como o problema dual do problema
de controle por realimentacao de estados e, dessa forma, muitas técnicas desenvolvidas
para o problema de realimentacao de estados sao, com algumas adaptagoes, aplicaveis ao
problema de filtragem.

Dentre os critérios de desempenho existentes, as normas Hs e Ho, do erro entre
a saida do sistema e a saida estimada pelo filtro estao entre as mais utilizadas. Solugoes do
problema de controle H,, por meio de equagoes de Riccati (ZHOU; KHARGONEKAR,
1988; BERNSTEIN; HADDAD, 1989; GRIMBLE, 1993) estao disponiveis na literatura.
Alternativamente, o problema de filtragem pode ser resolvido por LMIs usando o conceito
de estabilidade quadratica, tanto para sistemas continuos (GEROMEL, 1999; DE SOUZA
et al., 2000) como para sistemas discretos (GEROMEL et al., 2000; COUTINHO et al.,
2009). Fornecendo o filtro 6timo para sistemas precisamente conhecidos e provendo exten-
soes diretas para tratar o caso incerto, os resultados de filtragem quadratica consolidaram
o uso de LMIs na resolucao de problemas de controle.

Apesar do avanco promovido e de prover o filtro 6timo Hs ou H, no caso de
sistemas precisamente conhecidos, a estabilidade quadratica pode fornecer resultados con-
servadores para sistemas incertos. Por isso, condi¢oes menos conservadoras foram obtidas
com a utilizacao de fungoes de Lyapunov e condigoes LMIs com variaveis extras depen-
dentes polinomialmente de parametros que, além de superar o uso da mesma funcao de
Lyapunov para todo o politopo, separam a matriz de Lyapunov das variaveis utilizadas na
sintese dos filtros. Dessa forma, condicoes de projeto de filtros com variaveis dependentes
de parametros foram propostas primeiramente para o caso discreto (BARBOSA et al.,
2002; GEROMEL et al., 2002; XIE et al., 2004; DUAN et al., 2006; LACERDA et al.,
2011) e com algumas extensoes para o caso continuo (BARBOSA et al., 2005; DE SOUZA
et al., 2007; LACERDA et al., 2011), para a obtengao de resultados menos conservadores.

Um importante lema para a teoria de controle é o Lema de Kalman-Yakubovich-
Popov (KYP), que pode ser usado para testar positividade real de matrizes de transfe-

réncia ou para obter o Bounded-Real-Lemma (muito utilizado no projeto de controladores
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Hso). Em sua forma padrao, o Lema KYP estabelece a equivaléncia entre a desigualdade

no dominio da frequéncia, ou FDI (do inglés, Frequency Domain Inequality),

(jwl —A)~'B
1

*@{UwI—AY4B

para todo w € R, e a busca por uma matriz simétrica P = PT € R™*" tal que

*

A B
I 0

0 P
P 0

A B

Lo te=o (1.1)

em que A e B representam as matrizes dinamica do sistema e a de controle ou ruido,
respectivamente.

Observe que enquanto a FDI representa um teste de dificil verificagao (pois
deve ser valida para todo w € R), a LMI (1.1), por definir um conjunto convexo, pode
ser validada por meio de algoritmos eficientes, por exemplo métodos de pontos interiores
(NESTEROV; NEMIROVSKII, 1994; NESTEROV, 2004). Apesar de ser um resultado
importante na teoria de controle, em sua forma padrao, o lema nao trata especificagoes
em faixas de frequéncia finita.

Na década de 2010, extensoes do lema de KYP que consideram intervalos fini-
tos de frequéncia foram desenvolvidas. Nesse contexto, destaca-se o trabalho (IWASAKI;
HARA, 2005), conhecido como Lema de KYP generalizado, ou gKYP (do inglés, gene-
ralized Kalman-Yakubovich-Popov Lemma). Outra extensao do lema de KYP foi feita
em (GRAHAM et al., 2009) para especificagoes em baixa, média e alta frequéncia por
meio de um par de desigualdades.

Portanto, a partir da extensao do gKYP apresentada em (IWASAKI; HARA,
2005) ou ainda de (GRAHAM et al., 2009), podem ser desenvolvidas condigoes de projetos
de filtros, continuos e discretos, com especificagoes em baixa, média e alta frequéncia.

As principais contribui¢oes desta dissertagao sao: (1) projeto de filtros conti-
nuos e discretos, otimizando como critério de desempenho as normas Hs ou H,, tanto
para o caso precisamente conhecido, como para o caso incerto considerando um limitante.
Como principais caracteristicas, as condicoes apresentadas contém e generalizam os re-
sultados de filtragem baseadas na estabilidade quadratica, fornecendo limitantes menos
conservadores no caso incerto. Adicionalmente, quando comparadas com outras condigoes
da literatura, resultados similares sdo obtidos com menor esfor¢o computacional; (2) pro-
jeto de filtros, continuo e discreto, com especificagoes em faixas de frequéncia a partir do
resultado do gKYP de (IWASAKI et al., 2000; IWASAKI; HARA, 2005).

A organizagao desta dissertacao segue a seguinte estrutura para os proximos
capitulos, sendo que o Capitulo 2 apresenta os fundamentos; os capitulos 3 e 4 contém as
contribuicgoes; e o capitulo 5 apresenta as conclusoes. Ao final, apresenta-se, no apéndice,

a rotina do MATLAB para a implementagao de um dos resultados propostos usando o
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ROLMIP.

Capitulo 2: Conceitos Basicos

Apresentam-se alguns conceitos matemaéticos utilizados ao longo da disserta-
¢ao, como a caracterizacao dos espacos de Hilbert com normas Ho e Hso; as condicoes
LMIs para o calculo dessas normas, com e sem parametro escalar; os resultados de filtra-

gem baseadas na estabilidade quadratica; e o Lema gKYP.

Capitulo 3: Filtragem H,
Apresentam-se as condigbes com parametro escalar para o projeto de filtro Hs,
casos continuo e discreto. Exemplos numéricos ilustram a aplicacao das condigoes propos-

tas.

Capitulo 4: Filtragem H.

Apresentam-se as condicoes para o projeto de filtro H,, com parametro esca-
lar. Além disso, sao apresentadas as condigoes para o projeto de filtros com especificagoes
em baixa, média e alta frequéncia, para os casos continuo e discreto no tempo. Exemplos

numéricos ilustram a aplicacao das condicoes propostas.

Capitulo 5: Conclusoes e Perspectivas
Contém as conclusoes, perspectivas para trabalhos futuros e relacao dos arti-

gos produzidos ao longo do desenvolvimento desta dissertacao.

Apéndice
Apresenta-se uma rotina MATLAB que utiliza o ROLMIP para programagao

de LMIs dependentes de parametro.



19

2 Fundamentos

Este capitulo tem o objetivo de apresentar os conceitos basicos utilizados ao
longo desta dissertacao. Embora na literatura possam ser encontradas referéncias aos
resultados contidos nesse capitulo, procura-se introduzir as principais ferramentas tedéricas
que servem como base para os resultados dos capitulos subsequentes. A maior parte dos

resultados expostos neste capitulo podem ser encontrada em Zhou et al. (1996), Fairman

(1998).

2.1 Normas de Sinais e de Sistemas

Alguns conceitos matematicos sao introduzidos nas subsecoes seguintes com o
objetivo de definir, resumidamente, os espagos Hs € H . Sistemas dinamicos com matrizes

de transferéncia que pertencem a esses espacos sao estudados ao longo deste trabalho.

2.1.1 Conceitos Basicos

Seja X um espago vetorial tendo R (ou C) como campo, e considere || - || uma
norma em X. Entao, denomina-se X como espac¢o normado. Por exemplo, R" junto com
qualquer norma || - ||, representa um espaco vetorial normado. Adicionalmente, o espago
Cla, b], formado pelo conjunto de fungoes continuas e limitadas em um intervalo real [a, b],

equipado com norma definida por

[fllee = sup [[f@)II;

t€la,b]

em que f € Cla,b], é um espaco normado.

Com isto em mente, considere X um espago normado, e defina {z,} uma
sequéncia contida em X. A sequéncia {z,} é convergente em X, diga-se x,, — x, se
|z, — x|| — 0, para algum x € X. Além disso, {z,} é uma sequéncia de Cauchy se
Ty — xm|| = 0, para n,m — oco. Observe que toda sequéncia convergente é um sequéncia
de Cauchy; no entanto, a reciproca nao é verdadeira. Espacos vetoriais normados nos quais
toda sequeéncia de Cauchy é convergente sao denominados de espacos de Banach, como,
por exemplo, o espago C[a, b]. Os espagos £, [0, oo, para 0 < p < 0o, em que, para cada va-
lor de p, £,[0, 00) representa o conjunto de todas as sequéncias {x,} com Y2° ||z;||” < oo,

e norma definida como

ol = (3 la)"

sao exemplos de espacos de Banach.
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Se p = 00, 0 espago l.[0,00) representa o conjunto de sequéncias limitadas
com norma definida por

[ ]loc = sup |-
(2

Para espacos cujos elementos sao vetores ou matrizes, substitui-se o valor ab-
soluto, | - |, pela correspondente norma.
Espacos vetoriais com produto interno podem ser equipados com a norma

induzida pelo produto escalar, definida como

|z|| = V< z, 2>,

em que < -, - > representa um produto escalar.

Associados ao conceito de espacos com produto interno, tém-se os espacos
de Hilbert, caracterizados por serem espacos com produto interno completos. Note que
os espacos de Hilbert sdo uma classe especial de espacos de Banach. Como exemplo de
espacos de Hilbert de dimensao finita, considere o C*"*™ com o produto interno

<A, B>=Tr(A"B) = Z Za;‘jbij,‘v’A, BeC™™,

i=1j=1

em que a;; e b;; sao os elementos das matrizes A e B.

O espago lo(—o00, +00) equipado com o produto escalar no espago euclidiano
é um espaco de Hilbert de dimensao infinita. De maneira similar, o espaco formado por
funcoes quadraticamente integraveis em um intervalo I C R com produto interno definido
por

< fg>= [ 0 gt

com f(t),g(t) € Lo(I), é outro exemplo de espaco de Hilbert de dimensao infinita, deno-

minado Lo(]). Se as fungoes sdo vetores ou matrizes, define-se o produto interno por

< fg>= [ Bl g0t

O espagos vetoriais Lo(—00,4+00), L5]0, +00) e Lo(—00, 0], sdo importantes no
desenvolvimento deste trabalho, e recebem a notacio Ly, Lo+ € L3, respectivamente.
Seja H um espaco de Hilbert, e considere um subconjunto &; C H. Entao,

define-se o complemento ortogonal de S; em H, denominado Si-, como

St={zecH <z,y>=0,Yyc S}

Portanto, note que L3; é o complemento ortogonal de Ly+ com relagdo ao

espaco de Hilbert L.



Capitulo 2. Fundamentos 21

2.1.2 Espacos de Hardy H, e Ho

Nesta secao, abordam-se espacos formados por funcoes complexas de variaveis
complexas. Ou seja, considera-se S C C um subconjunto aberto e uma funcao f : S — C.
A funcao f é analitica em um ponto zq se for diferencidvel em zy e em uma vizinhanca de zg.
Da teoria de variavel complexa, uma funcao é analitica em um ponto zy se e somente a
fungao tem representagao em série de Taylor em z, (BROWN; CHURCHILL, 2014). Além
disso, a funcao f é analitica em S se para todo ponto z € S, a fungao é analitica em z.

Dito isto, considere S C C um subconjunto aberto. O espaco de dimensao

finita formado por funcoes F': S — C tais que
+oo
/ Tr(F(jw)* F(jw))dw < +00,

equipado com o produto interno definido por
1 e
<F.G>= o / Te(F(jw) G(jw))dw,
T J—o00

e norma induzida dada por
|E|l2 = /< F, F >,

¢ denominado espaco L.

O subconjunto Hs, definido como o conjunto de funcao analiticas em Re(s) > 0,
compoe uma ferramenta fundamental no desenvolvimento deste trabalho. O complemento
ortogonal de Hy, definido como Hj, é formado pelo conjunto de matrizes que sao analiticas
no semiplano esquerdo.

Dessa forma, observe que do ponto de vista da teoria de sistemas, matrizes de
transferéncia associada a sistemas dinamicos estaveis e causais pertencem ao espago Ho.
Por outro lado, sistemas nao causais e antiestdveis' geram matrizes de transferéncia que
pertencem a Hi .

Sendo um espaco de Hilbert, o espaco Hs é equipado com produto interno e

norma definida por

1 [too
1 =sup {5 [ TP (o + juo) Flo+ jo)de ), (2.1)
o>0 0

em que F' € Hy. Como apresentado em (ZHOU et al., 1996), a expressao (2.1) equivale a
o Lt N
IFIB = 5 [ Tr(F(jw)" F(jw))do. (2.2

Vale ressaltar a relacio dos espacos Ly, Hy e Hy no dominio da frequéncia

com os espacos no dominio do tempo introduzidos no inicio do capitulo. Para tanto,

I Sistemas dindmicos antiestdveis tém todos os autovalores no semiplano direito, sendo uma subclasse

dos sistemas instaveis. Ver Zhou et al. (1996), Fairman (1998) para maiores detalhes.
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note que se uma fun¢do (matricial, vetorial ou escalar) no tempo f(t) € Lo(—00, +00),
entao a transformada bilateral de Laplace existe, e o eixo imaginario pertencente a regiao
de convergeéncia. Definindo F'(s) = L{f(t)}, em que F(s) é a transformada de Laplace
da funcao f(t), e L : Lo(—00,4+00) — Lo é uma transformacao linear entre os espagos
Lo(—00, +00), no dominio do tempo, e Lo, na frequéncia, e usando o teorema de Parseval,
tem-se que

IE ()2 = 1F @)=,

ou seja, a transformagao L. é um isomorfismo entre Lo(—00, +00) e Ly. Considerando LT
a transformada de Laplace a direita e L.~ a transformada de Laplace a esquerda, mostra-
se, de maneira similar, que essas estabelecem um isomorfismo entre os espagos no tempo
Lo+ e Ly, e os espagos na frequéncia Hy e Hy, respectivamente. Em outras palavras, os
espagos Lo(—00,+00), Lo+ e Ly sao relacionados por meio de uma transformagao linear
isomérfica (diga-se, transformada de Laplace) com os espagos no dominio da frequéncia
£27 Hg € H%‘ .

Além do espago Ha, utiliza-se o espago H., na apresentacao dos resultados
dessa dissertagdo. O conjunto L, é um espago de Banach (porém, nao de Hilbert, pois
nao é equipado com um produto interno) formado por fungdes complexas de varidveis
complexas que sao essencialmente limitadas® no eixo imaginario, ou seja,

esssup o(F(jw)) < oo,
weR

associadas a norma
| F(8)||oo = esssupa(F(jw)). (2.3)

weR

No caso em que F(jw) é uma fungao racional, a expressao (2.3) equivale a
1£(8)llc = sup 7(F(jw))- (2.4)

Associados ao espago L., tém-se os subespagos Hoo € H . O primeiro é for-
mado pelo conjunto de fungoes analiticas em Re(s) > 0 e limitadas no eixo imagindrio, e
o segundo por funcoes analiticas em Re(s) < 0 e limitadas no eixo imaginério. O espago
H é equipado com a norma

| E(8)|loo = ess ili% o(F(s)) =esssupa(F(jw)), (2.5)

weR

e H_, por sua vez, com

| F(s)]|oc = ess sup o(F(s)) =esssupa(F(jw)). (2.6)

weR

Observe que, se F(s) € Hoo ou F(s) € H é uma func@o racional prépria,

entao [ F(s)[loc = sup,er o(F(jw)).

2 Uma fungao é essencialmente limitada se existe uma constante c, tal que o conjunto {w € R : |F(jw)| >

¢} é um conjunto de medida zero.
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A norma H., tem uma interpretacao importante no estudo de sistemas lineares
invariantes no tempo, pois representa o valor do ganho maximo, denominado ganho L,
entre a energia da entrada e saida ao considerarem-se sinais de entradas pertencentes ao

espaco L,. Esse resultado é apresentado a seguir.

Teorema 2.1. Considere H(s) € Lo a matriz de transferéncia de um sistema linear
e invariante no tempo de dimensao p x ¢. Entao, ||H(s)|/~ representa o ganho maximo
da energia de saida para a entrada ao aplicarem-se sinais de entradas quadraticamente

integraveis, ou seja, sinais pertencentes ao Lo.
Demonstragao. A prova pode ser encontrada em (ZHOU et al., 1996). O

As seguintes propriedades associadas as matrizes de transferéncias racionais

que pertencem ao espaco L., sao importantes no contexto deste trabalho.
i) Se H(s) € Lo, entdo {Y(s): Y(s) = H(s)U(s) : U(s) € La} C Lo

ii) Se H(s) € Heo, entio {Y(s): Y(s) = H(s)U(s) : U(s) € Ha} C Ho;

iii) Se H(s) € Ho, entdo {y(s): Y(s) = H(s)U(s) : U(s) € Hi} € Hi.

Doravante, os resultados apresentados referem-se as matrizes racionais que
pertencem ao espaco Hoo, €, portanto, assume-se que ||[H(s)|lw < 7 implica que H(s)
é uma matriz de transferéncia de um sistema causal e analitica no semiplano direito e,

portanto, BIBO (do inglés, Bounded input bounded output) estével.

2.2 Calculo das Normas Hs e H,, Usando LMIs

Nesta segao, o calculo das normas Hs e Ho, de matrizes de transferéncias asso-
ciadas a sistemas dinamicos lineares e invariantes no tempo usando LMIs é apresentado.
Aborda-se, primeiramente, o calculo da norma Hs, para sistemas continuos e discretos,
usando as formulagoes primal e dual. Em seguida, o problema da determinacao da norma
Hoo por meio de LMIs é apresentado.

Para tanto, considere o sistema em espaco de estados

d[z] = Az + Bu
y = Cx + Du (2.7)
com

Aec R BeR"™, 6 CeRP" DeRP,

em que r € R é o vetor de estados, u € R" é o vetor de entradas, y € R? representa o

vetor de saidas e 0[x] é ou o operador derivada, &(t), para sistemas continuos, ou avango
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no tempo, z(k + 1), para sistemas discretos. Adicionalmente, considere
H()=C{I—-A)"'B+D (2.8)

a matriz de transferéncia racional associada ao sistema (2.7), sendo ¢ a varidvel de Laplace

s no caso de sistemas continuos, ou a variavel z para sistemas discretos.

2.2.1 Calculo da Norma H,

Antes da apresentacao das condi¢oes usando LMIs para o calculo da norma Ho
do sistema (2.7), note que, no caso continuo, o modelo representa sistemas cujas respostas
ao impulso A(t) sdo nulas para t < 0, ou seja, sistemas causais. Consequentemente, as
correspondentes matrizes de transferéncias (2.8) sao elementos do espago Hs se e somente
se h(t) € L3]0,400). Em espagos de estados, a condi¢ao h(t) € L5]0,400) implica que
a matriz A é Hurwitz (todos os autovalores tém parte real negativa), e a matriz D é
nula (ZHOU et al., 1996). No caso discreto, por outro lado, h(k) € I3[0, +00) se e somente
se a matriz A for Schur estavel (todos os autovalores estao no interior do circulo de raio
unitario do plano complexo).

Deste ponto em diante, ao mencionar-se norma H, de uma matriz de trans-
feréncia, assume-se, implicitamente, que as restricoes supracitadas sao impostas ao mo-

delo (2.7).

2.2.1.1 Sistemas Continuos

Conforme apresentado na expressao (2.2), se a matriz H(s), dada em (2.8),

pertence ao espaco Hs, a norma é definida por

IHGE= o [ Te(H (o) H (i)
+oo +00
= [ mr @t = [ T e)dt, (2.9)
em que
{ Ce™B, t>0.
h(t) =
0, t<0.

Substituindo a expressao de h(t) em (2.9), obtém-se as expressoes para o cdlculo da norma

Ho do sistema continuo (2.7).

Lema 2.1. Considere o sistema continuo controlavel e observavel descrito por (2.7), em
que A é Hurwitz e D = 0. O valor da norma #, (ao quadrado) da matriz de transferéncia
H(s) é dado por

|H (s)||3 = Tr(BTPB) = Tr(CWCT) (2.10)



Capitulo 2. Fundamentos 25

em que P=PT = 0eW =W » 0 sao solucoes das equacoes

ATP + PA+ C'C =0, (2.11)
AW + WA”" + BB” = 0. (2.12)

As matrizes P e W s@ao denominadas gramianos de observabilidade e controlabilidade,

respectivamente.

As equagoes (2.11)—(2.12) apresentam solugdes tinicas, simétricas e definidas
positivas se A for Hurwitz e (A, C) for observavel, ou (A, B) for controldvel (propriedades
da solucao da equagao de Lyapunov). Portanto, usando o resultado do Lema 2.1, a norma
Ho do sistema (2.7) pode ser calculada pela expressao (2.10) a partir da solugao de (2.11)
ou (2.12).

Alternativamente, usando o resultado a seguir (RAN; VREUGDENHIL, 1988),
o célculo da norma H, do sistema (2.7) pode ser formulado por meio de um problema

convexo de otimizacao com restrigoes LMIs.

Lema 2.2. Considere A € R™" uma matriz Hurwitz, matrizes simétricas Qo > ()1 = 0

tais que o par (A, Q} / 2), seja observavel para i = 1, 2. Defina P; e P, solugoes das equagoes
ATP1+P1A+Q1 =0, ATP2+P2A+Q2 =0.
Entao, P, = P.
Usando o Lema 2.2, considere uma matriz P tal que
ATP + PA+CTC <0, (2.13)

entdo P > P, em que P é a solucdo da equacdo (2.11). Portanto, a norma ||H(s)||z pode

ser calculada a partir da seguinte formulagao convexa (DE OLIVEIRA, 1999):
|H(s)||3 = inf{Tr(B* PB) : AT P + PA + C'C < 0}. (2.14)

Observe que uma questao a ser discutida é se, de fato, a solucao obtida por
meio de (2.14) equivale a solu¢do do Lema 2.1. Sem utilizar argumentos matematicos

complexos, a equivaléncia pode ser provada por meio de uma redefinicao da matriz de

C<—[C],
Vel

em que € > 0, a formulagao (2.14) é equivalente ao seguinte problema convexo sobre um
conjunto fechado (DE OLIVEIRA, 1999):

saida C. Dessa forma, fazendo-se

| H (s, €)||2 = min{Tr(B"PB) : ATP + PA + C'C < 0}. (2.15)
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A diferenga entre as normas calculadas a partir do procedimento (2.15) e do

Lema 2.1 é dada por
1H (s, €)l5 = [|1H(s)][3 = €Tr(W) = OCe), (2.16)

portanto, como o valor de € controla a distancia entre as solucoes, tornando as solucoes do
problema tao préximas quanto desejado, o problema de determinacao da norma H, € feito
utilizando® a formulacdo (2.14). As formulagoes com LMIs, como (2.14), podem ser ainda
expandidas pela utilizacdo do complemento de Schur (BOYD et al., 1994), resultando em
condigoes mais propicias para a sintese de filtros (DE OLIVEIRA, 1999).

Lema 2.3. Considere o sistema continuo representado por (2.7). As seguintes relagoes

sao equivalentes:

i) [[H(s)ll2 < p.

i) Existem matrizes 0 < P = PT € R"™" e M = MT € R™" tais que

Tr(M) < p?, (2.17)
M BTP]
s p |70 (2.18)
ATP+ PA CT]
: | =0 (2.19)

i4i) Existem matrizes 0 < W = WT € R™" e M = MT € RP*P tais que (2.17),

M CW]
>~ 0, 2.20
wer w | (2:20)

AW +WAT B ]
;T | <o (2.21)

O valor da norma H, (ao quadrado) do sistema (2.7) é obtido, de maneira equivalente,

por meio dos seguintes problemas de otimizagao convexa
|H(s)||3 = min.{p? : (2.17)-(2.19)}, (2.22)
ou
|H(s)||3 = min.{p? : (2.17), (2.20)-(2.21)}. (2.23)

Além disso, os problemas (2.22) e (2.23) sao chamados de formulacao primal e dual,

respectivamente.

3 A partir deste ponto do manuscrito, apenas desigualdades estritas sdo utilizadas.
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2.2.1.2 Sistemas Discretos

De maneira analoga ao caso continuo, a expressao
1 ™ ) )
IHE = o [ Te(H(e) H(e))dw
T J—7
+oo +oo
= ST (Wh(k) = 3 Te(h(k)h" (k) (2.24)
k=0 k=0

é utilizada para o célculo da norma H, da fungao de transferéncia discreta (2.8). A sequén-

cia h(k) é a resposta ao impulso do sistema discreto (2.7) dada por

CAF-1B, k> 0.

h(k) = { o o (2.25)

Substituindo-se (2.25) em (2.24), obtém-se o seguinte resultado (andlogo ao Lema 2.1 para

sistemas continuos).

Lema 2.4. Considere o sistema discreto (2.7), com matriz A Schur estével. Entao,

| H(2)||2 = Tr(B"PB 4 D'D) = Tr(CWC” 4 DDY) (2.26)
ATPA —P 4+ C'C =0, (2.27)
AWAT —W + BB” =0, (2.28)

sendo P = PT ¢ W = W7 os gramianos de observabilidade e controlabilidade, respectiva-

mente.

Similar ao caso continuo, como a matriz A é Schur estavel, as matrizes P e W
sao positivas definidas. Resultados para o célculo da norma Hs para sistemas discretos

usando LMIs sao apresentados a seguir.

Lema 2.5. Considere um sistema Schur estével representado por (2.7). Entao, as seguintes

afirmacoes sao equivalentes.
i) |H(2)ll2 <p

i) Existem matrizes 0 < P = PT € R™" e M = M7 € R™" tais que (2.17),

M BTP D]
PB P 0|0, (2.29)
D 0 I
P ATP (7]
PA —P 0| <0. (2.30)
cC 0 I
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iii) Existem matrizes 0 < W = WT € R™" e M = MT € RP*? tais que (2.17),

M CW D]
wct w o of =0, (2.31)
DT 0 I
W AW B
WAT —W 0| <0. (2.32)
BT 0 I

Assim, a norma Hs pode ser calculada usando as formulagoes primal
|H(2)|]3 = min.{p* : (2.17),(2.29)-(2.30)},

ou dual
| H (2)|]3 = min.{p* : (2.17),(2.31)(2.32)}.

2.2.2 Calculo da norma H.,

A norma H., do sistema (2.7) ¢é utilizada nos resultados apresentados nesta
dissertagao. Consideram-se sistemas dinamicos cujas matrizes de transferéncias sao racio-
nais e pertencem ao espago H, (ou seja, causais e analiticas no semiplano direito fechado).
No caso continuo, a matriz de transferéncia ¢é limitada no eixo imaginario e tem norma

H~, dada por
H($)lloo = supo(H ().

No caso discreto, sao considerados sistemas nos quais a matriz de transferéncia é limitada

no circulo unitario, com norma H,, dada por

IH(2)]loo = sup a(H(e™)).

weE[—m,7]

A partir do resultado do Teorema 2.1 (bem como o equivalente discreto), estabelece-se o

seguinte resultado para o calculo da norma H,, do sistema linear e invariante no tempo

dado em (2.7).

Lema 2.6. Considere o sistema continuo linear e invariante no tempo dado em (2.7). As

seguintes condicoes sao equivalentes:
i) 1H(s)lloo < -
i1) Existe uma matriz simétrica 0 < P € R™*" tal que

ATP+PA PB (T
B’P -1 DT | =<0. (2.33)
C D —v2I
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Demonstragao. A partir do resultado do Teorema 2.1, sabe-se que ||H(s)||« < 7 se, e
somente se,

ly@®)13 < »*[lu(®)]]3- (2.34)
Note que, dizer que H(s) é racional e analitica no semiplano direito fechado é o mesmo
que garantir que a matriz A no sistema (2.7) é Hurwitz. Ou seja, existe uma matriz
simétrica P > 0 tal que, a derivada da funcao de Lyapunov quadréatica nos estados,
v(z(t)) = z(t)T Px(t), é negativa, isto é

()T (AT P + PA)x(t) + 2u(t)"BT Px(t) < 0. (2.35)

Reescrevendo (2.34) por meio de produtos escalares e somando-se a desigualdade resul-

tante com (2.35), obtém-se a seguinte desigualdade
()T (AT P 4 PA)x(t) + 2u(t)" BT Pa(t) + y(t) y(t) — v*u(t) u(t) < 0. (2.36)
Substituindo-se a expressao para y(t) obtida de (2.7) em (2.36), tem-se
t
{ﬂ 1 <o0. (2.37)
u(t)

Como a desigualdade (2.37) deve ser vélida para todo t > 0, Va(t) e Vu(t), tem-se

ATP+ PA+CT'C PB+CTD

6Ot w(t)”
O w07 |7 e e DD — 421

ATP+ PA+CT'C PB+C'D
BTP+DTC  DTD -~

Portanto, o resultado segue pela aplicacao do complemento de Schur.
O valor da norma H,, pode ser obtido a partir do problema de otimizacao

convexo
|H(s)]2 = min.{7: (2.33)}.
]

Lema 2.7. Com relagao ao sistema discreto representado por (2.7), as seguintes condigdes

sao equivalentes.
i) 1H(2)lleo <
it) Existe uma matriz simétrica 0 < P € R™*" tal que

ATPA—P  ATPB (7
BTPA  BTPB-—~2I DT| <0. (2.38)
C D 1

A norma H, é obtida por meio do problema de otimizagao convexo

1 (2)]|3 = min. {7 : (2.38)}.

Demonstracao. Similar ao caso continuo. O
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2.3 Resultados Auxiliares

Alguns resultados auxiliares sao apresentados nesta se¢ao, a saber: os lemas de
Finsler e da Projecao, bastante utilizados em teoria de controle, pois permitem a obtencao
de condigoes equivalentes na forma de LMIs. Por muitas vezes, o Lema de Finsler é utili-
zado para separar as variaveis de decisao da matriz de Lyapunov, permitindo que a matriz
de Lyapunov seja considerada dependente de parametros. O Lema de Finsler também é
usado em condicoes relacionadas com as normas Hs ou H., € para introduzir variaveis
extras nas condigoes, as chamadas variaveis de folga, ou multiplicadores, proporcionando

condicoes menos conservadoras ao tratar sistemas incertos.

2.3.1 Lema de Finsler

Composto por quatro equivaléncias algébricas, o Lema de Finsler é uma ferra-

menta essencial no projeto de sistemas de controle usando LMIs.

Lema 2.8. Considere uma matriz hermitiana Q € C™*" e uma matriz B € C™*" com

m < n e rank(B) = r < n. Entao, as seguintes condigoes sao equivalentes.
i) 21'Qz < 0, para todo z tal que Bz = 0.
i) BY" QB+ < 0.
iii) Jp e R, p>0:Q— uB*B < 0.
w) X e C™™: Q+ XB +B*X* < 0.
Demonstragao. A prova deste lema pode ser encontrada em (SKELTON et al., 1998) ou
em (DE OLIVEIRA; SKELTON;, 2001), e é reproduzida a seguir.

i) = 4i): Primeiramente note que todo vetor z tal que Bz = 0, pode ser escrito como

2 = Bly, para algum y € C"". Entéo,
y*BYQBLy = 2*Qz < 0,

usando-se o fato que i) é verdadeiro.

i1) = i): De maneira similar, assume-se que i) é verdadeiro. Portanto,

Z"Qz = y*BL*QBy <0,

em que z = By, ou seja, Bz = 0.
iii),iv) = 4i): Primeiramente, considere o caso i) = 4i). Assumindo que o item i) é
verdadeiro, note que

BX'QB* =B (Q — B*B)B™,



Capitulo 2. Fundamentos 31

como, por hipétese, Q — uB*B < 0 e B+ tem posto completo de colunas, o resultado segue.
A implicacao iv) = ii) pode ser mostrada similarmente.
i4i) = iv): Assumindo que o item i) é verdadeiro e escolhendo X = (—u/2)B*, observe
que

Q+XB+B*X*=Q—uB*B=<0.

i1) = i11): Suponha que o item ii) é verdadeiro. Note que se existir uma matriz D € C™*"
tal que rank(D) = r,
rank {D Bl} =n, (2.39)

e D*B*BD = I, entao o resultado esta provado. Isto pode ser verificado da identidade

D*QD — uI D*QB*

2.40
BI'QD  BLQBL (2.40)

D * 1| —
[Br] (Q— 1B"B) [D B } -

e, por hipétese, BY"QB! < 0. Entdo, com a aplicacdo do complemento de Schur prova-
se que existe um escalar p > 0 que faz com que a matriz a direita da igualdade na
expressao (2.40) seja definida negativa.

Neste ponto, a prova do lema resume-se a busca de uma matriz D com as
caracteristicas supracitadas. Para tanto, considere a decomposicao de posto completo* da
matriz B = B/B,, em que B, € C"™*" e B, € C"™*". A partir dessa decomposi¢ao, a matriz
de interesse é construida da seguinte forma D = B*(B,B*)~*(B;B,)~'/2. Note que essa

matriz satisfaz as propriedades desejadas. O

Observe que i) e ii) estabelecem a equivaléncia entre o teste de negatividade
de Q no subespaco vetorial formado pelo conjunto de vetores, w € C™, tais que Bw = 0
com a negatividade da mesma matriz ao restringir-se o dominio ao subespago gerado pelos
vetores ortogonais a R(BT). Adicionalmente, note que nos itens #i4) e iv) introduzem-se

variaveis extras pu e X, respectivamente.

2.3.2 Lema da Projecao

O Lema da Projecao estabelece alternativas para testar a negatividade de
uma expressao matricial em dois subespacgos simultaneamente. O resultado é importante
no desenvolvimento de condigoes alternativas para o calculo das normas H, e H, de

sistemas dinamicos lineares e invariantes no tempo.

Lema 2.9. Considere x € C", Q = Q* € C"*",S € C™*" e K € RP*™ tais que rank(S) < n

e rank(K) < n. Entao, as seguintes condigbes sao equivalentes:

4 Esta fatoracdo sempre existe e pode ser obtida a partir da decomposicio de valores singulares da

matriz B. Por exemplo, considere B = UXV*, com U = [Ul Ug}, V= [Vl ‘/2} e ¥ = diag{>,, 0},
em que X, = diag{o;},i = 1,...,r. Entdo, pode-se escolher B, = Uy e B, = X, V;*. Vale a pena
destacar que esta decomposi¢ao nao é tnica.
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i) STQSt <0 e KFQKE < 0.
i) I eR,u>0:Q—puS*S<0e Q— uK*K=<0.

iii) 3X € CP™: Q+ K*XS +S*X*K < 0.

Demonstragao. A prova desse lema pode ser encontrada em (SKELTON et al., 1998) ou
em (BOYD et al., 1994); porém, a versao da prova nesta dissertacao segue a apresentada
em (DE OLIVEIRA, 2016).

i1),1i1) = 1): Segue passos similares aos utilizados na prova do Lema de Finsler, realizando
transformacoes de congruéncias com S+ e K+,

i) = ii): Supondo que i) é verdadeiro e aplicando do Lema de Finsler para cada desigual-

dade, sabe-se que existem escalares positivos i e sy tais que
Q— 1SS <0, Q— uK'K=<0.

Definindo p = max{pu, 2}, o item i) é obtido.
i1) = ii1): Supondo que i) é verdadeiro, e definindo ® = Q — *S*S — V2K*K, tem-se:

P + 1’K*K < 0, (2.41)
® +1°S*S <0, (2.42)

em que p = 2. Observe que ® < 0, pois

d = % (@ = 2787S) + (Q — 2°K'K)] .

Portanto, usando complemento de Schur, estabelecem-se as seguintes equivaléncias:

vK

rK  —

@ k
(I)+V2K*K<O<:>|: ]<O<:>—[—y2KcI>1K*<O.

Similarmente,
®+1°5*'S < 0& —1 —1*SP7'S* < 0.

Consequentemente, conclui-se que

—] — 1259715 Yr — 12SPIK*

0, 2.43
Y — 2Kd1S* ] — PKOIK* ( )

em que ) = v?K®~15*. Aplicando complemento de Schur, a expressiao (2.43) é equivalente

a
o S* vK*

vS —1I Y| <0,
vK Yy -1
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que equivale a

Q—125'S  u(S+ VK)*

V(S +VK) I+ VY

® + 1’K*K 1S 4+ vK*Y B
VS+ VYK T+ Y|

Mais uma vez, a partir do complemento de Schur, obtém-se as seguintes correspondéncias
—I+Y'Y =<0, Q=SS+ S+ YK (—I+YV) ' (S+YK)<0. (2.44)

Usando o lema da inversa de matrizes, a segunda desigualdade de (2.44) pode

ser reescrita como
Q + V’K*YS + VS YK + K YV K + (S + V*K)* (I — YY*) (S + V*K) < 0.

Ou seja, i7i) é verdadeira e o resultado estd provado com X = v2). O

2.4 Calculo das Normas Hs e H, Usando Escalares

O célculo das normas Hy e Hoo do sistema (2.7) pode ser feito de maneira al-
ternativa a partir de desigualdades matriciais com escalares (que tornam-se LMIs para um
valor fixo do escalar), obtidas por meio do Lema 2.9 aplicado aos resultados apresentados
nos Lemas 2.3, 2.5, 2.6 e 2.7.

Os lemas a seguir apresentam condigoes equivalentes com parametro escalar
para o célculo da norma #Hs de um sistema linear e invariante no tempo (PIPELEERS et

al., 2009; BRAGA et al., 2012), tanto no caso continuo quanto no caso discreto.

Lema 2.10. Considere o sistema continuo dado por (2.7). Entao as seguintes condigdes

sao equivalentes:

i) [[H(s)ll2 < p

i) Existem matrizes 0 < P = PT e RV M = MT e R™" X e R e G € R, e
um escalar & > 0 tais que (2.17),

P-G-GI GTB]
=<0, (2.45)
BTG  —M
E(ATX + XTA) P+ ATX —¢xT (7]
P+XTA—¢X  —X—XT 0] =o0. (2.46)
C 0 -1

Condigoes similares sdao obtidas a partir da formulacao dual, substituindo (A, B, C) por

(AT, CT,BT).
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Um limitante superior para a norma Hy do sistema continuo (2.7) pode ser
calculado em funcao do parametro & > 0 por meio do seguinte problema de otimizagao
convexa

|H(s,€))5 = min.{p* : (2.17), (2.45)—(2.46)}, (2.47)

ou, alternativamente, trocando-se (2.45) e (2.46) pelas respectivas formulagoes duais.

Demonstragao. A equivaléncia entre i) e ii) é estabelecida utilizando os resultados dos
Lemas 2.3 e 2.9. O resultado do Lema 2.9 é usado para provar equivaléncia entre as
desigualdades (2.45) e (2.18), e entre (2.46) e (2.19). Dessa forma, o resultado segue a

partir do Lema 2.3. Para tanto, observe que (2.45) pode ser reescrita como

P 0 _1 I
]+{T]G[I 0}+

o —Mm| [BT| L 1" 1o

N——— K

Q
e note que, com a escolha
St = 5
I )
SQSt < 0 ¢ a desigualdade (2.18), apés o uso do complemento de Schur. Ademais,

K- QK+ < 0, com
k= |
[ )

implica em M > 0, que é automaticamente satisfeita. Usando a equivaléncia entre i) e

G"[-1 B| =0,
)

i7i) do Lema 2.9, prova-se a equivaléncia entre (2.45) e (2.18). Analogamente, a desigual-

dade (2.46) pode ser reescrita como

0o P cT| [aT ¢l

PO 0|+ |-I|X|el I o]+ |I|X"[A —I 0] =0.
C 0 —I o — x  |o| T ¥
—

Uma vez que ST QS+ < 0, com a escolha

St = (2.48)

o >~
~ O O

é correspondente, por complemento de Schur, & desigualdade (2.19), e KX"QK+ < 0, por

meio da escolha
-7 0

Kt=1l¢I o], (2.49)
0 I
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—26p CT

<0, 2.50
c (2.50)

conclui-se que, se a desigualdade (2.50) é satisfeita para um determinado valor de £ > 0,
a desigualdade (2.46) é equivalente a (2.19). A prova para a formulacao dual do caso

continuo é obtida usando passos analogos. O

Para provar que o problema de otimizacao (2.47) contém a solugao da equa-
cao (2.11), define-se X = XT = P/¢. Em seguida, com a aplicacio do complemento de

Schur com relagao ao bloco (3,3) de (2.46), a seguinte desigualdade equivalente é obtida

ATP + PTA4 CTC ATPJ¢

(2.51)
PAJ¢ —2P/¢

Aplicando-se o complemento de Schur mais um vez, desta vez com respeito ao bloco (2,2)

da desigualdade (2.51), obtém-se as desigualdades

1
ATP + PA+CT'C+ EATPA <0, P=0. (2.52)

Note que quando o valor do parametro escalar & — oo, a matriz P, solugao da

equacao (2.11), é obtida. Portanto, lime_, ||H (s,€)||2 = || H (5)||2-

Lema 2.11. Com relagao ao sistema discreto dado por (2.7), as seguintes condigdes sao

equivalentes:

i) [H(Z)]l2 < p.

ii) Existem matrizes P = PT € R™" M = MT ¢ R, X € R™" e G € R™™, e um
escalar £ € (—1,1) tais que (2.17),

-p P 0 0
po=G-Gl 6B 01 (2.53)

0 BIGI —M DT

0 0 D —I

P+ E(ATX + XTA) ATX — ¢XT (T
XTA — X P-X-XT 0]=<0 (2.54)

C 0 -1

Similarmente ao caso continuo, um limitante superior para a norma Hs do
sistema discreto (2.7) pode ser obtido a partir do seguinte problema convexo de otimizagao

em que £ € (—1,1),

|H (z,€)|3 = min.{p? : (2.17), (2.53)—(2.54)}. (2.55)
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Demonstragao. Seguindo passos similares ao caso continuo, a equivaléncia entre i) e i)

pode ser estabelecida reescrevendo (2.53) como

-P P 0 0 0 0
P 0 0 0 I -1
o[G0 =1 B o]+ | .G o I 0 0=<0,
0 0 —-M D Oof — 0 — - |B N
0 0 D —I| |o > 0 “
Q
e observando que, com
I 00
S 0 B O
0 I of
0 0 I
a desigualdade ST QS+ < 0 é (2.29), e que
—-P 0 0
K'QK =| 0 —-M DT| <0,
0 D -I
com
I 00
KL — 0 00
01 of
00 I

é automaticamente satisfeita, uma vez que (2.29) implica em M = DTD. Dessa forma,

usando o Lema 2.9 mostra-se que (2.53) e (2.29) sdo equivalentes. Reescrevendo-se (2.54)

CcOomo
—p o crl [ar 13
0 P 0|+|-I|X[el T of+|1|X"[A -1 0] =0,
C 0 —I ol T x _ |o <
Q

note que S QS < 0, com St dada em (2.48), é a desigualdade (2.30). Ademais, se existir
um ¢ tal que para todo & € (=&, €) a desigualdade

(& -1p C*

<0,
C -1

KL*QKL — |:

com K+ dada em (2.49), seja satisfeita, prova-se que (2.54) equivale a (2.30) pelo Lema 2.9.
A existéncia de tal £ é garantida, uma vez que —P + CTC < 0 (pois A é Schur estavel).
Consequentemente, iii) e ) sdo equivalentes. O resultado dual é obtido de maneira

similar. O
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Discussao similar ao caso continuo pode ser feita para provar que o problema
de otimizacao (2.55) contém o valor 6timo. De fato, definindo X = XT = P e aplicando
complementos de Schur é possivel mostrar que a desigualdade (2.54) é satisfeita se e
somente se

ATPA — P+ CT'CH+¢*P <0, P=0.

Dessa forma, se & = 0, resolver o problema de otimizagao (2.55) equivale ao problema de
calculo da norma Hy étima (apresentado do Lema 2.5).
O calculo da norma H., por meio de condi¢coes LMIs com parametro escalar é

apresentado a seguir.

Lema 2.12. Com relagao ao sistema continuo (2.7), as seguintes condigoes sao equiva-

lentes.

1) [[H()]loo <.

it) Existem uma matriz simétrica 0 < P € R™"™ uma matriz X € R"*" e um escalar

& > 0 tais que

ATX + XTA P+ EATX —XT XTB (T
P+ XTA-—X  —¢X+XT) &XITB 0
BTX EBTX —1I DT

C 0 D

=< 0. (2.56)

Demonstragao. Como no caso Hs, estabelece-se a equivaléncia entre i) e i7) por meio do

Lema 2.9. Primeiramente, note que a desigualdade (2.56) pode ser reescrita como

0o P 0o C'| [A7 I
PO 0 0 I eIl oy
0o 1 or | lge| XU g o o+ PIXT A 1 B 0] <0,
C 0 D — 0 « 0 >
Q

Observe que, com
&l

—I
St = , Kt = : (2.57)

S >~
o ~ 0 O
o o o
o~ O O
~ O O O

0
a desigualdade St QS+ < 0 ¢ a desigualdade (2.33), e

1

—26P 0 —¢£CT
KFQKk*=| 0 -1 DT
—£C D
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Por meio do complemento de Schur, K+ QK+ < 0 se, e somente se, £ > 0 e
r "] '[o
—2¢P— [0 —¢C”) , < 0.
D —°I —£C

Portanto, existe um £ € (0,¢), tal que a desigualdade acima é sempre satisfeita, e a
equivaléncia entre 7) e ii) segue pelo Lema 2.9. Note que a inversa indicada na desigualdade

acima existe, pois a matriz aparece como um bloco da diagonal na condic¢ao (2.33). O

Lema 2.13. Considere o sistema discreto dado por (2.7), as seguintes relagoes sao equi-

valentes.

i) [H(Z)eo <7

i1) Existem uma matriz simétrica 0 < P € R™*" uma matriz X € R"*", e um escalar

€ € (—1,1) tais que

EATX + XTA) — P ATX —¢xXT ¢XTB T

XTA — X P—-X-XI' XI'B 0
=< 0. (2.58)
¢BTX BTX -1 DT
C 0 D —4%

Demonstragao. O resultado discreto é obtido de maneira similar, reescrevendo (2.58)

como,
P 0 0 Ccr] [ar 3
0 P 0 0 -1 Ty
o or | *tlar|XlEL 10 o[+ IXTA -1 B 0] <0,
0 D —A2I 0 « 0 >

Q

e observando que, com a matriz S* dada em (2.57) e

I
13
0
0

K+ =

O N O O
~N O O O

a desigualdade S* QS+t < 0 é equivalente & desigualdade (2.38), e que
e-np o

K- QKT = 0 -1 DT
C D —+%I
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Entao, KX"QK* < 0 se, e somente se, existir um escalar £ € (—1,1) tal que,

(€-1)P+ 0 7] L[) ;j] H <0,

No entanto, como (2.38) implica em

-1
~P+ 0 7] L; 5;;] [g] <0,

a equivaléncia entre iii) e iv) segue pelo Lema 2.9. O

Observacao 2.1. A utilidade dos Lemas 2.10, 2.11 2.12, e 2.13 torna-se evidente com a
introducao do conceito de custo garantido H, e Ho, para sistemas com incertezas polito-
picas. Nesse caso, as condi¢oes com escalares podem prover custos garantidos menores do
que os obtidos a partir de extensoes dos Lemas 2.3, 2.5 , 2.6 e 2.7 para tratar sistemas
incertos por meio da estabilidade quadratica. Ou seja, realizar busca no parametro escalar

pode ser vantajoso ao tratarem-se sistemas incertos.

2.5 Sistemas Dinamicos com Incertezas Politdpicas

O conceito de estabilidade robusta é de grande importancia na teoria de con-
trole. A robustez de um sistema de controle estd relacionada com a sua capacidade de
manter determinadas propriedades na presenca de incertezas. As principais caracteristi-
cas desejaveis associadas a um sistema incerto sao estabilidade e custos garantidos Hs
e Hs. Dentre os modelos utilizados para representar incertezas no espaco de estados,
destacam-se as incertezas intervalares, as limitadas em norma e as pertencentes a um
politopo.

Nesta dissertacao, aborda-se o estudo de sistemas dinamicos com incertezas
politépicas usando como critério de desempenho as normas Hs e Hoo. Assim, sao intro-
duzidos os conceitos de estabilidade robusta e custos garantidos H, e H,, para a classe

de incertezas politopicas.

2.5.1 Estabilidade Robusta

Considera-se o modelo
d[z] = Ala)z, (2.59)

em que a matriz A(«a) pertence ao conjunto politépico convexo dado por

i=1

A= {A(a) cA(a) = g:aiAi, a € E},



Capitulo 2. Fundamentos 40

em que =, o simplex unitario, é dado por

N
E={aeR":>) a;=1, a; >0} (2.60)

i=1

As matrizes A;, ¢ = 1,..., N sao os vértices do politopo, ou seja, o parametro incerto
¢ invariante no tempo e pertence ao simplex representado por =. A estabilidade do sis-
tema (2.59) pode ser verificada por meio de fungoes de Lyapunov quadréticas nos estados
na forma V' (x) = 27 Px, resultado apresentado no seguinte lema e conhecido na literatura

como estabilidade quadratica.
Lema 2.14. Se existir uma matriz 0 < P = PT € R™" tal que

ATP+PA; <0, i=1,...,N

) Y

entdo o sistema continuo (2.59) é Hurwitz estdvel para toda matriz A(a) € A. Alter-
nativamente, a estabilidade robusta do sistema continuo (2.59) pode ser verificada pelas
desigualdades

AP+ PAT <0, i=1,...,N,

pois os autovalores de A(a) sdo os mesmo de A(a)”.

Lema 2.15. Se existir uma matriz 0 < P = PT € R™" tal que

—P ATP

<0, i=1,...,N,
PA;, —-P

entdo o sistema discreto dado por (2.59) é Schur estdvel para toda matriz A(a) € A. O

resultado dual é obtido trocando-se A; por AL

Observacao 2.2. A prova do Lema 2.14 é imediata; multiplicando-se as LMIs por «; e

somando-as de 1 a N, implica que
A(a)' P+ PA(a) <0, Va €z,

que, por sua vez, garante a estabilidade robusta do sistema (2.59) a partir da fungao de

Lyapunov v(z) = 27 Pz. Para a prova do Lema 2.15, usa-se estratégia similar.

Note que a estabilidade quadratica é uma condicao suficiente para garantir
estabilidade de sistemas, pois a matriz P utilizada é a mesma para todo a € =. Portanto,
espera-se que os resultados obtidos a partir dos Lemas 2.14 e 2.15 sejam conservadores,
principalmente para sistemas com politopos de incerteza grandes. Condig¢oes necessarias
e suficientes para a estabilidade do sistema (2.59) podem ser obtidas a partir de fungoes
de Lyapunov dependentes de parametros e quadraticas no estado (BLIMAN, 2004; OLI-
VEIRA et al., 2008), ou seja, fungoes de Lyapunov do tipo V(z) = 2T P(a)x, a € Z, com
uma estrutura polinomial homogénea de grau arbitrério para P(«).

A aplicagdo deste tipo de fungao ao sistema (2.59) gera o seguinte resul-

tado (OLIVEIRA; PERES, 2007).



Capitulo 2. Fundamentos 41

Lema 2.16. Considere o sistema continuo com incertezas politépicas dado em (2.59). As

seguintes condicoes sao equivalentes:

i) O conjunto A é Hurwitz estavel, ou seja, Vo € =, todos os autovalores de A(a) tém

parte real negativa.

i) Existe uma matriz polinomial homogénea de grau arbitrério, 0 < P(a) = P(a)? €

R™ ™ e um inteiro d > 0 tais que

(; ai)d(A(a)TP(a) + P(a)A(a)) < 0.

Lema 2.17. No caso de sistemas discretos, tém-se as seguintes equivaléncias:

i) O conjunto A é Schur estavel, ou seja, os elementos A(«) tém todos os autovalores

com moédulo menor que 1, Va € =.

i) Existe uma matriz polinomial homogeénea de grau arbitrario P(a) = P(a)? € R™"
e um inteiro d > 0 tais que

- —P(a)  AT(a)P(a)

(Z Ofi)d

i=1 Pa)A(a) —P(a)

< 0.

Os resultados dos Lemas 2.16 e 2.17 seguem diretamente da aplicagao da funcao
de Lyapunov V(z) = 27 P(a)x no sistema descrito por (2.59). No caso discreto, usa-se o
complemento de Schur para obter a desigualdade do item ). Note que, como «a € =, as
desigualdades nao sao alteradas com a relaxacao de Pélya.

A partir do resultado apresentado em (BLIMAN, 2004; OLIVEIRA et al.,
2008), impde-se para P(«) a estrutura polinomial sem perda de generalidade. Dessa forma,
usando por exemplo a notacgao proposta em (OLIVEIRA; PERES, 2007),

Play= > o ...a™P, k=kiks..  ky (2.61)
kEK N (g)

sendo a1 ... afv, Zﬁil a; =1, a; >0, k; € Z, os monoémios da matriz polinomial P(«)
cujos coeficientes sdo denotados por P, € R™ "™ Vk € Ky(g). Por defini¢ao, Kx(g) é o
conjunto de N-uplas cujos elementos sao os nimeros inteiros nao negativos solucao da
equacao ki + ..., ky = g. Utilizando a teoria de andlise combinatorial (ROSS, 2010),

mostra-se que o nimero de N-uplas do conjunto Ky (g), definido por Jx(g), é dado por

(N+g—1)!
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Por exemplo, para varidveis polinomiais homogéneas de grau g = 2 com N = 3
vértices, tém-se K3(2) = {{200}, {110}, {020}, {011}, {002}, {101}} e J5(2) = 6, repre-

sentando uma variavel genérica
2 2 2
P(a) = o7 Pago + a1aa Prig + o5 Pogo + axaiz Porn + a3 Poge + aqais Py

Com as defini¢oes apresentadas, condigoes necessarias e suficientes para veri-
ficar a estabilidade robusta do sistema (2.59) usando matrizes polinomiais homogéneas

com grau arbitrario sao apresentadas a seguir.

Lema 2.18. Considere o sistema continuo dado em (2.59). As seguintes condigdes sao

equivalentes.

i) O conjunto A é Hurwitz estavel (isto é, todas as matrizes do conjunto possuem

autovalores com parte real negativa).

i) Existem um grau g, um inteiro natural d, e matrizes P, = Pl € R™" k € Kx(g)

tais que

2. >

KeKn(d)ie{l,...,N} 7T<
k>—k’ ki>k,

|
./) (A?Pk—k’—ei + Pk—k’—eiAi) <0, Vke /CN(g +d+ 1),

> %(Pk—k') =0, VkeKn(g+d).

Kekn(d) T
k- k!

Lema 2.19. Com relacdo ao sistema discreto dado por (2.59), as seguintes condigao sao

equivalentes.

i) O conjunto A é Schur estével (isto é, todas as matrizes do conjunto possuem auto-

valores com valor absoluto menor do que um).

i1) Existem um grau g, um inteiro natural d, e matrizes P, = P, € R™" k € Ky(g)

tais que
d' _P —k'—e; P _ /*e'Ai
> > | e TR 20, V€ Kn(g+d+ 1),
K ek n(d)i€{l,....N} (k') | AT Pecpr—e, —Popr—e,

k=k' ki>k]

2.5.2 Custos Garantidos Hy e Ho

Procedendo de maneira analoga, pode-se definir robustez de um sistema dina-
mico com relagao as normas Hs e Ho.. Como objetivo, procura-se por um limitante supe-
rior para a norma de pior caso da matriz de transferéncia de uma realizacao (A, B, C,D)

computada dentre todas as matrizes que pertencem a um conjunto politopico convexo.
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Doravante, a depender da norma utilizada, estes limitantes sao chamados de custos ga-
rantidos Hs ou Hoo.

Considere o seguinte sistema dinamico linear e invariante no tempo

d[z] = Ala)z + B(a)u

(2.62)
y = Cla)z + D(a)u

com as matrizes A(a) € R™" B(a) € R™*", C(ar) € RP*™ e D(a) € RP*") em que z, u e
y sao os vetores de estados, entrada de controle ou perturbacao e saida, respectivamente,
com dimensoes definidas em (2.7), e 0 representa o operador derivada, para sistemas
continuos, ou o operador avanco no tempo, no caso de sistemas discretos. Considere a

matriz de sistema

(2.63)

&= {S(a) :S(a) = iaié}, a € E}, (2.64)

em que = é definido em (2.60), as matrizes

A; B;
S;=1|" ", i=1,...,N,
C; Di
sao os vértices, e a matriz de transferéncia
H(¢, o) = C(a) (¢ — A(a))"'B(a) + D() (2.65)

entre a entrada u e a saida y para cada valor do parametro «, sendo ( a variavel de

Laplace em sistemas continuos, e a variavel z no caso de sistemas discretos.

2.5.2.1 Custo Garantido H,

Com relagao ao sistema (2.62), um limitante superior para o custo garantido

‘H, pode ser estabelecido por meio do seguinte resultado.

Lema 2.20. Considere o sistema continuo com incertezas politépicas dado em (2.62),

com D(a) = 0. As seguintes condigoes sao equivalentes:
Z) HH<8705)H2 <p Va € =

i1) Existem matrizes simétricas e dependentes do parametros incerto 0 < P(«a) € R™*"
e M(a) € R™", tais que
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Tr(M(a)) < ,02, (2.66)

—M(a) + B()"P(c)B(a) < (2.67)

Ale)TP(a) + P(@)A(a) C(@)T| (2.68)
C(o) -1 |

sejam validas para todo a € =.

ii) Existem matrizes simétricas dependentes de parametros 0 < P(a) = P(a)? € R™"
e M(a) = M(a)t € R™", matrizes dependentes de parametros X(a) € R™™ e
G(a) € R™™ e um escalar & > 0 tais que (2.66),

P(a) = Gla) = Gla) G@)'B@)] _ (e
B ()G (o) —M(a) |
E(A@)TX (@) +X(@)TA(@) Pla) +ATX(a) — EX(a)" CT(a)
P(a) + X(a)TA(a) — X (@) —X(a) = X(a)T 0 | <0, (2.70)
C(a) 0 ~I |

sejam validas para todo a € =.

i) Existem um grau g, um inteiro natural d, matrizes simétricas B, = Pl € R™" e
M, = M} € R™" Vk € Kx(g), tais que

Tr(M;) < 0, Vk € Kn(g),

., -
—Mk,k/,ei Bz Pk,k/,ei
Py w-eBi —Pip—e, |

> o5 !
wekm(d ety TH)
k=K k; >k’

<0, Yk e Kn(g+d+1),

A | He(ATP, .. k— K., i)CT]
Y CA k) Dl k= HOGH e g+ a ),
k'ekn(d)ief{l,..., (k) Bl(gak_kaz)ci _62(gak;_k)j_
k=K' k>k’
em que
: 9! (g+1)!
ti)= —> t) =
Bl(ga 71) W(t—ei)’ BZ(ga ) 7T(t)

v) Existem um grau g, um inteiro natural d, matrizes simétricas 0 < P, € R"*" e
M;, € R™" matrizes X, € R™" e G, € R™" Vk € Ky(g), e um escalar £ > 0 tais

que
Te(My) < 72, vk € Kn(g),
d! Fi GI ., B
Y o e MR <0, VeeKn(g+d 1),
k' €K n(d)ie{l,...,N} W(k: ) Bz Gk—k’—ei _Mk—k’—ei_
k>-k' ki>k!
[P Fa G
Z Z m (]:ﬁk—k’)T He(Xk,k/,ei) 0 <0, Vk € ICN(g +d+ 1),
S vl 15, 0 Ba(k — K |
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com

ﬁll = Pl_ei - Gl_e - GlfT—ei’ ‘Ffll = éHe(A’l,TXl_ez)?

Fis, = Bi(g,1,9)C;.
Na formulacao dual, troca-se (A, B, C) por (AT, CT BT).

%2,5 =P + AzTthe th e

Lema 2.21. Considere o sistema discreto com incertezas politépicas dado em (2.62). As

seguintes condicoes sao equivalentes:

Z) HH<Z7O[)”2 <p Va € =

ii) Existem matrizes dependentes de parametros P(a) = P(a)l € R™™ ¢ M(a) =
M(a)" € R™" tais que (2.66),
—P(a)  P(a)B(ar) 0
B(a)'P(a) —M(a) D(a)'| <0, (2.71)
0 D(«) =
~P(a)  A0)"P(a) C(a)"]
P(a)A(a) —P(a) 0 | =<0. (2.72)
Cla) 0 —I

iii) Existem matrizes simétricas dependentes de parametros 0 < P(a) =

P(a)T c Rnxn

e M(a) = M(a)? € R™", matrizes dependentes de parametros X(a) € R™" e
G(a) € R™™ e um escalar £ € (—1,1) tais que (2.66),
—P(a) P(a) 0 0 ]
P(a) —6(a)=6(a)" G(@)B(a) 0 |
0 B(a)'G(a)"  —M(a) D(a)"|
0 0 D(«) -1 |
—P(a) + §(AT(@)X() + XT(@)A(@))  AT(a)X(a) = &X(@)T  C(a)T]
XT(a)A(a)” P(a) — X(a) — X(a)T 0 < 0.
C(a) 0 —I

i) Existem um grau g, um inteiro natural d, matrizes simétricas P, = Pl

M, = M} € R™" Vk € Ky, tais que

—Pip—e; Pr_p—e;Bi 0

Y B P Mo U,

ik u 0 W, )" Us,
—Pi e, ATPy e Ui

OID PR Peveihy —Fowr 0

v T g 0 g,

€ R™"™ ¢

Te(My) < 02, Vk € Ky (g),

<0,Vk e Kn(g+d+1),

<0,Vk € Kn(g+d+1).
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co1m

Z/?QiSl = 61<g7 l7Z)DzT7 uliSl = 61<g7 l7Z)Cva u?l;?,l = _62<g7 l)[

v) Existem um grau g, um inteiro natural d, matrizes simétricas P, € R™*" e M €
R™" matrizes X, € R"™ e G, € R™*", Vk € Ky , e um escalar £ € (—1, 1) tais que

Fo Pvee. 00
Z Z d! Pk—k’—ei _7’21'2}@714 Elék,k/ 0
(kl) 0 ( 2Zék_k/)T ~ Mk —e; 7;41@%’

kK ekn(d)ief{l,..

<0, VkeKn(g+d+1),

kK ki >k 0 0 ( 3i4k7k,)T 7Z4k—k’—
Jl gflk_k, Z/:{1Z:2,€_,€/ Bi(g, k — K, i)CzT_
Z | Z Tr(k,) (ubk,k/)T u%Qkik/ 0 <0, Vke ’CN(Q +d+ 1)’
KRN () zegﬁli;]-;:{v} Bi(g.k— K., D)C; 0 —Ba(g,k — kNI
com

7-1ill - Pl*ew 7;21 = He(Gl*Gi% 72’)241 = /81(97 l7i)Dz‘T7 7-441 = _/82(97 Z)L 7-2i3l = GlfeiBlﬁ
Z;{fll = Pl_ei + gHe(AzTPl—ei)’ ZJ{QZ = AzTXl—ei - gxlT—ei? 1;{521 = Pl_ei - He(xl—ei)'

Na formulacao dual, troca-se (A, B, C,D) por (AT, CT BT, DT).

2.5.2.2 Custo Garantido H.,

De maneira similar, com rela¢ao ao sistema (2.62), o custo garantido H., pode

ser determinado a partir do seguinte resultado.

Lema 2.22. Considere o sistema continuo com incertezas politépicas dado por (2.62). As
seguintes condicoes sao equivalentes.
i) 1 H(s, ) < 7,¥a € Z.
i1) Existe uma matriz simétrica e dependente de parametros 0 < P(«a) € R™ ™ tal que
A(a)TP(a) + P(a)A(a) P(a)B(a) C(a)T
B(a)? P(a) -1 D(a)T| <0, VacekZ.
Cla) D(«) —21

i4i) Existem uma matriz simétrica dependente de parametros 0 < P(a) = P(a)? € R™",

uma matriz dependente de parametros X(«) € R" ™, e um escalar £ > 0 tais que

He(A(e)"X(@))  P(a) + EA(a)"X(a) = X(a)" X(a)"B(a) C(a)”

* —E&He(X()) EX(a)TB(ar) 0 20 VYaexz
* * —I D(a)T ’ -
* * * —~2I
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i) Existem um grau g, um inteiro natural d, matrizes simétricas P, = Pl € R™" Vk €

Kn(g), tais que

SZ

7 7
SIQk_k/ 813k—k/

d' 11, _
Z Z (k') x _822k—k/ 8§3k_k/ <0
k' ekn(d)ie{l,...,N} S
ktk/ k‘i>k‘; * * - 331@71@’

com
Sill = He<AzTPl*6i>7 8{21 = Pl*ei Biv Si?;l = 61 (g, l, Z)C?, 8221 = 62<g7 l)[,

23l ﬁl(galal)DTa 533127252(9,0],

em que

B1<g7t7i):ﬂ_(t97_!ei)7 62<g7t>: (gﬂ_+(t)1)'

v) Existem um grau g, um inteiro natural d, matrizes simétricas 0 < B, = Pl € R™"
matrizes X € R"™" Vk € Ky(g), e um escalar £ > 0 tais que

St Siew S Sl
DS %) TR Sl D co kekagrdt),
k' €Ky (d) ief{l,..., 33, 4 34, 4
=k ki >k’ N N N ~Su,
com

Sill = He(AzTXl—ei)’ 3{21 = ‘Pl_ei + gAZTXl—ei - lelep 3{31 = leleiBi’ 3{41 =5 (g’ L Z)CZT’

So, = He(Xi_e,), S33, = Balg, DI, Szq, = P1(g,1,i)DF,  Saa, = v*B2(g, 1)1

Lema 2.23. Considere o sistema discreto com incertezas politépicas dado por (2.62). As

seguintes condicoes sao equivalentes.
1) 1H(z,a)llo <7, Va € 2.
ii) Existe uma matriz simétrica dependente de parametros 0 < P(a) € R™*™ tal que

A(a)TP(a)A(a) — P(a) A(a)T P(a)B() Cla)T
B(a)T P(a)A(«) B(a)'P(a)B(a) — 4?1 D(a)T| <0, VYacekZ=.
Cla) D(«) —1

ii1) Existem uma matriz simétrica dependente de parametros 0 < P(a) € R™" uma

matriz dependente de parametros X(a) € R"*" e uma escalar £ € (—1, 1) tais que

¢He(A(a)"X(@)) = P(a) A(a)"X(a) = EX(a)" £X(e)"B(a) C(a)”
* P(a) —He(X(a))  X(a)'B(cx) 0
* * —I D(a)”

* * * —~2T

<0, VaecZz.
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i) Existem um grau g, um inteiro natural d, e matrizes simétricas 0 < P, = Pl € R™"
Vk € Kn(g) tais que

guk W g12k W gisk_k,

d! :
* gmk v G | 20, VEeKn(g+d+2).

>

/
krk!  k—k'—ei—e;>0 * * 3341

com
gi,ljl = AZTPlfeifejAj - Plfeife]w g%gjl = AZTPlfeifej Bj7 gi?,l = 61(9 + 17 l7 Z)C?7

QQ’QJI =B, P ei—e;Bj — *Bog + 1,0)1, gé:{.l = Bi(g+1,1,i)D], Gss, = —Pa(g + 1,1)1.

v) Existem um grau g, um inteiro natural d, e matrizes simétricas 0 < P, = PI' € R™"
matrizes X € R™" Vk € Ky(g), e uma escalar £ € (—1,1) tais que

O, Y12, 0 9, ., Y.

d! * 5 ; 0
Z Z / gQQk—k/ g%?bk—k/ - < O, \V/k: c ICN(g+d+ 1)
kJIEICN )Ze{l, ,N} Tr(k ) * * _g33k—k/ g34k7k/
k>k' ki >k 95
* * * —7°G33, .,
Ccom
g’vill = gHe(A,iTXl_ei)_Pl_eﬂ g’v{Ql = A?Xl_ei_gxf—ei’ g~;31 = X}T—ez Bi’ g221 = He(Xl ez)

Gas, = Ba(g. )1, Giy = Bi(9.1,i)C],  Giy = Bu(g,1,i)D],

Como pode ser observado nos itens iv) e v) dos Lemas 2.22 e 2.23, a complexi-
dade das condigoes LMIs aumenta com os graus das varidveis dependentes de parametros
e os niveis d de relaxacoes de Pdélya genéricos, resultando em uma apresentagao compli-
cada em termos de notacao. A estratégia de explicitar as LMIs em funcao dos graus g e
dos niveis d de relaxacao de Pdlya tornaria ainda menos inteligivel as condigoes para a
sintese de filtros. Assim, optou-se por apresentar as condigoes na forma de desigualdades
matriciais dependentes de parametros, utilizando-se o pacote computacional ROLMIP
(Robust LMI parser), de (AGULHARI et al., 2012), para a programagao das relaxagoes
LMIs por meio de um procedimento automatico. Em outras palavras, dadas as condicoes
LMIs dependentes de parametros, os dados do problema e as estruturas das variaveis de
decisao (incluindo ou nao relaxagoes de Pdlya), o pacote retorna condigoes LMIs prontas
para ser submetidas ao resolvedor (solver). Portanto, a partir deste ponto, as condigoes

sao apresentadas na forma de LMIs dependentes de parametros.

2.6 Filtragem

Como principal objetivo desta dissertacao, estuda-se o problema de filtragem

usando desigualdades matriciais lineares com um parametro escalar. Esta secao introduz
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o problema de filtragem e a solucao por meio de LMIs a partir da fungao de Lyapu-
nov quadratica, resultado conhecido na literatura como filtragem baseada na estabilidade

quadratica.

2.6.1 Definicao

Considere um sistema dinamico assintoticamente estavel, linear e invariante
no tempo dado por
d[z] = Ax + Byw
2z =CLrx+ D,w (2.73)
y = Cyx + Dy,w
com
AeR"™ B, e R, C, € R"”"" D,, € R, C, € R”"" D, € R,

em que z € R” representa o vetor de estados, w € R" a entrada de perturbacao, z € RP a
salda a ser estimada e y € R? a saida medida. O operador delta representa derivada para
sistemas continuos, e o avanco no tempo para sistemas discretos.
O objetivo é o projeto de um filtro de ordem completa, representado por
Olzs] = Agrs + Bry (2.74)
2y =Crxy+ Dyy

com
Af S Rnxn,Bf S Rnxq, Cf S Rpxn, Df S Rpxq,

em que xy € R" com ny = n representa o vetor de estados do filtro, e 2z € RP a
salda do filtro, de modo a minimizar algum critério de desempenho associado a matriz
de transferéncia da entrada de perturbacao, w, para o erro de estimagao, e = z — zy.
Note que, implicitamente, para que as normas sejam finitas, o filtro deve ter dinamica
assintoticamente estavel, o que garante que o erro de estimacao vai para zero na auséncia
de ruidos.

Dependendo da norma utilizada como critério de desempenho, tem-se o pro-
blema de filtragem Hs ou Ho.. O diagrama do problema de filtragem é apresentado na
Figura 1, em que o sistema (2.73) estd representado pelo bloco S e o filtro (2.74) pelo
bloco F.

A solucao do problema é obtida a partir da descrigao do sistema em um espaco

T
de estados aumentado, T = [xT xﬂ , dado por (2.7) com

A 0
ByC, Aj

By,
Bnyw

Y

C=[C.~DsC, ~Cy|,D = D.yy = DyDy,, (2.75)

associado aos resultados apresentados dos Lemas 2.3 e 2.5 que utilizam fungoes de Lya-

punov quadraticas.
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<f

Figura 1 — Diagrama de blocos do problema de filtragem.

No dominio do tempo, minimizar a norma H, do sistema aumentado com
matrizes dadas em (2.74) significa projetar matrizes do filtro de forma que a energia da
resposta ao impulso seja minimizada. Note que o objetivo de controle nao é levar a norma
temporal do erro para zero. Com relagao a norma H.,, que é ganho L, do sistema, o
objetivo é minimizar o impacto da entrada de pertubacao (w) na saida estimada (zy).

Para os casos nos quais o sistema (2.73) apresenta incertezas politépicas,
reformula-se o problema de filtragem como um problema de determinagao de um limi-
tante superior para os custos garantidos Hs ou H., de um sistema linear invariante no
tempo com incertezas politépicas dado por (2.62), com =z = Z, y = e, u = w e cujas

matrizes sao dadas por

Al@) 0 By (a) ]
chy<a> Ag Bnyw<O‘) ’

Cla) = [Cu(a) = DsCy(a) —Cy|,  D(a) = [D.u(@) = DyDyu(a)]

Ala) = : B(«)

(2.76)

e pertencem ao politopo € dado em (2.64). Dessa forma, utilizam-se os resultados apre-
sentados nos Lemas 2.3 e 2.5 para projeto do filtro (2.74) que minimiza um limitante
superior para os custos garantidos Hs € Ho.

Por utilizar uma funcao de Lyapunov quadrética quadrética (isto é, matriz
de Lyapunov constante para todo o dominio de incertezas), as adaptacoes dos resultados
apresentados na proxima secao geram limitantes superiores conservadores para os custos
garantidos Hs e Ho no problema de filtragem. Esta dissertagao prove condigcoes de projeto
de filtros, que contém o resultado quadratico como caso particular, em termos de desi-
gualdades matriciais com variaveis extras e a partir de fungoes de Lyapunov dependentes
de parametros que, consequentemente, geram filtros associados a custos garantidos menos

conservadores quando comparados com os filtros quadraticos.

2.6.2 Filtragem Baseada na Estabilidade Quadratica

Os resultados de filtragem baseados na estabilidade quadrética, caso conti-
nuo (GEROMEL, 1999; DE SOUZA; TROFINO, 2000; GEROMEL et al., 2000; GERO-
MEL; DE OLIVEIRA, 2001) e caso discreto (DE OLIVEIRA et al., 1999a), foram os
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primeiros métodos utilizados para realizar a sintese de filtros robustos por meio de LMIs.
A mesma matriz de Lyapunov é utilizada para garantir um limitante para o critério de
desempenho do filtro acoplado ao sistema para todo o politopo e as matrizes do filtro sao
obtidas das particoes da matriz de Lyapunov. Essa formulacao obtém filtros étimos para

sistemas precisamente conhecidos.

2.6.2.1 Filtragem Classica Hs

Os proximos lemas apresentam os resultados de filtragem quadratica Hs para
sistemas precisamente conhecidos continuos e discretos no tempo. Note que, no caso con-
tinuo, considera-se D.,, = 0 e D; = 0, pois, caso contrario, a matriz D teria de ser

escolhida de maneira a satisfazer a restrigao
D., —D¢D,y, =0,

para poder garantir que a matriz de transferéncia do sistema aumentado pertence ao

espago Hs.

Lema 2.24. Considere o sistema continuo linear e invariante no tempo representado

por (2.73). Entao as seguintes condigdes sao equivalentes:

i) Existem matrizes Ay, By e Cf tais que ||H(s)||2 < 7, sendo H(s) dada por (2.8) com
matrizes A, B e C dadas em (2.75).

it) Existem matrizes simétricas M € R™" 7 € R™™ ¢ Y € R"™" matrizes L €
RP>*™ F e R™™ e Q € R™™ tais que

Te(M) <,
M BYZ Bly + DL F*
Z B, Z zZ - 0,
YB,+FD,, Z Y
ATZ + ZA ZA+ATY + CTFT + Q7 CT — L]
ATZ+YA+FC,+Q A'Y+YA+FC,+CIF" ¢ | =<0.
C,—-L C, -1

Em caso afirmativo, as matrizes que satisfazem o item i) sdo dadas por

()
0 I

Ay By
;0

Q F
L 0

o (2.77)

UZ)! 0]

com U e V obtidas a partir da expressao UV =1 — Z~1Y.
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iii) Existem matrizes simétricas M € RP*P. 7 € R"™™ e Y € R™ " matrizes L €
RP*™ [ e R4 e () € R™ ™ tais que

Tr(M) <,
M C.—-L C.]
cr—™ 7z Z|»0,
cr Z Y
ATZ + ZA ZA+ATY + CTFT + Q7 ZB, |
ATZ+YA+FC,+Q A"Y +YA+FCy,+ CI'F" YB,+FDy,| <0,
Bz BLY + DI FT —I

Em caso afirmativo, usa-se (2.77) para obtengao das matrizes que satisfazem o item

i).

Demonstracao. Definindo as variaveis simétricas

_ |zt uT . y vT
= o, Xt= . (2.78)
U X VY
as seguintes relacoes estao implicitas
Z7'y+Uv =1, Z7WT4+UTY =0,
Uy + XV =0, UVT+XY =1
Além disso, por meio da transformacao
- Z Y
= , 2.79
0o vt (2.79)
obtém-se as seguintes relagoes
S ZA ZA - Z B,
TTAXT = , T"B= ,
YA+ FC,+Q YA+ FC, Y By, + I'Dy,
(2.80)
CXT = |0, - D;C,~L C.-D;C,)|, T'XT= 1
z Iy z Yyl 7Yy

Portando, fazendo-se X = P! as condigoes do item 7i) podem ser escritas como,

I 0 M BTP| 1 0o ]
) =0,

0o TTp-t| |PB P | |0 P'T
7Tp-1 ol [ATP+PA CT] [P'T 0] 0
0 I C -1 0o I '

Por meio de uma transformagao de congruéncia e do Lema 2.3, estabelece-se a equivaléncia
com o item i), uma vez que a mudanca de varidveis (2.77) é bijetiva. De maneira similar,

com X = W, prova-se a equivaléncia entre o item iii) e 7). U
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Lema 2.25. Considere o sistema discreto linear e invariante no tempo representado

por (2.73). Entao as seguintes condicoes sao equivalentes:

i) Existem matrizes Ay, By, Cy e Dy tais que ||H(2)||2 < 7, sendo H(z) dada por (2.8)
com matrizes A, B, C e D dadas em (2.75).

it) Existem matrizes simétricas M € R™" 7 € R"™"™ ¢ Y € R"™" matrizes L €

RP>m F e R4 Dy € RP*% e @ € R™" tais que

Tr(M) <,
M BYZ BLY + DI FT DI — DI DY
ZB, Z Z 0
- 0,
YB,+ FD,, Z Y 0
D.y— DDy, 0 0 I
1 ~Z  ATZ ATY 4 CTFT 4+ QT CT - CrDF — L
—7 Y ATZ  ATY 4 CTFT cT — Dt
ZA ZA ~Z ~Z 0 <0,
YA+FC,+Q YA+FC, —-Z -Y 0
C.— L C. 0 0 ~1
Em caso afirmativo, usa-se
A; B Voo Fllwz)" o
C; Dy 0 I||L Dy 0 I

com U e V obtidas a partir da expressao UTV =1 — Z71Y.

iii) Existem matrizes simétricas M € RP*P, Z € R™" e Y € R™ ", matrizes L €

RP>m F e R4 Dy € RP*% e @ € R™™ tais que

Tr(M) <,
M C.—D;Cy—L C.—D;C, D.,— D;D,,
cr —Ccrpt — " Z Z 0
-0,
CT — T Dt z y 0
DL, — DI DY 0 0 I
[z -7 ZA ZA ZB, |
-7 -Y YA+ FC,+Q YA+ FC, YB,+ FD,,
ATZ ATY 4 CTFT 4 QT 7 —Z 0 <0,
ATz ATY + CTFT —7 —Y 0
BYzZ  BLY + DL FT 0 0 —1

Em caso afirmativo, usa-se (2.81) para obtencao das matrizes que satisfazem o

item 7).
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Demonstracao. O caso discreto primal também é obtido de maneira a prova do Lema 2.24.
Ou seja, definido X = P! e usando as relacdes em (2.80) as desigualdades do item )

podem ser reescritas como

I 0o o|l[m B™P DT 0 0
0 7°p~* 0| |PB P 0| |0 P'T 0] =0, (2.82)
0 0 I/|\p* o 1|10 o0 I
-t o ol [-P ATP CT|[P'T 0 0
0o T'P~' 0| |PA —P 0 0 P'T 0] =<0. (2.83)
0 o I||C o0 -—I 0 0 I

Dessa forma, o resultado segue pelo Lema 2.5 e aplicacao de uma transformacao de con-
gruéncia. Analogamente, o resultado dual é obtido fazendo-se X = W e repetindo-se

passos similares. O

2.6.2.2 Filtragem Classica Ho,

Com relacao ao problema de filtragem H., usando a estabilidade quadrética,

tem-se o seguinte resultado.

Lema 2.26. Considere o sistema continuo linear e invariante no tempo dado em (2.73).

As seguintes relacoes sao equivalentes:

i) Existem matrizes Ay, By, Cy e Dy tais que ||H(s)|l« < 7, em que H(s) é dada
em (2.8) com matrizes A, B, C e D definidas em (2.75).

ii) Existem matrizes simétricas M € R™", Z € R™"™ e Y € R™ ", matrizes L €

RP>m F e R Q) € R™™ e Dy € RP*? tais que

He(A"Z) ZA+ATY + CIFT + Q" Z By, cr-cIpy —rL"
T T NT
* He(Y A+ FC,) YBy+FDy  C2=CyDp |
* * —1I DT — DyTwD}F
* * * —~2I

Em caso afirmativo, usa-se (2.81) para a determinacao das matrizes que satisfazem

o item 7).

Demonstracdo. Segue passos similares a demonstracao do Lema 2.24, relativo ao pro-
blema de filtragem H,. Definem-se as variaveis X e¢ X~ dadas em (2.78), bem como a
transformacao T em (2.79), e, com as expressoes dadas em (2.80), reescreve-se a condicao

do item i) como

0 0l |ATP+PA PB CT | |P'T
0 I 0 BT P -1 DT 0

0 1 C D —2I|| 0

o ~ O
~ o O
A
o
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em que X = P~'. O resultado segue usando o Lema 2.6. O

Lema 2.27. Considere o sistema discreto linear e invariante no tempo dado em (2.73).

As seguintes relacgoes sao equivalentes:

i) Existem matrizes Ay, By,Cr e Dy tais que ||H(2)|l« < 7, em que H(z) é dada
em (2.8) com matrizes A, B, C e D definidas em (2.75).

it) Existem matrizes simétricas M € R™" Z € R"™™ e Y € R"™" matrizes L €
RP>*™ F e R™ e Q € R™™ tais que

7z ZA ZA 7B, 0 ]
« Y YA+FC,+Q YA+FC, YB,+FD,, 0
* K Z Z ct — C;‘FD? — LT
= 0.
*x % * Y 0 CT - C/ DY
x  x * * I DI, - D}, ,D}
* % * * * VI

Em caso afirmativo, usa-se (2.81) para a obtengao das matrizes que satisfazem o item 7).

Demonstracao. De maneira similar a prova do Lema 2.26, reescreve-se a desigualdade do

item 7i) da seguinte forma

™p=' 0 00| P PAPB O||P'T 0 00
0 TTP' 0 O |[ATP P 0 (T P'T 0 0
>0,
0 0 I 0| |[BTP 0 I DT 0 0 I 0
0 0 0 I 0 C D %I 0 0 0 I
em que X = P! e o resultado segue, mais uma vez, pelo Lema 2.7. O

Observacao 2.3. Extensoes dos resultados apresentados nos Lemas 2.24, 2.25, 2.26 e 2.27
para tratar o caso incerto podem ser feitas de maneira imediata, adicionando o subindice
1 nas matrizes do sistemas e resolvendo as LMIs resultantes, paraz = 1,..., N, em que

N é o numero de vértices do sistema na representacao politopica.

2.7 Lema de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP)

Além do problema tradicional de filtragem, esta dissertagao aborda o projeto
de filtros H., para intervalos de frequéncia diferentes do eixo imaginario para sistemas
continuos, ou do circulo unitario para o caso discreto. O lema de Kalman-Yakubovich-
Popov (KYP) é a ferramenta bésica para tratar esses problemas e, portanto, é apresentado

nesta secao.
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Primeiramente, note que a importancia do KYP para a teoria de sistemas
lineares reside no fato que o lema relaciona testes de dimensao infinita no dominio da
frequéncia, denominados FDIs (do inglés, Frequency Domain Inequalities), com a exis-
téncia de matrizes que satisfazem LMIs, convertendo, dessa maneira, o problema original
em um teste de factibilidade em um dominio convexo. A origem do lema esta relacionada
com o critério de Popov (POPOV, 1961), fornecendo um mecanismo para a andlise de
estabilidade de sistemas que apresentam nao linearidades sem memoria. Em seguida, nos
trabalhos de Yakubovich (YAKUBOVICH, 1962) e Kalman (KALMAN, 1962), o lema foi
introduzido para provar que a condicao de Popov no dominio da frequéncia é equivalente
a existéncia de uma forma especial de fungao de Lyapunov. Extensoes para testar a po-
sitividade real de matrizes de transferéncias associadas a sistemas lineares multivaridaveis
foram propostas em Anderson (1967).

A forma padrao (na qual exige-se que uma FDI seja vélida para todo intervalo

de frequéncia) do lema de KYP é apresentada a seguir.

Lema 2.28. Considere o sistema continuo (2.7) com det(jwl — A) # 0, Vw € R U {o0}.

As seguintes relacoes sao equivalentes.

i) A FDI
iwl — A 1B iwl —A)1B
(jw ) o (jw ) 0.
I I
é valida Vw € R U {oo}.
ii) Existe uma matriz P = PT € R™" tal que
A Bl [o Pl[A B
+0 <0
7 0ol [P ollr o

Lema 2.29. Considere o sistema discreto (2.7) com det(e/*T — A) # 0, Vw € [—7,7]. As

seguintes relacoes sao equivalentes.

i) A FDI

M7 — A)-1B
[(6 ) <0,

[ ’ o [(eM —A)'B

I

é valida Yw € [—m, 7].

i) Existe uma matriz P = PT € R™" tal que
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A Bl [P 0]]A
+6 <0.
I 0 0 —P| |1
Demonstragao. Ver (RANTZER, 1996). O
Observacao 2.4. Particionando a matriz
_ O11 O
CICI

observe que, quando o bloco ©1; ¢é semidefinido positivo, a estabilidade da matriz A é

obtida impondo-se P > 0.

A caracterizacao de funcoes de transferéncia positivas reais e limitadas por
meio de problemas de otimizacao é consequéncia direta do lema de KYP. A positivi-
dade real é uma propriedade importante em estimacao linear, garantindo a existéncia de
solugoes estabilizantes para a equacao de Riccati, que sao usadas para obtencao da de-
composigao espectral (KAILATH et al., 2000). Por outro lado, o Bounded-Real Lemma
(ver Lemas 2.6 e 2.7) é amplamente utilizado no contexto de projetos de controle H, e

pode ser obtido a partir dos Lemas 2.28 e 2.29 com a escolha

_|c’c ™D
~|DTC D7D — 21|

No entanto, os resultados dos Lemas 2.28 e 2.29 nao abrangem especificacoes
em intervalos finitos no dominio da frequéncia. Dessa forma, os Lemas 2.28 e 2.29 foram
estendidos para tratar os casos com intervalos finitos de frequéncia em Iwasaki e Hara
(2005), Graham et al. (2009), Graham e de Oliveira (2010). Dentre as extensoes propostas,
destaca-se o gKYP (do inglés, Generalized KYP), desenvolvido em Iwasaki e Hara (2005)

e apresentado a seguir.

Lema 2.30. Considere o sistema linear dado por (2.7). Para matrizes hermitianas ®, ¥ €
R>% ¢ © € RM+)X(H1) em que det(A — A) # 0, YA € A(®, V), as seguintes condigoes
sao equivalentes.
i) A FDI
(M —A)"IB
I
¢ valida para todo A € A(P, V).

o [(M —A)IB

i1) Existem matrizes simétricas P, () € C™*" tais que @ > 0 e

A

B*
0 (PROP+T®AQ) +60<0.
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O conjunto A(®, V) ={A e C:0(\,®) =0,0(\, V) > 0} representa uma curva no plano
complexo, com

oA = [A 1] 1]

Demonstragao. Ver (IWASAKI; HARA, 2005). O

O gKYP ¢ utilizado nesse trabalho na proposicao de condicoes para projeto de
filtros que garantem custo garantido H., em baixa, média e alta frequéncia, tanto para
sistemas continuos quanto discretos no tempo. Para tanto, o procedimento de calculo das
matrizes ® e ¥ que geram segmentos de reta no eixo imaginario e segmentos do circulo
unitario é demonstrado a seguir.

Primeiramente, observe que o eixo imaginario ¢ mapeado pela escolha

01

o=, =
10

] — A= jw,

pois, neste caso, o(jw,®.) = 0. Além disso, para os intervalos de baixa, alta e média

frequéncia, tém-se, respectivamente, as seguintes escolhas para ¥

-1 0 1 0 —1 W,
e L Wy = T
0 w? 0 —w? —jWe —WiWs

uma vez que

\111:

o(jw, V1) >0 = |w| <wp (jw, V) >0 = |w|>wp, (jw,V3) >0 = w E |wy,ws.

Por outro lado, o circulo unitario é mapeado com a escolha

-1 0
0o 1|’

pois o (e’ @) = 0. Especificagoes de baixa, alta e média frequéncia no dominio discreto

O =9, =

sao obtidas com as seguintes escolhas para a matriz W

0 -1

0 1
v, = = |w[ <, U5=
—1 2cos(ny)

1 —2cos(n)

] - |w| Znha

0 ej Ne

\Ifﬁ — .
e I —2cos(ny)

] = m <w <1,

em que 1. = (1 +72)/2 € nw = (12 — 1) /2.
Na Tabela 1 é apresentado o resumo das curvas de interesse desta dissertacgao,

explicitando o resultado da expressao ® ® P+ ¥ ® () para os casos continuo e discreto, e

especificagoes de baixa, média e alta frequéncia.
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Tabela 1 — Resultado da expressao ® ® P + ¥ ® () para especificacoes de baixa, média e

alta frequéncia, casos continuo (C) e discreto (D).

Baixa Média Alta
o [—Q P ] l —Q PH%Q} l@ P 1
P wi@Q P—jw.Q —ww@ P —wpQ
LA e ) e
Q P—(2cos(n)Q] | [e77"Q P —(2cos(n,))Q| | |[-Q P+ (2cos(m))@
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3 Filtragem Ho

Neste capitulo, aborda-se o problema de filtragem Hs por meio de condigoes
LMIs com parametros escalares, tanto para o caso continuo, quanto para o caso discreto.
Como principais caracteristicas, as condi¢oes apresentadas a seguir contém e generalizam
as condicoes baseadas na estabilidade quadratica, e proveem resultados similares a outras
condigbes da literatura (por exemplo, (LACERDA et al., 2011)) com a utilizacdo de um
menor numero de variaveis.

Com a finalidade de facilitar a leitura deste trabalho, note que, no problema

de filtragem H,, considera-se a matriz de transferéncia

H(\) =C(\ —A)'B+D, (3.1)
em que
A0 B,
_ , _ , c:[cz _cf], D =0,
B;C, Ay By D,

no caso continuo, ou

A 0
ByCy Aj

By,
Bnyw

Y

s C: [CZ—Dny —Cf} 5 D:Dzw_DnyU)7

para o caso discreto.

Para maiores detalhes com relagao a definicao do problema, ver Secao 2.6.

3.1 Filtragem H5 Continua

Com relagao ao problema de filtragem Hs para sistemas continuos no tempo,

estabelece-se o seguinte resultado.

Teorema 3.1. Considere a matriz de transferéncia (3.1). As seguintes condigbes sao

equivalentes.
i) Existem matrizes Ay, By e Cy tais que ||H(s)|]2 < p.

i1) Existem matrizes simétricas Ey, Fy € R™™ M € R™" matrizes F3 € R™" X, €
R™" X, € R Gy € R, Gy € R™", X5 € R™*" e Myy € R™", My € R™*9
Cy € RP*™ e um escalar £ > 0 tais que
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Te(M) < p?,
(3.2)
B, Ej
b -0,
* E2
(3.3)
Ey — He(Gy) Es—&Xs—GE GyBy + EMpDyy)
* E2 — SHG(XLL;) G()Bw + SMBnyw =< 0,
* * —M
(3.4)
(€He(X1A+ MpfC,) €(May + ATXT + CTME) By + ATXT + CTME, — €X
* EHe(M ay) Ef + M}, —€Xo
* * —He(X)
* * *
L * * *
By + ATX{ +CI ML, — X5 CT
By + MY, — €X5 ~C7
— (X5 + X7) 0 | <0.
—HG(X5) 0
* -1
(3.5)

i11) Existem matrizes simétricas Ey, By € R™™ M € RP*P matrizes F3 € R™" X, €

R™m Xy € RV X5 € R™™ e Myy € R™*", Mpy € R4, Cy € RP*™ e um escalar

€ > 0 tais que (3.2), (3.3),
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Ey —EHe(X,) E;—¢&(X;+XI) CF

* By, — €He(X;) —CT| <0, (3.6)
* * —-M
[He(X1A+ MppC,) €(May+ ATXE +CIME,) By + X1A+ MpgCy — €XT
* {He(May) Ef + XoA+ Mp;Cy — X7
« * —He(X7)
* * *
* * *

Es+ May — X7 XiB, + MBnyw_
By + May — €XT XoBy+ Mpg; Dy

—( X5+ XOT) 0 < 0. (3.7)
—He(X5) 0
* -1

Ademais, o filtro que minimiza o indice H, para um determinado valor de £ é obtido a

partir do seguinte problema de otimizagao

7(©) = min.{” : (32)-(35)},

ou, a partir da formulagao dual, usando o problema

72 (&) = min.{p? : (3.2),(3.3),(3.6), (3.7)},

com matrizes dadas por®
Ay = X;"'May, Bp=X;'Mgy,
Para £ — oo, obtém-se o filtro 6timo.

Demonstragao. Note que a desigualdade (3.5) pode ser reescrita como

¢He(ATX) P+ ATX —¢XT T

diag{RT ,RT, I} * —He(X) 0 | diag{R, R, I} <0, (3.8)
N—— —
* * -1 v
em que
X, X _ I 0
XT: 1 3 ’ R= :
Xy X, 0 R

com R = X, TX?)T , sao matrizes bloco 2 x 2, pois, com a definicao acima, tem-se

R'XTR =

X1 X5
Xo X5l

> Como a matriz X5 aparece no bloco (4, 4) das desigualdades (3.5) e (3.7), conclui-se que, para ambos

os casos, ela é nao singular.
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com Xog= X3X;' X e X5 = X3X; 7 XTI e

R'XTAR = R"™X"RR'AR =
N—_——

X, Xs|[ A o0
Xo Xs| |BC, A

X1A+ MpC, My
XoA + Mp;C, Mays|’

BIX'B = RIXTRE B = | 0| | P | = | BBt MerDu |
— Xo X5_ Bnyw XoB, + MBnyw
Fer—ero |G| grpR—|P B
—Cf ’ Eg; E2 ’

com My = X5/~1f e Mgy = X5Ef, em que Af = R'AR, Bf = R 'Bje C~'f = C¢R.
Resumidamente, a matriz R pode ser interpretada como uma transformacao de coorde-
nadas nas matrizes da realizacao do filtro que, ao compor a transformacao aumentada R,
permite, sem perda de generalidade, igualar os dois blocos da segunda coluna da variavel
XT, por exemplo, neste® caso, iguais a Xs.

Isto posto, multiplicando-se a desigualdade (3.8) a direita por Y] e a esquerda
por YT, recupera-se a desigualdade (2.46). Neste ponto, refere-se a discussao apds a apre-
sentacao do Lema 2.10 para provar que a condicao proposta contém o caso quadratico

quando & — co. A estrutura

G £X3
Gy &Xy|’

com Gy = X5X;'Gy, é adotada para que o resultado quadrético seja recuperado; uma
vez que, com essa estrutura, recupera-se sem perda de generalidade, a desigualdade (2.18)

com a escolha G = (X = P. A prova do resultado dual segue passos similares. O

3.2 Filtragem H5 Discreta

Com relagao ao problema H, para sistemas discretos no tempo, estabelece-se

o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Considere a matriz de transferéncia (3.1). As seguintes condigbes sao

equivalentes.
i) Existem matrizes Ay, By, Cy e Dy tais que ||H(z)|]2 < p.

i1) Existem matrizes simétricas F; € R™" Ey € R"™™ e M € R"™", matrizes E3 €
Ran’ Xl e Rnxn’ XO E Rnxn’ X5 E Rnxn7 GO E Ran’ Gl e Ran’ MAf e Ran’
Mpy e R Cy € RP*™ e Dy € RP*9, e um escalar £ > 0 tais que (3.2),

6 Essa parametrizacio, com dois blocos iguais na matriz de transformacdo XT, é uma alternativa a

trabalhar-se com as defini¢des tradicionais de X e X~! em blocos com a restricdo adicional de que
XX~1 =T | utilizadas por exemplo em (DE OLIVEIRA, 1999).
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B, —-B; E By 0 0 ]
*x  —B ET Es 0 0
* x  —He(G1) —(X5+Gl) G1By+ MpgDy, 0 ~0 (3.9)
* * * ~He(X5)  GoBy + MpDy, 0 ' '
* * * * -M Dsz — DyTwD%
* * * * * -1
(Su —Es+€(Mag + ATXE +CIME,) ATXT + O ME, — X,
* —E> + EHe(May) M}, —€Xo
* * E; — He(X4)
* * *
* * *
ATXT + 0T ME, — X5 ©F — CT DY
MY ;= &Xs —Cy
B3 — (X5 + X1 0 <0, (3.10)
E5 — He(X5) 0
* -1
com ]

Si = —E + {He(X A+ MpsCy),

sao factiveis.

i11) Existem matrizes simétricas Fy € R™" Ey, € R"™" e M € RP*P, matrizes E3 €
R™ " Xy € RV Xg € R, X5 € RY™™, Myy € R™™, My e R, Cp € RP*™ e

Dy € RP*9, e um escalar £ > 0 tais que (3.2),

B —E3 Ey B3 0 0 _
* —Fy ET Es 0 0
* *  —He(X;) —(Xs+Xx{) CI-— CgD? 0 <0, (3.11)
* * * —He(X5) _C? 0
* * * * —-M Dy — Dnyw
* * * * * -1
By — He(X1) Fs— X5 — XT ATXT + O M, — 6,
* Ej3 — He(X5) M} — €Xo
N N — By + EHe(X1 A + Mp;C,)
* * *
* * *
ATXT 4 CTME, — £X; 0]
M} —£X5 0
—By + §(Mag + ATX] + CIME;) XiBy + MpgDy, | <0, (3.12)
—Ey + {He(May) XoBu + MpyDyw
% -1
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sao factiveis.

Além disso, para cada valor de & > 0, o filtro que minimiza a norma Hy é

obtido a partir do problema de otimizagao,
p° =min.{p?: (3.2), (3.9)-(3.10)},
ou, alternativamente, usando a formulacao dual
p° =min.{p*: (3.2), (3.11)-(3.12)}.
Para cada formulacao, as matrizes do filtro sao dadas por
Ap=X;'"Myay, By=X;'Mgy,

e as matrizes Cy e Dy sao obtidas diretamente como variaveis de decisao do problema de

otimizacgao. O filtro 6timo é obtido para £ = 0.

Demonstracao. A prova é feita a partir do resultado do Lema 2.11. Para tanto, note que

a desigualdade (3.10) pode ser expressa como

P ATX —¢xXT C
diag{ RT, R", I} | » P —He(X) 0 |diag{R, R, I} <0,

* * —1I
em que
X, X - I 0
o | A8 . h= 7
Xy Xo 0 R
com R = Xy, ' X7 similarmente & prova do Teorema 3.1. Destarte, a partir de uma

transformagao de congruéncia, prova-se que a desigualdade (3.10) é equivalente a (2.54).
Consequentemente, a partir do comentario apds a prova do Lema 2.11, o filtro quadratico
é recuperado com & = 0.

Por outro lado, a desigualdade (3.9) pode ser reescrita como

—P P 0 0

. (AT AT * —He(G) GB L

diag{ R ,R",I,1} N A DT diag{R, R, 1,1} <0,
* * * =1

que ¢ equivalente a desigualdade (2.29).
Para que X = X” = P pertenca ao conjunto de solucoes factiveis, atribui-se a

seguinte estrutura para a variavel de folga, GG, na desigualdade (2.53)

G G1 X; |
Gy Xo

com Gy = XyX5'Gy. Essa escolha garante que o conjunto de solucdes factiveis do pro-

blema contém a solugao 6tima. O resultado dual é obtido de maneira similar. U
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Com a finalidade de ilustrar os resultados dos Teoremas 3.1 e 3.2, consideram-

se os seguintes exemplos de sintese de filtros com critério Ho.

Exemplo 3.1. Seja o sistema assintoticamente estavel, continuo, linear e invariante no

o= 280 [12]

tempo dado por

2(t) = [-0.01 1.53] x(t), (3.13)

y(t) = [~0.77 0.37] 2(t) — 0.23w(2).

Aplicando-se o resultado do Lema 2.24, obtém-se as seguintes matrizes para o filtro étimo

o |009 —4s5) [ 107
o6l —206|" f =125

com custo Hs igual a p = 2.59. Por outro lado, na Figura 2, apresenta-se o resultado obtido

. Cf=[-011 —561), (3.14)

por meio do Teorema 3.1 para 400 valores de £ espacados em escala logaritmica usando
as formulagoes primal (em azul) e dual (em verde). O resultado para o caso quadrético é

ilustrado com a linha tracejada em vermelho.

Figura 2 — Comparagao entre os resultados do Lema 2.24 e Teorema 3.1 para o sis-
tema (3.13). As curvas continuas representam o limitante superior da norma
Hs para um dado valor do escalar £ usando as formulagoes primal (em azul)
e dual (em verde); a curva vermelha tracejada é o valor étimo da norma H,
obtida por meio do Lema 2.24.

Neste ponto, ressalta-se que o filtro 6timo é obtido em ambas as condi¢oes
quando o valor o parametro escalar ¢ tende para infinito. De fato, para o valor & = 200,

o filtro obtido pela formulacao primal (item ii)) do Teorema 3.1 é dado por

~0.09 —4.45 0.01
], sz{ . Cp=[-858 —554.88]. (3.15)

f= {0.62 —92.06 —0.01
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A transformagao de similaridade que relaciona as realizagoes (3.14) e (3.15) é dada por

0.01 —0.0002
0 0.0101

. (3.16)

uma vez que’ A} = T'A;T,Bf = T~'By e C} = C;T, corroborando o fato de que a
condigao do Teorema 3.1 contém o caso quadratico quando o parametro escalar tende a

infinito (neste caso, £ = 200). Resultado semelhante é valido para a formulacao dual.

Exemplo 3.2. Considere o sistema assintoticamente estavel, discreto, linear e invariante

no tempo dado por

[0.19 —021 —0.29] [ 144 137
w(k+1)=[-008 024 —0.22|z(k)+| 033 —171] w(k),
(008 —0.31 —0.79] —0.75 —0.10
024 031 —0.03] 063 1.11
(k) = (k) + w(k),
(032 —0.86 —0.16] 1.09 —0.86

y(k) =[0.08 —1.21 —1.11]x(k)+ [-0.01 1.53]w(k).

Variando-se o parametro £ € (—1,1), obtém-se o resultado apresentado na Figura 3. A
norma H, 6tima para o caso quadratico é apresentada na curva vermelha tracejada e o
valor da norma H, para um dado £ com o resultado primal e dual nas curvas azul e verde,
respectivamente. Observe que o filtro 6timo é obtido com £ = 0. Comportamento similar

em relacao ao escalar £ pode ser verificado em outros exemplos considerados.

Observagao 3.1. A partir dos resultados das Figuras 2 e 3, percebe-se que, ao tratarem
sistemas precisamente conhecidos, as condicoes dos Teoremas 3.1 e 3.2 nao apresentam
vantagem quando comparado com o caso quadratico. No entanto, a vantagem do escalar
é evidente quando se trabalha com sistemas incertos e essas vantagens sao discutidas na

préxima secao.

3.3 Filtragem Robusta

Extensoes dos resultados apresentados nos Teoremas 3.1 e 3.2 para tratar sis-
temas com incertezas politépicas sdo feitas por meio de condigoes LMIs robustas (ou

dependentes de parametros), como apresentado nos teoremas a seguir.

7 As matrizes apresentadas neste exemplo foram truncadas na segunda casa decimal. Ao considerar-se

a matriz T' dada em (3.16), mas com as matrizes (sem truncamento)

49 —0.0894 —4.5471 A — —0.0873 —4.4513
f710.6066 —2.0558]’ 71 0.6203  —2.0569]

obtém-se [|AS — T~'AfT|r = 0.0015, em que [|A] r representa a norma de Frobenius da matriz A.
Valores da mesma ordem de grandeza sao obtidos para as matrizes B; e By, e C}I e Cy.
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2651
26
P esst
251

245

24

235

Figura 3 — Comparagao entre os resultados do Lema 2.24 e Teorema 3.2 para o sistema
do Exemplo 3.2. As curvas continuas representam o limitante superior para
a norma H, para um dado valor do escalar ¢ para a formulagdo primal (em
azul), dual (em verde). A curva vermelha tracejada é o valor 6timo da norma
‘H, obtida por meio do Lema 2.24.

Teorema 3.3. Considere o sistema dinamico continuo (2.73) com incertezas politépicas.
Se existirem matrizes simétricas dependentes de parametros Ej(«) € R™ "™ Ey(«a) €
R™™(a) e M(a) € R™" matrizes dependentes de parametros Fs(a) € R™" X;(«a) €
R™ " Xo(a) € R™™ Go(a) € R™", Gy(a) € R™™, matrizes X5 € R™™, My € R™",
Mpy e R™ Cp e RP*" e Dy € RP*Y e um escalar £ > 0 tais que,

Te(M(a)) < p*,

(3.17)
Ei(a) Es(a))
o Bya)| T
(3.18)
Ei(a) — He(Gy(a)) Es(a) — X5 — Go(a)T Gi(a)By(a) + EMpsDyy(a)
* Es(a) — EHe(X5) Go() By (o) + EMppD,y,(a) | <0,
* * —M(a)

(3.19)
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fHe(Xl (a)A(a) + MBny(a)) 812 813
X EHe(Myy) Ey(a)! + M, — £Xo(a)
* * —He(X1(a))
Bs(a) + A(a)" Xo(a)" + Cy(a) "My — €Xs Co(a)”
Es(o) + M}, — £X5 —C(a)”
— (X5 + Xo(a)T) 0 <0, (3.20)
—He(X5)
* —1I

em que
S = {(May + A(‘)‘)TXO<@)T + Cy(‘)‘)TMgf)a

Sis = Fi(a) + A(e)' X1 (o) + Cy(a)TMgf — X4 (@),
sejam validas Vo € =, as matrizes

Ay By

3.21
oo (3.21)

| X5 May X5 My
Oy 0 ’

garantem || H (s, )]s < p, Va € E, em que H(s,a) é a extensao da matriz de transferén-
cia (4.1) para o dominio politépico.
Além disso, um limitante superior para a norma de pior caso (custo garantido

Hs) pode ser obtido a partir do procedimento de otimizagao, para £ > 0:
p° = min.{p*: (3.17)-(3.20)}.

Similarmente, usando-se a formulacao dual, se existirem matrizes simétricas
dependentes de parametros Ej(a) € R™", Ey(a) € R ¢ M(a) € RP*P matrizes
dependentes de parametros F3(a) € R™", X («a) € R Xy(a) € R™™, matrizes X5 €
R™™ Map € RV, Mgy € R™9 Cp € RP*" e Dy € RP*, e um escalar £ > 0 tais que,
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(3.17), (3.18),

Eq(r) = ¢He(X(a))  Es(a) = §(X5 + Xo(a)")  Cu(e)”

* EQ(O{) — fHe(X5) —CJT < 0, (322)
_ * * —M ()
{He(X1(a)A(a) + MprCy(a)) &(May + A(@)"Xo(@)" + Cy(@)" MEy)
* {He(May)

Eyfa) + Xi(@)A(@) + MzCyla) — £X:()7 Fula
Fy(a)" + Xo(@)A(a) + MysCyla) — €XT Fy

~—

—+ MAf — fXO(Oé)T
a) + Map — X3

—

—He(X1(a)) —(X5 + Xo(a)")
% —He(X5)

Xi(@)Bu(@) + Mps Dy ()

Xo(@) By () + Mp; Dyw(@)
0 <0. (3.23)
0
—1

sejam validas Yo € =, as matrizes (3.21) sao tais que [[H(s,a)lls < p, Va € Z. Um
limitante superior para a norma de pior caso é obtido por meio do procedimento de

otimizacao, para & > O:

p° = min.{p?: (3.17), (3.18), (3.22)(3.23)},

Demonstragao. A prova deste teorema é uma aplicagao direta das implicagoes i) — 1)
(primal) e i7i) — i) (dual) estabelecidas no Teorema 3.1. Observe que a necessidade nao
é valida, pois os elementos da segunda coluna das varidveis de folga sao considerados

independentes do parametros incerto. O

Observacao 3.2. Note que, no caso incerto, diferentemente do caso precisamente conhe-
cido, os valores dos custos garantidos obtidos por meio das formulacoes primal e dual nao

sao necessariamente iguais.
Com relagao ao caso discreto, estabelece-se o seguinte resultado.

Teorema 3.4. Considere o sistema dinamico discreto com incertezas politopicas (2.73). Se

existirem matrizes simétricas dependentes de parametros Ej(«) € R™" FEy(«a) € R™"
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e M(a) € RP*P_ matrizes dependentes de parametros F3(a) € R™ " X;(a) € R™™
Xo(o) € R™™ Go(a) € R™™ Gi(a) € R™™, matrizes X5 € R™" My € R™",
Mgy e R, Cr € RP*™ e Dy € RP*9, e um escalar £ > 0 tais que (3.17),

[_Ey(a) —EBs(a)  Ei(a) Es(a) 0 0 |
* —Fs(a) Es(a)T Es () ~0 0
* * —H6<G1<Oé)) —(X5 + G(](Of)T) g~35 0 < 0’ (324)
* * * —He(X5) Gus 0
* * * * _M(a) D(a)
| * * * * * —1 |
_gn Gio A(O‘)TXl(a)T + Cy(a)TMgf — X (a)
*  —FEy(a) + EHe(May) Mff — ¢ Xo()
* * Ei(a) — He(X; ()
AT Xo(@) + Cyfa)T My — £X5 Cala)” — ) DF]
MT, — X5 —Cy
Es(ar) — (X5 + Xo(a)") 0 <0,  (3.25)
Es(a) — He(X5) 0
* —1 |
em que

G35 = G1(@)By(@) + MpyDyy(av),  Gis = Go()Bu(a) + MpyDyy(e),
Gi1 = —Ei(a) + EHe(Xq (o) A(a) + Mp;Cy(ar)),
Gr2 = —E3() + {(May + A(a)" Xo(a)" + Cy ()" M),

sejam validas Vo € Z, o filtro cujas matrizes sao dadas por (3.21) garante | H (z, a)|2 < p,
Va € =.
Um limitante superior para a norma Hs de pior caso pode ser obtido por meio

do procedimento de otimizagao, para £ € (—1,1):
p° =min.{p? : (3.17), (3.18), (3.24), (3.25)}

De maneira equivalente, utilizando-se a formulagao dual, se existirem matrizes
simétricas dependentes de parametros Ey(a) € R™") Ey(a) € R™™ e M(«a) € RP*P, ma-
trizes dependentes de parametros F3(a) € R™", X;(a) € R™", Xo(«) € R™™, matrizes
X5 € R™" Myp € R™" My € R Cp € RP*" e Dy € RP*, e um escalar § > 0 tais
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que (3.17),
—Bi(a) —Bsa)  Eila) Es(a) 0 0
* —Es(a) Es(a)” Es (o) 0 0
* * —He(X1(a)) —(X5+ Xo(a)T) C.(a)T — Cy(a)TD? 0 <0
* * * —He(X5) - ;;F 0 ’
* * * * —M () D(w)
| * * * * * —1I |
(3.26)
Er(0) ~ He(X1(0)  Es() = X5 = Xo(a)T  A(@)"X1(a)" + Cyl)" Mf; — £X1(a)
* FE3(a) — He(X5) M} — £Xo(a)
* * —FEi(a) + {He( X1 (a)A(a) + MprCy(a))
AT + Cyfa)T M — £X; 0 '
M}, —€X5 0
—E3(a) + &(May + A(a)" Xo(a)" + Cy(a)"ME,)  Xi(a)By(a) + MpgDyy(a)| <0,
—Eg(a) + {He(MAf) Xo(Oé)Bw(Oé) + MBnyw(Oé)
* —1I
(327)

sejam validas Vo € Z, entao ||H(z,a)lls < p, Va € =.
Neste caso, um limitante superior para a norma H, de pior caso é obtido por

meio do procedimento de otimizagao, para £ € (—1,1):

p° = min.{p*: (3.17),(3.18), (3.26), (3.27)}.

A aplicacao do Teorema 3.4 no projeto® de filtros robustos Hy de ordem com-
pleta para sistemas dinamicos discretos ¢ ilustrada nos exemplos a seguir. Resultados

similares sao obtidos no caso continuo com a aplicagao do Teorema 3.3.

Exemplo 3.3. Considere o sistema linear discreto, robustamente estavel, e invariante no
tempo com incertezas politopicas definido pelas matrizes (geradas aleatoriamente)

~0.83 —0.02 0.53 —0.35 1.27 3.45 0.91 0.53
Ay = , Ag= ,  Bu1 = y Bug = ;

0.06  0.69 —0.77 —0.46 0.96 1.03 ~1.02 3.32
Ca=[049 —151), Co=[141 —021], Cp=[-036 —151], Cp=[-077 —165],

Dyut = [0.18 ~0.01], Dyuo = [3.25 —1.98.

8 Com o intuito de apresentar ao leitor a utilizagdo do pacote computacional ROLMIP (AGULHARI
et al., 2012), a rotina da condi¢ao dual do Teorema 3.4 é fornecida no Apéndice.
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Na Figura 4, é apresentado o resultado da aplicacao das condig¢oes do Teorema 3.4 para
diferentes valores do escalar . Percebe-se que, para a formulagao primal (curva azul
tracejada) com varidveis afins no parametro incerto e para uma busca no parametro

escalar limitada ao conjunto
€ €40.95,09,...,-0.05,0,0.05,...,0.9,0.95}, (3.28)

obtém-se uma redugao maxima do custo garantido Hs de cerca de 1.3% (para £ = 0.35)
quando comparado com ¢ = 0. Para a formulacao dual (curva vermelha) com varidveis
afins, conclusoes semelhantes sao obtidas, com redugao méxima de 9% (para £ = —0.4)

no custo garantido Hs.

-05 -04 -03 -0.2 -0.1 0 01 02 03 04 05

Figura 4 — Influéncia do parametro £ no célculo do custo garantido H, para o sistema
do Exemplo 3.3 usando as condi¢oes do Teorema 3.4 (primal, azul tracejada,
dual, vermelho continua) com varidveis afins.

Exemplo 3.4. Este exemplo tem o objetivo de comparar o desempenho das condigoes do
Lema 2.25 para sistemas discretos e do trabalho (LACERDA et al., 2011) (para A; = 1,
Ay =1 e A3 =0) com o Teorema 3.4 (fixando-se £ = 0), ao aumentar-se gradativamente a
quantidade de incerteza presente no sistema. Para tanto, cria-se, inicialmente, um sistema
precisamente conhecido com matrizes A, B,, ,C., Cy, D, e, em seguida, constréi-se um
sistema politopico com dois vértices, Ay = A e Ay = VA, e as demais matrizes permanecem
inalteradas. Note que, para v = 1, tem-se um sistema precisamente conhecido. As matrizes

(geradas aleatoriamente e truncadas em duas casas decimais) sao

0.009 0.015 0 —1.058
A=| 0 —0448 —-0.298|, B, =|-8357|, C.= [—1.011 2973 3.253],
0.153 0.284 —0.159 4.339
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Cy=[1.384 0289 4.288|, Dy = —4.305,

e o resultado é apresentado na Figura 5. Observa-se que, quando a incerteza é baixa
(valores de v préximos a 1), a condigao do Teorema 3.4 prové resultados melhores em
termos de custo garantido Hs do que as condi¢oes em (LACERDA et al., 2011) e do que
o filtro obtido pela a extensao do Lema 2.25 para tratar o caso incerto. Neste exemplo, a
condicao de Lacerda et al. (2011) produz resultados menos conservadores para valores de

v > 2.3.
Os resultados desses exemplos foram apresentados em (ROMAO et al., 2015).

40

35

301 P

Figura 5 — Limitante da norma H, fornecido pelas condi¢oes de (LACERDA et al., 2011)
(A = Ay = 1 e A3 = 0, vermelho continua), Lema 2.25 (azul, tracejada com
pontos) e Teorema 3.4 (£ = 0, dual, verde tracejada) para o Exemplo 3.3.
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4 Filtragem Ho

Neste capitulo, aborda-se o problema de filtragem H., por meio de condigoes
LMIs para todo o intervalo de frequéncia, chamado simplesmente de filtragem H., e,
usando-se o gKYP (ver capitulo 2), para especificagdes em baixa, média e alta frequéncia,
tanto para o caso continuo quanto para o caso discreto.

Inicialmente, estendem-se as condigoes para o calculo da norma H,, com pa-
rametros escalares apresentados no Capitulo 3 com o objetivo de reduzir o conservado-
rismo com relagao ao resultado quadratico para todo intervalo de frequéncia. Em seguida,
explora-se o problema de filtragem em faixas de frequéncias.

Com o objetivo de facilitar a leitura deste capitulo, note que, no problema de

filtragem, interessa-se pelo desempenho, em termos das normas Hs e H.,, da matriz de

transferéncia
H(\) =C(\M —A)'B+D, (4.1)
em que
A 0 By,
= , = s C= [Cz—Dny —Cf 5 D:Dzw_Dnyw-
B;C, Ay By Dy,

Para maiores detalhes sobre a definigao do problema de filtragem, ver Segao 2.6.

4.1 Problema de Filtragem H

Com relacao ao problema de filtragem H., para sistemas continuos no tempo,

estabelece-se o seguinte resultado.

4.1.1 Sistemas Continuos

Teorema 4.1. Considere a matriz de transferéncia (4.1). As seguintes condigbes sao

equivalentes.
i) Existem matrizes Ay, By, Cy e Dy tais que || H(5)| < 7-

it) Existem matrizes simétricas Fp, Fy € R™" matrizes F3 € R X; € R™"
Xo € R Gy € RV, Gy € R, X5 € RV | Myp € R, Mgy € R™9,
Cr e RP*™ e Dy € RP*Y e um escalar £ > 0 tais que
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E, Ej
- 0,
El E,
(4.2)
He(X1A + MgsCy) May+ ATXo+ CTMp; By + E(ATXT + CTME,) — X,
* He(Myy) Ef + &M%, — Xo
* * —&He( X))
* * *
* * *
* * *
By + E(ATXT + CTME,) — X5 X1By + MpDy,  CT —CIDY |
By + EMY, — X; XoBy + Mgy Dy, el
—&(X5 + X{) §(X 1By + MpsDyy) 0 -0
—¢He(Xs) §(XoBy + My D,) 0
* T DL, — DI DF
* * —~2I
(4.3)

Ademais, o filtro que minimiza o indice H,, para um determinado valor de &

¢é obtido a partir do seguinte problema de otimizagao
7 =min.{y? : (4.2)-(4.3)}
com matrizes dadas por?
Ay =X:"May, By =X;'Mpgy,

e matrizes Cy e Dy sao obtidas diretamente do problema de otimizagao. Quando £ — 0,

o filtro 6timo é obtido.

Demonstracao. Usando as definicoes apresentadas na prova do Teorema 3.1, observe que

a desigualdade (4.3) pode ser escrita como

He(ATX) P+ ¢ATX —XT XTB (7
“¢He(X)  eXTB
* * —I DT

* * x =20

diag{RT,RT I, 1} diag{R, R, 1,1} < 0.

Dessa forma, com a aplicacao de uma transformagao de congruéncia, prova-se a equiva-
léncia da desigualdade acima com o item i) do Lema 2.6; além disso, como a desigual-

dade (4.2) é equivalente a P > 0, o resultado segue pelo Lema 2.6.

9 A existéncia da inversa da matriz X5 segue por argumento similar ao apresentado no Teorema 3.1.
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Outrossim, observe que a matriz X = X = P ¢é factivel se, e somente se,

ATP+PA PB (7 ATP
* ~I D' |+¢|BTP| PTH[PA PB 0] <0,
* x =2 0
ou seja, o filtro 6timo é obtido quando & — 0. O

4.1.2 Discreto

Com relagao ao problema de filtragem H., para sistemas discretos no tempo,

tem-se o seguinte resultado.

Teorema 4.2. Considere a matriz de transferéncia (4.1). As seguintes condigbes sao

equivalentes.
i) Existem matrizes Ay, By, Ct e Dy tais que ||H(2)||oc < 7.

it) Existem matrizes simétricas F; € R™", Fy € R™ " matrizes F3 € R™" X; €
R™™ Xy € R, X5 € R™", Myy € R™", Mgy € R™9, Cy € RP*", Dy € RP¥9 e
um escalar £ € (—1,1) tais que (4.2) e (4.4) sejam factiveis.

(He(X A+ MpsCy) — By &(Mag + ATXJ +CIME;) — Es ATXT + CIME, — £X,
* §He(Myy) — B MY, —£Xo
* * Ey — He(X)
* * *
* * *
* * *
ATXT + CTME, — €X5 €(X1By + MpsDy,) CF —CIDT |
M —€X5 &(XoBy + MpDy) e
Es— X5 — X{ X1By, + MpsDyy, 0 0
Ey — He(X5) XoBw + Mp Dy 0
* 1 D!, - D}, D}
* * —2I
(4.4)

O filtro que minimiza o indice H, para um determinado valor de § € (—1,1)

é obtido por meio de problema de otimizacao

7 = min.{7*: (4.2), (4.4)}
com matrizes dadas por

Ay = X:"May, By =X;'Mpy,
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e as matrizes C'y e Dy obtidas diretamente do problema de otimizacao. Além disso, o filtro

6timo é obtido com £ = 0.

Demonstracao. Similarmente a prova do Teorema 4.1, usam-se as definicoes do Teo-

rema 3.1 e reescreve-se a desigualdade (4.4) como

EHe(ATX) — P ATX — ¢XT  ¢xXTB (7
—He(X)+ P X'B 0
* -7 DT

* * * —~2T

diag{RT,RT,I, I} diag{R,R,I,1} < 0.

O resultado segue por uma transformacao de congruéncia e a equivaléncia do Lema 2.7.

A matriz X = XT = P é factivel se, e somente se,

ATPA— P ATPB+¢PB CT

* BTPB — I DT | <0,
* * —21
ou seja, se & = 0, o filtro 6timo é obtido. O

Nao sao apresentados exemplos para o problema de filtragem H., nesta secao
pelo fato do comportamento ser similar ao do caso Hs. De fato, para ambos os casos,
continuo e discreto, os resultados da variagao da norma H., em fungao do parametro

escalar ¢ assemelham-se aos ilustrados nas Figuras 2 e 3, respectivamente.

4.1.3 Filtros Robustos H

Extensoes dos resultados apresentados nos Teoremas 4.1 e 4.2 para o projeto
de filtros robustos seguem diretamente. A seguir, apresenta-se a extensao para o caso

continuo (o caso discreto pode ser construido de maneira similar).

Teorema 4.3. Considere o sistema (4.1). A desigualdade ||H (s, a)]|
valida se existirem matrizes simétricas dependentes de parametros E;(a) € R™", Fy(«) €
R™™ matrizes dependentes de parametros F3(a) € R™*", Xy(a) € R, X;(«a) € R™
matrizes X5 € R™", Myy € R™", Mpy € R", Cr € RP*" e Dy € RP*Y, e um escalar

< v Va € =, é

[e.9]
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¢ > 0 tais que a seguinte LMI robusta seja factivel

[He(X1()A(0) + MpCy(a))  May + A(a)” Xo(a) + Cy(a)” Mpy Si3
* He(MAf) 523
* * —&He(X1 ()
Sus Xi(@)A(a) + MpgDyu(e)  Ca(@)’ — Cy(a)"DF |
Ey(a) + EMA; — X5 Xo(a)A(a) + Mp gDy () —Cf
—&(X5 + Xo(@)T)  &(Xi(@)A(e) + MpyDyy(a)) 0 20, (45)
—&He(X5) §(Xo(a)A(a) + MpgDyw(a)) 0
* —I Dy(@)" = Dyy(a)" DY
* * —~21

para todo a € =, com
Si3 = Ei(a) + £(A(a)" X1 ()" + Cy(a)TMgf) — Xi(a), Suz = E3(a)’ +EMay — Xo(a)

Sy = Es(a) + E(A()T Xo(a)T + Cy(a)TMgf) - Xs.
Um limitante superior para a norma H., de pior caso é obtido a partir do problema de
otimizagao
7 = min.{y* : (4.2), (4.5)},

com matrizes do filtro robusto dadas por
Ap=MaX;', Bp=X;'Mpy. (4.6)
e Cy e Dy obtidas diretamente do problema de otimizacao.

Demonstracao. Segue passos similares aos do Lema 3.3. U

4.1.4 Exemplos Numéricos

A utilizagao do Teorema 4.3 é exemplificada a seguir. Resultados similares sao

obtidos para o caso discreto.

Exemplo 4.1. Para comparar os resultados do Teorema 4.3 com a extensao do Lema 2.26
para o caso robusto e com (LACERDA et al., 2011), cria-se um sistema politépico em
que o grau de incerteza é controlado a partir de um parametro escalar (usando um proce-
dimento similar ao utilizado no Exemplo 3.4 do capitulo anterior). Ou seja, considera-se
um sistema precisamente conhecido com matrizes A, B, C., D.,, Cy, Dy, e, a partir
desse, gera-se um modelo politépico com dois vértices por meio do seguinte procedimento:

Ay = A, Ay = A — v, e as outras matrizes sao mantidas constantes. Observe que o nivel
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de incerteza é controlado pelo parametro v, e que, para v = 0, tem-se um sistema preci-
samente conhecido. Dito isto, considere as matrizes (geradas aleatoriamente e truncadas

em duas casas decimais)

—1.23 —0.63 —2.49 —-2.39 —1.80 0.67 —164 —0.97
A=1019 -017 020 |, B,=]027 212|, C.,= [ ' ' ' ] ,
1.11 336  1.32
0.35 235 —0.31 0.51  3.64
1.17  —0.19

zZw

Coz0 oo |0 Co= 067 =381 143]. Dy, = [-432 —091].

Definindo uma estrutura afim para as variaveis dependentes de parametros em

(LACERDA et al., 2011) e no Teorema 4.3, e gerando um grid com espacamentos de 0.05
no parametro v, obtém-se os resultados apresentados na Figura 6. Note que a condic¢ao do
Teorema 4.3 prové limitantes H,, proximos aos fornecidos pela resultado em (LACERDA
et al., 2011) usando menos varidveis (108 contra 168).

Neste exemplo, foi realizada uma busca linear no parametro escalar do Teo-
rema 4.3 e (LACERDA et al., 2011) (A = Ao = &, A3 = Ay = 0) no conjunto definido
em (3.28).

Note que os resultados (para cada valor de v) obtidos por meio do Teorema 4.3
sao sempre menos conservadores que o resultado quadrético apresentado no Lema 2.26;
além disso, o limitante do Teorema 4.3 esta préximo do limitante obtido com o resultado
apresentado em (LACERDA et al., 2011) para o nivel de incerteza considerado. Para
maiores valores de incerteza, o método (LACERDA et al., 2011) prové limitantes cada

vez menos conservadores quando comparados com os valores fornecidos pelo Teorema 4.3.

Exemplo 4.2. Considere o seguinte sistema dinamico continuo e robustamente estavel

dado por,

—0.6 4490
-4  —-0.6

0 0
1.5 0

A=

) w

. C.=Dy =10 1], C=[0 -12], (47)

em que |[§| < 0. Na Tabela 2, apresenta-se o custo garantido H. obtido pelas condicoes
do Teorema 4.3 (£ = 0.1) e (LACERDA et al., 2011, A\; = Ay = 1) para diferentes valores
de 0. Observe que a condicao proposta prové limitantes competitivos quando comparados

com (LACERDA et al., 2011) usando um menor nimero de variaveis (50 versus 78).

Tabela 2 — Custos garantidos H., para o Exemplo 4.2 usando o Teorema 4.3 (T4.3), £ =
0.1, e (LACERDA et al., 2011) (LOP) com A; = Ay = 1 para diferentes valores
do limitante do parametro 9, definido por .

) 1 1.3 1.5 2 2.5
LOP | 0.702 0.706 0.709 0.721 0.737
(T4.3) | 0.702 0.707 0.711 0.724 0.741

Os resultados desse exemplo foram apresentados em (ROMAO et al., 2016).
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Figura 6 — Limitantes para o custo garantido H., do sistema do Exemplo 4.1 para (LA-
CERDA et al., 2011, Ay = Ay = £, A3 = Ay = 0) (linha vermelha tracejada
com pontos), adaptacao do Lema 2.26 para tratar o caso robusto (linha azul

tracejada) e Teorema 4.3 (linha verde), com & pertecente ao conjunto dado em
(3.28).

4.2 Projeto de Filtros usando o gKYP

O projeto de filtros que minimizam a norma H., para faixas de frequéncia
pode ser realizado por meio do gK'YP, apresentado no Capitulo 2. Neste caso, interessa-se

em obter as matrizes do filtro Ay, By, Cy e Dy de modo que
[HM oo <7, VA € A(D, 1),

em que H(\) é a matriz de transferéncia (4.1) e A(P, V) representa um segmento de reta
ou circulo (para maiores detalhes sobre a definigao deste conjunto, ver (IWASAKI et al.,
2000; IWASAKI; HARA, 2005)). Dessa forma, apresentam-se os resultados do projeto de

filtros, continuos e discretos, com especificacoes em baixa, média e alta frequéncia.

4.2.1 Especificacbes em Baixa Frequéncia

Os préximos resultados abordam o projeto de filtros de ordem completa,
continuos e discretos, para especificacoes em baixa frequéncia. Observe que, enquanto
estabelece-se uma condicao necessaria e suficiente para o projeto de filtros no caso conti-

nuo, no caso discreto o resultado apresentado é apenas suficiente.

Teorema 4.4. Considere o sistema continuo associado a matriz de transferéncia (4.1), e

considere um escalar w, > 0. As seguintes condig¢oes sao equivalentes.

i) |H(s)lloo <7, Vs = jw e |w| < wy.
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i) Existem matrizes simétricas definidas positivas Q; = QT € R™™ e Qg = QL, €
R™™ matrizes simétricas P € R"™ e Pyy € R™ "™, matrizes Q12 € R™™", Py €
R™" Gy € R, Gy € RV, Myy € R™", Mpy € R, Cr € RP*" e Dy € RP*

tais que
—Qu1 —Q12 Py -Gl Py — GE
*  —Qa PL — KT Py — KT
* *  w;Qu + He(GuA+ MpsCy) wjQua + May + ATGE, + Cf M,
* * * wiQa2 + He(May)
* * * *
* * * *
. -
0
G11By + MpsD cr - cr'pt
115w + Bfyw z ,IZ{ f <0 (48)
G2le + MBnyw _Cf
-2 DI, - D},D}
* —1I

Ademais, o menor limitante superior que satisfaz i) é obtido a partir do pro-

blema de otimizacao
7* = min.{7* : (4.8)},
e as matrizes do filtro que garantem este desempenho sao dadas por
Ap=K'My;, Bj=K M.
com Cy e Dy obtidas diretamente do problema de otimizacao.

Demonstracao. Definindo as matrizes

_ T 0 Gn G .~ |Py P o
_ | _ |G G 7 Q1T1 Q12 :RTQR, 1T1 12 :RTPR,
0 Gay Giy Ga1 G 12 Q2 Py Py
Gu K o
"7 = RTGR,
Ga
observe que
- . G1A+ MgC, M - G11By + Mg¢D,,
BTOAR — 1A+ MprCy Af ,RTGB: 11 + Mpyrl)y ’
Gn A+ MpiCy, May Go1 By + MpyD,y,
- C, — D;C,

CR =

_Cf
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Dessa forma, a desigualdade (4.8) pode ser escrita como

—Q P-GT 0 0
- P—G w}Q+He(GA) GB (T .
diag{R", RT I, I ¢ diag{R, R, 1,1} <0,
e{ } 0 BTCT 21 Dt e{ }
0 C D -1

que, por sua vez, € equivalente a

—Q P 0 T 0
P w}Q+C'C  C'D |+ |AT|G"|0 I 0]+ |I|G|-I A B|=0,
0 DTC D7D — ~2 BT| T x  |lo] Ty

e como'?, por meio da escolha

I 0 A B
Kt=10 o], S*=|I 0],
0 I 0 I
—Q P 0 0 0
K| P ow2Q+C’C D | K= =<0,
0 D'D—~2I
0 DTC DTD — ~21
usando-se o Lema 2.9, mostra-se que a desigualdade (4.8) é equivalente a
—Q P 0
sl P wQ+C’c D |St<o. (4.9)
0 DTC DTD — ~2I
Q
Note que
0 -Q P 0 0 I 0 0
Q- cr P wQ 0 0 0 I 0
o 0 I o0 ||0o CD|’
0 DT
0 0 0 —~%I{ |0 0 I
e, portanto, a desigualdade (4.9) pode ser reescrita como
Qo P o o |[aB
AT 1 CT o] | P 20 0 0 I 0
wid <0 =
BT 0 DT I 0 0O I O Cc D
0 0 0 —2I| |0 I
- T T
A B -@Q P ||A B c D I 0 Cc D
+ =< 0.
I 0 P wQl||I O 0 I 0 —2I| |0 I
B —_———

Portanto, a equivaléncia entre 7) e i7) é estabelecida por meio do Lema 2.30. O

10 Ao longo dessa secio, assume-se que DD — ~2I < 0. Note que essa hipétese é automaticamente

satisfeita para sistemas estritamentes proprios.
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De maneira similar, obtém-se o seguinte resultado para o caso discreto.

Teorema 4.5. Considere o sistema discreto associado a matriz de transferéncia (4.1), e
considere um escalar v, > 0. Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Q11 €
R™™ e (99 € R™ ™, matrizes simétricas Py € R™™™ e Pyy € R™ ™, matrizes ()1 € R™*",
Py € R Gy € R, Gy € RV, Fyyp € RV Fy € RV Myy € R, Mpy €
R4 Cy € RP*™ e Dy € RP*Y tais que

Qll Q12 . 0,
Qs Q2

(4.10)
—Pyy —He(Fyy) —Pp—Fh — K Qu — GH + FiA+ MgsC,
* — P}, — He(K) QY — KT + Fyy A+ MpsCy
* * P +He(G11A+ Mp¢Cy) — 2 cos(ve)Quu
* * *
* * *
* * *
Q12 — GL + May F11By + Mp¢Dyy 0
Qa2 — KT 4+ My Fo1 By + Mpg Dy 0
Pry + Mag + ATGE) + CJ M, — 2cos(v))Qia GuiBw + MpgDy  CI —CIDY ~0
Py + He(Map) — 2 cos(vg)Qaz G21By + Mg Dy, —CT ’
* —2I DI, - DJ,DY
* * —1I
(4.11)

sao verificadas, entao | H(e’“)||o < v para todo |w| < v,. Ademais, um limitante superior

para v pode ser obtido a partir do problema de otimizagao
7* = min.{7? : (4.10), (4.11)},
e as matrizes do filtro que garantem este desempenho sao dadas por
Ap=K'My;, Bj=K "Mz,
e Cy e Dy obtidas diretamente do problema de otimizacao.

Demonstragao. De maneira similar a prova do Teorema 4.5, reescreve-se a desigualdade (4.11)

como,

—P — He(F) Q—G'+ FA FB 0
* P +He(GA) —2cos(v)Q GB CT

_,}/2[ DT

diag{ RT, RT I, 1} diag{R,R,I,1} < 0.

* *

* * * -1
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Aplicando uma transformagao de congruéncia e complemento de Schur, obtém-se a se-

guinte desigualdade equivalente

s Q 0 F
x P —2cos(v)Q+C"C  CTD +He< G| |-I A B}) =<0,
0 DTC D7D — ~2] o v
que, se verificada, com
A B
St=11 o],
0 I
implica em
s Q 0
S|« P —2cos(v)Q +CTC C'D St <o.
0 DTC D7D — ~2]

Usando argumentos similares aos utilizados na prova do Teorema 4.4, a desigualdade

anterior ¢ a desigualdade

_P 0 0o o ][aB
AT T CT 0 P—-2 0 0 1

Q cos(vr)@ 0 40 —
BT 0 DT I 0 0 I 0 C D

0 0 0 —2I| |0 I

- T T

A B —P Q A B n C D I 0 Cc D <0

70 Q P—2cos(v)Q| |I 0 0 I| [0 —2I| |0 I

O RP+V4RQ ©

Como (4.10) implica em @ > 0 (definida no Lema 2.30), o resultado segue do Lema 2.30.
U

4.2.2 Especificaces em Média Frequéncia

Resultados para o projeto de filtros em média frequéncia sao obtidos de maneira

similar. Estes resultados sao apresentados a seguir para os casos continuo e discreto.

Teorema 4.6. Considere o sistema continuo associado & matriz de transferéncia (4.1), e

escalares w; e wq satisfazendo wy > wy > 0. As seguintes condi¢oes sao equivalentes.
i) |H(S)|loo <7, Vs = jwew <w < ws.

i1) Existem matrizes Gn,Ggl,f(, Mag, Pro, Q12 € CY", Mpy € CV7, CfF € RPX™ e

Dy € RP*" e matrizes simétricas Py, Pag, Q11, Q22 € R™" tais que
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—Qu —Qr2 P + jw.Qun — GH Pis + jw.Qr2 — G35,
x  —Qa PL + jw.Ql, — K* Py + jweQa2 — K*
* *x  —wiwaQi + He(GriA+ MpsCy) —wiwaQia + May + ATG3y + CyTME;f
% * * —wiwaQa2 + He(My)
* * * *
* * * *
. }
0
G11By + MBnyw Cg — CgD}; <0
Go1 B, + MBnyw _C}—‘
_721 Dgw - Dng?
* -1
(4.12)

com w, = (w; + ws)/2, seja valida.

Ademais, um limitante superior que satisfaz i) é obtido a partir do problema
de otimizacao
7% = min.{y? : (4.12)},

e as matrizes do filtro que garantem esse desempenho sao dadas por
Af:K_lMAf, Bf:K_lMBfa
com C e Dy obtidas diretamente do problema de otimizacao.

Demonstragao. A prova segue passos similares aos dos teoremas anteriores e, portanto, é
omitida. Este resultado foi apresentado e discutido em (ROMAO et al., 2016). O

Observacao 4.1. Note que, ao contrario do caso com especificagao em baixa frequéncia
continuo, o multiplicador do caso em média frequéncia deve ser complexo!! para que
a necessidade seja mantida. Dessa forma obtém-se filtros cujas matrizes Ay e By sao
complexas. Para a obtencao de filtros reais, impoe-se que M4y, K e Mg # sejam matrizes

reais.

O resultado do projeto de sistemas discretos em média frequéncia é apresentado

a seguir.

Teorema 4.7. Considere o sistema discreto associado a matriz de transferéncia (4.1), e
considere escalares v; e vy satisfazendo vy > vy > 0. Se existirem matrizes G'1, Ga1, Fi1, For, K, My,

A construcdo da matriz X que garante a necessidade na prova do Lema 2.9 depende da matriz Q

que, neste caso, ¢ uma matriz complexa. Em outras palavras, com a construcao apresentada na prova

do Lema 2.9, se a matriz Q for complexa a varidvel X deve ser complexa, mesmo quando K e S sdo
3 3

matrizes reais.
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Pry, Quy € R, Mpp € R, Cp € RP™ e Dy € RP, e matrizes hermitianas Pry, Pp,
Q11, Q22 € C™™ tais que (4.10),

—Py —He(Fyy) —Pp—Ff-K eleQr — GT, + FiiA + MpsC,
* —P}, —He(K) e Qly — KT + Fy A+ Mp;Cs
* * Pi1 + He(G11 A+ MpsCy) — 2 cos(vy)Qui
* * *
* * *
* * *
el Q2 — GE + Myy F11By, + Mp§Dy, 0
Qg — KT + My Fy1 By + Mgy Dy, 0
Pig+ May + ATGE + CyTMgf —2c08(vy)Q12 Gi11Bw + MpgDyy cl — CgD? <0
Pyy +He(Myys) — 2 cos(vy) Q22 G21By + Mpy Dy —Cf '
* —2I D}, - D},D}
* * —1I
(4.13)

com v, = (vy — v1)/2, v. = (v1 + v9)/2, sejam validas, entao
IH() oo <7, Vs=¢€" v <w<w. (4.14)

Ademais, um limitante superior para v que satisfaz (4.14), pode ser obtido através do

seguinte problema de otimizacao
7* = min.{7? : (4.10), (4.13)},
e as matrizes do filtro que garantem este desempenho sao dadas por
A; = K "My, By =K 'Mgy,
com C e Dy obtidas diretamente do problema de otimizacao.

Demonstracao. A prova segue passos similares aos da prova do Teorema 4.5, definindo

varidveis bloco 2 x 2. O

4.2.3 Especificacoes em Alta Frequéncia

Além dos resultados para baixa e média frequéncia, desenvolveram-se condicoes
de sintese de filtros continuos e discretos com especificacoes em alta frequéncia. Estes

resultados sao apresentados a seguir.

Teorema 4.8. Considere o sistema continuo associado a matriz de transferéncia (4.1), e
um escalar w;, > 0. Se existirem matrizes G11, Ga1, i1, For, K, May, P2, Q12 € R™",
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Mgy € R™7, Cy € RP*™ e Dy € RPX" e matrizes hermitianas Py, Pag, Q11, Q22 € C™7
tais que (4.10),

Q11 —He(Fiy) Qu—-FhL-K Py—-Gh + F11A+ Mp;Cy
* —ng—He(K) PIE—RT—FFQlA—l-MBfCQ
* * —w?Q11 + He(G11 A+ MpCy)
* * *
* * *
* * *
Plg—Ggl+MAf Flle+MBnyw 0
Pay — KT 4+ My F1 By + MpDy, 0
—wiQi2 + May + ATGE, + CgMgf GuBy + MpgDy,, CT — CgD? ~0 (4.15)
—W%QZQ + He(MAf) Go1 By + MBnyw —C};
* —2I D}, — D},D}
* * —1I
sejam validas, entao
IH(S) oo <7, Vs=jw, w>w. (4.16)

Ademais, um limitante superior para v que satisfaz (4.16), pode ser obtido através do

seguinte problema de otimizacao
7* = min.{7* : (4.10), (4.15)},
e as matrizes do filtro que garantem este desempenho sao dadas por
Ay = K "My, By=K 'Mgy,
e as demais matrizes, Cy e Dy, vém diretamente do problema de otimizacao.

Demonstracao. Similar aos casos anteriores. ]

Teorema 4.9. Considere o sistema discreto associado a matriz de transferéncia (4.1), e
considere um escalar v, > 0. Se existirem matrizes G11, Go1, Fi1, Fb1, R, Mag, Pia, Q12 €
R™™ Mgy € R™", Cr € RP*" e Dy € RP*", e matrizes hermitianas Py, P, Q11, Q22 €
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C" ™ tais que (4.10),

—Piy —He(Fy) —Pp—Fh—K —Qu — G, + FiuA+ Mg;C,
* —PJ, — He(K) QY — KT + Fn A+ Mp;Cy
* * P11 +He(G11A+ Mp¢Cy) + 2 cos(vp) Q11
* * *
* * *
* * *
—Q12 — GL + May F11By + Mp¢ Dy, 0
—Qao — KT + My Fo1By + Mp¢ Dy, 0
Piy + May + ATGSy + CJ ME, +2cos(vp)Qi2 - G11Buw + MpgDy,y  CI' = CJ DY ~0
Pyy +He(Myyf) + 2 cos(vp) Q22 G21Byw + Mp Dy, — ;zp
* —2I DI, - Dj,Df
* —1I
(4.17)
sejam validas, entao
|H(2)||oo <7, Vs=¢" w>u,. (4.18)

Ademais, um limitante superior para 7 que satisfaz (4.18), pode ser obtido através do

seguinte problema de otimizacao
7* = min.{+* : (4.10), (4.17)},
e as matrizes do filtro que garantem este desempenho sao dadas por
Ap=K'My;, Bj= KMy,
e Cr e Dy obtidas diretamente do problema de otimizacao.

Demonstracao. Similar aos casos anteriores. ]

Apesar de renderem filtros com desempenho em determinadas faixas de frequén-
cia, os resultados apresentados ndo garantem a estabilidade do sistema aumentado (4.1),
ou seja, as condicoes podem retornar filtros cujas matrizes A; tém pelo menos um auto-
valor com parte real positiva, no caso continuo; ou pelo menos um autovalor com modulo
maior a 1, no caso discreto, i.e., as condi¢oes geram matrizes de transferéncia que perten-
cem ao espago L., (Ver Capitulo 2 e referéncias para maiores detalhes). A estabilidade
da matriz Ay precisa ser assegurada por meio de condigdes adicionais (impondo, dessa
forma, que as matrizes de transferéncia pertencam ao espaco H,), como descrito na

préxima secao.
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4.2.4 Assegurando Estabilidade para os Filtros Projetados por meio do gKYP

Para garantir a estabilidade da matriz do sistema (4.1), em que

A 0
BCy Aj

: (4.19)

por meio de um problema de otimizacao, utilizam-se condicoes tradicionais da literatura,

como apresentado a seguir.

Lema 4.1. Considere o sistema continuo (4.1) cuja matriz dinamica ¢ dada em (4.19).

Entao, as seguintes condicoes sao equivalentes:
i) A matriz A é Hurwitz.

ii) Existem matrizes simétricas Wiy, Wae € R™ ™, matrizes Ly, Loy, May, K, Wis €

R"*™ e um escalar £ > 0 tais que as desigualdades

(4.20)
—EHe(L11) —&(K +L3) Wi +&(LnA+ MppCy) — LT, Wiz +EMay — LY
* —¢He(K)  Wh+&(LayA+ MpsCy) — KT Way + My — KT <0
* * He(L11 A+ MgsC,) Ssa ’
* * * He(Mayy)
(4.21)

com Ssy = Muy + ATL], + C] Mf,, sejam vélidas.

Demonstracdo. Primeiramente, note que, utilizando-se uma funcao de Lyapunov quadra-
tica no estado, V(z(t)) = z(t)T Pz(t), a estabilidade do sistema continuo (2.7) é assegu-

rada se as desigualdades,

W =0, ATW +WA <0,

forem satisfeitas. Aplicado-se o Lema 2.9 a expressao anterior, obtém-se a seguinte con-

dicao equivalente para um escalar & > 0:

—&(L+LT) W +E¢LA— L7

W =0,
* He(LA)

< 0. (4.22)

Portanto, definindo as seguintes matrizes,

Ly R] W= |:W11 W12] ’

Ly K WL Wy

e substituindo-as em (4.22), obtém-se as desigualdades (4.20) e (4.21). Note que My =
KA. O
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Para o caso discreto, tem-se o seguinte resultado.

Lema 4.2. Considere o sistema discreto (4.1) cuja matriz é dada em (4.19). Entao, as

seguintes condicoes sao equivalentes:
i) A matriz A é Schur.

ii) Existem matrizes simétricas Wiy, Way € R™ ", matrizes Ly, Loy, Mays, K, Wip €

R™™ e um escalar £ € (—1,1) tais que as desigualdades (4.20) e

Wi, —He(Ly) Wiy — K — LT LA+ MgC, — LT, My — €LY

* Way — He(Lag) Loy A+ MpsCy — KT Moy — €K7 <0 (423)
* * —Wi1 + EHe(L A+ MpsCy) S34
* * * Sya

com 834 = —W12 -+ g(MAf —+ ATLgl -+ CgMgf) (§ 844 = —W22 —+ fHe(MAf), sejam

validas.

Demonstracao. O caso discreto é obtido de maneira similar, substituindo-se as particoes

do caso continuo na desigualdade

W —He(L)  LA—LT

W -0,
* —W + ¢He(LA)

0

Dessa forma, o projeto de filtros assintoticamente estaveis (continuos ou discre-
tos) pode ser realizado adicionando-se as condigdes de estabilidade as desigualdades dos
teoremas anteriores. Ou seja, resolve-se o correspondente problema de otimizacao para
algum £ > 0 (caso continuo) ou & € (—1,1) (caso discreto) incluindo-se a restri¢cao que

garante a estabilidade do filtro.

4.2.5 Projetos de Filtros Robustos com Especificacoes em Faixas de Frequén-
cia

Os resultados apresentados nesta secao podem ser estendidos para o projeto
de filtros robusto quando o modelo do sistema contém incertezas politépicas. Neste caso,
definem-se algumas variaveis dependentes do parametro incerto, gerando-se LMIs robustas
que, se satisfeitas, implicam no desempenho robusto do sistema com relacao a norma H.,
na faixa de frequéncia especificada.

Considerando que a adequacao dos teoremas anteriores para tratar sistemas

incertos é direta e visando a simplificacao da exposicao dos resultados, apresenta-se, por-

tanto, apenas a extensao para o caso continuo com especificacao em baixa frequéncia.
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Lema 4.3. Considere o sistema continuo (2.73) com incertezas politépicas e um escalar
we > 0. Se existirem matrizes simétricas dependentes de parametros Py («), Pao(a), Q11(a), Qaa() €
R™™ matrizes dependentes de parametros Gy1(«), Goi(a), Pia(a), Qr2(a) € R™™, ma-

trizes K, My, € R Mpy € R, Cp € RP*" e Dy € RP*, e um escalar £ > 0 tais

que
_—Qn(a) —Q12(Oé) P11(Oé) - Gn(a)T P12(Oé) - G21(Oé)T
* —Qgg(a) Plg(Oz)T — KT PQQ(O{) — KT
* * P33 P34
* * * wiQan(a) + He(May)
* * * *
o x * * *
0 0 ]
0 0
Gii(a)By(a) + MpsDyy(a)  C.(a)" = Cy(a)" D} -0 (4.24)
Go1 () By(a) + Mps D,y () -Cf ’
—~2T D.p(a)T — Dyw(a)TD?
* -1 |
Wia(e)  Wax(e) =0 (4.25)
ng(oz)T WQQ(Q)_ ’ .
—&He(Lyy (@) —&(K + Loy ()™) Wia(@) + €(Li(a)A(a) + MpsCy(a)) = Ly (a)”
" gHe(K)  Wia(0)T + €(La(@)A(a) + MpsCyla)) — K7
* * He(Lyi(a)A(a) + MprCy(a))
* * *
Wis(@) + EMay — Lo ()"
WQQ(Q) + gMAf — KT
Mas + A(@)" Lot (a)” + Cy(a)" ME, =<0, (4.26)
He(MAf)
em que,

Paz = w;Qui(a) + He(Gr () A(a) + Mp;Cy(a)),
Py = W§Q12(O[) + May + A(a)TGar ()T + Cy(a)TMgf,

sejam validas Yo € =, entdo ||H(jw, )|l < 7, Va € Z e |w| < wy, com Ay Hurwitz
estavel. Além disso, um limitante superior para a norma de pior caso na faixa de frequéncia

|w| < wy pode ser obtido por meio do problema de otimizagao, para & > 0:

7 = min.{y* : (4.24)(4.26)}.
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Demonstracao. Definindo as matrizes dependentes de parametros

o) = Qu(a) Qun(a) Plo) — Pi(a)  Pia(a) Cla) — [Gn(a) I?]
@ {Qu(&)T Q22(Oé)] ’ (@) P12(04)T Py () ’ (@) Gor(a) K ’
e as varidveis My = KAf e Mgy = KBf, a desigualdade (4.24) pode ser reescrita como
—Q(a) P(a) 0 0
x  w2Q(a) + C(@)TC(a)  C(a)"D(a) +He< G(a)| -1 Ala) B(a)] ) <0,
* * D(a)"D(a) — 421 0

que, por sua vez, € equivalente a

"[-Q@)  Pla)
P(a) w?Q(a)

B 0P (0)+¥19Q(a)

+

Como a desigualdade anterior é valida para todo o € =, o resultado segue pela aplicacao do
Lema 2.30. A estabilidade da matriz Ay pode ser obtida por meio das LMIs robustas (4.25)
e (4.26). O

4.2.6 Exemplos Numéricos

Nesta secao utilizam-se as condig¢oes propostas para o projeto de filtro com

especificagoes em faixas de frequéncia.

Exemplo 4.3. Considere o sistema continuo linear, assintoticamente estavel e invariante

no tempo apresentado em Lee (2013) dado por
o[ L] o
At) = |0 1),
yt)=[0 —12]=z@t)+[0 1]w()

A aplicacao dos Teoremas 4.4, 4.6, 4.8 com & = 1 e as especificagoes w < 2.5, 1 <w < 10

(4.27)

e w > 7 gera os filtros

[ 111 373 0.07
Ay = , By= . C;=10.14 —047|, D;=0.16, (4.28
T 1 22.3200 —1.45] / [_0,10 r=| |. D (4.28)
(421 —2.50 4.10
Ay = , By= . Cp=10.09 —0.74|, D;=—0.22, (4.29
T 462 —16.43] / [10_45] r=| |, Dy (4.29)
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T 5=033

2 ! ’ ' 2 ° z 107" 10° 10' 102 10°
w w
(a) Especificagdo 0 < w < 2.5. (b) Especificagao 1 < w < 10.

1.4f

1.2

Al
0.8

Y

0.6
o4l o - \ ¥=0.29

107 16" 16" 10' 10° 10°

w

(c) Especificacao w > 7.

Figura 7 — Diagrama de valores singulares do sistema (4.1) composto pela interconexao
do sistema (4.27) com os filtros obtidos por meio dos Teoremas 4.4, 4.6 e 4.8
com especificagoes de estabilidade para & = 1.

. Cp=[-011 -1.14], Dy=-001, (4.30)

—-2.03 225 0.34
Af prm— 5 Bf pr—
—8.21 —3.49 0.39

respectivamente. Os diagramas de valores singulares da interconexao do sistema (4.27)
com o filtro para cada especificagdo em frequéncia sao apresentados na Figura 7. Na
figura, as linhas em vermelho representam o valor do limitante superior, 4, obtido por
meio das condicoes apresentadas nesta dissertacao.

Para ilustrar a extensao das condicoes propostas para o caso incerto, considera-

se o sistema incerto continuo robustamente estavel, linear e invariante no tempo
0 0
x(t) + w(t
-4  —0.6 Q { ] Q
() =0 1]a(t)
y(t)=1]o —12[=(t)+ [0 1]w(),

, 06 446
ﬂﬂ:[ 15 0

(4.31)
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em que |[0| < 1, adaptado a partir de (4.27) por meio da inser¢ao do parametro incerto
0. Observe que este sistema pode ser formulado como um sistema politépico de dois
vértices. Portanto, com a aplicacao do Lema 4.3, acrescido das condigoes que garantem a

estabilidade de Ay com { =1 e w, = 2.5, obtém-se o filtro robusto
—1.36  3.20 0.03
Af = , By= , Cr=10.13 —0.43|, Dy=-0.27 (4.32
! L&m AAJ ! {4m4 =1 | D (4.52)

Na Figura 8, ilustra-se o diagrama de valor singulares do modelo politépico do sis-

tema (4.31) conectado ao filtro (4.32) para diferentes valores do parametro incerto, o € =.

0.9
0.8
0.7

5 =047

0.5

0.4

0.3

0.2

Figura 8 — Diagrama de valores singulares do sistema incerto (4.31) conectado ao fil-
tro (4.32) para diferentes valores do parametro incerto, & € Z, para o pa-
rametro escalar £ = 1, e para a especificacao w < 2.5.

Exemplo 4.4. Considere o sistema discreto estavel, linear e invariante no tempo dado

por

0.87 —0.26 1.95
x(k) +
0.13 0.02 —0.16

E

y(k) =211 1.51] x(k) + [~0.34] w(k),
2(k) = [-0.60 —0.82] x(k) + [0.53] w(k),

e considere as especificagoes de frequéncia w < 7/6, 7/6 < w < 7/2 e w > 27/3. Os

x(k—i—l):[
(4.33)

diagramas de valores singulares do sistema aumentado formado pelo filtro projetado por
meio das condicoes desta dissertagao, com £ = 0, para sistema (4.33) sao apresentados na

Figura 9. As matrizes dos filtros sao dadas por

—0.70 2.89 —1.75
) Bf -
0.08 —0.09 0.28

;=

], Cp=|-181 —113], Dy=-106,
(4.34)
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16f
0.6
1.4}
0.5 1 12l
04t g r
v 7 os
0.3
- 06} : - .
02l Y = 0.17 J Y= 0.41
0.4
0.1 02l
3 2 4 0 1 2 3 3 2 0 1 2 3
w w
(a) Especificagao |w| < 7/6. (b) Especificacao 7/6 < |w| < w/2.
0.8
0.7
0.6
- 5 — .42
Y o4 1=
0.3
0.2
0.1
3 2 a3 0 1 2 3
w

(c) Especificacao |w| > 27/3.

Figura 9 — Diagrama de valores singulares do sistema (4.1) composto pelo sistema (4.33)
e pelos filtros obtidos por meio dos Teoremas 4.5, 4.7 e 4.9 com especificagoes
em frequéncia para & = 0.

—0.85 1.48 ~0.89
= , Bp= , Cy=1-0.29 —0.19|, D;=—0.35 (4.35
"~ 1010 0.05] / {0.20 =1 |- D (4.35)
0.30  5.20 0
Ay = , By= . Cr=10 0|, Dj=—0.30, 4.36
1o —0.30] d {0.10] =0 0. Dy (4.36)

para as especificacoes de baixa, média e alta frequéncia, respectivamente.

De maneira similar, no préximo exemplo, apresenta-se a adaptacao do Exem-

plo 4.4 para o caso incerto.

Exemplo 4.5. Considere o sistema discreto incerto robustamente estavel, linear e inva-

0 —0.5 -6 0
1 1496 x(kH[l 0] w(k),

y(k) = [-100 10| x(k)+ [0 1] w(k),
(k) =[1 0] a(k),

riante no tempo dado por

z(k+1)=

(4.37)
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com |0| < 0.45. Adaptando a condigao do Teorema 4.7 para o caso incerto, seguindo passos
similares aos apresentados no Lema 4.3, incluindo as condicoes para estabilidade de Af. e

definindo a especificacao 7/6 < w < /2, obtém-se o seguinte filtro robusto

A =

¢, =lo o], D;=—0.01. 4.38
1.62  —0.35 —4103] r=lo 0 / (4.38)

—1.247 —0.10 0.02

O resultado do diagrama de valores singulares do sistema aumentado para

diferentes valores do parametro incerto é apresentado na Figura 10.

5.5

45F

35F

v s
25F
25— 1.49
15
1 —"ro
0.5F
3 2 ] 0 1 2 3
w

Figura 10 — Diagrama de valores singulares do sistema incerto (4.37) conectado ao fil-
tro (4.38) para diferentes valores do parametro incerto, a € =, para & = 0 e
para a especificagdo 7/6 < |w| < 7/2.
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5 Conclusao e Perspectivas

Nesta dissertacao, estudou-se o projeto de filtros Hy e Ho, para sistemas li-
neares por meio de desigualdades matriciais com um parametro escalar que, para um
valor fixo do escalar, tornam-se LMIs que contém e generalizam os resultados de filtragem
baseada na estabilidade quadratica. Ademais, no caso de sistemas incertos, exemplos nu-
méricos apresentados demonstram que uma busca no parametro linear pode ser utilizada
para reducao dos custos garantidos H., ou Hs, confirmando resultados obtidos em ou-
tros trabalhos na literatura para o problema de estabilidade robusta. Foram apresentados
exemplos nos quais as condigoes propostas fornecem um limitante competitivo quando
comparado com outras condicoes na literatura, ao tratarem sistemas incertos, com um
menor esforco computacional, ou seja, menor nimero de variaveis e linhas de LMIs no
problema de otimizacao.

O projeto de filtros H., com especificagoes em intervalos de frequéncia, tanto
paro o caso continuo quanto para o caso discreto, foi considerado usando-se o Lema gKYP.
Dessa forma, condigoes que tratam o problema de filtragem H., com especificagbes em
baixa, média e alta frequéncia foram propostas. Para essas condigoes, vale destacar os

seguintes tOpicos para pesquisas futuras:

e Investigar a possibilidade de fazer as variaveis reais sem perda de generalidade na
condi¢ao de projeto de filtros continuos e discretos com especificagao em média

frequéncia;

e No caso discreto com especificagoes em baixa frequéncia, investigar a possibilidade de
deixar a condicao de projeto com uma unica variavel extra mantendo a necessidade

e suficiéncia.

e Impor estabilidade na matriz do sistema aumentado usando as variaveis do problema
de otimizacao original e, portanto, sem a necessidade de adicionar as restri¢oes de

estabilidade apresentadas no Capitulo 4.

Ainda com especificagoes em intervalos de frequéncia, foram apresentadas as
extensoes para tratar sistemas com incertezas politopicas, usando variaveis polinomial-
mente dependentes de parametros e relaxagoes de Pélya para a obtencao do filtro robusto.
As condigoes apresentadas nesta dissertacao podem ser estendidas para o projeto de filtros
de ordem reduzida e descentralizados, também topicos para pesquisa futura.

Como consequéncia do desenvolvimento deste trabalho, os seguintes artigos

foram produzidos:
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e L. B. R. R. Romao, R. C. L. F. Oliveira, P. L. D. Peres, Projeto de Filtros Robus-
tos Hy usando LMIs com Escalares, XII SBAI Simpdsio Brasileiro de Automacao
Inteligente, SBAI 2015, Natal, RN, 25 a 28 de outubro, 2015.

e .. B. R. R. Romao, M. C. de Oliveira, P. L. D. Peres, R. C. L. F. Oliveira, State-
Feedback and Filtering Problems using the Generalized KYP Lemma, IEEE Multi-
Conference on Systems and Control 2016, MSC 2016, Buenos Aires, Argentina,
September 19-22, 2016.

e .. B. R. R. Romao,P. L. D. Peres, R. C. L. F. Oliveira, H,, Robust Filter Design
for Continuous-Time Linear Systems Using LMIs with a Scalar Parameter, XXT7
Congresso Brasileiro de Automdtica, CBA 2016, Vitéria, ES, 3 a 7 de outubro,
2016.

e L. B. R. R. Romao, L. Frezzatto, M. C. de Oliveira, R. C. L. F. Oliveira, P. L.
D. Peres, Non-minimal order low-frequency H,, filtering for discrete-time systems,
20th International Federation of Automatic Control, IFAC 2017, Toulouse, France,
9-14 July 2017, accepted.
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APENDICE A — Rotina do Teorema 3.4
Usando o ROLMIP

A construcao da rotina do MATLAB que resolve o problema de otimizacao

apresentado no Teorema 3.4 é ilustrada a seguir. Além do pacote computacional ROL-
MIP (AGULHARI et al., 2012), usa-se o Yalmip (LOFBERG, 2004) e o resolvedor Se-
DuMi (STURM, 1999).

function output = Condicao_Teorema_3.4_dual (Sys, ep, grau_P)

% Definindo os pardmetros de inicializacéo

tol = le—-4;

h2 = 0;

if h2 == 0

mu = sdpvar();
obj = mu;

else

mu = h2+h2;
obj = [1;

end

A = Sys.A;

Bw = Sys.Bl;
Cz = Sys.Cl;
Dzw = Sys.D11;
Cy = Sys.C2;
Dyw = Sys.D21;

= length (A);

= size(A{1l},1);
(Bw{l},2
(

(

size )
= size(Cz{1l},1);
)

4

14

Q T B B3 =2
Il

= size(Cy{1l},1

o\

Passando as matrizes do sistema para o ROLMIP e
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¢

% definindo as varidveis do problema
A = rolmipvar(A,’'A’,N,1);
Bw = rolmipvar (Bw,’ Bw’,N,1)
Cz = rolmipvar(Cz,’Cz’",N,1)
Cy = rolmipvar(Cy,’Cy’,N,1)
Dzw = rolmipvar (Dzw,’Dzw’,N,
N

Dyw = rolmipvar (Dyw, ' Dyw’,

El = rolmipvar(n,n,’E1l’,’symmetric’,N,grau_P);
E2 = rolmipvar(n,n,’E2’,’ symmetric’,N,grau_P);
E3 = rolmipvar(n,n,’E3’,’ full’,N,grau_P);

P = [E1l,E3;E3’,E2];

MAf = rolmipvar(n,n,’MAf’,’ full’,N,0);
MBf = rolmipvar(n,q,’MBf’,’ full’,N,0);
Cf = rolmipvar(p,n,’Cf’,’ full’,N,0);
Df = rolmipvar(p,q,’'Df’,’ full’,N,0);

X1 = rolmipvar(n,n,’X1’,’ full’,N,grau_P);
X0 = rolmipvar(n,n,’X0’,’ full’,N,grau_P);
X5 = rolmipvar(n,n,’X5",’ full’,N,0);

M = rolmipvar(p,p, M’ ,’ full’,N,grau_P);

X = [X1,X5;%X0,%X5];

XA [X1+«A + MBfxCy,MAf;X0xA + MBf«Cy,MAf];
XB [X1+«Bw + MBf*xDyw; X0xBw + MBIf«Dyw];

C = [Cz-Df«Cy,-Cf];

D = Dzw — DfxDyw;

o\

Restrigdes LMIs

LMIs

(1;

LMIs

[LMIs,trace(M) < mu]; % Desigualdade (3.17)

Tll = -P; T12 = P; T1l3 = zeros(2«n,p); Tl4 = zeros(2*n,r);
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T22 = =X =X'; T23 = C'; T24 = zeros(2+%n,r);
T33 = -M; T34 = D;
T44 = —-eye(r);

T = [T11,T12,T13,T14;
T12’,T22,T23,T24;
T13’,T23’,T33,T34;
T14’,T24',T34’,T44];

ILMIs = [LMIs, T < 0]; % Desigualdade (3.26)

T11
T22

P - X - X'; Tl2 = XA’ - epxX; Tl3 = zeros(2*n,r);
-P + epx (XA + XA’); T23 = XB; T33

—eye(r);

T = [T11,T12,T13;T12’,
T22,T23;T13’,T23",T33];

ILMIs = [LMIs, T < 0]; % Desigualdade (3.27)

[

% Resolvendo o problema de otimizacéo
sol = solvesdp (LMIs,obj, ...

sdpsettings (' verbose’,0,’solver’,’ sedumi’));

checkLMIs =min (checkset (LMIs));
% Se factivel, recupera as matrizes do filtro
if checkLMIs > -tol

output.feas = 1;

MAf = double (MAf);
MBf double (MBI) ;
Ct = double(Cf);

Df = double (Df);
X5 = double (X5);
output .Af = MAfxinv (X5);

output.Bf MBf;
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output.Cf = Cfxinv(X5);
output.Df = Df;

ep = double (ep);
output.ep = ep;

output.h2 = sqgrt (double (mu)) ;
output.Delta = checkLMIs;

end

end
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