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Resumo

Este trabalho apresenta o modelo matematico envolvendo a criacao do gado
(rés), a Mosca-dos-chifres (Haematobia irritans) e o besouro copréfago. A
Mosca-dos-chifres é um ectoparasita que se alimenta de sangue, preferencial-
mente bovino e se reproduz nas fezes do gado. A acao da mosca-dos-chifres
de parasitar o gado provoca uma irritacao no animal, dificultando sua alimen-
tagao, acarretando um prejuizo na parte econdmica, tanto no gado de corte
como no gado de leite. O besouro copréfago é um inseto que se alimenta ex-
clusivamente de excrementos de mamiferos. A acao do besouro copréfago é de
se alimentar do bolo fecal do gado e assim, sua acao prejudica a reprodugao
da mosca. O modelo matematico que representa, teoricamente, o ambiente
de relacao entre as espécies é estruturado em um sistema de equagoes dife-
renciais parciais nao lineares, com caracteristica do tipo Lotka-Volterra com
Malthus e Verhulst em seu crescimento populacional. A solugao deste sistema
foi aproximada pelo Método de Elementos Finitos, que utiliza do Método de
Galerkin para ao tratamento das variaveis espaciais e pelo Método de Crank-
Nicolson para a variavel temporal. Ao final, é apresentado um algoritmo em
matlab, que permite simular hipdteses e cenarios onde é possivel visualizar e
avaliar qualitativamente os resultados. Os resultados sao apresentados através
de graficos evolutivos, os quais mostram o comportamento do sistema e quais
as possiveis condi¢oes para o controle populacional da mosca-dos-chifres, isto

é, um equilibrio biolégico no modelo.

Palavras-chave: Mosca-dos-Chifres. Besouros. Método dos elementos finitos.



Abstract

This paper presents the mathematical model involving the raising of cattle, the
population and dynamics Horn fly (Haematobia irritans) and of the copropha-
gous beetle. The Horn fly is an ectoparasite that feeds on blood, preferably
and reproduces in cattle stools. The action of the Horn fly parasites cattle
and causes an irritation in animals, making it difficult to eat, leading to a loss
in the economic part, both in beef cattle and in dairy cattle. The beetle is
coprophagous insect that feeds exclusively on mammals droppings. The action
of coprophagous beetle is to feed cattle fecal cake, its action harms fly repro-
duction. The mathematical model that represents, in theory, the relationship
between the species is structured on a system of nonlinear partial differential
equations, with Lotka-Volterra type feature with Malthus and Verhulst in its
population growth. The solution of this system still approximated by the use
of the finite element method, which uses the Galerkin method for the treat-
ment of spatial variables and the Crank-Nicolson method for the temporal
variable. An algorithm in matlab, is presented which allows the simulation of
hypotheses and scenarios, where one can view and evaluate the results quali-
tatively. These results are presented through graphs, which show the behavior
of the system and the possible conditions for the population control of the

Horn fly, that is, a biological balance in the model.

Key-words: Horn fly. Beetle. Finite element method.
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Introducao

Segundo Schlesinger (2010) o Brasil é um dos maiores exportado-
res de carne bovina do mundo. Grande parte de sua producao é proveni-
ente da regiao centro oeste, que apresenta um dos maiores rebanhos bovinos
do Brasil. Segundo o IBGE, o Estado de Mato Grosso possui uma area de
903.378, 292km?, equivalente a Franca e Alemanha juntas, é o terceiro maior
estado brasileiro, menor apenas que o Amazonas e o Pard. Sua populacao gira
em torno de 3 milhoes de habitantes. Faz divisa com Rondonia, Amazonas,
Para, Tocantins, Goids e Mato Grosso do Sul. Aproximadamente 47% do ter-
ritério do estado estd em zonas de floresta, 39% por cento de cerrado e 14%
de pantano.

De acordo com o Instituto Mato-grossense de Econimia Agrope-
cuaria - IMEA (2013), o Mato Grosso tem um dos maiores rebanhos do gado
do pais com aproximadamente 26 milhoes de cabeca, sendo também um dos
maiores fornecedores de carne bovina com um abate proximo de 4 milhoes de
cabecas por ano.

Juntamente com este desenvolvimento a pecudria vem enfrentando
varios problemas, entre eles, o controle da Haematobia irritans, comumente
chamada mosca-dos-chifres. A mosca é um inseto hematofago que parasita o
gado e passa quase toda sua vida se alimentando do sangue bovino, saindo
somente para depositar seus ovos nos bolos fecais de seu hospedeiro. Anali-
sando o trabalho de Lysyc (1992), o clima e a temperatura do estado oferecem
condicoes favoraveis para a reprodugao da mosca.

O controle populacional da mosca-dos-chifres é realizado através

de produtos quimicos. Utiliza-se de inseticida para eliminar a mosca adulta e
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produtos injetaveis para evitar que os ovos eclodam, pois o produto injetado
é expelido nas fezes bovinas impossibilitando a reproducao da mosca. Em
ambos os casos ha prejuizo para o pecuarista, seja no custo dos produtos ou
na propria comercializacao da carne ou do leite. Algumas empresas que atuam
no ramo alimenticio buscam a carne organica, produto resultante da criacao
de animais que nao utilizam produtos quimicos ou farmacos.

O objetivo deste trabalho é de estruturar um modelo matematico
que apresente condicoes para se simular um possivel controle bioldgico da
mosca-dos-chifres e, para isto, é inserido no modelo o besouro copréfago, com-
petidor natural da mosca pelas fezes bovinas.

No modelo trabalhado, considera-se o besouro coprofago que é um
inseto que se alimenta das fezes bovinas e ao se alimentar, elimina o ambi-
ente de reproducao da mosca. O algoritmo resultante deve prestar-se a testar
possiveis equilibrios bioldgicos para o ambiente apresentado.

O modelo construido sera aproximado e tratado computacional-
mente simulando as trés espécies se relacionando em um mesmo ambiente.
Além do besouro, estudos mostram que ha outros competidores da mosca-dos-
chifres nos bolos fecais que impedem reproducao, porém no modelo apresen-
tado sera considerado somente a presenca dos besouros.

Nosso trabalho estd estruturado sa seguinte forma:

No primeiro capitulo apresentamos o problema que estrutura nosso
modelo matematico, no contexto da pecuaria no Estado de Mato Grosso, seu
desenvolvimento através dos tempos e algumas transformagoes que vém ocor-
rendo com a inclusao da producao de graos e a reducao da area de pastagem.
Também, os estudos realizados sobre a mosca-dos-chifres, seus prejuizos e as
alternativas de controle populacional, entre eles o controle biologico através
do besouro coproéfago.

No segundo capitulo fazemos um estudo sobre os trabalhos realiza-
dos pelo grupo de Biomatematica da UNICAMP, que apresentam problemas
que envolvem questoes ambientais que sao modeladas e analisadas através de
métodos numéricos, baseadas, principalmente, nos métodos de Diferencas Fi-
nitas e Elementos Finitos.

No terceiro capitulo apresentamos o modelo mateméatico estrutu-

rado nas trés espécies (rés, mosca-dos-chifres e besouro copréfago), as condi-

13
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¢oes em que estaremos abordando o problema e o referencial diferenciado que
teremos comparado com os outros trabalhos, estudado.

No quarto capitulo desenvolvemos o método numérico descrevendo
as transformacoes que acontecem no sistema de equagoes, primeiramente a
transformacao da formulacao classica (forte) para a formulacdo variacional
(fraca), depois as aplicagoes dos métodos de Galerkin e de Crank-Nicolson.
Por fim a estruturagao da malha do dominio trabalhado no problema.

No quinto capitulo apresentamos os resultados das simulagoes com-
putacionais desenvolvidas em ambiente Matlab, considerando dois cendrios.
O primeiro cenario estard considerando a pecudria intensiva, onde o gado é
mantido num sistema de confinamento com uma alimentagao balanceada. No
segundo cendario estard considerando a pecuaria extensiva, onde o gado ¢é solto
em grandes areas de pastagem.

Ao final apresentamos a analise referente as resultados apresen-
tados, assim como a perspectivas do tratamento de varios outros problemas
envolvendo a Biomatematica, principalmente na regiao de Mato Grosso, onde
o desenvolvimento Agropecuario é grande e as questoes ambientais sao dis-
cutidas, porém nao existem propostas suficientes para superar os problemas

encontrados.

14
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Capitulo

O problema: A Pecuaria do Mato Grosso e a

Mosca-dos-Chifres( Haematobia Irritans)

1.1 - Pecuaria no Estado de Mato Grosso

A bovinocultura extensiva foi introduzida no Mato Grosso ainda no século
XVIII, com a derrubada de vegetacao para o uso da terra como pasto. Inicialmente
comecou com a pecudria de corte, em que a carne era utilizada para a alimentacao local,
principalmente em regides cuja sustentacao econémica era o ouro (regiao de garimpo).
Dessa forma, na abertura de terras do Cerrado, onde se constituiam
0s garimpos de ouro, a pecudria de corte destinava-se a alimentacdo
humana e ao fabrico de material de transporte, identificado nos diver-
sos estudos de historiadores e cronistas nos estudos desde a fundacgao
de Cuiabd em 1720, passando pela manutencdo do territorio durante o
século XI1X, até os anos recentes quando é retomado na discussao da
sustentabilidade de diferentes regioes do estado. (Bonjour, 2008, p.3)
Mato Grosso apresenta dois momentos distintos de colonizagao. Claramente
temos os registros histéricos que, mesmo servindo como ponto estratégico na guerra do
Paraguai, Mato Grosso sempre se destacou na extracao de minérios, sendo que a regiao
norte também sofreu com a extragao de minérios, principalmente do ouro, no segundo
momento de colonizagao ocorrido na década de 60 e 70 do século X X. Com o Estatuto
da Terra, lei n® 4504, de 30 de novembro de 1964, foi incentivada a ocupacao das areas em
torno das rodovias federais, criando uma colonizagao denominada de espinha de peixe.
Neste periodo, com uma politica de ocupagao do governo federal, que incentiva
a migragao e amparada pelo Estatuto da Terra, uma grande quantidade de agricultores,

empresarios e outros provenientes do sul do Brasil, investiram na regiao norte do Mato
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Grosso. Neste periodo, desenvolvia-se o chamado processo madeira-arroz-pecudria, pois
as areas desmatadas ficavam destinadas para a pecuaria. Inicialmente retiravam-se as
madeiras aceitas comercialmente pelas leis brasileiras para depois queimar e derrubar
a mata restante, de forma a destruir toda vegetacao existente, para o plantio de arroz
(somente no primeiro ano) e, posteriormente, para o plantio de capim para a alimentagao
bovina.

Em Mato Grosso, a pecudria extensiva bovina € a forma ma qual se
desenvolve o processo de abertura de dreas destinadas a agropecudria
como forma de apropriacao e legitimagao para uso da terra. O nicleo
pioneiro onde se fazia a criagcao de gado foi o Pantanal, onde houve
integracao dos bovinos no ecossistema sem impacto grave no bioma...Em
1974 foram inaugurados dois grandes frigorificos: o da Sadia Oeste, em
Virzea Grande, que chegaria a abater 1200 cabegas por dia e a Sudanisa
em Barra do Gargas, com a mesma capacidade de abate. (Bongjour,
2008, p.3)

Atualmente, o Mato Grosso se destaca como um dos maiores produtores de
carne do pais, em 2008 o estado apresentava a maior area do Brasil destinada a pecuaria
com 25, 7 milhoes de hectares de area para a pastagem, além de apresentar o maior rebanho
bovino do Brasil, com quase 26 milhoes de cabecas de boi. O ntimero de abate em 2008
chegou perto de 4,1 milhoes de cabecas de gado abatido por ano.

J& a pecudria leiteira de Mato Grosso é sustentada pela agricultura familiar.
Segundo Persona (2011), cerca de 140 mil dos 188 mil produtores de leite no estado
pertencem a agricultura familiar. Existe a perspectiva de que a pecudria leiteira tenha
um aumento significativo de producao para os proximos anos, almejando chegar a uma
produgao de 3 milhoes de litros/dia. Outro problema é a industrializagao do produto, pois
o estado possui 94 laticinios e dois destes trabalham com o leite ultra processado (UHT);
além disto, 70% do leite é transformado em queijo, o restante é embalado em saquinhos,
caixas ou sao transformados em iogurte e leite condensado.

Fatores importantes influenciam o desenvolvimento da pecuaria bovina no es-
tado, um deles é o clima tropical, com temperaturas variando entre 20°C' e 38°C' e com
uma média anual de 26°C. O Estado possui dois periodos climéticos bem definidos,
periodo da seca (abril/maio até outubro) e o da chuva (outubro até abril/maio).

Segundo Instituto Mato-grossense de Economia Agropecudria (IMEA), o mu-

nicipio de Sinop apresenta atualmente 66.016 cabecas de gado, aproximadamente 0,71
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cabeca de gado por alqueire - UA /ha (unidade animal por alqueire), localizada no Médio
Norte do estado que é composto por 16 municipios e um rebanho de 869.570 cabegas,
logo nao é um municipio que sobrevive da pecuaria, porém esta localizada em um ponto
estratégico da BR 163, tem dois frigorificos com capacidade de mais de 5000 cabecas por
dia.
Ao contrdrio de wvdrias microrregioes do FEstado, Sinop apresentou
decréscimo considerdvel da drea de pastagem ao longo dos ultimos anos,
de 12%, e hoje apresenta a menor drea de pastagem por microrregiao
do Estado. Apesar dessa queda, fato diretamente relacionado ao cresci-
mento da producao agricola, o avanco tecnoldgico, através da integracao
com agricultura, proporcionou aumento no rebanho de 28%. Com isso,
a taza de lotacdo teve o maior crescimento do FEstado, 46%, passando
de 0,49 UA/ha para 0,71 UA/ha, porém ainda inferior a média
estadual, que € de 0,77 UA/ha. Além da menor drea de pastagem, a

microrregido tem o menor rebanho estadual, 245 mil cabecas, 0,85% do
total. (IMEA, s/d, p.81)

Com o avanco da agricultura de escala, principalmente a de graos, a regiao
necessita de novas estratégias para a ocupacao das areas e, com isto, surge um crescimento
na pratica da criagao de gado confinado. No periodo de 2005 até 2008, a quantidade de
gado confinado cresceu mais de 389%, passando de 117 mil cabecas para 576 mil cabecas.
Atualmente esta em aproximadamente 717 mil cabegas de gado.

Um estudo encomendado pela Acrimat (Associacao dos Criadores
de Mato Grosso) ao Imea (Instituto Mato-Grossense de FEconomia
Agropecudria) mostrou que em 2013 o nimero de bovinos confinados
no estado retraiu em 9,5%. Em wvalores absolutos, foram 717.826

animats abatidos depois de passar pelo cochocontra 792.786 em 2012.
(CONFINAR, 2013, p.1)

Nesta ampliagdo na producdo de graos, o municipio de Sorriso (vizinho de
Sinop) produziu em 2000 mais de 3% da produgao nacional, tornando-se o municipio de
maior produtogao de graos dp Brasil e com um consequente aumento no niumero de gado
confinado, ocorre uma diminui¢cao da area de pastagem livre, de 2008 a 2011 ocorreu uma

reducao de 802.237 hectares.
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drea de pastagem utilizada na atividade pecudria em Mato Grosso
encolheu 3% entre os anos de 2008 e 2011. Na prdtica, 802.237 hectares
deizaram de ser utilizados para a criacao de gado e ganharam uma nova
destinacdo: seja ela para fins agricultdveis ou até mesmo para cria¢do
de espagos destinados ao confinamento do gado. (NASCIMENTO,
2013, p. 1)

Este processo e o clima favorecem o desenvolvimento de determinadas pragas,
entre elas citamos a mosca-dos-chifres (Haematobia irritans), o qual encontra um clima
ideal e ambiente propicio para o seu desenvolvimento. De acordo com Brito (2007) (EM-
BRAPA - Rondonia), com este ambiente, a mosca esta presente o ano inteiro no animal,
apresentando picos nos meses de chuva: O fator climdtico de maior influéncia sobre a sa-

zonalidade da mosca-dos-chifres no Municipio de Presidente Médici é a pluviometria.(p.

14)

1.2 - A mosca-dos-chifres (Haematobia irritans)

A mosca é um ectoparasito que se alimenta exclusivamente do sangue, pre-
ferencialmente bovino, e seu ciclo biolégico ocorre nas fezes de seus hospedeiros. Este
parasita é considerado um fator importante para a economia bovina, pois provoca uma
perda expressiva na producao, neste caso, na producao de leite e na reducao do ganho de

peso no gado de corte.

forbe: wnw fazendao oom, artipos mosca-gos-chifnes-saiba-mais-sobne-seus-danos-
controle-=-como-lidar-comre-nesishencia-por-inseticidas

F igura, 1.1: Ciclo evolutivo da Mosca-dos-chifres.

A Mosca-dos-Chifres foi detectada no Brasil na segunda metade dos anos 70 e

inicialmente registrada no Estado de Roraima, através do trabalho de Valério e Guimaraes



19

em 1983. Em decorréncias do clima favoravel, em poucos anos, a mosca se dispersou por

todo pais, inclusive em outros paises da América do Sul.
Apds ter cruzado a barreira amazonica, a mosca iniciou sua diSpersao
pelo pais, o que foi facilitado pelo transporte em rotas de comercializacdo
de gado. Ao final da década de 80, a mosca se encontrava em vdrios
estados do Norte e Nordeste, chegando ao Centro-Oeste em 1990 e
ao Sul no ano sequinte. Uma vez distribuida em todas as regioes do
pais, nao tardou a ser registrada em paises vizinhos, como a Argentina
(Luzuriaga et al., 1991), Uruguai (Carballo e Martinez, 1992) e Bolivia.
(BARROS, 2004 p. 109)

Em estudos realizados por Bianchin (2006) em 2004, o gado apresentou uma
perda no ganho de peso do animal vivo em aproximadamente 10%, o que projetaria, para o
ano, um prejuizo de aproximadamente R2$2.380.000.000, 00 (2.38 bilhoes de reais). O fator
principal de prejuizo apresentado pela presenca da mosca nao estd no sangue absorvido
pelo parasita, mas em decorréncia de sua picada ser bastante dolorida, incomodando o
animal, dificultando a sua alimentagao. Esta picada também proporciona um prejuizo
para a industria de couro, pois estas deixam marcas, exigindo um processo denominado

maquiagem antes da industrializagao do couro.

A atividade hematdfaga da mosca-dos-chifres ndo € seu aspecto mais
nocivo, as picadas dolorosas e incessantessobre os bovinos proporcionam
a irritacdo observada nos animais infestados, deixando-os extrema-
mente agitados e estressados, o que explica o epiteto especifico “irritans”
(SCHREIBER; CAMPBELL, 1986). (Brito et al. 2007p.7)

Alguns trabalhos mostram a importancia de um melhor conhecimento da di-
namica populacional da mosca, em decorréncia das dificuldades crescentes de seu controle
quimico. Entre eles, temos os trabalhos de Lysyk (1992) e Castro(2008) que estudaram
a taxa do desenvolvimento populacional da mosca-dos-chifres e apresentam informacoes
importantes sobre a sua dinamica populacional.

Lysyk desenvolveu seus estudos em um ambiente laboratorial analisando como
se da o desenvolvimento da mosca em temperaturas variadas, mostrando que o ambiente e
a temperatura do Brasil contribuem diretamente para o desenvolvimento da mosca. Para
desenvolver a fase prepupal, a mosca necessita a uma temperatura média de 20, 1°C, de
aproximadamente 8 a 9 dias, enquanto que, com o aumento da temperatura, este periodo

pode reduzir em quase 60%, quando a temperaturas se aproxima de 35°C.
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The relationship between rate of preadult development and tempe-
rature was 14(0) = o—6-60283340.2430650—0.003291062 (R? = 098 F =

2512.1;df = 2.91; P < 0.0001). All coefficients were significantly
diferente from 0 to P < 0.0001 using t-tests. My equation predicts
average developmental times ranging from 41.6 days at 15°C' to 8.4 days
at 359C. Temperatures less than 17°C' induce diapause in a proportion
of the pupae, therefore the eight means below this temperature were

based on a total of 57 flies. (Lysyk, 1992,p.844)

Castro realizou seus estudos no Uruguai, onde contabilizou o niimero de moscas
presentes nos animais, com leituras peridédicas entre outubro de 1999 a maio de 2002,
quando verificou a influéncia da temperatura e da incidéncia de chuvas no crescimento
populacional da mosca.

Bianchin e outros (2006) também concluiram em seus estudos que a chuva
apresenta uma correlacao importante com relagao a taxa de desenvolvimento populacional
da mosca. Em seus trabalhos realizados no Mato Grosso do Sul verificaram que o niimero
de moscas diminuiu em meados da primavera e no verao, periodo em que ha a maior

densidade pluviométrica na regiao, esta oscilacao é observado na figura abaixo.
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Figura 1.2: Fatores climéticos e flutuagao populacional da Mosca-dos-chifres.

A estrutura climatica do Mato Grosso do Sul é semelhante a do estado de
Mato Grosso, onde vulgarmente se definem apenas duas estagoes no ano, o periodo das

chuvas e o periodo da seca. No periodo das chuvas, o indice populacional de mosca baixa
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razoavelmente. Uma das hipdteses levantada para este fato seria que a grande quantidade
de dgua que destrdi o bolo fecal do gado.

Apesar de abordar a dindmica populacional da mosca, Lysyk (1992) realiza
um estudo laboratorial com o objetivo de verificar como a temperatura influencia na
reprodugao da mosca. ja Castro (2008) observa resultados semelhantes, mas seus estudos
se estruturam em contagens periddicas da mosca adulta presente no gado.

Mesmo apresentando um tratamento mateméatico, nao héa referéncia sobre a
densidade populacional na perspectiva de Malthus ou Verhulst, sendo trabalhos experi-
mentais e, neste sentido, nao sao considerados outros fatores que possam influenciar a
dinamica de populacao de cada espécie.

Segundo Honer et all (1988) apud Collares, (1990.p.10): estimaram que a Hae-
matobia 1rritans vem se expandido no Brasil, com uma taxa linear anual de 100 a 140K 'm.
Um dos fatores desta expansao esta no transporte do gado, outro é a autonomia de voo
da espécie. Trabalhos na area da Biomatematica que envolvem dinamica populacional,
tentam retratar este fatores através da equagao da difusao-adveccao, sendo o transporte
considerado pelo termo advectivo e a autonomia de deslocamento pela difusao.

Modelos populacionais sao estruturados na perspectiva dos modelos de Malthus
(1797) e de Verhulst (1838). Para Malthus a densidade populacional, num determinado
tempo, é igual a densidade num tempo anterior adicionado da variacao populacional neste
intervalo de tempo (P, = P,_; + AP).

Verhulst introduz um fator importante no modelo Malthusiano, considerando
os fatores inibidores do crescimento populacional. Ele observou que a medida que ocorre
o crescimento populacional, o fator redutor ou limitador, também é proporcional a este
crescimento, e inseriu esta queda de crescimento ao modelo. A taxa de crescimento po-

pulacional é dada por

dt K

onde, P é populagao A e K sao constantes, respectivamente de crescimento intrinseco da

LYARAN

espécie a a capacidade de suporte do meio.

A solucao desta equagao diferencial é dada por:

B P K
Pyt (K — Py)e X

P(t) (1.1)

com Py = P(0), populagao inicial.
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Segundo Gurney & Nisbet (1975), a estrutura ambiental é um fator importante
no processo de dispersao de uma espécie, isto é, ambientes favoraveis ou desfavoraveis
contribuem para o processo de imigracao ou emigracao. Assim, a densidade populacional
é afetada pela taxa de natalidade (nascimentos e mortes), pela dispersao e, possivelmente,
pela imigracao e emigragao.

Em nosso modelo, devemos considerar a autonomia de voo, isto é, observar
o processo de dispersao da mosca assim como o transporte do gado. Harris & Miller,
(apud Brito, 2005, p.3) afirmam que: Adultos de H. irritans apresentam autonomia de
voo de até 12Km quando em busca de um hospedeiro.. Reescrevendo a equacgao anterior,
considerando M como populacao da mosca, de acordo com a equacao da logistica de
Verhulst e usando resultados ja classicos (Gurney e Nisbet, Gurtin e MacCamy, Okubo e
Levin, Murray, Skellan, Cantrell e Cosner), temos

dM

M

Atualmente o controle populacional da mosca é realizado através de aplica-
¢oes de inseticidas do grupo Piretréide, principio ativo Deltametrina e ou cipermetrina.
Porém, em decorréncia do uso descontrolado, a mosca-dos-chifres ja vem apresentando
resisténcia a esses produtos e novos principios ativos tém sido testados, ou uma maior
dosagem do produto tem sido utilizada, provocando um aumento no risco de intoxicagao
e contaminacao dos ambientes e de alimentos.

Este aumento de inseticida também é temporario, pois, a cada aplicacao, ha
moscas que sobrevivem, uma quantidade quase imperceptivel, que irao procriar e gerar
insetos com maior resisténcia e, com o passar do tempo, a quantidade de moscas resistentes
aumentara, acarretando uma ineficdcia do produto, a médio e longo prazos.

A média de mosca por animal no Brasil é de 80 moscas, bem abaixo de estudos
apresentados em outros paises, para Bianchin (2002) os possiveis fatores para estes valores
é a raga bovina, o periodo de contagem das moscas e/ou a presenga de inimigos naturais
e também a utilizacao de inseticidas. Dentre esses inimigos naturais temos o besouro
coprofago, a espécie africana Digitonthophagus Gazella, que foi introduzida na regiao

estudada em 1989 pela Embrapa Gado de Corte.
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O wuso indiscriminado e repetido de inseticidas, além do custo do
produto e da sua aplicagcdo, pode acarretar prejuizos decorrentes da
toxicidade subclinica por produtos quimicos, provocando a diminuicdo
do ganho de peso e desaceleragao do crescimento dos bovino jovens.
Isto compromete as vantagens decorrentes ao combate as Haematobia
Irritans por inseticidas além de aumentar a possibilidade do apareci-

mento de resisténcia aos produtos. (Collares, 1990. p. 45)

1.3 - Manejo biolégico: Besouros Cropoéfagos

O manejo biolégico da mosca-dos-chifres objetiva encontrar organismos associ-
ados a ela, tais como vetores e/ou inimigos naturais, para o desenvolvimento de medidas
de controle populacional. Entende-se que nao ha populacoes isoladas e duas ou mais espé-
cies interagem de formas diferenciadas. No caso do gado com a mosca existe uma relagao
direta, em que a mosca parasita o gado afetando-o de forma negativa. Além disto, ela
depende diretamente do gado para sua reproducao. Neste ambiente, buscam-se outras
espécies que venham servir de inimigos naturais para a mosca e estes sao definidos como
biocontroladores, que tém como objetivo manter um equilibrio do ecossistema.

Nas fezes bovinas se desenvolvem diversos organismos, além da Haematobia
Irritans. As massas fecais sao visitadas por insetos predadores a procura de ovos e larvas
que lhe servem de alimentos. Em Sereno (2000), observou-se que uma quantidade de pu-
pas da mosca-dos-chifres era parasitada por Spalangia nigroaenea (Pteromalidae). Neste
estudo Sereno detecta uma mortalidade de 32,8% das pupas de Haematobia Irritans em
funcao de tais predadores.

Considerando um total de 352 massas fecais de bovinos nelore cole-
tadas, 281 (79,8%) apresentaram pupas de dipteros e 71(20,2%) nao
apresentaram pupas. Em 145(43,7%) das massas fecais recolhidas
foram obtidas pupas de H. irritans. Do total de 4.193 pupas coletadas
pertencentes a familia Muscidae, apenas 588(14%) foram de H. irritans.
Das pupas de mosca-do-chifre obtidas, 395 (67,2%) produziram adultos,
134(22,8%) nao emergiram adultos ou parasitoides e 59 (10%) estavam
parasitadas. (Sereno, 2000. p.1686)

Um dos maiores competidores da mosca-dos-chifres nesse ecossistema sao os
besouros coprofagos, insetos da familia dos coleopteros que se alimentam das fezes bovi-
nas. Algumas espécies de besouros copréfagos fazem galerias no interior do bolo fecal,

sao insetos pertencentes as familias Scarabaeidae e Aphodidae. Como se alimentam das
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fezes do gado, os besouros competem diretamente com a mosca-dos-chifres no uso dos

bolos fecais, local onde a mosca se desenvolve até se tornar adulta. Assim a agao dos

besouros copréfagos nas fezes bovinas inviabiliza a reproducao da Haematobia irritans,
sendo, portanto um possivel biocontrolador da mosca-dos-chifres.

existe competicdo entre organismos sempre que um deles exerca

um efeito negativo sobre o outro, quer consumindo quer controlando o

acesso a um recurso cuja disponibilidade € limitada. E importante notar

que a existéncia de competicao depende da existéncia de pelo menos um

recurso limitado.(Gomes, p.3)

Segundo Haynes & Willians (1993, apud Marchesin, 2005) as fezes bovinas
provocam varios efeitos no ambiente natural. Inicialmente uma cabeca de gado adulta
chega a defecar de 8 a 12 vezes por dia, com uma area média de 500cm? a 900cm? por
bolo fecal, sendo necessario um periodo de 1 a 231 dias para a degradacao do bolo fecal.
Em locais com presenca de bolos fecais, geralmente o gado nao pasta porque inclusive
o bolo fecal influencia negativamente no desenvolvimento do pasto, sendo necessaria a
limpeza ou a degradacao mais rapida possivel do bolo fecal. Varios fatores influenciam no
periodo de degradacao do bolo fecal, a chuva em grande quantidade contribui muito para
isto, tendo em vista que o excesso de agua destrdi o bolo fecal. Analogamente, a acao dos
besouros coprofagos nas fezes bovinas contribui também para o melhor desenvolvimento
do pasto com a degradacao dos bolos fecais.

Os besouros copréfagos sao insetos extremamente uteis, pois sua acdo de
enterrar massas fecais e ou desestruturd-las pode resultar na melhoria
da estrutura e fertilidade do solo (Calafiori, 1979), além de atuar no
controle de ectoparasitos e endoparasitos de bovinos, especialmente

nematoides e dipteros, pela destrui¢do de seu habitat... (Flechtmann et

al., 1995.p.251)

A acado dos besouros coprofagos nas fezes bovinas é influenciada pelo clima,
assim como pelo tipo de solo, Ridsdill-Smith & Hall (1987 apud Campiglia, 2002) comen-
tam que se observaram atividades de besouros coprofagos durante o periodo chuvoso e
com temperatura superior a 12°C. Além destes fatores, a luminosidade também é fator
que influéncia a atividade dos besouros. Segundo Doube (1983, apud Campiglia, 2002),

quanto menor a intensidade luminosa maior é a quantidade de individuos.
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Dawis (1996) observou o aumento substancial de atividades de besouros
coprofagos, importantes na degradacdo das placas de fezes, durante o
periodo das chuvas. Os besouros coprdfagos da familia Scarabaeidae
sao importantes agentes de remoc¢ao de massas fecais em dreas de

pastagens... (Pdscoa, 2001.p.6)

Segundo Macedo (1999) a familia dos Coledpteros copréfagos podem ser divi-

dido em 4 grupos, trés grupos sao representados na figura 1.3.

e Telecoprideos: Tém a caracteristica de separar um pedaco de fezes e rola-lo a uma
determinada distancia da massa fecal para depois enterra-lo. Estruturam as bolas
de duas formas, uma para alimento dos adultos e a outra como bola ninho para
alimento dos filhotes. Esta é mais bem moldada e enterrada a maior profundidade,
(estes besouros sao vulgarmente chamados de rola-bosta);

e Paracoprideos: Sao besouros que constréem seus ninhos ao redor ou embaixo da
massa fecal, interligando-os através de tuneis;

e Endocoprideos: Os Endocoprideos adultos fazem varios tineis no bolo fecal, onde
se alimentam e constroem seus ninhos; e

e Cleptocoprideos: Sao poucos citados na literatura, porém sao os besouros que uti-

lizam das massas ja enterradas por outros besouros coprofagos.

placa de excremento

+

- oprTdeos
S TElmcopes bola de excremento

b = Paracoprideos
excremento
intacto *

B .placa de excremento
¢ - Endocoprideos 27" contends oS besouros

Fonte: RODRIGUES (1983)

Figura 1.3: Classificacao dos besouros copréfagos.

Outro fator que influéncia no desenvolvimento dos besouros copréfagos é o

vento, pois a localizacao dos bolos fecais é feito através do odor das massas, além disto,
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o deslocamento do besouro ¢é influenciado pelo vento. A autonomia de voo do besouro é
grande. Este processo, assim como o da sua reproducao apresenta situacoes semelhantes a
da mosca-dos-chifres, logo a equagao logistica de Verhuslt adotada para o besouro, porém
nao sera considerado o termo advectivo nesta equagao, assim a equagao matematica que

representa a densidade populacional do besouro no modelo serd

0B . B 0B B
E—dw(aVB)-A(l—E)BouE—aAB-A(l—E>B,

para « constante.

1.4 - Dinamica populacional: Lotka-Volterra e a relacao de com-

petitividade

Um dos objetivos deste trabalho é encontrar um equilibrio dentro do ecossis-
tema apresentado. A relacao de competitividade existente entre as duas espécies pode ser
representada por a um modelo do tipo Lotka-Volterra o qual retrata como uma espécie
influencia a densidade populacional da outra, neste contexto, uma relagao interespecifica.
Apesar de o trabalho envolver trés espécies diferentes (gado, mosca-dos-chifres e besouros
copréfagos), a presenga do gado é condi¢ao necessaria para coexisténcia das outras duas
espécies, porém o gado nao depende das outras para sobreviver, o parasitismo da mosca
¢ prejudicial, mas nao apresenta risco de morte.

Estudos sobre a relacao existente entre espécies de animais, denominado de
sistema presa-predador ou competicao, comegou na década de 20 do século passado com
Vito Volterra (1860 —1940) e Alfred J. Lotka (1880 —1949). Em meado de 1920, o bidlogo
italiano Umberto D’Ancona, observou mudangas populacionais em algumas espécies de
peixe, em decorréncia da 1* guerra mundial (1914 — 1918). A pesca havia sido suspensa
em parte do Mar Adriatico e espécies de peixes apresentaram um aumento relativo em sua
populacao, enquanto outras espécies sofreram reducoes, sem haver a intervencao humana,
isto é, sem a pesca. Umberto D’Ancona propos este problema a Vito Volterra (1860 —
1940), que descreveu o modelo através de um sistema de equagoes diferenciais.

Se definirmos N (t) como o numero (ou densidade) de presas e P(t) o niimero
(ou densidade) de predadores, o sistema proposto por Vito Volterra apresenta a seguinte

formulacao
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dN

— = —ayN-—ByNP
dt an BN
dP

% == O(PP+,8PPN

onde ayN e —apP sao respectivamente o crescimento populacional da presa e a mortali-
dade de predador especialista e By NP e fpPN a relacao entre as espécies, relacao presa
x predador, onde o sinal negativo indica o que ¢ prejudicial a espécie e o positivo o que é
benéfico para a espécie.

Paralelamente, Alfred J. Lotka (1880 — 1949), matemadtico Norte - Americano
trabalhou em modelos semelhantes ao proposto por Vito Volterra, mesmo trabalhando na
mesma época, os dois desenvolveram seus trabalhos de forma independente.

Atualmente os modelos Lotka-Volterra sao considerados bastantes teoricos,
pois sao modelos especialistas, retratam uma relacao bastante especifica de presa x pre-
dador. As relagoes entre espécies sao mais complexas e em sua maioria envolvem outras
espécies. Pesquisadores apresentam modelos estruturados de forma genérica, respeitando
processos de dispersao, migracao, transporte e outros fatores que influenciam o modelo,
além disto, trabalha-se com N = N(z,y,t) e P = P(x,y,t) fungdes nao lineares. Ou-
tra condicao é a competicao intraespecifica, onde a quantidade de presa pode levar a
espécie predadora a competir entre si pela sobrevivéncia, provocando um aumento na
mortalidade da espécie. Considerando o modelo de Verhulst para duas espécies, o modelo

Lotka-Volterra generalista pode ser escrito como sendo

N N
d——diU(OéNVN—NVN) = /\N 1—— N—ﬂNNP
dt kn

dP P
——div(oszP—PVp) == /\P 1-—— N—i‘ﬁpPN
dt kp

Um dos primeiros trabalhos sobre dispersao populacional foi feito por Skel-
lam em 1951, utilizando uma equacao diferencial parcial para descrever a capacidade de
dispersao de espécies de animais. O trabalho de Kareiva em 1983 analisa o movimento
de insetos em um curto espaco de tempo, em periodos maiores devem-se considerar as

variagoes espaciais, as temporais e a densidade-dependeéncia.
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A longo prazo verifica-se a mecessidade de se incluir componentes que
modelem o cardter evolutivo do fenomeno, e que descrevam, além da
dinamica vital, por exemplo processos migratorios sazonais (ou seja, que
variam com o tempo), ou comportamento que dependam da densidade
populacional (o que chamamos de densidade-dependentes).  (Lacaz,

1999, p. 17)

H& alguns anos, pesquisadores do grupo de pesquisa em Biomatematica da
UNICAMP vém desenvolvendo estudos tedricos com equacoes e sistemas de equacoes
diferenciais parciais nao lineares apresentado solugoes através de tratamentos matematicos
diferenciados, Método de Diferencas Finitas, Teoria de Conjunto Fuzzy e o Método dos

Elementos Finitos.
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Capitulo

Modelos em Biomatematica: Grupo de

Pesquisa em Biomatematica da UNICAMP.

2.1 - O grupo de pesquisa em biomatematica.

Um grupo de pesquisadores da Universidade Estadual de Campinas - UNI-
CAMP vem construindo modelos matematicos com a utilizacao de diferentes equagoes e
ou sistemas de equagoes nao lineares, os quais, em sua maioria, nao apresentam uma solu-
¢ao analitica, necessitando do desenvolvimento de processos numéricos na busca solugoes
aproximadas. Nestes casos o grupo tem utilizado os tratamentos numéricos necessarios
para encontrar uma solugao para a equacao ou sistema de equagoes diferenciais parciais
nao-lineares, utilizando o Método de Galerkin, juntamente com o Método de Elementos
Finitos ou Método das Diferencas Finitas e o Método de Crank-Nicolson.

Os trabalhos na area da Biomatematica que utilizam o Método dos Elemen-
tos Finitos se iniciaram na década de 90 do século passado, com o trabalho de Diomar
Cristina Mistro (Mistro, (1992)). Mistro realiza seu trabalho analisando a dispersdo do
merctrio nos rios brasileiros, principalmente na regido amazonica (Rondonia, Roraima,
Pard e Norte do Mato Grosso), Goias e norte do Rio de Janeiro. Para descrever o mo-
delo matemadtico, Mistro utilizou Murray (1989), Okubo (1980), Edelstein-Kesht (2005) e
Marchuk (1986). O modelo descreve o comportamento da concentra¢ao de merciirio num
determinado tempo ¢ € I = (0,7] e (z,y) € Q@ C R?, dominio trabalhado por Mistro. A

equagao trabalhada foi

oC , .
e —dzv(aMVC)+d 7C | vdiv(V-My= f . (2.1)
difusdo ecarmento advecgdo fonte

Mistro faz a simulagao de como o mercirio se desloca pelos rios através de
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uma fonte poluidora, analisando o espalhamento pela superficie da dgua, considerando
inicialmente a superficie da dgua como um plano bidimensional (z,y) e, considerando
também a variacao temporal.

Sonia Elena Palomino Castro (Castro, (1993)) faz um estudo sobre os poluentes
do ar, construindo um modelo matematico que busque conhecer como ocorrer a difusao
dessa poluicao. Para isto ela trabalha com um dominio restrito a um plano vertical com
condigoes de contorno de Neumann e Dirichlet homogéneo, utilizando a equagao (2.1).

Posterior a Castro, Geraldo Licio Diniz (Diniz, (1994)) realiza o primeiro
trabalho do grupo retratando a dinamica populacional. Constréi o modelo mateméatico
através a equagao de dispersao-migragao (2.1), que retrata a situacdo da mudanga de um
habitat, tendo em vista a construcao de represa, analisando a nova geomorfologia a que
os peixes devem se adaptar.

Mateus Bernardes (Bernardes, (1998)) também apresenta seu trabalho envol-
vendo a equagao (2.1) para analisar a difusao de poluentes utilizando como referéncia o
Esteros de Ibera. Localizada na Provincia de Corrientes, nordeste da Argentina, é uma
regiao pantanosa que sofre com o processo de poluicao pela crescente atividade agroindus-
trial. Neste trabalho, Bernardes utiliza um dominio em que o processo de difusao ocorre
em sua profundidade, tendo em vista que o Esteros é uma regiao de lago, nao havendo
correntezas fortes que influenciam diretamente a difusao dos poluentes.

Neste mesmo ano, diante de um projeto envolvendo a Universidade Estadual
de Campinas (UNICAMP), Universidade de Sao Paulo (USP), Companhia Nacional de
Petréleo (PETROBRAS) e Companhia de Tecnologia de Saneamento Ambiental (CE-
TESB), com o objetivo de construir um modelo matematico que pudesse descrever como
se movimenta a mancha de 6leo na superficie de marés costeiras, para prevencao de futu-
ros acidentes ou até mesmo que agoes de contingéncia caso aconteca um acidente, Renato
Fernandes Cantao (Cantao (1998)) modela o problema e apresenta ferramentas que ve-
nham contribuir para decisoes em situacoes de emergéncia. Assim, como nos trabalhos

anteriores, Cantao trabalha com a Equacao de Difusao-Adveccao, dada por

% + div(—aVu) + dz’v(7 -u) +ou = f para (z,y) € Q C R*,t € (0,77,

sendo v = u(z,y,t) a concentragdo de dleo, o = «(z,y,t) fungdo que descreve a difu-
sibilidade, V(x,y,t) = (Vi(z,y,t), Va(z,y,t)) funcao vetorial que caracteriza a diregao

induzida pelo vento, circulagdo e mares, o = o(x,y,t) funcao de decaimento do dleo e f
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fonte poluente.

Tania Maria Vilela Salgado Lacaz (Lacaz, (1999)) faz uma revisao bibliogréfica
sobre modelos de dinamica populacional, para depois analisar o bicudo do algodoeiro. Este
trabalho retrata uma situacao encontrada no final da década de 80, inicio da década de
90 do século passado, no interior do estado de Sao Paulo, com o objetivo de determinar os
coeficientes (a, A, 0) e f(z,y,t) da equagao diferencial (2.1), para poder analisar e fazer
uma perspectiva de expansao do bicudo para outras regioes do estado que apresentavam
o cultivo do algodao.

Silvio de Alencastro Pregnolatto (Pregnolatto (2002)) faz um estudo sobre o
Mal-das-Cadeiras em Capivaras da regiao do Esteros do Ibera. Este trabalho apresenta
um modelo considerando populagoes de capivara diferenciadas, pois contém capivaras
suscetiveis, infectadas e mortas, denominado como modelo SIM, semelhante ao modelo
SIR/SIRS apresentado por Webb (1982) (apud Pregnolatto, 2002). Este é o primeiro
trabalho do grupo que envolve um sistema de equacoes diferenciais parciais nao lineares e
apesar de ser um sistema, o tratamento matemaético é semelhante aos trabalhos anteriores,
levando em consideracao trés equagoes diferentes e as relagoes existentes entre as espécies.

Neste mesmo periodo outros pesquisadores trabalharam com o Esteros do
Ibera. Geraldo Lucio Diniz (Diniz (2003)) estrutura um modelo matemético analisando
o lago do Iberd, situado na Argentina, neste trabalho Diniz constréi um sistema de duas
equacoes, a primeira relacionada com a difusao de poluentes aérea e a segunda repre-
sentando a difusao da poluicao no meio aquatico, considerando o dominio um campo
bidimensional.

Ainda nesta regiao e ano, Renata Cristina Sossae (Sossae (2003)) realiza um
estudo envolvendo a relagdo de quatro espécies de animais, duas presas (P; e P), que
competem entre si e duas espécies de predadores (P3 e Py), que também competem entre
si. E o primeiro trabalho que envolve em seu modelo espécies diferentes de populagoes.

Também neste periodo, Rosane Ferreira de Oliveira (Oliveira (2003)) realiza
um estudo na Baia de [lha Grande, situada em Angra dos Reis litoral sul do Rio de Janeiro,
um trabalho semelhante ao de Cantao (1998), fazendo um estudo no comportamento
evolutivo da mancha de 6leo e seus derivados. Diferente do trabalho de Cantao, na
equagao da difusdo-advecgao-reacao (2.1). Oliveira faz um tratamento diferenciado no
fluxo advectivo, assumindo que dois fendmenos afetam o comportamento da mancha de
6leo, o vento definido como W, e a circulacao superficial padrao do Canal Central W),

onde W, é obtido pela Equacao de Stokes.
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Julio César Saavedra Vasquez (Véasquez (2005)) faz um estudo de dispersao de
poluentes com a equagao da difusao-advecgao (2.1) no meio aquético (maritimo), conside-
rando o seu dominio 2 C N3, onde as dimensdes representavam a dispersao na superficie
e na profundidade.

Nesse ano ainda Marcos Marreiro Salvatierra (Salvatierra (2005)) usando pra-
ticamente os trabalhos anteriores faz um modelo que correlaciona a interacao entre duas
espécies competindo no sentido Lotka-Volterra, influenciadas por um material impactante
(poluicao). As duas espécies analisadas sao as aves Chajd (Chauna torquata) e o Jacaré
(Caiman yacare), animais que estao no topo da cadeia alimentar competindo entre si por
animais de pequeno porte (peixes e ras) presentes no Esteros de Iberd. A poluigao é de-
corrente da agricultura e outras atividades desenvolvidas na regiao que sao apresentadas
por Bernardes (1998) e Diniz (2003).

Nelson Fernando Inforzato (Inforzato, (2008)) analisa o trabalho de Diniz
(2003) e Vésquez (2005) e constr6i um modelo matemético envolvendo os problemas
tratados em cada trabalho, seu modelo se a analisar o processo de dispersao de poluentes
no sistema Ar-Agua com um dominio tridimensional (€ C %%). Diniz (2003) se diferencia
pelo dominio e Vésquez (2005) por trabalhar com a dispersao no ar.

Maristela Missio (Missio (2008)) discute um modelo mateméatico do tipo SIR (cf
Kermack - McKendrick) retratando a febre aftosa. Misso constréi um modelo que interliga
Equagoes Diferenciais Parciais com tratamento através de modelos fuzzy, estocaticos,
método dos elementos finitos e Cranck-Nicolson.

No ano seguinte, ocorrem dois trabalhos semelhantes, o de Elaine Cristina
Catapani Poletti (Poletti (2009)) e Leidy Diane Wolmuth (Wolmuth (2009)), porém re-
tratando duas situagoes e regioes diferentes do Brasil. Poletti trabalha com a difusao de
poluentes no reservatorio de Salto Grande, interior do estado de Sao Paulo. O dominio
de seu trbalho é estruturado em trés regioes interligadas, trabalha com parametros fuzzy
e com o método dos elementos finitos. Ja Wolmuth faz a analise sobre a dispersao de
poluente na represa do Manso, localizada no estado de Mato Grosso, préximo a Cuiaba.

Além destes, Luciana Carrara Abreu (Abreu (2009)) desenvolve seu modelo
estudando a Baia de Sepetiba. Abreu analisa o processo de poluicao e a densidade po-
pulacional de macroalgas e, como esta macroalgas se desenvolvem com a presenca de
poluentes.

Juliana Marta Rodrigues de Souza (Souza (2010)) estrutura um modelo mate-

matico para analisar a dispersao do risco de contagio do H5N1, virus da influenza aviaria,
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chamada de gripe aviaria, este modelo é construido pela equacao da difusao-advecgao
(2.1).

André Krindges (Krindges (2011)) desenvolve seu trabalho na mesma regiao
que Wolmuth (2009), analisando o problema da difusdo dos poluentes na represa do rio
Manso, trabalha com a equagao da difusao-advecgao (2.1), porém com o dominio em 3,
isto 6, Q C 13, com o campo advectivo (campo de velocidade) descrito pela equagao de
Navier-Stokes.

Comcluido, em 2012 Paulo Casar Carmona Tabares (Tabares (2012)) faz seu
trabalho modelando os efeitos da falta de luz em populacoes bentonicas que vivem na
Enseada Potter, localizada ao norte da Peninsula Antartida. Tabares estrutura o modelo
através de equacoes da advecgao-difusao-reagao considerando, além do impacto da areia,
4 grupos de organismo. Seu modelo é estruturado em um sistema de equacoes diferenciais

parciais nao lineares com dominio bidimensional.

2.2 - Modelos trabalhados com sistemas de equacoes diferenci-
ais parciais nao-lineares e tratados pelo método dos Elementos

Finitos

Este trabalho se propoe a desenvolver com um modelo que represente a rela-
¢ao de trés espécies de animais que se interagem entre si, estruturando-se em um sistema
de equagoes de equacoes diferenciais parciais nao lineares, sistema encontrado nos tra-
balhos de Pregnolatto (2002), Diniz (2003), Sossae (2003), Salvatierra (2005), Inforzato
(2008), Missio (2008), Abreu (2009) e Tabares (2012). Porém cada trabalho apresenta
suas diferencas.

Pregnolatto (2002) foi o primeiro a apresentar um problema populacional que
envolve o sistema de equacoes. Apesar de trabalhar somente com uma espécie de animal
(capivara) seu modelo é estruturado de acordo com a condigao de satide das capivaras e
cada condicao representa um tipo de populacao diferenciada, sendo elas, capivaras susceti-
veis, capivaras infectadas ou capivaras mortas, um modelo denominado como modelo SIM,
semelhante ao modelo SIR apresentado por Kermack-McKendrick que trabalha com po-
pulacoes suscetiveis, infectadas e recuperadas. Considerando, (z,y) € Q C R? et € (0,7]

o sistema trabalhado por Pregnolatto é dado por
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%—f—&sAS+diU(75)+UsS = >\S (1—%)N—ﬁ51

I
a_fw_ arAl + o7 = BSI — 41 ,
ot

onde S = S(x,y,t) sdo as capivaras suscetiveis, I = I(x,y,t) as capivaras infectadas e

M = M(z,y,t) as capivaras mortas. Os termos ag e a; s@o os coeficientes de difusibili-
dade, og e oy os coeficientes de mortalidade natural, A\g o coeficiente da taxa de natali-
dade, B o coeficiente da taxa de animais suscetiveis que foram infectados, v o coeficiente
de mortalidade pela doenca e K capacidade de suporte, todos os valores constantes.

O trabalho de Missio (2008) segue a mesma linha do trabalho de Pregnolatto,
porém retrata o problema da febre aftosa, estruturado no modelo do tipo SIR conforme
Kermack-McKendrick. A diferenca apresentada por Missio é que além de estar vinculada
a outro ambiente, o tratamento matematico é diferente, pois trabalha com o Método dos
Elementos Finitos e também utiliza parametros fuzzy e estocésticos.

Ja os modelos apresentados por Diniz (2003) e Inforzato (2008) que trabalham
com a dispersao de poluentes nao apresentam as relagoes entre as equagoes, sendo duas

equacoes distintas resultando no seguinte sistema de equacoes diferenciais parciais lineares:

6—? = div (auVu — 7u> —ou+ f
% = div (aaVa — Wa) — 0.0+ F

O que difere nestes trabalhos desenvolvidos é o dominio. Para Diniz a regiao
do dominio ¢ bidimensional, ou seja, 2 C 2, o coeficiente da difusao do poluente no ar
e os elementos do vetor 7 sao fungoes que dependem do dominio €2, logo u = u(z,y,t) é
a concentragao do poluente no ar, a, = a,(z,y,t) funcdo que aproxima a difusibilidade
efetiva no meio aéreo, «, constante de difusibilidade efetiva no meio aquatico, 7 =
(v1(x,y,t),v2(x,y,t)), campo de velocidade no ar, IT/ = (wq,wy) campo de velocidade no
dominio Omega,, o, € o, sao coeficientes constantes de decaimento, no ar e na agua e f
e F' sao fontes de poluicao.

J4 Inforzato utilizou o dominio tridimensional, ou seja, Q@ C R3, logo u =
u(z,y, z,t) é a concentracao do poluente no ar, o, e a, sdo constantes de difusibilidade
efetiva no meio (ar e dgua), 7 = (v1, v2,v3), campo de velocidade no ar, W/ = (wy, wo, w3)
campo de velocidade no dominio €,, o, e o, coeficientes constantes de decaimento no ar

e na adgua e f e F sdo fontes de poluigao (ar e dgua).
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Outro tipo de trabalho é desenvolvido por Sossae (2003) e Salvatierra (2005), os
quais desenvolvem seus modelos através da equacao da difusao-advecgao, porém utilizam
uma situacao classica do modelo Lotka-Volterra, com interacoes do tipo presa-predador
com competigao, diferente dos modelos de Pregnolatto (2002) e Missio (2008) que utilizam
o modelo SIR de Kermack-McKendrick.

O trabalho de Sossae ¢é o segundo trabalho envolvendo dinamica populacional
com o tratamento numérico através do Método dos Elementos Finitos e retrata a relagao
entre quatro espécies diferentes de animais, dois predadores (jacarés e passaros) e duas
presas (peixes e ras). Assim Sossae utilizou a equagao de dispersdo-migragao e a dinamica

populacional de Verhulst. O sistema estruturado por Sossae é dado por

( % —div(a;VP) +div(VP) + pron P = A\ (1 — %) P, —c,P Py — dyP,Py—
—e P Py
% — div(aaV Py) + div(W Py) 4+ paoaPs = Ao <1 — %) Py — coPyPy — doy Py Py—
—ey P Py
% — div(asV B3) + div(UPs) + psosPy - = Xg (1 - %) Pyt esPPy + dsPyPy—
—e3 P3Py
% = div(eaVE) + div(TFPy) + paouby - = s (1 - %) Py + ey Pi Py + da Py Py~
. —ey P3Py

onde, para [ =1 a 4,

e P; = Pr(z,y,t) sdo as populagdes ou as densidades populacionais;

e a; = ay(z,y,t) sdo os coeficientes de efetiva dispersao populacional;

e 0, =o0(x,y,t) s@o as taxas de decaimento das espécies;

4 ~ . . - . -
7, W, ﬁ e ? sao vetores velocidade de migracao populacional ou adveccao;

K coeficiente constante, referente a capacidade de suporte de cada espéci ;
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e \;, ¢, d e e; sdo coeficientes constantes, utilizados para a taxa de crescimento

intrinseco e da relagao interespecifica.

Salvatierra mantem a mesma estrutura do sistema de equagoes anterior, porém
reduz a duas espécies e inclui a competicao intraespecifica e interespecifica na dinamica
. , — . . .
vital de Verhulst, além dos vetores 7 e W dos campos de velocidade de migracao nao

serem constantes. Portanto o sistema fica

op P+ P
a_tl —div(a1VP1)+div(UP1)+p10P1 = a1P1 1—% —51P1P2
oP. P+ P
a—; — d’iU(OZQVPQ) + dZU(WPQ) + pQO'PQ = CL2P2 1-— % — 52P1P2

onde,

o P, =P(x,y,t) e P, = Py(x,y,t) sdo as as densidades populacionais;

e a; = o(z,y,t) e ag = as(x,y,t) representam as dispersdes populacionais de cada

espécie;

o U = (Ui(w,y;t), Ua(z,y51)), W = (Wi(z,y;t), Wa(x,y;t), representam os campos

de velocidades de migracao de cada espécie, com div(U) = div(W) = 0;
e 0 = o(z,y;t) representa a concentra¢ao de um poluente no meio;

e p; e py representam os decaimentos populacionais de cada espécie devido a morta-

lidade causada pela presenca deste poluente;
e a; e ay representam as taxas de crescimento intrinsecas de cada espécie;

e K coeficiente constante, referente a capacidade de suporte de cada espécie;

e J; e Jy representam as taxas de relagao interespecifica (o sinal negativo caracteriza

a competigao).

Abreu (2009) desenvolve um modelo cujo sistema envolve equagdes de cres-
cimento populacional tipo Verhulst e a equacao de difusao de poluentes, sendo que a

poluicao afeta a taxa de mortalidade assim como a taxa de crescimento populacional,
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diferente dos dois caso anteriores, onde o poluente afetava somente a taxa de mortalidade.
Além destas diferencas Abreu também altera o coeficiente da difusdo e o coeficiente da
taxa de crescimento populacional, trabalhando com variaveis em fun¢ao de x com x € ).
O sistema de equacgoes diferenciais parciais nao linear desenvolvido para analisar este

problema é

(O ‘
o —a,Ap+div(Vp) +op = f ()
b
@ — div(aa(x)Va) -+ e P = )\a(l‘)e 1— M _ Vaab
ot K
0b . al + B
— —div(op(x)Vb) + ppb = Mp(x)g | 1 — Pra@ + Bub ~yyab
ot K
8_: —a.Ae+VVe+oee = A\
\ a—i —a,Ag+VVg+ o049 = A\

sendo p poluentes, a e b macroalgas, e e g concentragao de células de reproducao das algas.

Observe-se que o, € ap, A\, € A\, sao funcoes em x € ) e o termo de Verhulst é
multiplicado por e e por g que sao as concentracoes de células reprodutoras. Os demais
coeficientes sao todos constantes.

Tabares (2012) trabalha com um sistema que envolve cinco equagoes diferenci-
ais parciais nao lineares sobre um dominio 2 C R2, o qual constréi o modelo trabalhando
com a equagao da advecgao-difusao-reagao, num dominio bidimensional irregular estrutu-
rada na Enseada Potter, regiao localizada ao norte da Peninsula Antartida. Seu modelo
matematico é construido em decorréncia da ampliacao do fluxo de dgua proveniente da
geleira Fourcade, o que tem provocado um aumento no transporte de sedimentos e prejudi-
cado o desenvolvimento dos organismos vivos, entre eles os bentos (organismo que vivem
no substrato). Tabares estrutura seu modelo em quatro grupos de organismos, bivalve
(Laternula elliptica), pennatulacea (Malacobelemnom daytoni), ascidia erquido (Mongula
pedunculata), ascidia aplanado (A. challengeri). Considerando, que para m variando de
lad, P,=P,(z,y,t) e S=8(x,y,t); com (z,y) € Q C R? o sistema de equagoes fica

definido como
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i P\ 5SS
— V2P W N LY
5 o 1 117 K) TS 1
0P, Py 012 B2.5?
W—Oé2v2p2 = )\2P2 (1—?)—FP1P2—WP2
OP. P. ) ) 3352
oP, P, ) ) 0
6_154 — V2P = MPy|1- ?4 - %Plﬂ - %PQH - %ngzl_
BaS?
-2 _p
25 ST
L E—QSVQS%—WVS == —0'1P1$—0'2P25—0'3P35—O'4P4S+g

onde, param=1adei=1a3, Qm, s, A\, Tm, Ym, Bm € Oim, COM 7 £ m sao coeficientes
constantes.

Portanto este trabalho se respalda em um modelo estruturado na dinamica
populacional de trés espécies diferentes de animais (gado, mosca e besouro). Apesar da
semelhanga com o sistema de equagdes apresentado por Pregnolatto (2002), este modelo
se equipara aos modelos apresentados nos trabalhos de Sossae (2003) e Salvatierra (2005),
que trabalham com relagoes do tipo presa-predador com competicao interespecifica e in-
traespecifica conforme os modelos classico Lotka-Volterra, diferente do modelo SIR de
Kermack-McKendrick utilizado por Pregnolatto (2002) e Missio (2008).

Sossae em seu trabalho, considera como valores constantes todos os coeficiente
que acompanham as relagoes interespecicicas e intraespecifica. Os coeficientes da difusao
a; e das taxas de decrescimento o; com ¢ = 1 até 4, sao fungoes definidas para (z,y) €
QC R eteJ=(0,T] JaSalvatierra, assume a mesma situacao de Sossae, apliando
os termos nao lineares do sistema. Inicialmente reduz a situacao para duas espécies
de animais predadores e inclui a competicao entre elas, acrescenta também termos nao
linares na parte advectiva das equagoes que representam as duas espécies de animais, isto
é, U =U(x,y,t) e V="V(x,y,t). Levando em consideracao aos modelos apresentados,

construiremos o modelo matematico que represente as trés espécies de animais.
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Capitulo

A Modelagem do Problema

3.1 - O modelo matematico de interacao das trés es-
pécies

O problema estudado ird considerar as condigoes de cada espécie. O gado
apresenta o ciclo de vida longo em se comparado as outras duas espécies, a mosca-dos-
chifres e o besouro. Portanto, a densidade populacional do gado assume as caracteristicas
do modelo Malthusiano. Para a estruturacao do modelo, respeita-se a condi¢ao de criagao
intensiva (gado confinado) e extensiva.

Apesar das diferentes formas de criacao, o dominio sera uma regiao e limi-
tada definida como Q C %2, diferindo somente na possibilidade de procriacao na criacao
extensiva, o que nao ocorre na criagao de gado confinado.

Embora o contato da mosca com o gado seja prejudicial, nao apresenta risco
de morte para o animal. Portanto, a taxa de decaimento populacional do gado sera
influenciada pelo abate, assim como o crescimento no nimero de cabecas de gado ocorrera
com a entrada de novos animais. Consideraremos R = R(z,y,t) como a densidade de gado
na regiao  C R? em um intervalo de tempo J = (0, T}, a equagao diferencial parcial do
gado fica

OR

— = AgR — upR 3.1
It R HR ( )

onde,

e \p coeficiente da taxa de crescimento da populacao;

e 114 coeficente da taxa de abate de gado.
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A mosca-dos-chifres apresenta caracteristicas bem diferentes. De acordo com
Honer (1990), a fémea sobrevive aproximadamente 40 dias e neste periodo, chega a depo-
sitar entre 80 a 300 ovos. Em condicoes normais, aproximadamente 10% destes eclodem.
Diante desta caracteristica, a representacao matemaéatica da densidade populacional da
mosca assume caracteristicas do modelo Verhulstiano. Gurney & Nisbet (1975) apresen-
tam o Biased Random Motion Model (BRM model) em que espécies de animais que sdo
territoriais podem se deslocar para outras comunidades ou mesmo serem transportados.
Quando se torna adulta, a mosca-dos-chifres apresenta uma autonomia de voo de até
12K'm, além da autonomia de voo, o transporte de gado permite o deslocamento para
outro animal ou outro ambiente. Portanto, nestas condicoes a densidade populacao da
mosca adquire caracteristicas advectivas, assim para M = M (z,y,t) com (z,y) € Q C R?
emt € J = (0,T], a equagao diferencial ndo linear que modela a mosca-dos-chifres é dada
por

oM

M div(an VM) + T - VM = Ay M (1 - ﬁ) (3.2)
ot Ky

onde,

e M = M(x,y,t) é densidade populacional da mosca;

e ayAM, (resultado do uso cldssico de div(ay,V M)) indica a dispersao efetiva (Okubo

e Levin, (2001));

) dw(W M) = dw(ﬁ}) M+W/ div(M) é a advecgao (ou transporte) com div(l?/) =0
entao div(W M) = W. VM. (cf. Edelstein-Keshet (1987)); e

M
o \y M (1 — —) ¢ a dinamica populacional.
Ky

O besouro é direcionado pelo odor das fezes, o que poderia ser influenciado
pelo vento, porém nao héa outro tipo de transporte, ficando somente sua autonomia de
voo, neste sentido, a equagao apresenta somente o termo difusivo. Sua reproducao é alta
em relagao ao gado, porém, menor que a mosca o que leva a assumir a condi¢ao de um

modelo Verhulstiano. A equagao do besouro fica

0B B

onde,
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e B = B(z,y,t) é densidade populacional do besouro;

e apAB, (resultado do uso clédssico div(apV B)) indica a dispersao efetiva (Okubo e

Levin, (2001));

B
e \gB (1 — E) ¢ a dinamica populacional.

Como o objetivo é analisar um ecossistema envolvendo as trés espécies, ha
a relacao entre as espécies. O modelo deve considerar as influéncias que cada espécie
provoca uma na outra. Neste sentido, observa-se que o gado sofre com o parasitismo
da mosca, nao provocando sua morte, mas influenciando seu desenvolvimento, pois sua
picada incomoda o animal. J4 a presenca do besouro nao apresenta relacao alguma com
a vida do gado. Assim, o parasitismo da mosca é representado na equacao do gado como
um fator negativo e a equacao fica

OR

E = )\RR - ,MAR - /LRMRM. (34)

Para a equacao da mosca surgem dois termos novos, um relacionado a existén-
cia do gado que é vital para a sua sobrevivéncia. O outro relativo a presenca do besouro,
que neste ambiente nao afeta a mosca adulta (perfodo em que nao habita mais o bolo
fecal), porém prejudica em suas fases anteriores (ovo-larva-pupa) que ocorrem no bolo
fecal. A competicao pelo bolo fecal é prejudicial para a densidade populacional da mosca.

Estas relagoes sao representadas na equacao da mosca da seguinte forma

M
aa_t ~ div(ay VM) + W - VM = Ay M (1 -

M+ B
K

Ja para o besouro a importancia é a existéncia do gado, logo a representagao

matemaéatica do besouro fica

0B B

Portanto a representacao mateméatica do modelo relacionando as trés espécies
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de animais serd o sistema de equacoes diferenciais nao lineares dada por

( OR
E = ArR — paR — ppy RM
oM M+ B
W—div(aMVM)—i—WﬁVM:)\MM(l— i )—MMBMB+/LMRMR
M
0B B
\ E — OéBAB = )\BB (1 — _KB) +HBRBR
(3.7)
onde,

e R = R(z,y,t),M = M(x,y,t) e B = B(x,y,t) sao fungdes que representam as

densidades populacionais;
e «); e ap sao coeficientes da dispersao populacional de cada espécie;

o W = (wy,ws), representam os campos de velocidades, com div(W') = 0;

AR, Ay € A, representam as taxas de crescimento intrinseca de cada espécie;

® Lir, [lrM, MMB, bR € 4BR Tepresentam as taxas de relagao interespecifica;

Ky e Kp representam as capacidades de suporte.

Como inovagao o trabalho propoe ampliar o estudo de modelos matematicos
biolégicos que envolvem um sistema de equagoes diferenciais parciais nao lineares, estru-
turado com a equacao da difusdo-advec¢ao. Em Diniz (2003), Sossae (2003) e Inforzato
(2008), que trabalharam com os coeficientes o = «(z,y,t) como uma fungdo. Diniz as-
sumiu as coordenadas de 7 como fungoes e Sossae (2003) utilizou a nao linearidade no
coeficiente o da taxa de decaimento da espécie. Ainda, Abreu (2009) trabalha com o
coeficiente A da taxa de crescimento populacional como fungao no dominio definido.

Este trabalho propoe inserir uma outra nao linearidade na capacidade de su-
porte Ky da mosca-dos-chifres o termo verhulstiano. Assim K, = pR, com R = R(z,y,t)
para (z,y) € Q C R? em t € T = (0,T], ou seja, Ky é uma funcao que depende de R.
Todos os trabalhos apresentados até o momento utilizaram a capacidade de suporte como
coeficiente constante.

Considerando que o Laplaciano é a soma das derivadas parciais de segunda

, PM M . 0*B  0°B
ordem (div(VM) = AM = <W + 8—y2)) ou <dW(VB) =AB = (W + 8_y2)>’
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oM OM —
que o gradiente V é o vetor das derivadas parciais | VM = ( —>) eque W-VM =

Oz Oy
oM oM oM oM By _
(wy, we) - (%, 8_y> = <w1% + MQ@—y). Entao o sistema 3.7 fica

( OR
—— = ApR — paR — prp RM

i
oM (82M 82M> oM oM

el e bl o M1
ot gz T ) Ty Ty, T A (

M +06B
pR
—punmBMB + pupyrMR

0B 0’B  0°B B
(22 =B (1 2 B
| ap ((%2 + 8y2) B ( KB) + wBrBR,

(3.8)

De acordo com Souza e outros (2005) " A céu aberto: consiste de curraletes

feitos para confinar na ordem de 50 a 100 animais, devendo ser disponivel drea de 8 a
20m? por animal (no Brasil, é mais comum de 9 a 12m? por cabega)”, logo o dominio
Q) C N2, serd a regiao com uma forma geométrica que pode ser utilizada no confinamento
de gado, assim como pode representar o formato de fazendas da regiao norte do Mato
Grosso. Assumindo que um é unidade de medida, o dominio serd a regiao €2, representada

pela figura abaixo

200um 20um
Iy . [
. .
Lo
Fol =
3
_________________________________ [
£ I 40 um i 20um
— , =
- : Iy =
! E]
- !

L0 um

Figura 3.1: Dominio © do problema.

Para a criacao extensiva a drea representada serd uma fazenda de aproxima-
damente 1080 hectares cercada (limitada), onde a regiao definida como I'y é limitada por
um grande rio, o que permite a transposicao somente da mosca, pois o besouro ¢é guiado
pelo odor das fezes e o movimento do vento pelo rio nao permite a transposicao do cheiro.

A limitacao I'y sao cercas que a mosca-dos-chifres e o besouro atravessam livremente.
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Para a criacao em confinamento serd usado no mpdelo um curral fechado com
aproximadamente 1080m?, a regiao I'y é uma area limitada por telas o qual nao permite
a transposicao do besouro, mas permite a passagem da mosca, a regiao ['; sao cercas e
cochos que impossibilitam somente a passagem do gado.

Neste contexto, e considerando as condigoes iniciais abaixo, as condicoes de
contorno para o gado serd a de Neumann homogénea para toda fronteira. Para a mosca
assumiremos a condicao de Robin para toda fronteira e para o besouro serd Neumann

homogénea em I'y e a condicao de Robin para I'y, ficando da seguinte forma,
e Para a res:

© Condicao de contorno

O =0,(z,y) €00 e
M | a0

© Condigao inicial
R(z,y,0) = Ro(z,y) = 10, (z,y) € Q.

e Para a mosca-dos-chifres:

© Condigao de contorno, t € J

oM oM
—ay—| =koMe —apy—
on To n

= k‘lM, com FO U Fl = 0f).
'y

© Condigao Inicial

e Para o besouro:

© Condicao de contorno, t € J

=0e —ap—| =kgB, comI'qUI'; =00Q

M ir,

o |r,
© Condicao Inicial

0, se (z,y) €00
bo, se (x,y) €
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Tendo em vista que o sistema de equagoes diferenciais parciais nao lineares
nao apresenta, até o momento, uma solucao analitica, estaremos buscando uma solu¢ao
aproximada através de um método numérico. O método numérico escolhido para este
trabalho é o Método de Elementos Finitos. Para o desenvolvimento do método temos que
trabalhar com a formulagao variacional do problema, utilizando o Método de Galerkin para
tratar as variaveis espaciais e o Método de Crank-Nicolson para as varidveis temporais.

Este tratamento matematico é apresentado no capitulo seguinte.
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Capitulo

Formulacao Variacional e Discretizacao

4.1 - Fomulacao Classica e Variacional

Para encontrar uma solugao aproximada do sistema (3.7), observa-se que o
sistema nao tem uma solugao analitica. A aproximagao da parte espacial da solugao sera
obtida usando o Método de Elementos Finitos. Para este método é necessario transformar
o sistema encontrado no capitulo anterior (formulagao forte) em uma fomulagao variacional
(formulagao fraca).

Nesta transformagcao trabalha-se com o espaco de fungoes quadrado integraveis,

no sentido de Lebesgue, com um dominio €2 C R", denotado por

L*(Q) = {u :Q — RN, com //Q [u(z,y)]?dQ < +oo},

onde o produto interno e a norma serao definidos como:

(1) = | [ wloppot )i

ol 20y = \/ [ [t pae = @i,

Seja H(2) o espago de Sobolev das fun¢oes quadrado integréveis com deriva-

para u e v € L*(Q).

das parciais de primeira ordem no sentido das distribui¢oes quadrado integraveis:

HY(Q) = {u e L*(Q) %, g—z € L2(Q)}

com o produto interno e a norma definida como

<U>U)H1(Q) = (u7 U)LQ(Q) + (VU, VU)L2(Q)
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2 2 2
[ullzr ) = lullzz@) + IVUllz2@)

para u,v € H'(Q), onde (Vu, V)2 = [ [, Vu - VudQ.

Nesta mudanca aproximaremos a solugdo de (3.7), considerando as varidveis

=0 ,
o

v=uv(z,y) € X ={ve H(Q) v|,, =0}, com H)(Q) C X C H'(Q) e,

espacial e temporal no espaco:

ou
I’ VvJ=(0,T] e —
€L 0.7 e 5

o

u=u(z,y,t)eV = {u€L2 (J:HY(Q)) : o

assim,

(u,v)x = //Q wvd), para Xo = {v(z,y) € H'(Q) : vl =0}, (4.1)

o qual sera denotado como
(U’7 U) - (u’ U)X

Para a formulagao variacional do sistema (3.8) multiplicam-se as equagdes por
v € X. Inicialmente, faz-se a substituicao separadamente em cada equacao, para depois

estrutura-las no sistema. Assim a primeira equacao (gado) sera

<%’ U) = Ar(R,v) = pr (R,v) — piry (RM, v) (4.2)

ou

// %de = \p // RvdQ) — ug // RvdQ) — ppp // RMuvdS). (4.3)
o Ot Q Q Q

Para a equacao da mosca,
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0_M_ 82M+82M 8M+ oM WY l_M—i—HB B
ot M\ o2 T hye or oy T M oR
M B + pyrM R tem se
ot P a oy )
= A\y (M (I—M GB) ) s (MB U)+,MMR(MR v) . (4.4)

ou

oM PM  O*°M oM oM
o= 5 —d) — aMfo(@xQ + o )de—i—fo(wla >dQ—|—fo(w2 ayv) dS)
M+ 6B
:)\MfoM(l— + )UdQ—MMBfoMBUdQ+MMRfoMRUdQ

(4.5)

Trabalhando com a integral do Laplaciano através do Teorema de Green, te-
mos:
PM  0?
I (G +

oM M M
)deanQUdQ+ffﬂa2defaﬂa vdy —

Como v € X = {v(z,y) € H'(Q) : v|, = 0} e, de acordo com as condigoes de

M M —koM M M
contorno —ona— koM = 8_ Ko e —ona— = kM = 6— =
o |r In To M o Iy an I
kM
1@ calculando e fazendo a substituicao na equacao anterior,
—o
oM oM oM
faﬂ(an)vdv [fo (VMVv)dQ = . ( n>\7},./d7+3grl (a—n>vd7 _
KM ’
— [ (VMVv)dQ = §. <— 1M )mw — [[o, (VMV0)dQ = (Mv)dy —
— [ (VMVv)dSQ.
(4.6)

Fazendo a substitui¢ao na equagao (4.5),

oM .y
JJa Wvdﬂ + Ky § (Mu)dy + an [[o (VMV)dQ + [, (wlgv) a9+

oM M+ 0B
+unr [[o MRodS,

) vdf) — HrB fo MBuvd) +

(4.7)
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que também pode ser escrito como sendo

oM oM oM
(875 v | + K (M, v)p, + ay (VM, Vv) +w, <%,v) + wo (a—y,v> =

M+ B
:>\M (M (1— p—; ),U)—/LMB(MB,U)—F/,LMR(MR,'U)

(4.8)

Para a equacao que modela o besouro,

0B ’B  0°B B
E—O{ (W‘{‘a_yz) —)\BB (1—K—B> —{—[LBRBR,

multiplicando por v € X teremos

(8@_1:’”> — ((aB (8;71_? + ?;le)) ,v) = <)\BB (1 - %) ,v> + (uprBR, )

ou
0’B 82 B
—de ap —_— + — | vdQ) = Ap Bl1—— | vdQ+ugr BRuvdf).
dx? Q Kp 0
(4.9)
Por Green novamente,
’B ’B
// (6—2 + (9_ )dQ 7{ —uvdy — / (VBVv)d
ox a0
. - . 0B
Considerando as condigoes de contorno definido em (?7?), temos que i
URR
B kB
0e 8— = — 2B~ ¢ substituindo na expressao de Green,
87] I, ap

2 2
// (85; aB )dQ 7{ —uvdy— / (VBVv)d
O a0
j{ — vd’y—i-j{ 8—Bvd’y — // (VBVv)dQ
r, On Q
= —?{ kBBvch / (VBVv)d

Voltando e substituindo na equacao (4.9),
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0B B
o EdeJrk‘B $r, Bvdy +ap [[o (VBVv)dQ = g [, B (1 - K_) vdd+
B
tsr [ [, BRudQ

ou

0B B
(E,’U) + kB <B,’U>F1 + ap (VB,V’U) = )\B (B (1 — K_) ,’U) —I—[LBR (BR,’U) (410)
B

Considerando as formulagoes variacionais das equagoes (4.2),(4.4) e (4.10) o

sistema (3.7) serd escrito da seguinte forma

( (OR
E?U) - /\R (R7U) + pa (R,’U) + HRM (RM,U) =0
oM oM oM
Y + Ky (M, v)p +an (VM, Vo), + <w1%,v) + <w28—y,u) _
M+ 6B '
Ay (M(l—:—R>,v>+HMB(MB,U)—MMR(MR,U) =0
0B B
(—,v) + kg (B,v)p +ap(VB,Vv) — Ap (B (1 - —) ,v) — ppr (BR,v) = 0
L\ Ot ! Kp

(4.11)

4.2 - Discretizagao espacial: Método de Galerkin

Com a mudanga da formulacao classica para a formulacao variacional, busca-se
uma solucao aproximada do sistema, para isto, utuliza-se do Método de Galerkin para
realizar o tratamento matematico das variaveis espaciais. Este método propoe a resolucao
aproximada de problemas na forma variacional em um subespaco de V' de dimensao finita.

Seja X}, subespago finito de X, tal que B = {¢1, 2, ¥3,...,pn} é uma base
de Xj;,. O método de Galerkin consiste em construir fungoes Ry, M), e B, € X}, que se

aproximem das solugoes R, M e B do problema original e as equagoes serao escritas como

J
OR, &
T~ 2

N
. O0R;, :ZRj(t)%'

Oy = Oy’
OR, <=~ dR;
o X w



o1

8Bh . A 890]
* or XQB]@ oz’

th 890]
° = B;(t)—==;
L 0B _N-dBy

ot s at 7

Considerando o subespago X}, C X, o sistema de equagdes (4.11) passard a ser

( (OR
8_th’ Uh) — Ag (R, vn) + p1a (Rp, o) + piras (Rp My, vp) =0
oM, oM oM,
Whﬂjh + K1 (Mp, vp)p, + anr (V My, Vog) +w; (a—xh, Uh) + wo (a—yh,vh) -
M, + 6B
— A (Mh (1 — hpThh) ﬂm) + piveg (My B, vp) — pivir (Mp Ry, vp) =0 ’
0B B
= on ) + ks (Bh,vn)p, +ap(VBy, Vo) = Ap | By [ 1 — ) o) -
ot 1 Kp

\ —Br (BrRy,vp) =0
(4.12)
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que pode ser escrito como

N
Z%(ijvﬁpz ARZR Pis Pi +MRZR QOJ,QDZ +MRMZR

7=1 7=1
N
> M (i, 1) = 0
e n N N N
Z_t“OwSOz +K12M] 90M5901>F +aMZM VQO],VQOZ)‘FUHZMJ
j=1 J=1 J=1 J=1
0p; al Oy
J J
(%7@i)+w2;Mj<ay >—)\MZM vir i) +)‘MZ
N N
= e i | s YD MBy 90k, 1) —
=1 k=1
N N
_,UMRZ ZMij (@50 3) =0
=1 k=1
Y 4B, N N
> =2 7 > (¢4, i) + kB Z Bj (5, i)y, +an ¥ Bi(Ve;, V) = Ap Y Bj (e, 01) +
j=1 J=1 J=1 j=1
ZZBICB] ik pi) — isr » Y BiRk (@j0k, 1) =0
\ B =1 k=1 j=1 k=1

(4.13)

4.3 - Discretizacao temporal: Método de Crank-Nicolson

Para a realizacao da discretizagao da parte temporal o método utilizado sera

o de Crank-Nicolson. Este método consiste em usar as aproximacoes abaixo

t\ ~ '(tn-i-l)“—uj (tn) du] t\ ~ ‘(tn 1)_uj (tn)
uj (tn + 5F) = 9 dt (ta+ 3) = +At

At
ambas com aproximacao na ordem At? estimadas em ¢, 11 =tat -

Para o gado (R), a mosca (M) e o besouro (B), serdao adotadas as notagoes
n ~ n+l ~J
[ Rj+1 :Rj (tn—i—l) = R(ij,yj,tn+1) (§] Rj 2 :Rj (tn-‘,-%) :R<Ij,yj,tn+%>,
logo,

n+1 n n+i n+1 n
s R dRr;"v> Ry - R
J 2 dt At ’

Il
o



n ~ n+3 ~
d M] = M (tnr) = M (25,95, tasr) e M] = M; (tn+§> =M (l‘],y],tn+,>,
logo,
n+1 n n+i n+1 n
e MM o dM;™r [ MG - My
J 2 dt At ’

n ~Y n+l ~Y
) Bj+1:Bj (tn+1):B(l'j,yj,tn+1) (§] Bj 2 :Bj (tn—i-%) :B<xj7yjatn+%>-

n—l—% N B(H-l + Bn %n-i-% ~ B;’H—l o Bjn
J 2 dt At .

Para desenvolver o método de Crank-Nicolson, substituem-se as equagoes acima

no sistema (4.13). Para isto, trabalha-se separadamente cada equagao para posteriormente

junté-las em um sistema final, que fica
1. Para a equacao do gado

1
" 2

n+i n+i
(@5 01) = Ar >Ry 2 (0,00 +ur YRS F (05,00) +
. p

N N
n+1 n+i
1R E R;* E My "2 (g1, 9i) = 0;
= =1

N Rn+1_Rn Z]V:Rn+l+Rn N Rn—H—i—Rn

J
— = (@) (05, 1) +NRZT(‘Pj»SDi)+

j:1 J= 1

R’VH‘I Rn N Mn+l+Mn
+HRM Z 5 (@im: 3) = 0;

k=1

N
n+1
>
j=1

(,LLR—AR)At /LRMAt al M]?+1+Ml? .
<1+ ) (25, i) 5 ; 5 (pjpns i) | =

N n+1
1ir — Ar)Al pra At G~ M+ My
(PM) (%5, 1) = RA; >~ 7 (el
k=1
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2. Para equacao da mosca

N

N
de;\fj QOJ,SOZ +K12M SOMJ7§01>F +OZMZM V%,V%)—FUMZMJ

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

N

(aa% )+W2ZM (a% ) M Y M; (05,00) + Au

j=1

N
N Z Mo, + Z By, N N
> M= (i) | +uas DY MiBi (@i, 1)
s R j=1 k=1

P; p¥p

N N
—#MRZ Z M; Ry, (SOjSOk, @i) = 0;

j=1 k=1

N n+1 n n+1 n
M M M +M
A R ) S A R +aMz

j=1 7j=1

M”+1 + M

N n+1 n N n+1 n
M 4 MY (9, M 4 MP (9,
(VSOJ, V(,DZ + wq Z ( j ) Wa Z < ayj ) @z) -
=1

<.
Il
-

<.

N N
M+ Mp Bt + B
§ f@l + E T Pk
R

=1 k=1
N Rn+1 + n (SOJ’ SOZ) +
pz( )sop
p=1
N n+1 n N n+1 N n+1 n
M M &L Bt 4 By MY 4 M
+iars Z 5 (@508, 1) — par Z

k=1

Ry 4+ Ry

5 (0;0r; i) = 0;



N
. A At KAt ay At
o S0 | (1= 25 ) (o0 + T (o, + T (Vs Vi) ¢

+w1At (%’ Z) N wy At (890]’ ) ,uMBAt

(o) + 5 (5 S (51 4 ) (0

k=

At A At
“MR Z (Ry™ + Ry) (@i 9i) + —MQ
k=
N N i
Z (Mln+1 + Mln) o+ Z (BZH + B,?) Ok
= N = (5, ¢1) =
PZ (RZ—H + RZ) “p
p=1 i

N
Aar) At KAt oAt
= M KHL) (05900) = —5— (@i 0i)r, = —5— (V5 Vipr) =
j=1

_wiAt (% > _ woAt (8% ) ,uMBAt

2 oz ¥ 2 oy’ “—

At Y A At
+MM$ (R + RY) (pi0m, 03) — —MQ
k=1
N N i
Z (Mln+1 + Mln) o+ Z (BZH + Bl?) Ok
=1 k=1

p (Z Ry + R;;) @

=1

3. Para a equacao do besouro

Y. 4B 4 - -
OZ d_tj vj i) +kp ZBj (0, ¢i)r, +as ZBJ (Ve Vi) = Ap ZBJ'

Z (BE* + BY) (wion, i) +

25



Ag N N N N
(05, 02) + Kn Z Z By Bj (pjk, i) — BR Z Z B; Ry (jpk, ¢i) = 0;
B =1 k=1 j=1 k=1
N n+1 n n+1 n N n+1 n
B — B’ BT + B] B! + B!
Z]—](¢ja@i)+k32—<%a%> +@BZJ—J
: At : 2 : 2
J=1 j=1 j=1
N pn+l n N  pn+tl n N on+l
B + B )\B B + B B} Ty By
; \ —J I ; 5
(Vipj, Vi) = As 5 i i)+ e 5 5
7j=1 j=1 k=1
Bn‘H + Bn N Rn-‘rl + Rn
(@i, i) MBRZ B £ (pion: 01) = 0;

k=1

ApAt kpAt apAt
ZBynﬂKl— 5 )(@ja%pi)+BT<g0j,90¢>Fl+ B2 (Vo Vi) +

AgAt N 7 At N
+ Aj(B D (BE+ By (pxwsn0) = =2 > (B + BY) (9508, %)] _
k=1

N
A At kAt «a At
= ZBJTL [(1 + 32 ) (5, i) — 32 (@5, Pidr, — B (V;, Vi) —

4

K=l k=1

ApAL & LRt N
_ 4’;{3 Z (B?{Jrl + B}l{) (SOKQOJ', 0:) + BR (RZH + RZ) (cpjgpk, gpl)] .

26
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Assim nosso sistema (4.13) pode ser escrito como:

N n+1 n
— Ap)AL At M + M

j=1 k=1
N N n+1 n
n UR — /\R)At wram AL M + M
=Y r (1 - (2> (5, 01) = — y —* 5 £ (050r:00) | 5
j=1 k=1
N
n )\MAt KlAt OéMAt wlAt
S0yt (1= 25 (i) + S5 G, + 2 (Vs V) +
=1
N
dp; wo Al (O, pa AL 41 par RAL
- 7 s Wi Bn By i y¥Wi) —
<ax’@>+ 3 <8y i)+ ;(k + BE) (pjpn, @i) .
N N T
N o ST(MPT M) e+ > (B + BY) e
n n M =1 k=1
D (B R (pons 0i) + 5 N (5, #i)
k=1 pz (Rn+1 +Rn)
p=1 N
N
n ) At KAt ap At w1 At
= ZMj [(1 + > (©5,95) — —5 (@5, pir, — 5 (V;j, Vi) — 5
J=1
0ip; waAt (Op; B AL o 41 pv RAL
=% | — et 20 e By By) (0jek, pi
< x,sz?) 5 a7 T (k + BY) (0598, @i) + 1
N N 7
N N Z Mn+1+Ml <PI+Z Bn+1+Bk)
n n MAL | = k=
Z (R + RY) (wjepm, i) — 5 . ~ . (@i i) || 3
k=1 n n
p <Z RpH +Rp> “p
=1 i
N
n ApAt kpAt apAt
S8yt (1= 252 (o0 + 2t i, + 25 (903, ) +
N N
ApAt n+1 n /’LBRAt n+1
1Kp > (BE™ + BE) (exeps 0i) — > (RET+RR) (vjm:01) | =
o k= k=1
n ApAt kpAt apAt
ZB Kl + > ©j,Pi) — 5 (@5, @i)p, — 2 (Vej, Vy) —
j=1
N N
ApAt n UBRAL n
ik > (B + Bi) (exeg o) + = — D (B + BY) (ejen.91) | -
\ K=1 k=1

(4.14)
Matricialmente, o sistema de equagoes diferenciais parciais nao-lineares, con-

siderando A; e B; matrizes com ¢ = 1,2 e 3, ficara

Ay (M(n+1) M(n)) R(n+1) = B (M(n+1)’M(n)) R(™)
A (M(n+1) M(n) B(n+1 n) Rn+1) R ) n+1) = B, (M(n+1) M(n) B(n+1) B R(n+1 R(n )M(n) .
A3 (B(n+l),B(n ,R(n+1)7R n)) B(n+1) = B, (B(n+1 n) .R (n+1) R ) (n)

(4.15)
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4.4 - Malha da regiao ()

A construcao da malha se da com a subdivisao da regiao €2 em triangulos de

acordo com a figura abaixo

H I ' Ty
To
o
To
- L
L h . ]
nx

(X, Y1) (xi' yf) (xi,51)

1

(xi¥) T1 (x;,)’j) T2 (xp,5%)
X=X o Xj= X;+ Ax Xp=% o X=x— Ax

Yi=Vi e Ye=YitAY  yi=y; o yr=yi— Ay
Figura 4.1: Malha da regido €2 e tridngulos de referéncia.

Nesta subdivisao da regiao {2 o objetivo serd de trabalhar com triangulos do

tipo 1 definido como T} e do tipo 2 que definiremos comoTs, onde
(0,4y) (Ax,Ay)

(0, Ayl

Fy X
b= Avl1— =
3y v A']

{0,0) (., 0} Ts (4x,0)

T

Figura 4.2: Triangulos de referéncia do tipo 1 e tipo 2.

Em T, observa-se que
v Y-y ©1(74,Yi) =
— T —Yi




r — I;
es(z,y) = AL
5w, y) = L

3\ Ay

Considerando que (z;,y;) = (0,0) e assumindo que p5(z,y) = ¢1(z,y),

= o O o = O

e3(z,y) = 2(z,y) e p3(z,y) = ps(z,y) teremos

T
— 1 - Y
901(x7y) Ax Ay
x
o(z,y) = Ar
_ Y
903(l‘7y) - Ay
Para 15
x—(x;—Azx)  y— (yi — Ay)
- 1=
e1(z,y) AL Ay
4
905(1:7y) = Az - Qpﬁ(xz_Axayz) =1
(
—ytu 803(1'17 ?Jz) =0
p3(z,y) = A—yz = ¢3(z; —Az,y;) = 0
e as fungoes y;(z,y) para i = 1,2, 3.
T Y
- Yy
901(3373/) A.’I}' Ay
x
902(9073/) = N
Y
903($ay) = 1-—=

@T(%ﬁ yz)
@I(Ii — Az, yz)
@I(ﬂ% Yi — Ay)

29

(4.16)

o O =

(4.17)
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4.5 - Matriz de rigidez

Para o desenvolvimento, temos que observar que B = {¢1, ©2, 3, ..., pn } é uma
base finita de X, C X, e que, parau,v € X = (u,v)xy = fo uwvdS). Assim, considerando

as equagoes (4.16) e (4.17) para os triangulos (7"); e (1) teremos as seguintes matrizes,

o (v, gpj)Xh = fo ip;dQ para i e j = 1,2,3, ou seja,

AzAy  AzAy AzAy

12 24 24
_ AzA AzA AzA
M(QO’MSD]) - 241/ 12y 24y )
AzAy AzAy AzAy
24 24 12
o (VoilVyi)x, = [Jo VeiVpdQ paraie j=1,2,3, entdo
1 1 1 1
+ X T AT T AT
AZ'AZ/ A2z A2y T y
__1 0 _1
A2y A2y

5 A -1 10

Pj )

(2a)=2 |21
-1 10

dp; ) (3%‘ ) o N
- Pi = —=,p; | dQ paraie j=1,2 3, entao
(ay X, fo ay

5 A -1 0 1

2 T

M) ==—] - :

(811’%0) 6 Lo
-1 0 1

(golgohgpj))(h = ffﬂ (@1@17@3) dQ para kal € j = 17 2737 entao

AxAy
20

M (o104, ;) =

DD W | -
W | Lo | =

W =W = =
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111
3
AxA
M (p20i, ;) = Zoy % 1 % e
1
6 3 3
111
AxA %?%
M(903‘Pi780j): ;Oy § % 3
- =1
3 3

A construcao das matrizes de rigidez sao apresentadas em anexo B.
Para experimentar o modelo, foram desenvolvidas simulacoes computacionais

em ambiente Matlab. Os resultados encontrados serao apresentados no capitulo seguinte.
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Capitulo

Simulacoes, analise e resultados

Para testar o modelo foram realizadas simulagoes computacionais estruturadas
em ambiente Matlab. As simulacoes foram testadas com valores estimados com o intuito
de verificar o comportamento do sistema de equagoes.

Os coeficientes encontrados contribuiram para estruturar dois cenarios para
simular a situacao apresentado pelo modelo. O primeiro cenario ira retratar a criacao
intensiva ou criacdo em confinamento, em que o objetivo principal é para o gado de
corte, principalmente no periodo de abate. O segundo cendrio ird representar a criagao
extensiva e, nesse caso a, area trabalhada ¢é extensa e o gado vive solto e se alimenta quase
que exclusivamente de pasto.

No primeiro teste mantivemos o dominio Q C R2, apresentado no capitulo
3, onde "um”é abreviatura de unidade de medida. A figura abaixo mostra as medidas

assumidas nas simulacoes.

20um 20um
[} . [y
. .
o
Fob =
E!
_________________________________ [
E 2, 40 um , 20um
i i [
™ ' I rg
! 3
- :

B0 um

Figura 5.1: Domfnio das simulagdes.
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Assumindo os valores

e a. Criacao intensiva, crescimento constante: A, = 107%; y, = 107%; ., = 2.107%;

b. Criacao extensiva, crescimento variando: A\, = 1,3.107% u, = 107% ., =
2.107%;
o a,, = 1,510 poy, = 410745 N, = 2,107 py = 4,5.1072: iy = 9.1072: p,, =
4;wl =5.107%; w2 = 8.1072;

o o, =5.1072; 1y = 2.107%; 1, = 3.107% N, = 61072, K = 5: kg = 2.107L.

Para o sistema (3.8) dado por

( OR
— = ArR — paR — ppy RM

ot
oM (82M O*M > oM oM

o 22 T o) T Ty T AMM(“

M +0B
pR
—prvBMB + pyrMR

0B 9*B  9°B B
oo (G ) o2 (i) e

(5.1)

com as condigoes iniciais definidas como:

e Ry = 100 cabecas de gado;
e My = 3000 moscas, média de 30 moscas por cabeca de gado;

e By = 1000 besouros, média de 10 besouros por cabeca de gado;

Mesmo como simulagoes teste o tratamento sera realizado como se se tratasse
do modelo real. O sistema de confinamento é utilizado principalmente para o gado de
corte. Em seu periodo de engorda ele é mantido por aproximadamente 90 dias confinado,
num local onde hé grande concentracao de animais num mesmo ambiente. A extragao
de animais deste ambiente é realizada no momento do abate e, portanto, no sistema
o coeficiente up retrata a mortalidade pelo abate de animais, ja o coeficiente gy € a
influéncia que a mosca provoca no gado, porém nao provoca a sua morte.

A 4rea do dominio Q2 é de 1080m?(um = m) e cada cabeca de gado ocupa entre
9m? a 12m?, entdao a quantidade inicial de gado Ry foi de 100 cabecas de gado. Para a
Mosca-dos-chifres e o besouro nao ha um estudo que defina uma relacao com a area, como

a literatura apresenta que no Brasil a infestacao média é de cerca de 80 mosca por animal.
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Projetou-se entao uma quantidade inicial de 30 mosca por animal, ou seja, My = 3000.
A quantidade de besouro se limitou a % da quantidade de moscas no ambiente, isto é,
Ry = 1000.

Como citado no capitulo 3, a fronteira definida como I'y é estruturada com
construcao ou outro obstaculo que permite somente a passagem da mosca, portanto este
contorno ¢é tratado pela condicao de Von Neumann homogénea para o besouro e pela
condi¢ao de Robin para a mosca.

Considerando o periodo de 90 dias, projeta-se a iteracao de 1000 passos no
tempo para verificar os resultados. O grafico abaixo representa a densidade populacional
do besouro e da mosca-dos-chifres em dois nés (30 e 100) do dominio. Com estes valores
nao ha crescimento populacional do gado e o grafico apresenta a densidade populacional

isolada de cada espécie de inseto.

populacdo de besouro no né 30 populacdo de mosca no né 30

nimero de besouro
nimero de mosca

R N T R S A R S S S S S
50

300 400 500 600 700 8OO 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

niimero de passos no tempo nimero de passos no tempo

populacdo de mosca no né 100

populacdo de besouro no nd 100

nimero de besouro
nimero de mosca

] 1 i i | i i 0 i i i i i i ] i i
0 100 200 300 400 500 600 700 8OO 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 8OO 900 1000
nimero de passos no tempo numero de passos no tempo

Figura 5.2: Simulacao 1 para testar o sistema com crescimento populacional do besouro e da mosca.

Os graficos apresentam o comportamento de um modelo Verhulstiano, com a
capacidade de suporte limitando cada uma das espécies. Sob estas mesmas condigoes,
em um né diferente, o grafico a seguir mostra como a presenca do besouro prejudica o
crescimento populacional da mosca-dos-chifres.

Os graficos abaixo apresentam claramente como a existéncia de besouro no am-
biente prejudica diretamente a densidade populacional da mosca-dos-chifres. Observa-se

que a populacao da mosca vai se aproximando de zero, porém isto nao implica necessari-



amente na sua extincao.
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Figura 5.3: Simulagao 1 relagao entre as trés espécies.

Testando a segunda condicao em que ocorre a variagao populacional do gado,

o sistema se comportou conforme a figura abaixo.

nimero de besouro

numero de besouro

populagdo de besouro no né 30 x10° populagdo de mosca no nd 30
00 T | T =1 =1
o i
] .
200
150
100
“ '-E.
of
50 i i i i i 0 i i I 1 i i i
300 400 500 GO0 TOO BOO 900 1000 [ W0 200 300 400 SO0 600 700 800 %00 1000
Pa3505 N0 tempo Passes no tempe
populagio de besoure no nd 100 % 10" populagio de mosca no nd 100
350 T T T T T T ¥ T g T T T T T T
- g i :
s
250 2
200 5 &
150 dfee $
] . i i
50 : i ; H i
. : : . : : H H : :
0 600 900 1000 0 W0 200 300 400 500 600 700 800 500 1000
passosno tempo PAsLOL NO tEMPO

’

Figura 5.4: Simulag@o 2 para o crescimento populacional do besouro e da mosca.

E visivel que o comportamento da populacao de besouro nao ¢é afetada pela

variacao populacional do gado. Por outro lado, a populacao de mosca cresce sem um

limitante em sua capacidade de suporte. Este fato ocorre devido a capacidade de suporte

depender do crescimento populacional do gado e, como esta populacao esta crescendo,
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aumenta a capacidade de suporte. O grafico a seguir mostra como a relacao entre as

espécies afeta a densidade populacional de cada uma.

populag3o de gado no né 70 populagio de mosca noné 70

numero de gado

nimero de mosca

i S N S
500 G600 TOO E00 900 1000 a 100 200 300 400 S00 G000 70O BOD 900 1000
numero de passos no tempo numero de passos no tempo

nimero de besouro no no 70 relacdo entre as trés espécies no no 70
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¥ numero de besouro
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Figura 5.5: Simulacao 2 relag@o entre as trés espécies.

O quarto quadro mostra fortemente como a relacao entre as espécies afeta a
densidade populacional de cada uma. Enquanto o crescimento inicial da mosca é maior, o
crescimento do besouro ¢ menor. O crescimento populacional do besouro afeta negativa-
mente a populacao de mosca, provocando um decaimento populacional da mosca, porém
como a sua capacidade de suporte é limitada, este decaimento ocorre em um periodo ape-
nas. Como a populacao de gado cresce, o ambiente torna-se propicio para a reproducao e

criacao da mosca, o que provoca um grande crescimento populacional da mosca.

5.1 - Primeiro cenario

Os resultados apresentados nos testes foram satisfatérios, entendendo que as
analises feitas sao de situagoes que ocorrem em uma situacao real. Para tratar o modelo de
criacao extensiva e intensiva modificaremos os valores dos coeficientes, principalmente « e
1 da populacao da mosca e do besouro, isto pelo fato de estarem diretamente ligados com
a area (dominio) e com o tempo. Os demais coeficientes permaneceram com 0s mesmos
valores testados anteriormente.

Neste primeiro cendrio, assume se o dominio 2 C 32 e os valores dos coeficien-

tes para a criacao de gado em confinamento, quando nao ha reproducao e nem mortalidade
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natural do gado. A mortalidade representada no sistema é o abate e o acréscimo é de-
vido a inclusao de novos animais adultos no ambiente. Os coeficientes terao os seguintes

valores.

o X\ =107 p1p = 10775ty = 2.107%

107° 106 3
® Oy, = s Hm = y A\m
Yy

2.107%; w2 = 3.107%;

= 11075 pty = 11073 iy = 1.1077; ppy = 2,01 =

3.107¢ 3.1077

=y = ——— iy = 3.1078: 0, =6.107% K = 3: kg = 1.
tf 3 My Q*tf,ub ; A\b A B ' KB

Primeiramente apresentamos o comportamento da populacao de cada espécie
com apresenca do gado.

Para a mosca, sem o crescimento populacional da rés:
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Figura 5.6: Cendrio 1: Crescimento populacional da mosca.

Analisando os graficos observamos que mesmo sem a variacao na populacao do
gado a presenca de gado no local influencia a capacidade de suporte da mosca-dos-chifres.
Observa-se que no n6é 100 nao ha presenca do gado, o que limita a capacidade em um
valor menor que a capacidade de suporte apresentada no né 30, onde ha a presenca de
gado.

Para o besouro, o comportamento é diferente, pois este necessita da presenca

do gado, embora sua capacidade de suporte nao dependa do gado.
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Figura 5.7: Cenério 1: Crescimento populacional do besouro.

O grafico seguinte apresenta o comportamento das duas espécies nos mesmos

nds anteriores.
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Figura 5.8: Censrio 1: Comparacao das duas espécies.

O comportamento das duas espécies apresenta a caracteristica de um modelo

Verhulstiano com um crescimento populacional limitado por sua capacidade de suporte.

A simulagao envolvendo o sistema que trata as trés espécies apresentou
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Figura 5.9: Censrio 1: Relagao entre as trés espécies.

O primeiro quadro representa a populacao do gado nao tendo ocorrido a varia-
¢ao populacional na simulagao. Conta com a condigao inicial de apenas um animal no né
70. No segundo e terceiro quadros temos o desenvolvimento populacional da mosca-dos-
chifres e do besouro e, como nos casos anteriores, o besouro se aproxima de sua capacidade
de suporte, o que nao acontece com a mosca-dos-chifres, pois a mesma ¢é afetada direta-
mente pelo crescimento populacional do besouro, levando a mosca a quase extingao neste
ambiente. O tltimo quadro apresenta o desenvolvimento populacional das trés espécies,
onde é visivel o efeito que a presenca de besouro provoca na populacao de moscas, o grafico
que representa a populacao de mosca se aproxima assintoticamente de zero.

Apesar de a simulacao apresentar uma tendéncia a zero, o fato nem sempre
ocorre desta forma, com a alteracao do coeficiente Ay, o sistema apresentou um resultado
diferente. Observamos que apesar de aproximar de zero, o equilibrio de um ecossistema,
nao esta na eliminagao de uma espécie. No quadro abaixo, a populagao de mosca-dos-
chifres decresce para proximo de zero, mas nao é zero, o processo mostra que o equilibrio

nao esta na extingao de uma das espécies e sim na coexisténcia das espécies.
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Figura 5.10: Cenério 1: Relagao entre as trés espécies.

5.2 - Segundo Cenario

No segundo cendrio, assume se o dominio Q C R? com unidade de medida
diferente do primeiro cenario, os valores para a criacao extensiva de gado sao maiores do
que as de confinamento. O que serd agora analisado é a relagao existente na capacidade
de suporte da mosca com o crescimento populacional do gado. Neste sentido, existe a
mortalidade natural, bem como a procriacao. Assim, modificaremos o coeficiente do gado
para que ocorra a procriacao e verificaremos o comportamento da populacao de mosca.

Os coeficientes terao os seguintes valores.

e )\ =1,3.10"2 1, = 107 fiyy, = 2.107

107 106
o Ay =107 o = (—tf ) i = <—2*tf) iy = 1075 pryny = 10773y = 2507 =

2.107 7wy = 3.1077;
-6 -7
° )\, = 6.10_2; ap = (&) sy = (&) s Mo = 3.10_8; Kg =3k =1.

tf 2xtf
A densidade populacional das duas espécies, mosca e besouro sao mostradas
relacionando-se com a rés. No primeiro grafico apresentamos o crescimento populacional
da mosca-dos-chifres e, os nds analisados sao os mesmos do cendrio anterior até mesmo
para podermos verificar a mudanca que ocorre em se comparando este caso com o primeiro

cenario.

O gréfico apresenta o comportamento da populacao de mosca com o cresci-

mento da populacao de gado.
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Figura 5.11: Cenério 2 - Populagao da mosca.

Com o crescimento populacional do gado observa-se que a populacao de mosca-
dos-chifres aumenta em grande escala, mesmo com a caracteristica de Verhulst, a popu-
lacao de mosca respeita a populacao de gado. Este efeito mostra como o crescimento
populacional do gado afeta a capacidade de suporte da mosca, ponto chave do nosso

sistema de equagoes.
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Figura 5.12: Cenério 2 - Populagao da besouro.
Neste cenario, apesar do crescimento populacional do gado, a populacao do
besouro cresce a um limitante que é definido pela sua capacidade de suporte, diferente
da mosca onde a capacidade de suporte é uma funcao que depende do gado. Assim, o

quadro do besouro é semelhante ao quadro dos primeiros cenarios. Apresentamos também
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a iteracao entre as espécies, em que obtivemos resultados diferentes: o comportamento

populacional de cada espécie mostra que a quantidade inicial, bem como a capacidade de

suporte, contribuem para o equilibrio do sistema.
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Figura 5.13: Cenério 2 - Relagao entre as trés espécies 1.

No primeiro grafico a populacao de mosca cresce continuamente. Apesar de

se conseguir perceber a influéncia que o crescimento populacional do besouro provoca

na populacao de mosca, esta interferéncia nao é suficiente para controlar a mosca; além

disto, o crescimento populacional do gado contribui para melhorar as condigoes de visa

da mosca, assim como na sua reproducao.
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Figura 5.14: Cenério 2 - Relagao entre as trés espécies 2.

nimero de mosca

populagio de mosca no no 70

2

I
1 200 300

400 500 600

i ;
700 800 %00 1000
Passos no tempo

relagdo entre as trés populagdes no nod 70




73

Neste segundo gréafico a influéncia da populagao de besouro sobre a mosca é
maior, provocando um equilibrio no sistema. Porém, com o aumento da populacao de gado
e como o besouro ¢ limitado pela sua capacidade de suporte e as condigoes do ambiente
irao melhorar para a mosca, a tendéncia é que esta venha voltar a crescer novamente.

Este fato é observado na figura a seguir.
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Figura 5.15: Cenério 2 - Relagao entre as trés espécies 3.

Aqui se observa o que esperava anteriormente quando afirmamos que o que
diferencia o crescimento da mosca neste caso da simulagao anterior é que a populacao é
diferente, alterando somente no tempo necessario para o processo se concluir.

Mais ponderacoes sobre o comportamento populacional das espéciese foram

apresentados nestes graficos, estarao sendo feitos na conclusao deste trabalho.
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Capitulo

Conclusao

O sistema de equagoes diferenciais parciais nao lineares, composto pela equa-
¢ao da dispersao-migracao e pelas caracteristicas dos modelos de Malthus e Verhulst, ja
vem sendo estudado ha alguns anos por pesquisadores da area de Biomatemaética. Este
trabalho esta estruturado em um sistema de equacoes com trés equacoes que representam
a densidade populacional de trés espécies de animais (o gado, a mosca-dos-chifres e o
besouro), que convivem em um ambiente com competicao e predagao indireta.

O objetivo deste trabalho é de apresentar um equilibrio biolégico neste ecossis-
tema com a inclusao do besouro copréfagos. O modelo matematico estruturado tenta levar
em consideragao as caracteristicas de cada espécie com o objetivo representar o modelo
real, porém faltam informagoes sobre os parametros que possam melhorar as simulagoes.

Matematicamente este trabalho, apresenta uma caracteristica diferenciada na
capacidade de suporte da populagao da mosca-dos-chifres, segunda equacao do sistema
(3.8), onde o termo caracteristico de Verhulst apresenta uma nao linearidade. Assume-se
que a capacidade de suporte Ky = pR, com R = R(x,y,t), onde (z,y) € Q C R? e
t € J = (0,T], isto é, a capacidade de suporte nao é constante, como é assumido em
outros trabalhos, dependendo de R.

Os resultados apresentados nas simulagoes computacionais mostraram-se co-
erentes com a situacao representada. No primeiro cenario, a criagcao intensiva de gado
apresentou um ambiente com maior facilidade de controle. Este cenario almejou encon-
trar um equilibrio biolégico para o modelo. Nas condigoes simuladas, observamos uma
possibilidade de um equilibrio biolégico no sistema, podendo ocorre a coexisténcia das
trés espécies.

Cabe ressaltar que estas conclusoes sao especulativas, tendo em vista que nao

temos dados suficientemente precisos sobre as relagoes entre as espécies, para estipular
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melhor os coeficientes numéricos presentes nos termos das equagoes que representam esta
relacao.

As simulagbes apresentaram no primeiro cenario que é possivel termos um
controle biolégico para a mosca-dos-chifres.

No segundo cendrio, representando a criacao de gado extensiva, o controle
biolégico é mais complicado, isto pelo fato do ambiente ser aberto, assim como a presenca
da caracteristica diferenciada que incluimos no sistema.

Em decorréncia da capacidade de suporte da mosca estar relacionada com o
crescimento populacional do gado, o equilibrio biolégico nao ocorre, pois com o aumento
da populacao bovina as condi¢oes tornam-se cada vez mais favoraveis para a sua so-
brevivéncia e procriacao. Apesar de o besouro ser um competidor pelas fezes bovinas,
influenciando o crescimento populacional da mosca, seu controle sobre a reproducao da
mosca é temporario, tendo em vista que sua populacao ¢é limitada.

Os gréaficos 5.9,5.10,5.13,5.14 e 5.15 representam bem o comportamento das
populagoes das trés espécies. Nos gréaficos 5.9 e 5.10 apresentam a possibilidade de encon-
trar um equilibrio biolégico do sistema.

Nos graficos 5.13,5.14 e 5.15, mostram o crescimento bovino com o aumento
seguido de queda concomitante ao aumento da populacao da mosca-dos-chifres e o cresci-
mento da populacgao de besouro até atingir a capacidade de suporte, este efeito ocorre pelo
fato da capacidade de suporte da mosca-dos-chifres depender do crescimento populacional
do gado.

Ao final concluimos que o modelo matematico apresentado pode ser utilizado
em varios problemas biolégicos para o controle de pragas, podendo ser expandido para
outros ambientes que apresentem a condi¢ao de competicao ou de presa-predador. Além
disto, observamos que o sistema apresenta uma solucao numérica aproximada, mesmo
com a capacidade de suporte dependendo da populagao de gado e que os resultados

apresentados no segundo cenario sao bastante coerentes com uma situacao real.
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Apéndice A

Codigos do Matlab

% Programa de elementos finitos bidimensional, para o problema do mosca
do % do chifres e do besouro compréfago, com dominio simulando uma drea de % confi-
namento de gado e com condicoes de contorno considerando Robin, Von % Neumann e
Dirichlet homogénea.

% Apagar os dados e os gréaficos cle; clf; clear all; format long; tp=cputime;

% Parametros do problema

% Parametros do dominio

1 =60; h = 21; tf = 20; 11 = 40; h1 = 12;12 =1-11; h2 = h - hl; k1 = 1e-3;

% a) Para a rés:

lambr = le-5; mir = 0.1e-9; mirm = 0.1e-5; r0=100; %lambr = le-2; mir =
0.1e-8; mirm = 0.2e-3; r0=100;

% b) Para a mosca:

alfm = (le-5)/tf; mim = le-6/(2*tf); lambm = le-1; mimb = le-4; mimr =
le-7; thom = 2; wl = 2e-8; w2 = 3e-§;

% c) Para o besouro:

alfb = (3e-6)/tf; mib = 3e-7/(2*tf); mibr = 3e-8; lambb = 6e-2; Kb = 3; kb

% Parametros da discretizacao

ny = 7; nx=15; dy = h/ny; dx=I/nx; nnx=nx+1; nx1 = 10; nyl = 7; nx2 = 5;
ny2 = 4; nny = ny + 1; nnxl = nx1 + 1; nnyl = nyl 4+ 1; nnx2 = nx2 + 1; nny2 = ny?2
+ 1; nt = 1000; dt = tf/nt; nn = nnx1*nny + nx2*nny2; ntr = 2*(nx1*ny + nx2*ny?2);
dxdy = dx*dy; dxy = dx/dy; dyx = dy/dx;

% Numero de Péclet

pec = [abs((w1*dx)/alfm) abs((w2*dy)/alfm)];
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fprintf(’Os nimeros de Péclet sao: parau %4.2f e parav%4.2 fn’ pec(1),pec(2));
if max(abs(pec))> 2
break;
else
end
% Célculos auxiliares
% a) Para a rés:
crl = 1 4 (mir - lambr)*dt/2; cr2 = mirm*dt/2; cr3 = 1-(mir - lambr)*dt/2;
% b) Para a mosca:
cml = 1 - lambm*dt/2; cm2 = alfm*dt/2; cm3 = wl*dt/2; cmd = w2*dt/2;
cmb = mimb*dt/2; cm6 = mimr*dt/2; cm7 = lambm*dt/2; cm8 = 1 + lambm*dt/2;
cm9 = k1*dt/2;
% c) Para o besouro:
cbl = 1-lambb*dt/2; ch2 = kb*dt/2; cb3 = alfb*dt/2; ch4 = lambb*dt/(2*Kb);
cbb = mibr*dt/2; cb6 = 1 + lambb*dt/2;
% submatrizes de rigidez
%Gradiente phi x e phi y
grd = (1/2)*[dxy+dyx -dyx -dxy -dyx dyx 0 -dxy 0 dxy];
%Derivada phi em x
dfx = (1/6)*] -dy dy 0 -dy dy 0 -dy dy 0;
%Derivada phi em y
dfy = (1/6)*] -dx 0 dx -dx 0 dx -dx 0 dx];
%Phi i j
fxye = (dxdy/12)%[11/21/21/211/2 1/2 1/2 1];
%Phi k i j esquerda
flexy = (dxdy/12)%[11/21/21/211/2 1/2 1/2 1];
flxy = (dxdy/20)%[11/3 1/3 1/31/3 1/6 1/3 1/6 1/3];
fxy = (dxdy/20)*[ 1/3 1/31/6 1/311/3 1/6 1/3 1/3];
f3xy = (dxdy/20)*[ 1/3 1/6 1/31/6 1/3 1/31/31/3 1];
fkij(1,:,:) =
tkij(2,:,:)
tkij(3,:,:) =
%Phi i j
pfji = (dx/6)*[ 2 1 1 2J;

flxy;

f2xy;
3xy;



%Preparacao da matriz da malha
% Parte 1

mrig = zeros(ntr,3);

for i=1:nx1

for j=1:nyl

%Triangulo tipo 1

in = 2*(i-1)*ny + 2%j-1;
mrig(in,1) = (i-1)*nny + j;
mrig(in,2) = i*nny + j;
mrig(in,3) = (i-1)*nny + j + 1;
%Triangulo tipo 2

in =in + 1;

mrig(in,1) = i*nny + j + 1;
mrig(in,2) = (i-1)*nny + j + 1;
mrig(in,3) = i*nny + j;

end

end

%Parte 2

for i=2:nx2

for j=1:ny2

%Triangulo tipo 1

inpl = 2*nx1*ny;

inp2 = 2%(i-1)*ny2 + 2%j-1;

in = inpl + inp2;

*nny2 + j + nnx1*nny;

mrig(in,1) = (i-2)

mrig(in,2) = (i-1)*nny2 + j + nnx1*nny;
mrig(in,3) = (i-2)*nny2 + j + 1 + nnx1*nny;
%Triangulo tipo 2

in=1in + 1;

mrig(in,1) = (i-1)*nny2 + j + 1 4+ nnx1*nny;
mrig(in,2) = (i-2)*nny2 + j + 1 + nnx1*nny;
mrig(in,3) = (i-1)*nny2 + j + nnx1*nny;

end

end



for i=1

for j=1:ny2

%Triangulo tipo 1

inpl = 2*nx1*ny;

inp2 = 2*(i-1)*ny2 + 2*j-1;
in = inpl + inp2;

*

mrig(in,1) = (i-2)*nny + j + nnx1*nny;

i-2)

mrig(in,2) = (i-1)*nny + j + nnx1*nny;
mrig(in,3) = (i-2)*nny + j + 1 + nnx1*nny;
%Triangulo tipo 2

in=in + 1;

mrig(in,1) = (i-1)*nny + j + 1 + nnx1*nny;
mrig(in,2) = (i-2)*nny + j + 2 + nnx1*nny;
mrig(in,3) = (i-1)*nny + j + nnx1*nny;
end

end

% Corregao da malha

for i=1:ny2

%Triangulo tipo 1

in = inpl + 2% - 1;

mrig(in,1) = mrig(in,2) - nny;

mrig(in,3) = mrig(in,1) + 1;

%Triangulo tipo 2

in = inpl + 2*i;

mrig(in,2) = mrig(in,2) - 1;

end

% Preparacao e montagem das matrizes da Rés parte linear

mer = sparse(nn,nn); mdr = sparse(nn,nn);
for itr=1:ntr

for i1=1:3

igl = mrig(itr,il);

if igl =0

for jl=1:3

jgl = mrig(itr,jl);
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if jgl =0

mer(igl,jgl) = mer(igl,jgl) + crl*fxye(il,jl);

mdr(igl,jel) = mdr(igl,jgl) + cr3*fxye(il,jl);

end

end

end

end

end

% Preparagao e montagem da matriz de rigdez da Mosca parte linear

mem = sparse(nn,nn); mdm = sparse(nn,nn);

for itr=1:ntr

for i1=1:3

igl = mrig(itr,il);

if igl =0

for jl=1:3

jgl = mrig(itr,jl);

if jegl =0

mem(igl,jgl) = mem(igl,jgl) + em1*fxye(il,jl) + em2*grd(il,jl) + em3*dfx(il,jl)
+ em4*dfy(il,jl);

mdm(igl,jgl) = mdm(igl,jgl) + ecm8*fxye(il,jl) - cm2*grd(il,jl) - em3*dfx(il,jl)
- em4*dfy(il,jl);

end

end

end

end

end

%Borda inferior da mosca primeira parte.

for i = 1:nx1

itr = 2*1*ny+1;

for il=1:2;

igl = mrig(itr,il);

if igl =0

for jl=1:2;

jgl = mrig(itr,jl);



if jgl =0

mem(igl,jgl) = mem(igl,jgl) + ecm9*pfji(il,jl);
mdm(igl,jgl) = mdm(igl,jgl) - em9*pfji(il,jl);
end

end

end

end

end

%Borda inferior da mosca segunda parte.
for i = 1:(nx2-1)

for il=1:2

itr = 2*nx1*ny+1 +i*2*ny2;

igl = mrig(itr,il);

if igl =0

for jl=1:2

jgl = mrig(itr,jl);

if jegl =0

mem(igl,jgl) = mem(igl,jgl) + ecm9*pfji(il,jl);
mdm(igl,jgl) = mdm(igl,jgl) - cm9*pfji(il,jl);
end

end

end

end

end

%Borda esquerda da mosca.

for i = l:ny

itr = 2%-1;

for il=1:2

ill=2%l-1;

igl = mrig(itr,ill);

if igl =0

for jl=1:2

ll=2%j1-1;

jgl = mrig(itr,jll);
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if jgl =0

mem(igl,jgl) = mem(igl,jgl) + ecm9*pfji(il,jl);
mdm(igl,jgl) = mdm(igl,jgl) - em9*pfji(il,jl);
end

end

end

end

end

%Borda superior da mosca.
nnm=floor(nx1/2);

for i = I:nnm

itr = 2**ny;

for il=1:2

igl = mrig(itr,il);

if igl =0

for jl=1:2

jgl = mrig(itr,jl);

if jegl =0

mem(igl,jgl) = mem(igl,jgl) + cm9*pfji(il,jl);
mdm(igl,jgl) = mdm(igl,jgl) - cm9*pfji(il,jl);
end

end

end

end

end

% Preparagao e montagem da matriz de rigidez da Besouro parte linear

meb = sparse(nn,nn); mdb = sparse(nn,nn);
for itr=1:ntr

for il=1:3

igl = mrig(itr,il);

if igl =0

for jl=1:3

jgl = mrig(itr,jl);

if jegl =0
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meb(igl,jgl) = meb(igl,jgl) + cb1*fxye(il,jl) + cb3*grd(il,jl);
mdb(igl,jgl) = mdb(igl,jgl) + cb6*fxye(il,jl) - ch3*grd(il,jl);
end

end

end

end

end

%Borda inferior da besouro primeira parte.
for i = L:nx1

for il=1:2;

itr = 2*1*ny+1;

igl = mrig(itr,il);

if igl =0

for jl=1:2;

jgl = mrig(itr,jl);

if jgl =0

meb(igl,jgl) = meb(igl,jgl) + cb2*pfji(il,jl);
mdb(igl,jgl) = mdb(igl,jel) - cb2*pfji(il,jl);
end

end

end

end

end

%Borda inferior da besouro segunda parte.
for i = 1:(nx2-1)

for il=1:2

itr = 2*nx1*ny+1 +i*2*ny?2;

igl = mrig(itr,il);

if igl =0

for jl=1:2

jgl = mrig(itr,jl);

if jegl =0

meb(igl,jgl) = meb(igl,jgl) + cb2*pfji(il,jl);
mdb(igl,jgl) = mdb(igl,jgl) - cb2*pfji(il,jl);



end

end

end

end

end

%Borda esquerda do besouro.
for i = 1:ny

itr = 2%i-1;

for il=1:2

ill=2%il-1;

igl = mrig(itr,ill);

if igl =0

for jl=1:2

jlI=2%j1-1;

jegl = mrig(itr,jll);

if jgl =0

meb(igl,jgl) = meb(igl,jgl) + cb2*pfji(il,jl);
mdb(igl,jgl) = mdb(igl,jgl) - cb2*pfji(il,jl);
end

end

end

end

end

%Borda superior do besouro.
nnm=floor(nx1/2);

for i = I:nnm

itr = 2**ny;

for il=1:2

igl = mrig(itr,il);

if igl =0

for jl=1:2

jgl = mrig(itr,jl);

if jel =0

meb(igl,jgl) = meb(igl,jgl) + cb2*pfji(il,jl);
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mdb(igl,jgl) = mdb(igl,jgl) - cb2*pfji(il,jl);
end

end

end

end

end

r = 0.5%omnes(nn,1); m = 0.5%ones(nn,1); b = 0.5%ones(nn,1);
for it = 1:10

ind = randi([1 nn));

if ind =0

r(ind) = r(ind) + 1; m(ind) = m(ind) + 30; b(ind) = b(ind) + 10;
end

end

vnor = sparse(nt,1);

vnom = sparse(nt,1);

vnob = sparse(nt,1);

bz =b; mz = m; rz = 1;

for itrl = L:nt

for int = 1:4

moper = zeros(nn,nn); mopdr = zeros(nn,nn);
for itr = 1:ntr

mi = (m + mz)/2; bi = (b + bz)/2; ri = (v + 1r2)/2;
bz = b; rz = r; mz = m;

for il = 1:3

igl = mrig(itr,il);

if igl =0

for jl=1:3

jegl = mrig(itr,jl);

if jgl =0

s=0;

for kl = 1:3

klg = mrig(itr,kl);

if klg =0

for kv = 1:3



s = s + mi(klg)*cr2*fkij(kv,il,jl);
end

end

end

moper(igl,jgl) = moper(igl,jgl) + s;
mopdr(igl,jgl) = mopdr(igl,jgl) - s;
end

end

end

end

moper = moper + Imer;

mopdr = mopdr + mdr;

end

r = moper (mopdr*rz);

mopem = zeros(nn,nn); mopdm = zeros(nn,nn);
for itr = l:ntr

for il = 1:3

igl = mrig(itr,il);

if igl =0

for jl=1:3

jgl = mrig(itr,jl);

if jgl =0

s=0;

for kl = 1:3

klg = mrig(itr,kl);

if Klg =0

if ri(klg) =0

for kv = 1:3

s = s + bi(klg)*emb*fkij(kv,il,jl)- cm6*ri(klg)*fkij(kv,il,jl)
+ em7*[(bi(klg)+mi(klg))/(rhom*ri(klg))|*tkij(kv,il,jl);
end

end

end

end



mopem(igl,jgl) = mopem(igl,jgl) + s;
mopdm(igl,jgl) = mopdm(igl,jgl) - s;
end

end

end

end

mopem = mopem + memn;

mopdm = mopdm + mdm,;

end

m = mopem (mopdm*mz);

mopeb = zeros(nn,nn); mopdb = zeros(nn,nn);
for itr = 1:ntr

for il = 1:3

igl = mrig(itr,il);

if igl =0

for jl=1:3

jgl = mrig(itr,jl);

if jegl =0

s=0;

for kl = 1:3

klg = mrig(itr,kl);

if klg =0

for kv = 1:3

s = s + bi(klg)*cb4*fkij(kv,iljl)- cb5*ri(klg)*fkij(kv,iLil);
end

end

end

mopeb(igl,jgl) = mopeb(igl,jgl) + s;
mopdb(igl,jgl) = mopdb(igl,jgl) - s;
end

end

end

end

mopeb = meb + mopeb;
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mopdb = mdb + mopdb;

end

b = mopeb (mopdb*bz);

end

round(r); round(m); round(b);
vnor(itrl) = r(70);

vnom(itrl) = m(70);

vnob(itrl) = b(70);

vx = 0:dx:l; vy = 0:dy:h;
vt=dt:dt:tf;

fori=1: nnxl

for j = 1: nnyl

ind = (i*nny) + 1 - j;

indi=nny - j + 1;

[indi, i];

verm(indi,i) = m(ind);
verb(indi,i) = b(ind);
verr(indi,i) = r(ind);

end

end

for i = 1:nx2

for j=1:ny2

ind = nx1*nny+(i*nny2)+ 1 - j;
verm (nny2-j+1,nnx1+i) = m(ind);
verb(nny2-j+1,nnx1+i) = b(ind);
verr(nny2-j4+1,nnx1+i) = r(ind);
end

end

if itrl==1 || mod(itrl,50)==
valor = itrl;

valgraf = num2str(valor);
ProgFig = strcat(’ProgFig’,valgraf);
figure(1)

subplot(2,2,1)
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plot(vt,vnor);grid on, title('populacao do gado no né 70’)

subplot(2,2,2)

plot(vt,vnom);grid on, title(’populagdo do mosca no né 70’)

subplot(2,2,3)

plot(vt,vnob);grid on, title("populagao do besouro no né 70’)

subplot(2,2.,4)

plot(vt,vnom,vt,vnob,vt,vnor);grid on, title(’relagdo entre as trés populagoes
no né 70’)

Y%gravar o gréafico

set(gcf, "PaperUnits’, ’inches’);

set(gcf, "PaperSize’; [11 5]);

print(gcf,’-dbmp’,ProgFig)

end

r1=0; m1=0;
for i=1:nn
rl=rl+r(i);
ml=ml+m(i);
end

end

tp=cputime-tp
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Apéndice B
Matrizes de Rigidez

Para o triangulo 7 (veja figura abaixo), temos que as fungoes ¢; estao dadas

por

p1(zy) = 1_E_A—y
(z,y) = —

©3 (JE,y) = Aiy

(0, fy)

(0, 0) {fw, 0)

1. Trabalhando com [ le ©ip;dSd

Para i = 1, teremos;

N . 2
0 [y ovordyts = 37 703 (1 £ - ) avae
dy = —dulAy
Fazendouz(l—ﬁ—%y)é p/y=0 = u=1-3%
p/y=Ay(1-£) = u=0

f.le prp1dyde = OAI flo_AL u?(—Ay)dudx



fle p1p1dydr = Ay fM fol_& wdudzx

Sfn orordyda = Ay [ 2103 dw = 8¢ [ (1 &) da
dr = —dvAzx

Fazendov = (1— %) = ¢ p/a= = v=1

[, erprdyda = 52 [27 (1 - &)’ do

[z solsoldydwzﬁy 03 (—Ax)dv

_ AzAy 1l 3 _ AzAy ot _ AzAy
fle prowdyde = S22 [ vdv = Tl =

AxA
// prordydr = 12y
Ty

Portanto,

b) [y, prpadyde = 27 "0 5) (1 & - ) Edyda
fle o1p9dydr = H OAxJ: OAy( az) (1 - Ai> dydzx
dy = —dulAy
Fazendouz(l—ﬁ—%y)i p/y=0 = u=1-2
p/y=Ay(1-2) = u=0
fle 01 podydr = Alx fl = u —Ay)dudzx
[z, prpadyde = Qv xfo 2% ydudz
[l rpadyde = 2[5 o(5)ly S do = 28 [0 (1 - ) da
e(1-%) = (1—2%(&)2) —o- Kt

_ Ay Az, 942 x> _ Ay 2? 223 4 \|Az
fle pripadydr = 7L [ 7 (x — X5 + 25;)de = 525 (5 — 35, + 12010

_ Ay (A% 2A3x Atz \ _ AzAy
fle pripadydr = 2Aa:( 2 sar 4A2z) Y

Portanto,

Az A 1_% z

) [[r prpsdyde = [ [ v(1-5) <1 - - Aiy) ~dydx
Az pAy(1—-% 2

fle prpsdydr = ALy o Jo V=) (y o - Xy) dydzx

Az (g2 zy? 3 Ay(1-2%)
Sy pripsdyde = 35 [ (5 = 585 = )™ dyde
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Ax 2 2A2 " 3 -
ffT Splwgdyd.f - AL?J <ﬂ<1 - Az)2 - 2AAwy(]‘ - E)2 - ?A_z(l - E)3> dx

2
Sy eradydz = Dy [ (51— £)? = gz (L= £)2 = §(1 = £)7) da

g



Fazendo u =1 —

[z, erpsdyde =
Sz, erpsdyde =
S prosdyde =

Portanto,

Para ¢ = 2, teremos;
a) [Jz, poprdyde =

Portanto,

b) [Jr, #apadyde =
1, papedydr =
[z, o2p2dyde =
I, prp2dyde =
[z, p2p2dyde =

fle Yopodydr = =

Iz, p2padydr =
fle Papadyds =

Portanto,

) [[r, papadyde =
Sz, p2p3dyde =
fle prp3dydr =

r=Az(l —u)

T dr = —Axdu

— =

Az p/ x=0 = u=1
p/z=Az = u=0

87 (3 - S22 ~ §0)") (~Aahd
Nedy [y (5~ +5 %) du

AzAy (ul |1fw
6 4 )10

AxAy
//Tl p1rp3dydr = 21

Ax Ay 1_% xT z
ae ou(ds) o (1 — A~ &) dydz = [Jr, readyde

AzA
// %%dydw:// Prpadyde = 24y
T T

0 0Ay(17§) ()" dyde

s 2 0 Ly

1 Az 332 (y,OAy(l_ﬁ)> dxz

A2z Jo
A
2 Jo @ (Ay(l = &) do
Ay A 3
B[ - L)
Ay (x_?’ _ ﬁ) Az
A2z \ 3 4Az /10
ﬂ(A_Sx _ A_“r)
2\ 3 1Az
Ay (A% Ay _ Ay A%y _ Ayl
Gy 3 4 — A2:\712 12

Az A
// preadyde = =5
T

wa OAy(l—&)( T ) dydy

; Azl
AzxzAy JO 0 ydydl'
Az 2 Ay(1—-E
1 ( Y ) ( Az ) dl’

AzAy Jo 2/10

100
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[z, p2p3dydr = % OAxg; (M) du
Iy papadyde = 5585 [)™ (1 = %5)%da
[, papsdyds = 7o [ — 22 4 2 )da
S, preadyde = B (5 - 2+ 535 ) 1o
[, erpsdyda =

( 2 3Ax + 4N2¢
ﬂ A2z _ 2A3 g + A4y
28z 3Az 1A22
_ Ay
fle pap3dydr = A (

2
A2 o 2A22 + A2:E> — ﬂAQm _ AyAz

2 3 4 2Az 12— 24

Portanto,

AxAy
dydx =
//n PP = o)

Para i = 3, teremos;

Az pAY(1-25 .
a) fle ¢3S01dydx - 0 0 y( A ) Aiy (1 — E — Aiy> dyd,x = fle gplgogdydx

AzA
T T

z Ay(1-23 .
b) [y, espadydr = [ [ v(1-27) <Aiym> dydz = [[, prpsdyda

Portanto,

Portanto,
// papadyde = // Papsdydr = A;Ay
T T
°) fle papadydr = OAI oAy(liﬁ)(Aiy)zdydx
Sy paspadyde = b [27 210073 dyda
ff:rl p3p3dydr = A%y OA“C (Ay(1 ; ﬁ))‘gdx
fle p3psdydr = % OAx(l Ry
dx = —Azdu
Fabzendouzl_Aiw:> b/ =0 e

fle p3padydr = % 10 w3 (—Az)du
3 psdydr = BTAY L Bdu
T 2,

AzxzAy u? AzA
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Portanto,

Az A
// p3psdydr = 5 Y
Ty

A matriz [} ip;d<Q, serd:

fle P1¥1 fle ©1P2 fle V103 A;;QAy Aa;fy Agfy
M((IDZ’QOJ) = fle P2¥1 fle P22 fle V203 — A;fy A§2Ay A:2C4Ay
fle P3¥1 fle P3P2 fle P33 Agfy A;fy A%Ay

(B.1)

2. Para [[, Vo;Vp;dQ, primeiramente temos que:

z . 11
sl Ver = < Az Ay>
2T =1 Ver = (3:.0)
ps = A Vi, = <0>fy>

Para 1 = 1;

e Ay(1-2
S e e R =t L

[l VorVerdyde = [ OAy(lfﬁ) <ﬁ+ﬁzy) dyde
[, VorVerdyde = <A2 + s
[z, VorVrdyde = ( +
[, VorVedyde = <A2:p + 5 ) A
[z, Vor Verdyda = ( F)A

Portanto,

1 1\ AzAy
/T1 V%Vgoldyda: = (A2x + A2y>

b) [fy, VerVindyds = [2 [2037) (=) (& 0) dyda

[z, VerVeadydr =[] Aw OAyO_ﬁ) — 3 dyde

Ay(1-=
ffT V1 Vpadydr = ‘0 v(1-25)

fle VQOIVSOQddeL’ = —ﬁ OAx<Ay (1 o &))dl’

dx
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[z, VorVpadyde = — 53 L
S VerVisdyde = = () Ay (5) = = (35) =

Portanto,

AzxAy 1
/T1 Vo1 Vipadydr = — < 5 ) Aoy

) [Jr, Vr1Vipsdyde = A’” OAy<1_A%) <_A%’_A%/>'<O Ai>dyd:c
[z, VerVesdydr = [§ Az OAy(l’ﬁ)_A%ydydx
[fr, VerVipsdyds = —b [ 13073 gy
[ VerVesdyde = — 55 OA“T(Ay (1— £ ))da

S, VerVesdyde = — g Ay (2 = 52 ) I8
fle Vi1 Vpzdydr = — (ﬁ) Ay (% _ (%) A%y

AxAy 1
dydx = — _—
/T1 VierVigsdyde ( 2 ) Ay

Portanto,

Para i = 2;

z Ay(1-2E
2 Jfy, VerVgudyde = [2 [ A><ﬁ’0>-<—ﬁ>—ﬁ>dydas

e Ay(1-2
[z, VoaVordydr = A 0 vii=as) —(3;) dydx = [z, VerVeadyds

Portanto,
AxA 1
/ Vi Viprdydx = / V1 Vpadydr = — ( * y) o
Ty T 2 A a
v Ay(1-&
) ffT Vo Vpodydr = A 0 v(1-3 )<AL 0).(=,0) dydx
e Ay(1-2=
ffT Vo Vpadydr = A 0 vl AI)(AL)Qd?/dx = —ffT Vo Viprdydz
Portanto,
AxA 1
// Vo Vipadydr = — // Vo Vrdydr = Y oo
T T 2 A?x

¢) [, VieaVepsdyde = [ fyﬁ*ﬁ) (25.0). (0, 4 ) dyda

fle Vo Vipsdydr = fo Odydas =0
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Portanto,

// V@QVQOgddeE =0
Ty

Para i = 3;

e Ay(1-2
a) JJr, VesVeordyde = 0 o ) <O’ ALy> ' <_ﬁ, —A%y>dydm
e Ay(1-2
[y, VoaVerdyde = [27 205 _(Lyayde = [f,, Vi Visdyde

Portanto,

AzA 1
// VsV dydx = // V1 Vsdydr = — ( d y) _
T T 2 A2y

e Ay(1-E
b) [y, VerViadude = [ 075 (0. LY (L.0) dya
fle Vp3Vadydr = OAx OAin&) Odydx
Portanto,

// VpsVadydr =0
T

e Ay(1-2
) I, VerTeduds = [ 05 (0.25) (0.5 ) s

e Oy(1-2
fle V3Vpsdydx = OA 0 Vi3 )(fy)%lydl’ == ffT1 VsVprdyde

Portanto,

AzxA 1
// Vp3Vosdydr = —// VsV dydx = ( :1: y) —
Ty Ty 2 A?y

Sl VeirVer [[, VeiVes [[, VeiVes
M(V%|V90j): fle ViV, ffT1V802V<P2 fle Vi Vs
JIn VesVer [[n VesVer [[r VesVis

IR U R I
AzAy | &% A A A%

M(Vi| Vi) == — % & 0 (B.2)
1 1
. 0 1

&
<
&
<
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3. Para [[, %gpidﬂ, primeiramente temos que:

- 1= _ Y 9 _ 1
Y1 = 1 Ax Ay Ox Az
= =z Op2 1
Y2 = Az = ox Az
- Y Op3  _
w3 = Ay ox 0

Para j = 1;

2) fle awgoldydx - Am fo 7&)(_&) <1 - ﬁ o Aiy) dydx
Sl S erdyde = 3 [ (y— 2 - %) B0-%) g,
i vty = = [ (0 (1= ) - ) - UL oy
i o3 (1 5 51 (1- 2+ )
[y, Sordyde = =32 OA””(

Sl Sordyde = =32 (3 = 5 + 5 )
[l Srordyde = =32 (58 = 5+ 4°) = - F

Portanto,

b) fle 91 odydz = | Az 0 (I_A%)(—A%E) (£) dydx
S, St oadydn = =gk [ (y

I S ndyde = 5 [ @ (Ay (1 - &) do

fle —ﬁgozdydx = _A_ny oAx (:c A

Sy, Srosdyde = =3 (5 - i)

( :

[1r, % padyde = — 32

Portanto,
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fle e QOgdyd.T QAiAy (Ay ( ﬁ))zdl’
o A? Az z 22
fle o QOgd’yd,I’ 2A$Zy 0 < - 2_33 + A_Q:c) dl‘
2 3

Sl sy = 2% (o = £ + 52 ) 16
Sz, Frovdyde = =335 () = =%

Portanto,
0 A
/ ﬁ%d dr— 2

T

Para j = 2;

2 Az A 1—% T
0) I Sedydr = [ [0S0 (1- £ - &) dyde = — [, 22 oudyds

Portanto,

0 0 A
/ ﬂwdydx = / ﬂcpldyolyc e |
T1 Tl 6

x 1_% T
) [y %2adydz = [2 [0 () (£) dyde = — [, 22 pudyda

Portanto,
A
/ %gogdydx = —/ %@dydx ==
7, Ox 7, Ox
dyde = [ [203) () (1 dyde = — [f, 28 pudyd
c) fle > p3dydr = 0 (27) Ay ) GYOT = fle o P30Yar
Portanto,
0 0 A
/ ﬂwsdydaf = / ﬂs%dyalﬂc — =4
T1 Tl 6
0
fle ﬂcpldyd:v =0
p 3, des _ g, dydz = 0
ara j = 3, como Y ffT g02 ydr =

58

fle %(’03(1yd1’ =0



11, 22

p1df) ffT p1dQ)  ——p1dS)

v (G2 = fleé9 !0 ffTaa 85,

SDQdQ _(,OQdQ
JJ. % /! 2 23 D
T Py — - padf Py ——psdf) Oz Y3

5 A, | LT

Pj Yy

M( e ) == -

(3x‘¢) | 110
110

0y, .
4. Para [ le aigjgpidQ, como 1o caso anterior, temos que:

ATy By T Ay

Y2 = Az =49 52 =0
Deps 1
03 = == dps _ 1

Para j = 1;

e Ay(1-2
fle Ty Prdydr = [, . oy( A)( A)(l_ﬂ__>dydx

fle wlgoldydx - < - A_y - 2Ay> |0 v(1- )dx
y (-

Cady(l-gn)  (Ay(1-))?

Ax 20y

fle Frprdydr = — (

107

) i

22 . 22
fle &PIQO dydx__ < Az Am+A2 _%<1_&+m)>d:p

[, 2 prdyda = — OA:E (5 ey Wx) dx
fle A1 Lroydydr = — (% — % + (Sz_‘”;m) OAz
fle 8¢1Q01dydx = — (% — % + %) _ _%

Portanto,
A
/ %wldydl’— ~=2
T 6
A

b) [y, % padde = 27 ;05 (1) () dyda
- Ay(1-&

fle &pl‘ﬂzd?/dﬁ_ AmAy A z (y) lo w2 )dx

Ty 25t =~ 2 2 (39 1 2) s

Ax 22
[y %y = =535 [ (v = £2) o
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S, Sreadyde = =2 (5 — 25 ) I8
[, Srpadyde = =35 (%57 = 2 ) = —4¢
Portanto,
(9901 Az
2 oodudr = — —
/|| Geatir = -5
e Ay(1-&
¢) fle 901 padydr = A 0 v(1-2 )(—Aiy) (%) dydx
Azx 2\ Ay(l-a5
[fr, %oy = by 12 () "3 da
A:L" T
S, B esdydr = =537, [ (Ay (1= £5))%de
Jn % d(pl Ty Padydr = 2AA_2y oAz <1 Vs A:t;a:) dx
Sy, Sresdyde = =% (v — £ + 5557 ) 16
JIn %5 o Tyesdyde = =3 (5F) = =%
Portanto,
A
/ %90305965% - =2
T 6
ffT 8 gpldydx = 0
0
Para 7 = 2, como ai; =0= fle sﬁzdydx =0
fle 99 “2 psdydr = 0
Para j = 3;

Ax Ay(1-25
a) fle 925 o dydx = u

/

b) fle 93 o) dyda = AI

Il

Portanto,

Ay(lf
0

Portanto,

%@dyda: =

.

) (L) (&) dyde = — [, 22 ppdyda

%wzdydx =
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%93 . dudr — Af" Ay(lfﬁ)(L) Y ) dydx = _ff 901 . dudr
C) fle By P3AYarT = 0 Ay Ay Yy T1 Oy p3ay

Portanto,

dip3 / 01 Ax
——psdydr = — ——psdydr = —
/T1 By psay Oy ¥3

. by -
S o [ % 5y, P15 erdd

0p; 0 890 Op
M(%‘%’): [l Sad [fy, S ondf S2ad

0 0 0 gy
Y1 P2 ¥3
| JIn 9y P S oy P 7 e |
5 A -1 01
(90J| ) 633 -1 01 (B.4)
-1 01

5. Para [[. orpip;dQ, considerando k =1 e i = I:

a) Para j = 1;
fle p1101dQdyde = fo g01 V3dydx
A 3
fle(Spl)?’de?/diU = 0 0 v(1-25) <1 - - A%,) dydx
dy = —duly
Fazendou:<1—A%c—Aiy>:> p/y=0 = u=1-2
p/y=2y(1-%) = u=0
fle(‘Pl)?’dydl’ = fl Ay)dudm
[, (1) dyde = —Ay fo ul da
[l (012 dyda = —Ay [~ 0-2) 08 g
Ay Az .
fle (901)3dydx = T OA (1 - A—$)4d£ﬁ
dr = —dulAx
Fazendou:(l—&): p/ x = = u=




—AxAy 1 AxAy
3 = _— =
I (@) dyde = — ( 5) %
Portanto,
AzAy
*dydr =
//Tl(%) yax 20
b) Para j = 2:

a (A 2
[y (1) padyda = [2 2003 >< ~ & -&) (&) dyda
2

T ([ x A _% T
Sz (1) padyda = oA (%) Jo i) (1 T Az A%;) dydx

dy = —duly
Fazendou:<1—ﬁ—%y>:> p/y=0 = u=1

p/y—Ay(l——) = u=0
fle(@1)2902dyde = (Ax) f1 (—Ay)dudx

Sz, (1) %p2dyda = —Ayfo (ﬁ) %

Ly (01)2padydz = —Ay [ (£) (—(1_3?1)3> da

fle 1) 2padyde = HL [ x(l Ai)

JIr (o) padyd = 535 [ @ (1 s — o) da
fle )V padydr = 3Aa: (l’ ﬁ) dx
Ax

Ay 2 4 5
Sz (1) adyde = == (m— e+ Ty — %)
T 3Ar 3ac T AP T RAR )|

AZ/ Ax)? Ax)3 3(Ax)? Azx)®
ffT1(¢1)2302dyd:B = <( 2) - (A;v) + 4EA:5;2 o 5((Aas))3>

3Ax
Sz, (1) padyde = %A;)Q (% 14 Z B %
[z, (1) padyde = AygAx (2_10> _ AZOAJE
Portanto,
//Tl(%) Oodydr = A?éOAx
c) Para j = 3:

Az A 1*% x 2
[y (o1 padyde = 27 3> A)<1—m—ﬁ> () dvia

1 s PAy(1—-2 N 2
fle(Wl)QSO:&dydx = (A_y) oA . v(1-%5) (1 - - A%) ydydx

110



[, (p1)*sdydx =

[z, (1) padyde =

Como fo (1 - _)4d13 = %, entao:

Az

fle((Pl)Q(,Dsdydx =777 _

Portanto,

Ay Az AzAy
dydr = —=— =
//Tl((pl) VT 09 s 60

6. Para este caso [[, ¢rpip;dQ, considerando k =2 e i = I:

a) Para j = 1;
z AyA
[l wal?a = [ 05 2 ptyin = 2102
Portanto,
AyAx
2dQ) =
//T1 P2(p1) 60
b) Para j = 2;
o \2
ffT ©1(2)?dQ2 = f %) (1 - A_x - A_y> (&) dydx
[fr o1(22d0 = fo“ R (B R L
1 A . 5 Ay(l_&)
fle 901(902)2dQ = (AZL’)Q 0 $2 <(1 - E) - ZyA_y> 0 dx

1 Az T T (A )2 1*% ?
S erleafd = s Jo ((1 YAy (1- ) - B Q(AyA ) )dm

Ay 2 .
fle 901((102)2d9 = 2(A:C)2 0A 3;2 (1 - E)2 d:lj
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Ay Az 23 x4
fle ©1(p2)%dQ = 5 )2 /0 <$2 - 2A_x + (AI)2> dr
Ay 23 94 25 Az
200 — =7 (2 _
JIn (@) = 503 (3 1As 5<Ax)2) 0

sgg ~ Dy ((AxP  (An)t - (Axy
Iz e1(p2)?d2 = 2(Az)? ( 5 2Ar 5(A$)2)

AyAx (1 1 1) _ AyAx

3 2 5

fle 901(902)2dQ = 9 60

Portanto,

AxA
[ erterrayar = S5
T1

c) Para j =3:

Az AyY(1-25 .
[z, e20103d2 = [ [ vi-5) Aiy) <1 - £ — A%)
) Y

1 e
Sz, errpad = o St

- 1 Az z y2 y3
fle 802S01903d9 - A.I'Ay fO z ((1 Aa;) 9 3(Ay>

fle Pap1p3dft = L fAzx ((1 — Aim) (Ay)” ( _ ﬁ) — (Ay)’ (1 _ ﬁ) ) dr

AxAy 70

fle Patp1p3df) = Ay fo x <(1 — ﬁ)g — (1 — &)3> dx

Az

Ay " -
fle (pg@ltpgdﬁ = 6T fA €T (1 — A_z)?’dQT

Ay z T
ffT Patp1p3d§) = 6Az (4’7 - % + (gx) (Ax)3> dz
Az

Ay x? 33 3zt x®
[z, p20103d2 = 6Az (? ~3as T a7 T —5(Ax)3> .

Ay Ax)? Ax)3 3(Ax)? Ax)®
fle PaprpsdSd = <( 2) - (Aa:) + 4EA3:;2 - 5((Am))3>

6Ax
AyAl‘ AyAar;
fle Pap1p3d§) = 6 (— —1 _|_ 3 _ %) — 50

Portanto,

AyAx
dS) =
//T1 P2P1P3 120

7. Para este caso [ [ prpip;d€2, considerando k =3 e i = 1:

a) Para j = 1;
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AyAx
S, pslpr)2d = [ "3 (12 psdydi = zo
Portanto,
AyAx
2dQ) =
/ /T 1 p2(¢1) 60
b) Para j = 2;

AyA
Sz, pxoread = [y, paproadyde = =75

AyAx
//n P3p1p2dS) = 150

Portanto,

c) Para j =3:
Az Ay(1-25 Y =
o = [ 0SNG (12 - )

1 e Oy(1-2 . 3
Sz, (93)%01dQ = Ay) OA T Jo vi-37) <(1 - &Y - Z—y> dydx

oo = o 1 (- 52) 5~ 14y)

= 3 1Ay
ffT ©3)%p1dQ = ?;/ foM (1- A%)4d93
1 ) -
S (03)1d %% _ AzéOAa:
Portanto,

8. Para este caso [[, ¢rpip;dQ, considerando k =1 e i = 2:

a) Para j = 1;
2 AyAx
I o2(e)?dQ = [ 02 ()2 padyd = yéo
Portanto,

AyAx
2 Q —
//T1 @2(%) d 60



114

b) Para j = 2:
AzAy
fle 901(902)2619 = fle (902)2s01dydz = 50
Portanto,
AyAx
2dQ) =
[L@ﬂw) 0
c) Para j = 3;
AyAx
fle P1P20p3dE) = fle pop1psdydr = 1y20

Portanto,

AyAx
dQ) =
//T1 P3P1P2 120

9. Para este caso fle Orpip;dS), considerando k =2 e i = 2:

a) Para j = 1;
z AY(1-25 A ACL’
[l aPord = 2 07 g gy = 24
Portanto,
AyAx
201dQ) =
//Tl(%) ©1 0
b) Para j = 2;
Az Ay(l— ) T \3
fle(QDQ)SdQ = fo 0 2 (E> dydx
e[ T Ay(1-&
[fn(eatae = [ () 0 dyas
T \3 Ay(l Aiar)
[l (p2)Pd2 = [27 (=) y da
e 0 <Am> 0

[hn(earan = 225 2 (- L) o

s Ay (a2
Jr(@2ld = 705 (Z B 5Ax) 0

5o Ay ((Az)t (Az)®
I, (92)?dS2 = (Az)3 < 4 BAx )

[ (2)d0 = 2422 (1 ! > _ AyAs

1 4 5 20
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Portanto,
AyAx
3 _
//Tl(%) =5
c) Para j =3:
2 o Ay(1-£) k2 Qi
Sz, (92)%03dQ = [Tz [ <Ax) Aydydx
1 . Ay(1-2
I o202 = s 055 s
2 Ay(1- )
Ittt = s I,
0
1 (A2 (11— =)?
fle(QOQ)QQDSdQ:W OA £L‘2( y) (2 Aa:) dr
Ay Az 233'3 ;E4
20p0d) = —2 g 4l
fle(SOQ) ¥3 2(Ax)2 )0 (:13 AL + —(Ax)Q) dr
Ay xS 21’4 x5 Az
fle(SDZ)QQOSdQ B W (3 N * 5(A:€)2> 0
Ay ((Az)®  (Ax)t | (Az)
Sz, (2) a2 = 2(Ax)? ( 3 2Az  5(Az)?
AyAz (1 1 1\ AyAz
[ [ (02)%@3dQ = (— S _> —
1 2 \3 2 5 60
Portanto,
AzAy
203dQ) =
/ /Tl(%) . 60

10. Para este caso [[. rpip;d<, considerando k =3 e i = 2:

a) Para j = 1;
AyAx
fle P3p2p1dQ = fle o1 p3dydr = 13420
Portanto,
// P3paprdydr =
Ty
b) Para j =2;
AzxAy
I, #3(p2)?dQ = [[7,(p2)*psdydr = —=

Portanto,

I palgdn

AyAx

AzxzAy
60
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c) Para j = 3:
2
ar  Ay(i-2) (Y x
[ (earonde = 2 5 (L) L dyia
1 Az Ay(1-2
Sz, (93)%02dQ = An(Ay) o z Jo vz >y2dyda?
1 Az y3 Ay<1_ﬁ)
2 = -—_—_———— —
JJr, (93)%02d2 AragEh T3 O dx

Sz, (93)%p2dQ2 = m OA% ((Ay)3 (1 — &)3) dx

Ay as T \3
2 = — P —
S 7, (03)?p2dS) = aAgdo @ (1 J;) dx

Az T \3 - (A.Z')Q -
Como fo x (1 — A_x> dr = 50 entao:
Ay (Az)?  AyAx
2 Q == =
(o e = 53055 60

Portanto,

AxAy
200dS) =
//Tl(ws) P2 &

11. Para este caso [[. rpip;d€2, considerando k =1 e i = 3:

a) Para j = 1;
AzAy
J, es(01)?d = [[1, (p1)*psdyde = —&
Portanto,
AxAy
2
p3(ip1)7d2 =
/ /Tl slen) 60
b) Para j = 2;
AyAx
[z, orp302d2 = [[1y paprpadydr = =7
Portanto,
AyAx
P1ip3padf =
/ /T1 R 120
c) Para j =3:
AzAy
S o1(03)2d2 = [ [, (p3)*prdyde = -

Portanto,




12.

13.
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Para este caso [ le ©rip;dS2, considerando k = 2 e @ = 3, encontraremos os mesmo

resultados em k = 3 e ¢ = 2, pois teremos:

fle Pap301d§2 = fle p3pap1dydr
Sz, 3(92)?dr = [} @a(p2)*dyda
[z, 02(03)2dQ2 = [[. (p3)*padydz

Para este caso fle Orpip;dS), considerando k =3 e i = 3:

a) Para j =1,
AzxAy
JIn (03)*01dQ = [[y ¢1(ps)*dyde = —&
Portanto,
AxAy
201dQ) =
/ /T 1(903) 1 0
b) Para j = 2;
AzAy
Sz, (93)%02dQ = [ [, pa(ps)*dydr = -
Portanto,
AzAy
2 O =
/ /T 1(sO:«:) (pad o
c) Para j = 3:
3
e pAy(1-27 Y
Iz (ps)dS2 = foA 0 ) (A_y) dydz
1 Az Ay(1-=5
fle(SD?))BdQ = W o Jo v(1-3 )y?’dydx
1 Ax y4 Ay(li&)
3dQ) = a d
fle((p?)) (Ay)?’ 0 4 . X
€T 4
Ayt (1 — —
1o BY ( A )
3 _ T T

Ay Az T \*
fle(SO?))SdQ =1 fo (1 - E) dx
Como (1 — ﬁ)él = %, entao

Ay Axr  AzxAy
3 Q = — =

AxAy
3 O =
/] =20

Portanto,




118

N
A matriz resultante serda M;j = Z / / erpip;dS), neste sentido teremos:
k=17 "k

ap = i//]€ Prp11d§d = //k (01)°dQ + //]c pa(ip1)*dQ + //k p3(p1)*dQ

AxAy N AxAy N AzAy  AzAy
20 60 60 12

N
1y = Qg1 = Z// Prp1padd = // (901)2S02d9+// @1(¢2)2d9+//s@3<p1¢2d9
k=17 "k k F F

AzAy n AzxAy n AzAy  ArAy
60 60 120 24

N
a13 = agy = Z// Prp1p3did = // (01)%p3dS2 + // P1(1p3)°dS2 + // P3p1p2dS2
k=1 "k K b F

AzxAy N AzxAy N AzAy _ AzxAy

ail =

Q12 = Q21 =

Q13 = a3y =

60 120 60 24
N
an =Y || erpapad = [ [ 01(02)%d2+ [ [ (£2)°d2+ [ [ p3(ip2)?dQ
k=17 7k k F g

AxAy . AxAy n AzAy  AxAy
60 20 60 12

N
Az = azo = Z// Pripap3d§) = // <p1902s03d9+// (902)2903d9+// (103)%p2dS
k=17 7k k K k

AzAy n AxAy L AxAy _ AxAy

A22 =

Q23 = A32 =

120 60 60 24
N
azz = Z Prp3p3df) = 901(@3)2(19 + 902(903)2d9 + (903)3d9
k=1" "k k F g

AxAy N AxAy N AzAy  AzAy
60 60 20 12

ag3 =

AzAy AzxAy AzxAy

Ay alhy afh | amy
12

M((prpi, ;) = (B.5)

NI = =
N[= = N
e e

AFAy ArAy AFhy
24 24 12
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Para o triangulo T, (veja figura abaixo), temos que as fungoes ¢; estao dadas

por
z )
= _— __1
¢1(2,y) N Ay
(z,y) 1 ﬁx
T = _—
P2 Y T

903(I7y) = 1_A—y

(0,4Ayv) (Ax, Av)

-

T2 (Ax,0)

1. Trabalhando com ffT2 ©ip;dS)

Para i = 1, teremos;

Ay Az . 2
a) ffT2 erovdady = [ Ac(1-L) (E + 35— 1) dxdy

dx = Axdu
Fazendou:(&—i-%y—l): p/szx(l—%y) = u=0
p/y=Ax = u=4£
A Y
ffT2 erovdedy = [ [ w?(Az)dudy

Ay 43

v
fsz prpvdedy = Az [ %[00 dy
: (Ay g
JJz, orordudy = 5 [ Axdy
x 4 A AxA
fr, orerdedy = 32 () 187 = 282

AxAy
dxdy =
//T2 prpraxray 12

b) ffT2 prpadudy = oAy ﬁxx@—%y) <Aiw + Aly - 1) (1 - Aicc) dxdy

A A 2
Sz, preadudy = [ Jar(iog) (A— ta, o am st A%)) dady

Portanto,
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o Ay 2 3 2 A
Fazendo o célculo teremos:

( — z | yAw —Ap— Az yAx ) . ((A”(lfy))z + yAm(I*%y) _ (Aw < y

3A2x 2AyAx Az Ay
_(M(l‘ry))?’ GGt )l WS VRS D CRI TR ST
3A2g 2AyAx 3 Ay Ay Ay

2Ay
+l<1_i)3+ (1__)2}:Ax[g—i—l—i—Q—y—i—i-i-y——i-l
3 Ay 27y Ay 3 2Ay Ay A2y Ay A2y

3 3
2+ ey — ol oy — ok | = Avgaa
[ I, rpadedy = [ A%As

4 A AxA
fsz pripadrdy = Az <24A3 ) o =51t

AxAy
dxdy =
//TQ<P1%02 ray o4
Ay rAzx

&) JIp eresdedy = 3 [50 e (A— + A 1) (1 — A%,) dxdy

Ay rAzx z 2 -
[, ereadudy = [ [ (E+&-1-4 - s +4)) dudy
2

A T T T 2 T
Sy, erpadudy = [ (g + 2% — o — 5 — 7o) An(1-2) W

Ay

dy

Portanto,

Fazendo o célculo teremos:

Ax)? x Axy? Ax)? 2 Az
(S 4 2moe — Ap— A2 yA9) (Bl — 4 BB — ) Ag(l -
1

Y2 Az yA%x Ly 1y y o
A2 (1 - A_y) - gAyM(l Ay> ) Ax ( Ay 1 A2y 2Ay 2 + Ay

_2y 2 vy L _ v
Ay+A2 +1- +A2 a5y 1T aay = Az (553 273y

ffT p1p3drdy = fo Af"( ATy — 3A% )dy

2
Sl ores = 58 (st — by ) 109 = 48 (3 - &) — 2

AzAy
//T2 prp3drdy = 7

Portanto,

Para © = 2, teremos;

) [Jr, paprdady = OAy AA;(l_ALy) (1-%) <ﬁ + a5~ 1) dxdy = [[;, prpadady
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Portanto,

AxA
// paprdxdy = // prpadady = o4 Y
T2 T2

b) ffT popadrdy = 0 AA;C( L) (1— ) dzdy

[fy, 0202dxdy = [ x( )12 2 )dady
22 3 .
ffTQ papodrdy = fO T— 5+ SA_Q:L,) ﬁx(lfi)dy

Ay

Fazendo o Célculo teremos:

Av— &4 & — (Ae(1- L) - S2(1- L)+ HE1- L)) =
Ax %—1+A—y+(1—Aiy)2—§(1—Aiy)3> —
Az %_1+Aiy+1 +A_2__+__A?J_22+3Ai> A%AB

v Ay _ AzA
Iz, p2padady = 3A3 fo yidy = 3A3y T rlo? = o

Az A
// papadxdy = 12 Y
Ts

c) [Ir, papsdrdy = oAy AA;C _y (1= 51 = 2 )dady
2 (1-45)

Y
Ay

Portanto,

Az z
fsz popsdrdy = Az(l—ALy)(l Az Aiy + AmAy)dZde
2

T T x2 Az
[z, p2p3dady = fo o= 55 — X + saeky) AI(PAL)CZ?J

Yy

Fazendo o calculo teremos:

(Ao — 55 = 557+ 308) — (Ar = 57 — 52 (1 - &) = 50 + 5y + o085 (1 -
Az Az A 2 2 Az 2Ax Aw
Azm gAy_A +yAy + 2$(1_A_Z;/+Ay2 >+y__yA2 _élTy(l_Ay+A2y)
3
Aw(m? 2g3y)
A 2
ffn papsdrdy = fo yAx(2X2 2A3 )dy

3 4 Ay

_ vy
Jp, papsdrdy = Ax (6A2y 8A3y> )
Ay A4y):M(Ay Ay, _
6A2y  8A3y 6 8 24

AxAy
d p—
/ /T 2 papadrdy o1

ffn papadrdy = Ax(

Portanto,

Para 7 = 3, teremos;
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Ay rAz z
a) [[r, eaprdedy = [ A:p(lfﬁ)u — )& Ty — Ddady = [[, o1psdrdy

Portanto,

Az A
// paprdrdy = // presdudy ==, ’
Ts T

) Sy psondady = 37 3o ) (1= 25)0 = ge)drdy = [, eapadudy

Portanto,

Az A
/ / Papadrdy = / / papsdudy ==, ’
Ts T

A Ax
C) ffT2 w3psdrdy = o v Aw(l_%y)u . Aiy)%ixdy

Tz, essdady = J7¥ (1= 2PN ydy
by expadady = [0 = 2+ 45) (5)dy
[y, espsdudy = Ax [ (L — 22 + 2)dy
[z, papadrdy = Am(my 32Ay§y 4&43?;) Ay _ Ap(Au _ 28%
[, spsdudy = Ax(52 — 230 4 Buy _ Ardy

Az A
// ps3psdrdy = 5 4
Ty

2Ay SAQ +

Portanto,

A matriz ffT2 pip;dS), sera:

ffT2 P11dS2 ffT2 P1p2dS) fsz ©14p3df) ArAy
M(eiles) = | [fr, 020102 [[p, 02020 [[y, 0205dQ | = =5
Jlp, 030142 [ [, 0302dQ [ [ 0303dQ2

2. Para [ ng V;V;dQ, primeiramente temos que:

ao=grdot [V = ()
pro= =55 =9{ Vo2 = (—3;.0)

= — 1
LE 1__y Vs = <O’_A_y>

Para i =1;

4A3

N—= N—= =

NI = o

= NI N



a) [[p, VeiVoidedy = fo Az (1-&
ffT ngVgpldxdy = 0 Aaj(l—%
Sz, VorVeidudy = (55 + 5
[z, VorVordedy =

(s +
ffTQ Vi1 Voidedy = (ﬁ + AL%,
— (s +

Portanto,

1 1 AxAy
//T2 Vpo1Vordedy = (Azx + A2y) >

ffT Vi1 Viodrdy = 0 AA;( 1-) <ﬁ, Aiy> . <—ﬁ,0> dxdy
1

A
Az

Sz, VorVepadudy = Az(l—*) —xz;drdy
ffTQ Vo1 Vodrdy = A%; OA?J iz -~ 7>dx
fng VQOIVSOdedy == (AZE — A[E + yAa:)dy

ffT2 Vo1 Vadrdy = _AL% ( 2AAy ) OAy
ffTQ Vo1 Vodrdy = _Al%; (#)

1 AxAy
/ | Ve Veududy = - ( - )

ffT V1 Vadrdy = Ay AA:C(I_A%) <ﬁ, ALy> : <0, —Aiy> dxdy

Portanto,

Sz, VorVipadady = g AAZ(lf*) —azydrdy
ffT2 V1 Vsdredy = fOAy Ai . )dx
Jz, ViorVpadedy = _ﬁ Jo Az — Az + B2)dy

ffTQ Vi1 Vpsdrdy = _ALzy (y;AA;> OAy
ffTQ Vo1 Vsdrdy = _ALZ (A:r2Ay)

<

Portanto,

/T2 o Ay \ 2

123
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Para 1 = 2;

ffT vaQVSOldxdy 0 Az f% < Az’0> <A:):’Ay>dxdy
Az

[z, VeaVordedy = 0 AI(I_A%) —xdady = [z, VerVpadudy
Portanto,

1
/ Vo Vrdedy = / Vor1Vsdrdy = ————
T Ty AQZ’

AzAy
2

Yy
Ay

b) [Jy, VeeaVipadady = [1° ff(f ) (~27:0) - (~35.0) dudy
Az

fng V@gV(pgdxdy = 0 Az(l—%y) ﬁdl’dy = fng VQOQV(,Dld.I‘dy

Portanto,
1 AxA
// Vo Vodrdy = — // Vo Vrdrdy = N < y>
T T X 2
ffT VaVipsdzdy = |, Ay Az _Ai < Am,()> < >dxdy

Az

ffT Vo Vipsdady = |, AI(PA%) Odxdy = 0

// VpaVsdrdy =0
P

Portanto,

Parai=3

ffT VosVprdedy = fo x( ) <0, —Aiy> <M, Ay> dxdy

Az
ffT VpsVoirdedy = 0 Am(l—%y) —A%ydxdy = ffT2 Vi1 Vsdrdy

Portanto,

1 AxA
/ VpsVordedy = / V1 Vsdedy = S ( T y)
T, Ty A%y




) Sy, VeesViadady = [ [35, oy (0,35 ) - (= 25,0) dady

S I, VsV padredy = [ [51- o) Odedy =0

v
Ay

// VipsVpsdrdy = 0
Ts

Portanto,

) [[r, VsVipsdady = OAy AA:“(I o) <0, Ay> <0 ——>dxdy
[z, VosVipsdody = OA AA;(I——) ALda:dy =~ [J;, VesVordady

Portanto,

1
//V%VwMWZ—/ VsVidedy =
T2 T2

ffTQ vgplv901dQ ffTQ v901V902dQ fng V901Vg03dQ
[, VosVord  [[ VosVosv [ VesVisaa

I R T
AxAy ) A%y f% A
M(Vgi|V;) == 9 — A%z Az 0
1 1
—a7% 0 a5
3. Para [ ng %g@idﬁ, primeiramente temos que:
_ x le] _ 1
p1o= a;tay 1 B = e
— 9 _ 1
P2 = 137 =\ B =
g3 = 1— A—y %% =0

Para 1 = 1;

a) [l rerdady = [ [ o) (B A
ffT Faprdady = x7 1 oAy Ax 1-£ ( +Ai_ )d;l:dy

) Az

Az

S I, Srordady = 3 [ (w + 2y

AZy

|H

<
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(B.7)



Calculando <% + Z—Z

- :L'> |§z(1_&)’ temos,

22 oy o) Az _ A% | yAz
(2Az + Ay ) | (1,7) ~ 2Az + Ay Az —

fng 8‘Pl<pldxdy - Alx
[1;, Eordady = £

Ay 1y N2
2Ax(1 Ay)
_ Az yAzxr _ Az yAxr Y2 Az .
o + A 2 + Ay 2A2y
y2 Az
T 2A%y
Ay yQA:Jc
2AZy d
(y3Ax) Ay
6A2y /10

91 1 AdyAzy Ay _ Ay
fsz e Prdedy = x; 6AZy Mo’ = o

2A2
y2 Az
2A2y

Portanto,
D1 Ay
——prdrdy = —=
[ S22
Op1 A Az z
ffTQ S padudy = [ Ax(1-4) a; (1= 25) dady
0 1 Ay z2 Az
ffTQ (le 1dl’d’y — Az Jo (37 2Am)Am< Aiy)dy
Calculando (z — %)ﬁz (1)’ temos,
x? x _ A2x
(R Al gy = Ar— g (e - &) — 355
Az Az Az
= Agp— &z <Ax yy—T-i—yA—y—
= Am—— Ag 4228 4 G2 422
_ YAz
= 2%y
Lz, readudy = £ [ S dy
3 xX
fng 8¢1S0 d.Tdy - Alx(gAAQy)OAy
3 X
JIr, Grprdady = £ (S357) = () =
Portanto,
[ ouady -
Ty
A1 _rA Az
ffTQ i@gdxdy = Jo Y x( —L) AL (1 — —) dxdy
ffT2 o1 “Stpsdrdy = Alz ( - _m) Aa(1- )
Calculando (x — Zy)ii (1) temos,
P By © A e ) -

yAx + y Aa:

Ax — yAac — Azx + yAx yAac + y2Am

Az
Ay

2
— ) )
y2Ax

)
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(y— %)+ Ao =4
Mo 4 0T 4 A



A T x
[, S psdody = 2 [ (—182 4 282) ay
Az SAzy\ A
ffTQ Srpadrdy = x( yQAy + gA2y) 0’
0 1 AyAzx AdyAzx A A A
ffTQ iy QOgdl‘d’y = x( ZZy + 3Ay2y ) - _Ty + ?y - Ty
Portanto,

Para 1 = 2;

2 A AI x
a) ffT2 922 o dady = 0 Y Ac(1-L) —ﬁ (E + Aiy — 1) dzdy

Ay
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ffT Opaz gold:vdy _ 1 0 AAggz(l—Aiy)(Aix + AL )dxdy = ffT G ‘;Olede

Portanto,

A
/ —<P1d90dy = - // %Wldfdy -2
T T aIE 6

ffT2 92 pydady = Ay AA;@_A%) —ﬁ (1 — ﬁ) dxdy

A Ax T 1
ffT 5"2,—902d:cdy == 1 0 ! Ax(lfAiy)(l — ag)dady = — ffTQ %%902615“19

Portanto,

A Ax
c) fng 92 “2psdrdy = |, Y Ae(1-) —ﬁ <1 — i) dzdy

S, S eadady = =25 3% [0 a0y (0 = &)dwdy = — [, Frpsdrdy

Portanto,
/ ——psdrdy = —/ ——psdrdy = 2y
TQ T2
Para ¢ = 3, observamos que 3 =1 — y = % = 0, entao;

JIn, 5

8o dady = fng 3 podxdy = ffT2 Spadady = [ 0dxdy =0
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A matriz [[, %%dQ, serd:

O, ffTQ Qﬁ@pldﬂ ffT @’_290 ds ffT2 %<P ds Ay 1 =10
M(a—;\%) = ffT2 921 oy dS) ffT 8“”%0 dQ ffT2 8903@ aa | = - 1 -1 0
[ 22000 [fy, 220000 [, 2200 1 -1 0

(B.8)

4. Para [ ng %—“ngpidﬁ, primeiramente temos que:

_ 0 . 1
_ 0 _ 1
P = L= 3y E.v
Para i =1;
A Ax
a) ffTQ %ﬂ901dxdy =Jo Y A:v(l——) fy (AI + & - 1> dxdy

p) A N
Il Grprdedy = Aly o Ax(l_%y) (rm + Aiy - 1) dxdy

o) A z2 T T
IJr, 5 rdrdy = Az, () 13y

Ay
yr Az
Calculando (mx + X x) |A (1) temos,

Ay
2 yr ) A _ Ak yAx_ _¥N2 Az, 2 _u
(2Aa: + Ay xr ’Ax(l_ALy) — 2Az + Az — 2Ax<1 y) Ay< Ay) + Az /
— Az yA_w _ _ Az yAz YAz yAz | yAa _

- 2 + Ay Az 2 + Ay 2A2y Ay + A2y +A.T
y2 Az
T 2A2%y

Ay 2Ax
[z, 8(p1901dxdy = Aly o gAAQ dy
(9 SAz\ A

&pl _ 1 A3yAzy Ay _ Az

8@1 AI
—pdady = —
//T2ay<ﬂl951/ 6

A Az z
b) [y, %@dxdy = [ A1) a; (1—25) dedy
1 A $2 x
ffTQ roidrdy = Aly 0 Yo — 2Ax)§$( Ai)dy

Calculando (x — %)ﬁ(l_%), temos,
Y

Portanto,
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R gy = e B (820 ) - 0 - &)
= Az — M — <Ax— yAA;: Ax + yAA; _ ng%z)
2

N Azix___Ax—i_yAx—i_%_yA_x—i_gA%i
= 3%

Jr, %5 G padady = Ay foAy gAAZ’xd

Iz, 8% dudy = 2 (455)6"

Iz, G oadady = Aly(fﬁ’%x) = (8% =

Portanto,

/ —gogda:dy = &
T2

ffT o1 gpgdxdy = OAy A;( -2) 3 <1 — —) dxdy

Sz, Srpsdudy = 25 i (0 = £)37 Y

Calculando (z — Ay)ﬁz (1-2) temos,

(r =Ky = Do (A1 — ) — Yl

= Ax—yAA;—Ax—i—yAAz yAx+yAm
_ yAm Ly Aym

ngwmm_ﬁwﬁ(%%+%%y@

S, B padedy = (S22 + 4255

S, prpadudy = 25 (=507 + S0 =~ + 4 = &

Portanto,

A
/ —gpgdxdy 2t
T>

- _ T Opa __ P
Para i = 2, observamos que oo = 1 — 1= = By = 0, entao;

ffT e Zprdrdy = fng 82 podudy = fng G2 padrdy = ffT Odzdy =0

Para + = 3;

a) [, %%wldxdy =

I, Grordady = —5;

Ay
0

Az

Az(1-47)
1 Ay rAx
0 Az(1—ALy)(

1 x
Ay (E—F&—l) dxdy
B+

l)dzdy = — ffT2 88—‘21g01dxdy



Portanto,

/ —wldxdy— / —goldxdy———
T> T

A Az "
ffT2 Sy 2 podxdy = . Y Ae(1-2) —ALy (1 — —) dxdy

Az

ffT wzdxdy S 1 OAy AA;(l—A%,)(l — L)dxdy = — ffT gpgdxdy
Portanto,
/ %(pgdl‘dy = —/ a—@2dxdy = _%
m, Oy 7 Oy
c) ffT2 82 psdady = OAy Am 1) ( ) dxdy
ffT2 a(p3902d;1:dy 1 0 AA;(l_i)( — —)da:dy = —ffT el Loy dady
Portanto,
/ %cpg,dxdy = —/ 8—g03dxdy = —&
, 0y 7 Oy
A matriz fsz %gpidQ, sera:
oo Iz, S ond [y, G2 [[, % e1d0 10
M) = | Thy st [fy S0 Tfy S | <55 | 1 0
[ VT T Y 10

130
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5. Para [[, orpip;dQ, considerando k =1 e i = I:

a) Para j = 1;
A Ax
[y eror00€ = [ [0 ) ddy
[y [ (p1)*dydz = [ [ Az 1= ) (242 —1) dad
0 Jaz(1-g)\P1) Ay 0 Ay Az T Ay Y
dx = dulAzx

Fazendou:<Ax—|———1> p/ v = Ax = u:Aiy
p/a:zAa:(l—%y) = u=0

foAy AA;@_A%)(SOl)gdydx = fOAy fziy(u)?’Axdudy

410
r U
" SR g o e = A Ly
Ay
T (L)‘l
fOAy AAx(1—ALy)(901)3dyd:B:A:pfoAy Ai/ dy
o 3 —i Ay 4
Jo Am(l—%y)(cpl) dydx = Ay yidy
5 |Ay
Ay rAzx 3d do — A.’L’ y_
Jo Aw(l_%y)(%) ydx a5,
Do Jau(ao gy o) dyde = 0 S = o5
Portanto,
AzA
// (1)3dydr = xO y
1>
b) Para j = 2:

2
ffT 1) padd = 0 Az 1- & (Aix + a5~ ) (1- &) dody
2x 2x 2 T
ffTQ(Spl 2dQ 0 A:): 17— (Ax2+ Ay2+Axgy_E_A_ZQJy+1> (1_5) dlldy
4x
{ Am)Q + A:pgy A:L" + (1 - _y>

2 2y dxdy
Az) Ax Ay) T (Az)2Ay

ffT P1)%2d) = 0 17—

Az

4z%y Y \2
( s (1
3(Azx)? 2AxA 2A:c A
ffTQ (@1)2902619 - fo ( 4) :02;/2 223y > Y dy

T

T (AP T 2Aa(Ay)? T 3(Ax)?Ay Ax(1-2)
Gy
4  3Ay 2§Ay)2 . ,
A 2(1-% 3(1-%
Sz, (01)%02dQ = A [ (2 (1-%) + Lal ) Ly,
_=2)" ) o ))
4 2(Ay)? 3Ay J




132

Calculando as integrais separadamente:
dy = —dulAy
Fazendou:<1—Aiy>:> p/y=0 = wu=1,entao

p/y=Ay = u=0

Y

. 3 3
(B.10)

e
(B.11)
Ay 4 0 510
Y 4 (u) (-1) Ay
1— 2 ) dy= —Ay)du = —A Ay —
/O(Ay)y/lm)(y)u c L
(B.12)
2 2 3
ay, (1Y N A
Jo y( Ay> W=l ( Ay+(Ay)2) Y
B y_z B 2y3 y4 Ay
2 3Ay 4(Ay)? 0
_ Ay 2Ay)° (Ay) (B.13)
2 3Ay 4(Ay)?
1 2 1 (Ay)?
_ 2 - _ = - —
= (&) (2 3+4> 12
3 2 3 4
Ay _i . Ay _Si Sy . Y
Js y(l Ay) W= s (y Ay+(Ay)2 (Ay)3>dy
yz 3y3 3y4 y5 Ay
— = + S
2 23Ay 4(Ay)? 5£Ay)3 0
_ Ay (Ay)y +3(Ay) ~ (Ay)’ (B.14)
2 Ay 4(Ay)?2  5(Ay)? 0
1 3 1 (Ay)?
_ 2 - s - —
= (&) (2 *i73 20
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2
Ay 9 Yy Ay 2 2y Yy
11— 2 _ 2
Jo < Ay) W=k <y Ay " (Ay)2>dy
Y3 204 Yo Ay
) 4Ay 5(Ay)2 0
Gy ', Ay (B.15)
3 2Ay 5(Ay )?
1
= (AyP(=—=
oo (5-5+3) =5
Substituindo na equacao teremos:
((1_2% v )
1 3Ay Q(Ay)
2 Ay 5o20-4)  8(-gy)
ffTQ(gol) 2dQ) = Az [ — (1 =) = 5 dy
) () 2(1—Ay)‘°’y>
\ 4 2(Ay)? 3Ay J
Az K% C(Ay)? | Ay’ 24y 2 (Ay)?
2 - 4 3Ay  6(Ay)? 4 Ay 12
23 45 20Ay? 30  3Ay 20
1 1 1 1 1 1 1 1 1
20,dQ) = AzA =]zt = == - —
Sz, ($1)*pad T3y {(4 5" 6) 26 2720 60 30)}
1 4 AzAy
Q= AzA — | =
Sz, (@1) 2 vy {(12) (60)] 60
Portanto,
AxAy
200d§) =
//T2(901) ©2 50
c) Para j = 3;
Y
S esd= [ [5 ) A = DAL - 1 )dady
S, (01)%0d2 = [ Ay Am(l——)(Aa: + 35 — 1) dedy
dr = dulzx
Fazendou:<&+%y—1>: p/ x= Az = u—Ayy
p/szx(l—%y) = u=0
A x Y
Jo’ AAx(l—ALy)(@l)QQO?)dxdy = fOA 1— A_y) 2 (u)? Axdudy
Ay rAzx 2 . Ay Y @ ALy
Jo " Jar(1e ) (1) sdady = Az [(1 Ay) 3,
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foAy AA;(PA%)((PI)QSO?;CZJ?CZZ/: 3(Ay)? UAy Ayy) y*dy
foAy AAmx(l—Aiy)(@l)2903dxdy = 3(233 OAy(y3 — z—Z)dy
A
B Jade gy (p1)padady = 3(2"2)3 (y; - Sy;y) Oy
I AA;:(PL)( Vopsdady 3(22) ((Af)4 B (?Ay;)
foAy AAxx(l—i)( ) psdady = Angy(i — é) = AgoAy
Portanto,
[ erronin - 25
6. Para [[, orpip;dQ, considerando k =2 e i = I:
a) Para j = 1;
Sz, 02(@1)%dQ = [ [, (01)?pad2 = 2552
Portanto,
R
b) Para j = 2;

Ty 1 = [ [y (3 + 45 1) (1 &) ey
S, (e f Ax( AL)((A;) - (Aa;)2 + (Aac)g Sl < ol i
1)dzdy
JIz, e1(2)?dS2 = f Z:): 3 3(3&)2 + (Ax)QAy + 232:17 22@&, + X — ) >
[z, #1(p2)?d2 = Az fo 15(25)46@
A
ffT2 p1(ip2)%d2 = % Oy
[z, o1(p2)?2d2 = AngAy
Portanto,
//T2 ©1(ip2)%dY = AzOAy

Ar(l——
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c) Para j = 3:
Sy o0 = [ [0 oy (1= %) (S + 25 -1) (1 2) dady
[y 2010502 = [ (1= ) A <_M + gx 2%+ 2 — 1) dady
S pronest = [ (1= ) (~s + 36— i+ )
ffT2 Pap1p3dfd = fAy (1 - i) &Z;z;dy

3 Il‘ 4 T
Sy 210902 = [ (85 — dde ) dy
4 5
B YAz B y°Ax
H prpnud = (24<Ay>3 a7)

1 1 AxAy
a0 =AzAy | — — — ) =
Jr, exeres vy (24 30) 120

AyAx
Q pr—
//T2 Pap1p3d 120

7. Para este caso [ [ ¢rpip;d€2, considerando k =3 e i = 1:

dy

Ax(1-27)

Ay

Portanto,

a) Para j = 1;
AyAx
Sz, 0(1)2d = [fy, (01)?pad == =
Portanto,
AyAx
2dQ) =
/ /T 2 wap1) 60
b) Para j = 2;
AyAx
ffTQ P301p2dS) = ffT2 Pap1p3drdy = 1y20
Portanto,
AyAx
Q) =
//T2 P3p1P2 120
c¢) Para j = 3:
Y x
Sl (ps)2ord = [0 [ 1_4(1 -2, (&+4-1)dudy
Az z
ffTQ (903)2901(1Q f (1— —y Ao(1-L) <A_z + Aiy - 1) dzxdy
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Az

[l fenPond = Ji (0 = 07 (55 + % )
Sl (eaVerd = [ (1 - Aiy)Q (21&%2) !

2 oy (Azyt Axy® Awy?
Jp, (03)201d2 =[] <2(Ay)4 (Ay)3 * 2(Ay)2) W
2 [ Azy® B Azy* Azy’
Sz, (@s)* 12 = (10(Ay)4 iAyyp 6(Ay)2>

1 1 1 AxAy
2 = _— = — —
ffTQ(go;;) 01dQ) = AxAy (10 1 + 6) 50

AyAx
2 O =
//TQ(SOS) ©1d 0

8. Para este caso [[, ¢rpip;dQ, considerando k =1 e i = 2:

ae(1- )

Ay

0

Portanto,

a) Para j = 1;
AyAx
S, 02(01)d2 = [ [, (01)*p2dd = ?é()
Portanto,
AyAx
2dQ =
/ /T 2 pa(1) o0
b) Para j = 2:
AzAy
Jz, o1(2)*dS2 = [, (p2)*prdyde = =
Portanto,
AyAx
2dQ) =
/ /T 2 p1(02) 60
c) Para j = 3;
AyA
ffTQ ©P1p2p3dS) = ffTQ pop1p3dydr = 1y20$

Portanto,

AyAx
dQ) =
//T2 P3P1$2 120

9. Para este caso fle Orpip;dS), considerando k =2 e i = 2:



a)

Para j = 1;
AyAx
S, (02)201d2 = [ [, o1(02)*dyda = Zo
Portanto,
AyAx
201d) =
//TQ(%) ¥1 60
Para j = 2;
Ay T \3
ffTQ (902)3d9 = f fAm <1 — E) dl‘dy
dr = —Axdu
Fazendou:(l—ﬁ): p/ x=Ax = u=
p/szx(l—%y) = u=
[l (02)2d2 = [ fi (—Axz)dudy
ut |
JIp (@)= (=A) [ =| da
Ay
RGN Yy
ffT2(902) ds 1 Jo <(Ay)4> dz
AV T Ay
3 0=
ffT (¢2)°d 1 5y, dx
Ay AzA
340) = _'T ( Y _ )
ffT (p2)°d 4 5(Ay)? 20
Portanto,
AyAx
30 =
/] errin= =4
Para j = 3:

X

[l (02)203d2 = [ Am (-2) (1 - A—x) (1 - A—y) dady

2 KN Az _ i
ffT2(902) p3df) = f < Ay) Aa(1-2) (1 A:U> dxdy
dr = —Axdu

Fazendou= (1 - &) =4 p/r=Az = u=0
p/szx(l—%y) = u=-L

Sz, (92)03dS2 = foAy <1 — Aiy> fz%, (u)*(—Azx)dudy

[z, (92)%03dQ = (—Ax) fOAy (1 - Aﬂy) %
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oron 257 ) (<85>
e = =50 () ~ g )

Az y! Y
I, (@2)p3d2 = 3 <4(Ay)3 - 5(Ay)4> 0

Ay S(Ay)!

dQ) =
ffT2 (2)e3 3 3

Portanto,

AxAy
204dS) =
//TQ(S@) ©3 60

10. Para este caso [ [, ¢rpip;d€2, considerando k =3 e i = 2:

a) Para j = 1;
AyAx
fsz Papaprd) = ff:@ Pap1padyde = 120

AyAx
dyda —
//T L e DY)

Portanto,

b) Para j = 2;
AzAy
Iz, @s(02)?dY = [[1,(p2)*psdyd = —&

AxAy
240 =
//T2 ©3(p2) 60

Portanto,

c) Para j =3:

Aﬂf((Ay)4 (Ay)5> AzAy G

1
)

__):

ffT2(903 p2d§) = f Az (1-) (1 - Aiy)Q((l E))dxdy
S, (p3)pad = [ ( Ay)Q ff(l_%y)(ﬁ—&))dwdy

Sz, (93)%p2d2 = f (1 B A_y)Q <m B 22233)

AzxAy
60

138
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2 3 4

9 - Ay Y Y Yy
fng((?O?’) podf) = Az 0 (2(Ay)2 - (Ay)3 + 2(Ay)4) dy

3 4 5

2 _ Yy y Y
I, (#3)*2d2 = Ao (6(Ay)2 T Ay 10(Ay)4)

1 1 1)A$Ay

2 — _ R
[, (93)02d2 = AxAy (6 1t 1o 0

9 AxAy
do =
J[ o enin = =5

11. Para este caso [[,, ¢rpip;d<, considerando k =1 e i = 3:

Portanto,

a) Para j = 1;
AxA
[z, ©3(91)%d = [[, (¢1)*psdady = 60 /
Portanto,
AxAy
2dQ) =
//T2 @3(p1) 60
b) Para j = 2;
AyAx
[z, 01030202 = [ [}, o21p3dady = 1y20
Portanto,
AyAx
P14p3p20dS) =
[ proseato =S5
c) Para j =3:
AzxAy
[z, or(0)*d = [[1,(03)*prdady = —&

Portanto,

AxAy
240 =
/ /T 2 ©1(¢p3) 60

12. Para este caso [ le erpip;dS), considerando k = 2 e 7 = 3, encontraremos os mesmo

resultados em k = 3 e ¢ = 2, pois teremos:

[z, p20301d2 = [}, spaprdady
[z, 03(02)2dQ = [ [}, @3(2)?dady
[z, 02(03)2dQ = [ [}, (¢3)*padady



13. Para este caso [[}. wrpip;d€2, considerando k =3 e i = 3:

a) Para j = 1;
AxA
J,(@a)*01d2 = [ [, ¢1(ps)*dedy = = Y
Portanto,
AxAy
201dS) =
/ /T 2(903) 1 0
b) Para j = 2;
AxA
I, (232024 = [[1, a(05)*dady = = Y
Portanto,
AxzAy
2pod§) =
/ /T 2(s03) P2 0
c) Para j = 3:

Sl (eald = [ [y (1 - Aiy) ity
Jhmwmqw@,&)g@mmw
Sz, (03)%dS2 = I (1 - Aiy) . ii(l—i) dy

3
A Y Y
Pterao = ae 2 (1= 1) (&)

y
4 3 2
370) — ay (Y y° 3y

i (o) = A Jg < Dy Ty Bye Ay) 4y
5 4 3 2 Ay
Yy 3y 3y Yy

[hfearan = a0 (~ 2o (- My 2

T 5(Ay)* - 4(Ay)* 3(Ay)? 28y /|,

. 1 3 1 AxAy
3 = —_— _ — — =
Sz, (@3) dQ—AxAy( 5+4 1—1—2) 50

AxAy
3 O =
/| terin =25

Portanto,
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N
A matriz de rigidez para o triangulo 75 serd M;j = Z // erpip;dl, neste sentido
k=17 7k

teremos:
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an = i//T Prp1p1d§d = //T2 (01)°dQ + //T2 pa(1)2dQ + //T2 3(ip1)2dQ

AxAy AmAy Aa;Ay AzAy
20 60 12

12 = Q91 = Z// Prp1p2d) = // ©1) S02d9+// ©1(p2) dQ‘l'// P31p2d2
T To T T>

AxAy AmAy AxAy AQ:Ay

ap =

Q12 = Q21 =

a13—a31—2// Prp1p3dfd = // 1) wsdQJr// e1(¢3) dQ+// P3p1Padf)
Ty Ts To T>

Aa:Ay AxAy . Aa:Ay A:BAy
120

am—Z// PrpapadQ = // 01(p2) dQ+// s023d9+// s(2)?
Ty Ty Ts T

AxAy AxAy AJ;Ay AzAy
60 60 12

G23—CL32—Z / / Pripap3dQ = / / P102p3dS 1+ / / (102)*p3dS2+ / / (103)%02d2
P Tz T

AxAy N A:):Ay AxAy A:pAy
120

asg—Z// Prp3padil = // ©1(p3) dQ+// ©2(3) dQ+// p3)’
Ts Ts T> Ts

AxAy n AzAy n AzAy  AxAy
60 60 20 12

aiz = az1 =

A2 =

a23 = Q32 =

ag3 =

AzAy AzxAy AzxAy 1 11

AAy AZhy AZhy | Aeay |1 21
M((erpii)) = | — 1 5 == |3 ! 5| B9

Amiy A:an Amiy i 1 ]

24 24 12 2 2
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