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Resumo

Este trabalho apresenta um modelamento numérico original, baseado no método dos elementos

finitos, com objetivo de analisar as propriedades espectrais de guias fotônicos definidos sobre meios

periódicos, anistrópicos e planares e que apresentam bandas fotônicas proibidas — as PBGS (photonic

band gaps structures).

A formulação é expressa em termos das componentes transversais do campo magnético, permitindo

investigar o acoplamento dos modos TE e TM em estruturas magnetoópticas estratificadas. Os al-

goritmos, baseados no método dos elementos finitos, foram desenvolvidos no domínio da freqüência e

permitem a análise de estruturas unidimensionais com índices de refração arbitrários.

São investigadas as influências da arquitetura e da composição do material sobre a resposta espec-

tral da estrutura, caracterizada pela rotação Faraday e pelo coeficiente de transmissão.

Diversas configurações são analisadas, com o objetivos de determinar aquela que ofereça a melhor

resposta em termos de transmissividade e efeito magnetoóptico. Também, são discutidos os desvios

introduzidos na resposta espectral do sistema em virtude de possíveis erros na fabricação das máscaras

de deposição dos materiais.
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Abstract

This work shows an original numerical model, based on the finites elements method, with the aim

of analysing espectral properties of photonic waveguides defined on anisotropic and periodic structures

which show forbidden photonic bands.

The formulation is expressed in terms of transversal components of the magnetic field, so that

the coupling of TE and TM modes in periodical magneto-optical structures can be investigated. The

algorithms based on the finites elements method were developed in the frequency domain and they

make possible the analysis of unidemensional structures with arbitrary refraction index.

The influences of architecture and of the material, on the structure spectral response, are analysed.

They are characterized by the Faraday rotation and by the coefficient of transmission.

Many configurations are analysed to determine the one which offers the best response in terms

of transmissivity and in magneto-optic effect. The deviation of the reponses, caused by errors in the

manufacturing process of the deposition masks, are also discussed.
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(NM) , (MN) Células magnetoópticas.

xvii



d Espessura da célula magnetoóptica.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Introdução

Poucas vezes a história da tecnologia registrou uma variedade de inovações como as experimen-

tadas nos últimos anos pelo setor das telecomunicações. Beneficiado por novos e revolucionários

serviços, o mercado consumidor continua pressionando este setor para o desenvolvimento e implan-

tação de redes de comunicação mais rápidas. Cada vez mais freqüente, a ampliação das taxas de

transmissão tem sido possível graças aos sistemas ópticos de comunicação, cuja principal caracterís-

tica é a transmissão de sinais com baixas perdas e em uma ampla faixa de freqüência.

Para suportar taxas de transmissão tão elevadas, as redes de comunicação totalmente ópticas

estão se tornando a meta tecnológica mais ambiciosa. Nessas redes, a comutação não dependerá de

equipamentos eletrônicos, principalmente considerando que as taxas de transmissão de sinais ópticos

já romperam a barreira dos terabit/segundo, utilizando técnicas como a multiplexação por divisão em

comprimento de onda (WDM) [1] — [4], a tecnologia mais promissora para permitir o aumento das taxas

de transmissão de sinais. Além disso, novas técnicas de comutação e transmissão, como a denominada

“modo de transferência assíncrona (ATM)”, deverão tratar, independemente de sua natureza, os sinais

de áudio, vídeo e dados. Assim, para que em um futuro próximo, as redes de comunicação possam

ser totalmente ópticas e transparentes, grandes esforços têm sido concentrados no desenvolvimento de

componentes que possam viabilizá-las. Com este objetivo, um diversificado conjunto de dispositivos

ativos e passivos têm sido propostos, analisados e fabricados. Esses dispositivos, tais como lasers,

fotodetectores, amplificadores, acopladores, chaves, moduladores, filtros, etc., fazem uso das mais

diversas propriedades dos materiais, como a isotropia, a anisotropia e a não-linearidade. Dentre

estes, aqueles que se utilizam das propriedades magnetoópticas dos materiais se constituem em uma

importante classe, compreendendo os dispositivos não-recíprocos, como isoladores, circuladores e os

moduladores que fazem uso da célula de Bragg.

Os dispositivos não-recíprocos, que já foram amplamente analisados e utilizados na faixa de mi-

croondas e ondas milimétricas, hoje desempenham um importante papel para a tecnologia de comu-

nicações ópticas. Inseridos nessa categoria, os circuladores fazem parte dos derivadores de sinais em

1



sistemas que utilizam modulação WDM [11, 10]. Já os isoladores são utilizados para proteger fontes

ópticas da luz refletida e estão presentes nos modermos sistemas de amplificação óptica [5] — [11]. Tais

dispositivos podem ser construídos sob a forma de óptica integrada, permitindo seu acoplamento a

sistemas com fibras ópticas.

O dispositivo isolador mais simples de ser construído consiste de um seção de guia que propor-

ciona uma rotação de 45 graus no plano de polarização da luz. Esta seção é colocada entre dois

polarizadores, dispostos de tal maneira que um ângulo de 45 graus seja formado entre eles. Uma das

formas de realizar a rotação no plano de polarização da luz, explora o fenômeno de acoplamento entre

os modos TE e TM em um dispositivo magnetoóptico. Como será discutido nos capítulos posteriores,

através de um controle adequado, é possível induzir, em um guia anisotrópico, propriededades de

acoplamento entre os modos transversais e, assim, possibilitar rotação do plano de polarização da luz

e a conseqüente conversão entre os modos TE e TM; este efeito é conhecido como “rotação Faraday”.

Para para que um dispositivo construído de um único bloco de material magnetoóptico proporcione a

rotação de 45 graus, ideal para aplicação em isoladores ópticos, suas dimensões devem ser da ordem

de um milímetro. Entretanto, as perdas por difração, em dispositivos com tais dimensões, tornam sua

utilização proibitiva [13].

Recentemente, vários pesquisadores demonstraram o aumento da rotação Faraday em dispositivos

magnetoópticos estratificados [15, 16, 17]. Contudo, este aumento da rotação Faraday estava associado

a um coeficiente de transmissão extremente baixo, o que inviabilizava a aplicação prática de tais

dispositivos. Desde então, um grande esforço tem sido despendido na elaboração de uma estrutura

que, ao mesmo tempo, forneça alta transmissão e uma rotação Faraday da ordem de 45 graus [18, 20].

Contudo, em virtude do grande número de parâmetros envolvidos no projeto de tais estruturas, esta

não é uma tarefa trivial.

1.2 Objetivos e organização do trabalho

O objetivo deste trabalho é analisar as característica espectrais de grades anisotrópicas magne-

toópticas que apresentam bandas fotônicas proibidas. A partir das propostas feitas por Sakaguchi e

Sugimoto [17] e Levy et al. [20], o comportamento seletivo em freqüência das estruturas será analisado,

em termos do efeito de rotação Faraday e da transmitância, para diversas configurações construtivas.

Contudo, ao contrário das técnicas semi-analíticas, utilizadas por Sakaguti [17] e Levy [20], este tra-

balho utiliza uma plataforma computacional, desenvolvida em linguagem de programação Fortran.

Este código, baseado no método dos elementos finitos, oferece precisão, flexibilidade e otimização dos

recursos computacionais disponíveis.

No Capítulo 2 será realizada uma revisão bibliográfica, focalizando os fundamentos físico-matemáti-

cos que serão utilizados no desenvolvimento do trabalho. Nele será apresentada a definição e as

principais propriedades dos materiais anisotrópicos. Será analisada a propagação da luz em meios

contínuos, e se definirá uma das principais características da propagação em meios magnetoópticos —
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o efeito Faraday, surgido do acoplamento entre os modos TE e TM. Também serão expostos, de forma

suscinta, os fundamentos da ferramenta numérica utilizada na solução da equação de onda, o método

dos elementos finitos.

No Capítulo 3 se apresentará o modelamento matemático que dá suporte ao estudo das estruturas

fotônicas propostas, como, também, uma dedução detalhada, não disponível na literatura, das equações

que governam a propagação da onda eletromagnética em domínios anisotrópicos. Nesta dedução, a

equação de onda será decomposta em termos das componentes transversal e longitudinal à direção de

propagação, resultando em um sistema de equações acopladas através das componentes transversais

do campo magnético. A este sistema de equações será aplicado o método dos elementos finitos que,

juntamente com as condições de contorno entre fronteiras anisotrópicas, dará origem a um sistema

numérico de equações acopladas, cuja implementação computacional deu origem a uma plataforma

que se constitui na ferramenta fundamental desta tese.

No Capítulo 4 serão apresentados os resultados numéricos do comportamento seletivo em freqüência

das grades magnetoópticas e é investigada a influência da arquitetura e da composição do material

sobre a resposta espectral de tais estruturas. Além disso, serão discutidos os desvios provocados, na

resposta do sistema, devido a erros na fabricação das máscaras de deposição.

Por fim, no Capítulo 5 serão apresentadas as conclusões a respeito dos resultados aqui obtidos,

bem como sugestões para trabalhos futuros que envolvam grades magnetoópticas.
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Capítulo 2

Materiais Magnetoópticos e Elementos

Finitos

2.1 Introdução

Este Capítulo tem como finalidade apresentar uma revisão bibliográfica focalizando os funda-

mentos físico-matemáticos utilizados neste trabalho. É apresentada uma revisão sobre as principais

características dos materiais magnetoópticos, seguida dos fundamentos da ferramenta matemática

utilizada para cálculo das estruturas unidimensionais propostas nesta tese — o método dos elementos

finitos.

2.2 Materiais magnetoópticos

Uma variedade de dispostivos vem sendo propostos utilizando o controle de ondas guiadas por

meio de sinais externos. O objetivo deste controle é implementar dispositivos funcionais para sistemas

ópticos de comunicação e para processamento de sinais. A Figura 2-1 mostra o esquema de controle

da onda guiada, onde o modo guiado pode experimentar, por meio de um sinal elétrico/óptico exter-

namente aplicado, modulação de amplitude, modulação de fase, rotação de polarização, deslocamento

de freqüência ou mudança de sua trajetória.

Os métodos para controle de modos guiados são classificados segundo os mecanismos de interação

entre os sinais externos aplicados e os modos guiados, confome mostra a Tabela 2.1. Os sinais externos

aplicados para controle são, usualmente, elétricos ou magnéticos, contudo podem ser: de pressão,

químico, elétrico, magnético, etc. Cada interação é acompanhada de um fenômeno físico distinto que

induz uma mudança no índice de refração do guia de ondas. Os fenômenos normalmente utilizados

no controle de ondas guiadas são os de efeito eletroóptico, acustoóptico, magnetoóptico, termoóptico

e não-linear. Todos os efeitos, a exceção do efeito termoóptico, estão fortemente relacionados com a

anisotropia dos cristais utilizados como substrato, nos quais as constantes físicas são representadas

por tensores. Este trabalho investiga características de propagação dos modos ópticos em estruturas
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entrada de luz saída de luz

sinal externo de controle

Região de interação entre os modos 

guiados e o sinal externo aplicado

entrada de luz saída de luz

sinal externo de controle

Região de interação entre os modos 

guiados e o sinal externo aplicado

Figura 2-1: Ilustração esquemática do controle de modos ópticos guiados.

que se utilizam do efeito magnetoóptico.

Interação Efeito Fenômeno
campo elétrico e luz eletroóptico mudança no índice de refração
onda sonora e luz acustoóptico mudança no índice de refração

campo magnético e luz magnetoóptico rotação da polarização
calor e luz termoóptico mudança no índice de refração

luz e luz
não-linear de
segunda ordem

mudança no índice de refração
de acordo com a intensidade
do campo externo aplicado

Tabela 2.1: Classificação do controle de modos ópticos guiados.

Os efeitos eletro e acustoópticos são fenômenos recíprocos, pois as propriedades ópticas desses

cristais são independentes da direção de propagação da luz. O tensor dielétrico,
=
�r, que caracteriza

os cristais simétricos recíprocos é definido por:

=
�r =

⎡
⎢⎢⎣

�x 0 0

0 �y 0

0 0 �z

⎤
⎥⎥⎦ , (2.1)

onde os elementos �x, �y e �z são as permissividades relativas nas direções x, y e z, respectivamente. Os

dispositivos não-recíprocos, como isoladores e circuladores, podem ser implementados usando os efeitos

magnetoópticos encontrados em materiais magnéticos; um isolador óptico, por exemplo, é necessário

para manter estável o processo de geração de luz em lasers evitando a influência de luz refletida para

a fonte laser [12].

Os materiais magnetoópticos são essencialmente isotrópicos na ausência de um campo magnético

externo. Quando o material é magnetizado por um campo magnético DC, aplicado externamente ao
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longo da direção z, como mostra a Figura 2-2, o tensor permissividade relativa,
=
�r, torna-se assimétrico

e pode ser expresso como

=
�r =

⎡
⎢⎢⎣

�x jδ 0

−jδ �y 0

0 0 �z

⎤
⎥⎥⎦ , (2.2)

onde δ representa o efeito magnetoóptico de primeira ordem, responsável pela natureza não-recíproca

de propagação da luz. Além disso, a permeabilidade relativa é unitária, isto é, µr = 1, pois a de-

pendência temporal da magnetização é desprezível na faixa de frequência da luz [12].

x

y
zHDC

x

y
zHDC

Figura 2-2: Representação da aplicação do campo magnético HDC em um guia de ondas com material
magnetoóptico. Campo magnético HDC aplicado segundo a direção de propagação da onda.

As configurações para o tensor permissividade relativa são apresentadas na Tabela 2.2, dependendo

da aplicação do campo magnético DC.

Direção do campo HDC
=
�r

x

⎡
⎣

�x 0 0
0 �y jδ
0 −jδ �z

⎤
⎦

y

⎡
⎣

�x 0 jδ
0 �y 0
−jδ 0 �z

⎤
⎦

z

⎡
⎣

�x jδ 0
−jδ �y 0
0 0 �z

⎤
⎦

Tabela 2.2: Configurações para o tensor
=
�r, conforme a aplicação do campo HDC.

A natureza não dissipativa do material magnetoóptico está implícita na característica hermitiana do

tensor
=
�
+

r =
=
�
∗T
r , onde os símbolos (+, ∗ , T ) denotam, respectivamente, as transformações adjuntas,

complexo conjugado e transposição matricial. O material aqui considerado possui simetria cilíndrica

com relação ao eixo girotrópico que, no caso da equação (2.2), corresponde ao eixo z. Tal simetria
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implica que os dois primeiros termos da diagonal principal da equação (2.2) são iguais. Assim, o

tensor
=
�r, que define o meio magnetoóptico, pode ser escrito como

=
�r =

⎡
⎢⎢⎣

�⊥ jδ 0

−jδ �⊥ 0

0 0 �k

⎤
⎥⎥⎦ . (2.3)

2.2.1 Propagação da luz em materiais magnetoópticos

Quando luz se propaga ao longo da direção z, paralelamente ao vetor magnetização M, duas

ondas ortogonais circularmente polarizadas existem como modos naturais: ondas circularmente com

polarizações positiva e negativa, cujos vetores campo magnético giram nos sentidos horário e anti-

horário, respectivamente, com relação ao sentido de propagação; a primeira será denotada por E+ e

a segunda por E−. O campo elétrico da onda circularmente polarizada pode ser decomposto, com

relação aos eixos x e y, nas componentes de campo Ex e Ey, de modo que tais componentes possuem

amplitudes iguais e uma diferença de fase de π
2
radianos. Assim, no plano complexo x− y, o campo

elétrico das ondas circularmente polarizadas podem ser escritos como

E± = Ex
∧
x± jEy

∧
y, (2.4)

e, portanto,

D± = Dx
∧
x± jDy

∧
y, (2.5)

onde
∧
x e

∧
y indicam os vetores unitários nas direções x e y, respectivamente; Dx e Dy representam as

componentes do vetor densidade de fluxo elétrico. Assim, a partir da relação constitutiva D = ²0
=
�rE,

e utilizando a equação (2.3), as componentes Dx e Dy podem ser expressas na forma

Dx = ²0 (�⊥Ex + jδEy) , (2.6a)

Dy = ²0 (�⊥Ey − jδEx) . (2.6b)

Substituindo (2.6) em (2.5), resulta em

D+ = ²0²
+E+, (2.7a)

D− = ²0²
−E−, (2.7b)
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na qual

²
+ = �⊥ + δ, (2.8a)

²
− = �⊥ − δ. (2.8b)

As constantes de propagação das ondas circularmente polarizadas à direita e à esquerda, denotadas

por β+ e β−, respectivamente, podem ser escritas como

β+ =
ω

c

√
²+, (2.9a)

β− =
ω

c

√
²−, (2.9b)

onde ω é a freqüência angular e c0 a velocidade da luz no vácuo, c0 = 3×108 m/s. Conseqüentemente,

materiais anisotrópicos, magnetizados ao longo da direção de propagação da luz, suportam ondas cir-

cularmente polarizadas à direita e à esquerda com diferentes constantes de propagação. Tal fenômeno

está relacionado apenas ao efeito magnetoóptico, resultando em propriedades ópticas não-recíprocas

do material. Em materiais que apresentam o tensor dielétrico simétrico, tal como LiNbO3, o trata-

mento analítico aqui apresentado não se aplica pois ondas circularmente polarizadas, com diferentes

constantes de propagação, não existem em tais materiais [12].

2.2.2 Efeito Faraday

Uma luz linearmente polarizada, representada pelas componentes de campo elétrico

Ex = E0 cos (ωt− βz + ψx) (2.10a)

e

Ey = E0 cos
¡
ωt− βz + ψy

¢
, (2.10b)

incide em um amostra de uma material magnetoóptico, magnetizado ao longo da direção de propa-

gação, como ilustra a Figura 2-3. Nas equações (2.10), E0 é a amplitude do campo elétrico, ψx e

ψy, são os ângulos de fase dos campos Ex e Ey, respectivamente. A luz incidente, no plano z = 0, é

decomposta em duas ondas circularmente polarizadas — à direita e à esquerda, e neste caso, os campos

Ex e Ey pode ser escritos como

Ex =
E0
2
cos (ωt) , (2.11a)

Ey =
E0
2
sen (ωt) . (2.11b)
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E

(a)

L

θ

luzE
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material magnetizado

luz incidente

luz

luz refletida
E

2θ

E

(b)

L

θ

M

material magnetizado

x

y

z

E

(a)

L

θ

luzE

M

material magnetizado
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E

(a)

L
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M

material magnetizado
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L

θ
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luz refletida
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L
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x

y
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x

y
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Figura 2-3: Rotação do plano de polarização da luz transmitida em um meio magnetoóptico magne-
tizado: (a) luz transmitida; (b) luz refletida.

Assim, a partir da equação (2.4), os campos elétricos das ondas circularmente polarizadas à direita

e à esquerda, que se propagam na direção z, podem ser obtidos e escrito na forma

E+ =
E0
2
cos (ωt)

∧
x+ j

E0
2
sen (ωt)

∧
y, (2.12a)

E− =
E0
2
cos (ωt)

∧
x− j

E0
2
sen (ωt)

∧
y. (2.12b)

Na saída z = L os campos resultantes, E+ e E−, podem ser escritos como,

E+ =
E0
2
cos
¡
ωt− β+L

¢ ∧
x+ j

E0
2
sen

¡
ωt− β+L

¢ ∧
y, (2.13a)

E− =
E0
2
cos
¡
ωt− β−L

¢ ∧
x+ j

E0
2
sen

¡
ωt− β−L

¢ ∧
y, (2.13b)

onde β+e β−foram definidos nas equações (2.9). Assim, o campo total no plano z = L pode ser escrito

como,

E+ +E− = E0 cos

∙
ωt− 1

2

¡
β+ + β−

¢
L

¸
cos

∙
1

2

¡
β− − β+

¢
L

¸
∧
x+

+jE0 cos

∙
ωt− 1

2

¡
β+ + β−

¢
L

¸
sen

∙
1

2

¡
β− − β+

¢
L

¸
∧
y. (2.14)
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Separando as componentes Ex e Ey na saída do dispositivo,

Ex = E0 cos

∙
ωt− 1

2

¡
β+ + β−

¢
L

¸
cos

∙
1

2

¡
β− − β+

¢
L

¸
, (2.15a)

Ey = E0 cos

∙
ωt− 1

2

¡
β+ + β−

¢
L

¸
sen

∙
1

2

¡
β− − β+

¢
L

¸
. (2.15b)

A equação (2.15) indica que a luz na saída do dispositivo é linearmente polarizada ao longo da

direção definida pelo ângulo θ, formado entre o campo elétrico total e o eixo x, e definido por

θ =
1

2

¡
β− − β+

¢
L. (2.16)

Assim, o plano de polarização da luz sofre uma rotação de θ radianos quando esta se propaga no

material magnetoóptico de comprimento L, como ilustra a Figura 2-3a. Tal fenômeno é denominado

efeito Faraday. Usando as equações (2.9) e (2.8), assumindo que �⊥ À δ, o ângulo de rotação de

Faraday, θ, pode ser escrito como

θ =
ω

2c0

r
1

�⊥
δL. (2.17)

Supondo que a luz é refletida na saída do dispositivo, como mostra a Figura 2-3b, e se propaga no

sentido oposto ao vetor magnetizaçãoM, então tem-se que δ < 0 e θ < 0. O plano de polarização da luz

refletida é, assim, rotacionado de um ângulo θ radianos no sentido horário, produzindo uma diferença

de 2θ radianos com relação à luz que incide no dispositivo (z = 0) — fenômeno este conhecido como

efeito Kerr. Se os parâmetros do dispositivo são ajustados de modo que a condição θ = π/4 radianos

seja satisfeita, pode-se implementar um isolador óptico colocando-se uma seção do guia magnetoóptico

entre dois polarizadores, conforme ilustração apresentada na Figura 2-4. Com base nesses princípios,

foram desenvolvidos circuladores e isoladores ópticos com baixas perdas, para aplicação em sistemas

de comunicações ópticas [6].

E

45o

polarizador

E

E
r

E
r

M

x

y

z

polarizador

E

45o

polarizador

E

E
r

E
r

M

x

y

z

x

y

z

polarizador

Figura 2-4: Configuração básica de um isolador óptico.

Quando a luz se propaga perpendicularmente ao vetor magnetizaçãoM, uma birrefringência mag-
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nética proporcional a M2 é induzida. Este fenômeno é conhecido como efeito Cotton-Mouton [12].

Em materiais magnético de interesse, como as granadas (garnets), a birrefringência magnética é,

geralmente, desprezível.

2.3 Método dos elementos finitos

O Método dos Elementos Finitos — FEM, é um procedimento numérico aplicado à resolução de

equações diferenciais parciais em domínios finitos. Através da discretização de domínios contínuos

obtém-se sistemas de equações lineares, geralmente esparsos, que podem ser resolvidos utilizando

técnicas eficientes. A natureza esparsa do sistema de equações é uma de suas vantagens, uma vez

que tal característica facilita sua resolução. Uma outra vantagem do método é sua versatilidade

para análise de estruturas com geometrias complexas, isto é, o FEM pode ser utilizado em domínios

com caraterísticas não-homogêneas e de formatos irregulares. Assim, em regiões onde exista grande

variação e/ou alta intensidade do campo eletromagnético, usam-se malhas mais refinadas do que em

outras regiões, onde a variação e/ou a intensidade do campo é menor; esta situação é em geral difícil

ou, às vezes, impossível de ser tratada eficientemente com outros métodos.

Devido à sua precisão, flexibilidade e otimização dos recursos computacionais, requisitos funda-

mentais para o cálculo das características de propagação em estruturas ópticas de domínios arbitrários,

com reduzido esforço computacional e baixo tempo de processamento, o método dos elementos finitos

se apresenta como uma valiosa ferramenta numérica para estudo da fotônica.

2.3.1 Problemas de contorno

Introdução

Os problemas de contorno aparecem no modelamento matemático de sistemas físicos e suas

soluções configuram-se o aspecto mais importante da física-matemática. A seguir, são apresenta-

dos dois métodos clássicos empregados na solução de problemas de contorno — o método variacional

de Ritz e o método de Galerkin, que formam a base do moderno método dos elementos finitos [21].

Um problema típico pode ser definido pela equação diferencial,

L (φ) = f , (2.18)

que, juntamente com as condições de contorno na fronteira Γ, encerram a solução φ no domínio

Ω. Em problemas eletromagnéticos, a forma da equação diferencial (2.18) varia desde a equação de

Poisson até complicadas equações vetoriais, cuja solução analítica torna-se inviável. Para suplantar

tais dificuldades vários métodos foram desenvolvidos, sendo os métodos de Ritz e de Galerkin os mais

utilizados.
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Método de Ritz

Neste método, também conhecido como Rayleigh-Ritz, o problema de condições de contorno,

descrito pela equação (2.18), é formulado em termos de uma expressão variacional, cujo mínimo

corresponde à equação (2.18) sob as condições de contorno em Γ.

Seja o produto interno entre duas funções, φ e ψ, definido como

hφ, ψi ,

Z

Ω
φψ∗dΩ, (2.19)

onde ψ∗ é o complexo conjugado da função ψ. Seja L um operador linear e auto-adjunto, isto é,

hLφ,ψi = hφ,Lψi , (2.20)

e definido como positivo,

hLφ, φi

⎧
⎨
⎩

> 0, φ 6= 0

= 0, φ = 0
. (2.21)

A solução para (2.18) pode ser obtida pela minimização do funcional1

F
³
φ̃
´
=
1

2

D
Lφ̃, φ̃

E
− 1
2

D
φ̃, f

E
− 1
2

D
f, φ̃

E
(2.22)

com relação à função teste φ̃. Uma vez determinado o funcional F
³
φ̃
´
, assume-se que a função teste

pode ser representada pela combinação linear

φ̃ =
NX

J=1

cJvJ = [c]
T [v] = [v]T [c] , (2.23)

onde N é o número de nós globais, isto é, o número de pontos em que o domínio foi dividido; vJ é um

conjunto de funções que forma uma base no domínio Ω e cJ são coeficientes a serem determinados.

Aqui, [·] indica um vetor coluna e [·]T denota a transposta desse vetor. Substituindo (2.23) em (2.22),

obtém-se

F
³
φ̃
´
=
1

2
[c]T

Z

Ω
[v]L [v]T dΩ [c]− [c]T

Z

Ω
[v] fdΩ. (2.24)

Minimizando o funcional F
³
φ̃
´
em relação a cI , toma-se

∂F
³
φ̃
´

∂cI
= 0. (2.25)

Assim,
∂F

³
φ̃
´

∂cI
=
1

2

Z

Ω
vIL [v]

T dΩ [c] +
1

2
[c]T

Z

Ω
[v]LvIdΩ−

Z

Ω
vIfdΩ = 0,

1Outros funcionais poderiam ser usados
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ou

1

2

NX

J=1

cJ

Z

Ω
(vILvJ + vJLvI) dΩ−

Z

Ω
vIfdΩ = 0, I = 1, 2, . . . , N . (2.26)

A equação (2.26) pode ser escrita sob forma matricial

S [c] = [b] , (2.27)

onde [c] é um vetor N × 1 cujos elementos são as incógnitas a serem determinadas; os elementos da

matriz simétrica S são definidos por

SI,J =

Z

Ω
vILvJdΩ, I, J = 1, 2, . . . , N (2.28a)

e

bI =

Z

Ω
vIfdΩ, I = 1, 2, . . . , N . (2.28b)

Assim, a solução aproximada para (2.18) pode ser obtida pela resolução do sistema de equações lineares

(2.27), de dimensões N ×N .

Método de Galerkin

Neste método define-se uma função resíduo, tal que

r
³
φ̃
´
= L

³
φ̃
´
− f 6= 0, (2.29)

onde φ̃ é uma aproximação da solução φ. A melhor aproximação para a solução φ será aquela que

minimiza a função resíduo em todos os pontos do domínio Ω. Desta forma, o método de Galerkin

força a condição

R =
D
r
³
φ̃
´
, w
E
= 0, (2.30)

onde w é a função-peso, adequadamente escolhida, tal que w ∈ Ω. A partir de (2.19), tem-se

RI =

Z

Ω
wIrdΩ = 0. (2.31)

Assumindo que a solução aproximada φ̃ pode ser obtida da combinação linear (2.23), e usando (2.29),

a equação (2.31) pode ser escrita na forma

RI =

Z

Ω
wI

∙
L

µ
NP
J=1

cJvJ

¶
− f

¸
dΩ = 0, I = 1, 2, . . . , N . (2.32)

Assumindo que

wI = vI , I = 1, 2, . . . , N ,
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então, a equação (2.32) pode ser reescrita como,

cJ

Z

Ω
vIL (vJ) dΩ−

Z

Ω
vIfdΩ = 0, I = 1, 2, . . . ,N ,

ou, sob forma matricial

K [c] = [q] , (2.33)

onde [c] é um vetor N × 1 cujos elementos são as incógnitas a serem determinadas; os elementos da

matriz K são definidos por

KI,J =

Z

Ω
vIL (vJ) dΩ, I, J = 1, 2, . . . ,N ,

e

qI =

Z

Ω
vIfdΩ, I = 1, 2, . . . , N .

2.3.2 O método dos elementos finitos

Nos procedimentos descritos acima, a função-aproximação φ̃ deve ser definida sobre todo o domínio

Ω e representa uma aproximação para a solução exata φ; esta é a condição fundamental para a aplicação

dos métodos de Ritz ou Galerkin. Contudo, em inúmeros problemas, tal condição é muito difícil, se não

impossível, de ser alcançada. Para minimizar este problema, pode-se dividir o domínio Ω em pequenos

subdomínios e utilizar funções-aproximação definidas apenas sobre cada um dos subdomínio. Deste

modo, as funções φ̃ são, via de regra, muito mais simples pois, tendo os subdomínios dimensões muito

pequenas, a variação da função φ é muito menos drástica sobre cada um desses elementos [21, 22].

Para ilustrar tal procedimento, considere o domínio unidimensional Ω, definido pelo intervalo

z0 < z < zf , e dividido em M subdomínios ou “elementos finitos”, sendo que o comprimento do

e-ésimo elemento é le. Os pontos zI (I = 1, 2, 3, . . . , N) indicam a posição do I − ésimo nó global,

com z1 = z0 e zN = zf . Tanto os elementos quanto os nós são numerados da esquerda para direita,

como ilustra a Figura 2-5, sendo que os nós globais e locais (definidos no e-ésimo elemento) estão

relacionados por

ze1 = xe e ze2 = ze+1, (2.35)

para e = 1, 2, . . . ,M .

A partir da definição dos elementos, deve-se selecionar a função de interpolação, definida apenas

sobre o elemento finito; essas funções podem ser lineares, quadráticas, etc. Considerando-se funções

lineares, φ (z) pode ser definida no e-ésimo elemento como

φe (z) = ae + bez, (2.36)

onde ae e be são coeficientes a serem determinados. Para elementos lineares há dois nós associados a
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1 2 3 4 NN-1N-2N-3nó

MM-1M-2321elemento

z = z0 z = z
f

(a)

e

1 2

(b)

1 2 3 4 NN-1N-2N-3nó

MM-1M-2321elemento

z = z0 z = z
f

(a)

e

1 2

(b)

Figura 2-5: Domínio unidimensional subdividido emM elementos lineares. (a) elementos e nós globais.
(b) e-ésimo elemento linear com a respectiva numeração local.

cada elemento (nós locais): um nó localizado em z1e e o outro em z2e . Especificando (2.36) nesses dois

nós, tem-se ⎧
⎨
⎩

φe1 = ae + beze1

φe2 = ae + beze2
(2.37)

onde φe1 e φ
e
2 representam os valores de φ (z) nos pontos ze1 e z

e
2, respectivamente. Resolvendo (2.37)

para ae e be e substituindo em (2.36), obtém-se

φe (z) =
2X

j=1

Ne
j φ

e
j = [N

e]T [φe] = [φe]T [Ne] , (2.38)

onde Ne
1 e N

e
2 são as funções de interpolação ou funções de forma, definidas por

Ne
1 (z) =

ze2 − z

le
e Ne

2 (z) =
z − ze1
le

(2.39)

onde le = ze2 − ze1. Convém observar que Ne
j (z

e
i ) = δij , onde δij = 1 para i = j e δij = 0 para i 6= j,

como mostra a Figura 2-6.

N1
e

1 2

1

1 2

1

N2
eN1

e

1 2

1

N1
e

1 2

1

1 2

1

N2
e

1 2

1

N2
e

Figura 2-6: Funções de base lineares em um domínio unidimensional.

A partir da discretização do domínio Ω, o problema definido pela equação diferencial (2.18) pode

ser resolvido inicialmente no e-ésimo elemento, onde a solução é conhecida — definida por (2.38), e
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as funções de forma são facilmente determinadas. Uma vez conhecida a solução no e-ésimo elemento

finito, a solução sobre todo o domínio Ω pode ser determinada. Portanto, para o método de Galerkin,

a função-resíduo pode ser escrita, no e-ésimo elemento, como

r (φe) = L (φe)− f 6= 0.

Assim, neste elemento, tem-se o produto interno

Re
i =

Z

Ωe
Ne
i L{φ

e − f} dΩ i = 1, 2,

ou

Re
i =

Z

Ωe
Ne
i L
n
[Ne]T

o
dΩ [φe]− fNe

i dΩ i = 1, 2, (2.40)

onde we = Ne
i . A equação (2.40) pode ser escrita na forma matricial

[Re
i ] = K

e [φe]− [qe] (2.41)

onde

Re
i = [Re

1, R
e
2, ..., R

e
n]
T i = 1, 2, (2.42a)

Ke
i,j =

Z

Ωe
Ne
i L
n
[Ne]T

o
dΩ i, j = 1, 2, (2.42b)

qei =

Z

Ωe
fNe

i dΩ i = 1, 2, (2.42c)

e cuja solução determina a função φe (z).

A partir do sistema de equações (2.41) pode-se determinar a solução da equação (2.18) usando a

relação entre os nós locais e globais, definidos em (2.35). Desta forma, o produto interno RI , definido

em (2.31), pode ser escrito em função do produto interno elementar, na forma

RI =
MX

e=1

[Re] =
MX

e=1

(Ke [φe]− [qe]) = 0 I = 1, 2, . . .N , (2.43)

e portanto,

K [φ] = [q] , (2.44)

onde [φ] é um vetor N × 1 cujos elementos são as incógnitas a serem determinadas; os elementos da

matriz K são definidos por

KI,J =
MX

e=1

K
e I, J = 1, 2, . . . , N , (2.45a)
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e

qI =
MX

e=1

[qe] I,= 1, 2, . . . , N . (2.45b)

A solução do sistema de equações (2.44) encerra a solução da equação diferencial (2.18), uma vez que

φJ = φ (zJ)φ (z), sendo que zJ ∈ Ω.
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Capítulo 3

Modelamento Matemático do Guia

Anisotrópico

3.1 Introdução

O modelamento de estruturas ópticas anisotrópicas tem se apresentado como assunto recorrente

na literatura especializada [13, 14, 15, 16, 18, 28]. Tais estudos, no entanto, vêm sendo desenvolvidos

usando técnicas semi-analíticas e, por este motivo, limitados a meios de características simples. A

utilização de métodos numéricos possibilita estender os estudos já realizados, uma vez que permite o

estudo em meios com características diversas e geometrias mais complexas.

Este capítulo apresenta uma dedução detalhada, não disponível na literatura, das equações que

governam, da forma mais geral possível, a propagação de uma onda eletromagnética em domínios

bidimensionais completamente anisotrópicos. As equações, obtidas de forma unificada e compacta,

constituem o embasamento teórico para o modelo numérico a ser implementado e, conseqüentemente,

para o estudo das estruturas fotônicas planares que são o foco desta tese.

Com o objetivo de estudar o efeito que as características anisotrópicas do meio exercem sobre

a polarização da onda que nele se propaga, a equação de onda é decomposta em suas componentes

transversal e longitudinal à direção de propagação. Deste processo resulta um sistema acoplado de

equações diferenciais de segunda ordem, cujos campos magnéticos transversais à direção de propagação

são incógnitas a serem determinadas. Então, os métodos de Galerkin e dos elementos finitos são

aplicados ao sistema de equações, para viabilizar uma solução numérica para os campos magnéticos

transversais.

3.2 Equações da onda em coordenadas cartesianas generalizadas

Seja a estrutura óptica planar ilustrada na Figura 3-1, orientada sob o sistema de coordenadas

(i, j, k). Aqui, tal sistema representa, de forma generalizada, o sistema (x, y, z) de modo que, aplicando
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rotações cíclicas horárias, pode-se obter as seguintes relações:

(i, j, k) = (x, y, z) (3.1a)

(i, j, k) = (z, x, y) (3.1b)

(i, j, k) = (y, z, x) (3.1c)

meio anisotrópico

i

jkmeio anisotrópico

i

jk

i

jk

Figura 3-1: Ilustração de uma estrutura planar óptica.

Para que seja possível estudar o efeito que a anisotropia exerce sobre a polarização da luz, a

equação de onda deve ser decomposta nas suas componentes transversal e axial. Portanto, considere-

se as equações de Maxwell na sua forma pontual, em uma região livre de fontes,

∇× e = − ∂

∂t

³
=
µh
´
, (3.2a)

∇× h = ∂

∂t

³
=
�e
´
, (3.2b)

∇ ·
³
=
�e
´
= 0, (3.2c)

∇ ·
³
=
µh
´
= 0, (3.2d)

onde e = e (i, j, k, t) é o vetor campo elétrico, h = h (i, j, k, t) o vetor campo magnético,
=
� o tensor

permissividade elétrica e
=
µ o tensor permeabilidade magnética. Combinando as equações de Faraday

(3.2a) e Ampère (3.2b), e assumindo que o meio é invariante no tempo, obtém-se a equação vetorial

da onda, escrita em função dos campos elétrico,

∇×
∙
=

θr∇× e
¸
= −

=
�r
c2

∂2

∂t2
e, (3.3a)

ou do campo magnético,

∇×
∙
=

φr∇× h
¸
= −

=
µr
c2

∂2

∂t2
h, (3.3b)
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onde c = 1√
µ0�0

é a velocidade da luz no vácuo e

=

θr =
1
=
µr
,

=

φr =
1
=
�r
.

A generalização da equação da onda possibilita maior flexibilização na utilização dos algoritmos,

tanto para o campo elétrico e quanto para campo magnético h. Assim, assume-se que a equação da

onda pode ser escrita em função do campo vetorial f ,

∇×
∙
=

ζ r∇× f
¸
+

=

ξr
c2

∂2

∂t2
f = 0, (3.4)

tal que as equações (3.3a) e (3.3b) podem ser obtidas, considerando-se:

I. Caso Elétrico

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

f = e
=

ξr =
=
�r

=

ζ r =
=

θr =
1
=
µr

(3.5a)

II. Caso Magnético

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

f = h
=

ξr =
=
µr

=

ζ r =
=

φr =
1
=
�r

(3.5b)

De maneira geral, o meio de propagação pode ser definido pelo tensor
=

ξ , na forma

=

ξ = ξ0
=

ξr,

onde
=

ξ representa a permissividade
=
� ou a permeabilidade

=
µ. Considerado que não há variação

segundo a coordenada k (caso planar), embora o meio seja anisotrópico e espacialmente arbitrário,

será permitido apenas variação nas direções i e j. Assim, o tensor
=

ξr pode ser definido como

=

ξr =

⎡
⎢⎢⎣

ξii (i, j) ξij (i, j) ξik (i, j)

ξji (i, j) ξjj (i, j) ξjk (i, j)

ξki (i, j) ξkj (i, j) ξkk (i, j)

⎤
⎥⎥⎦ . (3.6)

Utilizando notação diádica [23], o tensor
=

ξr pode ser decomposto em termos de suas componentes
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transversal (i, j) e axial (k), conforme segue:

=

ξr =
=

ξT + ξji
∧
k +

∧
kξij + ξkk

∧
k
∧
k, (3.7a)

=

ξT =

⎡
⎣ ξii (i, j) ξij (i, j)

ξji (i, j) ξjj (i, j)

⎤
⎦ , (3.7b)

ξji = ξki (i, j)
∧
i + ξkj (i, j)

∧
j, (3.7c)

ξij = ξik (i, j)
∧
i + ξjk (i, j)

∧
j. (3.7d)

Uma vez determinada a equação de onda (3.4), é necessário decompô-la em suas componentes

transversal e axial. O desenvolvimento descrito a seguir apresenta, de forma detalhada, tal decom-

posição.

Assumindo uma geometria planar, e considerando que não há variação ao longo da direção k, isto

é,
∂

∂k
= 0, pode-se reescrever a equação (3.4) na forma

∇T ×

∙
=

ζ r∇T × (fT + fk)

¸
+

=

ξr
c2

∂2

∂t2
(fT + fk) = 0, (3.8)

onde fT = fi
∧
i + fj

∧
j é a componente transversal do campo vetorial f , fk = fk

∧
k sua componente axial e

∇T =
∂

∂i

∧
i +

∂

∂j

∧
j.

Para trabalhar o primeiro termo da equação (3.8), faz-se uso da equação (3.7a)

=

ζ r∇T × (fT + fk)=

∙
=

ζT + ζji
∧
k +

∧
kζij + ζkk

∧
k
∧
k

¸
· [∇T × fT +∇T × fk] ,

e das equações (3.7c)-(3.7d), obtém-se

=

ζ r∇T × (fT + fk) =
=

ζT∇T × fT + ζji
∧
k ·∇T × fT +

∧
kζij ·∇T × fT + ζkk

∧
k
∧
k ·∇T × fT +

+
=

ζT∇T × fk + ζji
∧
k ·∇T × fk +

∧
kζij ·∇T × fk + ζkk

∧
k
∧
k ·∇T × fk. (3.9)

Sabendo que,

∇T × fT =
∧
k

∙
∂fj
∂i
− ∂fi

∂j

¸
, (3.10a)

∇T × fk =
∧
i
∂fk
∂j
−
∧
j
∂fk
∂i
, (3.10b)
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então,
=

ζT∇T × fT =
∧
kζij ·∇T × fT = ζji

∧
k ·∇T × fk = ζkk

∧
k
∧
k ·∇T × fk = 0. (3.10c)

Utilizando as relações (3.10a)-(3.10c), a equação (3.9) pode ser escrita como

=

ζ r∇T × (fT + fk) =
=

ζT∇T × fk + ζji

µ∧
k ·∇T × fT

¶
+

+
∧
k
¡
ζij ·∇T × fk

¢
+ ζkk

∧
k

µ∧
k ·∇T × fT

¶
. (3.11)

A equação (3.11) pode ser simplificada utilizando as relações vetoriais

ζji

µ∧
k ·∇T × fT

¶
= ζ0ji ×∇T × fT , (3.12a)

e
∧
k
¡
ζij ·∇T × fk

¢
= ζ0ij ×∇T × fk, (3.12b)

onde os vetores ζ0ij e ζ
0
ji são definidos por

ζ0ij = ζkj
∧
i − ζki

∧
j, (3.13a)

ζ0ji = −ζjk
∧
i + ζik

∧
j. (3.13b)

Desta maneira, a equação (3.11) pode ser reescrita, de forma compacta, como

=

ζ r∇T × (fT + fk) =
=

ζT∇T × fk + ζ0ji ×∇T × fT + ζ0ij ×∇T × fk + ζkk∇T × fT . (3.14)

Aplicando rotacional na equação (3.14),

∇T ×

∙
=

ζ r∇T × (fT + fk)

¸
= ∇T ×

∙
=

ζT∇T × fk + ζ0ji ×∇T × fT + ζ0ij ×∇T × fk + ζkk∇T × fT

¸
.

e observando que, aplicando operações vetoriais, os termos

∇T × [ζkk∇T × fT ],

∇T ×
£
ζ0ij ×∇T × fk

¤ (3.15a)

possuem somente componentes nas direções i e j, enquanto que

∇T ×

∙
=

ζT∇T × fk

¸
,

∇T ×
£
ζ0ji ×∇T × fT

¤ (3.15b)

possuem apenas componentes na direção k. Desta forma, a equação (3.14) pode ser decomposta nas
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componentes

∙
∇T ×

=

ζ r∇× f
¸

T

= ∇T ×
£
ζ0ij ×∇T × fk + ζkk∇T × fT

¤
, (3.16a)

∙
∇T ×

=

ζ r∇× f
¸

k

= ∇T ×

∙
=

ζT∇T × fk + ζ0ji ×∇T × fT

¸
, (3.16b)

onde o índices T e k, indicam as componentes transversal e axial, respectivamente.

Da mesma forma, o segundo termo da equação (3.8), associado à derivada temporal, pode ser

decomposto em componentes transversal e axial. Assim, se

=

ξr
∂2

∂t2
f =

=

ξr

∙
∂2

∂t2
fT +

∂2

∂t2
fk

¸
, (3.17)

fazendo uso da equação (3.7a), pode-se escrever a equação (3.17) na forma

=

ξr

∙
∂2

∂t2
fT +

∂2

∂t2
fk

¸
=

∙
=

ξT + ξji
∧
k +

∧
kξij + ξkk

∧
k
∧
k

¸ ∙
∂2

∂t2
fT +

∂2

∂t2
fk

¸
. (3.18)

Expandindo, termo a termo, a equação (3.18),

=

ξr

∙
∂2

∂t2
fT +

∂2

∂t2
fk

¸
=

=

ξT ·
∂2

∂t2
fT +

∧
kξij ·

∂2

∂t2
fT + ξji

∧
k ·

∂2

∂t2
fT + ξkk

∧
k
∧
k ·

∂2

∂t2
fT +

+
=

ξT ·
∂2

∂t2
fk +

∧
kξij ·

∂2

∂t2
fk + ξji

∧
k ·

∂2

∂t2
fk + ξkk

∧
k
∧
k ·

∂2

∂t2
fk,

e considerando que o produto escalar entre suas componentes ortogonais é nulo, isto é,

ξji
∧
k ·

∂2

∂t2
fT = ξkk

∧
k
∧
k ·

∂2

∂t2
fT =

=

ξT ·
∂2

∂t2
fk =

∧
kξij ·

∂2

∂t2
fk = 0,

pode-se decompor a equação (3.18) em suas componentes transversal e axial.

∙
=

ξT
∂2

∂t2
f

¸

T

=
=

ξT ·
∂2

∂t2
fT + ξji

∧
k ·

∂2

∂t2
fk, (3.19a)

∙
=

ξr
∂2

∂t2
f

¸

k

=
∧
kξij ·

∂2

∂t2
fT + ξkk

∧
k
∧
k ·

∂2

∂t2
fk. (3.19b)

Assim, a partir das equações (3.16) e (3.19), a equação de onda (3.4) pode ser decomposta nas

componentes transversal e axial, respectivamente, como mostram as equações a seguir.

∇T × ζ0ij ×∇T × fk +∇T × ζkk∇T × fT +
1

c2

∙
=

ξT ·
∂2fT
∂t2

+
∂2fk
∂t2

ξji

¸
= 0, (3.20a)

∇T ×
=

ζT∇T × fk +∇T × ζ0ji ×∇T × fT +
1

c2

∙
ξkk

∂2fk
∂t2

+ ξij ·
∂2fT
∂t2

∧
k

¸
= 0. (3.20b)
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3.3 Equações da onda para o guia unidimensional

A flexibilidade do sistema de equações (3.20) permite obter a solução da equação da onda em

função do campo elétrico ou do campo magnético, possibilitanto o estudo da propagação da onda em

materiais com anisotropia elétrica e/ou magnética. Neste trabalho estudadou-se guias unidimensionais,

cuja ilustração é apresentada na Figura 3-2, compostos de materiais estratificados não-magnéticos e

com anisotropia elétrica transversal. Além disso, o campo magnético é utilizado para descrever o

problema físico em questão.

i

jk

i

jk

i

jk

Figura 3-2: Ilustração de um guia unidimensional.

A partir das considerações acima, os tensores
=
µr e

=
�r, que caracterizam o material, podem ser

descritos como,

=
µr =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ , (3.21a)

=
�r =

⎡
⎢⎢⎣

�ii 0 �ik

0 �jj 0

�ki 0 �kk

⎤
⎥⎥⎦ , (3.21b)

e,

=

φr =
1
=
�r
=

⎡
⎢⎢⎣

φii 0 φik

0 φjj 0

φki 0 φkk

⎤
⎥⎥⎦ . (3.21c)

Utilizando as relações definidas pela equação (3.5b), tem-se que

=

ξr =
=
µr,

=

ζ r =
=

φr,
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e, portanto,

=

ζT =
=

φT = φii (i, j)
∧
i
∧
i + φjj (i, j)

∧
j
∧
j, (3.22a)

ζ0ij = φ0ij = −φki
∧
j, (3.22b)

ζ0ji = φ0ji = φik
∧
j. (3.22c)

Tomando j como a direção de propagação, a geometria unidimensional é caracterizada pela condição

∂

∂k
=

∂

∂i
= 0,

as equações (3.20a)-(3.20b) podem ser reescritas na forma:

µ
∂

∂j
φkk

∂fi
∂j
− ∂

∂j
φki

∂fk
∂j
− 1

c20

∂2fi
∂t2

¶ ∧
i = 0, (3.23a)

µ
∂

∂j
φii

∂fk
∂j
− ∂

∂j
φik

∂fi
∂j
− 1

c2
0

∂2fk
∂t2

¶ ∧
k = 0, (3.23b)

µ
∂2fj
∂t2

¶ ∧
j = 0. (3.23c)

As equações (3.23) descrevem a propagação da onda em uma estrutura unidimensional com anisotro-

pia elétrica transversal à direção de propagação. Contudo, a equação (A.5b), disponível no Apêndice

A, mostra que ∂fj
∂t = 0 em materiais com anisotropia transversal e, portanto, a componente fj é invari-

ante no tempo. Assim, a partir da equação (3.23), observa-se que esta componente de campo jamais

se acopla às outras. Baseado nas considerações anteriores pode-se afirmar que o valor do campo fj na

entrada do guia, no instante inicial, mantém-se invariante durante toda a propagação. No método dos

elementos finitos em duas dimensões, os elementos de aresta de mais baixa ordem apresentam divergên-

cia nula e, portanto, são indicados para resolver problemas onde o campo é solenoidal [21]. Entretanto,

as equações (A.9) mostram que, a rigor, apenas o campo magnético é soleinoidal. Desta forma, mesmo

analisando estruturas planares unidimensionais, tomou-se o campo magnético para descrever o com-

portamento das estruturas fotônicas anisotrópicas a serem estudadas, muito embora o campo elétrico

pudesse ser utilizado. Assim, as equações (3.23a) e (3.23b), reduzem-se, respectivamente, a

∂

∂j
φkk

∂hi
∂j
− ∂

∂j
φki

∂hk
∂j
− 1

c20

∂2hi
∂t2

= 0, (3.24a)

− ∂

∂j
φik

∂hi
∂j

+
∂

∂j
φii

∂hk
∂j
− 1

c20

∂2hk
∂t2

= 0, (3.24b)

onde

h = hi
∧
i + hj

∧
j + hk

∧
k (3.25a)
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e

hi = hi (j, t) , (3.25b)

hk = hk (j, t) . (3.25c)

Assumindo que os campos possuem variação temporal harmônica, na forma exp (jωt), as equações

(3.24) podem ser escritas no domínio da freqüência, como

∂

∂j
φkk

∂Hi

∂j
− ∂

∂j
φki

∂Hk

∂j
= −κ20Hi, (3.26a)

− ∂

∂j
φik

∂Hi

∂j
+

∂

∂j
φii

∂Hk

∂j
= −κ20Hk, (3.26b)

onde

κ0 =
ω

c

é o número de onda do vácuo e Hi, Hk os fasores campo magnético, tal que

Hi = Hi (j) ,

Hk = Hk (j) .

Orientando o sistema de coordenadas segundo a relação (3.1c), as equações que governam a propa-

gação da onda podem ser expressas no sistema de coordenadas cartesiano, tal que

(i, j, k) = (y, z, x) .

Assim,

=

φr =

⎡
⎢⎢⎣

φxx (z) φxy (z) 0

φyx (z) φyy (z) 0

0 0 φzz (z)

⎤
⎥⎥⎦ , (3.27)

e as equações (3.26) são transcritas na forma

∂

∂z
φxx

∂Hy

∂z
− ∂

∂z
φxy

∂Hx

∂z
= −κ20Hy, (3.28a)

− ∂

∂z
φyx

∂Hy

∂z
+

∂

∂z
φyy

∂Hx

∂z
= −κ20Hx, (3.28b)

onde

Hx = Hx (z) ,

Hy = Hy (z) .
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3.4 Discretização da equação de onda pelo método de Galerkin

A solução do sistema de equações (3.28) pelo método dos elementos finitos exige que as equações

sejam escritas sob forma de integral. O método de Galerkin define os resíduos, R1 e R2, referentes às

equações (3.28a) e (3.28b), respectivamente, sob a forma integral [21],

R1 =

LZ

0

∙
∂

∂z
φxx

∂Hy

∂z
− ∂

∂z
φxy

∂Hx

∂z
+ κ20Hy

¸
wdz, (3.29a)

R2 =

LZ

0

∙
− ∂

∂z
φyx

∂Hy

∂z
+

∂

∂z
φyy

∂Hx

∂z
+ κ20Hx

¸
wdz, (3.29b)

onde w = w (z) é a função-peso, definida sobre o domínio [0, L]. A formulação fraca de Galerkin é

obtida integrando, por partes, as equações (3.29). Assim, obtém-se:

R1 =

LZ

0

∙
−φxx

∂Hy

∂z

∂w

∂z
+ κ20Hyw

¸
dz +

LZ

0

φxy
∂Hx

∂z

∂w

∂z
dz + φxxw

∂Hy

∂z

¯̄
¯̄
L

0

− φxyw
∂Hx

∂z

¯̄
¯̄
L

0

, (3.30a)

e

R2 =

LZ

0

∙
−φyy

∂Hx

∂z

∂w

∂z
+ κ20Hxw

¸
dz +

LZ

0

φyx
∂Hy

∂z

∂w

∂z
dz + φyyw

∂Hx

∂z

¯̄
¯̄
L

0

− φyxw
∂Hy

∂z

¯̄
¯̄
L

0

. (3.30b)

As incógnitas Hx e Hy, soluções do sistema (3.29), são definidas, de forma aproximada, como uma

combinação linear,

Hx =
NX

J=1

NJ (z) axJ , (3.31a)

Hy =
NX

J=1

NJ (z) ayJ , (3.31b)

e a função-peso é escolhida, tal que

w = NI (z) . (3.32)

Aqui, N é número de pontos sobre o domínio [0, L]NJ (z) são funções de interpolação definidas em todo

o domínio [0, L], normalmente funções polinomiais; axJ e ayJ são coeficientes constantes, determinados

a partir do sistema de equações (3.30), sob a condição:

R1 = R2 = 0. (3.33)

Desta forma, utilizando (3.31), (3.32) e assumindo a condição (3.33), as equações (3.30) podem ser

27



reescritas como:

0 =
NX

J=1

ayJ

LZ

0

∙
−φxx

∂NI

∂z

∂NJ

∂z
+ κ20NINJ

¸
dz +

NX

J=1

axJ

LZ

0

φxy
∂NI

∂z

∂NJ

∂z
dz +

+ φxxNI
∂Hy

∂z

¯̄
¯̄
L

0

− φxyNI
∂Hx

∂z

¯̄
¯̄
L

0

, (3.34a)

0 =
NX

J=1

axJ

LZ

0

∙
−φyy

∂NI

∂z

∂NJ

∂z
+ κ20NINJ

¸
dz +

NX

J=1

ayJ

LZ

0

φyx
∂NI

∂z

∂NJ

∂z
dz +

+ φyyNI
∂Hx

∂z

¯̄
¯̄
L

0

− φyxNI
∂Hy

∂z

¯̄
¯̄
L

0

. (3.34b)

O sistema de equações (3.34) encerra um problema de condição de contorno, cuja solução, as

constantes axJ e ayJ , determinam a solução da equação de onda (3.28). Para a solução, aplica-se

no sistema (3.34) o método dos elementos finitos, onde o domínio [0, L] é dividido em M pequenos

subdomínios — denominados elementos finitos, tal que o número deM = N −1, onde N é o número de

pontos sobre o domínio [0, L]. Este procedimento permite definir funções de interpolação mais simples

sobre cada subdomínio, facilitando, assim, a solução do problema. O método dos elementos finitos

permite representar a solução global Hx e Hy, definida sobre [0, L], em função de suas componentes

elementares, na forma

Hx =
MX

e=1

He
x, (3.35a)

Hx =
MX

e=1

He
y . (3.35b)

Aqui, He
x e H

e
y são os campos magnéticos definidos no e-ésimo elemento finito e obtidos a partir da

combinação linear

He
x =

2X

j=1

Ne
j (z) a

e
xj , (3.36a)

He
y =

2X

j=1

Ne
j (z) a

e
yj ; (3.36b)

Ne
j são funções conhecidas, denominadas funções de forma, definidas sobre o domínio do e-ésimo

elemento finito — (ze1, z
e
2) ; a

e
xj , a

e
yj são incógnitas a serem determinadas [21]. Da mesma maneira, a
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função-peso é definida no e-ésimo elemento, tal que

we =
2X

i=1

Ne
i (z) . (3.37)

A partir dessas considerações, os resíduos R1 e R2 podem ser particularizados para o e-ésimo elemento,

e escritos em função dos coeficientes aex e a
e
y.

Re
1,i =

2X

j=1

aeyi

ze
2Z

ze
1

∙
−φexx

∂Ne
i

∂z

∂Ne
j

∂z
+ κ20N

e
i N

e
j

¸
dz +

2X

J=1

aexj

ze
2Z

ze
1

φexy
∂Ne

i

∂z

∂Ne
j

∂z
dz +

+ φexxN
e
i

∂He
y

∂z

¯̄
¯̄
ze
2

ze
1

− φexyN
e
i

∂He
x

∂z

¯̄
¯̄
ze
2

ze
1

, (3.38a)

Re
2,i =

2X

j=1

aexj

ze
2Z

ze
1

∙
−φeyy

∂Ne
i

∂z

∂Ne
j

∂z
+ κ20N

e
i N

e
j

¸
dz +

2X

j=1

aeyi

ze
2Z

ze
1

φeyx
∂Ne

i

∂z

∂Ne
j

∂z
dz +

+ φeyyN
e
i

∂He
x

∂z

¯̄
¯̄
ze
2

ze
1

− φeyxN
e
i

∂He
y

∂z

¯̄
¯̄
ze
2

ze
1

, (3.38b)

para i = 1, 2.

O sistema de equações (3.38) pode ser escrito em linguagem compacta, sob a forma matricial,

K
e
xx

£
aey
¤
+Ke

xy [a
e
x] + [g

e
x] = 0, (3.39a)

K
e
yx

£
aey
¤
+Ke

yy [a
e
x] +

£
gey
¤
= 0, (3.39b)

onde Ke
xx, K

e
xy, K

e
yx, K

e
yx são matrizes de dimensão 2× 2, definidas por

K
e
xx =

2X

j=1

aeyi

ze
2Z

ze
1

∙
−φexx

∂Ne
i

∂z

∂Ne
j

∂z
+ κ20N

e
i N

e
j

¸
dz, i = 1, 2, (3.40a)

K
e
yy =

2X

j=1

aexj

ze
2Z

ze
1

∙
−φeyy

∂Ne
i

∂z

∂Ne
j

∂z
+ κ20N

e
i N

e
j

¸
dz, i = 1, 2, (3.40b)

K
e
xy =

2X

J=1

aexj

ze
2Z

ze
1

φexy
∂Ne

i

∂z

∂Ne
j

∂z
dz, i = 1, 2, (3.40c)

K
e
yx =

2X

j=1

aeyi

ze
2Z

ze
1

φeyx
∂Ne

i

∂z

∂Ne
j

∂z
dz; i = 1, 2; (3.40d)
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[gex] e
£
gey
¤
são vetores de dimensão 2× 1, tal que

[gex] = [g
e
xx]−

£
gexy
¤
, (3.41a)

£
gey
¤
=
£
geyy
¤
−
£
geyx
¤
, (3.41b)

e

[gexx] = φexxN
e
i

∂He
y

∂z

¯̄
¯̄
ze
2

ze
1

, (3.42a)

£
gexy
¤
= φexyN

e
i

∂He
x

∂z

¯̄
¯̄
ze
2

ze
1

, (3.42b)

£
geyy
¤
= φeyyN

e
i

∂He
x

∂z

¯̄
¯̄
ze
2

ze
1

, (3.42c)

£
geyx
¤
= φeyxN

e
i

∂He
y

∂z

¯̄
¯̄
ze
2

ze
1

; (3.42d)

£
aey
¤
, [aex] são vetores de dimensão 2× 1.

Assim, uma vez definido o sistema de equações em cada elemento e considerando que o domínio

[0, L] é composto por M elementos finitos, a solução global é definida a partir de (3.39), como

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

MX

e=1

¡
K
e
xx

£
aey
¤
+Ke

xy [a
e
x] + [g

e
x]
¢
= [0]

MX

e=1

¡
K
e
yx

£
aey
¤
+Ke

yy [a
e
x] +

£
gey
¤¢
= [0]

, (3.43)

ou simplesmente, ⎧
⎨
⎩
Kxx [ay] +Kxy [ax] + [gx] = 0

Kyx [ay] +Kyy [ax] + [gy] = 0,
(3.44)

onde

K =
MX

e=1

K
e, (3.45a)

[a] =
MX

e=1

[ae] , (3.45b)

[g] =
MX

e=1

[ge] . (3.45c)

O sistema de equações (3.44) é um sistema linear, sendo que K é uma matriz quadrada de dimensão

N ×N e os vetores [a] e [g] são vetores coluna de dimensão N ×N , onde N =M + 1.

As matrizes Ke, definidas a partir da função de interpolação escolhida, estão apresentadas no

Apêndice A. Os vetores [g] estabelecem as condições de contorno do problema a ser resolvido, como
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mostram as equações (3.42) e (3.45c). Assim, se

φeNe
i

dHe

dz

¯̄
¯̄
ze
2

ze
1

= φeNe
i (z

e
2)

dHe

dz

¯̄
¯̄
ze
2

− φeNe
i (z

e
1)

dHe

dz

¯̄
¯̄
ze
1

, e = 1, 2, ..., M , (3.46)

e sabendo que
µ
φe

dHe

dz

¶
é contínua em qualquer ponto zi [21], então,

∓φedH
e

dz

¯̄
¯̄
zei

= 0, para i = 2, 3, ..., N − 1.

Como a função de forma é definida, sobre o e-ésimo elemento finito, tal que

Ne
i = 1 para i = 1, 2,

então,

φ1N1
i

dH1

dz

¯̄
¯̄
z=z1

1

= α (0)
dp

dz

¯̄
¯̄
z=0

(3.47a)

e

φMNM
i

dHM

dz

¯̄
¯̄
z=zM

2

= α (L)
dp

dz

¯̄
¯̄
z=L

. (3.47b)

A partir dos resultados apresentados em (3.47), os vetores [g] podem ser reescritos a partir das

derivadas direcionais dos campos Hx e Hy, nos contorno z = 0 e z = L, conforme abaixo,

[gx] =

∙µ
− φxx

∂Hy

∂z

¯̄
¯̄
z=0

+ φxy
∂Hx

∂z

¯̄
¯̄
z=0

¶
, . . . ,

µ
φxx

∂Hy

∂z

¯̄
¯̄
z=L

− φxy
∂Hx

∂z

¯̄
¯̄
z=L

¶¸
, (3.48a)

[gy] =

∙µ
− φyy

∂Hx

∂z

¯̄
¯̄
z=0

+ φyx
∂Hy

∂z

¯̄
¯̄
z=0

¶
, . . . ,

µ
φyy

∂Hx

∂z

¯̄
¯̄
z=L

− φyx
∂Hy

∂z

¯̄
¯̄
z=L

¶¸
. (3.48b)

3.5 Condições de contorno

A solução fechada do sistema de equações (3.44) só pode ser obtida a partir da determinação das

condições de Neumann nos contornos z = 0 e z = L, conforme mostram as equações (3.48a) e (3.48b).

Como ilustra a Figura 3-3, o guia anisotrópico estratificado, definido na região 0 < z < L, é

caracterizado pelo tensor
=
�2 (z) e é cercado pelas regiões anterior (z < 0) e posterior (z > L) — ambas

compostas de materiais anisotrópicos, caracterizados pelos tensores
=
�1 (z) e

=
�3 (z), respectivamente.

As condições de Neumann, para o campo magnético, serão obtidas a partir das condições de contorno,

que impõem a continuidade dos campos tangenciais em uma interface livre de cargas. A continuidade

dessas componentes tangenciais pode ser definida matematicamente, nos contornos z = 0 e z = L,
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Figura 3-3: Ilustração do guia anisotrópico de característica dielétrica
=
�2 (z) e envolvido pelos meios

=
�1 (z) e

=
�3 (z).

como

∂ek

∂t

¯̄
¯̄
z=0

=
∧
z ×

µ
1
=
�2
∇× h

¶¯̄
¯̄
z=0

, (3.49a)

∂ek

∂t

¯̄
¯̄
z=L

=
∧
z ×

µ
1
=
�2
∇× h

¶¯̄
¯̄
z=L

, (3.49b)

onde, ek = ek (x, y, z, t) é a componente do campo elétrico tangencial à fronteira, h = h (x, y, z, t) é o

campo magnético e
∧
z o vetor unitário normal à interface de separação.

Neste trabalho foram analisados materiais não-magnéticos e com anisotropia elétrica transversal.

Desta forma, em qualquer uma das regiões, o tensor permeabilidade relativa é escalar e unitário,
=
µr = 1, enquanto a permissividade relativa pode ser representada pelo tensor

=
�r, onde

=
�r =

⎡
⎢⎢⎣

�xx (z) �xy (z) 0

�yx (z) �yy (z) 0

0 0 �zz (z)

⎤
⎥⎥⎦ .

O tensor
=

φr, definido na equação (3.21c), pode ser escrito como

=

φr =

⎡
⎢⎢⎣

φxx (z) φxy (z) 0

φyx (z) φyy (z) 0

0 0 φzz (z)

⎤
⎥⎥⎦ .
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Assim, a região anterior — z < 0, é caracterizada pelo tensor
=

φ
1

r, tal que

=

φ
1

r =
1
=
�
1

r

=

⎡
⎢⎢⎣

φ1xx (z) φ1xy (z) 0

φ1yx (z) φ1yy (z) 0

0 0 φ1zz (z)

⎤
⎥⎥⎦ ; (3.50a)

para a região 0 < z < L,

=

φ
2

r =
1
=
�
2

r

=

⎡
⎢⎢⎣

φ2xx (z) φ2xy (z) 0

φ2yx (z) φ2yy (z) 0

0 0 φ2zz (z)

⎤
⎥⎥⎦ ; (3.50b)

e para a região posterior — z > L,

=

φ
3

r =
1
=
�
3

r

=

⎡
⎢⎢⎣

φ3xx (z) φ3xy (z) 0

φ3yx (z) φ3yy (z) 0

0 0 φ3zz (z)

⎤
⎥⎥⎦ . (3.50c)

A partir das equações (3.50a) e (3.50b), a equação (3.49a), que define a continuidade das compo-

nentes tangenciais do campo elétrico no contorno z = 0, pode ser escrita, no domínio da freqüência,

como
∧
z ×

∙
=

φ
1

r∇×H1

¸
=
∧
z ×

∙
=

φ
2

r∇×H2

¸
, (3.51)

ondeH1 é o fasor campo magnético na região z < 0,H2 é o fasor campo magnético na região 0 < z < L.

Da mesma forma, utilizando as equações (3.50b) e (3.50c), a continuidade das componentes tangenciais

do campo elétrico em z = L, definida pela equação (3.49b), pode ser expressa, na forma fasorial, como

∧
z ×

∙
=

φ
2

r∇×H2

¸
=
∧
z ×

∙
=

φ
3

r∇×H3

¸
, (3.52)

onde H3 é o fasor campo magnético na região z > L.

Assumindo que o guia é excitado por uma onda linearmente polarizada, e tendo em vista que não há

acoplamento da componente hz, conforme discutido no capítulo anterior, pode-se assumir que o campo

magnético, que constitui a onda que incide na fronteira z = 0, é composto apenas das componentes

transversais à direção de propagação, isto é,

hx (x, y, z, 0) 6= 0, (3.53a)

hy (x, y, z, 0) 6= 0, (3.53b)

hz (x, y, z, 0) = 0. (3.53c)

33



Na forma fasorial, esses campos podem ser escritos como

H1 = H1
x
∧
x+H1

y
∧
y, (3.54)

e

H2 = H2
x
∧
x+H2

y
∧
y, (3.55)

onde H1
x e H

1
y são as componentes do campo magnético na região z < 0, definidas no Apêndice B,

e H2
x, H

2
y são as componentes do campo magnético interior da estrutura anisotrópica, incógnitas a

serem determinadas. A partir da discussão anterior, pode-se afirmar que a onda transmitida para a

região z > L possui, de forma geral, polarização circular e seu campo magnético pode ser escrito na

forma

H3 = H3
x
∧
x+H3

y
∧
y,

onde H3
x e H

3
y , componentes transversais do campo magnético, foram definidas no Apêndice B.

Assim, a partir da equação de continuidade (3.51), considerando (3.50a), (3.50b), (3.54) e (3.55),

as condições de Neumann para os campos H2
x, H

2
y , na fronteira z = 0, podem ser obtidas como função

dos campos H1
x e H

1
y , tal que

∂H2
y

∂z

¯̄
¯̄
¯
z=0

= Γ01
∂H1

y

∂z

¯̄
¯̄
¯
z=0

+ Γ02
∂H1

x

∂z

¯̄
¯̄
z=0

, (3.56a)

∂H2
x

∂z

¯̄
¯̄
z=0

= Γ03
∂H1

y

∂z

¯̄
¯̄
¯
z=0

+ Γ04
∂H1

x

∂z

¯̄
¯̄
z=0

, (3.56b)

onde os coeficientes Γ0 são definidos como

Γ01 = −
1

∆0
¡
φ2xyφ

1
yx − φ2yyφ

1
xx

¢¯̄
z=0

, (3.57a)

Γ02 = −
1

∆0
¡
φ2yyφ

1
xy − φ2xyφ

1
yy

¢¯̄
z=0

, (3.57b)

Γ03 = −
1

∆0
¡
φ2xxφ

1
yx − φ2yxφ

1
xx

¢¯̄
z=0

, (3.57c)

Γ04 = −
1

∆0
¡
φ2yxφ

1
xy − φ2xxφ

1
yy

¢¯̄
z=0

, (3.57d)

e

∆0 =
¡
φ2xxφ

2
yy − φ2xyφ

2
yx

¢¯̄
z=0

. (3.57e)

Da mesma forma, as condições de Neumann para os campos H2
x, H

2
y , na fronteira z = L, podem ser

obtidas como função dos campos H3
x e H

3
y , tal que
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∂H2
y

∂z

¯̄
¯̄
¯
z=L

= ΓL1
∂H3

y

∂z

¯̄
¯̄
¯
z=L

+ ΓL2
∂H3

x

∂z

¯̄
¯̄
z=L

, (3.58a)

∂H2
x

∂z

¯̄
¯̄
z=L

= ΓL3
∂H3

y

∂z

¯̄
¯̄
¯
z=L

+ ΓL4
∂H3

x

∂z

¯̄
¯̄
z=L

, (3.58b)

onde os coeficientes ΓL são definidos como

ΓL1 = − 1

∆L

¡
φ2xyφ

3
yx − φ2yyφ

3
xx

¢¯̄
z=L

, (3.59a)

ΓL2 = − 1

∆L

¡
φ2yyφ

3
xy − φ2xyφ

3
yy

¢¯̄
z=L

, (3.59b)

ΓL3 = − 1

∆L

¡
φ2xxφ

3
yx − φ2yxφ

3
xx

¢¯̄
z=L

, (3.59c)

ΓL4 = − 1

∆L

¡
φ2yxφ

3
xy − φ2xxφ

3
yy

¢¯̄
z=L

, (3.59d)

e

∆L =
¡
φ2xxφ

2
yy − φ2xyφ

2
yx

¢¯̄
z=L

. (3.59e)

As derivadas dos campos H1
x, H

1
y , H

3
x e H

3
y podem ser obtidas, a partir das equações (B.17) e

(B.20),
∂H1

x (z)

∂z

¯̄
¯̄
z=0

=
1

2
∆γ+1 H

1
x (0)− j

1

2
∆γ−1 H

1
y (0) + jH0∆γ

−
1 , (3.60a)

∂H1
y (z)

∂z

¯̄
¯̄
¯
z=0

= j
1

2
∆γ−1 H

1
x (0) +

1

2
∆γ+1 H

1
y (0) +H0∆γ

+
1 , (3.60b)

∂H3
x (z)

∂z

¯̄
¯̄
z=L

= −1
2
∆γ+

3
H3
x (L) + j

1

2
∆γ−

3
H3
y (L) , (3.60c)

∂H3
y (z)

∂z

¯̄
¯̄
¯
z=L

= −j 1
2
∆γ−3 H

3
x (L)−

1

2
∆γ+3 H

3
y (L) , (3.60d)

onde H1
x (0), H

1
y (0), H

3
x (L) e H

3
y (L) são incógnitas a serem determinadas.

É conveniente observar que os campos em qualquer ponto do domínio são incógnitas a serem

determinadas e, portanto, os índices que identificam os campos em cada uma das regiões podem ser

suprimidos. Contudo, as equações (3.35) e (3.36) apresentam os campos magnéticos escritos como

função das incógnitas aex e a
e
y, sob a combinação linear,

Hx (z) =
MX

e=1

2X

j=1

Ne
j (z) a

e
xj

Hy (z) =
MX

e=1

2X

j=1

Ne
j (z) a

e
yj .
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Contudo, conforme mostrado no Capítulo 2, as funções de forma são unitárias nos nós locais, isto é,

N1
1 (0) = NM

2 (L) = 1.

Assumindo ainda que,

a1x1 = ax1,

a1y1 = ay1,

aMx2 = axN ,

aMy2 = ayN ,

então, os campos Hx e Hy nos contornos podem ser escritos em função das incógnitas ax e ay, respec-

tivamente, tal que:

Hx (0) = ax1,

Hy (0) = ay1,

Hx (L) = axN ,

Hy (L) = ayN .

A partir dessas considerações, as equações (3.60) podem ser reescritas como

∂H1
x (z)

∂z

¯̄
¯̄
z=0

=
1

2
∆γ+1 ax1 − j

1

2
∆γ−1 ay1 + jH0∆γ

−
1 , (3.61a)

∂H1
y (z)

∂z

¯̄
¯̄
¯
z=0

= j
1

2
∆γ−1 ax1 +

1

2
∆γ+1 ay1 +H0∆γ

+
1 , (3.61b)

∂H3
x (z)

∂z

¯̄
¯̄
z=L

= −1
2
∆γ+

3
axN + j

1

2
∆γ−

3
ayN , (3.61c)

∂H3
y (z)

∂z

¯̄
¯̄
¯
z=L

= −j 1
2
∆γ−3 axN −

1

2
∆γ+3 ayN , (3.61d)

Utilizando as equações (3.56), (3.58), (3.61) e as condições de Neumann nas fronteiras que de-

limitam o guia anisotrópico, os vetores [g], que estabelecem as condições de contorno para o sistema

(3.44), são, finalmente, determinados como função dos coeficientes ay1, ax1, ayN e axN , na forma

[gx] = P 0y ay1 + P 0xax1 + P 0H0, . . . , P
L
y ayN + PL

x axN , (3.62a)

[gy] = Q0yay1 +Q0xax1 +Q0H0, . . . , Q
L
y ayN +QL

xaxN , (3.62b)

onde

P 0y =
1

2∆0
£
j∆γ−1

¡
φ2xxΓ

0
2 − φ2xyΓ

0
4

¢
+∆γ+1

¡
−φ2xxΓ01 + φ2xyΓ

0
3

¢¤
, (3.63a)
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P 0x =
1

2∆0
£
j∆γ−1

¡
−φ2xxΓ01 − φ2xyΓ

0
3

¢
+∆γ+1

¡
−φ2xxΓ02 + φ2xyΓ

0
4

¢¤
, (3.63b)

PL
y =

1

2∆L

£
j∆γ−3

¡
−φ2xxΓL2 − φ2xyΓ

L
4

¢
+∆γ+3

¡
−φ2xxΓL1 + φ2xyΓ

L
3

¢¤
, (3.63c)

PL
x =

1

2∆L

£
j∆γ−3

¡
−φ2xxΓL1 + φ2xyΓ

L
3

¢
+∆γ+3

¡
−φ2xxΓL2 + φ2xyΓ

L
4

¢¤
, (3.63d)

P 0 =
1

∆0
£
j∆γ−1

¡
−φ2xxΓ02 + φ2xyΓ

0
4

¢
+∆γ+1

¡
φ2xxΓ

0
1 − φ2xyΓ

0
3

¢¤
, (3.63e)

Q0y =
1

2∆0
£
j∆γ−1

¡
φ2yyΓ

0
4 − φ2yxΓ

0
2

¢
+∆γ+1

¡
−φ2yyΓ03 + φ2yxΓ

0
1

¢¤
, (3.63f)

Q0x =
1

2∆0
£
j∆γ−1

¡
−φ2yyΓ03 + φ2yxΓ

0
1

¢
+∆γ+1

¡
−φ2yyΓ04 + φ2yxΓ

0
2

¢¤
, (3.63g)

QL
y =

1

2∆L

£
j∆γ−3

¡
φ2yyΓ

L
4 − φ2yxΓ

L
2

¢
+∆γ+3

¡
−φ2yyΓL3 + φ2yxΓ

L
1

¢¤
, (3.63h)

QL
x =

1

2∆L

£
j∆γ−3

¡
−φ2yyΓL3 + φ2yxΓ

L
1

¢
+∆γ+3

¡
−φ2yyΓL4 + φ2yxΓ

L
2

¢¤
, (3.63i)

Q0 =
1

∆0
£
j∆γ−1

¡
−φ2yyΓ04 + φ2yxΓ

0
2

¢
+∆γ+1

¡
φ2yyΓ

0
3 − φ2yxΓ

0
1

¢¤
. (3.63j)
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Capítulo 4

Estrutura Anisotrópica Estratificada

4.1 Introdução

A construção de dispositivos ópticos integrados, baseados em fenômenos magnetoópticos, é um

tema que desafia pequisadores há algum tempo. O efeito de isolamento óptico foi demostrado por

Fujitta et al. [5] em guias de ondas ópticos construídos do composto Bi:YIG (bismuth-substituted

yttrium iron garnet). Contudo, a complexidade do projeto, necessária para superar problemas de

birefringência e sensibilidade de polarização, inviabilizaram sua implementação.

Para que o isolador, construído de um único bloco de material magnetoóptico, proporcione rotação

de 45 graus do plano de polarização, as dimensões do dispositivo devem ser da ordem de milímetros,

de modo que as perdas por difração tornam sua utilização proibitiva. Inoue et al. [15, 16] mostrou que

é possível obter aumento da rotação Faraday utilizando cristais fotônicos compostos de um arranjo

semiperiódico de lâminas magnetoópticas e dielétricas — tal estrutura, ilustrada na Figura 4-1, é gene-

ricamente denominada cristais fotônicos com descontinuidades na estrutura períodica. As construções

estudadas por Inoue et al. continham apenas uma descontinuidade e, embora apresentassem uma ele-

vada rotação do plano de polarização (em torno de 45 graus), o efeito magnetoóptico estava associado

a uma baixa transmitância. A partir desses estudos, Sakaguchi e Sugimoto [17] investigaram cristais

fotônicos com múltiplas descontinuidades e mostraram ser possível aumentar a transmissão, embora

tais estruturas apresentassem uma relação inversa entre a intensidade da luz na saída e o efeito mag-

netoóptico. Buscando dissociar esses efeitos, Steel et al. [13] e Levy [20] mostraram que, através de

um projeto adequado, é possível superar a interdependência entre efeito magnetoópico e intensidade

da luz na saída e, assim, construir cristais fotônicos de dimensões micrométricas que exibam elevada

transmissão com rotação Faraday em torno de 45 graus.

Neste capítulo são estudadas as características espectrais das grades magnetoópticas como função

dos parâmetros construtivos. São discutidas as influências do material, do número de descontinuidades

na estrutura e da quantidade de lâminas utilizadas na composição de cada seção dos cristais. Para

tanto, a partir do método dos elementos finitos foi desenvolvido um código em linguagem de progra-

mação Fortran. O sistema desenvolvido permite a análise de estruturas unidimensionais com até nove
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descontinuidades em sua composição, possibilitando, ainda, a utilização de seis tipos diferentes de ma-

teriais. Os resultados apresentados neste trabalho contêm no máximo quatro descontinuidades e foram

obtidos utlizando quatro materiais distintos. As estruturas foram espacialmente discretizadas com,

aproximadamente, 2600 pontos, enquanto a varredura em freqüência contou com 1200 pontos. Exe-

cutando o sistema em um processador Pentium IV-2,66 GHz/Windows XP, 512 MBytes de memória

RAM, 40 GBytes de HD, o esforço computacional máximo é de aproximadamente 50 segundos para

cada estrutura.

defeito

di

L

N M N M N M M N M N M N M N N M N M N M

(NM)3(MN)4(NM)3

defeitodefeitodefeito

didi

LL

N M N M N M M N M N M N M N N M N M N M

(NM)3(MN)4(NM)3 (NM)3(MN)4(NM)3

defeitodefeito

Figura 4-1: Representação esquemática unidimensional do arranjo laminar de cristais fotônicos com
múltiplas descontinuidades. A figura mostra uma estrutura com duas descontinuidades, arranjada
segundo a ordem (NM)3 (MN)4 (NM)3.

4.2 Modelo da estrutura multicamadas

A geometria básica de um cristal fotônico unidimensional está ilustrada na Figura 4-1. O cristal é

composto do arranjo seqüencial de uma célula básica NM ouMN — obtida da justaposição de lâminas

isotrópica (N) e magnetoóptica (M). Em determinado ponto, uma lâmina é suprimida ou a seqüência

é invertida, caracterizando o que denominou-se descontinuidade na seqüência periódica ou inversão de

fase. A Figura 4-1 apresenta uma estrutura que possui duas descontinuidades e arranjadas segundo

a fórmula (NM)3 (MN)4 (NM)3, onde (NM) e (MN) representam o tipo de célula e os sobrescritos

indicam a quantidade de células utilizadas em cada seção. Desta forma, os cristais fotônicos serão

identificados segundo a quantidade de células e número de descontinuidades, e identificados pela ex-

pressão (NM)a (MN)b (NM)c (MN)b (NM)a (ou variação da mesma), onde os parâmetros a, b, e c

são números inteiros positivos. Esta forma de representação permite completa liberdade na determi-

nação do comprimento total da estrutura e na posição relativa das descontinuidades. As lâminas que

compõem cada célula possuem espessura de quarto-de-onda, isto é,

di =
λ0
4
√
�i
, (4.1)
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Figura 4-2: Modelo de funcionamento da estrutura multicamadas com características de bandas fotôni-
cas proibidas (PGB).

onde λ0 é o comprimento de onda central de operação; i = N para material isotrópico e i = M

para o material magnetoóptico. O material isotrópico é caracterizado por sua permissividade relativa

�N , enquanto nas lâminas magnetoópticas o tensor permissividade relativa
=
�M , especificado em (2.3),

satisfaz à condição

=
�M =

⎡
⎢⎢⎣

�M jδ 0

−jδ �M 0

0 0 �zz

⎤
⎥⎥⎦ . (4.2)

O princípio básico de funcionamento do dispositivo analisado é mostrado na Figura 4-2. Na

entrada da estrutura é aplicada uma onda linearmente polarizada (I). Devido às características

estratificadas e magnetoópticas do sistema, as ondas refletiva (R) e transmitida (T ) são emitidas

apenas em determinadas faixas de freqüência, além de apresentarem rotação do plano de polarização

em relação à onda incidente. Como mostram as equações (3.23), em estruturas magnetoópticas com

anisotropia transversal os campos longitudinais à direção de propagação permanecem invariantes,

havendo apenas o acoplamento das camponentes transversais. Sendo assim, sem perda de generalidade,

a onda incidente será considerada composta, apenas, das componentes Ex, Ey, Hx e Hy. A Figura

4-3 apresenta os campos eletromagnéticos que compõem a onda incidente para os modos TE e TM.

Considerando que o campo magnético descreverá o comportamento das estruturas fotônicas, conforme

discutido no Capítulo 3, os modos de propagação serão caracterizados, ao longo da estrutura, da

seguinte forma

modo TE −→ Hy,

modo TM −→ Hx,
(4.3)

onde Hx e Hy são campos fasoriais linearmente polarizados, definidos pelas equações (3.35), e origina-

dos a partir da interação entre duas ondas circularmente polarizadas — à direita e à esquerda, conforme

discutido no Capítulo 2.
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Figura 4-3: Campos eletromagnéticos dos modos que compõem a luz incidente: (a) modo TE; (b)
modo TM.

4.3 Parâmetros analisados

Como a estrutura analisada, representada pela Figura 4-2, exibe bandas fotônicas proibidas (pho-

tonic band gaps — PBG’s), a transmitância e a rotação Faraday são apresentadas como função do

comprimento de onda de operação, calculadas a partir das expressões:

T (λ) = |axN (λ) + ayN (λ)| , (4.4)

e

θ (λ) = tan−1
∙
axN (λ)

ayN (λ)

¸
, (4.5)

onde ax1, axN , ay1 e ayN são as amplitudes dos campos magnéticos definidas nos contornos da estrutura

e determinadas pela solução do sistema de equações (3.44). Além disso, a transmitância e a rotação

Faraday das ondas circularmente polarizadas à direita e à esquerda, que compõem a onda linearmente

polarizada na saída do cristal, definidas a partir das equações (2.4), podem ser calculadas por [19]:

T+ (λ) = |ayN (λ) + jaxN (λ)| , (4.6)

θ+ (λ) = tan−1
∙
Im (ayN (λ) + jaxN (λ))

Re (ayN (λ) + jaxN (λ))

¸
, (4.7)

e

T− (λ) = |ayN (λ)− jaxN (λ)| , (4.8)

θ− (λ) = tan−1
∙
Im (ayN (λ)− jaxN (λ))

Re (ayN (λ)− jaxN (λ))

¸
. (4.9)
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Assim, a transmitância e a rotação Faraday totais podem ser calculadas, de forma alternativa, por:

T (λ) =
T+ (λ)− T− (λ)

2
, (4.10)

θ (λ) =
θ+ (λ)− θ− (λ)

2
. (4.11)

4.4 Influência da descontinuidade na resposta do cristal

Conforme apresentado no Capítulo 2, em um meio magnetoóptico uniforme (com o campo mag-

nético de saturação orientado longitudinalmente à direção de propagação), dois modos circularmente

polarizados são transmitidos com uma sutil diferença no comprimento dos caminhos ópticos, devido

à birefringência magnética. Desta maneira, quando uma luz linearmente polarizada incide neste ma-

terial seu plano de polarização é rotacionado durante a transmissão. A presença de uma ou mais

descontinuidades na periodicidade do cristal cria uma ressonância de transmissão. Quando a luz inci-

dente possui comprimento de onda próximo ao comprimento de onda de ressonância do cristal, uma

grande quantidade de energia é armazenada no interior da estrutura, próxima às descontinuidades. A

Figura 4-4 mostra a distribuição do campo magnético ao longo de uma região estratificada com uma

descontinuidade. Observa-se que as maiores amplitudes de campo, e conseqüentemente a concentração

de energia, ocorrem em torno de 6, 4 µm, ponto onde está localizada a descontinuidade do cristal. Este

fenômeno acentua a diferença entre os caminhos ópticos das onda circularmente polarizadas, provo-

cando um aumento do efeito magnetoóptico total. A Figura 4-5 mostra a transmitância e a rotação

Faraday das ondas circularmente polarizadas à direita (T+, θ+) e à esquerda (T−, θ−), como função do

comprimento de onda de operação, para uma estrutura com uma descontinuidade. Observa-se que na

banda em torno da freqüência de ressonância, as rotações Faraday dos modos circularmente polariza-

dos apresentam acentuada diferença, conseqüência da alteração do caminho óptico experimentado por

cada um dos modos. Da mesma forma, os modos circularmente polarizadas apresentam ressonância de

transmissão em diferentes freqüências, sendo que a ressonância da luz linearmente polarizada ocorre

em λ0 = 1, 55 µm, onde T+ (λ0) = T− (λ0), como ilustra a Figura 4-6.

4.5 Resultados

Os resultados apresentados neste trabalho foram obtidos para filmes finos construídos a partir

dos compostos anisotrópicos cerium-substituted yttrium iron garnet (Ce-YIG) e bismuth-substituted

yttrium iron garnet (Bi-YIG) e dos compostos anisotrópicos gadolinium gallium garnet (GGG) e

dióxido de silício (SiO2). As permissividades relativas dos compostos isotrópicos, em torno do com-

primento de onda λ0 = 1, 55 µm, são caracterizadas por: �SiO2 = 2, 25 e �GGG = 3, 71. Neste

comprimento de onda, os compostos magnetoópticos apresentam as seguintes características [18, 19]:

�Ce-YIGM = �Ce-YIGxx = �Ce-YIGyy = 4, 884 e δCe-YIG = 0, 009; �Bi-YIGM = �Bi-YIGxx = �Bi-YIGyy = 4, 75 e
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Figura 4-4: Distribuição do campo magnético ao longo da região estratificada. Estrutura com uma
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Figura 4-5: Resposta de uma grade magnetoóptica simétrica com uma descontinuidade -
(NM)17 (MN)17. Separação das contribuições das ondas cirularmente polarizadas à direita (T+, θ+)
e à esquerda (T−, θ−).
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Figura 4-6: Resposta de uma grade magnetoóptica simétrica com uma descontinuidade -
(NM)17 (MN)17. Efeito total sobre a luz linearmente polarizada.

δBi-YIG = 0, 00269.

Em todos os casos analisados, a rotação Faraday foi referenciada a partir do plano de polarização

da luz incidente. Assim, se a estrutura é iluminada com uma luz com polarização TE, uma rotação

de 90 graus no plano de polarização indica a conversão da luz incidente em uma luz com polarização

puramente TM.

4.5.1 Sistemas com uma descontinuidade

A configuração das estruturas com uma descontinuidade, analisadas aqui, será descrita segundo

a a ordem (NM)a (MN)b, ou simplesmente (a, b). As Figuras 4-7, 4-8 e 4-9 apresentam as curvas de

transmissão e rotação Faraday, como função do comprimento de onda — T (λ) e θ (λ), respectivamente,

para cristais construídos de células GGG/Ce-YIG e GGG/Bi-YIG e estruturadas segundo a ordem

(17, 17), (22, 22) e (25, 25), respectivamente. Como pode ser observado, as estruturas compostas

de GGG/Bi:YIG apresentam menor sensibilidade à variação do número de células que as compõe,

embora apresentem redução da transmitância e aumento da rotação Faraday, à medida que células são

acrescentadas à composição — conforme já observado anteriormente por outros pesquisadores [15, 16].

Os resultados da análise de simetria em estrututuras do tipo (NM)a (MN)b, é apresenta nas Fi-

guras 4-10 e 4-11, respectivamente. A estrutura (NM)17 (MN)17 foi tomada como base e o parâmetro

b é variado, tal que: b = 18 e b = 25. Os resultados mostram que, nesse tipo de construção, a adição

assimétrica de céluas provoca um efeito similar ao do crescimento simétrico, isto é, aumento do efeito

magnetoóptico e a conseqüente redução da transmissividade. Além do mais, tais efeitos são observados
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Figura 4-7: Coeficiente de transmissão e rotação Faraday para uma estrutura com uma descontinuidade
— (NM)17 (MN)17.
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Figura 4-8: Coeficiente de transmissão e rotação Faraday para uma estrutura com uma descontinuidade
— (NM)22 (MN)22.
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Figura 4-9: Coeficiente de transmissão e rotação Faraday para uma estrutura com uma descontinuidade
— (NM)25 (MN)25.

tanto nas células GGG/Ce-YIG quanto nas GGG/Bi-YIG.

As duas análises mostram que os compostos GGG/Bi-YIG apresenta transmitância em torno de

100%, na freqüência de ressonância, associada a uma rotação extremamente baixa. Já o composto

GGG/Ce-YIG, apesar de apresentar menor transmitância, oferece um efeito magnetoóptico mais acen-

tuado.

4.5.2 Sistemas com duas descontinuidades

Como pode ser observado, as estruturas construídas com apenas uma descontinuidade possuem

forte compromisso entre o coeficiente de transmissão e o efeito magnetoóptico e, portanto, a otimização

de sua resposta espectral é bastante limitada. Investigando as características de transmissão em filtros

de Bragg estratificados, compostos de materiais isotrópicos, Wei [24] mostrou ser possível otimizar a

resposta espectral de tais estruturas utilizando uma configuração que apresenta duas ou mais descon-

tinuidades na composição. O efeito da presença de duas descontinuidades no sistema magnetoóptico,

é analisado em um sistema do tipo (NM)a (MN)b (NM)a, composto de células GGG/Ce-YIG. A

análise é feita em termos do parâmetro f = b
a , que estabelece a relação entre os comprimentos das

seções externas e central; as Figuras 4-12 a 4-17 apresentam os resultados.

De forma similar ao que foi observado por Wei, no sistema anisotrópico com duas descontinuidades,

a melhor resposta espectral ocorre para f ' 2. Contudo, a resposta é fortemente influênciada pelo

número de células que compõem a estrutura, como mostram as Figuras 4-12 e 4-13. As Figuras 4-14

e 4-15 mostram o coeficiente de transmissão e o efeito magnetoóptico, respectivamente, a partir da
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Figura 4-10: Coeficiente de transmissão e rotação Faraday para células GGG/Ce-YIG. Comparação
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1,548 1,549 1,550 1,551 1,552

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

14

12

10

8

6

4

2

0

 

tr
an

sm
is

sã
o

comprimento de onda (µm)

 (NM)
17

(MN)
17

 (NM)
17

(MN)
18

 (NM)
17

(MN)
25

 (NM)
17

(MN)
17

 (NM)
17

(MN)
18

 (NM)
17

(MN)
25

 
ro

ta
çã

o
 F

ar
ad

ay
 (

g
ra

u
s)

Figura 4-11: Coeficiente de transmissão e rotação Faraday para células GGG/Bi-YIG. Comparação
entre as estruturas (NM)17 (MN)17, (NM)17 (MN)18 e (NM)17 (MN)25.
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variação do parâmetro a, mantendo-se constante a distância entre as descontinuidades. É interessante

observar que o efeito magnetoóptico é mais sensível à variação do parâmetro b, isto é, à distância

de separação das descontinuidades, como mostram as Figuras 4-16 e 4-17. Além disso, uma análise

de simetria em relação à seção central, mostrou que tal efeito possui pouca influência na resposta do

sistema.
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Figura 4-12: Coeficiente de transmissão para uma estrutura (NM)a (MN)b (NM)a – parâmetros a
e b são variados, mantendo f = 2.

4.5.3 Sistemas com três ou mais descontinuidades

Na tentativa de encontrar uma configuração que forneça alta transmissão, associada a uma maior

largura de faixa e com rotação Faraday em torno de 45 graus na banda passante, foram analisadas

configurações mais sofisticadas, contendo três e quatro descontinuidades.

As estruturas simétricas com três descontinuidades possuirão a configuração (a, b, b, a); as análises

foram feitas a partir da influência do parâmetro f =
b

a
. A Figura 4-18 apresenta uma comparação

entre estruturas com duas e três descontinuidades, construídas com a mesma taxa f = 2, 07. Como

pode ser observado, além do melhor desempenho com relação à rotação Faraday, a estrutura com três

descontinuidades apresenta uma maior largura de faixa e uma excelente transmitância, em torno de

100%. Os resultados da influência do parâmetro f são apresentados na Figura 4-19. Assim como foi

observado para as estruturas com duas descontinuidades, neste tipo de estrutura a melhor resposta

é obtida para f ' 2, 07, onde se conjuga a melhor relação entre a transmitância, largura de banda

e o efeito magnetoóptico. Contudo, o aumento do número de células tende a prejudicar a resposta

do sistema, reduzindo a banda passante deslocando a rotação Faraday do ponto ótimo, como mostra
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Figura 4-13: Rotação Faraday para uma estrutura (NM)a (MN)b (NM)a – parâmetros a e b são
variados, mantendo f = 2.
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49



1,548 1,549 1,550 1,551 1,552

60

55

50

45

40

35

30

ro
ta

çã
o
 F

ar
ad

ay
 (

g
ra

u
s)

comprimento de onda (µm)

  f = 1,824 - b = 31

  f = 2,067 - b = 31

  f = 2,214 - b = 31

Figura 4-15: Rotação Faraday para uma estrutura (NM)a (MN)b (NM)a – parâmetro a é variado,
para b = 31.
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Figura 4-16: Coeficiente de transmissão para uma estrutura (NM)a (MN)b (NM)a – parâmetro b é
variado, para a = 17.
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Figura 4-17: Rotação Faraday para uma estrutura (NM)a (MN)b (NM)a – parâmetro b é variado,
para a = 17.
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Figura 4-18: Comparação da resposta espectral entre estruturas com duas e três descontinuidades,
mantendo constante o parâmetro f .
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a Figura 4-20. Neste caso, o aumento do número de células, além de reduzir a largura de banda,

aumenta significativamente a rotação Faraday.
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Figura 4-19: Análise da influência do parâmetro f = b/a na resposta espectral da estrutura com três
descontinuidades.

Ao contrário das configurações anteriores, a assimetria pode ser utilizada para ajustar a resposta

do sistema. A partir dos resultados obtidos na Figura 4-19, uma sutil assimetria foi provocada, al-

terando o sistema; os resultados estão apresentados nas Figuras 4-21 e 4-22, considerando as alterações

(14, 29, 29, 14) −→ (14, 28, 29, 14) e (14, 30, 30, 14) −→ (14, 28, 30, 14), respectivamente. Nos dois ca-

sos, a construção assimétrica, embora provoque pequena redução na transmissão, aumenta a banda

passante e melhora a o efeito magnetoóptico do sistema.

Considerando os resultado acima, uma quarta descontinuidade foi introduzida na estrutura. Como

pode ser observado pelos resultados apresentados na Figura 4-23, a construção com quatro descon-

tinuidades, quando comparada com as construções anteriores, apesar de apresentar redução do coe-

ficiente de transmissão, apresenta maior largura de banda associada a uma rotação Faraday muito

próximo a 45 graus. Convém observar que nenhuma outra construção, com número inferior de des-

continuidades, apresentou características espectrais de tal qualidade.

Utilizando a configuração simétrica básica (NM)a (MN)b (NM)c (MN)b (NM)a→ (a, b, c, b, a),

o estudo de tais estruturas é feito a partir da influência dos parâmetros f1 =
b

a
e f2 =

c

a
na resposta

do sistema. A exemplo dos resultados anteriores, a melhor resposta é obtida para f ' 2, 07. Contudo,

os parâmetros f1 e f2 cumprem diferentes papéis na resposta desse sistema. As Figuras 4-24 e 4-25

mostram, respectivamente, a influência de f1 e f2 na resposta espectral, tomando como referência a

configuração (12, 26, 28, 26, 12), apresentada em linha cheia. Enquanto a variação crescente de f2
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Figura 4-20: Análise da influência do número de células na resposta espectral da estrutura com três
descontinuidades.
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Figura 4-21: Efeito provocado pela assimetria. Estrutura NM14 (MN)29 (NM)29 (MN)14 alterada
para (NM)14 (MN)28 (NM)29 (MN)14.
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Figura 4-22: Efeito provocado pela assimetria. Estrutura (NM)14 (MN)30 (NM)30 (MN)14 alterada
para (NM)14 (MN)28 (NM)30 (MN)14.
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Figura 4-23: Comparação da resposta espectral de uma estrutura com três e quatro descontinuidades.
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Figura 4-24: Variação do parâmetro f1 em uma estrutura com quatro descontinuidades.
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Figura 4-25: Variação do parâmetro f2 em uma estrutura com quatro descontinuidades.
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Figura 4-26: Variação da transmitância (curva cheia) e da rotação Faraday (curva pontilhada) em
função do erro percentual da espessura da lâminas que compõem a célula.

atua de modo a reduzir a amplitude, o parâmetro f1 afeta fortementemente a ondulação (ripple) do

coeficiente de transmissão. Como era de se esperar, o efeito magnetoóptico mostra-se sensível a tais

parâmetros, sendo que a variação crescente de f1 e f2 acentua o desvio do ângulo de rotação em relação

ao ponto de máximo (na freqüência de ressonância) e, conseqüentemente, reduz a banda passante.

Os estudos apresentados acima estão relacionados com o projeto das estruturas magnetoópticas.

Entretanto, considerando a possibilidade do deslocamento das máscaras de construção e conseqüente

alteração no tamanho da células que compõem o cristal, foram relizadas simulações para analisar a

influência da flutuação na espessuras das lâminas, sobre a resposta espectral do sistema em questão. A

Figura 4-26 mostra a variação da transmitância e da rotação Faraday, na freqüência de λ0 = 1, 55 µm,

em função do erro percentual na espessura das lâminas para uma estrutura de quatro descontinuidades.

Observa-se a grande sensibilidade da resposta espectral da estrutura em relação a este parâmetro, uma

vez que uma variação percentual acima de 0,3% compromete completamente a resposta do sistema. A

variação da transmitância e rotação Faraday como função da freqüência são apresentados na Figura

4-27 para flutuações percentuais ∆dM = 0, 3% e ∆dM = 0, 4%. Conforme observado, tais flutuações

provocam variações na resposta espectral do sistema, afetando tanto transmitância (provocando re-

dução da amplitude e assimetria em relação ao comprimento de onda central de operação) quanto a

rotação Faraday, visto que o ângulo de rotação diminui à medida que o desvio ∆dM aumenta.
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Figura 4-27: Efeito da variação da espessura das lâminas sobre a resposta espectral do sistema de
quatro descontinuidades.

4.6 Conclusão

Com objetivo de estudar as propriedades de transmissão e rotação Faraday, várias configurações de

grades magnetoópticas estratificadas foram analisadas, considerando diversas combinações materiais

e um número máximo de quatro descontinuidades.

A utilização do método dos elementos finitos apresentou-se como ferramenta bastante flexível,

permitindo uma solução comexcelente precisão com o mínimo esforço computacional. Convém ressaltar

que as respostas obtidas utilizando funções lineares apresentaram um deslocamento da resposta em

relação ao comprimento de onda cental de operação. A correção desse comportamento foi obtida

utilizando-se funções de base quadráticas. Desta forma, os resultados, obtidos a partir do código

baseado no método dos elementos finitos, mostraram excelente concordância com os obtidos por Steel

[13] e Levy [20], que se utilizaram de uma aproximação senoidal para o perfil dielétrico e da teoria

de modos acoplados. Além disso, uma análise também mostrou que a estrutura é bastante sensível a

variações na espessura das lâminas que compõem as células, admitindo um erro máximo de 0,1% na

espessura das lâminas para uma boa resposta espectral.
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Capítulo 5

Conclusões

Os esforços despendidos durante este trabalho tiveram o objetivo de estudar as propriedades

espectrais de grades anisotrópicas, especialmente as características de transmissão e o efeito magne-

toóptico exercido sobre o plano de polarização da luz transmitida através dessas estruturas. Para

tanto, foi utilizado um modelo matemático, não disponível na literatura, que decompõe a equação de

onda em termos de suas componentes transversal e axial à direção propagação, originando um sis-

temas de equações escalares, acopladas através dos campos magnéticos transversais. Este sistema de

equações, juntamente com as condições de contorno, obtidas a partir de um formalismo vetorial entre

fronteiras anisotrópicas, permitiu o desenvolvimento direto de códigos basedos no método dos elemen-

tos finitos no domínio da freqüência. Ao contrário das técnicas semi-analíticas utilizadas anteriormente

[14] — [20], a plataforma computacional desenvolvida possibilita analisar com precisão estruturas com

qualquer tipo de perfil dielétrico (degrau, senoidal, etc.), possibilitando, com esforço computacional

desprezível, implementar estruturas com qualquer quantidade de células e descontinuidades, além de

qualquer composição material desejada, possibilidades até o momento não registradas na literatura.

Esta plataforma foi validada através da reprodução dos resultados obtidos por Steel et al. [13] e Inoue

et al. [15].

Os resultados obtidos no Capítulo 4 mostram que as grades construídas do composto GGG/Bi:YIG,

embora apresentem alta transmissividade e menor sensibilidade às características construtivas, pos-

suem uma rotação Faraday bastante baixa, quando comparadas às grades equivalentes, construídas

com o composto GGG/Ce:YIG. Embora as Figuras 4-4 a 4-6 ilustrem este comportamento para es-

trutura com uma descontinuidade, o mesmo foi observado em grades complexas, com duas ou mais

descontinuidades. As simulações feitas a partir dos compostos SiO2/Ce:YIG ou SiO2/Bi:YIG apresen-

taram um desempenho bastante inferior, quando comparados aos resultados obtidos com os compostos

GGG/Ce:YIG.

Embora apresentem expressiva elevação da rotação Faraday, em relação aos cristais construídos com

um único material magnetoóptico, as estruturas com apenas uma descontinuidade apresentam baixa

transmissividade e um rígida dependência inversa entre o efeito magnetoóptico e a transmissividade.
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Desta forma é impossível otimizar sua resposta espectral para operar com alta transmissidade e rotação

Faraday de valor expressivo. O relaxamento desta dependência, além do alargamento da banda de

transmissão, pode ser alcançado através de cristais construtivamente mais sofisticados, isto é, com um

maior número de descontinuidades. Isto pode ser observado nas Figuras 4-15 e 4-20, onde os resultados

apontam para um desempenho superior (rotação Faraday e largura de faixa) das estruturas com um

maior número de descontinuidades. Contudo, os estudos indicaram que o aumento do número de

descontinuidades reduz a transmitância do conjunto. Neste ponto, existe uma divergência em relação

aos resultados apresentados por Levy et al. [20], que mostra a amplitude da transmitância como um

parâmetro praticamente independente do número de células.

Embora as construções assimétricas não apresentem efeitos relevantes, quando implementadas em

grades com um ou duas descontinuidades, a assimetria pode ser utilizada para ajustar a rotação

Faraday e otimizar a largura de faixa em estruturas de maior complexidade, sem comprometer a

transmitância, como mostram as Figuras 4-18 e 4-19.

Todos os resultados apresentados neste trabalho indicam ser possível, utilizando uma configuração

adequada, obter uma estrutura magnetoóptica, de dimensões micrométricas, que apresente alta trans-

missividade e uma rotação Faraday em torno de 45 graus. Mesmo as construções mais sofisticadas, pos-

suem dimensões bastante reduzidas quando comparadas às estruturas milimétricas construídas de um

único material magnético, como pode ser constatado nas estruturas (14, 29, 29, 14) e (12, 26, 28, 26, 12),

que possuem comprimentos de 32,77 µm e 39,63 µm, respectivamente.

Todas as arquiteturas analisadas apresentam uma forte dependência da resposta espectral em

relação aos parâmetros construtivos. Esta dependência é observada tanto no efeito que o número de

células exerce sobre a rotação Faraday, quanto na influência do número de descontinuidades sobre a

transmitância (amplitude e ondulação) e largura de faixa. Em virtude do grande número de variáveis

envolvidas no projeto, a otimização da resposta espectral pode se constituir um processo extremamente

complexo. Contudo, devido à sua flexibilidade, a plataforma computacional desenvolvida pode ser

acoplada a programas que permitam otimizar arquiteturas de complexidade ainda não estudadas.

Como extensão natural deste trabalho, sugere-se a utilização do código desenvolvido neste trabalho

acoplado ao programa baseado em algoritmos genéticos, desenvolvido no Departamento de Microonda

e Óptica da FEEC/UNICAMP, para a otimização de grades magnetoópticas com elevado grau de

complexidade. Atualmente está sendo desenvolvido um programa baseado no método das diferenças

finitas no domínio do tempo em duas dimensões (FDTD-2D), com objetivo de estudar a propagação

de sinais ópticos em guias magnetoópticos estratificados.
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Apêndice A

Relação entre os Campos Elétrico e

Magnético

Sejam as leis de Faraday e Ampère descritas de forma compacta como,

=

ζ r∇× f = ξ0
∂g

∂t
. (A.1)

Para a lei de Faraday, tem-se

f = e, (A.2a)

g = h, (A.2b)

ξ0 = −µ0, (A.2c)
=

ζ r =
=

θr =
1
=
µr
; (A.2d)

e para a lei de Ampère,

f = h, (A.3a)

g = e, (A.3b)

ξ0 = �0, (A.3c)
=

ζ r =
=

φr =
1
=
�r
. (A.3d)

Usando a equação (3.11), e separando as contribuições nas direções transversal e axial, a equação

(A.1) pode ser escrita como

=

ζT∇T × fk + ζ0ji ×∇T × fT = ξ0
∂gT
∂t
, (A.4a)

ζkk∇T × fT + ζ0ij ×∇T × fk = ξ0
∂gk
∂t
, (A.4b)
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onde
=

ζT , ζ
0
ij , ζ

0
ji foram definidos nas equações (3.7b), (3.13a) e (3.13b), respectivamente.

Para guias unidimensionais, as equações (A.4a)-(A.4b) se reduzem a

−ζik
∂fi
∂j

+ ζii
∂fk
∂j

= ξ0
∂gi
∂t
, (A.5a)

−ζjk
∂fi
∂j

+ ζji
∂fk
∂j

= ξ0
∂gj
∂t
, (A.5b)

ζkk
∂fi
∂j
− ζki

∂fk
∂j

= ξ0
∂gk
∂t
. (A.5c)

Por outro lado, em um domínio livre de fontes, a lei de Gauss pode ser escrita de forma compacta

como,

∇ ·
µ
=

ξrf

¶
= 0. (A.6)

Para a lei de Gauss elétrica, tem-se

f = e, (A.7a)

=

ξr =
=
�r, (A.7b)

enquanto que, para a lei de Gauss magnética,

f = h, (A.8a)

=

ξr =
=
µr. (A.8b)

Assim, para meios dielétricos anisotrópicos e não-magnéticos

∇ ·
³
=
�re
´

= 0, (A.9a)

∇ · h = 0. (A.9b)
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Apêndice B

Caracterização dos Campos nas

Regiões Anterior e Posterior

A Figura B-1 mostra a interface de separação entre os meios A e B, sobre a qual incide uma onda

eletromagnética composta dos campos Ei
⊥ e E

i
k, provocando o aparecimento dos campos refletidos

Er
⊥, E

r
k.

θ i θ r

θ t

meio A
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Figura B-1: Onda linearmente polarizada composta de duas ondas circularmente polarizadas.

B.1 Campos na Região Anterior (z < 0)

Os campos elétrico e magnético, que definem a onda na região (z < 0) são compostos pelos

componentes incidentes e refletidos, especificados por Balanis [25]. Assumindo que a onda incide

perpendicularmente na fronteira, isto é, θi = 0, os campos incidentes e refletidos podem ser escritos
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como,

Ei
k =

∧
x
E0k

2
exp (−γz) , (B.10a)

Ei
⊥ =

∧
y
E0⊥
2
exp (−γz + jφ) , (B.10b)

Hi
k =

∧
y
H0k

2
exp (−γz) , (B.10c)

Hi
⊥ = −∧xH0⊥

2
exp (−γz + jφ) , (B.10d)

e

Er
k =

∧
xR

E0k

2
exp (γz) , (B.11a)

Er
⊥ =

∧
yR

E0⊥
2
exp (γz + jφ) , (B.11b)

Hr
k = −∧yRH0k

2
exp (γz) , (B.11c)

Hr
⊥ =

∧
xR

H0⊥
2
exp (γz + jφ) , (B.11d)

onde :

E0⊥: amplitude do campo elétrico incidente com polarização perpendicular (V/m);

E0k: amplitude do campo elétrico incidente com polarização paralela (V/m);

H0⊥: amplitude do campo magnético incidente com polarização perpendicular (A/m);

H0k: amplitude do campo magnético incidente com polarização paralela (A/m);

R: coeficiente de reflexão da onda;

γ: constante de propagação no meio (1/m);

φ: ângulo de fase que define a polarização circular da onda.

A onda que se propaga na região z < 0 é a combinação linear duas ondas circularmente polarizadas

no sentido horário (polarização positiva) e anti-horário (polarização negativa) [12] e, portanto, E0⊥ =

E0k = E0 e H0⊥ = H0k = H0. Os campos magnéticos incidente e refletido com polarizacão horária —

φ = π
2
, podem ser escritos como

H
+

x

¯̄
¯
i
= −jH0

2
exp

¡
−γ+1 z

¢ ∧
x, (B.12a)

H
+

y

¯̄
¯
i
=

H0

2
exp

¡
−γ+1 z

¢ ∧
y, (B.12b)

H
+

x

¯̄
¯
r
= jR

H0

2
exp

¡
γ+1 z

¢ ∧
x, (B.12c)

H
+

y

¯̄
¯
r
= −RH0

2
exp

¡
γ+1 z

¢ ∧
y. (B.12d)
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Para polarizacão anti-horária — φ = −π
2
, tem-se

H
−
x

¯̄
¯
i
= j

H0

2
exp

¡
−γ−1 z

¢ ∧
x, (B.13a)

H
−
y

¯̄
¯
i
=

H0

2
exp

¡
−γ−1 z

¢ ∧
y, (B.13b)

H
−
x

¯̄
¯
r
= −jRH0

2
exp

¡
γ−1 z

¢ ∧
x, (B.13c)

H
−
y

¯̄
¯
r
= −RH0

2
exp

¡
γ−1 z

¢ ∧
y. (B.13d)

Desta forma, o campo incidente total, linearmente polarizado na direção y, pode ser escrito como

Hi (z) = Hi
x (z) +H

i
y (z)

onde

Hi
x (z) = H

+

x (z)
¯̄
¯
i
+ H

−
x (z)

¯̄
¯
i
,

Hi
y (z) = H

+

y (z)
¯̄
¯
i
+ H

−
y (z)

¯̄
¯
i
.

Combinando as equações (B.12a) a (B.12d), tem-se

Hi
x (z) = j

H0

2

£
− exp

¡
−γ+1 z

¢
+ exp

¡
−γ−1 z

¢¤
, (B.14a)

Hi
y (z) =

H0

2

£
exp

¡
−γ+1 z

¢
+ exp

¡
−γ−1 z

¢¤
, (B.14b)

onde γ+1 e γ
−
1 são as constantes de propagação das ondas circularmente polarizadas no sentido horário

(+) e anti-horário (-), respectivamente, e definidas por Nishihara [12].

Da mesma forma, o campo total refletido pode ser escrito como

H (z)r = H (z)rx +H (z)
r
y

onde

Hr
x (z) = H

+

x (z)
¯̄
¯
r
+ H

−
x (z)

¯̄
¯
r
,

Hr
y (z) = H

+

y (z)
¯̄
¯
r
+ H

−
y (z)

¯̄
¯
r
.

Combinando as equações (B.13a)-(B.13d), obtém-se

Hr
x (z) = jR

H0

2

£
exp

¡
γ+1 z

¢
− exp

¡
γ−1 z

¢¤
, (B.15a)

Hr
y (z) = −RH0

2

£
exp

¡
γ+1 z

¢
+ exp

¡
γ−1 z

¢¤
. (B.15b)
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O campo magnético total na região z < 0 é escrito como a combinação dos campos incidente e

refletivo e caracterizado pelo sobrescrito 1,

H1 = H1
x (z)

∧
x+H1

y (z)
∧
y,

onde

H1
x (z) = j

H0

2

©£
− exp

¡
−γ+1 z

¢
+R exp

¡
γ+1 z

¢¤
+
£
exp

¡
−γ−1 z

¢
−R exp

¡
γ−1 z

¢¤ª
, (B.16a)

H1
y (z) =

H0

2

©£
exp

¡
−γ+1 z

¢
−R exp

¡
γ+1 z

¢¤
+
£
exp

¡
−γ−1 z

¢
−R exp

¡
γ−1 z

¢¤ª
. (B.16b)

A partir de (B.16a)-(B.16b), as derivadas direcionais dos campos H1
x (z) e H

1
y (z) podem, final-

mente, ser obtidas e definidas como

∂H1
x (z)

∂z
=

1

2
∆γ+1 H

1
x (z)− j

1

2
∆γ−1 H

1
y (z) + jH0

£
γ+1 exp

¡
−γ+1 z

¢
− γ−1 exp

¡
γ−1 z

¢¤
, (B.17a)

∂H1
y (z)

∂z
= j

1

2
∆γ−1 H

1
x (z) +

1

2
∆γ+1 H

1
y (z) +H0

£
γ+1 exp

¡
−γ+1 z

¢
+ γ−1 exp

¡
γ−1 z

¢¤
, (B.17b)

onde

∆γ+1 = γ+1 + γ−1 , (B.18a)

∆γ−1 = γ+1 − γ−1 . (B.18b)

B.2 Campos na Região Posterior (z > L)

Da mesma forma que na seção acima, o campo magnético na região (z > L) será escrito em função

dos campos circularmente polarizados no sentido horário e anti-horário e caracterizado pelo sobrescrito

3, conforme abaixo

H3 = H3
x (z)

∧
x+H3

y (z)
∧
y,

sendo

H3
x (z) = jHt

©
exp

£
−γ−3 (z − L)

¤
− exp

£
−γ+3 (z − L)

¤ª
, (B.19a)

H3
y (z) = Ht

©
exp

£
−γ−3 (z − L)

¤
+ exp

£
−γ+3 (z − L)

¤ª
, (B.19b)

onde Ht é a amplitude do campo transmitido na fronteira e γ+3 e γ
−
3 as constantes de propagação das

ondas circularmente polarizadas no sentido horário (+) e anti-horário (-), respectivamente.

A partir das equações (B.19a) e (B.19b) as derivadas direcionais dos campos H3
x (z) eH

3
y (z) podem
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ser obtidas e expressas na forma

∂H3
x (z)

∂z
= −1

2
∆γ+3 H

3
x (z) + j

1

2
∆γ−3 H

3
y (z) , (B.20a)

e
∂H3

y (z)

∂z
= −j 1

2
∆γ−3 H

3
x (z)−

1

2
∆γ+3 H

3
y (z) , (B.20b)

onde

∆γ+3 = γ+3 + γ−3 , (B.21a)

∆γ−3 = γ+3 − γ−3 . (B.21b)
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"Para ser grande, sê inteiro: nada

Teu exagera ou exclui.

Sê todo em cada coisa. Põe quanto és

No mínimo que fazes.

Assim em cada lago a lua toda

Brilha, porque alta vive."

Fernando Pessoa
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