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Resumo

Nesta dissertação, é realizado um estudo sobre o comportamento de controles markovianos

ℋ2 e ℋ∞ por realimentação de estado em um pêndulo de Furuta, também conhecido como

pêndulo invertido rotacional, em um ambiente de rede simulado sujeito a falhas de envio de

sinais de controle. Nesse contexto, o modelo não-linear do pêndulo é obtido analiticamente e

submetido a estudos de comportamento e de identiĄcação dos seus respectivos parâmetros.

Por Ąm, este modelo é submetido ao controle por realimentação de estado em três tipos de

redes markovianas: Gilbert-Elliot, Fritchman e McCullough.

Palavras-chaves: Teoria de controle, sistemas lineares, sistemas estocásticos, processos de

Markov, identiĄcação de sistemas.

Abstract

In this thesis, a performance study of ℋ2 and ℋ∞ markovian state feedback controllers is

performed in a Furuta pendulum, also known as rotary inverted pendulum, in a simulated

network environment subject to control signals packet dropouts. In this context, Furuta

pendulumŠs non-linear equations are obtained analytically, and some tests were performed in

a real model in order to identify its parameters. Finally simulations and experiments of state

feedback markovian control are performed in three different markovian network channels:

Gilbert-Elliot, Fritchman and McCullough.

Keywords: Control theory, linear systems, stochastic systems, Markov processes, system

identiĄcation.
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1 Introdução

A teoria de análise e controle de sistemas lineares é um ramo recente da ciência, pois

desenvolveu-se fundamentalmente no decorrer dos séculos XIX e XX, (BENNETT, 1996).

Nesse contexto, desde os primeiros passos da teoria até os dias atuais, veriĄca-se um grande

crescimento tecnológico que impõe novos desaĄos de aplicação em diversas áreas. Pode-se

citar especialmente a interdisciplinaridade que imediatamente surge nos novos contextos de

aplicação, como o controle através de redes de comunicação. Esse surge da fusão entre duas

disciplinas distintas, a saber, a teoria de comunicação e a própria teoria de controle. A

motivação para a análise e controle de sistemas à distância é variada, porém instigante ao se

considerar os benefícios relacionados a diminuição de custos de manutenção e arquiteturas

Ćexíveis (HESPANHA et al., 2007). Todavia, novos problemas e restrições surgem nesse

contexto, gerando a necessidade de novos tratamentos teóricos diversos à teoria clássica.

O ponto de partida para a compreensão da teoria de controle através da rede utilizada

nessa dissertação é a própria teoria de sistemas lineares. Essa teoria constitui o alicerce para

a análise e síntese de controladores, formando assim o arcabouço das teorias descritas nesse

projeto. Nesse âmbito, toma-se como ponto de partida o estudo da estabilidade de sistemas

dinâmicos, cuja origem remonta à revolução industrial inglesa. Nesse contexto, podem ser

citados J.V. Poncelet e G.B. Airy, cientistas pioneiros que motivaram o desenvolvimento

da teoria através de publicações que abordaram a possibilidade de descrever a dinâmica de

controladores através de equações diferenciais. Apesar dos físicos e matemáticos da época

terem conhecimento que a condição de estabilidade de sistemas lineares recai sobre as raízes

de suas respectivas equações características, o desaĄo de fato era obter condições que não

tivessem como requisito o cálculo desses valores. Porém, os cientistas citados não obtiveram

sucesso no estudo dessa problemática (BENNETT, 1996). Ainda nesse intento, James Clerk

Maxwell obteve condições necessárias e suĄcientes até sistemas de quarta ordem em seu

artigo On governors, de 1868. Finalmente, coube a Edward Routh e Adolf Hurwitz encontrar

condições necessárias e suĄcientes por meio de análise da equação característica do sistema

(BENNETT, 1996).

Além dos cientístas teóricos citados, bem como o trabalho de homens que efetivamente

aplicaram conceitos ou criaram máquinas como James Watts, desponta o fundamental traba-

lho de um russo, Aleksandr Lyapunov, através do seminal The General Problem of Stability

of Motion de 1892, ver (MAWHIN, 2005). Nesse trabalho foram apresentados os métodos

de Lyapunov para determinar a estabilidade de sistemas dinâmicos, introduzindo conceitos
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que posteriormente dariam origem à análise de sistemas lineares através das desigualdades

matriciais lineares1. Em decorrência do trabalho de Lyapunov, sabe-se que um sistema linear

contínuo é estável se, e somente se, existir uma matriz simétrica deĄnida positiva, 𝑃 ∈ S
𝑛
+,

que satisfaça a desigualdade

𝐴′𝑃 + 𝑃𝐴 < 0, (1.1)

onde 𝐴 ∈ R
𝑛×𝑛 é a matriz dinâmica so sistema.

Somam-se a teoria criada por Lyapunov os esforços de cientistas como LurŠe, Post-

nikov, Yabukovich, Popov e Kalman, entre outros, no aprimoramento da análise e controle

através das desigualdades matriciais lineares (BOYD et al., 1994). Porém, o método de aná-

lise e síntese de controladores via LMI ganhou real espaço prático somente a partir da década

de 90, com a publicação do livro Linear Matrix Inequalities in System and Control Theory

por Stephen Boyd e coautores, (BOYD et al., 1994). Nessa época, o desenvolvimento de

métodos numéricos promissores para problemas convexos, como o de algoritmos de pontos

interiores no Ąnal da década de 80 por Nesterov e Nemirovsky, permitiu a programação de

solvers mais rápidos e numericamente conĄáveis em detrimento a busca por soluções analí-

ticas. Essa abordagem foi proposta para uma desigualdade matricial especíĄca por Willems

em (WILLEMS, 1971), ver (BOYD et al., 1994), sem a ambição de tornar esse método geral.

O trecho, retirado do livro de Boyd o qual, por sua vez, utilizou a fonte de Willems, mostra

a potencialidade que as LMIs possuiam:

"The basic importance of the LMI seems to be largely unappreciated. It would be interesting

to see whether or not it can be exploited in computacional algorithms, for example."

Retirado de (BOYD et al., 1994) e (WILLEMS, 1971).

A análise e síntese de controladores para sistemas lineares a partir de LMIs permitiu

a obtenção de soluções de problemas clássicos, como os de controle ótimo, de forma mais

eĄciente. Nesse tipo de controle, um custo deĄnido por um funcional (uma função das variáveis

do sistema) deve ser otimizado, como por exemplo os custos ℋ2 e ℋ∞. A título de ilustração,

deĄne-se o funcional 𝐽 para um controlador do tipo LQR contínuo e de horizonte inĄnito

para um sistema de apenas uma entrada como

𝐽 =
∫︁ ∞

0
(𝑥′𝑄𝑥 + 𝜌𝑢′𝑢) d𝑡. (1.2)

onde 𝑥(𝑡) é o estado do sistema e 𝑢(𝑡), a entrada de controle, (GEROMEL; KOROGUI,

2011).
1 do inglês Linear Matrix Inequalities (LMI).
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Atualmente, na fusão das áreas de controle e de transmissão de dados, surge a área

de aplicação da teoria de controle para sinais submetidos a canais não perfeitos. Nessa abor-

dagem, o sinal de controle e/ou de sensores são enviados através de redes de comunicação,

sujeitos a diversos fenômenos intrínsecos ao canal como perdas de sinais, limitação de banda,

atrasos, entre outros. Essa área de estudo é chamada de Controle Através da Rede2, a qual

é considerada promissora, com resultados consistentes em aplicações como cirurgia remota,

controle remoto em ambientes hostis, rodovias autônomas e veículos aéreos não-tripulados

(HESPANHA et al., 2007). A Figura 1 mostra a representação de um sistema em malha

fechada onde sinais de controle e de medidas são submetidos à rede.

Figura 1 Ű Representação de sistema em malha fechada com sinais de controle e medidas

submetidos a uma rede. Adaptado de (HESPANHA et al., 2007) c÷ 2007 IEEE.

EspeciĄcamente, o comportamento de sistemas sujeitos a falhas de envio de sinais de

controle ou de sensores pode ser modelado, em redes digitais, através de sistemas lineares

sujeitos a saltos markovianos a tempo discreto 3. MJLS são uma classe de sistemas estocásti-

cos, cuja dinâmica é regida por uma cadeia de Markov discreta. Esses sistemas são compostos

por um conjunto de realizações de espaço de estados (𝐴𝜃k
, 𝐵𝜃k

, 𝐶𝜃k
, 𝐷𝜃k

), que permutam es-

tocasticamente de acordo com o modo da cadeia de Markov 𝜃𝑘. Devido às características de

comportamento de MJLS, esses podem ser utilizados para modelar sistemas sujeitos a falhas

em atuadores e/ou sensores, ou perdas de pacote modeladas por cadeias de Markov. A mode-

lagem de canais de comunicação por processos estocásticos markovianos é bem estabelecida

na literatura, para os quais existem vários modelos, (ELLIOTT, 1963), (MCCULLOUGH,

1968), entre outros; bem como uma literatura bem desenvolvida para simulação (TRANTER

2 Networked Control Systems (NCS), em inglês.
3 do inglês, Markovian Jump Linear Systems (MJLS).
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et al., 2003). Em relação aos MJLS a tempo discreto, a teoria é considerada bem sedimen-

tada. Sua origem pode ser traçada na década de 60, com os artigos Analytical design of

controllers in systems with random attributes de N. N. Krasovskii e E. A. Lidskii e Optimal

control of continuous-time Markov stochastic systems de J. J. Florentin, ver (COSTA et al.,

2005). Desde então, diversos aspectos de análise e controle robusto foram abordados, como

o problema LQG a horizonte Ąnito e inĄnito, o controle ℋ2 e ℋ∞, Ąltragem, entre outros. A

referência fundamental para MJLS discretos é (COSTA et al., 2005).

Essa dissertação de mestrado visa contribuir com a área de MJLS e NCS ao realizar

um estudo de desempenho de controladores amostrados por realimentação de estado em

ambientes sujeitos a falhas de transmissão do sinal de controle, aplicados a um sistema

mecânico. Essas falhas são modeladas conforme o comportamento de canais conhecidos na

literatura como o canal de Gilbert-Elliot, Fritchman e McCullough. EspeciĄcamente, o estudo

visa comparar a performance dos controladores ℋ2 e ℋ∞ MJLS frente aos seus equivalentes

clássicos, que não prevêem o fenômeno da perda de pacote. Em relação ao sistema mecânico,

será utilizado o pêndulo invertido rotacional, uma planta não-linear e instável. O modelo será

obtido através de abordagens tradicionais da física, bem como a planta será submetida a um

processo de identiĄcação dos seus respectivos parâmetros.

Essa dissertação é organizada como segue:

∙ Capítulo 2: neste capítulo são abordados os conceitos fundamentais de controle, como

a estabilidade de Lyapunov, bem como os conceitos de normas de sistemas ℋ2 e ℋ∞

para o domínio contínuo, discreto e para sistemas lineares com saltos markovianos.

∙ Capítulo 3: a modelagem da planta é realizada de forma tradicional, através de co-

ordenadas generalizadas. Em adição, o modelo é comparado com as diversas propostas

encontradas na literatura.

∙ Capítulo 4: neste capítulo é realizada a identiĄcação prática dos parâmetros que com-

põem o sistema através de métodos de identiĄcação Grey-box, além do estudo de uma

grande parte das características da planta através de testes de comportamento,

∙ Capítulo 5: neste capítulo são introduzidas as desigualdades matriciais para a síntese

do controle ℋ2 e ℋ∞ markoviano, bem como os resultados das simulações e da aplicação

na planta real, e a comparação de performance com controles clássicos em ambientes

de perda de pacote.
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2 Conceitos Básicos de Sistemas Dinâmicos Li-

neares

Neste capítulo serão explorados os conceitos básicos de estabilidade, normas e os pro-

blemas de otimização ℋ2 e ℋ∞ para sistemas dinâmicos lineares invariantes no tempo, para

os casos contínuo e discreto, bem como MJLS a tempo discreto. A primeira seção introduz as

notações utilizadas no decorrer de toda a tese. Na segunda seção, é apresentada a notação de

espaço de estado para sistemas dinâmicos lineares invariantes no tempo, contínuo e discreto,

bem como as suas respectivas respostas temporais. A terceira seção introduz o conceito de

estabilidade, bem como as condições necessárias e suĄcientes para que um sistema contínuo

e discreto seja considerado estável. A quarta seção introduz a notação de sistemas lineares

sujeitos a saltos markovianos e a quinta seção estabelece as condições necessárias e suĄcien-

tes para estabilidade de sistemas desse tipo. Na sexta seção, é realizada uma introdução de

espaços normados para que, na sétima e oitava seções, sejam introduzidos e desenvolvidos

os conceitos de norma de sistemas ℋ2 e ℋ∞ para sistemas contínuos, discretos e markovia-

nos. Finalmente, a última seção introduz os conceitos do observador de Luenberger clássico

utilizado nos projetos desse trabalho para que os controladores por realimentação de estado

possam ser implementados. O conteúdo desse capítulo foi amplamente baseado na tese de

mestrado Controle de Sistemas Dinâmicos Através de Redes de Comunicação (SOUZA, 2012)

e na tese de doutorado Controle Dinâmico de saída para Sistemas Discretos com Saltos Mar-

kovianos (GONÇALVES, 2009). Em relação aos sistemas markovianos discretos, conforme

citado na Introdução, uma referência fundamental é (COSTA et al., 2005).

2.1 Notação

Nessa tese, letras maiúsculas denotam matrizes e minúsculas denotam vetores. Letras

gregas minúsculas foram utilizadas na representação de escalares. A operação da transposição

para matrizes e vetores é denotada por (′), bem como a operação do traço é denotada, para

matrizes quadradas, tr(.).

O conjunto dos números naturais são representados por N, assim como R denota os

números reais. Para vetores de dimensão 𝑛, a sua respectiva representação do conjunto é R
𝑛.

O conjunto dos primeiros 𝑁 números naturais é representado por K. Além disso, o espaço

das matrizes 𝑛 × 𝑚 é representado por R
𝑛×𝑚 e as matrizes simétricas de ordem 𝑛, por S

𝑛.
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Uma matriz simétrica 𝑃 ∈ S
𝑛 que respeita a condição

𝑥′𝑃𝑥 > 0, 𝑥 ∈ R
𝑛, 𝑥 ̸= 0, (2.1)

é dita matriz deĄnida positiva (𝑃 > 0). O espaço das matrizes simétricas deĄnidas positivas

é denotado por S
𝑛
+.

Quando matrizes são representadas por blocos, o símbolo (∙) denota o bloco simétrico

correspondente, por exemplo,
⋃︀

⨄︀

𝐴 ∙

𝐵 𝐶

⋂︀

⋀︀ =

⋃︀

⨄︀

𝐴 𝐵′

𝐵 𝐶

⋂︀

⋀︀ . (2.2)

Dados 𝑁2 números reais não negativos 𝑝𝑖𝑗 que satisfaçam às restrições 𝑝𝑖1 + 𝑝𝑖2 + ... +

𝑝𝑖𝑁 = 1 para todo 𝑖 ∈ K e 𝑁 matrizes reais simétricas 𝑋𝑗 para todo 𝑗 ∈ K, a combinação

convexa destas matrizes com pesos 𝑝𝑖𝑗 é deĄnida por

𝑋𝑝𝑖 =
𝑁
∑︁

𝑗=1

𝑝𝑖𝑗𝑋𝑗. (2.3)

Da mesma forma, deĄne-se para matrizes reais simétricas, a inversa da combinação

convexa das inversas de 𝑋𝑗 como

𝑋𝑞𝑖 =

∏︀

∐︁

𝑁
∑︁

𝑗=1

𝑝𝑖𝑗𝑋
⊗1
𝑗

∫︀

̂︀

⊗1

. (2.4)

Por Ąm, para matrizes que dependem de dois índices (𝑖, 𝑗) ∈ K × K, as deĄnições acima

continuam válidas substituindo-se 𝑋𝑗 por 𝑋𝑖𝑗.

2.2 Representações de sistemas dinâmicos lineares invariantes no tempo

Um sistema dinâmico linear contínuo invariante no tempo pode ser representado da

seguinte forma,

𝒢𝑐 :

⎧

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝐽𝑤(𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0,

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑦𝑥(𝑡) + 𝐸𝑦𝑤(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑧𝑥(𝑡) + 𝐷𝑧𝑢(𝑡) + 𝐸𝑧𝑤(𝑡),

(2.5)

onde 𝑥 ∈ R
𝑛 é o vetor de estados, 𝑢 ∈ R

𝑞 é a entrada controlada, 𝑤 ∈ R
𝑚 é a entrada

exógena, 𝑦 ∈ R
𝑠 é a saída medida e 𝑧 ∈ R

𝑟 a saída controlada. A condição inicial 𝑥0 ∈ R
𝑛 é

dada.

Para encontrar a representação em frequência do sistema contínuo, basta aplicar a

transformada de Laplace no conjunto representado na Equação (2.5) e encontrar 𝑦(𝑠) em
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função das suas entradas 𝑢̂(𝑠) e 𝑤̂(𝑠). Além disso, a saída temporal do sistema 𝑦(𝑡) pode ser

encontrada pela solução da equação diferencial da Equação (2.5).

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑦

[︂

𝑒𝐴𝑡𝑥0 +
∫︁ á

0
𝑒𝐴(𝑡⊗á) (𝐵𝑢(á) + 𝐽𝑤(á)) dá

]︂

+ 𝐸𝑦𝑤(𝑡). (2.6)

De forma similar, um sistema linear discreto e invariante no tempo é representado por,

𝒢𝑑 :

⎧

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘) + 𝐽𝑤(𝑘), 𝑥(0) = 𝑥0,

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑦𝑥(𝑘) + 𝐸𝑦𝑤(𝑘),

𝑧(𝑘) = 𝐶𝑧𝑥(𝑘) + 𝐷𝑧𝑢(𝑘) + 𝐸𝑧𝑤(𝑘).

(2.7)

Sua resposta no domínio da frequência pode ser encontrada através da aplicação da trans-

formada 𝑍 nas equações do sistema apresentado na Equação (2.7). Para encontrar a saída

temporal do sistema no domínio discreto, basta encontrar a fórmula recursiva do sistema. O

resultado é mostrado na Equação (2.8).

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑦

[︃

𝐴𝑘𝑥(0) + 𝑢𝑠(𝑘 ⊗ 1)
𝑘⊗1
∑︁

𝑖=0

𝐴𝑘⊗𝑖⊗1(𝐵𝑢(𝑖) + 𝐽𝑤(𝑖))

⟨

+ 𝐸𝑦𝑤(𝑘), (2.8)

onde 𝑢𝑠 é o degrau unitário.

2.3 Estabilidade de sistemas dinâmicos contínuos e discretos

O estudo da estabilidade de um sistema dinâmico é essencial para sua respectiva

análise, bem como para o correto funcionamento de projetos de controle. Nesse contexto, faz-

se necessário deĄnir o conceito de ponto de equilíbrio de um sistema dinâmico (SLOTINE et

al., 1991), para 𝑢 = 0 e 𝑤 = 0.

Definição 2.1 Um estado 𝑥𝑒 é um ponto de equilíbrio de um sistema se, a partir do momento

em que o vetor de estado 𝑥(𝑡) atinge 𝑥𝑒, 𝑥(𝑡) permanece em 𝑥𝑒 para todo o tempo futuro.

Dessa forma, seja a região no espaço de estados deĄnida por ‖𝑥‖ < 𝑅, 𝑥 ∈ R
𝑛 e

𝑅 ∈ R. DeĄne-se o conceito da estabilidade local como (SLOTINE et al., 1991),

Definição 2.2 Estabilidade Local: O ponto de equilíbrio 𝑥𝑒 = 0 é dito estável se, para

qualquer 𝑅 > 0, existe um 𝑟 > 0 de forma que, se ‖𝑥(0)‖ < 𝑟, então ‖𝑥‖ < 𝑅 para todo

𝑡 ⊙ 0. Caso contrário, esse ponto é dito instável.

Assim, deĄne-se o conceito de estabilidade assintótica para sistemas contínuos e dis-

cretos, (SLOTINE et al., 1991), tomando a origem como ponto de equilíbrio:
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Definição 2.3 O ponto de equilíbrio 𝑥𝑒 = 0 é dito assintoticamente estável se 𝑥𝑒 for estável

e existir 𝑟 > 0 tal que ‖𝑥(0)‖ < 𝑟, e 𝑥(𝑡) ⊃ 0 para 𝑡 ⊃ ∞.

A condição ‖𝑥(0)‖ < 𝑟 é necessária somente para sistemas não-lineares que apresentam mais

pontos de equilíbrio. Caso o sistema seja assintoticamente estável para qualquer condição

inicial, situação que sempre ocorrerá em sistemas lineares estáveis, o ponto de equilíbrio é

globalmente assintoticamente estável, como mostrado na próxima deĄnição,(SLOTINE et al.,

1991).

Definição 2.4 Estabilidade global: Se a estabilidade assintótica é respeitada para qualquer

estado inicial, o ponto de equilíbrio é dito de assintoticamente estável para todo o espaço de

estados, ou ainda, globalmente assintoticamente estável.

VeriĄca-se que um sistema dinâmico linear contínuo é globalmente assintoticamente estável

se a condição,

lim
𝑡⊃∞

𝑥(𝑡) = lim
𝑡⊃∞

𝑒𝐴𝑡𝑥0 = 0, (2.9)

for respeitada. Da mesma forma, para um sistema discreto ser classiĄcado como globalmente

assintoticamente estável, esse deve respeitar a condição,

lim
𝑘⊃∞

𝑥(𝑘) = lim
𝑘⊃∞

𝐴𝑘𝑥0 = 0. (2.10)

O limite em (2.9) é respeitado se, e somente se, os autovalores Ú(𝐴) da matriz 𝐴 possuem

partes reais negativas. Uma matriz em que esta propriedade é satisfeita é chamada de matriz

Hurwitz. Para o caso discreto, o limite em (2.10) é respeitado se, e somente se, os autovalores

de 𝐴 respeitam a condição ♣Ú(𝐴)♣ < 1. Esse tipo de matriz é chamada de matriz Schur. Os

autovalores Ú(𝐴) são também chamados de polos do sistema.

Em posse dos conceitos de estabilidade, pode-se enunciar o Teorema de Lyapunov

para a estabilidade global, (SLOTINE et al., 1991),

Teorema 2.1 Teorema de Lyapunov para Estabilidade global: Se existir uma função

escalar 𝑣 : R𝑛 ⊃ R dos estados 𝑥 de um sistema dinâmico, continuamente diferenciável (ou

somente contínua para sistemas discretos), de tal forma que, para todo 𝑥,

∙ 𝑣(𝑥) > 0,

∙ 𝑣̇(𝑥) < 0 (caso contínuo); 𝑣(𝑥(𝑘 + 1)) ⊗ 𝑣(𝑥(𝑘)) < 0 (caso discreto),

∙ 𝑣(𝑥) ⊃ ∞ para ‖𝑥‖ ⊃ ∞,

então a origem é globalmente assintoticamente estável. A função 𝑣 é chamada de função

de Lyapunov.
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VeriĄca-se que uma forma de analisar a estabilidade de um sistema dinâmico é deĄnir

uma função do estado do tipo Lyapunov e veriĄcar se as propriedades do Teorema 2.1 são

satisfeitas. Para um sistema linear, essa análise pode ser realizada tomando a função de

Lyapunov do tipo quadrática, 𝑣(𝑥) = 𝑥′𝑃𝑥. Assim, pode ser enunciado o Corolário 2.1 em

relação a estabilidade de um sistema contínuo.

Corolário 2.1 Um sistema linear contínuo é globalmente assintoticamente estável se, e so-

mente se, existir uma matriz simétrica 𝑃 ∈ S
𝑛
+ de tal forma que a condição 𝐴′𝑃 + 𝑃𝐴 < 0

seja satisfeita.

Esse resultado é facilmente obtido ao se deĄnir a função quadrática 𝑣(𝑥) = 𝑥′𝑃𝑥 e

utilizar a representação do espaço de estado 𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥, e estabelecer as condições sobre a

função 𝑣(𝑥) para que o Teorema 2.1 seja satisfeito.

Para o caso discreto, a mesma função quadrática 𝑣(𝑥) = 𝑥′𝑃𝑥 pode ser utilizada. O

resultado é mostrado no Corolário 2.2.

Corolário 2.2 Um sistema linear discreto é globalmente assintoticamente estável se, e so-

mente se, existir uma matriz simétrica 𝑃 ∈ S
𝑛
+ de tal forma que a condição 𝐴′𝑃𝐴 ⊗ 𝑃 < 0

seja satisfeita.

VeriĄca-se que os Corolários 2.1 e 2.2 estabelecem uma condição simples: basta existir

uma matriz simétrica deĄnida positiva 𝑃 ∈ S
𝑛
+ que satisfaça as condições propostas que

o sistema é globalmente assintoticamente estável. A matriz 𝑃 pode ser facilmente obtida

através de métodos numéricos de programas cientíĄcos como o Matlab.

2.4 Representações de sistemas dinâmicos lineares com saltos mar-

kovianos

Um sistema linear com saltos markovianos a tempo discreto (MJLS) é um sistema

estocástico, cujas matrizes de estado dependem do estado (modo) de uma cadeia de Markov

Ąnita. Esse sistema pode ser representado através de equações de estado como,

𝒢𝑚 :

⎧

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴(𝜃𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐵(𝜃𝑘)𝑢(𝑘) + 𝐽(𝜃𝑘)𝑤(𝑘),

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑦(𝜃𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐸𝑦(𝜃𝑘)𝑤(𝑘),

𝑧(𝑘) = 𝐶𝑧(𝜃𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐷𝑧(𝜃𝑘)𝑢(𝑘) + 𝐸𝑧(𝜃𝑘)𝑤(𝑘),

(2.11)

onde 𝑥(𝑘) ∈ R
𝑛 é o vetor de estados, 𝑢(𝑘) ∈ R

𝑞 é a entrada de controle, 𝑤(𝑘) ∈ R
𝑚

é a perturbação externa, 𝑦(𝑘) ∈ R
𝑠 é a saída medida e 𝑧(𝑘) ∈ R

𝑟 é a saída controlada.
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O argumento 𝜃𝑘 representa o estado markoviano, também chamado modo. As matrizes de

espaço de estado em (2.11) dependem de uma cadeia de Markov cujos valores são tomados

no conjunto Ąnito K = ¶1, 2, ..., 𝑁♢. As probabilidades de transição são dadas pela matriz

de transição associada P ∈ R
𝑁×𝑁 , cujos elementos satisfazem 𝑝𝑖𝑗 = Prob(𝜃𝑘+1 = 𝑗♣𝜃𝑘 = 𝑖),

𝑝𝑖1 + ... + 𝑝𝑖𝑁 = 1 e 𝑝𝑖𝑗 > 0. Para facilitar a apresentação, as matrizes de espaço de estado

são escritas como 𝐴(𝜃𝑘) := 𝐴𝑖, 𝐵(𝜃𝑘) := 𝐵𝑖, 𝐽(𝜃𝑘) := 𝐽𝑖, 𝐶𝑧(𝜃𝑘) := 𝐶𝑧𝑖, 𝐷𝑧(𝜃𝑘) := 𝐷𝑧𝑖 e

𝐸𝑧(𝜃𝑘) := 𝐸𝑧𝑖, quando 𝜃𝑘 = 𝑖 ∈ K.

2.5 Estabilidade de sistemas dinâmicos lineares com saltos markovi-

anos

A análise da estabilidade de sistemas dinâmicos lineares com saltos markovianos difere

da análise anterior realizada nesse capítulo para sistemas contínuos e discretos devido a sua

natureza estocástica. Assim, a estabilidade para esse tipo de sistema pode ser deĄnida de

várias formas estocásticas equivalentes encontradas na literatura, (JI et al., 1991), mostradas

nas deĄnições a seguir.

Definição 2.5 Considere o sistema (2.11) com entrada de controle 𝑢(𝑘) = 0 e entrada exó-

gena 𝑤(𝑘) = 0 para todo 𝑘 ∈ N e condições iniciais 𝑥(0) = 𝑥0 ∈ R
𝑛, 𝜃0 ∈ K. O sistema 𝒢𝑚

é,

a) Estável por média quadrática, se para todo estado inicial (𝑥0, 𝜃0),

lim
𝑘⊃∞

ℰ ¶𝑥(𝑘)′𝑥(𝑘)♣𝑥0, 𝜃0♢ = 0, (2.12)

b) Estocasticamente estável, se para todo estado inicial (𝑥0, 𝜃0),

ℰ

{︃

∞
∑︁

𝑘=0

𝑥(𝑘)′𝑥(𝑘)♣𝑥0, 𝜃0

⨀︀

< ∞, (2.13)

c) Exponencialmente estável por média quadrática, se para todo estado inicial (𝑥0, 𝜃0) exis-

tirem constantes 0 < Ð < 1 e Ñ > 0 tais que, para todo 𝑘 ∈ N,

ℰ¶𝑥(𝑘)′𝑥(𝑘)♣𝑥0, 𝜃0♢ < ÑÐ𝑘𝑥′
0𝑥0, (2.14)

Essas três deĄnições são equivalentes para sistemas lineares com saltos markovianos e

cadeia de Markov Ąnita, conforme mostrado em (JI et al., 1991). Esse conjunto é normalmente

chamado de estabilidade de segundo momento1.
1 Second Moment Stability (SMS)
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Por Ąm, pode-se escrever condições em desigualdades matriciais lineares de forma

similar às obtidas através das condições de estabilidade de Lyapunov, para o sistema linear

com saltos markovianos, (COSTA; FRAGOSO, 1993).

Lema 2.1 O sistema (2.11) com entrada de controle 𝑢(𝑘) = 0 e entrada exógena 𝑤(𝑘) = 0 é

estável pelo segundo momento se, e somente se, existirem matrizes 𝑃𝑖 ∈ S+ para todo 𝑖 ∈ K

tais que as 𝑁 desigualdades de Lyapunov acopladas,

𝐴′
𝑖𝑃𝑝𝑖𝐴𝑖 ⊗ 𝑃𝑖 < 0, 𝑖 ∈ K (2.15)

possam ser simultaneamente satisfeitas.

A prova do Lema 2.1 pode ser encontrada em (COSTA; FRAGOSO, 1993) e (GONÇALVES,

2009).

Assim, o conceito de estabilidade para sistemas determinísticos e estocásticos foi apre-

sentado e desenvolvido. Essas são condições necessárias para a caracterização de sistemas

dinâmicos e para o cômputo das normas de sistemas que serão estudados nesse capítulo.

2.6 Espaço normados e normas de trajetórias

O estudo de normas se faz necessário para a deĄnição de critérios de controle ótimo,

como o ℋ2 e ℋ∞ que serão utilizados nessa tese. Esses possuem analogias com critérios da

engenharia comumente adotados, como a energia associada às trajetórias dos estados de um

sistema ou a performance do próprio frente a ruídos.

O conceito de norma está intimamente ligado com o conceito de distâncias. Essa

entidade é um "conceito auxiliar que utiliza as operações de um espaço vetorial (...) empregada

para obter uma métrica 𝑑 do tipo desejado", (KREYSZIG, 1978). A deĄnição formal é dada

por:

Definição 2.6 A norma em um espaço vetorial real ou complexo 𝒳 é uma função real em

𝒳 para a qual um valor 𝑥 ∈ 𝒳 é denotado por ‖𝑥‖ com as seguintes propriedades,

∙ ‖𝑥‖ > 0, 𝑥 ∈ 𝒳 ♣𝑥 ̸= 0, ‖𝑥‖ = 0 ≺ 𝑥 = 0;

∙ ‖Ð𝑥‖ = ♣Ð♣‖𝑥‖, Ð ∈ R;

∙ ‖𝑥 + 𝑦‖ < ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳 . (Desigualdade triangular);
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Através da união do conceito de norma e espaços vetoriais, pode-se deĄnir o espaço

normado, bem como o espaço de Banach, (KREYSZIG, 1978).

Definição 2.7 Um espaço normado 𝒳 é um espaço vetorial dotado de norma. Um espaço

de Banach é um espaço normado completo na métrica deĄnida pela norma,

𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 ⊗ 𝑦‖, 𝑥, 𝑦 ∈ R
𝑛 (2.16)

O espaço normado é representado por (𝒳 , ‖.‖), ou simplesmente por 𝒳 .

Assim, um espaço normado completo, ou espaço de Banach, é um espaço vetorial cuja

métrica é induzida pela função norma operada dentro do espaço em questão. Essa função

pode ser deĄnida de várias formas, desde que se respeitem as condições da DeĄnição 2.6.

Nesse contexto, deĄne-se o espaço de trajetórias contínuas, ℒ2. (KHALIL, 2002).

Definição 2.8 O espaço ℒ2 é o espaço de trajetórias deĄnidas como 𝑧 : [0, ∞) ⊃ R
𝑛 e

contínuas por partes, tal que a norma,

‖𝑧‖2 =
(︂∫︁ ∞

0
‖𝑧(𝑡)‖2 d𝑡

)︂
1

2

,

seja Ąnita.

Em (KREYSZIG, 1978), mostra-se que o espaço ℒ2 é um espaço de Banach.

De forma equivalente, deĄne-se o espaço de trajetórias ℓ2 de sistemas discretos como,

Definição 2.9 O espaço ℓ2 é o espaço de trajetórias discretas deĄnidas como 𝑧 : N ⊃ R
𝑛 de

tal forma que a norma,

‖𝑧‖2 =

(︃

∞
∑︁

𝑘=0

‖𝑧(𝑘)‖2

)︃
1

2

,

seja Ąnita.

De forma análoga ao espaço ℒ2, mostra-se que o espaço ℓ2 é um espaço de Banach,

(KREYSZIG, 1978).

Em relação aos MJLS, faz-se necessário deĄnir o espaço de probabilidade fundamen-

tal para que o equivalente estocástico de ℓ2 seja estabelecido (COSTA et al., 2005). Nesse

contexto, para o sistema estocástico deĄnido em (2.11), a variável da cadeia de Markov 𝜃𝑘 as-

sume valores no conjunto K = ¶1, 2, ..., 𝑁♢ para todo tempo 𝑘 ∈ N e o restante das variáveis

tomam seus valores do espaço amostral Ω̃𝑘. Dessa forma, para 𝜃𝑘, deĄne-se a à-álgebra K de



2.7. A norma ℋ2 13

todos os subconjuntos de K e, para o restante das variáveis, deĄne-se F̃𝑘 como a à⊗álgebra

de Borel de Ω̃𝑘. Para que todo o tempo 𝑘 possa ser considerado, deĄne-se

Ω =
∏︁

𝑘∈N

(Ω̃𝑘 × K𝑘),

onde K𝑘 são cópias de K. Além disso, deĄne-se N𝑘 = ¶𝑖 ∈ N ♣ 𝑖 ⊘ 𝑘♢ para cada 𝑘 ∈ N e,

dessa forma

F = à

⎧

⨄︁

⋃︁

∏︁

𝑘∈N

(𝐹𝑘 × Ù𝑘) ♣ 𝐹𝑘 ∈ F̃𝑘 e Ù𝑘 ∈ K para cada 𝑘 ∈ N

⎫

⋀︁

⋂︁

e, para cada 𝑘 ∈ N,

F𝑘 = à

⎧

⨄︁

⋃︁

∏︁

𝑙∈Nk

(𝐹𝑙 × Ù𝑙) ×
∞
∏︁

á=𝑘+1

(Ω̃á × Ná ) ♣ 𝐹𝑙 ∈ F̃𝑙 e Ù𝑙 ∈ K para cada 𝑙 ∈ N𝑘

⎫

⋀︁

⋂︁

de forma que F𝑘 ⊆ F. Por Ąm, para as medidas de probabilidade de transição

Prob(𝜃𝑘+1 = 𝑗 ♣ F𝑘) = Prob(𝜃𝑘+1 = 𝑗 ♣ 𝜃𝑘 = 𝑖) = 𝑝𝑖𝑗, (2.17)

e P = [𝑝𝑖𝑗], a matriz de probabilidade de transição da cadeia de Markov, deĄne-se o espaço

de probabilidade fundamental (Ω,F, ¶F𝑘♢, Prob), (COSTA et al., 2005).

Assim, o espaço de trajetórias estocásticas L2 é deĄnido como, (VAL et al., 2002).

Definição 2.10 Seja uma cadeia de Markov homogênea a tempo discreto de matriz de pro-

babilidade P, uma variável aleatória 𝑧 = ¶𝑧(𝑘)♢ para 𝑘 ⊙ 0 que pertence ao espaço de

probabilidade fundamental (Ω,F, ¶F𝑘♢, Prob). DeĄne-se o espaço L2 para 𝑧 : [0, ∞) ⊃ R
𝑛 e,

para cada 𝑘 ⊙ 0, a norma estocástica,

‖𝑧‖2
2 =

∞
∑︁

𝑘=0

ℰ¶𝑧(𝑘)′𝑧(𝑘)♢ < ∞.

Em posse das deĄnições abordadas, as normas de sistema ℋ2 e ℋ∞ podem ser apre-

sentadas.

2.7 A norma ℋ2

A norma ℋ2 é uma norma de um sistema deĄnida ao se aplicar excitações impulsivas

em todos os seus canais de entrada. Pode ser mostrado que essa norma é equivalente a norma

quadrática da trajetória efetuada pela saída 𝑧, a qual remete a energia de sistemas físicos.
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2.7.1 Sistemas contínuos

A norma ℋ2 de um sistema contínuo é deĄnida em sua forma frequencial como:

Definição 2.11 Seja a função de transferência 𝐻(𝑠) de um sistema contínuo 𝒢𝑐 da entrada

exógena 𝑤 para a saída controlada 𝑧, para 𝑢 = 0 e 𝑠 = 𝑗æ. A norma ℋ2 desse sistema é

deĄnida como, (GEROMEL; KOROGUI, 2011),

‖𝒢𝑐‖2 =

√︃

1
2Þ

(︂∫︁ ∞

⊗∞
tr(𝐻(⊗𝑗æ)′𝐻(𝑗æ)) dæ

)︂

.

Pode-se utilizar a DeĄnição 2.11 e o teorema de Parseval (Anexo C) para encontrar

uma deĄnição equivalente no tempo. Dessa forma, a DeĄnição 2.11 pode ser escrita como

‖𝒢𝑐‖2 =

√︃

(︂∫︁ ∞

0
tr(ℎ(𝑡)′ℎ(𝑡)) d𝑡

)︂

. (2.18)

Assim, toma-se a resposta ao impulso do sistema, deĄnida como a anti-transformada da

função de transferência,

ℎ(𝑡) = ℒ⊗1¶𝐻(𝑠)♢ = ℒ⊗1¶𝐶𝑧(𝑠𝐼 ⊗ 𝐴)⊗1𝐽 + 𝐸𝑧♢ = 𝐶𝑧𝑒𝐴𝑡𝐽 + 𝐸𝑧Ó(𝑡) (2.19)

Substitui-se a Equação (2.19) em (2.18) para obter

‖𝒢𝑐‖
2
2 =

∫︁ ∞

0
tr(ℎ(𝑡)′ℎ(𝑡)) d𝑡 =

∫︁ ∞

0
tr(𝐽 ′𝑒𝐴′𝑡𝐶 ′

𝑧𝐶𝑧𝑒𝐴𝑡𝐽) d𝑡 + tr(𝐸 ′
𝑧𝐶𝑧𝐽)

+tr(𝐽 ′𝐶 ′
𝑧𝐸𝑧) +

∫︁ ∞

0
tr(𝐸 ′

𝑧𝐸𝑧)Ó(𝑡)2 d𝑡. (2.20)

Para que a expressão (2.20) possa convergir, a matriz 𝐸𝑧 deve ser nula, pois a integral de

Ó(𝑡)2 diverge, o que implica que o sistema seja estritamente próprio. Além disso, a matriz 𝐴

deve ser Hurwitz para garantir a convergência das integrais discutidas acima.

Por Ąm, a Equação (2.20) pode ser escrita como

‖𝒢𝑐‖
2
2 = tr

(︂∫︁ ∞

0
𝐽 ′𝑒𝐴′𝑡𝐶 ′

𝑧𝐶𝑧𝑒𝐴𝑡𝐽 d𝑡

)︂

= tr
(︂

𝐽 ′

[︂∫︁ ∞

0
𝑒𝐴′𝑡𝐶 ′

𝑧𝐶𝑧𝑒𝐴𝑡 d𝑡

]︂

𝐽

)︂

= tr(𝐽 ′𝑃𝑜𝐽), (2.21)

onde 𝑃𝑜 é o gramiano de observabilidade,

𝑃𝑜 =
∫︁ ∞

0
𝑒𝐴′𝑡𝐶 ′

𝑧𝐶𝑧𝑒𝐴𝑡 d𝑡. (2.22)

Da mesma forma, pela propriedade da invariância do traço pela operação da transposição

(Anexo A), pode-se obter outra forma equivalente, chamada dual,

‖𝒢𝑐‖
2
2 = tr

(︂∫︁ ∞

0
𝐶𝑧𝑒𝐴𝑡𝐽𝐽 ′𝑒𝐴′𝑡𝐶 ′

𝑧 d𝑡

)︂

= tr
(︂

𝐶𝑧

[︂∫︁ ∞

0
𝑒𝐴𝑡𝐽𝐽 ′𝑒𝐴′𝑡 d𝑡

]︂

𝐶 ′
𝑧

)︂

= tr(𝐶𝑧𝑃𝑐𝐶
′
𝑧), (2.23)
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onde 𝑃𝑐 é o gramiano de controlabilidade,

𝑃𝑐 =
∫︁ ∞

0
𝑒𝐴𝑡𝐽𝐽 ′𝑒𝐴′𝑡 d𝑡. (2.24)

Ambos os gramianos são as respectivas soluções das equações de Lyapunov, (GEROMEL;

KOROGUI, 2011),

𝐴′𝑃𝑜 + 𝑃𝑜𝐴 + 𝐶 ′
𝑧𝐶𝑧 = 0, (2.25)

𝐴𝑃𝑐 + 𝑃𝑐𝐴
′ + 𝐽𝐽 ′ = 0. (2.26)

Essas equações são fundamentais para escrever o problema da obtenção da norma ℋ2 na

forma de LMIs. Pode ser mostrado que, para dois pares de solução da equação de Lyapunov

(𝑃𝑜, 𝑄𝑜) e (𝑃, 𝑄), se 𝑄𝑜 > 𝑄, então 𝑃𝑜 > 𝑃 , (OLIVEIRA, 1999). Então, pode-se reescrever a

Equação (2.25) como

𝐴′𝑃 + 𝑃𝐴 + 𝐶 ′
𝑧𝐶𝑧 < 0, (2.27)

a qual implica que 𝑃 > 𝑃𝑜. Assim, a Equação (2.21) pode ser reescrita como

‖𝒢𝑐‖
2
2 = tr(𝐽 ′𝑃𝑜𝐽) < tr(𝐽 ′𝑃𝐽). (2.28)

Assim, ao se minimizar a expressão tr(𝐽 ′𝑃𝐽), pode-se obter o valor da norma ‖𝒢𝑐‖
2
2 =

tr(𝐽 ′𝑃𝑜𝐽) com a precisão desejada. O problema pode ser reescrito como

‖𝒢𝑐‖
2
2 = inf

𝑃 >0
¶tr(𝐽 ′𝑃𝐽) ♣ 𝐴′𝑃 + 𝑃𝐴 + 𝐶 ′

𝑧𝐶𝑧 < 0♢. (2.29)

De forma similar, pode-se escrever as Equações (2.23) e (2.26) em um problema de otimização,

‖𝒢𝑐‖
2
2 = inf

𝑃 >0
¶tr(𝐶𝑧𝑃𝐶 ′

𝑧) ♣ 𝐴𝑃 + 𝑃𝐴′ + 𝐽𝐽 ′ < 0♢. (2.30)

2.7.2 Sistemas discretos

A norma ℋ2 para sistemas discretos é deĄnida como:

Definição 2.12 Seja a função de transferência 𝐻(𝑧), 𝑧 = 𝑒𝑗æ, de um sistema discreto 𝒢𝑑 da

entrada exógena 𝑤 para a saída controlada 𝑧 e 𝑢 = 0. A norma ℋ2 desse sistema é deĄnida

em frequência como, (OLIVEIRA, 1999),

‖𝒢𝑑‖2 =

√︃

1
2Þ

(︂∫︁ 2Þ

0
tr(𝐻(𝑒⊗𝑗æ)′𝐻(𝑒𝑗æ)) dæ

)︂

.

Pode-se utilizar a DeĄnição 2.12 e o teorema de Parseval (Anexo C) para encontrar

uma deĄnição equivalente no tempo discreto

‖𝒢𝑑‖2 =

⎯

⎸

⎸

⎷

∞
∑︁

𝑘=0

tr(ℎ(𝑘)′ℎ(𝑘)).
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Da mesma forma realizada para sistemas contínuos, toma-se a anti-transformada 𝑍 da função

de transferência

ℎ(𝑘) = 𝑍⊗1¶𝐻(𝑧)♢ =

⎧

⨄︁

⋃︁

𝐸𝑧, 𝑘 = 0

𝐶𝑧𝐴𝑘⊗1𝐽, 𝑘 ⊙ 1.
(2.31)

Assim, pode-se escrever a deĄnição temporal (2.12) da norma ℋ2 discreta como

‖𝒢𝑑‖2
2 =

∞
∑︁

𝑘=1

tr(𝐽 ′(𝐴′)𝑘⊗1𝐶 ′
𝑧𝐶𝑧𝐴𝑘⊗1𝐽) + tr(𝐸 ′

𝑧𝐸𝑧), (2.32)

‖𝒢𝑑‖2
2 =

∞
∑︁

𝑘=0

tr(𝐽 ′(𝐴′)𝑘𝐶 ′
𝑧𝐶𝑧𝐴𝑘𝐽) + tr(𝐸 ′

𝑧𝐸𝑧). (2.33)

Nota-se que a restrição de 𝐸𝑧 = 0 presente em sistemas continuos não é necessária para a

convergência da norma ‖𝒢𝑑‖2, ou seja, o sistema não necessariamente precisa ser estritamente

próprio. Além disso, a série da equação é convergente se, e somente se, a matriz 𝐴 é Schur.

De forma similar ao sistema contínuo, pode-se deĄnir a norma ℋ2 na forma

‖𝒢𝑑‖2
2 = tr(𝐽 ′𝑃𝑜𝐽) + tr(𝐸 ′

𝑧𝐸𝑧), (2.34)

para o gramiano de observabilidade,

𝑃𝑜 =
∞
∑︁

𝑘=0

(𝐴′)𝑘𝐶 ′
𝑧𝐶𝑧𝐴𝑘. (2.35)

E de forma similar, pela propriedade do traço (Anexo A),

‖𝒢𝑑‖2
2 = tr(𝐶𝑧𝑃𝑐𝐶

′
𝑧) + tr(𝐸𝑧𝐸 ′

𝑧), (2.36)

para o gramiano de controlabilidade

𝑃𝑐 =
∞
∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘𝐽𝐽 ′(𝐴′)𝑘. (2.37)

Além disso, as matrizes 𝑃𝑜 e 𝑃𝑐 são soluções das respectivas equações de Lyapunov, (GERO-

MEL; KOROGUI, 2011),

𝐴′𝑃𝑜𝐴 ⊗ 𝑃𝑜 + 𝐶 ′
𝑧𝐶𝑧 =0, (2.38)

𝐴𝑃𝑐𝐴
′ ⊗ 𝑃𝑐 + 𝐽𝐽 ′ =0. (2.39)

Da mesma forma que as equações de Lyapunov para o caso contínuo podem ser transformadas

em problemas de otimização convexa, o problema ℋ2 discreto também pode ser convertido

em formato similar, (OLIVEIRA, 1999). Assim, reescreve-se a Equação (2.34) e (2.37) no

problema de otimização

‖𝒢𝑐‖
2
2 = inf

𝑃 >0
¶tr(𝐽 ′𝑃𝐽 + 𝐸 ′

𝑧𝐸𝑧) ♣ 𝐴′𝑃𝐴 ⊗ 𝑃 + 𝐶 ′
𝑧𝐶𝑧 < 0♢, (2.40)

bem como o seu equivalente,

‖𝒢𝑐‖
2
2 = inf

𝑃 >0
¶tr(𝐶𝑧𝑃𝐶 ′

𝑧 + 𝐸𝑧𝐸 ′
𝑧) ♣ 𝐴𝑃𝐴′ ⊗ 𝑃 + 𝐽𝐽 ′ < 0♢. (2.41)
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2.7.3 Sistemas com saltos markovianos

A norma ℋ2 para sistemas lineares sujeitos a saltos markovianos é deĄnida conforme

segue, (VAL et al., 2002).

Definição 2.13 Seja Û𝑖 := Prob(𝜃0 = 𝑖 ∈ K), a distribuição inicial do estado Markoviano,

bem como o sistema linear com saltos markovianos em (2.11). DeĄne-se a norma ℋ2 do

sistema linear com saltos markovianos 𝒢𝑚 estável por segundo momento como

‖𝒢𝑚‖2
2 =

𝑟
∑︁

𝑠=1

𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖‖𝑧𝑠,𝑖‖
2
2,

onde 𝑧𝑠,𝑖 representa a saída 𝑧 = 𝑧(𝑘) quando 𝑤(𝑘) = Ó(𝑘)𝑒𝑠, Ó(𝑘) é o delta de Kronecker,

𝑤𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, ... e 𝑒𝑠 ∈ R
𝑟 é o s-ésimo elemento da base canônica, 𝑒𝑠 = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)′,

𝑥0 = 0 e 𝜃0 = 𝑖 e 𝑢(𝑘) = 0.

Nota-se que a DeĄnição 2.13 é formulada no tempo, ao contrário das deĄnições da norma

ℋ2 para sistemas contínuos e discretos na frequência. Isso ocorre pois não existe deĄnição

de função de transferência para um sistema markoviano, pois essa classe de sistema consiste

de diferentes sistemas discretos chaveados por uma regra estocástica. VeriĄca-se ainda que,

para 𝑁 = 1, a DeĄnição 2.13 se reduz ao caso determinístico mostrado para sistema discretos

em (2.33) após manipulação algébrica apropriada, (VAL et al., 2002). Além disso, mostra-se

o custo quadrático apresentado na DeĄnição 2.13 é igual a norma L
2 do sistema 𝒢𝑚 com

entrada nula e condição inicial dada por 𝑥(0) = 𝐽𝑖𝑒𝑠, onde 𝜃0 = 𝑖 ∈ K com probabilidade Û𝑖

e 𝑠 = 1, 2, ..., 𝑚, (GONÇALVES, 2009).

VeriĄca-se que, quando a distribuição de probabilidade inicial Û𝑖 não é conhecida, a

DeĄnição 2.13 pode ser reescrita como, (GONÇALVES, 2009),

‖𝒢𝑚‖2
2 =

𝑟
∑︁

𝑠=1

𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖‖𝑧𝑠,𝑖‖
2
2,

⊘ max
Û∈Λ

𝑟
∑︁

𝑠=1

𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖‖𝑧𝑠,𝑖‖
2
2, (2.42)

⊘ sup
𝜃0∈K

𝑟
∑︁

𝑠=1

‖𝑧𝑠,𝜃0
‖2

2, (2.43)

onde Λ é o simplex unitário. A desigualdade (2.42) é uma consequência direta do operador

max, bem como a desigualdade (2.43) é obtida pelo fato de o máximo de uma função linear em

um conjunto convexo ocorrer em um vértice desse conjunto. Dessa forma, pode-se encontrar

um limitante superior para a norma ℋ2 deĄnida em (2.13) considerando a distribuição de

probabilidade inicial como uma variável no problema de otimização.
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Da mesma forma que para sistemas discretos foi mostrado que sua respectiva norma

ℋ2 pode ser calculada através de uma formulação alternativa mostrada nas Equações (2.34)

e (2.36), uma forma similar pode ser derivada para o caso markoviano. Esse fato é mostrado

no Teorema 2.2, (GONÇALVES, 2009).

Teorema 2.2 A norma ℋ2 do sistema 𝒢𝑚, tal como deĄnida em (2.13), pode ser calculada

por

‖𝒢𝑚‖2
2 =

𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖tr(𝐽 ′
𝑖𝑃𝑝𝑖𝐽𝑖 + 𝐸 ′

𝑧𝑖𝐸𝑧𝑖), (2.44)

para 𝑃𝑖 > 0, 𝑖 ∈ K, soluções das equações

𝑃𝑖 = 𝐴′
𝑖𝑃𝑝𝑖𝐴𝑖 + 𝐶 ′

𝑧𝑖𝐶𝑧𝑖, 𝑖 ∈ K. (2.45)

Prova: Toma-se a DeĄnição 2.13 da norma ℋ2 e se aplica a deĄnição de norma quadrática

estocástica em (2.10) para a entrada de controle 𝑢(𝑘) = 0, 𝑥0 = 0 e 𝜃0 = 𝑖,

‖𝒢𝑚‖2
2 =

𝑟
∑︁

𝑠=1

𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖ℰ

{︃

∞
∑︁

𝑘=0

𝑧(𝑘)′𝑧(𝑘)♣𝜃0, 𝑥(0)

⨀︀

,

=
𝑟
∑︁

𝑠=1

𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖ℰ

{︃

∞
∑︁

𝑘=0

𝑥(𝑘)′𝐶 ′
𝑧𝜃k

𝐶𝑧𝜃k
𝑥(𝑘)♣𝜃0, 𝑥(0)

⨀︀

+
𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖tr(𝐸 ′
𝑧𝑖𝐸𝑧𝑖). (2.46)

De forma similar ao equivalente determinístico discreto, pode-se escrever a desigualdade

(2.15) como

𝐴′
𝑖𝑃𝑝𝑖𝐴𝑖 ⊗ 𝑃𝑖 + 𝐶 ′

𝑧𝑖𝐶𝑧𝑖 = 0, 𝑖 ∈ K. (2.47)

Se a Equação (2.47) for satisfeita por hipótese, pode-se escrever

‖𝒢𝑚‖2
2 =

𝑟
∑︁

𝑠=1

𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖ℰ

{︃

∞
∑︁

𝑘=0

𝑥(𝑘)′(𝑃𝜃k
⊗ 𝐴′

𝜃k
𝑃𝑝𝜃k

𝐴𝜃k
)𝑥(𝑘)♣𝜃0, 𝑥(0)

⨀︀

+
𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖tr(𝐸 ′
𝑧𝑖𝐸𝑧𝑖),

=
𝑟
∑︁

𝑠=1

𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖ℰ

{︃

∞
∑︁

𝑘=0

𝑥(𝑘)′𝑃𝜃k
𝑥(𝑘) ⊗ 𝑥(𝑘 + 1)′𝑃𝑝𝜃k

𝑥(𝑘 + 1)♣𝜃0, 𝑥(0)

⨀︀

+
𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖tr(𝐸 ′
𝑧𝑖𝐸𝑧𝑖). (2.48)

Além disso, para 𝑗 ⊙ 1, ℰ¶𝑃𝜃j
♢ = ℰ¶𝑃𝑝𝜃j⊗1

♢. Assim, pode-se expandir a soma telescópica re-

sultante em (2.48), levando em consideração a hipótese da estabilidade de segundo momento.

O resultado é

‖𝒢𝑚‖2
2 =

𝑟
∑︁

𝑠=1

𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖ℰ¶𝑥(1)′𝑃𝜃1
𝑥(1)♣𝜃0, 𝑥(0)♢ +

𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖tr(𝐸 ′
𝑧𝑖𝐸𝑧𝑖),

=
𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖

𝑟
∑︁

𝑠=1

(𝑒′
𝑠𝐽

′
𝑖ℰ¶𝑃𝜃1

♣𝜃0♢𝐽𝑖𝑒𝑠) +
𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖tr(𝐸 ′
𝑧𝑖𝐸𝑧𝑖),

=
𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖tr(𝐽 ′
𝑖ℰ¶𝑃𝜃1

♣𝜃0♢𝐽𝑖 + 𝐸 ′
𝑧𝑖𝐸𝑧𝑖) (2.49)
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Por Ąm, ℰ¶𝑃𝜃1
♣𝜃0 = 𝑖♢ = 𝑃𝑝𝜃0

= 𝑃𝑝𝑖, o que completa a prova. �

Além disso, o cálculo da norma ℋ2 para MJLS a tempo discreto pode ser reescrito em

um problema de otimização, ver (COSTA et al., 1997) e (VAL et al., 2002). Assim, a partir

da Equação (2.47), escreve-se

𝐴′
𝑖𝑃𝑝𝑖𝐴𝑖 ⊗ 𝑃𝑖 + 𝐶 ′

𝑧𝑖𝐶𝑧𝑖 < 0, 𝑖 ∈ K. (2.50)

Em posse da desigualdade em (2.50), a Equação (2.44) pode ser escrita como, (VAL et al.,

2002),

‖𝒢𝑚‖2
2 <

𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖tr(𝐽 ′
𝑖𝑃𝑝𝑖𝐽𝑖 + 𝐸 ′

𝑧𝑖𝐸𝑧𝑖). (2.51)

Assim, o problema pode ser formulado como

‖𝒢𝑚‖2
2 = inf

𝑃i>0

{︃

𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖tr(𝐽 ′
𝑖𝑃𝑝𝑖𝐽𝑖 + 𝐸 ′

𝑧𝑖𝐸𝑧𝑖) ♣ 𝐴′
𝑖𝑃𝑝𝑖𝐴𝑖 ⊗ 𝑃𝑖 + 𝐶 ′

𝑧𝑖𝐶𝑧𝑖 < 0, 𝑖 ∈ K

⨀︀

. (2.52)

O problema mostrado na Equação (2.52) pode ser reescrito em um formato alternativo,

(GONÇALVES, 2009). Assim, para as condições,

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑊𝑖 ∙ ∙

𝑃𝑝𝑖𝐽𝑖 𝑃𝑝𝑖 ∙

𝐸𝑧𝑖 0 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0, (2.53)

e
⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑃𝑖 ∙ ∙

𝑃𝑝𝑖𝐴𝑖 𝑃𝑝𝑖 ∙

𝐶𝑧𝑖 0 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0, (2.54)

para todo 𝑖 ∈ K, formula-se o problema de otimização:

‖𝒢𝑚‖2
2 = inf

𝑃i,𝑊i>0

{︃

𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖tr(𝑊𝑖) ♣ (2.53), (2.54)

⨀︀

. (2.55)

2.8 A norma ℋ∞

A norma de um sistema ℋ∞, conforme será derivado a partir das deĄnições no decorrer

dessa seção, pode ser vista como uma medida de robustez de um sistema frente a ruídos que

pertençam ao conjunto ℒ2, ou ao seu equivalente discreto e markoviano. EspeciĄcamente,

essa norma é um limitante superior de custo para o pior ruído possível aplicado ao sistema.
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2.8.1 Sistemas contínuos

A norma ℋ∞ de um sistema contínuo é deĄnida como, (OLIVEIRA, 1999):

Definição 2.14 Seja a função de transferência 𝐻(𝑠) de um sistema contínuo 𝒢𝑐 para a saída

controlada 𝑧 e entrada de controle 𝑢 = 0, 𝑠 = 𝑗æ. A norma ℋ∞ desse sistema é deĄnida

como

‖𝒢𝑐‖
2
∞ = sup

æ∈R

àmax[𝐻(𝑗æ)],

onde àmax[.] é o máximo valor singular da função de transferência.

Pode-se estabelecer a condição ‖𝒢𝑐‖
2
∞ < Ò, reescrevendo o problema proposto pela DeĄnição

2.14 como

𝐻(𝑗æ)*𝐻(𝑗æ) < Ò𝐼, ∀æ ∈ R. (2.56)

Assim, pela deĄnição da função de transferência

𝑧(𝑗æ)*𝑧(𝑗æ) ⊗ Ò𝑤̂(𝑗æ)*𝑤̂(𝑗æ) < 0, ∀æ ∈ R. (2.57)

A Equação (2.57) pode ser reescrita no tempo, ao integra-la em frequência e utilizar o teorema

de Parseval, (Anexo C):
∫︁ ∞

0
𝑧(𝑡)′𝑧(𝑡) ⊗ Ò𝑤(𝑡)′𝑤(𝑡) d𝑡 < 0. (2.58)

A condição da Equação (2.58) só é satisfeita se, e somente se, 𝑤, 𝑦 ∈ ℒ2 para que a conver-

gência seja respeitada. Assim para Ò > 0, a desigualdade ‖𝒢𝑐‖
2
∞ < Ò é válida, se, e somente

se,

sup
𝑤 ̸=0∈ℒ2

‖𝑧‖2
2 ⊗ Ò‖𝑤‖2

2 < 0. (2.59)

O problema de otimização pode ser escrito como

‖𝒢𝑐‖
2
∞ = inf

Ò>0
¶Ò ♣ ‖𝑧‖2

2 ⊗ Ò‖𝑤‖2
2 < 0♢ = sup

𝑤 ̸=0∈ℒ2

‖𝑧‖2
2

‖𝑤‖2
2

. (2.60)

Em termos de LMIs, escreve-se a solução do problema em (2.60) como, (OLIVEIRA, 1999),

‖𝒢𝑐‖
2
∞ = inf

𝑃 >0
¶Ò ♣ (2.62)♢. (2.61)

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐴′𝑃 + 𝑃𝐴 𝑃𝐽 𝐶 ′
𝑧

𝐽 ′𝑃 ⊗Ò𝐼 𝐸 ′
𝑧

𝐶𝑧 𝐸𝑧 ⊗𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

< 0. (2.62)
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2.8.2 Sistemas discretos

A norma ℋ∞ de um sistema discreto é deĄnida como, (OLIVEIRA, 1999):

Definição 2.15 Seja a função de transferência 𝐻(𝑧) de um sistema discreto 𝒢𝑑 para a saída

controlada 𝑧 e entrada de controle 𝑢 = 0, 𝑧 = 𝑒𝑗æ. A norma ℋ∞ desse sistema é deĄnida

como

‖𝒢𝑑‖2
∞ = sup

æ∈[0,2Þ]
àmax[𝐻(𝑒𝑗æ)],

onde àmax[.] é o máximo valor singular da função de transferência.

Da mesma forma realizada para o sistema contínuo, pode-se estabelecer a condição ‖𝒢𝑐‖
2
∞ <

Ò, reescrevendo o problema proposto pela DeĄnição 2.15 como

𝐻(𝑒𝑗æ)*𝐻(𝑒𝑗æ) < Ò𝐼, ∀æ ∈ [0, 2Þ]. (2.63)

Assim, pela deĄnição da função de transferência

𝑧(𝑒𝑗æ)*𝑧(𝑒𝑗æ) ⊗ Ò𝑤̂(𝑒𝑗æ)*𝑤̂(𝑒𝑗æ) < 0, ∀æ ∈ [0, 2Þ]. (2.64)

A Equação (2.64) pode ser reescrita no tempo, ao somá-la em frequência para æ ∈ [0, 2Þ] e

utilizar o teorema de Parseval, (Anexo C),

∞
∑︁

𝑘=0

𝑧(𝑘)′𝑧(𝑘) ⊗ Ò𝑤(𝑘)′𝑤(𝑘) < 0. (2.65)

A condição da Equação (2.65) é satisfeita se, e somente se, 𝑤, 𝑦 ∈ ℓ2 para que a convergência

seja respeitada. Assim para Ò > 0, a desigualdade ‖𝒢𝑑‖2
∞ < Ò é válida, se, e somente se,

sup
𝑤 ̸=0∈𝑙2

‖𝑧‖2
2 ⊗ Ò‖𝑤‖2

2 < 0. (2.66)

Assim, para se respeitar a desigualdade ‖𝒢𝑐‖
2
∞ < Ò, o problema de otimização deve ser escrito

como

‖𝒢𝑑‖2
∞ = inf

Ò>0
¶Ò ♣ ‖𝑧‖2

2 ⊗ Ò‖𝑤‖2
2 < 0♢ = sup

𝑤 ̸=0∈𝑙2

‖𝑧‖2
2

‖𝑤‖2
2

. (2.67)

O problema em (2.67) pode ser escrito em LMIs como, (OLIVEIRA, 1999),

‖𝒢𝑑‖2
∞ = inf

𝑃 >0
¶Ò ♣ (2.69)♢. (2.68)

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑃 𝐴′𝑃 0 𝐶 ′
𝑧

𝑃𝐴 𝑃 𝑃𝐽 0

0 𝐽 ′𝑃 Ò𝐼 𝐸𝑧

𝐶𝑧 0 𝐸𝑧 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0, (2.69)
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2.8.3 Sistemas com saltos markovianos

A norma ℋ∞ para sistemas lineares com saltos markovianos é deĄnida da seguinte

forma:

Definição 2.16 Para o sistema 𝒢𝑚 estável por segundo momento, a norma ℋ∞ do sistema

𝒢𝑚 da entrada 𝑤 para a saída 𝑧 é dada por

‖𝒢𝑚‖2
∞ = sup

𝑤∈L2,𝑤 ̸=0,𝜃0∈K

‖𝑧‖2
2

‖𝑤‖2
2

. (2.70)

Nota-se a similaridade com o caso discreto da Equação (2.67) e seu correspondente contínuo.

Da mesma forma realizada para o caso contínuo e discreto, pode-se transformar a DeĄni-

ção (2.16) em um problema de otimização convexa. Para isso, faz-se necessário introduzir o

conceito de sistemas fracamente controláveis no âmbito de sistemas estocásticos.

Definição 2.17 Um sistema 𝒢𝑚 é dito fracamente controlável se para cada estado inicial

(𝑥(0), 𝜃0) e qualquer estado Ąnal (𝑥̄, 𝜃) existir um tempo Ąnito 𝑇𝑐 tal que

Prob(𝑥(𝑇𝑐) = 𝑥̄) > 0, (2.71)

Prob(𝜃(𝑇𝑐) = 𝜃) > 0. (2.72)

Em posse da DeĄnição (2.17), pode-se escrever o bounded real lemma para sistemas marko-

vianos, (SEILER; SENGUPTA, 2003).

Teorema 2.3 Se o sistema (2.11) for fracamente controlável, ele será estável por segundo

momento e irá satisfazer a restrição da norma ‖𝒢𝑚‖∞ < Ò se, e somente se, existirem

matrizes 𝑃𝑖 ∈ S
𝑛
+, tais que

⋃︀

⨄︀

𝐴𝑖 𝐽𝑖

𝐶𝑧𝑖 𝐸𝑧𝑖

⋂︀

⋀︀

′ ⋃︀

⨄︀

𝑃𝑝𝑖 0

0 𝐼

⋂︀

⋀︀

⋃︀

⨄︀

𝐴𝑖 𝐽𝑖

𝐶𝑧𝑖 𝐸𝑧𝑖

⋂︀

⋀︀⊗

⋃︀

⨄︀

𝑃𝑖 0

0 Ò𝐼

⋂︀

⋀︀ < 0. (2.73)

A prova completa do teorema pode ser encontrado em (SEILER; SENGUPTA, 2003). Assim,

aplicando-se o complemento de Schur em (2.73) (Anexo B) e linearizando o resultado obtido

de forma apropriada obtém-se a desigualdade
⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑃𝑖 ∙ ∙ ∙

0 Ò𝐼 ∙ ∙

𝑃𝑝𝑖𝐴𝑖 𝑃𝑝𝑖𝐽𝑖 𝑃𝑝𝑖 ∙

𝐶𝑧𝑖 𝐸𝑧𝑖 0 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0, 𝑖 ∈ K. (2.74)

Assim, o problema de otimização convexa pode ser escrito como

‖𝒢𝑚‖2
∞ = inf

Ò,𝑃i>0
¶Ò ♣ (2.74)♢. (2.75)
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2.9 O Observador de Luenberger

Os sistemas apresentados neste capítulo em sua forma de representação por espaço de

estados permitem concluir que suas respectivas saídas são funções dos estados e da entrada

exógena,

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑦𝑥(𝑡) + 𝐸𝑦𝑤(𝑡). (2.76)

VeriĄca-se que para uma saída qualquer, nem todos os estados de um sistema podem

ser obtidos. Isso se reĆete na prática, onde um número limitado de sensores é utilizado para

medir valores de interesse. Por exemplo, em um sistema mecânico cujos estados são valores

de posição e velocidade, é bastante comum a presença somente de sensores do primeiro tipo,

devido a simplicidade e custo. Essa característica pode eliminar a possibilidade da utilização

de controladores do tipo realimentação de estado,

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡). (2.77)

Porém, essa limitação pode ser contornada pela síntese de observadores, que são sis-

temas dinâmicos lineares que sintetizam os estados não medidos. Nesse projeto, devido a

presença de sensores somente de posição, o observador clássico de Luenberger será utilizado

devido a sua simplicidade. Esse observador possui a forma, (GEROMEL; KOROGUI, 2011),

𝒪 :

⎧

⨄︁

⋃︁

𝑥̇𝑜(𝑡) = 𝐴𝑥𝑜(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝐿(𝑦(𝑡) ⊗ 𝑦𝑜(𝑡)),

𝑦𝑜(𝑡) = 𝐶𝑥𝑜(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡).
(2.78)

Observa-se que uma "cópia"do sistema a ser observado está contido no próprio obser-

vador, contendo assim a dinâmica do sistema de interesse. Um ganho 𝐿, chamado ganho do

observador, regula a diferença entre a saída do observador e a saída medida da planta. O

objetivo do observador é diminuir o erro 𝑒𝑜(𝑡) entre seu próprio estado e o estado da planta.

Portanto, pode-se encontrar a equação dinâmica do erro, em posse de sua deĄnição, para

𝑤 = 0,

𝑒̇𝑜 = 𝑥̇ ⊗ 𝑥̇𝑜

= 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 ⊗ (𝐴𝑥𝑜 + 𝐵𝑢 + 𝐿𝐶𝑥 ⊗ 𝐿𝐶𝑥𝑜)

= 𝐴(𝑥 ⊗ 𝑥𝑜) ⊗ 𝐿𝐶(𝑥 ⊗ 𝑥𝑜)

= (𝐴 ⊗ 𝐿𝐶)𝑒𝑜 (2.79)

A equação dinâmica do erro mostra que, para que a condição lim𝑡⊃∞ 𝑒𝑜(𝑡) = 0, o

sistema de matriz dinâmica (𝐴⊗𝐿𝐶) deve ser estável. Além disso, considera-se que a dinâmica

do erro deve ser mais rápida que a dinâmica do sistema, característica que pode ser obtida
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ao se alocar os polos de (𝐴 ⊗ 𝐿𝐶) de maneira apropriada em relação ao sistema observado.

Para outras formas de projeto do ganho do observador 𝐿 além da alocação de polos, ver

(GEROMEL; KOROGUI, 2011).

2.10 Conclusão

No presente capítulo foram abordados de forma não-exaustiva os conceitos fundamen-

tais de sistemas lineares e invariantes no tempo contínuos e discretos, bem como os sistemas

lineares com saltos markovianos a tempo discreto, utilizados no decorrer dessa tese. Para mai-

ores detalhes em relação aos aspectos teóricos de sistemas lineares e invariantes no tempo,

ver (GEROMEL; PALHARES, 2004), (GEROMEL; KOROGUI, 2011), (LUENBERGER,

1979), entre outros, bem como os livros para sistemas não-lineares, (SLOTINE et al., 1991)

e (KHALIL, 2002), que tangem a teoria de Lyapunov. Para as normas de sistema ℋ2 e ℋ∞,

o livro (GEROMEL; KOROGUI, 2011) faz uma discussão teórica básica, bem como a tese

de doutorado (OLIVEIRA, 1999) e o livro (BOYD et al., 1994) para formulações em LMIs.

Para conceitos básicos da teoria de probabilidades, pode-se citar (KNILL, 2009), bem

como o célebre (PAPOULIS, 1991). Nesse assunto, o livro (LEON-GARCIA, 2008) aborda

aspectos práticos para engenharia, bem como o livro (TRANTER et al., 2003) trata de

simulações de cadeias de Markov no contexto de redes de comunicação. Em termos de cálculo

funcional, ver (KREYSZIG, 1978).

Para MJLS, o livro (COSTA et al., 2005) aborda os conceitos fundamentais no assunto,

como as deĄnições básicas, conceitos de estabilidade, controle LQG, ℋ2 e ℋ∞ e Ąltragem. O

bounded real lemma para MJLS a tempo discreto é estabelecido em (SEILER; SENGUPTA,

2003). O controle ℋ2 por realimentação de estado é abordado em (COSTA et al., 1997) para

uma formulação convexa, bem como o controle com observação dos modos de Markov por

clusters pode ser estudado em (COSTA et al., 1997) e (GONÇALVES et al., 2012). Para

Ąltragem e realimentação de saída em MJLS, ver (GONÇALVES et al., 2010), (GEROMEL

et al., 2009) e a tese de doutorado (GONÇALVES, 2009).
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3 Modelagem física do sistema mecânico

O sistema físico que será submetido ao controle markoviano utilizado nesse projeto é

o pêndulo invertido rotacional, também conhecido como pêndulo de Furuta. Esse sistema foi

apresentado pela primeira vez em (FURUTA et al., 1991) durante a conferência IEEE - In-

ternational Conference on Industrial Electronics, Control and Instrumentation - IECONŠ91.

O pêndulo de Furuta consiste de um braço rotacional atuado por um motor DC, cuja mon-

tagem permite a rotação apenas no plano horizontal, acoplado a um pêndulo com rotação

permitida apenas no plano vertical, podendo assim ser classiĄcado como sub-atuado (siste-

mas com mais graus de liberdade que atuadores), pois apresenta somente um atuador frente

ao maior número de graus de liberdade presentes. A Figura 2 ilustra o pêndulo de Furuta do

fabricante Quanser.

Figura 2 Ű O pêndulo de Furuta do fabricante Quanser. Retirado de (QUANSER, 2011b).

Devido a sua característica não-linear, seu caráter sub-atuado e sua instabilidade, essa

planta se apresenta como uma excelente e desaĄadora plataforma de aplicação para a teoria

de controle linear e não-linear (JADLOVSKA; SARNOVSKY, 2013), bem como promissora

plataforma de pesquisa e aplicação de controle adaptativo, como a teoria de Safe Control

Manual aplicada com sucesso ao pêndulo em (AKESSON; ASTROM, 2001) e (IWASE et al.,
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2006), onde são discutidas sua importância para o controle de aeronaves. A Figura 3 mostra

o pêndulo de Futura utilizado nesse projeto, do mesmo fabricante do aparato mostrado na

Figura 2.

Figura 3 Ű O pêndulo de Furuta utilizado no projeto.

3.1 Modelagem

Diversas variações de modelos são encontradas na literatura devido a simpliĄcações ou

erros de dedução. Uma dedução completa pode ser encontrada em (CAZZOLATO; PRIME,

2011), onde o modelo é obtido corretamente através da abordagem Lagrangiana (utilizada

pela grande maioria das referências), bem como pelo método iterativo de Newton-Euler.

Além disso, nesse mesmo artigo, primeiramente é deduzido o modelo que considera a dinâ-

mica tridimensional completa (através de um tensor de momento de inércia para os corpos

presentes), para posteriormente obter-se um modelo simpliĄcado. Outro método alternativo,

o computacional, é apresentado em (JADLOVSKA; SARNOVSKY, 2013). Para esse projeto

em questão, o modelo foi deduzido através da abordagem Lagrangiana, baseado em (GÄF-

VERT, 1998) e no modelo simpliĄcado de (CAZZOLATO; PRIME, 2011).
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0 ⊘ 𝑝 ⊘ 𝐿𝑝. Assim, pode-se deĄnir o vetor velocidade 𝑣 como

𝑣⃗(𝑟, 𝑝) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑢⃗(𝑟, 𝑝). (3.2)

Assim, para (3.2), obtém-se para as três coordenadas em separado,

𝑣(𝑟, 𝑝)𝑥 = ⊗(𝑟 sin ã + 𝑝 cos ã sin Ð)ã̇ ⊗ 𝑝 sin ã cos ÐÐ̇, (3.3)

𝑣(𝑟, 𝑝)𝑦 = (𝑟 cos ã ⊗ 𝑝 sin ã sin Ð)ã̇ + 𝑝 cos ã cos ÐÐ̇, (3.4)

𝑣(𝑟, 𝑝)𝑧 = 𝑝 sin ÐÐ̇. (3.5)

Em posse das equações das velocidades vetoriais, pode-se calcular o módulo quadrado da

velocidade 𝑣(𝑟, 𝑝)2. Após extensa manipulação algébrica, obtém-se

𝑣(𝑟, 𝑝)2 = (𝑟2 + 𝑝2 sin2 Ð)ã̇2 + 𝑝2Ð̇2 + 2𝑟𝑝 cos Ðã̇Ð̇. (3.6)

Assim, pode-se calcular a energia cinética e potencial, respectivamente,

𝐾 =
1
2

∫︁

𝑣(𝑟, 𝑝)2dm, (3.7)

e

𝑈 = 𝑔

∫︁

𝑢(𝑟, 𝑝)𝑧dm, (3.8)

para o braço rotacional e o pêndulo.

∙ Braço rotacional.

A energia cinética do braço rotacional pode ser calculada, levando em consideração a

deĄnição de integral de momento de inércia (Anexo D), como,

𝐾𝑟 =
1
2

∫︁

𝑣(𝑟, 0)2dm =
1
2

ã̇2
∫︁

𝑟2dm =
1
2

𝐽𝑟ã̇
2. (3.9)

A energia potencial do braço rotacional é nula,

𝑈𝑟 = 0. (3.10)

∙ Pêndulo.

A energia cinética do pêndulo é calculada, considerando a deĄnição de integral de centro

de massa (Anexo D), como

𝐾𝑝 =
1
2

∫︁

𝑣(𝐿𝑟, 𝑝)2dm =
1
2

∫︁

[(𝐿2
𝑟 + 𝑝2 sin2 Ð)ã̇2 + 𝑝2Ð̇2 + 2𝐿𝑟𝑝 cos Ðã̇Ð̇]dm,

=
1
2

(𝑚𝑝𝐿2
𝑟 + sin2 Ð𝐽𝑝)ã̇2 +

1
2

𝐽𝑝Ð̇2 + 𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð𝜃Ð̇. (3.11)

A energia potencial do pêndulo é obtida como

𝑈𝑝 = 𝑔

∫︁

𝑢(𝑟, 𝑝)𝑧dm = 𝑔

∫︁

⊗𝑟 cos Ðdm = ⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔 cos Ð. (3.12)
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∙ Cômputo da energia total.

A energia cinética total é a soma de (3.9) e (3.11),

𝐾 = 𝐾𝑟 + 𝐾𝑝 =
1
2

(𝐽𝑟 + 𝑚𝑝𝐿2
𝑟 + sin2 Ð𝐽𝑝)ã̇2 +

1
2

𝐽𝑝Ð̇2 + 𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð𝜃Ð̇. (3.13)

Bem como a energia potencial é a soma das energias potenciais (3.10) e (3.12),

𝑈 = 𝑈𝑟 + 𝑈𝑝 = ⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔 cos Ð. (3.14)

Em posse das energias cinética e potencial em (3.13) e (3.14), utiliza-se as equações de Euler-

Lagrange
𝑑

𝑑𝑡

𝜕

𝜕𝑞𝑖

𝐿(𝑞, 𝑞) ⊗
𝜕

𝜕𝑞𝑖

𝐿(𝑞, 𝑞) = 𝑄𝑖, (3.15)

onde 𝑞 = (ã, Ð), 𝐿 = 𝐾 ⊗ 𝑈 e 𝑄𝑖, as forças generalizadas para o 𝑖-ésimo corpo, ou seja, os

torques. São utilizados o atrito viscoso nos dois corpos, para os coeĄcientes de atrito 𝐵𝑟 e

𝐵𝑝, bem como o torque do motor, á . Assim, realizando-se as operações necessárias, obtém-se

as equações dinâmicas do sistema

(𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð)ã̈ + 𝐽𝑝Ð̈ ⊗ (
1
2

𝐽𝑝 sin 2Ð)ã̇2 + 𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔 sin Ð = ⊗𝐵𝑝Ð̇, (3.16)

(𝐽𝑟 + 𝐽𝑝 sin2 Ð + 𝑚𝑝𝐿2
𝑟)ã̈ + (𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð)Ð̈ + (𝐽𝑝 sin 2Ð)ã̇Ð̇ ⊗ (𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 sin Ð)Ð̇2 = á ⊗ 𝐵𝑟ã̇.

(3.17)

3.1.2 Modelagem do sistema mecânico SRV02

O pêndulo rotacional é acoplado a um sistema de engrenagens o qual por sua vez é

acionado por um motor de corrente contínua. Esse sistema de acionamento é chamado pelo

fabricante de Rotary Motion Servo Plant - SRV02, e faz parte de um benchmark de sistemas

mecânicos pedagógicos que utilizam o SRV02 como atuador para outros sistemas além do

pêndulo rotacional. O modelo demonstrado a seguir é inteiramente baseado na referência

(APKARIAN et al., 2011). A Figura 5 mostra o sistema mecânico SRV02.

Figura 5 Ű O sistema mecânico SRV02 (APKARIAN et al., 2011) do fabricante Quanser.
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O braço rotacional é acoplado a uma engrenagem de carga de 72 dentes. Essa, por

sua vez, é Ąxada a um eixo compartilhado com outra engrenagem maior, de 120 dentes e o

encoder. Uma engrenagem anti-backslash é posicionada de forma a reduzir a folga do sistema.

Por Ąm, a engrenagem maior permite que o motor DC, composto por uma engrenagem de

24 dentes e uma caixa de redução, aplique o torque ao sistema. A Figura 6 mostra o sistema

descrito.

Figura 6 Ű O sistema mecânico SRV02 do fabricante Quanser em detalhe. Retirado de (AP-

KARIAN et al., 2011). A engrenagem de carga possui o índice (5); a anti-backslash

(6);a engrenagem acoplada ao eixo (20); e a engrenagem que forma o Ąnal da caixa

de redução (19).

O motor DC, por sua vez, é um modelo de baixa indutância (Faulhaber Coreless DC

Motor model 2338S006 ). Esse motor permite uma resposta mais rápida em relação aos moto-

res DC convencionais (APKARIAN et al., 2011). Dssa forma, o sistema pode ser representado

conforme o diagrama de corpo livre da Figura 7.

Figura 7 Ű Diagrama de corpo livre do SRV02 do fabricante Quanser (QUANSER, 2011c),

representando a armadura do motor DC e as engrenagens.
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Nesse diagrama, 𝑅𝑚 é a resistência de armadura do motor, bem como 𝐿𝑚, a indu-

tância. A constante contra-eletromotriz é 𝑘𝑚. As engrenagens representadas por 𝑁1 e 𝑁2

constituem a caixa de redução acoplada diretamente ao eixo do motor, que possui constante

de atrito dinâmico de valor 𝐵𝑚. A engrenagem 𝑁2 é acoplada ao mesmo eixo da engrenagem

𝑁3, externa (24 dentes), que por sua vez impulsiona a engrenagem 𝑁4 de (120 dentes). As en-

grenagens e o braço rotacional constituem a carga, denotada no diagrama de 𝐽𝑙. Por Ąm, esse

eixo é submetido a um atrito dinâmico de coeĄciente 𝐵𝑙. O torque do motor á𝑚 é convertido

para um torque resultante na carga á𝑙. O objetivo é encontrar a função de transferência que

modele a tensão de entrada 𝑉𝑚 e o torque na carga. Para adequação da notação, æ𝑚 = ã̇𝑚,

bem como æ𝑙 = ã̇𝑙.

∙ Equações elétricas

O circuito pode ser equacionado através da lei de Kirchhoff das malhas.

𝑉𝑚 ⊗ 𝑅𝑚𝐼𝑚 ⊗ 𝐿𝑚𝐼𝑚 ⊗ 𝑘𝑚ã̇𝑚 = 0. (3.18)

Devido as características intrínsecas do modelo de motor utilizado pelo fabricante, a

indutância possui um valor que pode ser desprezado, simplicando a equação. Assim,

pode-se escrever

𝐼𝑚(𝑡) =
1

𝑅𝑚

(𝑉𝑚 ⊗ 𝑘𝑚æ𝑚(𝑡)). (3.19)

A relação entre a corrente de armadura 𝐼𝑚 e o torque do motor á𝑚 é dado por

á𝑚(𝑡) = Ö𝑚𝑘𝑡𝐼𝑚(𝑡), (3.20)

onde Ö𝑚 é a eĄciência do motor e 𝑘𝑡 é a constante de torque. Assim, ao se multiplicar

a equação (3.19) por Ö𝑚𝑘𝑡.

á𝑚(𝑡) =
Ö𝑚𝑘𝑡

𝑅𝑚

(𝑉𝑚 ⊗ 𝑘𝑚æ𝑚(𝑡)). (3.21)

∙ Equações mecânicas

A equação diferencial mecânica no motor pode ser escrita através das leis de Newton,

resultando em

𝐽𝑚ã̈𝑚 + 𝐵𝑚ã̇𝑚 + á𝑚𝑙 = á𝑚, (3.22)

onde á𝑚𝑙 é o torque resultante da carga aplicado ao eixo do motor. Esse pode ser escrito

em termos do torque na carga através das relações das engrenagens.

á𝑙 = Ö𝑔𝐾𝑔á𝑚𝑙, (3.23)
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onde Ö𝑔 é a eĄciência da caixa de redução e 𝐾𝑔 a relação de torques entre as engrenagens

𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, e 𝑁4,

𝐾𝑔 =
𝑁2

𝑁1

𝑁4

𝑁3

. (3.24)

Além disso, pode-se escrever a relação entre o deslocamento angular na carga e no

motor, bem como suas respectivas derivadas temporais,

ã𝑚(𝑡) = 𝐾𝑔ã𝑙(𝑡), (3.25)

ã̇𝑚(𝑡) = 𝐾𝑔ã̇𝑙(𝑡). (3.26)

Substitui-se as relações (3.23) e (3.26) em (3.22) para obter a equação diferencial em

função da carga.

𝐽𝑚𝐾𝑔ã̈𝑙 + 𝐵𝑚𝐾𝑔ã̇𝑙 +
á𝑙

Ö𝑔𝐾𝑔

= á𝑚. (3.27)

A equação diferencial que representa o sistema físico da carga é dada por

𝐽𝑙ã̈𝑙 + 𝐵𝑙ã̇𝑙 = á𝑙. (3.28)

Substitui-se o torque á𝑙 de (3.28) em (3.27)

(𝐽𝑙 + Ö𝑔𝐾2
𝑔 𝐽𝑚)ã̈𝑙 + (𝐵𝑙 + Ö𝑔𝐾2

𝑔 𝐵𝑚)ã̇𝑙 = Ö𝑔𝐾𝑔á𝑚. (3.29)

Por Ąm, substitui-se, (3.21) em (3.29), levando em consideração a relação de velocidades

angulares (3.26),

(𝐽𝑙 + Ö𝑔𝐾2
𝑔 𝐽𝑚)ã̈𝑙 + (𝐵𝑙 + Ö𝑔𝐾2

𝑔 𝐵𝑚)ã̇𝑙 =
Ö𝑔Ö𝑚𝑘𝑡𝐾𝑔

𝑅𝑚

(𝑉𝑚 ⊗ 𝑘𝑚𝐾𝑔ã̇𝑙). (3.30)

A Equação (3.30) se relaciona com a Equação (3.17) do pêndulo rotacional, pois ao se

acoplar o braço rotacional no sistema mecânico SRV02, pode-se considerar a relação ã𝑙

= ã. Nesse sentido, o momento de inércia 𝐽𝑟 passará a englobar os momentos de inércia

do motor e das engrenagens acopladas. Além disso, o atrito viscoso 𝐵𝑟 possuirá um

termo adicional do atrito entre as engrenagens e a força contra eletromotriz do motor.

Em relação ao torque de entrada á , esse é bem descrito pela relação obtida em (3.30),

(QUANSER, 2011b). Assim, pode-se reescrever a Equação (3.17) como

(𝐽 ′
𝑟 + 𝐽𝑝 sin2 Ð + 𝑚𝑝𝐿2

𝑟)ã̈ + (𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð)Ð̈ + (𝐽𝑝 sin 2Ð)ã̇Ð̇ ⊗ (𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 sin Ð)Ð̇2 =

Ö𝑔Ö𝑚𝑘𝑡𝐾𝑔

𝑅𝑚

𝑉𝑚 ⊗

(︃

𝐵′
𝑟 +

Ö𝑔Ö𝑚𝑘𝑡𝑘𝑚𝐾2
𝑔

𝑅𝑚

)︃

ã̇,

(3.31)

onde, 𝐽 ′
𝑟 = (𝐽𝑟 + 𝐽𝑆𝑅𝑉 02 + Ö𝑔𝐾2

𝑔 𝐽𝑚) e 𝐵′
𝑟 = (𝐵𝑟 + 𝐵𝑆𝑅𝑉 02 + Ö𝑔𝐾2

𝑔 𝐵𝑚). A grandeza

𝐽𝑆𝑅𝑉 02 denota a soma dos momentos de inércia do eixo do motor, das engrenagens e

do encoder acoplado, bem como 𝐵𝑆𝑅𝑉 02 representa os respectivos atritos viscosos entre

as engrenagens, o eixo e o ar. Portanto, as equações completas do sistema dinâmicos

considerando o sistema SRV02 se tornam (3.16) e (3.31).
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3.2 Linearização

A linearização será realizada para os dois pontos de equilíbrio do pêndulo, isto é, para

Ð𝑒 = 0 e para Ð𝑖 = Þ. A primeira linearização é necessária para encontrar os parâmetros do

pêndulo através dos métodos de identiĄcação que serão estudados no Capítulo 4. Em adição,

o modelo instável da segunda linearização sera utilizado para a síntese de todos os controles

desse projeto.

3.2.1 Linerização para o ponto de equilíbrio estável

DeĄne-se o vetor 𝑧 como

𝑧′ =
[︁

ã Ð ã̇ Ð̇ ã̈ Ð̈
]︁

. (3.32)

A Equação (3.31) pode ser linearizada em 𝑧0 =
[︁

ã0 Ð0 ã̇0 Ð̇0 ã̈0 Ð̈0

]︁

=
[︁

0 0 0 0 0 0
]︁

,

deĄnindo a função f(z) ao se tomar seu lado não linear.

𝑓(𝑧) = (𝐽 ′
𝑟 +𝐽𝑝 sin2 Ð+𝑚𝑝𝐿2

𝑟)ã̈+(𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð)Ð̈+(𝐽𝑝 sin 2Ð)ã̇Ð̇⊗ (𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 sin Ð)Ð̇2. (3.33)

Portanto, a função 𝑓(𝑧) linearizada em torno de 𝑧0 é obtida através da Equação (3.33).

𝑓(𝑧) =
𝜕𝑓(𝑧)

𝜕ã

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

ã0

ã +
𝜕𝑓(𝑧)

𝜕Ð

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

Ð0

Ð +
𝜕𝑓(𝑧)

𝜕ã̇

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

ã̇0

ã̇ +
𝜕𝑓(𝑧)

𝜕Ð̇

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

Ð̇0

Ð̇ +
𝜕𝑓(𝑧)

𝜕ã̈

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

ã̈0

ã̈ +
𝜕𝑓(𝑧)

𝜕Ð̈

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

Ð̈0

Ð̈. (3.34)

Após a realização das derivadas parciais, obtém-se 𝑓(𝑧), bem como a equação Ąnal.

(𝐽 ′
𝑟 + 𝑚𝑝𝐿2

𝑟)ã̈ + (𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟)Ð̈ +

(︃

𝐵′
𝑟 +

Ö𝑔Ö𝑚𝑘𝑡𝑘𝑚𝐾2
𝑔

𝑅𝑚

)︃

ã̇ =
Ö𝑔Ö𝑚𝑘𝑡𝐾𝑔

𝑅𝑚

𝑉𝑚. (3.35)

Da mesma forma, deĄne-se 𝑓(𝑧) a partir da Equação (3.16),

𝑓(𝑧) = (𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð)ã̈ + 𝐽𝑝Ð̈ ⊗ (
1
2

𝐽𝑝 sin 2Ð)ã̇2 + 𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔 sin Ð. (3.36)

Pela relação (3.34), obtém-se o modelo Ąnal no ponto de equilíbrio desejado.

(𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟)ã̈ + 𝐽𝑝Ð̈ + (𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔)Ð = ⊗𝐵𝑝Ð̇. (3.37)

3.2.2 Linerização para o ponto de equilíbrio instável

A linearização para o ponto de equilíbrio instável é similar a realizada na subseção

anterior. Porém, o novo conjunto para a linearização é dado por

𝑧′
0 =

[︁

ã Ð ã̇ Ð̇ ã̈ Ð̈
]︁

=
[︁

0 Þ 0 0 0 0
]︁

. (3.38)
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As equações obtidas são

(𝐽 ′
𝑟 + 𝑚𝑝𝐿2

𝑟)ã̈ ⊗ (𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟)Ð̈ +

(︃

𝐵′
𝑟 +

Ö𝑔Ö𝑚𝑘𝑡𝑘𝑚𝐾2
𝑔

𝑅𝑚

)︃

ã̇ =
Ö𝑔Ö𝑚𝑘𝑡𝐾𝑔

𝑅𝑚

𝑉𝑚, (3.39)

⊗(𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟)ã̈ + 𝐽𝑝Ð̈ ⊗ (𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔)Ð = ⊗𝐵𝑝Ð̇. (3.40)

VeriĄca-se que as equações obtidas são similares as Equações (3.35) e (3.37), com diferenças

de sinais em alguns termos.

3.2.3 Obtenção das equações de estado

Pode-se veriĄcar que ambos os pares de Equações (3.35) e (3.37), e (3.39) e (3.40)

podem ser escritas na forma

𝐷(𝑞)𝑞 + 𝐶(𝑞)𝑞 + 𝑔(𝑞) = á, (3.41)

onde, 𝑞′ =
[︁

ã Ð
]︁′

. Para denotar o conjunto de matrizes do modelo estável, é utilizado o

índice "est", bem como "ins"para o grupo instável.

Para as Equações (3.35) e (3.37), o conjunto estável 𝐷(𝑞)est, 𝐶(𝑞)est, 𝑔(𝑞)est e áest se

torna

⋃︀

⨄︀

𝐷(𝑞)est 𝑔(𝑞)est

𝐶(𝑞)est áest

⋂︀

⋀︀ =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐽 ′
𝑟 + 𝑚𝑝𝐿2

𝑟 𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 0

𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 𝐽𝑝 𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔Ð

𝐵′
𝑟 + ÖgÖm𝑘t𝑘m𝐾2

g

𝑅m
0 ÖgÖm𝑘t𝐾g

𝑅m
𝑉𝑚

0 𝐵𝑝 0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (3.42)

Em contrapartida, para as Equações (3.39) e (3.40), o conjunto 𝐷(𝑞)ins, 𝐶(𝑞)ins, 𝑔(𝑞)ins e áins

o conjunto se torna

⋃︀

⨄︀

𝐷(𝑞)ins 𝑔(𝑞)ins

𝐶(𝑞)ins áins

⋂︀

⋀︀ =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐽 ′
𝑟 + 𝑚𝑝𝐿2

𝑟 ⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 0

⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 𝐽𝑝 ⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔Ð

𝐵′
𝑟 + ÖgÖm𝑘t𝑘m𝐾2

g

𝑅m
0 ÖgÖm𝑘t𝐾g

𝑅m
𝑉𝑚

0 𝐵𝑝 0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (3.43)

Assim, pode-se escrever as equações do sistema no formato de espaço de estado para o vetor

de estados deĄnido em (3.32)
⎧

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋃︁

𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢

𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢
(3.44)
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Após manipulação algébrica extensiva, obtém-se para o grupo estável, ao se deĄnir a

entrada 𝑢 = 𝑉𝑚, a matriz dinâmica do sistema 𝐴est e a de entrada 𝐵est,

𝐴est =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1
𝐽t

(𝑚𝑝𝑙𝑝)2𝐿𝑟𝑔 ⊗𝐽p

𝐽t
(𝐵𝑟 + Ög𝐾2

g Öm𝑘t𝑘m

𝑅m
) 1

𝐽t
𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟𝐵𝑝

0 ⊗ 1
𝐽t

𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔(𝐽𝑟 + 𝑚𝑝𝐿2
𝑟)

1
𝐽t

𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟(𝐵𝑟 + Ög𝐾2
g Öm𝑘t𝑘m

𝑅m
) ⊗ 1

𝐽t
𝐵𝑝(𝐽𝑟 + 𝑚𝑝𝐿2

𝑟)

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

,

(3.45)

𝐵′
est =

1
𝐽𝑡

Ö𝑔Ö𝑚𝑘𝑡𝐾𝑔

𝑅𝑚

[︁

0 0 𝐽𝑝 ⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟

]︁′
, (3.46)

para,

𝐽𝑡 = 𝐽𝑝(𝐽 ′
𝑟 + 𝑚𝑝𝐿2

𝑟) ⊗ (𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟)2. (3.47)

Aplicando o mesmo raciocínio para o grupo instável, obtém-se 𝐴ins e 𝐵ins,

𝐴ins =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1
𝐽t

(𝑚𝑝𝑙𝑝)2𝐿𝑟𝑔 ⊗𝐽p

𝐽t
(𝐵𝑟 + Ög𝐾2

g Öm𝑘t𝑘m

𝑅m
) ⊗ 1

𝐽t
𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟𝐵𝑝

0 1
𝐽t

𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔(𝐽𝑟 + 𝑚𝑝𝐿2
𝑟) ⊗ 1

𝐽t
𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟(𝐵𝑟 + Ög𝐾2

g Öm𝑘t𝑘m

𝑅m
) ⊗ 1

𝐽t
𝐵𝑝(𝐽𝑟 + 𝑚𝑝𝐿2

𝑟)

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

,

(3.48)

𝐵′
ins =

1
𝐽𝑡

Ö𝑔Ö𝑚𝑘𝑡𝐾𝑔

𝑅𝑚

[︁

0 0 𝐽𝑝 𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟

]︁′
. (3.49)

As matrizes C e D são iguais para ambos os sistemas, visto que representam a saída medida.

Como os dados obtidos são as posições fornecidas por encoders, as matrizes 𝐶 e 𝐷 se tornam

𝐶 =

⋃︀

⨄︀

1 0 0 0

0 1 0 0

⋂︀

⋀︀ , (3.50)

𝐷 =
[︁

0 0
]︁′

. (3.51)

Nota-se a semelhança entre os pares (𝐴est, 𝐵est) e (𝐴ins, 𝐵ins), para os quais ocorrem

somente mudanças de sinais em determinados termos.

3.3 Comparação do modelo com a literatura

Conforme explicado na Seção 3.1, diversas deduções podem ser encontradas na litera-

tura. Essa variedade pode ser explicada por erros de dedução ou tipográĄcos e/ou simpliĄca-

ções, (CAZZOLATO; PRIME, 2011). Nesta seção, alguns modelos demonstrados em artigos
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considerados relevantes na literatura são comparados ao modelo derivado nessa dissertação.

Para isso, o modelo do sistema pode ser escrito na forma da Equação (3.41). Assim, para as

Equações (3.16) e (3.17), efetua-se o deslocamento angular de Ð = Ð′ + Þ de forma a obter o

modelo no ponto de equilíbrio instável, para 𝑞′ = 𝑥′ =
[︁

ã Ð′
]︁

,

⋃︀

⨄︀

⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð 𝐽𝑝

𝐽𝑟 + 𝐽𝑝 sin2 Ð + 𝑚𝑝𝐿2
𝑟 ⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð

⋂︀

⋀︀ 𝑥̈+

⋃︀

⨄︀

⊗1
2
𝐽𝑝 sin(2Ð)ã̇ 𝐵𝑝

𝐽𝑝 sin(2Ð)Ð̇ + 𝐵𝑟 𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 sin ÐÐ̇

⋂︀

⋀︀ 𝑥̇

⊗

⋃︀

⨄︀

𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔 sin Ð

0

⋂︀

⋀︀ =

⋃︀

⨄︀

0

á

⋂︀

⋀︀ . (3.52)

Para facilitar a notação, o ângulo Ð′ que denota o ponto de equilíbrio instável será denotado

somente como Ð no restante dessa seção.

Deve ser recordado que esse formato é idêntico ao modelo simpliĄcado obtido em

(CAZZOLATO; PRIME, 2011), desconsiderando o torque de perturbação no pêndulo. Nesse

artigo, o modelo completo é derivado por dois métodos diferentes, a saber o método de

Euler-Lagrange e o método iterativo de Newton-Euler, sem a hipótese de braços longos para

o pêndulo e o braço rotacional. Assim esse modelo se torna mais abrangente e complexo ao

considerar o uso de tensores de momentos de inércia.

3.3.1 O modelo obtido por Furuta

As equações originais do modelo original proposto em (FURUTA et al., 1991), conside-

ram na convenção adotada pelo autor, o ângulo Ð variando positivamente no sentido horário.

Assim, tomando em consideração as diferenças de notação, as equações obtidas através do

método de Euler-Lagrange são

⋃︀

⨄︀

⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð 𝐽𝑝

𝐽𝑟 + 𝑚𝑝𝑙2
𝑝 sin2 Ð + 𝑚𝑝𝐿2

𝑟 ⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð

⋂︀

⋀︀ 𝑥̈+

⋃︀

⨄︀

⊗𝑚𝑝𝑙2
𝑝 sin Ðã̇ 𝐽𝑟 + 𝑚𝑝𝑙2

𝑝

2𝑚𝑝𝑙2
𝑝 sin(2Ð)Ð̇ + 𝐵𝑟 𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos ÐÐ̇

⋂︀

⋀︀ 𝑥̇

⊗

⋃︀

⨄︀

𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔 sin Ð

0

⋂︀

⋀︀ =

⋃︀

⨄︀

0

á

⋂︀

⋀︀ . (3.53)

VeriĄcam-se divergências no termo da diagonal secundária de 𝐹 , onde o momento de inércia

é substituído por 𝑚𝑝𝑙2
𝑝 no segundo elemento. Além disso, veriĄcam-se outras discrepâncias

como a substituição do termo de atrito viscoso 𝐵𝑝 na matriz 𝐺 por um fator 𝐽𝑟 + 𝑚𝑝𝑙2
𝑝, bem

como o termo multiplicado por um cos(Ð) em vez de um sin(Ð). Diferenças similares foram

mencionadas e explicadas em (CAZZOLATO; PRIME, 2011) para outros artigos do autor,

citando ainda outras referências de modelos com erros similares.
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3.3.2 O modelo da Quanser

O modelo fornecido pelo fabricante da planta utilizada nesse projeto pode ser encon-

trado em (QUANSER, 2011b). Assume-se que o centro de massa do pêndulo ocorre em seu

ponto médio geométrico, ou seja, 𝑙𝑝 = 𝐿p

2
. O modelo obtido através do método de Euler-

Lagrange pode ser escrito como
⋃︀

⨄︀

⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð 𝐽𝑝

𝐽𝑟 + 𝑚𝑝𝑙2
𝑝 sin2 Ð + 𝑚𝑝𝐿2

𝑟 ⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð

⋂︀

⋀︀ 𝑥̈+

⋃︀

⨄︀

⊗1
2
𝑚𝑝𝑙2

𝑝 sin 2Ðã̇ 𝐵𝑝

𝑚𝑝𝑙2
𝑝 sin 2ÐÐ̇ + 𝐵𝑟 𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 sin ÐÐ̇

⋂︀

⋀︀ 𝑥̇

⊗

⋃︀

⨄︀

𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔 sin Ð

0

⋂︀

⋀︀ =

⋃︀

⨄︀

0

á

⋂︀

⋀︀ . (3.54)

VeriĄca-se que o modelo fornecido pelo fabricante assume uma forma muito similar ao modelo

obtido na dedução deste capítulo. Variações ocorrem entre termos 𝐽𝑝 e 𝑚𝑝𝑙2
𝑝, em termos

similares aos obtidos em (FURUTA et al., 1991). Em adição, a análise se torna difícil, pois não

são deĄnidos explicitamente os termos de energia cinética e potencial. A explicação provável

para as diferenças nos termos de atrito de inércia é que o modelo da Quanser considera uma

massa pontual na extremidade do pêndulo. Porém, essa condição do modelo não está explícita

no texto.

Apesar das diferenças, ao se linearizar esse modelo, obtém-se os mesmos resultados

dos modelos linearizados desse projeto.

3.3.3 O modelo obtido por Iwase

Em (IWASE et al., 2006), o modelo apresentado obtido através de Euler-Lagrange é

similar ao obtido nessa dissertação, ao se desconsiderar os termos de atrito viscoso
⋃︀

⨄︀

⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð 𝐽𝑝

𝐽 ′
𝑟 + 𝐽𝑝 sin2 Ð + 𝑚𝑝𝐿2

𝑟 ⊗𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 cos Ð

⋂︀

⋀︀ 𝑥̈+

⋃︀

⨄︀

⊗1
2
𝐽𝑝 sin 2Ðã̇ 0

𝐽𝑝 sin(2Ð)Ð̇ 𝑚𝑝𝑙𝑝𝐿𝑟 sin ÐÐ̇

⋂︀

⋀︀ 𝑥̇

⊗

⋃︀

⨄︀

𝑚𝑝𝑙𝑝𝑔 sin Ð

0

⋂︀

⋀︀ =

⋃︀

⨄︀

0

á

⋂︀

⋀︀ . (3.55)

Nota-se somente a aĄrmação incorreta no artigo de que o termo 𝐽 ′
𝑟 deve ser o momento

de inércia calculado a partir do centro de gravidade. Na realidade, a própria grandeza é

deĄnida como o momento de inércia do braço rotacional considerando o efeito do pêndulo,

o que implica que esse deve ser em relação ao pivô de rotação. Formato semelhante pode

ser encontrado em (AKESSON; ASTROM, 2001). Porém, nesse artigo, não é claro se os

momentos de inércia são declarados em relação ao pivô ou ao centro de gravidade, onde a

última a opção é a correta, (CAZZOLATO; PRIME, 2011).
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3.4 Conclusão

A importância da modelagem e de uma aproximação linear correta é notada pois, nos

próximos capítulos são identiĄcados os parâmetros físicos que compõe esse modelo. Em posse

dessas informações, controladores por realimentação de estados são sintetizados e aplicados

para o ponto de equilíbrio instável. VeriĄcam-se as diĄculdades que surgem na identiĄcação

de sistemas inerentemente instáveis, as quais podem ser contornadas pela propriedade da

inversão de sinais nas matrizes de espaço de estados entre os pontos de equilíbrio mostrada

nesse capítulo. Dessa forma, os procedimentos clássicos de identiĄcação podem ser realizados

nessa planta de maneira satisfatória. Por Ąm, o modelo dinâmico obtido foi comparado com

diversas variações presentes na literatura e, assim, validado para as aplicações deste projeto.
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4 IdentiĄcação dos parâmetros do sistema me-

cânico

A obtenção de modelos que descrevem fenômenos naturais e permitem inferir obser-

vações e comportamentos futuros de sistemas constitui um dos objetivos principais da ciência

(LJUNG, 1987). A rigor, um modelo é uma descrição da relação entre sinais de excitação

aplicados ao sistema, ou seja, suas respectivas entradas, e os resultados dessa excitação, a

saber, as saídas. Essa descrição, usualmente uma expressão matemática, é obtida através

de um conjunto de medidas de sinais de entrada e saída, bem como de uma estrutura pré-

estabelecida do modelo (LJUNG, 2010). Por Ąm, métodos estatísticos de ajuste, como o

método dos quadrados mínimos, são utilizados para obter os valores pertinentes da estrutura

do modelo escolhido. A Figura 8, baseada no diagrama da Figura 11 em (LJUNG, 1987),

ilustra as etapas da obtenção matemática de modelos.

       Projeto do

     Experimento

Escolha do Modelo

Critério de Ajuste

       Escolhido

Cômputo do Modelo

Validação do

    Modelo

Conhecimento

a Priori

O modelo não está bom.

Refaça-o!

O modelo está bom: utilize-o!

Dados

Figura 8 Ű Fluxograma de identiĄcação de sistemas. Baseada em (LJUNG, 1987).

EspeciĄcamente nesse projeto, o modelo físico do pêndulo de Furuta foi obtido com

sucesso no Capítulo 3. Nesse modelo, parâmetros como as massas das hastes 𝑚𝑝 e 𝑚𝑟, bem

como os seus respectivos comprimentos 𝐿𝑟 e 𝐿𝑝 são facilmente medidos. Porém, os valores

de parâmetros como o coeĄciente de atrito viscoso 𝐵, ou valores de eĄciência do motor Ö𝑚,
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podem variar conforme o ambiente e as condições dos experimentos realizados. Assim, para

assegurar que o modelo obtido por modelagem clássica seja uma descrição convincente da

realidade, esses parâmetros citados devem ser estimados.

Na Figura 8, o Conhecimento a Priori é o primeiro passo para a identiĄcação do

modelo. Esse conhecimento pode variar, da posse da descrição completa ou parcial do mo-

delo dinâmico até o total desconhecimento da dinâmica interna do sistema. O primeiro caso,

conhecido como Greybox Model, utiliza as equações do modelo dinâmico para obter os parâ-

metros dos componentes que constituem o sistema. Em contrapartida, o último caso, chamado

de Blackbox Model, utiliza estruturas genéricas que a rigor não possuem relações diretas com

os parâmetros das componentes constituintes do sistema. Em ambos os casos, o tipo de

identiĄcação é chamada paramétrica, pois visam obter modelos matemáticos, tais como fun-

ções de transferência ou modelos de espaço de estado. Para o aprofundamento em obtenções

paramétricas do tipo Blackbox, bem como métodos não-paramétricos, ver (LJUNG, 1987),

(AGUIRRE, 2004).

Portanto, em posse do modelo dinâmico obtido no Capítulo 3, um caminho natural

para a identiĄcação dos parâmetros citados é o método Greybox. Assim, faz-se necessário

planejar os experimentos para a obtenção de dados para efetivamente realizar a identiĄcação.

Nesse planejamento, é essencial que a planta seja caracterizada além do modelo dinâmico,

com experimentos que visam encontrar não-linearidades não previstas para, por Ąm, escolher

o sinal que excitará o sistema para a identiĄcação.

4.1 Ensaios para caracterização da planta

O modelo obtido no Capítulo 3 oferece diversos insights sobre o comportamento da

planta. A presença de um polo em zero indica uma característica integradora para o ângulo

ã. Além disso, devem ser considerados experimentos que mantenham Ð em oscilações pe-

quenas, na faixa para a qual sin Ð ≡ Ð é satisfeita. Porém, deve ser ressaltado que diversas

características não-lineares que não estão contidas no modelo obtido, como saturações de en-

trada do motor DC, não foram consideradas. Os ensaios aqui apresentados visam qualiĄcar

e quantiĄcar comportamentos sobre da planta, de forma a melhor caracteriza-la, bem como

escolher o sinal de excitação apropriado para a identiĄcação.

4.1.1 Ensaio de condição inicial

Os ensaios de condição inicial são realizados elevando o pêndulo até o ângulo esco-

lhido dentro da faixa considerada aproximadamente linear. Esses testes permitem estimar
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parâmetros como a constante de tempo do sistema e o fator de amortecimento para, por

Ąm, escolher um sinal de excitação conveniente para a identiĄcação. Adicionalmente, efeitos

não-lineares não modelados podem ser veriĄcados. Assim, um experimento foi realizado para

o ângulo inicial Ð1 = 5o, cujo resultado é mostrado na Figura 9, através das curvas ã e Ð.
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Figura 9 Ű Ângulo Ð [o] e ã [o] em função do tempo t [s] para condição inicial Ð = 5o.

VeriĄca-se um fenômeno interessante no comportamento do ângulo ã: sua oscilação

possui uma excursão pequena quantizada e mais evanescente que o ângulo Ð. Essa caracterís-

tica não-linear não é esperada para uma região de comportamento aproximadamente linear,

pois ambos os ângulos deveriam oscilar conjuntamente até o movimento cessar devido ao

atrito viscoso. Esse comportamento é explicado pela presença de atrito seco nas engrenagens

acopladas ao braço mecânico, restando somente um resíduo de oscilação computado, seja

pela resolução do encoder, ou Ąsicamente deĄnida pela folga dos dentes da engrenagem. Esse

fenômeno se repete até o Ąnal prematuro da oscilação, em aproximadamente 8 segundos, em

contraposição ao Ąnal da oscilação de Ð, em aproximadamente 30 segundos.

Por Ąm, nota-se que a constante de tempo do sistema, á , é longa, em torno de 8

segundos. A frequência de oscilação obtida possui valor em torno de 1.06 Hz, veriĄcado

através da Fast Fourier Transform do ângulo Ð e mostrado na Figura 10.
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Figura 10 Ű Fast Fourier Transform de Ð para condição inicial Ð = 5o.

4.1.2 Resposta ao degrau

VeriĄca-se no modelo linear obtido no capítulo anterior que a planta possui um polo em

zero. Esse integrador a torna instável para um sinal do tipo degrau, (GEROMEL; KOROGUI,

2011). Essa característica pode ser veriĄcada experimentalmente, pois a tensão de entrada

aplicada ao motor de corrente contínua estabelece uma referência em velocidade, todavia a

posição não é controlada de forma direta. Porém, ainda é possível efetuar uma caracterização

semelhante a resposta obtida ao degrau ao se aplicar um sinal quadrado, o qual possibilite

analisar mais nuances da dinâmica do sistema. A frequência escolhida do sinal foi 0.313 Hz,

para amplitudes de 0.5 V e 0.6 V.
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∙ Onda quadrada de amplitude 0.5 V

A Figura 11 mostra as curvas ã(𝑡) e Ð(𝑡) para uma onda quadrada de amplitude 0.5 V

na entrada do motor DC, com frequência de 0.313 Hz, aplicada a entrada.
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Figura 11 Ű ã [o] e Ð [o] em função do tempo t [s] para entrada do tipo onda quadrada de

amplitude 0.5 V e frequência de 0.313 Hz

Nota-se que, apesar da periodicidade da entrada, existem Ćutuações na amplitude de ã,

resultantes da construção do pêndulo do fabricante Quanser. Nesse aparato mecânico,

um cabo de encoder que toma medidas do ângulo Ð é ligado a extremidade do braço

rotacional. Essa conĄguração mecânica não é prevista no modelo, apesar de seu efeito

ser proeminente e relevante, pois esse cabo aplica uma força de resistência no percurso

do pêndulo, de forma semelhante a uma força elástica não-linear. Esse fenômeno Ąca

mais evidente para grandes valores de tensão na entrada, pois o cabo impede que o

pêndulo efetue o percurso no sentido desejado em ã, ao aplicar uma força sempre no

sentido contrário ao movimento. Essa característica é observada ao se aplicar amplitudes

relevantes do sinal de entrada ao sistema, ou igualmente ao se aplicar sinais de entrada

para um longo período de tempo.
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∙ Onda quadrada de amplitude 0.6 V

A Figura 12 mostra as curvas ã e Ð para uma entrada do tipo onda quadrada de

amplitude 0.6 V e frequência 0.313 Hz, com o intuito de comparar a resposta obtida

com a resposta observada na Figura 11. Nota-se que o fenômeno de Ćutuação se acentua

em relação à amplitude de 0.5 V e que praticamente ocorre uma mudança do ponto de

operação do ângulo ã.
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Figura 12 Ű ã [o] e Ð [o] em função do tempo t [s] para entrada do tipo onda quadrada de

amplitude 0.6 V e frequência de 0.313 Hz

Pode-se concluir que grandes excursões do sinal de entrada causarão fenômenos não

lineares de mudança no ponto de operação de ã e, como consequência, prejudicarão o

processo de identiĄcação.

4.1.3 Resposta a senóides

O ensaio de resposta a senoides tem por objetivo veriĄcar o comportamento do sistema

para diferentes frequências, bem como aplicar variações contínuas ao sistema e de excursão

de sinal relevante, em contrapartida aos pulsos quadrados aplicados à planta na subseção

anterior. Para sistemas mecânicos, devido a inércia das massas envolvidas, é esperado um

comportamento atenuador para altas frequências, bem como a presença de uma possível

frequência de ressonância. Porém, a aplicação de uma senoide de frequência 0.8 Hz e ampli-
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tude de 0.6 V revelou a presença de zona morta no ângulo ã, conforme ilustrado pela Figura

13.
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Figura 13 Ű 𝑉𝑚 [V] e ã [o] em função do tempo t [s] para entrada do tipo senóide de amplitude

0.6 V e frequência de 0.8 Hz

VeriĄca-se distorção nos picos de ã(𝑡) para pequenas amplitudes de tensão de entrada.

Essa faixa pode variar, mas está em sua maior parte contida entre, aproximadamente, -0.25

V e 0.25 V, o que caracteriza o fenômeno de zona morta. Existem alguns fatores que originam

esse comportamento e que podem ser enumerados, entre eles, o cabo do encoder descrito na

subseção anterior e sua característica de força contrária ao movimento, bem como a própria

incapacidade do motor em vencer a inércia do sistema.

4.1.4 Conclusão

Os testes de condição inicial, resposta ao degrau e resposta a senoide permitem con-

cluir que a planta, além das não-linearidades evidentes pelas equações devido a sua montagem

mecânica, possui efeitos não-lineares como forte atrito seco, uma zona morta signiĄcativa e

saturação da entrada do motor, além de possíveis dinâmicas não modeladas. Esses fenômenos

reduzem a zona linear do pêndulo rotacional, sendo necessário um projeto acurado para a

identiĄcação e aplicação de técnicas de controle linear. Por Ąm, para a zona linear, a frequên-

cia de oscilação se encontra aproximadamente em 1 Hz, bem como a constante de tempo em

torno de 8 segundos.
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4.2 IdentiĄcação dos parâmetros

A etapa de modelagem física realizada com sucesso no Capítulo 3, bem como as ca-

racterísticas do sistema obtidas através de testes apresentados nesse capítulo são necessárias

para o planejamento do experimento de identiĄcação. Nesse ínterim, o sinal de excitação uti-

lizado na planta é de fundamental importância para a satisfatória identiĄcação do modelo.

Assim, as etapas restantes requerem experimentos que apliquem o sinal devidamente proje-

tado, bem como a posterior aplicação de métodos de identiĄcação para obter os parâmetros

físicos do sistema de forma efetiva.

4.2.1 O método de identificação Grey-Box

O método de identiĄcação paramétrica utilizado nesse projeto é o chamado Grey-

Box, conforme explicado na introdução do presente capítulo. Esse método pode ser utilizado

quando existe um modelo físico do sistema, (LJUNG, 2000), que é o caso do pêndulo rotacio-

nal. EspeciĄcamente, o modelo estável representado pelas equações de estado deĄnidas pelas

matrizes (3.45), (3.46), (3.50) e (3.51) foi utilizado.

Em termos computacionais, o Toolbox do Matlab apresenta diversas opções para esse

tipo de identiĄcação. A opção efetivamente utilizada nesse projeto é a combinação idgrey e

greyest. O primeiro é um tipo de objeto de identiĄcação no formato de equações de estado

gerado a partir das equações diferenciais do modelo, e possibilita que os parâmetros das par-

tes físicas que compõem a planta sejam consideradas variáveis. O segundo é a própria função

de estimação, que fornece, além dos parâmetros estimados, os erros de estimação corres-

pondentes. Essa função utiliza diversos métodos iterativos, como o métodos de subespaço de

Gauss-Newton, o método de Levenberg-Marquardt, entre outros, para reĄnar a convergência,

(LJUNG, 2000).

4.2.2 Escolha do sinal de excitação

O sinal escolhido para a identiĄcação é do tipo Pseudorandom Binary Sequence -

PRBS. A escolha foi motivada devido às não-linearidades identiĄcadas no decorrer dos ensaios

de caracterização, como a zona-morta e o atrito seco, que deformam as senoides injetadas

na entrada. Essas características impossibilitaram bons resultados de identiĄcação de sinais

do tipo soma de senoides, ou mesmo do tipo aleatório, pois os níveis de tensão produzidos

podem ser gerados dentro da zona morta para ambos os sinais, fato que impossibilita uma

identiĄcação linear satisfatória. Em contrapartida, o PRBS é um sinal de fácil geração e

espectro ajustável e que permite a minimização dos efeitos de atrito seco e zona morta para

essa planta, pois aplica níveis Ąxos de tensão na faixa desejada.
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∙ Dimensionamento do sinal

Para a heurística temporal proposta em (AGUIRRE, 2004), os intervalos mínimo e má-

ximo para o 𝑇clk do PRBS são, respectivamente, 𝑇min,clk = 0.8 s e 𝑇max,clk = 2.7 s. Para

valores que se aproximam do intervalo máximo, mesmo para amplitudes pequenas de

𝑉PRBS (levando em consideração a zona morta da entrada sua assimetria para pequenas

tensões), a excursão do ângulo ã se torna grande, tornando o efeito de deslocamento

do ponto de equilíbrio mostrado na Figura 12. Para valores que atingem o limitante

inferior proposto, o valor mínimo do número de bits é 𝑛 = 4, o que ainda acarreta o

deslocamento da condição inicial de ã, devido aos grandes intervalos de tempo para

os quais a tensão de entrada é aplicada, bem como a longa duração do teste. Todos

os testes utilizando essa heurística para esse sistema em conjunto com a forma Ąxa do

espaço de estados do método Greybox não tiveram resultados satisfatórios.

Por outro lado, para a heurística proposta em (FAIRWEATHER et al., 2011), estabeleceu-

se um bom compromisso entre a amplitude de entrada e o seu tempo de aplicação. A

frequência natural de oscilação do sistema foi medida como, aproximadamente, 1.06

Hz. Assim, a frequência do clock foi tomada como, 𝑓clk = 2.65 Hz, o que corresponde ao

período aproximado de 𝑇clk ≡ 0.38 s. Tendo em vista que grandes durações dos testes re-

alizados para a primeira heurística produziram resultados insatisfatórios, decidiu-se por

efetuar testes variando pequenos valores de 𝑛 empiricamente. Foram realizados diversos

experimentos para 3 ⊘ 𝑛 ⊘ 5. Em termos da duração da identiĄcação, veriĄcou-se que

os melhores resultados ocorreram para 𝑛 pequenos, devido a baixa excursão do ângulo

ã.

4.2.4 Resultados

O sinal PRBS foi gerado para 3 ⊘ 𝑛 ⊘ 5, 𝑇clk = 0.38 s e amplitude 𝑉PRBS = 0.6

V. As variáveis a serem identiĄcadas são 𝐽𝑝, 𝐽 ′
𝑟, 𝐵𝑝, 𝐵′

𝑟 e a relação das eĄciências da caixa

de engrenagens, do motor e a resistência do motor 𝑅𝑚, por constituírem parâmetros que

possuem maior dependência com as condições do ambiente. O restante dos parâmetros, como

as massas e os comprimentos das hastes foram tomadas de (QUANSER, 2011a), bem como

as relações das engrenagens em (QUANSER, 2011c). Os melhores resultados em termos de

porcentagem de ajuste das curvas ã e Ð foram obtidos para 𝑛 = 3, do qual faz parte o

conjunto escolhido, mostrado na Figura 16. As curvas pontilhadas representam as medidas

reais, ao passo que as curvas cheias representam a saída do modelo. A porcentam de ajuste

(Ąt) para ã e Ð foram, respectivamente, 91.4 % e 92.43 %.
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Figura 16 Ű IdentiĄcação das saidas ã e Ð em função do tempo para entrada do tipo PRBS,

𝑛 = 3, 𝑇clk = 0.38 s

Os resultados proporcionados pelo método GreyBox pela estimação mostrada na Fi-

gura 16 são mostrados na Tabela 1 para todos os parâmetros estimados, bem como os res-

pectivos desvios.

Tabela 1 Ű Parâmetros identiĄcados do pêndulo de Furuta da Quanser e desvios padrão as-

sociados.

Parâmetro Valor Desvio Padrão Unidade

𝐽𝑝 4.44e-03 2e-05 𝑘𝑔.𝑚2

𝐽 ′
𝑟 3.7e-03 4e-04 𝑘𝑔.𝑚2

𝐵𝑝 2e-04 1e-04 N.m/(rad/s)

𝐵′
𝑟 4.8e-02 4e-03 N.m/(rad/s)

ÖgÖm

𝑅m
1.9e-01 1e-02 Ω⊗1

Para comparação, os valores dos parâmetros teóricos ou fornecidos pelo fabricante

Quanser são mostrados na Tabela 2, em conjunto com os valores estimados e os erros rela-

tivos aos valores teóricos ou fornecidos. VeriĄca-se que as maiores porcentagens de erro são

provenientes de comparações com valores práticos obtidos pelo fabricante, a saber os valores

de atrito viscoso, ou com valores de que dependem de eĄciência.
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Tabela 2 Ű Comparação entre os valores identiĄcados e os valores teóricos/tabelados dos pa-

râmetros.

Parâmetro Valor Experimental Valor Teórico Erro (*) [%]

𝐽𝑝 4.4e-03 4.3e-03 3.0

𝐽 ′
𝑟 3.7e-03 3.8e-03 3.0

𝐵𝑝 2.0e-04 2.4e-03 92.0

𝐵′
𝑟 4.8e-02 1.7e-02 176.0

ÖgÖm

𝑅m
1.9e-01 2.4e-01 21.0

(*) Em relação ao valor teórico ou fornecido pelo fabricante.

Esse fenômeno ocorre devido a sensibilidade da planta frente a sua montagem em

bancada, bem como o a posição do cabo do encoder citado anteriormente e a situação de

carga da planta durante o ensaio. Em suma, esses parâmetros dependem do ambiente o qual

está inserido o pêndulo. Finalmente, para os momentos de inércia, o erro está em uma faixa

adequada e, como esperado, não devem possuir uma grande variação no experimento. Esses

resultados mostram a importância da identiĄcação de parâmetros in loco em detrimento ao

uso de valores tabelados, pois as diferenças percentuais foram grandes, em até aproximada-

mente 170 % em relação ao valor fornecido.
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4.2.5 Validação

Para a validação, outros sinais PRBS de mesmos parâmetros, porém de condições

iniciais distintas, são gerados e aplicados ao sistema. A comparação entre as saídas expe-

rimentais (linhas pontilhadas) e o modelo (linhas contínuas) é mostrada na Figura 17. A

porcentagem de ajuste (Ąt) para ã e Ð são, respectivamente, 90.5 % e 91.8%. VeriĄca-se que

a performance do modelo em comparação ao sistema, para as condições escolhidas, é satisfa-

tória: apesar das porcentagens de ajuste das saídas diminuírem para uma entrada diferente

da utilizada para a identiĄcação, esses valores ainda mantém-se acima de 90 % para os dois

ângulos.
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Figura 17 Ű Curvas de Validação das saídas experimentais e do modelo identiĄcado ã e Ð em

função do tempo para entrada do tipo PRBS, 𝑛 = 3, 𝑇𝑐𝑙𝑘 = 0.38 s.

Outros métodos possíveis de validação de um modelo são baseados na análise do

comportamento dos resíduos das saídas de um sistema. Esses resíduos são obtidos ao se

computar as diferenças entre os valores medidos e os valores de um modelo estimado para

uma mesma entrada aplicada. Nesse contexto, podem ser citados dois testes: o whiteness test

criteria e o independence test criteria. O primeiro é obtido pela função de autocorrelação dos

resíduos dos sinais de saída, no caso, para os ângulos Ð e ã. A interpretação é que os erros de

estimação do modelo sejam causados por ruídos brancos, e assim o valor da autocorrelação

deve possuir as características desse tipo de ruído. O segundo veriĄca se o resíduos das saídas
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do modelo são satisfatoriamente descritas pela entrada aplicada: um modelo considerado

satisfatório possui seus resíduos não correlacionados com entradas passadas, (LJUNG, 2000).

Dessa forma, a autocorrelação entre os resíduos das respectivas saídas, bem como a correlação

dos resíduos e a entrada são mostradas nas Figuras 18 e 19.
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Figura 18 Ű Autocorrelação dos resíduos da saída 𝑦1 (ã) e 𝑦2 (Ð) em função do lag. A faixa

de conĄança é de 99 %.
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Figura 19 Ű Correlação entre a entrada 𝑢1(𝑉𝑚) e os resíduos da saída 𝑦1 (ã) e 𝑦2 (Ð) em

função do lag. A faixa de conĄança é de 99 %.
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VeriĄca-se que, para os intervalos de conĄança estabelecidos, o modelo satisfaz o

critério da autocorrelação dos resíduos, bem como o da correlação entre as saídas e a entrada,

o que valida o modelo obtido.

Assim, as matrizes do modelo Ąnal podem ser apresentadas. Para o vetor de estados

deĄnido conforme o Capítulo 3 como 𝑥′ =
[︁

ã Ð ã̇ Ð̇
]︁′

, a matriz dinâmica do sistema e a

de entrada deĄnidas pelas Equações (3.45) e (3.46), se tornam,

[︁

𝐴est 𝐵est

]︁

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 34.16 ⊗18.62 0.035 18.31

0 ⊗76.74 17.96 ⊗0.079 ⊗17.65

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (4.6)

Além disso, pode-se escrever os desvios padrão associados com os elementos das matrizes,

obtidos através da identiĄcação. Assim, para um sistema incerto na forma 𝐴est ∘ Δ𝐴est e

𝐵est ∘ Δ𝐵est, obtém-se,

[︁

Δ𝐴est Δ𝐵est

]︁

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 2.37 0.90 0.021 0.80

0 2.31 0.87 0.046 0.77

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (4.7)

Finalmente, as matrizes do sistema instável efetivamente utilizadas nos projetos dos contro-

ladores em rede devem ser calculadas. Como mostrado no Capítulo 3, a mudança é realizada

somente pela troca de sinais em termos especíĄcos. Assim, as matrizes sistema instável des-

crito pelas Equações (3.48) e (3.49) são,

[︁

𝐴ins 𝐵ins

]︁

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 34.16 ⊗18.62 ⊗0.035 18.31

0 76.74 ⊗17.96 ⊗0.079 17.65

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (4.8)

4.3 Conclusão

A identiĄcação dos parâmetros do sistemas físicos através do modelo obtido no Capí-

tulo 2 foi realizada de forma satisfatória. Nesse contexto, ressalta-se que, apesar das heurísti-

cas descritas em (AGUIRRE, 2004) não fornecerem boas estimativas devido as características

da planta, utilizou-se outra heurística frequencial de (FAIRWEATHER et al., 2011) que per-

mitiu uma boa estimativa dos parâmetros. Destaca-se que as validações apresentadas nesse

capítulo constituem a primeira fase de teste do modelo identiĄcado, pois esse precisa possuir

o comportamento esperado nos experimentos de controle projetados para o próximo capítulo.
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Markovianos

O controle através de redes de comunicação está sujeito aos fenômenos inerentes a

um canal imperfeito. Dentre esses fenômenos podem ser citados a limitação da largura de

banda devido à amostragem, perdas de pacote na transmissão, atrasos, entre outros. Especi-

Ącamente nesse projeto, é abordado o fenômeno de perdas de pacote, modelados através de

MJLS. A modelagem de perda de pacotes através de redes de comunicação utilizando cadeias

de Markov discretas é intuitiva e bem fundamentada na literatura, (TRANTER et al., 2003).

Na área de telecomunicações, os canais markovianos são conhecidos por otimizar os tempos

computacionais de simulação em detrimento da abordagem física determinística, que utiliza

formas de onda, interferências, ruídos de quantização, entre outros parâmetros de transmis-

sões reais, ver (TRANTER et al., 2003). Em posse dos modelos de rede que são analisados

nesse capítulo, sintetizam-se controladores por realimentação de estado que otimizam as nor-

mas ℋ2 e ℋ∞ do sistema markoviano em estudo, bem como seus equivalentes clássicos. Desta

forma, o objetivo desse capítulo é aplicar controladores markovianos e clássicos a ambientes

simulados de perda de pacotes, no intuito de comparar seus respectivos desempenhos.

5.1 Canais markovianos

Os modelos de canal utilizados nesse projeto são processos markovianos discretos. As-

sim, as perdas de pacote são variáveis aleatórias, (HESPANHA et al., 2007), caracterizadas

pela sua distribuição inicial Û𝑖 := Prob(𝜃0 = 𝑖 ∈ K), sua matriz de probabilidade de transi-

ção associada P, (LEON-GARCIA, 2008) e sua representação gráĄca por grafos markovianos.

EspeciĄcamente nesse projeto são utilizados os modelos mais conhecidos: Gilbert-Elliot, Frit-

chman e McCullough. Os parâmetros das redes obtidos através de modelagens equivalentes

de um canal Raylegh plano, com modulação BPSK (Binary Phase-Shift Keying) foram reti-

rados de (MARCONDES, 2005). Dentre os valores de sinal-ruído utilizados nesse trabalho,

foi escolhido o menor deles, pois as perdas de pacote devem ser perceptíveis no decorrer das

simulações e experimentos.

5.1.1 O canal de Gilbert-Elliot

O modelo de Gilbert-Elliot é um aprimoramento do modelo de Gilbert proposto em

(GILBERT, 1960), cujo objetivo foi apresentar um modelo estocástico mais realístico para
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A principal característica do canal de McCullough reside em sua Ćexibilidade: o nú-

mero de modos, seja BOM ou RUIM, pode ser deĄnido conforme a necessidade. O modelo

geral é completamente caracterizado pela probabilidade de erro no 𝑖-ésimo estado, 𝑝𝑖, as pro-

babilidades de transição após a ocorrência de um erro, 𝑞𝑖𝑗, e após uma transmissão correta,

𝑝𝑖𝑗. EspeciĄcamente, as transições entre modos são permitidas somente após a ocorrência de

um erro, estabelecendo-se assim as relações 𝑝𝑖𝑗 = 0, para 𝑖 ̸= 𝑗, e 𝑝𝑖𝑖 = 1. Além disso, o canal

de McCullough pode ser visto como uma generalização do canal de Gilbert-Elliot, pois ao se

Ąxar dois modos e 𝑝𝑖𝑗 = 𝑞𝑖𝑗, o canal de Gilbert-Elliot é recuperado.

Os parâmetros utilizados nesse projeto para o canal de McCullough foram retirados

de (MARCONDES, 2005), para sinal-ruído de 1 dB. Além disso, o canal utilizado possui três

modos, resultando na matriz de probabilidade de transição entre estados após um erro 𝑄,

𝑄 =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0.20 0.70 0.10

0.25 0.20 0.55

0.25 0.20 0.55

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (5.6)

Nota-se que a matriz de probabilidade de transição após uma transmissão correta 𝑃

corresponde a matriz identidade. Além disso, as probabilidade de erro no 𝑖-ésimo estado são,

𝑝 =
[︁

0.40 0.05 0.25
]︁

. A distribuição dos modos ocultos resultante é,

P𝑀 =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑞11𝑝1 𝑞12𝑝2 𝑞13𝑝3 𝑞11(1 ⊗ 𝑝1) 𝑞12(1 ⊗ 𝑝2) 𝑞13(1 ⊗ 𝑝3)

𝑞21𝑝1 𝑞22𝑝2 𝑞23𝑝3 𝑞21(1 ⊗ 𝑝1) 𝑞22(1 ⊗ 𝑝2) 𝑞23(1 ⊗ 𝑝3)

𝑞31𝑝1 𝑞32𝑝2 𝑞33𝑝3 𝑞31(1 ⊗ 𝑝1) 𝑞32(1 ⊗ 𝑝2) 𝑞33(1 ⊗ 𝑝3)

𝑝1 0 0 (1 ⊗ 𝑝1) 0 0

0 𝑝2 0 0 (1 ⊗ 𝑝2) 0

0 0 𝑝3 0 0 (1 ⊗ 𝑝3)

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

, (5.7)

onde o primeiro modo corresponde ao estado 1 com erro, o segundo modo representa o estado

2 com erro e o terceiro modo, o estado 3 com erro. Nessa mesma sequência, os modos quatro,

cinco e seis correspondem aos estados 1, 2 e 3 com sucesso na transmissão. Dessa forma, a

matriz de transição P𝑀 resultante é,

P𝑀 =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0.0800 0.0350 0.0250 0.1200 0.6650 0.0750

0.1000 0.0100 0.1375 0.1500 0.1900 0.4125

0.1000 0.0100 0.1375 0.1500 0.1900 0.4125

0.4000 0 0 0.6000 0 0

0 0.0500 0 0 0.9500 0

0 0 0.2500 0 0 0.7500

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (5.8)

Os modos do modelo de McCullough associados a sucesso ou falha no envio de pacotes

podem ser agrupados em dois clusters, U𝑠 e U𝑓 , respectivamente. Esses assumem os valores,
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U𝑠,𝑀 = ¶4, 5, 6♢ e U𝑓,𝑀 = ¶1, 2, 3♢. A distribuição inicial para o canal de McCullough é

tomada como,

Û = Þ =
[︁

0.0272 0.0365 0.0506 0.0408 0.6930 0.1519
]︁

. (5.9)

5.2 O controle por realimentação de estados

O controle por realimentação de estados amostrado é uma classe de controle realizado

a partir dos estados medidos do sistema e de um ganho de realimentação 𝐾, através da lei

de controle,

𝑢(𝑘) = 𝐾𝑥(𝑘), (5.10)

onde 𝑢 é a entrada de controle do sistema, 𝐾 é o ganho de realimentação e 𝑥 é o vetor de

estados do sistema.

EspeciĄcamente para o controle por realimentação de estados de um MJLS existe,

para cada modo 𝜃𝑘 = 𝑖, 𝑖 ∈ K, um ganho 𝐾𝑖. Esse conjunto de ganhos pode ser obtido de

forma a respeitar um critério pré-estabelecido, tal qual estabilidade, ou mesmo as normas do

sistema realimentado. A lei de controle para MJLS é representado pela Equação (5.11),

𝑢(𝑘) = 𝐾(𝜃𝑘)𝑥(𝑘), (5.11)

onde o argumento 𝜃𝑘 representa o modo markoviano. Assim, o problema consiste em encontrar

o conjunto de ganhos de realimentação de estado 𝐾𝑖 ∈ R
𝑞×𝑛, 𝑖 ∈ K, que estabilize e minimize

um critério de desempenho escolhido

min
𝐾i

‖ℱ𝑚‖2
Ñ, (5.12)

onde Ñ = ¶2, ∞♢ e ℱ𝑚, o sistema markoviano em (2.11) realimentado por (5.11),

ℱ𝑚 :

⎧

⨄︁

⋃︁

𝑥(𝑘 + 1) = (𝐴(𝜃𝑘) + 𝐵(𝜃𝑘)𝐾(𝜃𝑘))𝑥(𝑘) + 𝐽(𝜃𝑘)𝑤(𝑘),

𝑧(𝑘) = (𝐶𝑧(𝜃𝑘) + 𝐷𝑧(𝜃𝑘)𝐾(𝜃𝑘))𝑥(𝑘) + 𝐸𝑧(𝜃𝑘)𝑤(𝑘).
(5.13)

Nesse contexto, devem ser analisadas algumas premissas de cunho prático para o

projeto de controladores por realimentação de estados neste trabalho:

∙ Disponibilidade parcial do modo da cadeia

Nota-se que os valores dos ganhos do controle MJLS por realimentação de estados,

𝐾(𝜃𝑘), dependem explicitamente do modo 𝜃𝑘 no instante 𝑘 da respectiva cadeia de

Markov associada. Essa característica desse tipo de controlador obviamente requer que

esses modos estejam disponíveis de alguma forma para o controlador. Tomando em
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consideração essa limitação, sintetizam-se nesse projeto controladores em função de

agrupamentos de modos, chamados de clusters. Esses agrupamentos visam unir os mo-

dos de uma cadeia com características semelhantes, tais como os estados para os quais

ocorre falha ou sucesso no envio de pacotes. Esse procedimento é realizado, uma vez

que, em uma rede real, os modos são abstrações do modelo e podem não ser facil-

mente estimados durante a aplicação do controle. Assim, em termos de controladores

por realimentação de estados, Ąxam-se os ganhos para os modos de um mesmo cluster,

dado que não é possível distinguir o estado atual da cadeia dentro do agrupamento.

O problema de realimentação de estado ℋ2 com agrupamentos dos modos pode ser

estudado com detalhe em (VAL et al., 2002), bem como o problema ℋ∞ pode ser visto

em (GONÇALVES et al., 2012).

∙ Disponibilidade parcial dos estados medidos

Para todas as sínteses de controladores por realimentação de estado nesse projeto,

fez-se necessário utilizar um observador de Luenberger mostrado na Equação (2.78),

pois as únicas medidas disponíveis para o sistema são medidas de posição fornecidas

por encoders. Uma alternativa ao uso do observador de Luenberger em conjunto com

controladores de realimentação de estado é a síntese de controladores dinâmicos marko-

vianos de saída, por exemplo, em (GEROMEL et al., 2009). Porém, a formulação desse

problema requer que os modos markovianos estejam disponíveis em uma rede, o que em

um ambiente real muitas vezes não é facilmente realizável. Tomando em consideração

essa limitação, optou-se pela estimação dos estados através de um observador clássico

implementado na planta, onde os polos do observador são alocados duas vezes mais

rápidos que o polo de menor parte real do sistema.

∙ Medida do sinal de controle para o cômputo dos custos

Uma discussão importante em relação a modelagem de falhas em MJLS é a obtenção dos

valores simulados e experimentais do sinal de controle para o cômputo das respectivas

normas. Em uma rede real, a falha ocorrerá em algum ponto indeterminado do canal

e pode ser modelada por uma chave nos ambientes de simulação e experimental. A

Figura 23 mostra esse dispositivo utilizado em Simulink, onde a falha é modelada por

uma chave condicionada a uma cadeia de Markov. O ponto a representa a saída do

controlador, o ponto b pode ser interpretado como a entrada do sistema e o ponto c,

o sinal proveniente da cadeia de Markov associada que produz a falha. Nesse contexto,

podem ser consideradas duas possibilidades de medida do sinal de controle 𝑢 para o

cálculo dos custos ℋ2 e ℋ∞: o sinal de controle 𝑢𝑎 anterior à falha e o sinal 𝑢𝑏 posterior

à falha.
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obtidos por controladores markovianos representados pelo índice 𝑚, espera-se que o

comportamento desses valores sigam as desigualdades

𝜌𝑎 > 𝜌𝑏 > 𝜌𝑚. (5.14)

Nesse projeto, para modelar falhas de transmissão de pacotes utilizando MJLS, Ąxam-

se as matrizes de entrada do sistema em 𝐵𝑖 = 0, para 𝑖 ∈ U𝑓 , onde U𝑓 ⊆ K é o

cluster dos modos sujeitos a falhas. Nota-se que uma falha de controle em algum ponto

não especiĄcado do canal é representado efetivamente por uma falha nos atuadores do

sistema, pois o conjunto 𝐵𝜃k
corresponde as matrizes de entrada do sistema markovi-

ano. Portanto, para que a comparação possa ser efetivamente realizada entre o sistema

clássico e o sistema markoviano, considerou-se nesse trabalho que a falha no sistema

clássico ocorre nos atuadores: o esforço de controle é efetivamente aplicado ao sistema,

porém, em casos de erro o atuador não responde ao estímulo. Nesse sentido, pode-se

considerar que uma das diferenças entre os controladores em (5.10) e (5.11) é que o

primeiro não possui mecanismo de percepção, aplicando o sinal de controle mesmo sem

necessidade, e assim ocasionando um aumento no índice de desempenho. Em contra-

partida, o segundo caso possui um mecanismo de conĄguração que permite ajustar o

sinal de controle e minimizar o mesmo índice.

Apesar da escolha realizada nesse trabalho consistir do cômputo do custo anterior à

falha, o custo calculado posterior a esse comportamento é de fácil obtenção e pode ser

veriĄcado através de simulação utilizando os dados fornecidos no decorrer do texto.

Além disso, são mostradas formas de obtenção do custo anterior e posterior a falha no

Anexo E.

5.3 Controle ℋ2 de realimentação de estados para sistemas lineares

com saltos markovianos

O controle ℋ2 para MJLS consiste na síntese de controladores mostrados (5.11) de

forma a obter esse custo ótimo para o sistema em malha em (5.13). Assim, o problema pode

ser deĄnido como

min
𝐾i

‖ℱ𝑚‖2
2, (5.15)

Assim, o Teorema 5.1 permite sintetizar controladores ℋ2 por realimentação de estado para

MJLS considerando a disponibilidade total dos modos.

Teorema 5.1 Existem controladores por realimentação de estados na forma (5.11) que sa-

tisfazem a restrição de norma do sistema realimentado ‖ℱ𝑚‖2
2 < Ò para um dado Ò ∈ R e
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Û𝑖 = Prob(𝜃0 = 𝑖 ∈ K), se e somente se existem 𝑊𝑖 ∈ S
𝑚
+ , 𝑋𝑖 ∈ S

𝑛
+, 𝑍𝑖𝑗 ∈ S

𝑛
+, 𝐻𝑖 ∈ R

𝑛×𝑛,

𝐺𝑖 ∈ R
𝑛×𝑛 e 𝑌𝑖 ∈ R

𝑞×𝑛, tal que

inf
𝑁
∑︁

𝑖=1

Û𝑖tr(𝑊𝑖) < Ò, (5.16)

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑊𝑖 ∙ ∙

𝐽𝑖 𝐻𝑖 + 𝐻 ′
𝑖 ⊗ 𝑍𝑝𝑖 ∙

𝐸𝑧𝑖 0 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0, (5.17)

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐺𝑖 + 𝐺′
𝑖 ⊗ 𝑋𝑖 ∙ ∙

𝐴𝑖𝐺𝑖 + 𝐵𝑖𝑌𝑖 𝐻𝑖 + 𝐻 ′
𝑖 ⊗ 𝑍𝑝𝑖 ∙

𝐶𝑧𝑖𝐺𝑖 + 𝐷𝑧𝑖𝑌𝑖 0 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0, (5.18)

⋃︀

⨄︀

𝑍𝑖𝑗 ∙

𝐻𝑖 𝑋𝑗

⋂︀

⋀︀ > 0, (5.19)

para 𝑖, 𝑗 ∈ K. Se essas condições são satisfeitas, os controladores são obtidos por 𝐾𝑖 =

𝑌𝑖𝐺
⊗1
𝑖 ∈ R

𝑞×𝑛 para todo 𝑖 ∈ K.

Prova: Para a necessidade, assuma que as desigualdades do problema deĄnido em

(2.55) do Capítulo 2 são satisfeitas, para as matrizes do sistema 𝐴𝑖 e 𝐶𝑖 substituídas pelas

matrizes em malha fechada 𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝑖 e 𝐶𝑖 + 𝐷𝑖𝐾𝑖. DeĄna 𝑋𝑖 := 𝑃 ⊗1
𝑖 and 𝑌𝑖 = 𝐾𝑖𝐺𝑖, e

multiplique a desigualdade (2.53) pela direita por diag[𝐼, 𝑃 ⊗1
𝑝𝑖 , 𝐼] e pela esquerda pela sua

transposta, bem como a desigualdade (2.54) pela direita por diag[𝐺′
𝑖, 𝑃 ⊗1

𝑝𝑖 , 𝐼] e pela esquerda

pela sua transposta. O resultado é

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑊𝑖 ∙ ∙

𝐽𝑖 𝑋𝑞𝑖 ∙

𝐸𝑖 0 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0,

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐺′
𝑖𝑋

⊗1
𝑖 𝐺𝑖 ∙ ∙

𝐴𝑖𝐺𝑖 + 𝐵𝑖𝑌𝑖 𝑋𝑞𝑖 ∙

𝐶𝑖𝐺𝑖 + 𝐷𝑖𝑌𝑖 0 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0.

DeĄna 𝐻𝑖 = 𝑋𝑞𝑖 e 𝑍𝑖𝑗 = 𝑋𝑞𝑖𝑋
⊗1
𝑗 𝑋𝑞𝑖 + 𝜖𝐼, para 𝜖 > 0. Ao se aplicar o complemento

de Schur para 𝜖 ⊃ 0 origina a terceira condição do Teorema (5.1), bem como,

𝐻𝑖 + 𝐻 ′
𝑖 ⊗ 𝑍𝑝𝑖 = 𝑋𝑞𝑖 ⊗ 𝜖𝐼,

onde 𝑍𝑝𝑖 =
𝑁
√︁

𝑗=1
𝑝𝑖𝑗𝑍𝑖𝑗. Por Ąm, toma-se 𝜖 ⊃ 0 e 𝐺𝑖 = 𝑋𝑖, e assim todas as demais desigual-

dades do Teorema são obtidas.

Para a suĄciência, assuma que as desigualdades do Teorema (5.1) são satisfeitas. A

desigualdade (5.19) origina 𝑍𝑖𝑗 > 𝐻 ′
𝑖𝑋

⊗1
𝑗 𝐻𝑖. Pode-se multiplicar essa desigualdade por 𝑝𝑖𝑗 e
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a somar para todo 𝑗 ∈ K, o que resultará

𝐻𝑖 + 𝐻 ′
𝑖 ⊗ 𝑍𝑝𝑖 = 𝐻𝑖 + 𝐻 ′

𝑖 ⊗
𝑁
∑︁

𝑗=1

𝑝𝑖𝑗𝑍𝑖𝑗,

⊘ 𝐻𝑖 + 𝐻 ′
𝑖 ⊗ 𝐻 ′

𝑖𝑋
⊗1
𝑞𝑖 𝐻 ′

𝑖,

⊘ 𝑋𝑞𝑖 ⊗ (𝐻𝑖 ⊗ 𝑋𝑞𝑖)′𝑋⊗1
𝑞𝑖 (𝐻𝑖 ⊗ 𝑋𝑞𝑖),

⊘ 𝑋𝑞𝑖,

o que implica que para ambas as desigualdades (5.17) e (5.18) do teorema continuam válidas

se o segundo termo de suas respectivas diagonais for mudado para 𝑋𝑞𝑖. Além disso,

𝐺′
𝑖𝑋

⊗1
𝑖 𝐺𝑖 ⊙ 𝐺𝑖 + 𝐺′

𝑖 ⊗ 𝑋𝑖,

o que implica que 𝐺𝑖 + 𝐺′
𝑖 ⊗ 𝑋𝑖 pode ser substituída por 𝐺′

𝑖𝑋
⊗1
𝑖 𝐺𝑖 na última desigualdade.

Por Ąm, deve-se linearizar as desigualdades obtidas utilizando diag[𝐼, 𝑃𝑝𝑖, 𝐼] para a

(5.17) e diag[𝐺′⊗1
𝑖 , 𝑃𝑝𝑖, 𝐼] para(5.18), da mesma forma realizada para a necessidade. Assim,

as matrizes em malha fechada 𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝑖 e 𝐶𝑖 + 𝐷𝑖𝐾𝑖 são obtidas. �

Uma forma alternativa para a obtenção do controlador ℋ2 para sistemas markovianos

pode ser também encontrada em (VAL et al., 2002).

Em posse do Teorema 5.1, pode-se escrever o problema de otimização

‖ℱ𝑚‖2
2 = min

𝒳 ∈Ω
¶Ò ♣ (5.16), (5.17), (5.18), (5.19)♢ . (5.20)

onde 𝒳 = (𝑊𝑖, 𝑋𝑖, 𝑍𝑖𝑗, 𝐻𝑖, 𝐺𝑖, 𝑌𝑖), bem como Ω é o conjunto de todas as soluções possíveis

de (5.16),(5.17), (5.18) e (5.19).

VeriĄca-se que os ganhos 𝐾𝑖 obtidos através do Teorema 5.1 são independentes da

distribuição de probabilidade inicial Û𝑖, sendo somente função do modo 𝜃𝑘 = 𝑖 ∈ K. Neste

caso, o valor de Û𝑖 inĆuencia somente a norma ℋ2 associada a distribuição inicial dada. Além

disso, uma discussão interessante é realizada no Capítulo 2 acerca da norma de pior caso,

quando Û𝑖 se torna uma variável no problema de otimização.

Para que a restrição da medida dos modos markovianos possa ser considerada, esses

devem ser organizados em clusters que possam ser detectados pelo controlador, conforme

explicado anteriomente. A solução mais intuitiva é agrupa-los em termos de sucesso ou falha

na transmissão do pacote. Assim, o número de controladores deve ser restrito ao número de

agrupamentos que modelam esses dois casos. Nesse cenário, uma restrição adicional deve ser

imposta no Teorema 5.1, isto é, dado um cluster especíĄco U𝑐, os controladores 𝐾𝑖, 𝑖 ∈ U𝑐

devem ser os mesmos, ou seja, 𝐾𝑖 = 𝐾𝑐. Como consequência, as matrizes 𝐺𝑖 e 𝑌𝑖 do Teorema
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5.1 devem respeitar as restrições adicionais 𝐺𝑖 = 𝐺𝑐 e 𝑌𝑖 = 𝑌𝑐, 𝑖 ∈ U𝑐 ⊖ K. Como esperado,

essas restrições tornam o Teorema 5.1 somente suĄciente e introduzem conservadorismo no

problema de otimização em (5.20). Assim, os custos obtidos com a observação em clusters se

tornam limitantes superiores.

Além disso, para que a comparação com o caso clássico seja efetivamente realizada,

é necessário estabelecer as condições necessárias e suĄcientes para a síntese de controladores

discretos clássicos ℋ2. Essas condições são mostradas no Teorema 5.2, baseado nas condições

de norma ℋ2 no problema de otimização (2.41) do Capítulo 2.

Teorema 5.2 Existe um controlador por realimentação de estados na forma (5.10) que sa-

tisfaça a restrição ‖ℱ𝑑‖2
2 < Ò do sistema realimentado ℱ𝑑 discreto, se e somente se existem

𝑊 ∈ S
𝑚
+ , 𝑃 ∈ S

𝑛
+, 𝑋 ∈ R

𝑛×𝑛 e 𝐿 ∈ R
𝑞×𝑛 tal que,

tr(𝑊 ) < Ò, (5.21)

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑃 𝐴𝑋 + 𝐵𝐿 𝐽

∙ 𝑋 + 𝑋 ′ ⊗ 𝑃 0

∙ ∙ 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0 (5.22)

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑊 𝐶𝑧𝑋 + 𝐷𝑧𝐿 𝐸𝑧

∙ 𝑋 + 𝑋 ′ ⊗ 𝑃 0

∙ ∙ 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0. (5.23)

Se essas condições são satisfeitas, o controlador é obtido por 𝐾 = 𝐿𝑋⊗1 ∈ R
𝑞×𝑛.

Prova: Ver (OLIVEIRA, 1999). �

Portanto, para que o controlador ótimo discreto seja obtido, o seguinte problema de

otimização deve ser solucionado

‖ℱ𝑑‖2
2 = min

𝒳 ∈Ω
¶Ò ♣ (5.21), (5.22), (5.23)♢ . (5.24)

onde 𝒳 = (𝑊, 𝑃, 𝑋, 𝐿), bem como Ω é o conjunto de todas as soluções possíveis de (5.21),(5.22)

e (5.23).

Nota-se que outra forma possível de obter esse tipo de controlador é solucionar o

problema descrito em (5.20) para K = ¶1♢ e [𝑝𝑖𝑗] = 1, ou seja, o problema recairá no caso

determinístico.

Assim, os experimentos e simulações de controle para a norma ℋ2 podem ser realizados

ao se tomar as matrizes do espaço de estado do pêndulo de Furuta linearizados em seu ponto
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de equilíbrio instável, mostradas nas Equações (4.8) no Capítulo 4. As matrizes de espaço de

estado do pêndulo constituem um sistema instável e contínuo,

⋃︀

⨄︀

𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

⋂︀

⋀︀ =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 34.16 ⊗18.62 ⊗0.035 18.31

0 76.74 ⊗17.96 ⊗0.079 17.65

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

.

Nota-se que os MJLS deĄnidos nessa dissertação são sistemas discretos, com período

de amostragem da rede 𝑇𝑑. Assim, faz-se necessário encontrar períodos de amostragem ade-

quados que permitam observar o fenômeno da perda de pacotes no sistema físico. EspeciĄca-

mente nesse projeto, o período da rede foi escolhido como 𝑇𝑑 = 50 ms, originando as matrizes

discretas utilizando o segurador de ordem zero

[︁

𝐴𝑑 𝐵𝑑

]︁

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

1.0000 0.0325 0.0324 0.0005 0.0173

0 1.0869 ⊗0.0171 0.0514 0.0168

0 1.1495 0.3862 0.0313 0.6033

0 3.3591 ⊗0.6044 1.0834 0.5941

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (5.25)

Adicionalmente, dados dois clusters U𝑠 e U𝑓 e estados 𝑠 ∈ U𝑠 e 𝑓 ∈ U𝑓 , onde U𝑓 agrupa

os estados com falha na transmissão, para o qual assume-se que o sinal de controle não é

transmitido com sucesso. Assim, as matrizes de espaço de estado se tornam, 𝐴𝑠 = 𝐴𝑓 = 𝐴𝑑,

𝐵𝑠 = 𝐵𝑑 e 𝐵𝑓 = 0.

Além disso, o projeto do observador de estados é realizado conforme mostrado no Ca-

pítulo 2, tomando-se o sistema do observador em (2.79). Assim, o polo mais rápido do sistema

constituído pelas matrizes da Equação (4.8) possui o valor ⊗20.4647, o que permite que os

polos do observador sejam alocados próximos de ⊗40.9294, conforme o critério estabelecido

no Capítulo 2. O ganho do observador 𝐿 se torna

𝐿′ =

⋃︀

⨄︀

0.0633 ⊗0.0180 0.4992 ⊗1.1385

⊗0.0001 0.0820 0.0309 1.7541

⋂︀

⋀︀ 103, (5.26)

bem como o estado inicial do observador é Ąxado como o estado inicial da planta.
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5.3.1 Simulações e experimentos para o controle ℋ2

Simulações

As simulações foram realizadas no ambiente Matlab/Simulink através de blocos clás-

sicos, bem como formulações que permitem a síntese de uma cadeia de Markov discreta,

conforme em (TRANTER et al., 2003). As matrizes da saída controlada foram escolhidas de

forma empírica em conjunto com a condição inicial e o tempo de amostragem, de forma a

manter o pêndulo dentro de sua região linear, mesmo com a saturação do motor. Essa não

linearidade representou o maior desaĄo nos experimentos, pois esforços de controle que ul-

trapassam a região imposta pelo motor não são efetivamente aplicados a planta, ocasionando

instabilidade e/ou danos ao motor. Assim, as matrizes escolhidas foram

[︁

𝐶𝑧𝑖 𝐷𝑧𝑖 𝐸𝑧𝑖

]︁

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

5 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1.2 0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (5.27)

para todo 𝑖 ∈ K. Para o caso clássico, foram utilizados os mesmos valores em (5.27).

Como discutido no Capítulo 2, pode-se mostrar que uma condição inicial não-nula

𝑥0 equivale a uma entrada exógena impulsiva, isto é, a matriz 𝐽 é numericamente igual a

condição inicial 𝑥0. Assim, a condição inicial escolhida foi

𝑥′
0 =

[︁

0.0175 0.2618 0 0
]︁′

, (5.28)

que corresponde a Ð = 15o e ã = 1o. Por Ąm, os ganhos de realimentação de estado obtidos

para as redes de Gilbert-Elliot, Fritchman e McCullough para o cluster U𝑠 associado a sucesso

na transmissão são

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐾𝑠,𝐺𝐸

𝐾𝑠,𝐹

𝐾𝑠,𝑀

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

2.5493 ⊗29.1225 2.9792 ⊗4.0750

2.5725 ⊗28.2357 2.9105 ⊗3.9603

2.4893 ⊗29.3775 2.9967 ⊗4.1070

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

, (5.29)

e para o cluster relacionado a falha na transmissão, para os três tipos de rede, o ganho 𝐾𝑓

se anula.

Os custos do projeto de controle ℋ2 do sistema, com disponibilidade total e parcial

dos modos, são mostrados na Tabela 3. Observa-se que, conforme esperado, o custo do sis-

tema com disponibilidade parcial do modo ("Custo garantido") corresponde a um limitante

superior quando comparado a disponibilidade total de modo ("Observação completa").



5.3. Controle ℋ2 de realimentação de estados para sistemas lineares com saltos markovianos 69

Tabela 3 Ű Custos ℋ2 de projeto de realimentação de estado com disponibilidade total

("Observação completa") e parcial do modo ("Custo garantido") obtidos pelo

Teorema 5.1.

Modelo do canal Observação completa Custo garantido (cluster)

Gilbert-Elliot 14.1738 14.2882

Fritchman 13.6769 13.7010

McCullough 14.0515 14.2318

Adicionalmente, conforme discutido na Seção 5.2, existem restrições em relação a

disponibilidade dos estados do sistema dinâmico e dos modos markovianos. Considerando

estas restrições, realizou-se uma simulação de Monte Carlo para cada tipo de rede, com 2000

iterações, no ambiente Simulink/Matlab. Além disso, calculou-se o custo ℋ2 do sistema em

malha fechada considerando os controladores obtidos através de (5.20) considerando a restri-

ção por cluster através do problema de otimização em (2.55). Esses valores são apresentados

na Tabela 4, bem como os respectivos desvios e os erros relativos entre os valores calculados

e simulados. Nota-se que os erros relativos são pequenos, o que indica uma boa aproximação

do resultado simulado em relação ao calculado.

Tabela 4 Ű Custos ℋ2 calculado via (2.55) (Custo calculado) e simulado (Custo simu-

lado) para o sistema com disponibilidade parcial do modo, desvios padrão da

simulação e erros relativos.

Modelo do canal Custo calculado (*) Custo simulado à𝑠𝑖𝑚 Erro rel. (%)

Gilbert-Elliot 14.2232 14.1579 1.5710 0.5

Fritchman 13.6914 13.6552 0.7848 0.3

McCullough 14.1430 14.1587 1.5797 0.1
(*) Custo calculado para o sistema em malha fechada através do problema em (2.55).

Pode ser veriĄcado que o cálculo dos custos mostrados na Tabela 4 são inferiores ao

limitante superior da terceira coluna da Tabela 3. Esse resultado é coerente na medida em

que este último valor é um limitante obtido em um projeto de controle não-ótimo, ao passo

que o primeiro é a norma do sistema realimentado. Em relação aos tipos de rede, a rede de

Fritchman apresenta o menor custo, uma tendência também veriĄcada para os experimentos

de ℋ∞ apresentadas posteriormente. Em contrapartida, os custos para os canais de Gilbert-

Elliot e McCullough se aproximam.

Para comparação, o controle ℋ2 clássico discreto foi projetado através do Teorema

5.2 e do problema de otimização em (5.24) e aplicado ao mesmo ambiente de simulação de
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perda de pacotes dos canais descritos. O custo de realimentação de estados clássico previsto

é ‖ℱ𝑑‖2 = 12.1917. Nota-se que o custo clássico previsto é menor do que os custos teóricos

markovianos da Tabela 3, pois seu cálculo não considera os efeitos de perda de pacote. Por

Ąm, o ganho calculado do controlador de realimentação clássico é

𝐾clássico =
[︁

2.6476 ⊗25.7210 2.6883 ⊗3.6241
]︁

. (5.30)

Foi realizado o mesmo procedimento de simulação de Monte Carlo de 2000 iterações,

utilizando o Simulink/Matlab, para o controlador clássico no ambiente markoviano. O custo

calculado (Custo calculado) pelo controle ℋ2 clássico, bem como os valores obtidos nas

simulações considerando a disponibilidade parcial dos modos (Custo simulado), seus desvios

e erros relativos são mostrados na Tabela 5.

Tabela 5 Ű Custos ℋ2 do sistema realimentado considerando o projeto de controle clássico

(Custo calculado), custos simulados em ambiente de perda de pacote (Custo

simulado), desvios padrão da simulação e erros relativos.

Modelo do canal Custo calculado (*) Custo simulado à𝑠𝑖𝑚 Erro rel. (%)

Gilbert-Elliot 12.1917 15.0605 2.5297 24

Fritchman 12.1917 14.4199 1.3910 18

McCullough 12.1917 15.2064 2.9680 25
(*) Custo obtido pelo problema de otimização em (5.24).

VeriĄca-se que os custos do sistema com o controle clássico aplicado ao ambiente

de rede (terceira coluna da Tabela 5) são superiores ao custo previsto (primeira coluna da

mesma tabela), conforme esperado, pois este não considera a dinâmica estocástica de perda

de pacotes. Além disso, comparando-se os custos simulados das Tabelas 5 e 4, veriĄca-se

que os valores referentes a primeira tabela são maiores que os mostrados na segunda, o

que evidencia a importância de controladores apropriados markovianos para otimização dos

esforços de controle. Por Ąm, pode-se citar a conĄabilidade do projeto markoviano, pois os

custos simulados se aproximam dos previstos, ao passo que para o projeto que não considera

a rede os valores de custos simulados são distintos dos previstos.

Para ilustração, a Figura 24 mostra a evolução temporal de 𝑧(𝑡)′𝑧(𝑡) =
√︁𝑁

𝑖=1 Û𝑖‖𝑧(𝑡)𝑖‖

para os casos clássico (linhas pontilhadas em vermelho) e markoviano (linhas cheias em azul)

em função do tempo para a rede de Gilbert-Elliot, a partir da simulação realizada, para

𝑡 = 𝑘𝑇𝑑.
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Figura 24 Ű Evolução de 𝑧(𝑡)′𝑧(𝑡) para o controle ℋ2 clássico (linhas pontilhadas em verme-

lho) e markoviano (linhas cheias em azul) em função do tempo 𝑡 = 𝑘𝑇𝑑 [s] para

o canal de Gilbert-Elliot.

Além disso, na Figura 25, as mesmas evoluções temporais dos custos markoviano e

clássico mostrados na Figura são mostrados em separado, com seus respectivos desvios.
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Figura 25 Ű Evolução temporal de 𝑧(𝑡)′𝑧(𝑡) para o controle ℋ2 clássico (linhas pontilhadas

em vermelho) e markoviano (linhas cheias em azul) em função do tempo 𝑡 = 𝑘𝑇𝑑

[s], com respectivos desvios.
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VeriĄca-se que, na Figura 24, o valor de 𝑧(𝑡)′𝑧(𝑡), 𝑡 = 𝑘𝑇𝑑, para o sistema com controle

clássico permanece menor do que o sistema markoviano em 𝑘 = 0, devido aos diferentes

valores do ganho de realimentação e, posteriormente, o controle markoviano possui melhor

performance. Além disso, veriĄca-se uma tendência similar em relação ao comportamento dos

desvios na Figura 25, onde para o sistema markoviano os desvios são menores, com exceção

de alguns momentos.

Experimentos

Os experimentos foram realizados no pêndulo invertido rotacional do fabricante Quan-

ser. Nessa planta mecânica, a saturação da tensão de entrada do motor, em adição ao fenô-

meno de oscilação observado em ã quando o ângulo Ð se estabiliza, tornam problemática a

obtenção do custo para um horizonte inĄnito de tempo. Assim, os custos foram computados

até o momento em que o ângulo Ð se estabiliza, a saber, cerca de 4 segundos após a aplicação

da lei de controle. Além disso, buscou-se manter o esforço de controle e as saídas do sistema

sempre na região linear. Nesse contexto, explica-se o motivo da escolha da condição inicial

em (5.28). Devido a impossibilidade de realizar uma quantidade de experimentos estatistica-

mente relevante, optou-se por efetuar uma amostra de 25 realizações do experimento. Assim,

a Tabela 6 mostra os custos para o sistema realimentado com controle markoviano (Custos

mark.) e clássico (Custos cláss.), para os três tipos de rede, bem como os erros em relação

aos seus respectivos custos calculados.

Tabela 6 Ű Custos ℋ2 do controle markoviano (Custos mark.) e clássico (Custos cláss.)

com realimentação de estado no pêndulo invertido rotacional da Quanser para os

tipos de rede apresentados, bem como os respectivos desvios e erros percentuais

em relação aos valores calculados.

Canal Custo mark. à𝑚𝑎𝑟𝑘 Er.(%) Custo cláss. à𝑐𝑙á𝑠𝑠 Er.(%)

Gilbert-Elliot 14.3829 0.8725 1 15.8627 3.6133 30

Fritchman 14.0495 0.9739 3 15.0457 2.5481 23

McCullough 14.7535 1.4049 4 15.7583 2.8084 29

Nota-se que, experimentalmente, para uma quantidade limitada de amostras, o con-

trole markoviano se aproxima dos custos deĄnidos teoricamente mostrados na Tabela 4,

validando uma melhor performance do controle markoviano frente ao clássico. Além disso,

os custos experimentais para os controladores markovianos e clássicos seguiram tendências

similares às experimentais mostradas nas Tabelas 4 e 5

Para ilustração, as curvas dos ângulos Ð e ã, o esforço de controle 𝑉𝑚 e os pacotes

enviados de uma realização do experimento de Gilbert-Elliot são mostradas nas Figuras 26
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Figura 26 Ű Ângulo Ð(𝑡) e ã(𝑡) para o controle ℋ2 clássico (linhas pontilhadas em vermelho)

e markoviano (linhas cheias em azul) em função do tempo 𝑡 [s].
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Figura 27 Ű Esforço de controle 𝑉𝑚(𝑡) e pacotes enviados para o controle ℋ2 clássico (linhas

pontilhadas em vermelho) e markoviano (linhas cheias em azul) em função do

tempo 𝑡 [s].

Devido a oscilação do ângulo ã anteriormente citada, veriĄca-se que essa saída não
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tende assintoticamente para zero, em contraste ao comportamento do ângulo Ð na Figura

26. Além disso, para o esforço de controle 𝑉𝑚 mostrado na Figura 27, veriĄca-se um pico

transitório maior do que o valor de saturação de 5 V do motor. Essa situação ocorreu para

todas as realizações devido à condição inicial Ð ter sido escolhida considerando o compromisso

entre o limite da região de linearização de sin Ð ≡ Ð e o valor de saturação de tensão do motor.

Adicionalmente, pode ser notado que o esforço de controle tende assintoticamente a zero, para

os dois tipos de controle utilizados. Por Ąm, o gráĄco à direita do esforço de controle indica

a perda de pacotes, onde o valor Ś1Š corresponde ao sucesso no envio, bem como Ś0Š, à falha.

Pode ser veriĄcado que esses dois valores correspondem respectivamente aos modos contidos

nos clusters U𝑠 e U𝑓 .

Conclusão

Os controles markoviano e clássico foram simulados e apresentaram valores condi-

zentes com o esperado. Em especial, os custos teórico e simulado para o primeiro tipo de

controlador se aproximaram, validando a teoria. Em contrapartida, para o caso clássico, os

custos simulados se distanciaram do previsto, o que é esperado de forma intuitiva. Além

disso, os custos do caso clássico foram superiores aos custos do caso markoviano. Por Ąm, os

experimentos em um pêndulo de Furuta real validaram os custos previstos pelas simulações

e pela teoria, na medida em que os custos para o controle markoviano são menores que os

custos do controle clássico.

5.4 Controle ℋ∞ de realimentação de estados para sistemas lineares

com saltos markovianos

O controle de realimentação de estado para sistemas lineares com saltos markovianos

que minimiza a norma ℋ∞ do sistema em malha fechada em (5.13) possui a mesma forma da

Equação (5.11). A formulação do problema para a determinação do controlador que minimiza

a norma ℋ∞ é

min
𝐾i

‖ℱ𝑚‖2
∞. (5.31)

O resultado utilizado para a solução de (5.31) é mostrado no Teorema 5.3, (GONÇALVES

et al., 2012).

Teorema 5.3 Existem controladores de realimentação de estados na forma (5.11) que satis-

fazem a restrição ‖ℱ𝑚‖2
∞ < Ò, Ò ∈ R, do sistema realimentado ℱ𝑚, se, e somente se, existem



5.4. Controle ℋ∞ de realimentação de estados para sistemas lineares com saltos markovianos 75

matrizes 𝑋𝑖 ∈ S
𝑛
+, 𝐺𝑖 ∈ R

𝑛×𝑛, 𝑍𝑖𝑗 ∈ S
𝑛
+, 𝑌𝑖 ∈ R

𝑞×𝑛 e 𝐻𝑖 ∈ R
𝑛×𝑛 tal que,

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐺𝑖 + 𝐺′
𝑖 ⊗ 𝑋𝑖 ∙ ∙ ∙

0 Ò𝐼 ∙ ∙

𝐴𝑖𝐺𝑖 + 𝐵𝑖𝑌𝑖 𝐽𝑖 𝐻𝑖 + 𝐻 ′
𝑖 ⊗ 𝑍𝑝𝑖 ∙

𝐶𝑖𝐺𝑖 + 𝐷𝑖𝑌𝑖 𝐸𝑖 0 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0, (5.32)

e
⋃︀

⨄︀

𝑍𝑖𝑗 ∙

𝐻𝑖 𝑋𝑗

⋂︀

⋀︀ > 0, (5.33)

para todo (𝑖, 𝑗) ∈ K × K. Em caso aĄrmativo, os ganhos de realimentação de estados são

dados por 𝐾𝑖 = 𝑌𝑖𝐺
⊗1
𝑖 , 𝑖 ∈ K.

Prova: Para a necessidade, assuma que a desigualdade em (2.74) seja satisfeita, para as

matrizes 𝐴𝑖 e 𝐶𝑖 em malha fechada, ou seja, 𝐴𝑖 = 𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝑖 e 𝐶𝑖 = 𝐶𝑖 + 𝐷𝑖𝐾𝑖. DeĄna 𝑋𝑖 :=

𝑃 ⊗1
𝑖 e 𝑌𝑖 = 𝐾𝑖𝐺𝑖 e multiplique a desigualdade em (2.74) pela direita por diag[𝐺𝑖, 𝐼, 𝑃 ⊗1

𝑝𝑖 , 𝐼]

e pela esquerda pela sua transposta para obter,
⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐺′
𝑖𝑃𝑖𝐺𝑖 ∙ ∙ ∙

0 Ò𝐼 ∙ ∙

𝐴𝑖𝐺𝑖 + 𝐵𝑖𝑌𝑖 𝐽𝑖 𝑋𝑝𝑖 ∙

𝐶𝑖𝐺𝑖 + 𝐷𝑖𝑌𝑖 𝐸𝑖 0 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0. (5.34)

Para 𝐻𝑖 = 𝑋𝑞𝑖 e 𝑍𝑖𝑗 = 𝑋𝑞𝑖𝑋
⊗1
𝑗 𝑋𝑞𝑖 + 𝜀𝐼 para 𝜀 > 0 implica que a LMI da Equação (5.33) é

obtida. Além disso, obtém-se,

𝐻𝑖 + 𝐻 ′
𝑖 ⊗ 𝑍𝑝𝑖 = 𝑋𝑞𝑖 ⊗ 𝜀𝐼, (5.35)

e assim, tomando 𝜀 ⊃ 0, a desigualdade em (5.33) implica que a desigualdade (5.32) vale para

𝐺𝑖 = 𝑋𝑖. Para a suĄciência, assume-se que as desigualdades (5.32) e (5.33) são satisfeitas.

Para a desigualdade (5.33), por complemento de Schur obtém-se,

𝑍𝑖𝑗 > 𝐻 ′
𝑖𝑋

⊗1
𝑗 𝐻𝑖, (5.36)

e a multiplicando por 𝑝𝑖𝑗 e somando em 𝑗 ∈ K, obtém-se,

𝐻𝑖 + 𝐻 ′
𝑖 ⊗ 𝑍𝑝𝑖 = 𝐻𝑖 + 𝐻 ′

𝑖 ⊗
𝑁
∑︁

𝑗=1

𝑝𝑖𝑗𝑍𝑖𝑗,

⊘ 𝐻𝑖 + 𝐻 ′
𝑖 ⊗ 𝐻 ′

𝑖𝑋
⊗1
𝑞𝑖 𝐻 ′

𝑖,

⊘ 𝑋𝑞𝑖 ⊗ (𝐻𝑖 ⊗ 𝑋𝑞𝑖)′𝑋⊗1
𝑞𝑖 (𝐻𝑖 ⊗ 𝑋𝑞𝑖),

⊘ 𝑋𝑞𝑖,
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que implica que a desigualdade (5.32) se mantém válida ao se trocar o terceiro termo em sua

diagonal por 𝑋𝑞𝑖. Por outro lado,

𝐺𝑖 + 𝐺′
𝑖 ⊗ 𝑋𝑖 ⊘ 𝐺𝑖′𝑋⊗1

𝑖 𝐺𝑖 (5.37)

e da mesma forma, o termo 𝐺𝑖 + 𝐺′
𝑖 ⊗ 𝑋𝑖 pode ser substituído por 𝐺′

𝑖𝑋
⊗1
𝑖 𝐺𝑖 na mesma

desigualdade. Por Ąm, basta aplicar a transformação de similaridade após as substituições

indicadas por diag[𝐺⊗1
𝑖 , 𝐼, 𝐼, 𝐼] pela direita e sua transposta pela esquerda para obter,

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑋⊗1
𝑖 ∙ ∙ ∙

0 Ò𝐼 ∙ ∙

𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝑖 𝐽𝑖

(︃

𝑁
√︁

𝑗=1
𝑝𝑖𝑗𝑋

⊗1
𝑗

)︃⊗1

∙

𝐶𝑖 + 𝐷𝑖𝐾𝑖 𝐸𝑖 0 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0, (5.38)

que é a expressão equivalente a desigualdade (2.74) para as matrizes em malha fechada

𝐴𝑖 + 𝐵𝑖𝐾𝑖 e 𝐶𝑖 + 𝐷𝑖𝐾𝑖, e 𝑃𝑖 = 𝑋⊗1
𝑖 . �

Em posse do Teorema 5.3, pode-se escrever o problema de otimização

‖ℱ𝑚‖2
∞ = min

𝒳 ∈Ω
¶Ò ♣ (5.32), (5.33)♢ . (5.39)

onde 𝒳 = (𝑋𝑖, 𝐺𝑖, 𝑍𝑖𝑗, 𝑌𝑖, 𝐻𝑖), bem como Ω é o conjunto de todas as soluções possíveis de

(5.32) e (5.33).

Em relação a disponibilidade do modo, as mesmas restrições realizadas anteriormente

para o Teorema 5.1 no agrupamento de modos devem ser impostas, ou seja, dado um cluster

U𝑐, 𝑖 ∈ U𝑐, os ganhos são Ąxados 𝐾𝑖 = 𝐾𝑐, o que implica em 𝑌𝑖 = 𝑌𝑐 e 𝐺𝑖 = 𝐺𝑐. Da mesma

forma, o resultado do Teorema 5.3 se torna somente suĄciente, o que introduz conservadorismo

no resultado em (5.39). Assim, o valor de norma obtido será um limitante superior.

Para o cálculo da realimentação de estados ℋ∞ clássico, pode-se enunciar o seguinte

teorema,

Teorema 5.4 Existe um controle de realimentação de estados discreto na forma (5.10) que

satisfaça ‖ℱ𝑑‖2
∞ < Ò do sistema se, e somente se, existem matrizes 𝐸 ∈ S

𝑛
+, 𝑋 ∈ R

𝑛×𝑛 e

𝐿 ∈ R
𝑞×𝑛 que satisfaçam,

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐸 ∙ ∙ ∙

𝐴𝑋 + 𝐵𝐿 𝑋 + 𝑋 ′ ⊗ 𝐸 ∙ ∙

0 𝐽 ′ Ò𝐼 ∙

𝐶𝑧𝑋 + 𝐷𝑧𝐿 0 𝐸𝑧 𝐼

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

> 0, (5.40)

Em caso aĄrmativo, os ganhos de realimentação de estado são dados por 𝐾 = 𝐿𝑋⊗1.
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Prova: Ver (OLIVEIRA, 1999). �

Portanto, para que o controlador ótimo discreto seja obtido, o seguinte problema de

otimização deve ser solucionado

‖ℱ𝑑‖2
∞ = min

𝒳 ∈Ω
¶Ò ♣ (5.40)♢ . (5.41)

onde 𝒳 = (𝐸, 𝑋, 𝐿), bem como Ω é o conjunto de todas as soluções possíveis de (5.40).

Outra forma possível de obter esse tipo de controlador é solucionar o problema descrito

em (5.39) para K = ¶1♢ e [𝑝𝑖𝑗] = 1, ou seja, o problema é reescrito para o caso determinístico.

O mesmo sistema do pêndulo de Furuta instável das equações de estado (4.8) foi

utilizado. O período da rede foi mantido o mesmo, ou seja, 𝑇𝑑 = 50 ms, o que resulta no

mesmo conjunto (𝐴𝑑, 𝐵𝑑) discreto da Equação (5.25).

De forma similar a realizada para os experimentos ℋ2, são deĄnidos dois clusters

associados à transmissão de pacotes U𝑠 e U𝑓 e estados 𝑠 ∈ U𝑠 e 𝑓 ∈ U𝑓 , onde U𝑓 agrupa

os estados com falha na transmissão. Assim, as matrizes de espaço de estado se tornam,

𝐴𝑠 = 𝐴𝑓 = 𝐴𝑑, 𝐵𝑠 = 𝐵𝑑 e 𝐵𝑓 = 0.

Da mesma forma que foi implementado para os projetos ℋ2 de realimentação de estado

na seção anterior, é utilizado na planta um observador de estados da forma (2.78) com matriz

𝐿 mostrada em (5.26).

Para Ąns de implementação prática, a matriz da entrada exógena 𝐽𝜃k
é obtida ao se

considerar um ruído aditivo a entrada de controle, submetido aos efeitos da rede,

𝑢(𝑘) = 𝐾𝜃k
𝑥 + 𝑤(𝑘). (5.42)

Substitui-se a Equação (5.42) na equação dinâmica do sistema markoviano deĄnido em (2.11),

sem a entrada exógena. Assim,

𝑥(𝑘 + 1) = (𝐴𝜃k
+ 𝐵𝜃k

𝐾𝜃k
)𝑥 + 𝐵𝜃k

𝑤(𝑘), 𝑥(0) = 0, (5.43)

e portanto, 𝐽𝜃k
= 𝐵𝜃k

.

5.4.1 Simulações e experimentos para o controle ℋ∞

Simulações

A norma ℋ∞ é uma medida de robustez do sistema considerando o pior ruído perten-

cente ao conjunto L2. Para MJLS, em (SEILER; SENGUPTA, 2003), o ruído de pior caso

é construído para que o bounded real lemma para sistemas markovianos discretos possa ser
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obtido. Esse ruído é estocástico e depende da resolução de Equações a Diferenças de Ricatti

Generalizadas1 em cada instante 𝑡 = 𝑘𝑇𝑑 da simulação e da realização do experimento. De-

vido à complexidade da implementação desse ruído, somado às limitações físicas do sinal de

entrada (saturação), optou-se por uma outra classe de sinal para comparação entre o con-

trole markoviano e o clássico. A classe de sinais escolhida é a do ruído de pior caso para o

sistema clássico realimentado, ou seja, um ruído senoidal. Esse valor é a própria norma ℋ∞

do sistema clássico, obtido na frequência da senoide que provoca o comportamento crítico.

Portanto, para o ruído escolhido deve-se calcular o ganho de realimentação de estados

clássico e veriĄcar a resposta em frequência do sistema em malha fechada, desconsiderando o

fenômeno de perda de pacote. Assim, as matrizes da saída controlada são deĄnidas de acordo

com o mesmo critério utilizado para o caso ℋ2

[︁

𝐶𝑧𝑖 𝐷𝑧𝑖 𝐸𝑧𝑖

]︁

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 2 0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

, (5.44)

para todo 𝑖 ∈ K. O ganho de realimentação do sistema clássico obtido através do Teorema

5.4 é

𝐾𝑐𝑙á𝑠𝑠𝑖𝑐𝑜 =
[︁

0.4762 ⊗36.0480 3.4668 ⊗4.9509
]︁

. (5.45)

O valor do custo ℋ∞ clássico é de aproximadamente 2.9000, para a frequência angular æ =

6.0520 rad/s. O ruído de interesse escolhido é a senoide aplicada somente em uma janela Ąxa

de tempo de 4 s, de amplitude 1 V, mostrado na Equação (5.46). Ressalta-se que a janela de

tempo escolhida permite que o sistema em malha fechada entre em regime antes da extinção

da entrada exógena, para o controle markoviano e clássico.

𝑤(𝑡) =

⎧

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋃︁

sin(æ𝑡), para 0 < 𝑡 ⊘ 4,

0, para 𝑡 > 4,
(5.46)

para 𝑡 = 𝑘𝑇𝑑.

O diagrama de valor singular do sistema clássico em malha fechada é mostrado na

Figura 28.

1 Generalized Ricatti Difference Equations, (GRDE).
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Figura 28 Ű Diagrama de valor singular do sistema realimentado clássico.

A entrada exógena deĄnida em (5.46) é mostrada na Figura 29.
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Figura 29 Ű Ruído aditivo 𝑤 na entrada do sistema em [V] em função do tempo t[s].

Em relação ao controle markoviano, os ganhos de realimentação de estados obtidos

pelo problema de otimização em (5.39) com a restrição de clusters para os três tipos de rede

são
⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐾𝑠,𝐺𝐸

𝐾𝑠,𝐹

𝐾𝑠,𝑀

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0.3947 ⊗35.9060 3.4458 ⊗4.9282

0.4293 ⊗35.9662 3.4547 ⊗4.9378

0.3868 ⊗35.8918 3.4437 ⊗4.9260

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (5.47)
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Ressalta-se que os ganhos de realimentação no cluster referentes a falha no envio para

os três tipos de rede se anulam, da mesma forma ocorrida no caso ℋ2.

Os custos de projeto de realimentação de estado para o controle ℋ∞ obtidos pelo

problema de otimização deĄnido em (5.39) com observação total do modo (Observação

completa), bem como os custos de projeto para o caso de disponibilidade parcial do modo

(Custo garantido) são mostrados na Tabela 7, para os três tipos de canal. VeriĄca-se que os

custos obtidos com a observação em cluster constituem um limitante superior para a norma

ℋ∞, e portanto um resultado mais conservador.

Tabela 7 Ű Custos ℋ∞ de projeto de realimentação de estado com disponibilidade total

(Observação completa) e parcial (Custo garantido) do modo obtidos pelo

Teorema 5.3.

Modelo do canal Observação completa Custo garantido (Cluster)

Gilbert-Elliot 3.4376 3.5056

Fritchman 3.2286 3.2398

McCullough 3.5851 3.7307

Nota-se que o limitante superior da norma ℋ∞ canal de McCullough possui uma

variação maior, indicando que esse limitante se torna mais conservador que os outros. Uma

possível explicação é que, para esse canal, existe o maior agrupamento de modos dentro

dentro da mesma quantidade de clusters.

Foi realizada uma simulação de Monte Carlo para cada tipo de rede, com 2000 itera-

ções, no ambiente Simulink/Matlab, mostrada na Tabela 8 (Custo simulado). Em seguida,

calculou-se o custo ℋ∞ do sistema em malha fechada considerando a restrição por cluster

através do problema de otimização em (2.75) (Custo calculado), da mesma forma realizada

para o caso ℋ2. Esses valores são apresentados na Tabela 8, bem como os respectivos desvios

e as distâncias relativas entre os valores calculados e simulados.

Tabela 8 Ű Custos ℋ∞ calculado (Custo calculado) e simulado (Custo simulado) para

o sistema com disponibilidade parcial de modo, desvios padrão da simulação e

distâncias relativas percentuais em relação ao limitante superior.

Modelo do canal Custo calculado (*) Custo simulado à𝑠𝑖𝑚 Dist (%)

Gilbert-Elliot 3.5040 2.9824 0.1441 -15

Fritchman 3.2399 2.9454 0.0725 -9

McCullough 3.7243 2.9818 0.1435 -20
(*) Custo calculado para o sistema em malha fechada através do problema em (2.75)
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Nota-se que os valores simulados mostrados na coluna três são inferiores ao limitante

superior da coluna dois da Tabela 8. Isso ocorre devido a escolha da entrada exógena não ser

o pior caso para o sistema em estudo. Além disso, o sinal escolhido é amostrado nos instantes

𝑡 = 𝑘𝑇𝑑, restringindo ainda mais o conjunto das entradas exógenas consideradas no cômputo

da norma ℋ∞. Apesar disso, veriĄca-se que os valores são relevantes, para uma diferença

relativa média de aproximadamente 15 %.

O mesmo procedimento de simulação de Monte Carlo de 2000 iterações foi realizado

para o controle clássico no ambiente markoviano, utilizando o Simulink/Matlab. O custo

previsto pelo controle ℋ∞ clássico (Custo calculado), calculado através de (5.41), bem

como os valores obtidos nas simulações considerando a disponibilidade parcial dos modos

(Custo simulado), seus desvios e diferenças relativas são mostrados na Tabela 9.

Tabela 9 Ű Custos ℋ∞ do sistema realimentado considerando o projeto de controle clássico

(Custo calculado), custos simulados em ambiente de perda de pacote (Custo

simulado), desvios padrão da simulação e diferenças percentuais relativas em

relação ao limitante superior previsto.

Modelo do canal Custo calculado (*) Custo simulado à𝑠𝑖𝑚 Dist (%)

Gilbert-Elliot 2.9000 3.2177 0.2822 11

Fritchman 2.9000 3.1445 0.1594 8

McCullough 2.9000 3.2058 0.2981 11
(*) Custo obtido pelo problema de otimização em (5.41).

VeriĄca-se que os custos do sistema com o controle clássico aplicado ao ambiente de

rede (terceira coluna da Tabela 9) são superiores ao limitante clássico previsto (primeira

coluna da mesma tabela). Portanto, em um projeto que considera crítico a minimização da

norma ℋ∞, todos os limitantes previstos seriam ultrapassados ao se desconsiderar a perda

de pacotes da rede. Em contrapartida, os limitantes do sistema markoviano mostrados na

Tabela 8 são respeitados, mostrando a conĄabilidade do projeto. Em termos de performance,

os custos simulados clássicos da Tabela 9 são superiores aos custos simulados markovianos

da Tabela 8.

Para ilustração, a Figura 30 mostra a evolução de 𝑧(𝑡)′𝑧(𝑡) para os casos clássico

(pontilhado em vermelho) e markoviano (cheio em azul) em função do tempo 𝑡 = 𝑘𝑇𝑑 para a

rede de Gilbert-Elliot.
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Figura 30 Ű Evolução temporal de 𝑧(𝑡)′𝑧(𝑡) para o controle ℋ∞ clássico (linhas pontilhadas

em vermelho) e markoviano (linhas cheias em azul) em função do tempo 𝑡 = 𝑘𝑇𝑑

[s].

Além disso, na Figura 31, as mesmas evoluções temporais dos custos markoviano e

clássico mostrados na Figura 30 são mostrados em separado na Figura 31, com seus respec-

tivos desvios.
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Figura 31 Ű Evolução temporal de 𝑧(𝑡)′𝑧(𝑡) para o controle ℋ∞ clássico (linhas pontilhadas

em vermelho) e markoviano (linhas cheias em azul) em função do tempo 𝑡 = 𝑘𝑇𝑑

[s], com respectivos desvios.
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VeriĄca-se que, na Figura 30, o valor de 𝑧(𝑡)′𝑧(𝑡), 𝑡 = 𝑘𝑇𝑑, do sistema clássico per-

manece maior do que o sistema markoviano para todos os instantes de tempo, o que torna

perceptível as performances dos dois tipos de controle. VeriĄca-se uma tendência similar em

relação ao comportamento dos desvios na Figura 31, onde para o sistema markoviano, esses

permanecem ligeiramente menores quando comparados ao controle clássico.

Experimentos

Os experimentos foram realizados no pêndulo rotacional, considerando 25 realizações

para cada tipo de rede, para os casos dos controles clássicos e markovianos. A distribuição

inicial dos modos é a distribuição estacionária da respectiva cadeia de Markov do canal.

Foram considerados somente os resultados dentro da faixa linear do pêndulo, para o módulo

da tensão de entrada menor que a tensão de saturação. Além disso, o cômputo da norma ℋ∞

foi realizado até 3 segundos após a perturbação ser aplicada ao sistema, devido ao fenômeno

de oscilação na saída ã. O resultado dos custos experimentais para os controles markoviano

e clássico, o desvio padrão das amostras, bem como as diferenças percentuais em relação ao

limitante teórico são mostrados na Tabela 10.

Tabela 10 Ű Custos ℋ∞ do sistema markoviano e clássico com realimentação de estado no

pêndulo invertido rotacional da Quanser para os tipos de rede apresentados, bem

como os respectivos desvios e distâncias relativas em relação ao limitante teórico.

Canal Custo markov. à𝑚𝑎𝑟𝑘. Dist(%) Custo cláss. à𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 Dist(%)

Gilbert-Elliot 3.1356 0.2907 -11 3.6068 0.3847 24

Fritchman 3.0808 0.3146 -5 3.5374 0.3741 22

McCullough 3.0885 0.2980 -17 3.6417 0.6463 26

Nota-se que todos os custos do controle markoviano se mantém abaixo do limitante

teórico e se aproximam dos valores obtidos através da simulação. Em relação ao controle

clássico, os limitantes são superados, devido a presença da perda de pacotes, de forma similar

a ocorrida na simulação. Além disso, o resultado do controle markoviano é superior em

performance ao controle clássico.

Para ilustração, as curvas dos ângulos Ð, ã, do esforço de controle 𝑉𝑚 e dos pacotes

enviados em uma realização do experimento de Fritchman para o ruído deĄnido em (5.46)

são mostradas nas Figuras 32 e 33.
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Figura 32 Ű Ângulo Ð(𝑡) e 𝜃(𝑡) para o controle ℋ∞ clássico (linhas pontilhadas em vermelho)

e markoviano (linhas cheias em azul) em função do tempo 𝑡 [s].
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Figura 33 Ű Esforço de controle 𝑉𝑚(𝑡) e pacotes enviados para o controle ℋ∞ clássico (linhas

pontilhadas em vermelho) e markoviano (linhas cheias em azul) em função do

tempo 𝑡 [s].



5.4. Controle ℋ∞ de realimentação de estados para sistemas lineares com saltos markovianos 85

Devido a oscilação do ângulo ã anteriormente citada, veriĄca-se que essa saída não

tende assintoticamente para zero. Além disso, essa oscilação na sua respectiva curva da Figura

32 aparenta divergência. Porém, esse não é o caso, pois o esforço de controle na Figura 33

tendeu a zero. Assim, o método utilizado de computar o custo até um instante de tempo

Ąnito é justiĄcado por esse fenômeno não linear. VeriĄca-se que, com exceção do ângulo ã,

as curvas Ð e a do esforço de controle se mantém na faixa linear. Por Ąm, o gráĄco à direita

do esforço de controle indica a perda de pacotes, cujo signiĄcado já foi analisado para o caso

ℋ2

Conclusão

Os custos para o controle markoviano simulado ao se aplicar o sinal descrito em

(5.46) se mantém dentro da norma obtida pelo Teorema 5.3, mesmo com a limitação de

cluster imposta em conjunto com o observador clássico. Além disso, os custos simulados do

sistema com o controlador clássico no ambiente de rede foram superiores ao limitante clássico

obtido, o que demonstra a necessidade do projeto de controladores markovianos. Em relação

aos dois tipos de controladores, a performance do markoviano foi superior ao clássico para

o ruído escolhido. Finalmente, as tendências dos resultados simulados foram seguidas pelos

resultados experimentais e teóricos.
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Conclusão

As etapas propostas do projeto foram realizadas de maneira satisfatória. A modelagem

do sistema mecânico complexo, o pêndulo de Furuta, foi obtida com sucesso e, em posse desse

modelo, submeteu-se o sistema físico a um processo de identiĄcação. Além disso, uma série de

testes permitiram qualiĄcar e quantiĄcar fenômenos não-lineares os quais não estão contidos

no modelo físico obtido, ora pela própria simplicidade das hipóteses mecânicas, ora pela

limitação da construção e dos elementos físicos. A caracterização realizada, apesar de não ser

exaustiva, pode ser considerada de importância para eventuais aplicações do nosso grupo de

pesquisa, bem como os parâmetros identiĄcados do modelo.

Por Ąm, uma formulação alternativa para o problema ℋ2 markoviano foi apresen-

tada e utilizada para sintetizar controladores para os tipos de rede propostos: Gilbert-Elliot,

Fritchman e McCullough. No caso ℋ2, os resultados foram satisfatórios e condizentes com a

teoria formulada pelo nosso grupo de trabalho. Esses mostraram as vantagens de se utilizar o

projeto markoviano em detrimento ao clássico em ambientes de perda de pacote. Da mesma

forma, o projeto de controle ℋ∞ foi sintetizado e aplicado satisfatoriamente para uma per-

turbação relevante. Os resultados apontaram um bom desempenho do controle markoviano

frente ao clássico para a simulação e o experimento em bancada, onde o controle markoviano

obteve melhor desempenho em todos os tipos de canais. Conclui-se de forma semelhante ao

caso ℋ2 que o projeto de controladores markovianos é essencial para ambientes sujeito a

falhas de envio de sinal.

O pêndulo de Furuta proporciona um horizonte vasto para diversas aplicações de

controles lineares e não-lineares, com possibilidades de linearização por feedback, controle de

saída, entre outros. Uma extensão natural desse trabalho é a aplicação de Ąltros markovianos

combinados com a realimentação de estado, bem como a própria realimentação de saída

markoviana. Porém, faz-se necessário o uso de uma planta que possua uma excursão maior

do sinal de entrada, bem como uma construção apropriada que minimize os efeitos não

lineares detectados, em detrimento ao sistema mecânico utilizado. Finalmente, considera-se

o sucesso da aplicação do controle markoviano no pêndulo de Furuta como um incentivo para

a síntese de projetos de controladores que consideram falhas no controle, bem como para a

pesquisa futura nessa área.
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ANEXO A Ű Conceitos básicos de álgebra

linear

Nesse anexo, serão abordados os conceitos básicos de álgebra linear necessários para

entender e aplicar os conceitos expostos nessa dissertação. Esse anexo é inteiramente baseado

no livro (MEYER, 2000).

Operações com vetores e matrizes

Transposição

DeĄne-se a operação de transposição de vetores, para 𝑢 ∈ R
𝑛, (′) : R𝑛 ⊃ R

𝑛, como,

(𝑢)′ =

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑢1

𝑢2

...

𝑢𝑛

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

′

=
[︁

𝑢1 𝑢2 ... 𝑢𝑛

]︁

(A.1)

Essa mesma operação pode ser deĄnida para matrizes. Seja a matriz 𝐴 ∈ R
𝑚×𝑛, a

operação(′) : R𝑚×𝑛 ⊃ R
𝑛×𝑚 como,

(𝐴)′ =

∏︀

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑎11 ... 𝑎1𝑛

... ... ...

𝑎𝑚1 ... 𝑎𝑚𝑛

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

′

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑎11 ... 𝑎𝑚1

... ... ...

𝑎1𝑛 ... 𝑎𝑚𝑛

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⋀︀

(A.2)

Da deĄnição acima, podem ser derivadas as seguintes propriedades, para 𝐴 ∈ R
𝑚×𝑛, 𝐵 ∈ R

𝑛×𝑝

e Ð ∈ R,

1. A operação da transposição aplicada a matriz transposta resulta na própria matriz,

(𝐴′)′ = 𝐴,

2. Distributividade da operação traço na soma, (𝐴 + 𝐵)′ = 𝐴′ + 𝐵′,

3. A operação traço preserva a propriedade da multiplicação por escalar (Ð𝐴)′ = Ð𝐴′,

Além disso, uma matriz 𝐶 ∈ R
𝑛×𝑛 é deĄnida simétrica se 𝐶 ′ = 𝐶.

Traço
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A operação traço é deĄnida para matrizes quadradas de dimensão 𝐴 ∈ R
𝑛×𝑛, tr(.) :

R
𝑛×𝑛 ⊃ R, para os elementos de 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗],

tr(𝐴) =
𝑛
∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑖, (A.3)

ou seja, a soma dos elementos da diagonal principal.

As propriedades principais do traço podem ser enunciadas,

1. O traço da soma de matrizes é a soma do traço das matrizes, tr(𝐴+𝐵) = tr(𝐴)+tr(𝐵),

2. A operação de traço respeita o produto por escalar, tr(Ð𝐴) = Ðtr(𝐴)

3. A traço de uma matriz 𝐴 é numericamente igual ao traço da matriz transposta, tr(𝐴) =

tr(𝐴′),

4. O traço do produto é comutativo, tr(𝐴𝐵) = tr(𝐵𝐴),

5. O traço do produto respeita permutações cíclicas, tr(𝐴𝐵𝐶) = tr(𝐵𝐶𝐴) = tr(𝐶𝐴𝐵).

Autovalores, autovetores e matrizes deĄnidas positivas

DeĄnem-se autovalores e autovetores de uma matriz quadrada 𝐴 ∈ R
𝑛×𝑛 para a

transformação que mapeia um vetor 𝑣 ∈ R
𝑛 para um vetor na mesma direção de 𝑣, a saber,

Ú𝑣,

𝐴𝑣 = Ú𝑣, (A.4)

que possui 𝑛 incógnitas Ú e seu correspondente 𝑣. Essa equação pode ser reescrita como,

𝐴𝑣 = Ú𝑣,

(𝐴 ⊗ Ú𝐼)𝑣 = 0,

det(𝐴 ⊗ Ú𝐼) = 0. (A.5)

As raízes da equação det(𝐴 ⊗ Ú𝐼) = 0, chamada equação característica são os autovalores da

matriz 𝐴.

Se a matriz 𝐴 ∈ R
𝑛×𝑛 for simétrica, isso é, 𝐴′ = 𝐴, 𝐴 ∈ S

𝑛, pode ser mostrado que

seus autovalores são reais e, assim, podem ser ordenados. Assim, uma matriz é dita deĄnida

positiva se todos os seus autovalores forem positivos,

𝑣′𝐴𝑣 > 0 ≺ Ú(𝐴) > 0, (A.6)

denotada por 𝐴 > 0, 𝐴 ∈ S
𝑛
+. De forma similar, deĄne-se uma matriz deĄnida negativa,

𝑣′𝐴𝑣 < 0 ≺ Ú(𝐴) < 0, (A.7)

denotada por 𝐴 < 0.
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ANEXO B Ű O complemento de Schur

O complemento de Schur é uma ferramenta fundamental para a manipulação das

desigualdades matriciais. Assim, pode-se enuncia-lo como, (GEROMEL; KOROGUI, 2011),

Lema B.1 Sejam matrizes simétricas 𝑋, 𝑍 e matrizes 𝑌 de dimensão apropriada. A desi-

gualdade,
⋃︀

⨄︀

𝑋 𝑌 ′

𝑌 𝑍

⋂︀

⋀︀ > 0, (B.1)

se, e somente se uma das seguintes condições for satisfeita

∙ 𝑍 > 0, 𝑋 > 𝑌 ′𝑍⊗1𝑌 ,

∙ 𝑋 > 0, 𝑍 > 𝑌 𝑍⊗1𝑌 ′.

Prova: Para a necessidade, suponha que a primeira condição vale. DeĄne-se

𝑄 =

⋃︀

⨄︀

𝑋 ⊗ 𝑌 ′𝑍⊗1𝑌 0

0 𝑍

⋂︀

⋀︀ > 0. (B.2)

DeĄne-se a transformação de similaridade não singular T,

𝑇 =

⋃︀

⨄︀

𝐼 𝑌 ′𝑍⊗1

0 𝐼

⋂︀

⋀︀ , (B.3)

e aplicando a transformação em 𝑄 > 0, implica em

𝑇𝑄𝑇 ′ =

⋃︀

⨄︀

𝑋 𝑌 ′

𝑌 𝑍

⋂︀

⋀︀ > 0. (B.4)

�

Para a suĄciência, como T é não singular, basta aplicar a transformação 𝑇 ⊗1 pela esquerda e

sua transposta pela direita na primeira inequação do lema. Dessa forma, chega-se a primeira

condição de forma parecida a obtida pela necessidade. O procedimento é análogo para a

segunda condição.
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ANEXO C Ű O teorema de Parserval

O teorema de Parseval é uma ferramenta útil para o cálculo de integrais e/ou so-

matórios, pois permite alterar o domínio o qual a integral está sendo computada, do tempo

para a frequência, e vice-versa. Esse teorema é enunciado para sistemas contínuos como,

(GEROMEL; PALHARES, 2004),

Teorema C.1 Teorema de Parseval para Tempo Contínuo Seja 𝑓 : [0, ∞) ⊃ R
𝑛

uma função tal que sua transformada de Laplace 𝑓 tenha um domínio 𝒟(𝑓) que satisfaz

ϒ = ¶𝑠 ∈ 𝒟(𝑓)♢ ∩ ¶⊗𝑠 ∈ 𝒟(𝑓)♢ ≠ ∅, (C.1)

sendo Ò uma linha vertical qualquer inteiramente contida em ϒ, a seguinte igualdade é

verdadeira:
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)′𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

1

2Þ𝑗

∫︁

Ò
𝑓(𝑠)′𝑓(⊗𝑠)ds. (C.2)

Prova: VeriĄca-se que Ò ⊆ 𝒟(𝑓) e, assim, pode-se escrever a anti-transformada de Laplace

𝑓(𝑡) =
1

2Þ𝑗

∫︁

Ò
𝑓(𝑠)𝑒𝑠𝑡ds, 𝑡 > 0. (C.3)

Por outro lado, por hipótese 𝑠 ∈ Ò faz com que ⊗𝑠 também pertença ao domínio da trans-

formada, de onde segue

𝑓(⊗𝑠) =
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)𝑒𝑠𝑡𝑑𝑡. (C.4)

Portanto,
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)′𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

1

2Þ𝑗

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)′

∫︁

Ò
𝑓(𝑠)𝑒𝑠𝑡dsdt

=
1

2Þ𝑗

′ ∫︁

Ò
𝑓(𝑠)′

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)𝑒𝑠𝑡dtds

=
1

2Þ𝑗

′ ∫︁

Ò
𝑓(𝑠)′𝑓(⊗𝑠)ds

o que completa a prova. �

VeriĄca-se que o teorema exige que função 𝑓 seja analítica em um domínio contendo

o eixo imaginário, o que implica que, caso aplicado a funções de transferência de sistemas

lineares, esse deve ser globalmente assintoticamente estável. Além disso, se Ò é o próprio eixo

imaginário, pode-se reescrever a Equação C.2 como
∫︁ ∞

0
𝑓(𝑡)′𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

1

2Þ𝑗

∫︁ ∞

⊗∞
𝑓(𝑗æ)*𝑓(𝑗æ)dæ, (C.5)
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que é a forma tradicional do teorema de Parseval ao se utilizar a transformada de Fourier de

𝑓 .

Por Ąm, pode-se anunciar o teorema de Parseval no domínio discreto,

Teorema C.2 Teorema de Parseval para Tempo Discreto Seja 𝑓 : N ⊃ R
𝑛 uma

função tal que sua transformada 𝒵, 𝑓 , tenha um domínio 𝒟(𝑓) que satisfaz

ϒ = ¶𝑧 ∈ 𝒟(𝑓)♢ ∩ ¶𝑧⊗1 ∈ 𝒟(𝑓)♢ ≠ ∅, (C.6)

cap:cap03sendo Ò uma circunferência positivamente orientada qualquer, centrada na origem,

inteiramente contida em ϒ, a seguinte igualdade é verdadeira:

∑︁

𝑘∈N

𝑓(𝑘)′𝑓(𝑘) =
1

2Þ𝑗

⌊︁

Ò
𝑓(𝑧⊗1)*𝑓(𝑧)𝑧⊗1dz. (C.7)

Prova: VeriĄca-se que Ò está inteiramente contida no domínio da transformada 𝒵, e assim

pode-se escrever a sua respectiva transformada inversa

𝑓(𝑘) =
1

2Þ𝑗

⌊︁

Ò
𝑓(𝑧)𝑧𝑘⊗1𝑑𝑧, 𝑘 ∈ N. (C.8)

Por outro lado, 𝑧 ∈ Ò ⊆ 𝒟(𝑓) implica 𝑧⊗1 ∈ 𝒟(𝑓). Nesse caso,

𝑓(𝑧⊗1) =
∑︁

𝑘∈N

𝑓(𝑘)𝑧𝑘. (C.9)

Portanto,

∑︁

𝑘∈N

𝑓(𝑘)′𝑓(𝑘) =
∑︁

𝑘∈N

𝑓(𝑘)*𝑓(𝑘) =
1

2Þ𝑗

∑︁

𝑘∈N

𝑓(𝑘)*
⌊︁

Ò
𝑓(𝑧)𝑧𝑘⊗1𝑑𝑧

=
1

2Þ𝑗

⌊︁

Ò

∑︁

𝑘∈N

𝑓(𝑘)*𝑧𝑘𝑓(𝑧)𝑧⊗1dz

=
1

2Þ𝑗

⌊︁

Ò

∏︀

∐︁

∑︁

𝑘∈N

𝑓(𝑘)𝑧𝑘

∫︀

̂︀

*

𝑓(𝑧)𝑧⊗1dz

=
1

2Þ𝑗

⌊︁

Ò
𝑓(𝑧⊗1)*𝑓(𝑧)𝑧⊗1dz

o que completa a prova. �

Por Ąm, uma condição necessária para o Teorema de Parseval para sistemas a tempo

discreto é que a circunferência unitária esteja contida no domínio da transformada. Portanto,
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quando aplicado a sistemas lineares invariantes no tempo, esse deve ser globalmente assinto-

ticamente estável. Além disso, se Ò é a própria circunferência unitária, pode-se reescrever a

equação C.7 como
∑︁

𝑘∈N

𝑓(𝑘)′𝑓(𝑘) =
1

2Þ𝑗

⌊︁ Þ

⊗Þ
𝑓(𝑒𝑗æ)*𝑓(𝑒𝑗æ)dæ, (C.10)

que é a forma tradicional do teorema de Parseval ao se utilizar a transformada de Fourier do

sistema discreto 𝑓 .
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ANEXO D Ű Integrais de centro de massa e

momento de inércia

Esse anexo deĄne as integrais de centro de massa e momento de inércia utilizadas no

capítulo de modelagem do sistema mecânico.

A deĄnição da integral de centro de massa é, (HALLIDAY et al., 2008),

Definição D.1 O centro de massa 𝑥𝑐𝑚 de um objeto de massa total 𝑚𝑥 é deĄnido como,

𝑥𝑐𝑚 =
1

𝑚𝑥

∫︁

𝑥dm. (D.1)

Para um objeto unidimensional de densidade linear 𝜌(𝑥), obtém-se

∫︁

𝑥dm =
∫︁

𝑥𝜌(𝑥)dx = 𝑚𝑥𝑥𝑐𝑚, (D.2)

para o intervalo que deĄne o objeto 𝑥1 ⊘ 𝑥 ⊘ 𝑥2, 𝑥𝑡.

Por Ąm, a deĄnição do momento de inércia de um corpo rígido é, (HALLIDAY et al.,

2008),

Definição D.2 O momento de inércia 𝐽 de um objeto de massa total 𝑚𝑥 é deĄnido como

𝐽 =
∫︁

𝑥2dm =
∫︁

𝑥2𝜌(𝑥)dx. (D.3)
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ANEXO E Ű Custos de controladores clássicos

em um canal markoviano

No Capítulo 5, discutiu-se de forma breve que o envio do sinal de controle através

de um canal sujeito a falhas gera dois custos distintos: um custo anterior a falha, ao se

tomar o sinal de controle 𝑢𝑎, e um posterior, através de 𝑢𝑏. A abordagem utilizada nesse

trabalho foi comparar os custos de controladores markovianos com custos de controladores

clássicos medindo valores do esforço de controle Ąsicamente anteriores a perda de pacote,

para que a distinção entre esses controladores pudesse incorporar o aspecto adaptativo do

primeiro. Entrementes, pode-se estimar o comportamento do controlador clássico em ambas

as situações anteriormente descritas através das mesmas ferramentas de cálculo de normas

ℋ2 e ℋ∞ MJLS, respectivamente em (2.55) e (2.75). A premissa é a mesma da modelagem de

um sistema discretizado e determinístico em um sistema estocástico: estabelece-se a mesma

matriz dinâmica e da saída controlada para todos os modos, conforme realizado nesse projeto,

bem como anula-se a matriz de entrada em modos de falha. Porém, calcula-se os custos através

dos problema de otimização em (2.55) e (2.75) utilizando ganhos clássicos de realimentação

obtidos em (5.24) e (5.41), em detrimento dos ganhos MJLS. Portanto, através da forma

padrão do sistema abordado no Capítulo 5,

𝐴𝑠 = 𝐴𝑓 = 𝐴𝑑, 𝐵𝑠 = 𝐵𝑑, 𝐵𝑓 = 0,

bem como para matrizes 𝐽(𝜃𝑘) escolhidas de acordo com o critério estabelecido, e matrizes

da saída controlada 𝐶𝑧(𝜃𝑘), 𝐷𝑧(𝜃𝑘) e 𝐸𝑧(𝜃𝑘) Ąxadas para todos os modos, conforme realizado

nesse projeto, pode-se modelar as duas situações conforme segue:

∙ Para 𝑢𝑎, os ganhos de realimentação clássico são Ąxados para todos os modos, ou seja,

𝐾𝑖 = 𝐾, para todo 𝑖 ∈ K,

e dessa forma, para a saída controlada 𝑧(𝑘) do sistema em malha fechada em (5.13),

não ocorre anulação da parcela associada a 𝐷𝑧(𝜃𝑘), agregando o esforço do controlador

clássico ao custo em todos os modos.

∙ Para 𝑢𝑏, os ganhos de realimentação clássico são Ąxados para o cluster de sucesso e

anulados para caso de falha:

𝐾𝑖 =

⎧

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋃︁

𝐾 , para 𝑖 ∈ U𝑠,

0 , para 𝑖 ∈ U𝑓 ,
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e dessa forma, para a saída controlada 𝑧(𝑘) do sistema em malha fechada em (5.13),

ocorre anulação da parcela associada a 𝐷𝑧(𝜃𝑘) em clusters de falha de modo similar ao

controlador MJLS, porém utilizando o controlador do projeto clássico.

No restante desse anexo, serão mostrados os custos obtidos através dessas modelagens

para os controladores clássicos em ambientes markovianos via LMIs markovianas, para os

critérios ℋ2 e ℋ∞ e respectivas matrizes parametrizadas conforme mostradas no decorrer

do Capítulo 5. As simulações referentes aos custos após a falha não são abordadas, porém

podem ser facilmente realizadas em caso de necessidade do leitor.

Controladores clássicos ℋ2 em ambientes de perda de pacotes

As matrizes da saída controlada são deĄnidas em (5.27) e a condição inicial, em (5.28).

A matriz dinâmica e de entrada é amostrada com o período de rede 𝑇𝑑 = 50 ms, resultando

no conjunto (5.25). Para o controle markoviano, obtém-se o limitante inferior, dado pela

observação completa dos modos, um limitante superior dado pelo agrupamento em clusters,

bem como a norma do sistema ao se realimentar o sistema com os ganhos dos controladores

em (5.29). Esses valores já foram mostrados no Capítulo 5, nas Tabelas 3 e 4.

Utilizando o problema de otimização (2.55) para o sistema em malha fechada com o

ganho de realimentação clássico em (5.29), bem como as premissas descritas anteriormente

para computar os custos anterior e posterior à falha, são mostrados esses resultados na Tabela

11.

Tabela 11 Ű Custos ℋ2 de projeto de controle por realimentação de estados clássico aplica-

dos em canais markovianos com medida do sinal de controle posterior à falha

("Custo na planta") e anterior à falha ("Custo no controlador").

Modelo do canal Custo na planta Custo no controlador

Gilbert-Elliot 14.5462 15.3951

Fritchman 13.8714 14.4946

McCullough 14.4537 15.5724

Como é esperado, os custos computados na planta (após a falha) são inferiores aos

custos computados no controlador (antes da falha). Nota-se ainda que os custos na planta são

superiores aos custos com observação parcial (cluster) da Tabela 3, o que mostra a otimalidade

do controle markoviano frente a essa projeto, pois o primeiro custo é um limitante superior

do controle MJLS. Além disso, a conjectura de ordenação em (5.14) é respeitada. Outro

ponto de interesse é que os custos no controlador são próximos aos obtidos por simulação e
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mostrados na terceira coluna da Tabela 5, o que valida a simulação e mostra que é possível

prever custos de controladores clássicos aplicados a um canal markoviano utilizando a teoria

de MJLS.

Controladores clássicos ℋ∞ em ambientes de perda de pacotes

As matrizes da saída controlada são deĄnidas em (5.44) e 𝐽(𝜃𝑘) = 𝐵(𝜃𝑘). A matriz

dinâmica e de entrada é amostrada com o período de rede 𝑇𝑑 = 50 ms, resultando no con-

junto (5.25). Para o controle markoviano, obtém-se o limitante ótimo, dado pela observação

completa dos modos e um limitante superior dado pelo agrupamento em clusters, bem como

o limitante da norma do sistema ao realimenta-lo com os ganhos dos controladores em (5.47).

Esses valores já foram mostrados no Capítulo 5, nas Tabelas 7 e 8.

Utilizando o problema de otimização (2.75) para o sistema em malha fechada com

o ganho de realimentação clássico em (5.45), bem como as premissas descritas no início do

anexo para computar os custos anterior e posterior à falha, obtém-se os resultados mostrados

na Tabela 12.

Tabela 12 Ű Limitantes ℋ∞ de projeto de controle por realimentação de estados clássico

aplicados em canais markovianos com medida do sinal de controle posterior à

falha ("Limit. na planta") e anterior à falha ("Limit. no controlador").

Modelo do canal Limit. na planta Limit. no controlador

Gilbert-Elliot 3.5124 3.9873

Fritchman 3.2438 3.5268

McCullough 3.7338 4.3540

De forma similar a análise para ℋ2, o limitante na planta é superior ao limitante com

a observação em clusters da Tabela 7, o que mostra que o controlador clássico, conforme

esperado, terá custos superiores ao MJLS. Esse limitante é ainda maior no controlador,

visto que computam-se também esforços de controle em modos de falha. Nota-se o grande

aumento do canal de McCullough, um tendência similar a mostrada na Tabela 8. Finalmente,

a conjectura de ordenação em (5.14) também é respeitada.
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