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Resumo

Nesta dissertacao, é realizado um estudo sobre o comportamento de controles markovianos
Hs e Hoo por realimentacao de estado em um péndulo de Furuta, também conhecido como
péndulo invertido rotacional, em um ambiente de rede simulado sujeito a falhas de envio de
sinais de controle. Nesse contexto, o modelo nao-linear do péndulo é obtido analiticamente e
submetido a estudos de comportamento e de identificacdo dos seus respectivos parametros.
Por fim, este modelo é submetido ao controle por realimentacao de estado em trés tipos de

redes markovianas: Gilbert-Elliot, Fritchman e McCullough.

Palavras-chaves: Teoria de controle, sistemas lineares, sistemas estocasticos, processos de

Markov, identificagdo de sistemas.

Abstract

In this thesis, a performance study of Hs and H,, markovian state feedback controllers is
performed in a Furuta pendulum, also known as rotary inverted pendulum, in a simulated
network environment subject to control signals packet dropouts. In this context, Furuta
pendulum’s non-linear equations are obtained analytically, and some tests were performed in
a real model in order to identify its parameters. Finally simulations and experiments of state
feedback markovian control are performed in three different markovian network channels:
Gilbert-Elliot, Fritchman and McCullough.

Keywords: Control theory, linear systems, stochastic systems, Markov processes, system

identification.
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1 Introducao

A teoria de anédlise e controle de sistemas lineares é um ramo recente da ciéncia, pois
desenvolveu-se fundamentalmente no decorrer dos séculos XIX e XX, (BENNETT, 1996).
Nesse contexto, desde os primeiros passos da teoria até os dias atuais, verifica-se um grande
crescimento tecnoldgico que impoe novos desafios de aplicacao em diversas areas. Pode-se
citar especialmente a interdisciplinaridade que imediatamente surge nos novos contextos de
aplicacao, como o controle através de redes de comunicagao. Esse surge da fusao entre duas
disciplinas distintas, a saber, a teoria de comunicacdo e a prépria teoria de controle. A
motivagao para a analise e controle de sistemas a distancia é variada, porém instigante ao se
considerar os beneficios relacionados a diminui¢ao de custos de manutencao e arquiteturas
flexiveis (HESPANHA et al., 2007). Todavia, novos problemas e restrigdes surgem nesse

contexto, gerando a necessidade de novos tratamentos tedricos diversos a teoria classica.

O ponto de partida para a compreensao da teoria de controle através da rede utilizada
nessa dissertagao é a propria teoria de sistemas lineares. Essa teoria constitui o alicerce para
a andalise e sintese de controladores, formando assim o arcaboucgo das teorias descritas nesse
projeto. Nesse ambito, toma-se como ponto de partida o estudo da estabilidade de sistemas
dindmicos, cuja origem remonta a revolugao industrial inglesa. Nesse contexto, podem ser
citados J.V. Poncelet e G.B. Airy, cientistas pioneiros que motivaram o desenvolvimento
da teoria através de publicagoes que abordaram a possibilidade de descrever a dindmica de
controladores através de equagdes diferenciais. Apesar dos fisicos e mateméaticos da época
terem conhecimento que a condicao de estabilidade de sistemas lineares recai sobre as raizes
de suas respectivas equacoes caracteristicas, o desafio de fato era obter condigées que nao
tivessem como requisito o cdlculo desses valores. Porém, os cientistas citados nao obtiveram
sucesso no estudo dessa problemdtica (BENNETT, 1996). Ainda nesse intento, James Clerk
Maxwell obteve condi¢bes necessarias e suficientes até sistemas de quarta ordem em seu
artigo On governors, de 1868. Finalmente, coube a Edward Routh e Adolf Hurwitz encontrar

condigOes necessarias e suficientes por meio de andlise da equacao caracteristica do sistema
(BENNETT, 1996).

Além dos cientistas tedricos citados, bem como o trabalho de homens que efetivamente
aplicaram conceitos ou criaram maquinas como James Watts, desponta o fundamental traba-
lho de um russo, Aleksandr Lyapunov, através do seminal The General Problem of Stability
of Motion de 1892, ver (MAWHIN, 2005). Nesse trabalho foram apresentados os métodos

de Lyapunov para determinar a estabilidade de sistemas dinamicos, introduzindo conceitos



2 Capitulo 1. Introdugdo

que posteriormente dariam origem a andlise de sistemas lineares através das desigualdades
matriciais lineares'. Em decorréncia do trabalho de Lyapunov, sabe-se que um sistema linear
continuo ¢é estdvel se, e somente se, existir uma matriz simétrica definida positiva, P € ST,

que satisfaga a desigualdade

AP+ PA<O, (1.1)
onde A € R™™ & a matriz dindmica so sistema.

Somam-se a teoria criada por Lyapunov os esforcos de cientistas como Lur’e, Post-
nikov, Yabukovich, Popov e Kalman, entre outros, no aprimoramento da anélise e controle
através das desigualdades matriciais lineares (BOYD et al., 1994). Porém, o método de ana-
lise e sintese de controladores via LMI ganhou real espago pratico somente a partir da década
de 90, com a publicacao do livro Linear Matriz Inequalities in System and Control Theory
por Stephen Boyd e coautores, (BOYD et al., 1994). Nessa época, o desenvolvimento de
métodos numéricos promissores para problemas convexos, como o de algoritmos de pontos
interiores no final da década de 80 por Nesterov e Nemirovsky, permitiu a programagao de
solvers mais rapidos e numericamente confidveis em detrimento a busca por solugdes anali-
ticas. Essa abordagem foi proposta para uma desigualdade matricial especifica por Willems
em (WILLEMS, 1971), ver (BOYD et al., 1994), sem a ambicao de tornar esse método geral.
O trecho, retirado do livro de Boyd o qual, por sua vez, utilizou a fonte de Willems, mostra

a potencialidade que as LMIs possuiam:

"The basic importance of the LMI seems to be largely unappreciated. It would be interesting

to see whether or not it can be exploited in computacional algorithms, for example.”

Retirado de (BOYD et al., 1994) e (WILLEMS, 1971).

A analise e sintese de controladores para sistemas lineares a partir de LMIs permitiu
a obtencao de solucoes de problemas classicos, como os de controle 6timo, de forma mais
eficiente. Nesse tipo de controle, um custo definido por um funcional (uma fungao das variaveis
do sistema) deve ser otimizado, como por exemplo os custos Hz € Hoo. A titulo de ilustragao,
define-se o funcional J para um controlador do tipo LQR continuo e de horizonte infinito

para um sistema de apenas uma entrada como

J = /Oo(w’Qm + pu'u) dt. (1.2)
0

onde z(t) é o estado do sistema e u(t), a entrada de controle, (GEROMEL; KOROGUI,
2011).

1

do inglés Linear Matriz Inequalities (LMI).



Atualmente, na fusdo das dreas de controle e de transmissao de dados, surge a area
de aplicacao da teoria de controle para sinais submetidos a canais nao perfeitos. Nessa abor-
dagem, o sinal de controle e/ou de sensores sdao enviados através de redes de comunicagao,
sujeitos a diversos fendmenos intrinsecos ao canal como perdas de sinais, limitacao de banda,
atrasos, entre outros. Essa area de estudo é chamada de Controle Através da Rede?, a qual
¢é considerada promissora, com resultados consistentes em aplicacbes como cirurgia remota,
controle remoto em ambientes hostis, rodovias autonomas e veiculos aéreos nao-tripulados
(HESPANHA et al., 2007). A Figura 1 mostra a representacdo de um sistema em malha

fechada onde sinais de controle e de medidas sdo submetidos a rede.

%D Planta :Ii

Atuadores Sensores

Dec. Enc.

Rede

Controlador |=————

Figura 1 — Representagdo de sistema em malha fechada com sinais de controle e medidas
submetidos a uma rede. Adaptado de (HESPANHA et al., 2007) (© 2007 IEEE.

Especificamente, o comportamento de sistemas sujeitos a falhas de envio de sinais de
controle ou de sensores pode ser modelado, em redes digitais, através de sistemas lineares
sujeitos a saltos markovianos a tempo discreto . MJLS sao uma classe de sistemas estocésti-
cos, cuja dindmica é regida por uma cadeia de Markov discreta. Esses sistemas sdo compostos
por um conjunto de realizagoes de espago de estados (Ag,, B, , Cy, , Dy, ), que permutam es-
tocasticamente de acordo com o modo da cadeia de Markov 6. Devido as caracteristicas de
comportamento de MJLS, esses podem ser utilizados para modelar sistemas sujeitos a falhas
em atuadores e/ou sensores, ou perdas de pacote modeladas por cadeias de Markov. A mode-
lagem de canais de comunicagao por processos estocasticos markovianos é bem estabelecida
na literatura, para os quais existem varios modelos, (ELLIOTT, 1963), (MCCULLOUGH,

1968), entre outros; bem como uma literatura bem desenvolvida para simulagao (TRANTER

2 Networked Control Systems (NCS), em inglés.
3 do inglés, Markovian Jump Linear Systems (MJLS).
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et al., 2003). Em relacdo aos MJLS a tempo discreto, a teoria é considerada bem sedimen-
tada. Sua origem pode ser tracada na década de 60, com os artigos Analytical design of
controllers in systems with random attributes de N. N. Krasovskii e E. A. Lidskii e Optimal
control of continuous-time Markov stochastic systems de J. J. Florentin, ver (COSTA et al.,
2005). Desde entao, diversos aspectos de andlise e controle robusto foram abordados, como
o problema LQG a horizonte finito e infinito, o controle Hy e Ho, filtragem, entre outros. A
referéncia fundamental para MJLS discretos é (COSTA et al., 2005).

Essa dissertacao de mestrado visa contribuir com a area de MJLS e NCS ao realizar
um estudo de desempenho de controladores amostrados por realimentacao de estado em
ambientes sujeitos a falhas de transmissao do sinal de controle, aplicados a um sistema
mecanico. Essas falhas sao modeladas conforme o comportamento de canais conhecidos na
literatura como o canal de Gilbert-Elliot, Fritchman e McCullough. Especificamente, o estudo
visa comparar a performance dos controladores Hy e Ho, MJLS frente aos seus equivalentes
classicos, que nao prevéem o fendmeno da perda de pacote. Em relacao ao sistema mecanico,
sera utilizado o péndulo invertido rotacional, uma planta nao-linear e instavel. O modelo sera
obtido através de abordagens tradicionais da fisica, bem como a planta sera submetida a um

processo de identificacdo dos seus respectivos parametros.

Essa dissertacao é organizada como segue:

e Capitulo 2: neste capitulo sao abordados os conceitos fundamentais de controle, como
a estabilidade de Lyapunov, bem como os conceitos de normas de sistemas Ho € Ho

para o dominio continuo, discreto e para sistemas lineares com saltos markovianos.

e Capitulo 3: a modelagem da planta é realizada de forma tradicional, através de co-
ordenadas generalizadas. Em adi¢ao, o modelo é comparado com as diversas propostas

encontradas na literatura.

e Capitulo 4: neste capitulo é realizada a identificacao pratica dos parametros que com-
poem o sistema através de métodos de identificagao Grey-bozx, além do estudo de uma

grande parte das caracteristicas da planta através de testes de comportamento,

e Capitulo 5: neste capitulo sao introduzidas as desigualdades matriciais para a sintese
do controle Hs e H,, markoviano, bem como os resultados das simulagoes e da aplicagao
na planta real, e a comparacao de performance com controles classicos em ambientes

de perda de pacote.



2 Conceitos Basicos de Sistemas Dinamicos Li-

neares

Neste capitulo serao explorados os conceitos basicos de estabilidade, normas e os pro-
blemas de otimizagao Hy e Ho, para sistemas dinamicos lineares invariantes no tempo, para
os casos continuo e discreto, bem como MJLS a tempo discreto. A primeira se¢ao introduz as
notacgoes utilizadas no decorrer de toda a tese. Na segunda se¢ao, é apresentada a notagao de
espago de estado para sistemas dindmicos lineares invariantes no tempo, continuo e discreto,
bem como as suas respectivas respostas temporais. A terceira se¢ao introduz o conceito de
estabilidade, bem como as condi¢des necessarias e suficientes para que um sistema continuo
e discreto seja considerado estavel. A quarta secao introduz a notacao de sistemas lineares
sujeitos a saltos markovianos e a quinta secao estabelece as condigdes necessérias e suficien-
tes para estabilidade de sistemas desse tipo. Na sexta secdo, é realizada uma introducgao de
espagos normados para que, na sétima e oitava se¢oes, sejam introduzidos e desenvolvidos
os conceitos de norma de sistemas Hs e Ho para sistemas continuos, discretos e markovia-
nos. Finalmente, a tltima se¢do introduz os conceitos do observador de Luenberger classico
utilizado nos projetos desse trabalho para que os controladores por realimentacao de estado
possam ser implementados. O conteido desse capitulo foi amplamente baseado na tese de
mestrado Controle de Sistemas Dindmicos Através de Redes de Comunicagao (SOUZA, 2012)
e na tese de doutorado Controle Dinamico de saida para Sistemas Discretos com Saltos Mar-
kovianos (GONCALVES, 2009). Em relacdo aos sistemas markovianos discretos, conforme

citado na Introdugao, uma referéncia fundamental é (COSTA et al., 2005).

2.1 Notacao

Nessa tese, letras maitusculas denotam matrizes e mintisculas denotam vetores. Letras
gregas minusculas foram utilizadas na representacao de escalares. A operacgao da transposicao
para matrizes e vetores é denotada por ('), bem como a operagao do trago é denotada, para

matrizes quadradas, tr(.).

O conjunto dos niimeros naturais sao representados por N, assim como R denota os
numeros reais. Para vetores de dimensao n, a sua respectiva representacao do conjunto é R".
O conjunto dos primeiros N nimeros naturais é representado por K. Além disso, o espago

das matrizes n X m é representado por R™*" e as matrizes simétricas de ordem n, por S”.
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Uma matriz simétrica P € S™ que respeita a condicao
?Pr >0 xR x#0, (2.1)

é dita matriz definida positiva (P > 0). O espago das matrizes simétricas definidas positivas

¢ denotado por S7}.

Quando matrizes sdo representadas por blocos, o simbolo (e) denota o bloco simétrico

correspondente, por exemplo,
A e

B C

A B
B C

. (2.2)

Dados N? ntimeros reais nao negativos pi; que satisfacam as restrigoes p;1 +pio + ... +
pin = 1 para todo 7 € K e N matrizes reais simétricas X; para todo j € K, a combinagao

convexa destas matrizes com pesos p;; ¢ definida por
N
j=1

Da mesma forma, define-se para matrizes reais simétricas, a inversa da combinacao

convexa das inversas de X; como

N -1
j=1

Por fim, para matrizes que dependem de dois indices (i,j) € K x K, as defini¢oes acima

continuam validas substituindo-se X; por Xj;.

2.2 Representacoes de sistemas dinamicos lineares invariantes no tempo

Um sistema dinamico linear continuo invariante no tempo pode ser representado da

seguinte forma,
t) + Eyw(t), (2.5)

onde x € R™ é o vetor de estados, u € R? é a entrada controlada, w € R™ é a entrada
exbégena, y € R® é a saida medida e z € R" a saida controlada. A condicdo inicial o € R™ é
dada.

Para encontrar a representacao em frequéncia do sistema continuo, basta aplicar a

transformada de Laplace no conjunto representado na Equacdo (2.5) e encontrar §(s) em
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fungao das suas entradas 4(s) e w(s). Além disso, a saida temporal do sistema y(t) pode ser

encontrada pela solu¢do da equagao diferencial da Equagao (2.5).

y(t) = C,

ety + /0 A (Bu(r) + Jw(r)) dr| + Eyw(?). (2.6)
De forma similar, um sistema linear discreto e invariante no tempo é representado por,

x(k+1) = Az(k)+ Bu(k) + Jw(k), x(0) = z,
Ga: y(k) = Cyzx(k)+ Eyw(k), (2.7)
z2(k) = C,x(k)+ Du(k) + E.w(k).

Sua resposta no dominio da frequéncia pode ser encontrada através da aplicacdo da trans-
formada Z nas equagoes do sistema apresentado na Equacao (2.7). Para encontrar a saida
temporal do sistema no dominio discreto, basta encontrar a férmula recursiva do sistema. O

resultado é mostrado na Equacao (2.8).

y(k) = C, | A*2(0) + us(k — 1 kz:IAk Y Bu(i) + Jw(i))| + Eyw(k), (2.8)

=0

onde ug € o degrau unitario.

2.3 Estabilidade de sistemas dinamicos continuos e discretos

O estudo da estabilidade de um sistema dindmico é essencial para sua respectiva
analise, bem como para o correto funcionamento de projetos de controle. Nesse contexto, faz-
se necessario definir o conceito de ponto de equilibrio de um sistema dindmico (SLOTINE et
al., 1991), para u = 0 e w = 0.

Definicao 2.1 Um estado x. é um ponto de equilibrio de um sistema se, a partir do momento

em que o vetor de estado x(t) atinge x., x(t) permanece em x. para todo o tempo futuro.

Dessa forma, seja a regiao no espaco de estados definida por [|z|]| < R, z € R" e
R € R. Define-se o conceito da estabilidade local como (SLOTINE et al., 1991),

Definicao 2.2 FEstabilidade Local: O ponto de equilibrio x. = 0 € dito estdvel se, para
qualquer R > 0, existe um r > 0 de forma que, se ||z(0)|| < r, entdo ||z|| < R para todo

t > 0. Caso contrdrio, esse ponto € dito instdvel.

Assim, define-se o conceito de estabilidade assintdtica para sistemas continuos e dis-

cretos, (SLOTINE et al., 1991), tomando a origem como ponto de equilibrio:
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Definicao 2.3 O ponto de equilibrio x. = 0 é dito assintoticamente estdvel se x, for estdvel

e existir r > 0 tal que ||z(0)|| <, e z(t) — 0 para t — oo.

A condigao ||z(0)]| < r é necessaria somente para sistemas nao-lineares que apresentam mais
pontos de equilibrio. Caso o sistema seja assintoticamente estavel para qualquer condicao
inicial, situacao que sempre ocorrera em sistemas lineares estaveis, o ponto de equilibrio é
globalmente assintoticamente estavel, como mostrado na proxima defini¢ao,(SLOTINE et al.,
1991).

Definicao 2.4 Estabilidade global: Se a estabilidade assintdtica é respeitada para qualquer
estado inicial, o ponto de equilibrio é dito de assintoticamente estdvel para todo o espaco de

estados, ou ainda, globalmente assintoticamente estdvel.

Verifica-se que um sistema dinamico linear continuo é globalmente assintoticamente estavel
se a condicao,

Jlim z(t) = Jlim ey =0, (2.9)

for respeitada. Da mesma forma, para um sistema discreto ser classificado como globalmente
assintoticamente estavel, esse deve respeitar a condicao,

kh_)rglo z(k) = k:lggo AFzo = 0. (2.10)
O limite em (2.9) é respeitado se, e somente se, os autovalores A(A) da matriz A possuem
partes reais negativas. Uma matriz em que esta propriedade é satisfeita é chamada de matriz
Hurwitz. Para o caso discreto, o limite em (2.10) é respeitado se, e somente se, os autovalores
de A respeitam a condigao |A(A)| < 1. Esse tipo de matriz é chamada de matriz Schur. Os

autovalores A(A) sdo também chamados de polos do sistema.

Em posse dos conceitos de estabilidade, pode-se enunciar o Teorema de Lyapunov
para a estabilidade global, (SLOTINE et al., 1991),

Teorema 2.1 Teorema de Lyapunov para Estabilidade global: Se existir uma funcgdao
escalar v : R™ — R dos estados x de um sistema dindmico, continuamente diferencidvel (ou
somente continua para sistemas discretos), de tal forma que, para todo x,

o v(z) >0,

o U(x) <0 (caso continuo); v(xz(k+ 1)) —v(x(k)) <0 (caso discreto),

e v(x) — oo para ||z|| — oo,

entdo a origem € globalmente assintoticamente estavel. A funcio v é chamada de funcao

de Lyapunov.
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Verifica-se que uma forma de analisar a estabilidade de um sistema dinamico é definir
uma funcao do estado do tipo Lyapunov e verificar se as propriedades do Teorema 2.1 sao
satisfeitas. Para um sistema linear, essa andlise pode ser realizada tomando a funcao de
Lyapunov do tipo quadrética, v(z) = 2'Pz. Assim, pode ser enunciado o Corolario 2.1 em

relacdo a estabilidade de um sistema continuo.

Corolario 2.1 Um sistema linear continuo é globalmente assintoticamente estdvel se, e so-
mente se, existir uma matriz simétrica P € S} de tal forma que a condi¢io A’P + PA < 0

seja satisfeita.

Esse resultado é facilmente obtido ao se definir a fungao quadrética v(z) = 2'Px e
utilizar a representagdo do espago de estado #(t) = Ax, e estabelecer as condigbes sobre a

fungdo v(x) para que o Teorema 2.1 seja satisfeito.

Para o caso discreto, a mesma fungdo quadratica v(z) = ' Pz pode ser utilizada. O

resultado é mostrado no Corolério 2.2.

Corolario 2.2 Um sistema linear discreto € globalmente assintoticamente estavel se, e so-
mente se, existir uma matriz simétrica P € S" de tal forma que a condicgo A’/PA — P <0

seja satisfeita.

Verifica-se que os Corolarios 2.1 e 2.2 estabelecem uma condicao simples: basta existir
uma matriz simétrica definida positiva P € S} que satisfaca as condicoes propostas que
o sistema ¢é globalmente assintoticamente estavel. A matriz P pode ser facilmente obtida

através de métodos numéricos de programas cientificos como o Matlab.

2.4 Representacoes de sistemas dinamicos lineares com saltos mar-

kovianos

Um sistema linear com saltos markovianos a tempo discreto (MJLS) é um sistema
estocdstico, cujas matrizes de estado dependem do estado (modo) de uma cadeia de Markov

finita. Esse sistema pode ser representado através de equagoes de estado como,

r(k+1) = A(0g)z(k) + B(O)u(k) + J(0p)w(k),
G : y(k) y(Ok) (k) + Ey(Or)w(k), (2.11)
)2 ( )

=C,(6 +E
z(k) = C.(0k)x(k) + D.(0r)u(k) + E.(0)w(k),

onde z(k) € R™ é o vetor de estados, u(k) € R? é a entrada de controle, w(k) € R™

¢ a perturbagao externa, y(k) € R® é a saida medida e z(k) € R" é a saida controlada.
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O argumento 6, representa o estado markoviano, também chamado modo. As matrizes de
espago de estado em (2.11) dependem de uma cadeia de Markov cujos valores sdo tomados
no conjunto finito K = {1,2,..., N}. As probabilidades de transicao sao dadas pela matriz

RNXN

de transicao associada P € , cujos elementos satisfazem p;; = Prob(6x11 = j|0r = 1),

pin + ... + pin = 1 e p;; > 0. Para facilitar a apresentacao, as matrizes de espacgo de estado
sdo escritas como A(0y) := A;, B(0y) := By, J(Ox) = Ji, C.(0k) == C.i, D,(0r) := D,; e
E.(0r) := E.;, quando 6, =i € K.

2.5 Estabilidade de sistemas dinamicos lineares com saltos markovi-

anos

A analise da estabilidade de sistemas dindmicos lineares com saltos markovianos difere
da analise anterior realizada nesse capitulo para sistemas continuos e discretos devido a sua
natureza estocastica. Assim, a estabilidade para esse tipo de sistema pode ser definida de
varias formas estocdsticas equivalentes encontradas na literatura, (JI et al., 1991), mostradas

nas defini¢oes a seguir.

Defini¢ao 2.5 Considere o sistema (2.11) com entrada de controle u(k) = 0 e entrada exo-

gena w(k) = 0 para todo k € N e condigoes iniciais v(0) = zo € R, 6y € K. O sistema G,

s

€,

a) Estavel por média quadrdtica, se para todo estado inicial (¢, 6),

klim E{x(k) z(k)|xo, 00} = 0, (2.12)
—00
b) Estocasticamente estdvel, se para todo estado inicial (x¢,0p),

E {i z(k) x(k)|o, 90} < 00, (2.13)

k=0

c¢) Ezponencialmente estdvel por média quadrdtica, se para todo estado inicial (xo,6y) exis-

tirem constantes 0 < a < 1 e 8 > 0 tais que, para todo k € N,

E{x (k) x(k)|zo, 00} < Barz)xo, (2.14)

Essas trés defini¢coes sdo equivalentes para sistemas lineares com saltos markovianos e
cadeia de Markov finita, conforme mostrado em (JI et al., 1991). Esse conjunto é normalmente

chamado de estabilidade de segundo momento!.

1 Second Moment Stability (SMS)
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Por fim, pode-se escrever condi¢oes em desigualdades matriciais lineares de forma

similar as obtidas através das condigoes de estabilidade de Lyapunov, para o sistema linear

com saltos markovianos, (COSTA; FRAGOSO, 1993).

Lema 2.1 O sistema (2.11) com entrada de controle u(k) = 0 e entrada exdgena w(k) =0 é
estdvel pelo sequndo momento se, e somente se, existirem matrizes P; € S, para todo 1 € K

tais que as N desigualdades de Lyapunov acopladas,
APyA; — P <0, ieK (2.15)

possam ser simultaneamente satisfeitas.

A prova do Lema 2.1 pode ser encontrada em (COSTA; FRAGOSO, 1993) e (GONCALVES,
2009).

Assim, o conceito de estabilidade para sistemas deterministicos e estocasticos foi apre-
sentado e desenvolvido. Essas sdo condi¢Oes necessarias para a caracterizagdo de sistemas

dindmicos e para o computo das normas de sistemas que serao estudados nesse capitulo.

2.6 Espaco normados e normas de trajetérias

O estudo de normas se faz necessario para a definicdo de critérios de controle 6timo,
como 0 Hy e Ho, que serdo utilizados nessa tese. Esses possuem analogias com critérios da
engenharia comumente adotados, como a energia associada as trajetorias dos estados de um

sistema ou a performance do préprio frente a ruidos.

O conceito de norma esta intimamente ligado com o conceito de distancias. Essa
entidade é um "conceito auxiliar que utiliza as operagoes de um espago vetorial (...) empregada
para obter uma métrica d do tipo desejado", (KREYSZIG, 1978). A defini¢ao formal é dada

por:

Definicao 2.6 A norma em um espago vetorial real ou complexo X € uma fungdo real em

X para a qual um valor x € X € denotado por ||x|| com as sequintes propriedades,
o ||lz|| >0,z e Xz #0, ||z]| =0 x=0;
o [lozl| = [ofllz]l, o € R;

o ||z +yl <zl +|lyll,z,y € X. (Desigualdade triangular);
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Através da unido do conceito de norma e espagos vetoriais, pode-se definir o espago
normado, bem como o espago de Banach, (KREYSZIG, 1978).

Definicao 2.7 Um espaco normado X ¢é um espaco vetorial dotado de morma. Um espago

de Banach é um espaco normado completo na métrica definida pela norma,
d(z,y) =z —yll, z,yeR" (2.16)

O espago normado € representado por (X, ||.||), ou simplesmente por X .

Assim, um espago normado completo, ou espago de Banach, é um espaco vetorial cuja
métrica é induzida pela funcdo norma operada dentro do espago em questao. Essa funcao
pode ser definida de varias formas, desde que se respeitem as condigoes da Defini¢ao 2.6.

Nesse contexto, define-se o espago de trajetérias continuas, L£o. (KHALIL, 2002).

Definigao 2.8 O espago Ly é o espago de trajetorias definidas como z : [0,00) — R" e

continuas por partes, tal que a norma,

Iot = ([ 1Par)”

seja finita.

Em (KREYSZIG, 1978), mostra-se que o espaco Lo é um espago de Banach.

De forma equivalente, define-se o espaco de trajetérias ¢4 de sistemas discretos como,

Definicao 2.9 O espago {5 é 0 espaco de trajetorias discretas definidas como z : N — R™ de

tal forma que a norma,
1
2

el = @uz(mn?) ,

seja finita.

De forma analoga ao espago Ly, mostra-se que o espaco ¢, é um espaco de Banach,

(KREYSZIG, 1978).

Em relacao aos MJLS, faz-se necesséario definir o espaco de probabilidade fundamen-
tal para que o equivalente estocéstico de /5 seja estabelecido (COSTA et al., 2005). Nesse
contexto, para o sistema estocastico definido em (2.11), a varidvel da cadeia de Markov 6y, as-
sume valores no conjunto K = {1,2, ..., N} para todo tempo k € N e o restante das varidveis

tomam seus valores do espago amostral Q. Dessa forma, para 0y, define-se a o-algebra K de
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todos os subconjuntos de K e, para o restante das variaveis, define-se §; como a o—algebra

de Borel de Q. Para que todo o tempo k possa ser considerado, define-se

Q= H(Qk X Kk),

keN

onde K}, sdo copias de K. Além disso, define-se N, = {i € N | i < k} para cada k € N e,

dessa forma

SZU{H(F;CX/%)|Fk€§ke/€k€ﬁparacadak€N}
kEN

e, para cada k € N,
gk:a{H(lem)x H (Q.,.XNT) | EE{?,emEﬁparacadaleNk}
ZGNk ’T:k+1

de forma que §, C §. Por fim, para as medidas de probabilidade de transi¢ao
Prob(6k+1 = j | 8k) = Prob(0p41 = j | Ok = i) = pij, (2.17)

e P = [pi;], a matriz de probabilidade de transicdo da cadeia de Markov, define-se o espago
de probabilidade fundamental (2, §, {Fx}, Prob), (COSTA et al., 2005).

Assim, o espago de trajetorias estocéasticas Ly é definido como, (VAL et al., 2002).

Definicao 2.10 Seja uma cadeia de Markov homogénea a tempo discreto de matriz de pro-
babilidade P, uma varidvel aleatoria z = {z(k)} para k > 0 que pertence ao espago de
probabilidade fundamental (2, §, {Sk}, Prob). Define-se o espago Ly para z : [0,00) — R" e,

para cada k > 0, a norma estocdstica,
1212 = Y E{2(k)2(k)} < oc.
k=0

Em posse das defini¢bes abordadas, as normas de sistema Hs e Ho, podem ser apre-

sentadas.

2.7 A norma H-

A norma H, é uma norma de um sistema definida ao se aplicar excitagoes impulsivas
em todos os seus canais de entrada. Pode ser mostrado que essa norma ¢é equivalente a norma

quadratica da trajetoria efetuada pela saida z, a qual remete a energia de sistemas fisicos.
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2.7.1 Sistemas continuos

A norma Hs de um sistema continuo é definida em sua forma frequencial como:

Definicao 2.11 Seja a fungdio de transferéncia H(s) de um sistema continuo G. da entrada

exogena w para a saida controlada z, para uw = 0 e s = jw. A norma Hs desse sistema €

definida como, (GEROMEL; KOROGUI, 2011),

16k = o ([ ety B a).

Pode-se utilizar a Defini¢ao 2.11 e o teorema de Parseval (Anexo C) para encontrar

uma defini¢do equivalente no tempo. Dessa forma, a Defini¢ao 2.11 pode ser escrita como

1G> = ¢ < /0 “tr(h(t)h(t) dt). (2.18)

Assim, toma-se a resposta ao impulso do sistema, definida como a anti-transformada da

funcao de transferéncia,
h(t) =L Y{H(s)} = LHC.(s] — A" T+ E.} = C.e™J + E.4(t) (2.19)

Substitui-se a Equacao (2.19) em (2.18) para obter

1Gel3 =/ tr(h( tr(J'etCICLe ) dt + tr(E.C,J)
0 0

tr(J'CLE.) + /0 Tte(ELE)S(H)? dt. (2.20)

Para que a expressao (2.20) possa convergir, a matriz F, deve ser nula, pois a integral de
§(t)? diverge, o que implica que o sistema seja estritamente préprio. Além disso, a matriz A

deve ser Hurwitz para garantir a convergéncia das integrais discutidas acima.

Por fim, a Equagdo (2.20) pode ser escrita como

1G|I2 = tr ( [T reticic.ert dt) — tr (J’ { [Teicicet ar
0 0

J) —te(J'B,J), (221)
onde P, é o gramiano de observabilidade,
P, = / Tt Ot at. (2.22)
0

Da mesma forma, pela propriedade da invariancia do traco pela operacao da transposicao

(Anexo A), pode-se obter outra forma equivalente, chamada dual,

G| = tr ( / ToeM e dt) —tr (CZ { / FeAL T A gy
0 0

0;) — tr(C.R.C), (2.23)
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onde P, é o gramiano de controlabilidade,
P = / AT TN dt. (2.24)
0

Ambos os gramianos sdo as respectivas solugoes das equagoes de Lyapunov, (GEROMEL;
KOROGUI, 2011),

A'P,+ P,A+ C.C, =0, (2.25)
AP.+ PA +JJ =0. (2.26)

Essas equagoes sao fundamentais para escrever o problema da obtencdo da norma Hs na
forma de LMIs. Pode ser mostrado que, para dois pares de solugao da equagao de Lyapunov
(P, Qo) e (P,Q), se Q, > Q, entdo P, > P, (OLIVEIRA, 1999). Entao, pode-se reescrever a
Equacao (2.25) como

A'P+ PA+C.LC, <0, (2.27)

a qual implica que P > P,. Assim, a Equagao (2.21) pode ser reescrita como
1Ge||2 = tx(J'P,J) < tr(J' PJ). (2.28)

Assim, ao se minimizar a expressdo tr(J'P.J), pode-se obter o valor da norma |G.[|3 =

tr(J'P,J) com a precisao desejada. O problema pode ser reescrito como
1G5 = lijr;fo{tr(J’PJ) | AP+ PA+C.C, <0} (2.29)

De forma similar, pode-se escrever as Equagoes (2.23) e (2.26) em um problema de otimizagao,
1G5 = ]ijrifo{tr(C’zPC’;) | AP+ PA +JJ <0}. (2.30)
2.7.2 Sistemas discretos

A norma Hs para sistemas discretos é definida como:

Definigao 2.12 Seja a funcio de transferéncia H(z), z = €/, de um sistema discreto Gy da
entrada exégena w para a saida controlada z e u = 0. A norma Hs desse sistema € definida

em frequéncia como, (OLIVEIRA, 1999),

1Gall2 = \/217r </027rtr(H(e—jW)’H(ejw)) dw).

Pode-se utilizar a Defini¢do 2.12 e o teorema de Parseval (Anexo C) para encontrar

uma definicdo equivalente no tempo discreto

16l = Jitdh(k)'hw».
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Da mesma forma realizada para sistemas continuos, toma-se a anti-transformada Z da funcao

de transferéncia

E E=0
h(k)=Z""{H(z)} = - 2.31
() = 27 {H ()} {CZA“L - (231)
Assim, pode-se escrever a defini¢do temporal (2.12) da norma H, discreta como
1Gall5 = Z tr(J'(A)1C.C AR ) + tr(ELE,), (2.32)
k=1
1Gall5 = Z tr(J’(A’)kC;CZAkJ) +tr(ELE,). (2.33)
k=0

Nota-se que a restricdo de E, = 0 presente em sistemas continuos nao é necessaria para a
convergéncia da norma ||G,/||2, ou seja, o sistema nao necessariamente precisa ser estritamente
proprio. Além disso, a série da equacao é convergente se, e somente se, a matriz A é Schur.

De forma similar ao sistema continuo, pode-se definir a norma s na forma

1Gall3 = tr(J'P,J) + tr(ELE.), (2.34)
para o gramiano de observabilidade,
P, =Y (A)cClC AR (2.35)
k=0

E de forma similar, pela propriedade do trago (Anexo A),

|1Gall5 = tr(C.P.CL) + tr(E.EL), (2.36)
para o gramiano de controlabilidade
P.=Y" A JJ (AN (2.37)
k=0

Além disso, as matrizes P, e P, sdo solugbes das respectivas equagoes de Lyapunov, (GERO-
MEL; KOROGUI, 2011),
A'P,A— P,+ C.C, =0, (2.38)
APA — P.+ JJ =0. (2.39)
Da mesma forma que as equagoes de Lyapunov para o caso continuo podem ser transformadas
em problemas de otimizacao convexa, o problema H, discreto também pode ser convertido
em formato similar, (OLIVEIRA, 1999). Assim, reescreve-se a Equagao (2.34) e (2.37) no
problema de otimizagao
1G5 = }iﬁr;fo{tr(J’PJ +FEE,) | APA—-P+C.C, <0}, (2.40)
bem como o seu equivalente,

|Gell; = int {ex(C.PCL + E.E.) | APA' —P+JJ <0}, (2.41)
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2.7.3 Sistemas com saltos markovianos

A norma H, para sistemas lineares sujeitos a saltos markovianos é definida conforme
segue, (VAL et al., 2002).

Definigao 2.13 Seja p; := Prob(0y =i € K), a distribuicao inicial do estado Markoviano,
bem como o sistema linear com saltos markovianos em (2.11). Define-se a norma Hy do

sistema linear com saltos markovianos G, estdavel por sequndo momento como

r N
1Gmll3 = > > millzsll3,

s=11i=1

s

onde zs; representa a saida z = z(k) quando w(k) = 0(k)es, d(k) € o delta de Kronecker,
wg =0,k =1,2,... ees € R" é 0 s-ésimo elemento da base candnica, e; = (0, ...,0,1,0,...,0),
xo=0¢€eby=1ieulk)=0.

Nota-se que a Defini¢do 2.13 é formulada no tempo, ao contrario das defini¢coes da norma
‘H, para sistemas continuos e discretos na frequéncia. Isso ocorre pois nao existe definicao
de funcao de transferéncia para um sistema markoviano, pois essa classe de sistema consiste
de diferentes sistemas discretos chaveados por uma regra estocéastica. Verifica-se ainda que,
para N = 1, a Definicao 2.13 se reduz ao caso deterministico mostrado para sistema discretos
em (2.33) ap6s manipulagao algébrica apropriada, (VAL et al., 2002). Além disso, mostra-se
o custo quadratico apresentado na Definicao 2.13 é igual a norma L? do sistema G,, com
entrada nula e condigao inicial dada por z(0) = J;es, onde 6y = i € K com probabilidade p;
es=1,2 .. m, (GONCALVES, 2009).

Verifica-se que, quando a distribuicao de probabilidade inicial u; ndo é conhecida, a
Definigao 2.13 pode ser reescrita como, (GONCALVES, 2009),

r N
1Gnlls = D> millzsalls,

s=11i=1
r N
< maXZZMi“Zs,iH%a (242)
reh i3
T
< sup Y [zanll (2.43)
90€K5:1

onde A é o simplex unitario. A desigualdade (2.42) é uma consequéncia direta do operador
max, bem como a desigualdade (2.43) é obtida pelo fato de o maximo de uma fungao linear em
um conjunto convexo ocorrer em um vértice desse conjunto. Dessa forma, pode-se encontrar
um limitante superior para a norma H, definida em (2.13) considerando a distribuigdo de

probabilidade inicial como uma variavel no problema de otimizacao.
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Da mesma forma que para sistemas discretos foi mostrado que sua respectiva norma
Hs pode ser calculada através de uma formulagao alternativa mostrada nas Equagoes (2.34)
e (2.36), uma forma similar pode ser derivada para o caso markoviano. Esse fato é mostrado
no Teorema 2.2, (GONCALVES, 2009).

Teorema 2.2 A norma Hy do sistema G,,, tal como definida em (2.13), pode ser calculada

por

N
1Gmlls =D pite(J; By Ji + ELE.:), (2.44)
i=1
para P; > 0,1 € K, solugoes das equagoes

Prova: Toma-se a Definicao 2.13 da norma Hs e se aplica a definicao de norma quadratica

estocastica em (2. 10) para a entrada de controle u(k) =0, 2o =0 e 0y = 1,

16015 = 33 {32 syl a0}

s=11=1 k=0
r N 00
=2 > mé {Zx(k‘)’ 20, Cz0,2(k)|00, ( }+thr (ELE (2.46)

De forma similar ao equivalente deterministico discreto, pode-se escrever a desigualdade
(2.15) como

Se a Equagao (2. 47) for satisfeita por hipotese, pode-se escrever

G2 = S5 e {z Y(Po — Al ooy A (k) 6, o }+zmtr (ELE

s=11i=1 k=0

= ZZW {i ) Pp,x(k) — x(k + 1) Py, x (k+1)|90,:1:(0)}

s=1i=1 k=0
N
+ D mitr(ELE). (2.48)

Além disso, para j > 1, E{Py,} = E{Ppy,_, }. Assim, pode-se expandir a soma telescopica re-
sultante em (2.48), levando em consideragao a hipdtese da estabilidade de segundo momento.

O resultado é

1G:mll3 = ZZMzS{x )' Py, (1)[6o, 2(0)} + Z:uitr(E;iEZi)v

s=11=1

— Z“ZZ (el JIE{ Py, |00} Jies) +Z,u,tr ELE.;),

= s=1 =1

i=1
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Por fim, E{Py, |0y =i} = P,p, = Ppi, 0 que completa a prova. m

Além disso, o calculo da norma H, para MJLS a tempo discreto pode ser reescrito em
um problema de otimizacao, ver (COSTA et al., 1997) e (VAL et al., 2002). Assim, a partir

da Equacao (2.47), escreve-se
APyA; — P+ CLC,; <0, iek. (2.50)

Em posse da desigualdade em (2.50), a Equacao (2.44) pode ser escrita como, (VAL et al.,
2002),

N
HgmHg < Zuitr(Ji/PpiJi + E;EZJ (2.51)

=1

Assim, o problema pode ser formulado como
N
1G5 = ]_i,n>f0 {Z pitr(J; Py J; + ELE.;) | AjPyA; — P+ CLC,; <0, i€ K} . (2.52)
¢ i=1

O problema mostrado na Equacdo (2.52) pode ser reescrito em um formato alternativo,
(GONCGALVES, 2009). Assim, para as condigoes,

W; o o
P,Ji P, e| >0, (2.53)
E, 0 I

(S
P o o
P,A;, P, e| >0, (2.54)
Cl 0 I

para todo i € K, formula-se o problema de otimizacao:

N
1615 = gt { S werm) | 239,20} (2:5)

2.8 A norma H.,

A norma de um sistema H,, conforme sera derivado a partir das defini¢goes no decorrer
dessa se¢ao, pode ser vista como uma medida de robustez de um sistema frente a ruidos que
pertencam ao conjunto Lo, ou ao seu equivalente discreto e markoviano. Especificamente,

essa norma ¢ um limitante superior de custo para o pior ruido possivel aplicado ao sistema.
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2.8.1 Sistemas continuos

A norma H., de um sistema continuo é definida como, (OLIVEIRA, 1999):

Definigao 2.14 Seja a fungdo de transferéncia H(s) de um sistema continuo G. para a saida
controlada z e entrada de controle u = 0, s = jw. A norma H. desse sistema é definida

como

||gC||c2>o = Slelg UmaX[H(jw)]a

onde omax|.] € 0 mdzimo valor singular da fungao de transferéncia.

Pode-se estabelecer a condicio [|G.||%, < 7, reescrevendo o problema proposto pela Definigao

2.14 como
H(jw) H(jw) <~I, VYweR. (2.56)

Assim, pela definicao da fungao de transferéncia
2(jw)*2(jw) — v (jw) 0 (jw) < 0, VYw € R. (2.57)

A Equagao (2.57) pode ser reescrita no tempo, ao integra-la em frequéncia e utilizar o teorema
de Parseval, (Anexo C):

/0 T2 2(t) — yw(t)w(t) dt < 0. (2.58)

A condicao da Equagao (2.58) s ¢é satisfeita se, e somente se, w,y € L, para que a conver-
géncia seja respeitada. Assim para v > 0, a desigualdade ||G.|%, < v é vélida, se, e somente
se,

sup ||z]lz — v[lw]z <0. (2.59)

wH#OELy

O problema de otimizacao pode ser escrito como

: 12113
1Gell% = inf{y | lI2l5 = Allwl5 <0} = sup 7= (2.60)

wroeL, || W[5

Em termos de LMIs, escreve-se a solugdo do problema em (2.60) como, (OLIVEIRA, 1999),
2 o
IGell5 = nf{y [ (2.62)}. (2.61)
AP+PA PJ C

JP  —I E.|<0. (2.62)
C. E, I
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2.8.2 Sistemas discretos

A norma H,, de um sistema discreto é definida como, (OLIVEIRA, 1999):

Definigao 2.15 Seja a fungao de transferéncia H(z) de um sistema discreto Gq para a saida
controlada z e entrada de controle u = 0, z = /. A norma H, desse sistema é definida

como

1Gal1% = sup ]Umax[H(ej“)],

onde oyax|.] € 0 mdzimo valor singular da fungao de transferéncia.

Da mesma forma realizada para o sistema continuo, pode-se estabelecer a condicao ||G.||%, <

v, reescrevendo o problema proposto pela Defini¢do 2.15 como
H(?)*H(e?) < ~vI, Yw € [0,27]. (2.63)
Assim, pela definicdo da func¢ao de transferéncia
2(e°)*2(e?) — yib(e?*)*w(e?) < 0, Vw € [0,27]. (2.64)

A Equagao (2.64) pode ser reescrita no tempo, ao soma-la em frequéncia para w € [0,27] e

utilizar o teorema de Parseval, (Anexo C),
> (k) z(k) — yw(k)w(k) < 0. (2.65)
k=0

A condigao da Equagao (2.65) ¢é satisfeita se, e somente se, w, y € {5 para que a convergéncia

seja respeitada. Assim para vy > 0, a desigualdade ||G4||%, < v é vdlida, se, e somente se,

sup [|z]lz — v[lw]z <0. (2.66)

w#0€l2

Assim, para se respeitar a desigualdade ||G.||2, < v, o problema de otimizagao deve ser escrito

como 12112
z
Qio:inf 2|12 = Al|lwl|]2 < 0} = su 2 2.67
1Galloe = bty [ llzlle =ollwll; <O} = sup o, (2.67)
O problema em (2.67) pode ser escrito em LMIs como, (OLIVEIRA, 1999),
2 o
IGalls = mf iy | (2.69)}. (2.68)
P AP 0 (]
PA P PJ O
> 0, (2.69)

0 JP ~I E,
c, 0 FE I



22 Capitulo 2. Conceitos Bdsicos de Sistemas Dindamicos Lineares

2.8.3 Sistemas com saltos markovianos

A norma H,., para sistemas lineares com saltos markovianos é definida da seguinte

forma:

Definicao 2.16 Para o sistema G, estavel por seqgundo momento, a norma He, do sistema
Gy da entrada w para a saida z € dada por

1215

|| m”oo wELy,w#0,00€K ||w||%

(2.70)

Nota-se a similaridade com o caso discreto da Equagdo (2.67) e seu correspondente continuo.
Da mesma forma realizada para o caso continuo e discreto, pode-se transformar a Defini-
¢ao (2.16) em um problema de otimizagao convexa. Para isso, faz-se necesséario introduzir o

conceito de sistemas fracamente controldveis no ambito de sistemas estocasticos.

Definicao 2.17 Um sistema G,, € dito fracamente controlavel se para cada estado inicial
(2(0),60) e qualquer estado final (z,0) existir um tempo finito T, tal que
Prob(z(T.) = z) > 0, (2.71)
Prob(6(T,) = ) > 0. (2.72)

Em posse da Definigao (2.17), pode-se escrever o bounded real lemma para sistemas marko-
vianos, (SEILER; SENGUPTA, 2003).

Teorema 2.3 Se o sistema (2.11) for fracamente controldvel, ele serd estdvel por sequndo
momento e ird satisfazer a restricio da norma ||Gnlle < 7y Se, € somente se, existirem

matrizes Py € ST, tais que

A, J;

Py 0
0 I

A, J;

P, 0
0 ~I

< 0. (2.73)

A prova completa do teorema pode ser encontrado em (SEILER; SENGUPTA, 2003). Assim,

aplicando-se o complemento de Schur em (2.73) (Anexo B) e linearizando o resultado obtido
de forma apropriada obtém-se a desigualdade

P ° o o

0 Y[ e e

P, piAi P piJi P pi @

C, E,; 0 I

>0, ick. (2.74)

Assim, o problema de otimizagao convexa pode ser escrito como

IG5 = inf {v | (274)} (2.75)

7
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2.9 O Observador de Luenberger

Os sistemas apresentados neste capitulo em sua forma de representacao por espago de
estados permitem concluir que suas respectivas saidas sao fungoes dos estados e da entrada
exogena,

y(t) = Cya(t) + Eyw(t). (2.76)

Verifica-se que para uma saida qualquer, nem todos os estados de um sistema podem
ser obtidos. Isso se reflete na pratica, onde um ntmero limitado de sensores é utilizado para
medir valores de interesse. Por exemplo, em um sistema mecanico cujos estados sao valores
de posicao e velocidade, é bastante comum a presenca somente de sensores do primeiro tipo,
devido a simplicidade e custo. Essa caracteristica pode eliminar a possibilidade da utilizagao

de controladores do tipo realimentacao de estado,

u(t) = Kx(t). (2.77)

Porém, essa limitacao pode ser contornada pela sintese de observadores, que sao sis-
temas dinamicos lineares que sintetizam os estados nao medidos. Nesse projeto, devido a

presenca de sensores somente de posi¢ao, o observador classico de Luenberger sera utilizado

devido a sua simplicidade. Esse observador possui a forma, (GEROMEL; KOROGUI, 2011),

0. { To(t) = Awo(t) + Bu(t) + L(y(t) — yo(1)), (2.78)

Yo(t) = Cz,(t) + Du(t).

Observa-se que uma "cépia'do sistema a ser observado esta contido no proprio obser-
vador, contendo assim a dindmica do sistema de interesse. Um ganho L, chamado ganho do
observador, regula a diferenga entre a saida do observador e a saida medida da planta. O
objetivo do observador é diminuir o erro e,(t) entre seu préprio estado e o estado da planta.
Portanto, pode-se encontrar a equagao dindmica do erro, em posse de sua defini¢cao, para

w = 0,

e, = i — i,
= Ax + Bu — (Az, + Bu+ LCzx — LC'z,)
= Alx —z,) — LC(x — z,)
= (A~ LO)e, (2.79)

A equagao dindmica do erro mostra que, para que a condi¢ao lim; o €,(t) = 0, o
sistema de matriz dindmica (A—LC') deve ser estéavel. Além disso, considera-se que a dindmica

do erro deve ser mais rapida que a dinamica do sistema, caracteristica que pode ser obtida
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ao se alocar os polos de (A — LC') de maneira apropriada em relagdo ao sistema observado.

Para outras formas de projeto do ganho do observador L além da alocagao de polos, ver

(GEROMEL; KOROGUI, 2011).

2.10 Conclusao

No presente capitulo foram abordados de forma nao-exaustiva os conceitos fundamen-
tais de sistemas lineares e invariantes no tempo continuos e discretos, bem como os sistemas
lineares com saltos markovianos a tempo discreto, utilizados no decorrer dessa tese. Para mai-
ores detalhes em relagao aos aspectos tedricos de sistemas lineares e invariantes no tempo,
ver (GEROMEL; PALHARES, 2004), (GEROMEL; KOROGUI, 2011), (LUENBERGER,
1979), entre outros, bem como os livros para sistemas nao-lineares, (SLOTINE et al., 1991)
e (KHALIL, 2002), que tangem a teoria de Lyapunov. Para as normas de sistema Hs € Ho,
o livrto (GEROMEL; KOROGUI, 2011) faz uma discussao tedrica béasica, bem como a tese
de doutorado (OLIVEIRA, 1999) e o livro (BOYD et al., 1994) para formula¢oes em LMIs.

Para conceitos basicos da teoria de probabilidades, pode-se citar (KNILL, 2009), bem
como o célebre (PAPOULIS, 1991). Nesse assunto, o livro (LEON-GARCIA, 2008) aborda
aspectos praticos para engenharia, bem como o livro (TRANTER et al., 2003) trata de
simulagoes de cadeias de Markov no contexto de redes de comunicagao. Em termos de calculo

funcional, ver (KREYSZIG, 1978).

Para MJLS, o livro (COSTA et al., 2005) aborda os conceitos fundamentais no assunto,
como as defini¢oes basicas, conceitos de estabilidade, controle LQG, Hs e Ho, e filtragem. O
bounded real lemma para MJLS a tempo discreto é estabelecido em (SEILER; SENGUPTA,
2003). O controle Hy por realimentacao de estado é abordado em (COSTA et al., 1997) para
uma formulagdo convexa, bem como o controle com observagao dos modos de Markov por
clusters pode ser estudado em (COSTA et al., 1997) e (GONCALVES et al., 2012). Para
filtragem e realimentacao de saida em MJLS, ver (GONCALVES et al., 2010), (GEROMEL
et al., 2009) e a tese de doutorado (GONCALVES, 2009).
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3 Modelagem fisica do sistema mecanico

O sistema fisico que serd submetido ao controle markoviano utilizado nesse projeto é
o péndulo invertido rotacional, também conhecido como péndulo de Furuta. Esse sistema foi
apresentado pela primeira vez em (FURUTA et al., 1991) durante a conferéncia IEEFE - In-
ternational Conference on Industrial Electronics, Control and Instrumentation - IECON’91.
O péndulo de Furuta consiste de um brago rotacional atuado por um motor DC, cuja mon-
tagem permite a rotagdo apenas no plano horizontal, acoplado a um péndulo com rotacao
permitida apenas no plano vertical, podendo assim ser classificado como sub-atuado (siste-
mas com mais graus de liberdade que atuadores), pois apresenta somente um atuador frente
ao maior nimero de graus de liberdade presentes. A Figura 2 ilustra o péndulo de Furuta do

fabricante Quanser.

Figura 2 — O péndulo de Furuta do fabricante Quanser. Retirado de (QUANSER, 2011b).

Devido a sua caracteristica nao-linear, seu carater sub-atuado e sua instabilidade, essa
planta se apresenta como uma excelente e desafiadora plataforma de aplicagao para a teoria
de controle linear e nao-linear (JADLOVSKA; SARNOVSKY, 2013), bem como promissora
plataforma de pesquisa e aplicagdo de controle adaptativo, como a teoria de Safe Control
Manual aplicada com sucesso ao péndulo em (AKESSON; ASTROM, 2001) e (IWASE et al.,
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2006), onde sao discutidas sua importancia para o controle de aeronaves. A Figura 3 mostra
o péndulo de Futura utilizado nesse projeto, do mesmo fabricante do aparato mostrado na

Figura 2.

Figura 3 — O péndulo de Furuta utilizado no projeto.

3.1 Modelagem

Diversas variagoes de modelos sdo encontradas na literatura devido a simplificagoes ou
erros de dedugao. Uma dedugao completa pode ser encontrada em (CAZZOLATO; PRIME,
2011), onde o modelo é obtido corretamente através da abordagem Lagrangiana (utilizada
pela grande maioria das referéncias), bem como pelo método iterativo de Newton-Euler.
Além disso, nesse mesmo artigo, primeiramente é deduzido o modelo que considera a dina-
mica tridimensional completa (através de um tensor de momento de inércia para os corpos
presentes), para posteriormente obter-se um modelo simplificado. Outro método alternativo,
o computacional, é apresentado em (JADLOVSKA; SARNOVSKY, 2013). Para esse projeto
em questdo, o modelo foi deduzido através da abordagem Lagrangiana, baseado em (GAF-
VERT, 1998) e no modelo simplificado de (CAZZOLATO; PRIME, 2011).



3.1. Modelagem 27

3.1.1 Modelagem do péndulo rotacional

A Figura 4 mostra o diagrama de convengdes do péndulo. O brago rotacional é mo-
delado como uma haste rigida, livre para rotacao no plano Z7, onde a origem ¢é colocada no
pivo de rotacao. Na outra extremidade, uma outra haste rigida, isto ¢, o péndulo, ¢ acoplada

de forma a permitir rotacoes no plano @2.

A

Braco rotacional X

|

N

Motor DC

Ay

Figura 4 — Diagrama de convengdes do péndulo. Adaptado de (CAZZOLATO; PRIME,
2011).

Para o brago rotacional, todas as grandezas sao referenciadas pelo indice 7, bem como
p € o indice utilizado para as grandezas do péndulo. Assim, as massas sao, respectivamente,
m, e my, o comprimento dos bracos L, e L, e a distancia do centro de massa até o pivo
de rotagao, respectivamente, [, e [,. O objetivo ¢ encontrar o modelo dindmico através das

equagoes de Lagrange.
Em principio, define-se o vetor
i(r,p) = (rcos¢ — psin ¢sina)i + (rsin ¢ + pcos psina)j — pcos k. (3.1)

Ao se fixar p = 0, o vetor em (3.1) modela qualquer ponto do brago rotacional, para 0 <

r < L,. De forma similar, para r = L,, u(L,,p) descreve qualquer ponto no péndulo para
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0 <p < L,. Assim, pode-se definir o vetor velocidade v como

ir,p) = ilr,p). 3.2)

Assim, para (3.2), obtém-se para as trés coordenadas em separado,

v(r,p)e = —(rsin ¢ + pcos ¢psin a)é — psin ¢ cos o, (3.3)
v(r,p)y = (rcosd — psingsina)d + pcos ¢ cos ad, (3.4)
v(r,p), = psinad. (3.5)

Em posse das equagoes das velocidades vetoriais, pode-se calcular o médulo quadrado da

velocidade v(r, p)2. Apds extensa manipulacio algébrica, obtém-se
v(r, p)Q = (7"2 + p?* sin? a)(;52 + p2a® + 2rp cos 0z¢ﬁo'z. (3.6)

Assim, pode-se calcular a energia cinética e potencial, respectivamente,

K = ;/v(r,p)Qdm, (3.7)
U= g/u(r,p)zdm, (3.8)

para o braco rotacional e o péndulo.

e Brago rotacional.

A energia cinética do brago rotacional pode ser calculada, levando em consideragao a

definigao de integral de momento de inércia (Anexo D), como,

1 1. 1.
Ky =5 /U(T, 0)*dm = —¢ /TQdm =S (3.9)
2 2 2
A energia potencial do brago rotacional é nula,

U, = 0. (3.10)

e Péndulo.

A energia cinética do péndulo é calculada, considerando a defini¢ao de integral de centro

de massa (Anexo D), como
1 1 . :
K, = 3 /U(Lr,p)zdm =3 /[(Lf + p?sin® a)¢® + p*a? + 2L,.p cos agpc]dm,
1 . 1 .
= i(mpo + sin® ) + §de2 + myl, L, cos afc. (3.11)
A energia potencial do péndulo é obtida como

Uy, = g/u(r, p).dm = g/ —rcos adm = —myl,g cos a. (3.12)
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e Computo da energia total.
A energia cinética total é a soma de (3.9) e (3.11),
1 : 1 .
K=K, +K,= §(Jr +m,L? + sin® aJ,) ¢ + §Jp0'42 + myl, L, cos abc. (3.13)
Bem como a energia potencial é a soma das energias potenciais (3.10) e (3.12),

U=U, +U,=—mylygcosa. (3.14)

Em posse das energias cinética e potencial em (3.13) e (3.14), utiliza-se as equagoes de Euler-
Lagrange

d 0 0
] ) = Q, 1

onde ¢ = (¢p,a), L = K — U e Q;, as forgas generalizadas para o i-ésimo corpo, ou seja, 0s

torques. Sao utilizados o atrito viscoso nos dois corpos, para os coeficientes de atrito B, e
B,, bem como o torque do motor, 7. Assim, realizando-se as operacoes necessarias, obtém-se

as equacoes dinamicas do sistema
; . L. 19 . .
(mply Ly cos o) + Jpé — (§Jp sin 2a)¢” + myl,gsina = —Bya, (3.16)

(J, + Jpsin® a +myL2)d + (myl, L, cos a)éi + (J,sin 2a)dpac — (myl, Ly sina)é® =1 — B,é.
(3.17)

3.1.2 Modelagem do sistema mecanico SRV02

O péndulo rotacional é acoplado a um sistema de engrenagens o qual por sua vez é
acionado por um motor de corrente continua. Esse sistema de acionamento é chamado pelo
fabricante de Rotary Motion Servo Plant - SRV 02, e faz parte de um benchmark de sistemas
mecanicos pedagogicos que utilizam o SRV02 como atuador para outros sistemas além do
péndulo rotacional. O modelo demonstrado a seguir é inteiramente baseado na referéncia
(APKARIAN et al., 2011). A Figura 5 mostra o sistema mecanico SRV02.

\‘\*\.

Figura 5 — O sistema mecanico SRV02 (APKARIAN et al., 2011) do fabricante Quanser.
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O braco rotacional é acoplado a uma engrenagem de carga de 72 dentes. Essa, por
sua vez, ¢ fixada a um eixo compartilhado com outra engrenagem maior, de 120 dentes e o
encoder. Uma engrenagem anti-backslash é posicionada de forma a reduzir a folga do sistema.
Por fim, a engrenagem maior permite que o motor DC, composto por uma engrenagem de
24 dentes e uma caixa de redugao, aplique o torque ao sistema. A Figura 6 mostra o sistema

descrito.

Figura 6 — O sistema mecanico SRV02 do fabricante Quanser em detalhe. Retirado de (AP-
KARIAN et al., 2011). A engrenagem de carga possui o indice (5); a anti-backslash
(6);a engrenagem acoplada ao eixo (20); e a engrenagem que forma o final da caixa
de redugao (19).

O motor DC, por sua vez, é um modelo de baixa indutancia (Faulhaber Coreless DC
Motor model 23385006 ). Esse motor permite uma resposta mais rapida em relagao aos moto-
res DC convencionais (APKARIAN et al., 2011). Dssa forma, o sistema pode ser representado

conforme o diagrama de corpo livre da Figura 7.

Figura 7 — Diagrama de corpo livre do SRV02 do fabricante Quanser (QUANSER, 2011c),

representando a armadura do motor DC e as engrenagens.
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Nesse diagrama, R,, é a resisténcia de armadura do motor, bem como L,,, a indu-
tancia. A constante contra-eletromotriz é k,,. As engrenagens representadas por N; e Nj
constituem a caixa de reducao acoplada diretamente ao eixo do motor, que possui constante
de atrito dindmico de valor B,,. A engrenagem N, é acoplada ao mesmo eixo da engrenagem
N3, externa (24 dentes), que por sua vez impulsiona a engrenagem N, de (120 dentes). As en-
grenagens e o braco rotacional constituem a carga, denotada no diagrama de J;. Por fim, esse
eixo é submetido a um atrito dindmico de coeficiente B;. O torque do motor 7,, é convertido
para um torque resultante na carga 7;. O objetivo é encontrar a funcao de transferéncia que
modele a tensdo de entrada Vj, e o torque na carga. Para adequacio da notacdo, wy, = ¢,

bem como w; = ¢.

e Equacoes elétricas

O circuito pode ser equacionado através da lei de Kirchhoff das malhas.
Vin — Rl — LIy — kb = 0. (3.18)

Devido as caracteristicas intrinsecas do modelo de motor utilizado pelo fabricante, a
induténcia possui um valor que pode ser desprezado, simplicando a equacao. Assim,

pode-se escrever

Ln(t) = le(Vm ~ oo (1)), (3.19)

A relacao entre a corrente de armadura I,,, e o torque do motor 7,, é dado por

Tin(t) = Mkl (1), (3.20)

onde 7, é a eficiéncia do motor e k; é a constante de torque. Assim, ao se multiplicar

a equagao (3.19) por n,k:.

_ im k:t
R,

Tin () (Vin — kmwm(1)). (3.21)

¢ Equac6es mecanicas

A equacao diferencial mecanica no motor pode ser escrita através das leis de Newton,

resultando em
Jm¢m + Bm¢m + Tt = T, (322)

onde T7,,,; € 0 torque resultante da carga aplicado ao eixo do motor. Esse pode ser escrito

em termos do torque na carga através das relagoes das engrenagens.

T = ngKngh (323)



32

Capitulo 3. Modelagem fisica do sistema mecanico

onde 7, ¢ a eficiéncia da caixa de reducao e K, a relacao de torques entre as engrenagens
Nla N27 N3a € N47

Ky,=—F—. 24
g Nl Ng (3 )

Além disso, pode-se escrever a relagao entre o deslocamento angular na carga e no

motor, bem como suas respectivas derivadas temporais,

On(t) = Kydi(t). (3.26)
Substitui-se as relages (3.23) e (3.26) em (3.22) para obter a equacao diferencial em

funcao da carga.

. . T
JmK gbl + BmK gbl + —— = Tm- (327)
! ! e
A equacao diferencial que representa o sistema fisico da carga é dada por
i1+ Big = 7. (3.28)

Substitui-se o torque 7; de (3.28) em (3.27)
(o + 1K T + (B + 1 K2 By )b = 0K yTin.- (3.29)

Por fim, substitui-se, (3.21) em (3.29), levando em consideracao a relacao de velocidades
angulares (3.26),
. . ke .

(i +1gK2J)1 + (B + 1yK2 Byy) by = %(vm — kK, 0). (3.30)
A Equacao (3.30) se relaciona com a Equagao (3.17) do péndulo rotacional, pois ao se
acoplar o brago rotacional no sistema mecanico SRV02, pode-se considerar a relacio ¢,
= ¢. Nesse sentido, o momento de inércia .J, passara a englobar os momentos de inércia
do motor e das engrenagens acopladas. Além disso, o atrito viscoso B, possuird um
termo adicional do atrito entre as engrenagens e a forga contra eletromotriz do motor.
Em relacao ao torque de entrada 7, esse é bem descrito pela relacao obtida em (3.30),

(QUANSER, 2011b). Assim, pode-se reescrever a Equagao (3.17) como

(J.+ J,sin® a +m,L2)¢ + (myl, L, cos )i + (J, sin 2a)pc — (myl, L, sin a)a® =

ngnmktKg / ngnmktkm[(g 5
HolhmfeBy, (g Wt ) )
Ron < TR ¢
(3.31)
onde, J. = (J, + Jsrvor + 1yK;Jm) € B), = (B, + Bsrvoz + 1gK}Bn). A grandeza

Jsryoo denota a soma dos momentos de inércia do eixo do motor, das engrenagens e
do encoder acoplado, bem como Bgry g2 representa os respectivos atritos viscosos entre
as engrenagens, o eixo e o ar. Portanto, as equagoes completas do sistema dindmicos
considerando o sistema SRV02 se tornam (3.16) e (3.31).
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3.2 Linearizacao

A linearizacao sera realizada para os dois pontos de equilibrio do péndulo, isto é, para
a, = 0 e para a; = w. A primeira linearizacao é necessaria para encontrar os parametros do
péndulo através dos métodos de identificacao que serao estudados no Capitulo 4. Em adicao,
o modelo instavel da segunda linearizagao sera utilizado para a sintese de todos os controles

desse projeto.

3.2.1 Linerizacao para o ponto de equilibrio estavel

Deﬁne—se o vetor z como
Y=l a d a ¢ d. (3.32)

A Equacao (3.31) pode ser linearizada em zoz{gbo a0 o o do do} = [O 0000 O},

definindo a fungao f(z) ao se tomar seu lado nao linear.
f(2) = (J.+ J,sin® a +m, L2) ¢+ (myl, Ly cos a)é + (J, sin 2a) ¢ — (myl, L, sin a)é?. (3.33)

Portanto, a funcao f(z) linearizada em torno de zy é obtida através da Equagao (3.33).

i 9f(2) 0f(2) 0f(2) ofz)| . 9f(2)| 5 9f(2)
f(z) = 90 o a0a+ 9 o d0a+ 7 $0¢+ 5

¢+ (3.34)

o

¢+

%0

o

Apés a realizacio das derivadas parciais, obtém-se f (z), bem como a equacao final.

(J. 4+ myL) b + (myl, L) + (B,i + 0 IV (3.35)

ngnmktka92> ¢ _ ngnmktK
Da mesma forma, define-se f(z) a partir da Equacao (3.16),
f(z) = (myl,L, cosa)p + J,& — (=J,sin 2a)¢* + m,l,gsin . 3.36
ptp P 5P ptp

Pela relagao (3.34), obtém-se o modelo final no ponto de equilibrio desejado.

(mply L) + Jpit + (mylyg)a = — By (3.37)

3.2.2 Linerizacdo para o ponto de equilibrio instavel

A linearizagao para o ponto de equilibrio instavel é similar a realizada na subsecao

anterior. Porém, o novo conjunto para a linearizacao é dado por

%=l adada=0x000 0 (3.38)
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As equacoes obtidas sao

) ek K2\ kK
(T4 mpL2)é — (myl, L, )éi + (B; + "”R) 6= ThitZay,, (3.39)

—(mplp L) + Tyt — (mylyg)a = —Bya. (3.40)

Verifica-se que as equagoes obtidas sdo similares as Equagoes (3.35) e (3.37), com diferengas

de sinais em alguns termos.

3.2.3 Obtencao das equacdes de estado

Pode-se verificar que ambos os pares de Equagoes (3.35) e (3.37), e (3.39) e (3.40)

podem ser escritas na forma

D(q)i+ C(q)dq+g(q) =, (3.41)

/
onde, ¢ = {cﬁ a} . Para denotar o conjunto de matrizes do modelo estavel, é utilizado o

indice "est", bem como "ins'para o grupo instavel.

Para as Equagoes (3.35) e (3.37), o conjunto estavel D(q)est; C(q)ests 9(q)est € Test S€

torna

J + mpLz myly Ly 0
D(@)est | 9(@est | Myplp Ly Jp mylpgor 42
o ;| MgNmkikm K Natmke K. (3.42)
C(Q)est Test BT + Tg O gRimng
0 B, 0

Em contrapartida, para as Equacoes (3.39) e (3.40), o conjunto D(q)ins; C(q)inss 9(Q)ins € Tins

o conjunto se torna

J. 4+ m,L? —myly L, 0
D(Q)ms g(Q)ins . _mplpLT JP —mplngé 4
o / ngnmktka2 NgNMmkt K, (3 3)
O(q)ms Tins Br + Tg O ngng
0 B, 0

Assim, pode-se escrever as equagoes do sistema no formato de espago de estado para o vetor
de estados definido em (3.32)

= Ax+ Bu
(3.44)

y= Cx+ Du
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Apés manipulagao algébrica extensiva, obtém-se para o grupo estavel, ao se definir a

entrada u = V,,,, a matriz dindmica do sistema A € a de entrada B,

0 0 1 0
Aest = ’ 1 X ; kik )
0 5 (myplp)*Lrg (B, + %) T myplpLy By,
0 —5mplpg(Jr +myL7) mpl Ly (B, + M) — - By(J +m,L7)
(3.45)
Bl = }tW 00 J, —mlL] (3.46)
para,
Jy = J,(J 4+ myL?) — (myl,L,)2. (3.47)

Aplicando o mesmo raciocinio para o grupo instavel, obtém-se A;,s e Bips,

0 0 1 0
) 0 0 0 1
o L(myl,) Lag I (B, 4 Melammbtkn ) —Lm, LB, |’
0 J%mplpg(Jr +myL7) _Ttmpler(Br + W) JLB (Jr + mpL7)
(3.48)
1 gk K.
B — JtWRmtg 0 0 g, my L] (3.49)

As matrizes C e D sdo iguais para ambos os sistemas, visto que representam a saida medida.

Como os dados obtidos sao as posi¢oes fornecidas por encoders, as matrizes C' e D se tornam

C= {1 00 O], (3.50)
0100
D=0 o (3.51)

Nota-se a semelhanga entre os pares (Aest, Best) € (Ains, Bins), Para os quais ocorrem

somente mudancgas de sinais em determinados termos.

3.3 Comparacao do modelo com a literatura

Conforme explicado na Secao 3.1, diversas deducoes podem ser encontradas na litera-
tura. Essa variedade pode ser explicada por erros de dedugao ou tipogréficos e/ou simplifica-
goes, (CAZZOLATO; PRIME, 2011). Nesta secgao, alguns modelos demonstrados em artigos
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considerados relevantes na literatura sao comparados ao modelo derivado nessa dissertacao.
Para isso, o modelo do sistema pode ser escrito na forma da Equacao (3.41). Assim, para as
Equacoes (3.16) e (3.17), efetua-se o deslocamento angular de a = o/ + 7 de forma a obter o

modelo no ponto de equilibrio instével, para ¢’ = 2’ = {gb o/},

—mpl, L, cos a Jp it

—1Jp sin(2a)¢ B, p
Jr + Jpysin? a +m,L? —myl,L, cosa Jysin(2a)é + B, myl, L, sin ad

0

T

_mplpg sin a] _

0] | (3.52)

Para facilitar a notacdo, o angulo o que denota o ponto de equilibrio instavel serda denotado

somente como « no restante dessa secao.

Deve ser recordado que esse formato é idéntico ao modelo simplificado obtido em
(CAZZOLATO; PRIME, 2011), desconsiderando o torque de perturbagao no péndulo. Nesse
artigo, o modelo completo é derivado por dois métodos diferentes, a saber o método de
Euler-Lagrange e o método iterativo de Newton-Euler, sem a hipdtese de bragos longos para
o péndulo e o brago rotacional. Assim esse modelo se torna mais abrangente e complexo ao

considerar o uso de tensores de momentos de inércia.

3.3.1 O modelo obtido por Furuta

As equagdes originais do modelo original proposto em (FURUTA et al., 1991), conside-
ram na convencao adotada pelo autor, o angulo a variando positivamente no sentido horério.
Assim, tomando em consideracao as diferengas de notagao, as equagoes obtidas através do

método de Euler-Lagrange sao

—myl, L, cos o Jp i i —m, 12 sin ad Jr 4+ mpl? ;
J, + mplg sin®? a +m,L? —myl,L, cosa 2mpl§ sin(2a)d& + B, myl, L, cos ad
_|mplpgsina _ 0 (3.53)
I 0 T

Verificam-se divergéncias no termo da diagonal secundaria de F', onde o momento de inércia
¢ substituido por mplf) no segundo elemento. Além disso, verificam-se outras discrepancias
como a substituicao do termo de atrito viscoso B, na matriz G' por um fator J, + mplg, bem
como o termo multiplicado por um cos(«) em vez de um sin(«). Diferencas similares foram
mencionadas e explicadas em (CAZZOLATO; PRIME, 2011) para outros artigos do autor,

citando ainda outras referéncias de modelos com erros similares.
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3.3.2 O modelo da Quanser

O modelo fornecido pelo fabricante da planta utilizada nesse projeto pode ser encon-
trado em (QUANSER, 2011b). Assume-se que o centro de massa do péndulo ocorre em seu
ponto médio geométrico, ou seja, I, = % O modelo obtido através do método de Euler-
Lagrange pode ser escrito como

—myply L, cos o Ip

B .
| mypl, sin 2ad 4+ B, myl, Ly sin ad

0] | (3.54)

I —1mplz sin 2a.¢) B, 4
Jp + mpl2sin® a + m, L2 —myl, L, cos o

0

T

—mplpg sin oz]

Verifica-se que o modelo fornecido pelo fabricante assume uma forma muito similar ao modelo
obtido na deducao deste capitulo. Variacoes ocorrem entre termos J, e mplg, em termos
similares aos obtidos em (FURUTA et al., 1991). Em adicao, a andlise se torna dificil, pois nao
sao definidos explicitamente os termos de energia cinética e potencial. A explicagdo provavel
para as diferencas nos termos de atrito de inércia é que o modelo da Quanser considera uma
massa pontual na extremidade do péndulo. Porém, essa condi¢cao do modelo nao esta explicita

no texto.

Apesar das diferengas, ao se linearizar esse modelo, obtém-se os mesmos resultados

dos modelos linearizados desse projeto.

3.3.3 O modelo obtido por lwase

Em (IWASE et al., 2006), o modelo apresentado obtido através de Euler-Lagrange é

similar ao obtido nessa dissertagao, ao se desconsiderar os termos de atrito viscoso

—mply L, cos a Ip iy [ % Jpsin 20@ 0 i
Z iy
J.+ Jysin® a +m,L2 —myl,L, cosa | Jpsin(2a)d myl, L, sinad
B myl,g sin o _ 0 (3.55)
0 T .

Nota-se somente a afirmagao incorreta no artigo de que o termo J. deve ser o momento
de inércia calculado a partir do centro de gravidade. Na realidade, a prépria grandeza é
definida como o momento de inércia do braco rotacional considerando o efeito do péndulo,
o que implica que esse deve ser em relagao ao pivo de rotacao. Formato semelhante pode
ser encontrado em (AKESSON; ASTROM, 2001). Porém, nesse artigo, ndo é claro se os
momentos de inércia sdo declarados em relacdo ao pivo ou ao centro de gravidade, onde a
ultima a opgao ¢ a correta, (CAZZOLATO; PRIME, 2011).
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3.4 Conclusao

A importancia da modelagem e de uma aproximacao linear correta é notada pois, nos
proximos capitulos sdo identificados os parametros fisicos que compoe esse modelo. Em posse
dessas informacoes, controladores por realimentacao de estados sdo sintetizados e aplicados
para o ponto de equilibrio instavel. Verificam-se as dificuldades que surgem na identificacao
de sistemas inerentemente instaveis, as quais podem ser contornadas pela propriedade da
inversao de sinais nas matrizes de espaco de estados entre os pontos de equilibrio mostrada
nesse capitulo. Dessa forma, os procedimentos classicos de identificacdo podem ser realizados
nessa planta de maneira satisfatéria. Por fim, o modelo dindmico obtido foi comparado com

diversas variagoes presentes na literatura e, assim, validado para as aplicagoes deste projeto.
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4 |dentificacao dos parametros do sistema me-

canico

A obtencao de modelos que descrevem fenémenos naturais e permitem inferir obser-
vagoes e comportamentos futuros de sistemas constitui um dos objetivos principais da ciéncia
(LJUNG, 1987). A rigor, um modelo é uma descri¢do da relagdo entre sinais de excitagao
aplicados ao sistema, ou seja, suas respectivas entradas, e os resultados dessa excitacao, a
saber, as saidas. Essa descricao, usualmente uma expressao matematica, ¢ obtida através
de um conjunto de medidas de sinais de entrada e saida, bem como de uma estrutura pré-
estabelecida do modelo (LJUNG, 2010). Por fim, métodos estatisticos de ajuste, como o
método dos quadrados minimos, sao utilizados para obter os valores pertinentes da estrutura
do modelo escolhido. A Figura 8, baseada no diagrama da Figura 11 em (LJUNG, 1987),
ilustra as etapas da obtencao mateméatica de modelos.

Conhecimento
a Priori

Projeto do
Experimento

Y

Dados Escolha do Modelo [

Critério de Ajuste |
Escolhido

Y Y
Computo do Modelo
B} . O modelo néo esta bom.
Validagéo do
Modelo Refaga-o!

l O modelo esta bom: utilize-o!

Figura 8 — Fluxograma de identificacao de sistemas. Baseada em (LJUNG, 1987).

Especificamente nesse projeto, o modelo fisico do péndulo de Furuta foi obtido com
sucesso no Capitulo 3. Nesse modelo, parametros como as massas das hastes m, e m,, bem
como os seus respectivos comprimentos L, e L, sao facilmente medidos. Porém, os valores

de parametros como o coeficiente de atrito viscoso B, ou valores de eficiéncia do motor 7,,,



40 Capitulo 4. Identifica¢io dos pardmetros do sistema mecanico

podem variar conforme o ambiente e as condi¢des dos experimentos realizados. Assim, para
assegurar que o modelo obtido por modelagem classica seja uma descricdo convincente da

realidade, esses parametros citados devem ser estimados.

Na Figura 8, o Conhecimento a Priori é o primeiro passo para a identificagdo do
modelo. Esse conhecimento pode variar, da posse da descricao completa ou parcial do mo-
delo dinamico até o total desconhecimento da dinamica interna do sistema. O primeiro caso,
conhecido como Greybox Model, utiliza as equacoes do modelo dindmico para obter os para-
metros dos componentes que constituem o sistema. Em contrapartida, o tltimo caso, chamado
de Blackbox Model, utiliza estruturas genéricas que a rigor nao possuem relagoes diretas com
os parametros das componentes constituintes do sistema. Em ambos os casos, o tipo de
identificacdo é chamada paramétrica, pois visam obter modelos matematicos, tais como fun-
¢oes de transferéncia ou modelos de espaco de estado. Para o aprofundamento em obtenc¢oes
paramétricas do tipo Blackboz, bem como métodos nao-paramétricos, ver (LJUNG, 1987),
(AGUIRRE, 2004).

Portanto, em posse do modelo dindmico obtido no Capitulo 3, um caminho natural
para a identificacdo dos pardmetros citados é o método Greybor. Assim, faz-se necessario
planejar os experimentos para a obtencao de dados para efetivamente realizar a identificacao.
Nesse planejamento, é essencial que a planta seja caracterizada além do modelo dinamico,
com experimentos que visam encontrar nao-linearidades nao previstas para, por fim, escolher

o sinal que excitara o sistema para a identificacao.

4.1 Ensaios para caracterizacao da planta

O modelo obtido no Capitulo 3 oferece diversos insights sobre o comportamento da
planta. A presenca de um polo em zero indica uma caracteristica integradora para o angulo
¢. Além disso, devem ser considerados experimentos que mantenham « em oscilagoes pe-
quenas, na faixa para a qual sina =~ « é satisfeita. Porém, deve ser ressaltado que diversas
caracteristicas nao-lineares que nao estao contidas no modelo obtido, como saturacgoes de en-
trada do motor DC, nao foram consideradas. Os ensaios aqui apresentados visam qualificar
e quantificar comportamentos sobre da planta, de forma a melhor caracteriza-la, bem como

escolher o sinal de excitagao apropriado para a identificacao.

4.1.1 Ensaio de condicdo inicial

Os ensaios de condicao inicial sdo realizados elevando o péndulo até o angulo esco-

lhido dentro da faixa considerada aproximadamente linear. Esses testes permitem estimar
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parametros como a constante de tempo do sistema e o fator de amortecimento para, por
fim, escolher um sinal de excitagdo conveniente para a identificacao. Adicionalmente, efeitos
nao-lineares ndo modelados podem ser verificados. Assim, um experimento foi realizado para

o angulo inicial a; = 5°, cujo resultado é mostrado na Figura 9, através das curvas ¢ e a.

6
0.25f 1
0.2r 1 4 J
0.15f 1
011 1 2 J
0.05 i
= 0 = | I
- 3 ‘ :
-0.05 1 ‘
-0.1 1 _2 J
-0.15 1
-0.2 1 -4 1
-0.25 1
i i i _6 i i i
0 10 20 30 0 10 20 30
t[s] t[s]

Figura 9 — Angulo a [°] e ¢ [°] em funcdo do tempo t [s] para condicao inicial o = 5°.

Verifica-se um fenémeno interessante no comportamento do angulo ¢: sua oscilacao
possui uma excursao pequena quantizada e mais evanescente que o angulo «. Essa caracteris-
tica nao-linear nao é esperada para uma regiao de comportamento aproximadamente linear,
pois ambos os angulos deveriam oscilar conjuntamente até o movimento cessar devido ao
atrito viscoso. Esse comportamento ¢ explicado pela presenca de atrito seco nas engrenagens
acopladas ao brago mecanico, restando somente um residuo de oscilagao computado, seja
pela resolucao do encoder, ou fisicamente definida pela folga dos dentes da engrenagem. Esse
fendmeno se repete até o final prematuro da oscilagao, em aproximadamente 8 segundos, em

contraposicao ao final da oscilagao de a;, em aproximadamente 30 segundos.

Por fim, nota-se que a constante de tempo do sistema, 7, é longa, em torno de 8
segundos. A frequéncia de oscilacdo obtida possui valor em torno de 1.06 Hz, verificado

através da Fast Fourier Transform do dngulo o e mostrado na Figura 10.
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Figura 10 — Fast Fourier Transform de « para condi¢ao inicial o = 5°.

4.1.2 Resposta ao degrau

Verifica-se no modelo linear obtido no capitulo anterior que a planta possui um polo em
zero. Esse integrador a torna instavel para um sinal do tipo degrau, (GEROMEL; KOROGUI,
2011). Essa caracteristica pode ser verificada experimentalmente, pois a tensido de entrada
aplicada ao motor de corrente continua estabelece uma referéncia em velocidade, todavia a
posi¢ao nao é controlada de forma direta. Porém, ainda é possivel efetuar uma caracterizacao
semelhante a resposta obtida ao degrau ao se aplicar um sinal quadrado, o qual possibilite
analisar mais nuances da dindmica do sistema. A frequéncia escolhida do sinal foi 0.313 Hz,
para amplitudes de 0.5 V e 0.6 V.
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e Onda quadrada de amplitude 0.5 V

A Figura 11 mostra as curvas ¢(t) e a(t) para uma onda quadrada de amplitude 0.5 V

na entrada do motor DC, com frequéncia de 0.313 Hz, aplicada a entrada.
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Figura 11 — ¢ [°] e a [°] em funcdo do tempo t [s] para entrada do tipo onda quadrada de
amplitude 0.5 V e frequéncia de 0.313 Hz

Nota-se que, apesar da periodicidade da entrada, existem flutuagoes na amplitude de ¢,
resultantes da construcao do péndulo do fabricante Quanser. Nesse aparato mecanico,
um cabo de encoder que toma medidas do angulo « é ligado a extremidade do braco
rotacional. Essa configuracao mecéanica nao ¢é prevista no modelo, apesar de seu efeito
ser proeminente e relevante, pois esse cabo aplica uma forca de resisténcia no percurso
do péndulo, de forma semelhante a uma forca elastica nao-linear. Esse fendmeno fica
mais evidente para grandes valores de tensao na entrada, pois o cabo impede que o
péndulo efetue o percurso no sentido desejado em ¢, ao aplicar uma forca sempre no
sentido contrario ao movimento. Essa caracteristica é observada ao se aplicar amplitudes
relevantes do sinal de entrada ao sistema, ou igualmente ao se aplicar sinais de entrada

para um longo periodo de tempo.
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e Onda quadrada de amplitude 0.6 'V

A Figura 12 mostra as curvas ¢ e « para uma entrada do tipo onda quadrada de
amplitude 0.6 V e frequéncia 0.313 Hz, com o intuito de comparar a resposta obtida
com a resposta observada na Figura 11. Nota-se que o fendmeno de flutuacao se acentua
em relacao a amplitude de 0.5 V e que praticamente ocorre uma mudanga do ponto de

operacao do angulo ¢.
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Figura 12 — ¢ [°] e a [°] em funcdo do tempo t [s] para entrada do tipo onda quadrada de
amplitude 0.6 V e frequéncia de 0.313 Hz

Pode-se concluir que grandes excursoes do sinal de entrada causarao fendmenos nao
lineares de mudanga no ponto de operacao de ¢ e, como consequéncia, prejudicarao o

processo de identificacao.

4.1.3 Resposta a sendides

O ensaio de resposta a senoides tem por objetivo verificar o comportamento do sistema
para diferentes frequéncias, bem como aplicar variagoes continuas ao sistema e de excursao
de sinal relevante, em contrapartida aos pulsos quadrados aplicados a planta na subsecao
anterior. Para sistemas mecanicos, devido a inércia das massas envolvidas, é esperado um
comportamento atenuador para altas frequéncias, bem como a presenca de uma possivel

frequéncia de ressonancia. Porém, a aplicacao de uma senoide de frequéncia 0.8 Hz e ampli-
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tude de 0.6 V revelou a presenca de zona morta no angulo ¢, conforme ilustrado pela Figura
13.
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Figura 13 — V,,, [V] e ¢ [°] em fungdo do tempo t [s] para entrada do tipo sendide de amplitude
0.6 V e frequéncia de 0.8 Hz

Verifica-se distorgao nos picos de ¢(t) para pequenas amplitudes de tensao de entrada.
Essa faixa pode variar, mas esta em sua maior parte contida entre, aproximadamente, -0.25
Ve 0.25 V, o que caracteriza o fenomeno de zona morta. Existem alguns fatores que originam
esse comportamento e que podem ser enumerados, entre eles, o cabo do encoder descrito na
subsecao anterior e sua caracteristica de forca contraria ao movimento, bem como a propria

incapacidade do motor em vencer a inércia do sistema.

414 Conclusao

Os testes de condigao inicial, resposta ao degrau e resposta a senoide permitem con-
cluir que a planta, além das nao-linearidades evidentes pelas equacoes devido a sua montagem
mecanica, possui efeitos nao-lineares como forte atrito seco, uma zona morta significativa e
saturacao da entrada do motor, além de possiveis dindmicas nao modeladas. Esses fenomenos
reduzem a zona linear do péndulo rotacional, sendo necessario um projeto acurado para a
identificacao e aplicacao de técnicas de controle linear. Por fim, para a zona linear, a frequén-
cia de oscilagao se encontra aproximadamente em 1 Hz, bem como a constante de tempo em

torno de 8 segundos.
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4.2 ldentificacao dos parametros

A etapa de modelagem fisica realizada com sucesso no Capitulo 3, bem como as ca-
racteristicas do sistema obtidas através de testes apresentados nesse capitulo sdo necessarias
para o planejamento do experimento de identificacdo. Nesse interim, o sinal de excitacao uti-
lizado na planta é de fundamental importancia para a satisfatéria identificacdo do modelo.
Assim, as etapas restantes requerem experimentos que apliquem o sinal devidamente proje-
tado, bem como a posterior aplicacao de métodos de identificacao para obter os parametros

fisicos do sistema de forma efetiva.

4.2.1 O método de identificacao Grey-Box

O método de identificagdo paramétrica utilizado nesse projeto é o chamado Grey-
Bozx, conforme explicado na introdugao do presente capitulo. Esse método pode ser utilizado
quando existe um modelo fisico do sistema, (LJUNG, 2000), que é o caso do péndulo rotacio-
nal. Especificamente, o modelo estavel representado pelas equacoes de estado definidas pelas
matrizes (3.45), (3.46), (3.50) e (3.51) foi utilizado.

Em termos computacionais, o Toolboxr do Matlab apresenta diversas opc¢oes para esse
tipo de identificacao. A opcao efetivamente utilizada nesse projeto é a combinacao idgrey e
greyest. O primeiro é um tipo de objeto de identificagdo no formato de equacoes de estado
gerado a partir das equagoes diferenciais do modelo, e possibilita que os pardmetros das par-
tes fisicas que compoem a planta sejam consideradas variaveis. O segundo ¢ a propria funcao
de estimacao, que fornece, além dos parametros estimados, os erros de estimacao corres-
pondentes. Essa func¢ao utiliza diversos métodos iterativos, como o métodos de subespago de

Gauss-Newton, o método de Levenberg-Marquardt, entre outros, para refinar a convergéncia,

(LJUNG, 2000).

4.2.2 Escolha do sinal de excitacao

O sinal escolhido para a identificacdo é do tipo Pseudorandom Binary Sequence -
PRBS. A escolha foi motivada devido as nao-linearidades identificadas no decorrer dos ensaios
de caracterizacdo, como a zona-morta e o atrito seco, que deformam as senoides injetadas
na entrada. Essas caracteristicas impossibilitaram bons resultados de identificacao de sinais
do tipo soma de senoides, ou mesmo do tipo aleatério, pois os niveis de tensdo produzidos
podem ser gerados dentro da zona morta para ambos os sinais, fato que impossibilita uma
identificagdo linear satisfatoria. Em contrapartida, o PRBS é um sinal de facil geragao e
espectro ajustavel e que permite a minimizagao dos efeitos de atrito seco e zona morta para

essa planta, pois aplica niveis fixos de tensao na faixa desejada.
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4.2.3 O sinal PRBS

O PRBS ¢é um sinal peridédico que apresenta duas amplitudes fixas +Vprpg, obtido
através de flip-flops em série realimentados por uma porta XOR. As entradas da porta XOR
sao tomadas de saidas conhecidas dos flip-flops, chamados taps, que permitem a maior sequén-
cia aleatéria possivel (WARD; MOLTENO, 2012). A quantidade n desses elementos e o clock
do sistema determinam o periodo para o qual o sinal exibe uma caracteristica aleatoria,
(AGUIRRE, 2004). A Figura 14 ilustra um gerador PRBS de quatro bits.

/K/
\4\
——D " Q D Q D* Q D* a Sinal
PRBS
—> P> > >4
ar @ Q| | | e Q ax @

Clock

Figura 14 — Gerador PRBS de quatro bits. Retirado de (FAIRWEATHER et al., 2011).

i a a inal sa uénci 0 tk, O U n
Assim, os parametros de geracao do sinal sao a frequéncia do clock, Ty, o nimero

de flip-flops, e a amplitude de saida, Vprps. Esses permitem obter as caracteristicas do sinal
gerado. Além disso, como alternativa a estrutura mostrada na Figura 14, esse sinal pode ser

gerado através de rotinas numéricas no Matlab, como a funcao idinput.

e Periodo do sinal PRBS

O sinal PRBS é uma sequéncia que passa a se repetir apés N termos, obtido por,
N =2"—1. (4.1)
Assim, o periodo do sinal é dado por,

Tprps = NTc. (4.2)

Uma heuristica comumente utilizada que normalmente fornece resultados satisfatérios
é, (AGUIRRE, 2004),

T T

— <Tuk < =, 4.3

10 == 3 (43)
para periodos do PRBS, Tpgrps, que sejam préximos da constante de tempo de interesse

do sistema, ou seja, Tprps ~ T.
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e Propriedades frequenciais do sinal

O espectro de um sinal PRBS é descrito por um conjunto de frequéncias discretas com
suas respectivas amplitudes moduladas pela fungao sinc(z), (FAIRWEATHER et al.,
2011). Sua magnitude atinge pela primeira vez o zero na frequéncia do clock, fui. A

Figura 15 mostra o espectro caracteristico de um sinal PRBS.
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Figura 15 — Espectro caracteristico de um sinal PRBS. Retirado de (FAIRWEATHER et al.,
2011)

A frequéncia de corte, usando o critério da queda de 3 dB, acontece em % fene- Além
disso, o espectro é limitado em faixa, de frequéncia minima % feo. Nesse contexto, se
estabelece outra heuristica que fornece bons resultados, (FAIRWEATHER et al., 2011),

fclk ~ 2-5fmax- (44)

Além disso, a duragao do sinal estd intimamente ligado a largura da banda da identifi-
cagao, como pode ser notado na Figura 15,
1 1 1 1
B=(=-——|F %2.5(———) max - 4.5
(5-7)fa~25(5-7)7 (45)
Assim, a escolha da quantidade de bits n é arbitrada pelo tamanho da banda da iden-
tificagao, onde a escolha ocorre para a necessidade do sistema. Para maiores valores

de n, a banda em (4.5) aumentara, porém o tempo do experimento seguird a mesma

tendéncia.
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e Dimensionamento do sinal

Para a heuristica temporal proposta em (AGUIRRE, 2004), os intervalos minimo e ma-
ximo para o Ty do PRBS sao, respectivamente, Tinin cx = 0.8 s € Thyaxax = 2.7 s. Para
valores que se aproximam do intervalo maximo, mesmo para amplitudes pequenas de
Vpras (levando em consideragao a zona morta da entrada sua assimetria para pequenas
tensoes), a excursao do dngulo ¢ se torna grande, tornando o efeito de deslocamento
do ponto de equilibrio mostrado na Figura 12. Para valores que atingem o limitante
inferior proposto, o valor minimo do niimero de bits é n = 4, o que ainda acarreta o
deslocamento da condigao inicial de ¢, devido aos grandes intervalos de tempo para
os quais a tensao de entrada é aplicada, bem como a longa duracao do teste. Todos
os testes utilizando essa heuristica para esse sistema em conjunto com a forma fixa do

espago de estados do método Greybor nao tiveram resultados satisfatérios.

Por outro lado, para a heuristica proposta em (FAIRWEATHER et al., 2011), estabeleceu-
se um bom compromisso entre a amplitude de entrada e o seu tempo de aplicacao. A
frequéncia natural de oscilagdo do sistema foi medida como, aproximadamente, 1.06
Hz. Assim, a frequéncia do clock foi tomada como, fq = 2.65 Hz, o que corresponde ao
periodo aproximado de T ~ 0.38 s. Tendo em vista que grandes duragoes dos testes re-
alizados para a primeira heuristica produziram resultados insatisfatérios, decidiu-se por
efetuar testes variando pequenos valores de n empiricamente. Foram realizados diversos
experimentos para 3 < n < 5. Em termos da duracao da identificacao, verificou-se que

os melhores resultados ocorreram para n pequenos, devido a baixa excursao do angulo

o.

4.2.4 Resultados

O sinal PRBS foi gerado para 3 < n < 5, Ty, = 0.38 s e amplitude Vpgrps = 0.6
V. As variaveis a serem identificadas sao J,, J;, B,, B, e a relacdo das eficiéncias da caixa
de engrenagens, do motor e a resisténcia do motor R,,, por constituirem pardmetros que
possuem maior dependéncia com as condi¢des do ambiente. O restante dos parametros, como
as massas e os comprimentos das hastes foram tomadas de (QUANSER, 2011a), bem como
as relagoes das engrenagens em (QUANSER, 2011c). Os melhores resultados em termos de
porcentagem de ajuste das curvas ¢ e « foram obtidos para n = 3, do qual faz parte o
conjunto escolhido, mostrado na Figura 16. As curvas pontilhadas representam as medidas
reais, ao passo que as curvas cheias representam a saida do modelo. A porcentam de ajuste

(fit) para ¢ e « foram, respectivamente, 91.4 % e 92.43 %.
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25 10
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Figura 16 — Identificagdo das saidas ¢ e a em fun¢do do tempo para entrada do tipo PRBS,
n = 3, Tclk =0.38 s

Os resultados proporcionados pelo método GreyBox pela estimacao mostrada na Fi-
gura 16 sao mostrados na Tabela 1 para todos os parametros estimados, bem como os res-

pectivos desvios.

Tabela 1 — Parametros identificados do péndulo de Furuta da Quanser e desvios padrao as-

sociados.
Parametro | Valor Desvio Padrao | Unidade
Jp 4.44e-03 | 2e-05 kg.m?
J! 3.7e-03 | 4e-04 kg.m?
B, 2e-04 le-04 N.m/(rad/s)
B! 4.8e-02 | 4e-03 N.m/(rad/s)
% 1.9e-01 | 1e-02 Ot

Para comparacao, os valores dos parametros teéricos ou fornecidos pelo fabricante
Quanser sao mostrados na Tabela 2, em conjunto com os valores estimados e os erros rela-
tivos aos valores tedricos ou fornecidos. Verifica-se que as maiores porcentagens de erro sao
provenientes de comparacoes com valores praticos obtidos pelo fabricante, a saber os valores

de atrito viscoso, ou com valores de que dependem de eficiéncia.
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Tabela 2 — Comparagao entre os valores identificados e os valores tedricos/tabelados dos pa-

rametros.

Parametro | Valor Experimental | Valor Teérico | Erro (*) [%]
Ip 4.4e-03 4.3e-03 3.0

J! 3.7e-03 3.8e-03 3.0

B, 2.0e-04 2.4e-03 92.0

B 4.8e-02 1.7e-02 176.0

% 1.9e-01 2.4e-01 21.0

(*) Em relacao ao valor tedrico ou fornecido pelo fabricante.

Esse fenomeno ocorre devido a sensibilidade da planta frente a sua montagem em

bancada, bem como o a posi¢ao do cabo do encoder citado anteriormente e a situacao de

carga da planta durante o ensaio. Em suma, esses parametros dependem do ambiente o qual

estd inserido o péndulo. Finalmente, para os momentos de inércia, o erro estd em uma faixa

adequada e, como esperado, nao devem possuir uma grande variacdo no experimento. Esses

resultados mostram a importancia da identificacdo de parametros in loco em detrimento ao

uso de valores tabelados, pois as diferengas percentuais foram grandes, em até aproximada-

mente 170 % em relacao ao valor fornecido.
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4.2.5 Validacao

Para a validacao, outros sinais PRBS de mesmos parametros, porém de condigoes
iniciais distintas, sao gerados e aplicados ao sistema. A comparacao entre as saidas expe-
rimentais (linhas pontilhadas) e o modelo (linhas continuas) é mostrada na Figura 17. A
porcentagem de ajuste (fit) para ¢ e « sdo, respectivamente, 90.5 % e 91.8%. Verifica-se que
a performance do modelo em comparacao ao sistema, para as condigoes escolhidas, é satisfa-
toria: apesar das porcentagens de ajuste das saidas diminuirem para uma entrada diferente
da utilizada para a identificacdo, esses valores ainda mantém-se acima de 90 % para os dois

angulos.

15 15 -

1 : : 2 :
% 1 2 % 1 2

t[s] t[s]

Figura 17 — Curvas de Validacao das saidas experimentais e do modelo identificado ¢ e av em

funcao do tempo para entrada do tipo PRBS, n = 3, T, = 0.38 s.

Outros métodos possiveis de validagdo de um modelo sdo baseados na anélise do
comportamento dos residuos das saidas de um sistema. Esses residuos sao obtidos ao se
computar as diferencas entre os valores medidos e os valores de um modelo estimado para
uma mesma entrada aplicada. Nesse contexto, podem ser citados dois testes: o whiteness test
criteria e o independence test criteria. O primeiro é obtido pela fungao de autocorrelacao dos
residuos dos sinais de saida, no caso, para os angulos « e ¢. A interpretagdo é que os erros de
estimacao do modelo sejam causados por ruidos brancos, e assim o valor da autocorrelagao

deve possuir as caracteristicas desse tipo de ruido. O segundo verifica se o residuos das saidas
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do modelo sao satisfatoriamente descritas pela entrada aplicada: um modelo considerado
satisfatorio possui seus residuos nao correlacionados com entradas passadas, (LJUNG, 2000).
Dessa forma, a autocorrelacao entre os residuos das respectivas saidas, bem como a correlacao

dos residuos e a entrada sao mostradas nas Figuras 18 e 19.

Autocorrelagéo dos residuos para a saida ¢
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Figura 18 — Autocorrelagao dos residuos da saida y; (¢) e y2 () em fungao do lag. A faixa
de confianca é de 99 %.

Correlagéo entre a entrada e os residuos da saida ¢
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Figura 19 — Correlacao entre a entrada u;(V,,) e os residuos da saida y; (¢) e y2 (@) em

funcao do lag. A faixa de confianga é de 99 %.
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Verifica-se que, para os intervalos de confianca estabelecidos, o modelo satisfaz o
critério da autocorrelagao dos residuos, bem como o da correlagao entre as saidas e a entrada,

o que valida o modelo obtido.

Assim, as matrizes do modelo final podem ser apresentadas. Para o vetor de estados
. /!
definido conforme o Capitulo 3 como 2’ = {gb a ¢ d} , @ matriz dinamica do sistema e a

de entrada definidas pelas Equagoes (3.45) e (3.46), se tornam,

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
{ Aest Best } = (46)
0 34.16 —18.62 0.035 18.31
0 —76.74 17.96 —0.079 | —17.65

Além disso, pode-se escrever os desvios padrao associados com os elementos das matrizes,
obtidos através da identificagdo. Assim, para um sistema incerto na forma Aes + AAeg €
Bt = ABe, obtém-se,

00 0 0 |0
00 0 0 |0

| Adu . (4.7)

0

ABes =
t} 2.37 090 0.021 |0.80

2.31 0.87 0.046 | 0.77

Finalmente, as matrizes do sistema instavel efetivamente utilizadas nos projetos dos contro-
ladores em rede devem ser calculadas. Como mostrado no Capitulo 3, a mudanca é realizada
somente pela troca de sinais em termos especificos. Assim, as matrizes sistema instavel des-

crito pelas Equagoes (3.48) e (3.49) sdo,

0 0 1 0 0

|: Ains Bins :| = 0 0 0 . 0 (48)
0 3416 —-18.62 —-0.035 18.31
0 76.74 —1796 -0.079 17.65

4.3 Conclusao

A identificacao dos pardmetros do sistemas fisicos através do modelo obtido no Capi-
tulo 2 foi realizada de forma satisfatéria. Nesse contexto, ressalta-se que, apesar das heuristi-
cas descritas em (AGUIRRE, 2004) nao fornecerem boas estimativas devido as caracteristicas
da planta, utilizou-se outra heuristica frequencial de (FAIRWEATHER et al., 2011) que per-
mitiu uma boa estimativa dos parametros. Destaca-se que as validagoes apresentadas nesse
capitulo constituem a primeira fase de teste do modelo identificado, pois esse precisa possuir

o comportamento esperado nos experimentos de controle projetados para o proximo capitulo.
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5 Controle de Sistemas Lineares com Saltos

Markovianos

O controle através de redes de comunicacao esta sujeito aos fendémenos inerentes a
um canal imperfeito. Dentre esses fendmenos podem ser citados a limitacao da largura de
banda devido a amostragem, perdas de pacote na transmissao, atrasos, entre outros. Especi-
ficamente nesse projeto, é abordado o fenémeno de perdas de pacote, modelados através de
MJLS. A modelagem de perda de pacotes através de redes de comunicagao utilizando cadeias
de Markov discretas ¢é intuitiva e bem fundamentada na literatura, (TRANTER et al., 2003).
Na area de telecomunicagoes, os canais markovianos sao conhecidos por otimizar os tempos
computacionais de simulacao em detrimento da abordagem fisica deterministica, que utiliza
formas de onda, interferéncias, ruidos de quantizacao, entre outros parametros de transmis-
soes reais, ver (TRANTER et al., 2003). Em posse dos modelos de rede que sao analisados
nesse capitulo, sintetizam-se controladores por realimentacao de estado que otimizam as nor-
mas Ho, e Hs do sistema markoviano em estudo, bem como seus equivalentes classicos. Desta
forma, o objetivo desse capitulo é aplicar controladores markovianos e classicos a ambientes

simulados de perda de pacotes, no intuito de comparar seus respectivos desempenhos.

5.1 Canais markovianos

Os modelos de canal utilizados nesse projeto sao processos markovianos discretos. As-
sim, as perdas de pacote sdo varidveis aleatorias, (HESPANHA et al., 2007), caracterizadas
pela sua distribuigao inicial p; := Prob(6y = i € K), sua matriz de probabilidade de transi-
cao associada P, (LEON-GARCIA, 2008) e sua representacao grafica por grafos markovianos.
Especificamente nesse projeto sao utilizados os modelos mais conhecidos: Gilbert-Elliot, Frit-
chman e McCullough. Os pardmetros das redes obtidos através de modelagens equivalentes
de um canal Raylegh plano, com modulagdo BPSK (Binary Phase-Shift Keying) foram reti-
rados de (MARCONDES, 2005). Dentre os valores de sinal-ruido utilizados nesse trabalho,
foi escolhido o menor deles, pois as perdas de pacote devem ser perceptiveis no decorrer das

simulagoes e experimentos.

5.1.1 O canal de Gilbert-Elliot

O modelo de Gilbert-Elliot é um aprimoramento do modelo de Gilbert proposto em

(GILBERT, 1960), cujo objetivo foi apresentar um modelo estocéstico mais realistico para
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perdas de pacote em rajadas. O modelo de Gilbert original consiste de uma cadeia de Markov
de dois estados simples: um estado BOM e um estado RUIM. As perdas de pacote ocorrem
somente no estado RUIM, com uma probabilidade de perda associada. O modelo de Gilbert-
Elliot, proposto em (ELLIOTT, 1963) como uma generalizacao do primeiro modelo, adiciona
uma probabilidade de perda de pacote também ao estado BOM. A Figura 20 mostra o grafo
para uma rede de Gilbert-Elliot.

1-pca

Transmissdo Transmissao
sem Falha com Falha

Figura 20 — O diagrama do canal de Gilbert-Elliot. Adaptado de (GONCALVES et al., 2010).

A probabilidade de permanecer no estado BOM dado que o estado atual é BOM € pgg.
De forma similar, a probabilidade de permanecer no estado RUIM dado que o estado atual é
RUIM ¢ pgg. A probabilidade de erro no estado BOM ¢é p.¢ e no estado RUIM, p.p. Pode-
se perceber que existem estados implicitos além dos estados BOM e RUIM, pois esses sao
insuficientes para descrever o sistema completo. Esse tipo de cadeia de Markov, onde ocorre
a presenga de estados implicitos, é chamada de cadeia de Markov oculta, ver (TRANTER
et al., 2003). Os estados adicionais podem ser calculados ao se combinar as probabilidades
de transicao e as probabilidades de perda de pacotes, o que permite a obtencao da matriz

de transicao P. Nesse projeto, utiliza-se a seguinte convenc¢ao para modelar todos os modos

possiveis,
PGGPeG paa(l — pec) (1 = pag)pes (1 —paa)(l — pes)
Prp — PGGPeG paa(l — pec) (1 = pag)pes (1 —paa)(l — pes) G
(1 =pBB)Pec (1 —pBB)(1 = Pet) PBBDeB (1l — DeB)
(1 =pBB)pec (1 —pBB)(L — Pecz) PBBPeB peB(1 — peB)

onde a primeira linha representa o modo BOM com falha na transmissao, a segunda linha
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representa o modo BOM sem falha, a terceira é o modo RUIM com falha e a tltima linha, o
modo RUIM sem falha.

Os parametros retirados de (MARCONDES, 2005), para o sinal-ruido de 1 dB sao
Pec = 0.04, pep = 0.29, pae = 0.87 e pgp = 0.75. A matriz de transicao Pgg resultante é,

0.0348 0.8352 0.0377 0.0923
0.0348 0.8352 0.0377 0.0923

Pop = . (5.2)
0.0100 0.2400 0.2175 0.5325

0.0100 0.2400 0.2175 0.5325

Os modos para o modelo de Gilbert-Elliot associados com sucesso ou falha no envio
de pacotes podem ser agrupado em dois clusters, Usqr ¢ Uy gp, respectivamente. Esses
assumem os valores, U op = {2,4} e Uy gp = {1, 3}. Além disso, o célculo do custo H, utiliza
explicitamente a distribui¢ao de probabilidade inicial y;, como apresentado na Defini¢ao 2.13.
Essa distribuigao é arbitraria, sendo utilizada nesse projeto a distribuicao estacionaria da
cadeia de Markov 7, a qual é obtida quando a rede esta em regime, uma hipdtese experimental
razoavel, (GONCALVES et al., 2010). Assim, para a matriz de probabilidade de transigao,

PqE, a distribuicao inicial da rede é tomada como,

p=m=1[0.0263 0.6316 0.0992 0.2429). (53)

5.1.2 O canal de Fritchman

O canal de Fritchman, introduzido em (FRITCHMAN, 1967), é uma alternativa ao
canal de Gilbert-Elliot para fornecer um modelo flexivel e matematicamente tratavel. Esse
canal é composto de varios modos, cuja quantidade depende da necessidade da rede a ser
modelada, e os quais podem ser agrupados em dois clusters, U; and Us. Os modos que estao
contidos no cluster U; possuem probabilidade de erro nula, ao passo que os modos contidos
em U, possuem a certeza do erro. Assim, U; pode ser interpretado como um cluster BOM,

bem como Uy, o cluster RUIM. A Figura 21 mostra o diagrama de transi¢ao para um canal

Ul UQ

de Fritchman.

Figura 21 — O diagrama do canal de Fritchman. Retirado de (GONCALVES et al., 2010).
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Nesse projeto, um modelo de Fritchman simplificado ¢é utilizado, onde U; é composto
por trés modos e Uy, por somente um modo. A matriz de transicao de probabilidade, Pg,
para o sinal-ruido de 1 dB e probabilidade de ocorréncia de um erro sequencial (gap) GL,
(MARCONDES, 2005), é,

0.8250 0 0 0.1750
0 09300 0  0.0700

Pp = . (5.4)
0 0 0.9300 0.0700

0.6450 0.1700 0.0750 0.1100

Os modos para o modelo de Fritchman Simplificado associados a sucesso ou falha
no envio de pacote sao naturalmente agrupados em dois clusters, Uy e Uy, respectivamente.
Esses assumem os valores, Us p = {1,2,3} e Uy p = {4}. Além disso, da mesma forma que
foi computada para Gilbert-FElliot, a distribuicao inicial de probabilidade é tomada como a

distribuicao estacionaria definida por,

po=m= 04503 0.2067 0.1309 0.1222]. (5.5)

5.1.3 O canal de McCullough

O canal de McCullough, também chamado de canal binario regenerativo, foi introdu-
zido por Richard McCullough em (MCCULLOUGH, 1968). A Figura 22 mostra o diagrama

de transicao para um canal de McCullough simplificado de dois estados.

Falha N Q12 Q211 Falha

Qll Q22

P22

Sucesso . H»1] Sucesso

Figura 22 — O diagrama do canal de McCullough. Adaptado de (GONCALVES et al., 2010).
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A principal caracteristica do canal de McCullough reside em sua flexibilidade: o nu-
mero de modos, seja BOM ou RUIM, pode ser definido conforme a necessidade. O modelo
geral é completamente caracterizado pela probabilidade de erro no i-ésimo estado, p;, as pro-
babilidades de transicao apds a ocorréncia de um erro, g;;, € ap6és uma transmissao correta,
pi;- Especificamente, as transicoes entre modos sao permitidas somente apds a ocorréncia de
um erro, estabelecendo-se assim as relacoes p;; = 0, para i # j, e p; = 1. Além disso, o canal
de McCullough pode ser visto como uma generalizagdo do canal de Gilbert-Elliot, pois ao se

fixar dois modos e p;; = ¢;j, o canal de Gilbert-Elliot é recuperado.

Os parametros utilizados nesse projeto para o canal de McCullough foram retirados
de (MARCONDES, 2005), para sinal-ruido de 1 dB. Além disso, o canal utilizado possui trés

modos, resultando na matriz de probabilidade de transicao entre estados apés um erro @),

0.20 0.70 0.10
0.25 0.20 0.55
0.25 0.20 0.55

Q= (5.6)

Nota-se que a matriz de probabilidade de transicao apds uma transmissao correta P
corresponde a matriz identidade. Além disso, as probabilidade de erro no i-ésimo estado sao,
= [0.40 0.05 0.25|. A distribuicdo dos modos ocultos resultante é,

qupr @22 qi3ps qu(l —p1) q2(l —p2) q3(1 — ps)
@11 q2p2 q23p3 G (1l —p1) Gaa(l —p2) qos(1 — p3)
P, — gapr qz2p2 q33pz qa(l —p1) gs2(1—p2) gs3(1 —ps) ’ (5.7)
D1 0 0 (1—p1) 0 0
0 D2 0 0 (1 —po) 0
0 0 P3 0 0 (1—ps) |

onde o primeiro modo corresponde ao estado 1 com erro, o segundo modo representa o estado
2 com erro e o terceiro modo, o estado 3 com erro. Nessa mesma sequéncia, os modos quatro,
cinco e seis correspondem aos estados 1, 2 e 3 com sucesso na transmissao. Dessa forma, a

matriz de transicao Py, resultante é,

0.0800
0.1000
0.1000
0.4000

0
0

Py =

0.0350

0.0100

0.0100
0

0.0500
0

0.0250 0.1200
0.1375 0.1500
0.1375 0.1500
0 0.6000
0 0
0.2500 0

0.6650

0.1900

0.1900
0

0.9500
0

0.0750]
0.4125
0.4125
0
0
0.7500]

(5.8)

Os modos do modelo de McCullough associados a sucesso ou falha no envio de pacotes

podem ser agrupados em dois clusters, Us e Uy, respectivamente. Esses assumem os valores,
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Usamr = {4,5,6} e Uspr = {1,2,3}. A distribuigao inicial para o canal de McCullough é

tomada como,

po=m=[0.0272 0.0365 0.0506 0.0408 0.6930 0.1519]. (5.9)

5.2 O controle por realimentacdo de estados

O controle por realimentacao de estados amostrado é uma classe de controle realizado
a partir dos estados medidos do sistema e de um ganho de realimentacao K, através da lei

de controle,
u(k) = Kx(k), (5.10)

onde u é a entrada de controle do sistema, K é o ganho de realimentacao e x é o vetor de

estados do sistema.

Especificamente para o controle por realimentacao de estados de um MJLS existe,
para cada modo 6, = 7, ¢+ € K, um ganho Kj;. Esse conjunto de ganhos pode ser obtido de
forma a respeitar um critério pré-estabelecido, tal qual estabilidade, ou mesmo as normas do

sistema realimentado. A lei de controle para MJLS é representado pela Equacao (5.11),
u(k) = K(0)x(k), (5.11)

onde o argumento 6, representa o modo markoviano. Assim, o problema consiste em encontrar
o conjunto de ganhos de realimentagao de estado K; € R?*", ¢ € K, que estabilize e minimize

um critério de desempenho escolhido
. 2
min {| Pl (5.12)

onde 8 = {2,00} e F,, o sistema markoviano em (2.11) realimentado por (5.11),

r { z(k+1) = (A(Ok) + B(0k) K (0k))x (k) + J(O))w(k) (5.13)

z(k) = (C.(0r) + D.(0r) K (0k))x(k) + E.(0k)w(k).

Nesse contexto, devem ser analisadas algumas premissas de cunho pratico para o

projeto de controladores por realimentacao de estados neste trabalho:

e Disponibilidade parcial do modo da cadeia

Nota-se que os valores dos ganhos do controle MJLS por realimentacao de estados,
K(0y), dependem explicitamente do modo 6 no instante k da respectiva cadeia de
Markov associada. Essa caracteristica desse tipo de controlador obviamente requer que

esses modos estejam disponiveis de alguma forma para o controlador. Tomando em
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consideracao essa limitagao, sintetizam-se nesse projeto controladores em funcao de
agrupamentos de modos, chamados de clusters. Esses agrupamentos visam unir os mo-
dos de uma cadeia com caracteristicas semelhantes, tais como os estados para os quais
ocorre falha ou sucesso no envio de pacotes. Esse procedimento é realizado, uma vez
que, em uma rede real, os modos sao abstragoes do modelo e podem nao ser facil-
mente estimados durante a aplicagdo do controle. Assim, em termos de controladores
por realimentagao de estados, fixam-se os ganhos para os modos de um mesmo cluster,
dado que nao é possivel distinguir o estado atual da cadeia dentro do agrupamento.
O problema de realimentacao de estado Hs com agrupamentos dos modos pode ser
estudado com detalhe em (VAL et al., 2002), bem como o problema H., pode ser visto
em (GONCALVES et al., 2012).

e Disponibilidade parcial dos estados medidos

Para todas as sinteses de controladores por realimentacao de estado nesse projeto,
fez-se necessario utilizar um observador de Luenberger mostrado na Equagao (2.78),
pois as unicas medidas disponiveis para o sistema sdo medidas de posicao fornecidas
por encoders. Uma alternativa ao uso do observador de Luenberger em conjunto com
controladores de realimentacao de estado ¢ a sintese de controladores dinamicos marko-
vianos de saida, por exemplo, em (GEROMEL et al., 2009). Porém, a formulagao desse
problema requer que os modos markovianos estejam disponiveis em uma rede, o que em
um ambiente real muitas vezes nao é facilmente realizavel. Tomando em consideragao
essa limitagao, optou-se pela estimacao dos estados através de um observador classico
implementado na planta, onde os polos do observador sao alocados duas vezes mais

rapidos que o polo de menor parte real do sistema.

e Medida do sinal de controle para o computo dos custos

Uma discussao importante em relacao a modelagem de falhas em MJLS ¢é a obtencao dos
valores simulados e experimentais do sinal de controle para o computo das respectivas
normas. Em uma rede real, a falha ocorrerd em algum ponto indeterminado do canal
e pode ser modelada por uma chave nos ambientes de simulacdo e experimental. A
Figura 23 mostra esse dispositivo utilizado em Simulink, onde a falha é modelada por
uma chave condicionada a uma cadeia de Markov. O ponto a representa a saida do
controlador, o ponto b pode ser interpretado como a entrada do sistema e o ponto c,
o sinal proveniente da cadeia de Markov associada que produz a falha. Nesse contexto,
podem ser consideradas duas possibilidades de medida do sinal de controle u para o

calculo dos custos Hs € Hoo: 0 sinal de controle u, anterior a falha e o sinal u;, posterior
a falha.
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Figura 23 — Bloco das simulacoes e experimentos que implementam a perda de pacote.

Neste projeto, para controladores MJLS, ambos os sinais acabam se tornando equivalen-
tes: ganhos MJLS associados aos modos para os quais ocorrem falhas se anulam, como
sera verificado no decorrer desse capitulo. Esse comportamento advém da otimizagao
dos custos, visto que os ganhos dessa classe se adaptam a falha de forma a minimizar
esses valores. Porém, para controladores classicos nao adaptativos, existird uma dife-
renca de valores desses indices de desempenho ao se utilizar u, ou u,. As interpretagoes

para o uso dos dois custos podem considerar:

— Para u,, o sinal gerado pelo controlador ao ser computado considera esforgos de
controle que nao sao aplicados a planta, mas sao gerados invariavelmente. Nesse
ponto, verifica-se que os controladores MJLS sao 6timos no sentido de minimizar o
custo ao evitar aplicar esforcos de controle em vao, o que o distingue do controlador
classico. Assim, considera-se que o controlador realizara o esforco de controle,

porém o sistema composto pela planta e a rede nao reagira.

— Para wuy, o sinal gerado pelo controlador é desconsiderado, pois a medida ocorrera
apos a falha. Nesse contexto, verifica-se que esse sinal é efetivamente aplicado
a planta, sem considerar a rede como uma parte desse sistema. Nesse ponto, é
esperado que os controladores MJLS possuam performance superior, porém os
custos obtidos por controladores classicos se aproximariam dos resultados obtidos

pelo primeiro.

As diferencas entre os custos que surgem em decorréncia de uma falha em um canal
constituem um aspecto interessante e inerente ao Controle Através da Rede. Nesse
ambito, dados custos Hy e/ou H representados de forma genérica por p e obtidos

por controladores classicos que sejam funcao dos pontos a ou b, bem como custos
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obtidos por controladores markovianos representados pelo indice m, espera-se que o

comportamento desses valores sigam as desigualdades

Pa > Po > P (5.14)

Nesse projeto, para modelar falhas de transmissao de pacotes utilizando MJLS, fixam-
se as matrizes de entrada do sistema em B; = 0, para ¢ € Uy, onde Uy C K ¢é o
cluster dos modos sujeitos a falhas. Nota-se que uma falha de controle em algum ponto
nao especificado do canal é representado efetivamente por uma falha nos atuadores do
sistema, pois o conjunto By, corresponde as matrizes de entrada do sistema markovi-
ano. Portanto, para que a comparacao possa ser efetivamente realizada entre o sistema
classico e o sistema markoviano, considerou-se nesse trabalho que a falha no sistema
classico ocorre nos atuadores: o esforco de controle é efetivamente aplicado ao sistema,
porém, em casos de erro o atuador nao responde ao estimulo. Nesse sentido, pode-se
considerar que uma das diferencas entre os controladores em (5.10) e (5.11) é que o
primeiro nao possui mecanismo de percep¢ao, aplicando o sinal de controle mesmo sem
necessidade, e assim ocasionando um aumento no indice de desempenho. Em contra-
partida, o segundo caso possui um mecanismo de configuracao que permite ajustar o

sinal de controle e minimizar o mesmo indice.

Apesar da escolha realizada nesse trabalho consistir do computo do custo anterior a
falha, o custo calculado posterior a esse comportamento é de facil obtencao e pode ser
verificado através de simulagao utilizando os dados fornecidos no decorrer do texto.
Além disso, sao mostradas formas de obtencao do custo anterior e posterior a falha no
Anexo E.

5.3 Controle H, de realimentacao de estados para sistemas lineares

com saltos markovianos

O controle Hy para MJLS consiste na sintese de controladores mostrados (5.11) de
forma a obter esse custo 6timo para o sistema em malha em (5.13). Assim, o problema pode
ser definido como

min | 7,3 (5.15)
Assim, o Teorema 5.1 permite sintetizar controladores Hs por realimentacao de estado para

MJLS considerando a disponibilidade total dos modos.

Teorema 5.1 Ezxistem controladores por realimentacao de estados na forma (5.11) que sa-

tisfazem a restrigio de norma do sistema realimentado || F,,||3 < v para um dado v € R e
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pi = Prob(6y = i € K), se e somente se existem W; € ST, X; € S, Z;; € S, H; € R™™,
G; € R™™ e Y; € R*™, tal que

N
inf > pitr(W;) < 7, (5.16)
i=1
W; ° °
J; H;+ Hz, — Zpi o >0, (517)
E,; 0 1
Gl‘ + G; - Xz L4 L]
C.iGi + DY, 0 I
Lii
*1>0 (5.19)
H; X;

para 1,7 € K. Se essas condicoes sao satisfeitas, os controladores sdo obtidos por K; =
Y;G;' € RY*™ para todo i € K.

Prova: Para a necessidade, assuma que as desigualdades do problema definido em
(2.55) do Capitulo 2 sdo satisfeitas, para as matrizes do sistema A; e C; substituidas pelas
matrizes em malha fechada A; + B;K; e C; + D, K;. Defina X, := Pi_1 and Y; = K;Gj;, e
multiplique a desigualdade (2.53) pela direita por diag|I, Ppgl, I] e pela esquerda pela sua
transposta, bem como a desigualdade (2.54) pela direita por diag[G’, Pp’il, I] e pela esquerda

pela sua transposta. O resultado é

Wi b L G;XZIGZ ® ®
Ji Xqi o > 07 141Gz + Bzm qu' ol >0.
E 0 I GG+ DY, 0 I

Defina H;, = Xy e Z;; = Xinj_qui + el, para € > 0. Ao se aplicar o complemento

de Schur para € — 0 origina a terceira condigdo do Teorema (5.1), bem como,
Hz‘i‘Hl,—Zpl :qu‘—EI,

N
onde Z,; = Y pi;Z;j. Por fim, toma-se € — 0 e G; = X, e assim todas as demais desigual-
j=1

dades do Teorema siao obtidas.

Para a suficiéncia, assuma que as desigualdades do Teorema (5.1) sao satisfeitas. A

desigualdade (5.19) origina Z;; > H/X; 'H;. Pode-se multiplicar essa desigualdade por p;; e
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a somar para todo j € K, o que resultara
N
H,+H—Z, =H;+ H — ZpijZijy
j=1

< H;+ H] — H{X ;' H},
< Xgi — (Hy — Xg0)' X' (Hi — Xgi),
< X

qis

o que implica que para ambas as desigualdades (5.17) e (5.18) do teorema continuam validas

se o segundo termo de suas respectivas diagonais for mudado para X,;. Além disso,
G X 'G, > G+ G — X,

o que implica que G; + G} — X; pode ser substituida por GX;*

;G na ultima desigualdade.

Por fim, deve-se linearizar as desigualdades obtidas utilizando diag|/, P,;, I| para a
(5.17) e diag[G. ', P,;, I] para(5.18), da mesma forma realizada para a necessidade. Assim,

as matrizes em malha fechada A; + B;K; e C; + D, K; sao obtidas. o

Uma forma alternativa para a obtencao do controlador H, para sistemas markovianos

pode ser também encontrada em (VAL et al., 2002).

Em posse do Teorema 5.1, pode-se escrever o problema de otimizacao
|Fal3=min{y | (5.16),(5.17), (5.18), (5.19)} . (5.20)

onde X = (W;, X;, Z;j, H;, G;,Y;), bem como  é o conjunto de todas as solucoes possiveis
de (5.16),(5.17), (5.18) e (5.19).

Verifica-se que os ganhos K; obtidos através do Teorema 5.1 sdo independentes da
distribuicao de probabilidade inicial pu;, sendo somente func¢ao do modo 6, = 7 € K. Neste
caso, o valor de y; influencia somente a norma H, associada a distribuicao inicial dada. Além
disso, uma discussao interessante é realizada no Capitulo 2 acerca da norma de pior caso,

quando p; se torna uma varidavel no problema de otimizacao.

Para que a restricao da medida dos modos markovianos possa ser considerada, esses
devem ser organizados em clusters que possam ser detectados pelo controlador, conforme
explicado anteriomente. A solugdo mais intuitiva é agrupa-los em termos de sucesso ou falha
na transmissao do pacote. Assim, o nimero de controladores deve ser restrito ao nimero de
agrupamentos que modelam esses dois casos. Nesse cenario, uma restricao adicional deve ser
imposta no Teorema 5.1, isto é, dado um cluster especifico U,, os controladores K;, 7 € U,

devem ser os mesmos, ou seja, K; = K.. Como consequéncia, as matrizes G; e Y; do Teorema
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5.1 devem respeitar as restri¢des adicionais G; = G. e Y; =Y., i € U. C K. Como esperado,
essas restricdes tornam o Teorema 5.1 somente suficiente e introduzem conservadorismo no
problema de otimizagao em (5.20). Assim, os custos obtidos com a observagao em clusters se

tornam limitantes superiores.

Além disso, para que a comparacdo com o caso classico seja efetivamente realizada,
é necessario estabelecer as condigoes necessarias e suficientes para a sintese de controladores
discretos classicos Hs. Essas condigoes sao mostradas no Teorema 5.2, baseado nas condicoes

de norma Hs no problema de otimizagao (2.41) do Capitulo 2.

Teorema 5.2 Existe um controlador por realimentagao de estados na forma (5.10) que sa-
tisfaca a restrigio ||Fq||3 < v do sistema realimentado F, discreto, se e somente se existem
WeST, PeSt, X e RV e L € R tal que,

tr(W) <7, (5.21)

P AX+BL J

e X+X' —P 0]>0 (5.22)
° ° I
W C,X+D,L FE,
e X+X' —P 0|>0. (5.23)
° ° I

Se essas condicoes sdo satisfeitas, o controlador é obtido por K = LX 1 € RI¥*",

Prova: Ver (OLIVEIRA, 1999). O

Portanto, para que o controlador 6timo discreto seja obtido, o seguinte problema de

otimizacao deve ser solucionado

I =min{y | (5:21),(5.22), (523)}. (5.24)

onde X = (W, P, X, L), bem como {2 é o conjunto de todas as solugoes possiveis de (5.21),(5.22)
e (5.23).
Nota-se que outra forma possivel de obter esse tipo de controlador é solucionar o

problema descrito em (5.20) para K = {1} e [p;;] = 1, ou seja, o problema recaird no caso

deterministico.

Assim, os experimentos e simulagoes de controle para a norma Hs podem ser realizados

ao se tomar as matrizes do espaco de estado do péndulo de Furuta linearizados em seu ponto



5.8. Controle Ho de realimentacio de estados para sistemas lineares com saltos markovianos 67

de equilibrio instével, mostradas nas Equagoes (4.8) no Capitulo 4. As matrizes de espago de

estado do péndulo constituem um sistema instavel e continuo,

0 0 1 0
0 0 0 1

AlB| |0 3416 1862 —0.035|18.31

ClD| |0 7674 —17.96 —0.079 | 17.65
1 0 0 0
0 1 0 0

Nota-se que os MJLS definidos nessa dissertacao sao sistemas discretos, com periodo
de amostragem da rede T,;. Assim, faz-se necessario encontrar periodos de amostragem ade-
quados que permitam observar o fenomeno da perda de pacotes no sistema fisico. Especifica-
mente nesse projeto, o periodo da rede foi escolhido como T; = 50 ms, originando as matrizes

discretas utilizando o segurador de ordem zero

1.0000  0.0325  0.0324 0.0005 | 0.0173
0 1.0869 —0.0171 0.0514 | 0.0168
[ Ad|Ba] = . (5.25)
0 1.1495  0.3862 0.0313 | 0.6033
0 3.3591 —0.6044 1.0834 | 0.5941

Adicionalmente, dados dois clusters Uy e Uy e estados s € Ug e f € Uy, onde Uy agrupa
os estados com falha na transmissao, para o qual assume-se que o sinal de controle nao é
transmitido com sucesso. Assim, as matrizes de espaco de estado se tornam, A, = Ay = Ay,
By, =Bje By =0.

Além disso, o projeto do observador de estados é realizado conforme mostrado no Ca-
pitulo 2, tomando-se o sistema do observador em (2.79). Assim, o polo mais rapido do sistema
constituido pelas matrizes da Equagao (4.8) possui o valor —20.4647, o que permite que os
polos do observador sejam alocados proximos de —40.9294, conforme o critério estabelecido

no Capitulo 2. O ganho do observador L se torna

0.0633 —0.0180 0.4992 —1.1385|
_ 103, (5.26)
—0.0001  0.0820 0.0309  1.7541

/

bem como o estado inicial do observador ¢é fixado como o estado inicial da planta.
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5.3.1 Simulacdes e experimentos para o controle Hs

Simulagoes

As simulagoes foram realizadas no ambiente Matlab/Simulink através de blocos clas-
sicos, bem como formulagdes que permitem a sintese de uma cadeia de Markov discreta,
conforme em (TRANTER et al., 2003). As matrizes da saida controlada foram escolhidas de
forma empirica em conjunto com a condi¢ao inicial e o tempo de amostragem, de forma a
manter o péndulo dentro de sua regiao linear, mesmo com a saturagao do motor. Essa nao
linearidade representou o maior desafio nos experimentos, pois esforcos de controle que ul-
trapassam a regiao imposta pelo motor nao sao efetivamente aplicados a planta, ocasionando

instabilidade e/ou danos ao motor. Assim, as matrizes escolhidas foram

500 0 0
| C.| D] Ea]=]0 10 0|00 (5.27)
000 0[12]0

para todo ¢ € K. Para o caso classico, foram utilizados os mesmos valores em (5.27).

Como discutido no Capitulo 2, pode-se mostrar que uma condi¢ao inicial nao-nula

xo equivale a uma entrada exdgena impulsiva, isto é, a matriz J é numericamente igual a
condic¢ao inicial xg. Assim, a condicao inicial escolhida foi
!/

zh=[0.0175 0.2618 0 0], (5.28)

que corresponde a a = 15° e ¢ = 1°. Por fim, os ganhos de realimentacao de estado obtidos

para as redes de Gilbert-Elliot, Fritchman e McCullough para o cluster U, associado a sucesso

na transmissao sao

KscE 2.5493 —29.1225 29792 —4.0750
Ksp | = | 25725 —28.2357 2.9105 -3.9603 |, (5.29)
K mr 24893 —29.3775 29967 —4.1070

e para o cluster relacionado a falha na transmissao, para os trés tipos de rede, o ganho K

se anula.

Os custos do projeto de controle Hy do sistema, com disponibilidade total e parcial
dos modos, sdo mostrados na Tabela 3. Observa-se que, conforme esperado, o custo do sis-
tema com disponibilidade parcial do modo ("Custo garantido") corresponde a um limitante

superior quando comparado a disponibilidade total de modo ("Observagdo completa').
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Tabela 3 — Custos Hs de projeto de realimentacdo de estado com disponibilidade total
("Observagao completa") e parcial do modo ("Custo garantido") obtidos pelo

Teorema 5.1.

Modelo do canal | Observagao completa | Custo garantido (cluster)
Gilbert-Elliot 14.1738 14.2882
Fritchman 13.6769 13.7010
McCullough 14.0515 14.2318

Adicionalmente, conforme discutido na Secao 5.2, existem restrigdes em relagdo a
disponibilidade dos estados do sistema dinamico e dos modos markovianos. Considerando
estas restrigoes, realizou-se uma simulacao de Monte Carlo para cada tipo de rede, com 2000
iteragoes, no ambiente Simulink/Matlab. Além disso, calculou-se o custo Hs do sistema em
malha fechada considerando os controladores obtidos através de (5.20) considerando a restri-
¢ao por cluster através do problema de otimizagao em (2.55). Esses valores sdo apresentados
na Tabela 4, bem como os respectivos desvios e os erros relativos entre os valores calculados
e simulados. Nota-se que os erros relativos sao pequenos, o que indica uma boa aproximagao

do resultado simulado em relagao ao calculado.

Tabela 4 — Custos Ha calculado via (2.55) (Custo calculado) e simulado (Custo simu-
lado) para o sistema com disponibilidade parcial do modo, desvios padrao da

simulagao e erros relativos.

Modelo do canal | Custo calculado (*) | Custo simulado | o, Erro rel. (%)
Gilbert-Elliot 14.2232 14.1579 1.5710 | 0.5
Fritchman 13.6914 13.6552 0.7848 | 0.3
McCullough 14.1430 14.1587 1.5797 | 0.1

(*) Custo calculado para o sistema em malha fechada através do problema em (2.55).

Pode ser verificado que o cédlculo dos custos mostrados na Tabela 4 sdo inferiores ao
limitante superior da terceira coluna da Tabela 3. Esse resultado ¢ coerente na medida em
que este ultimo valor é um limitante obtido em um projeto de controle nao-6timo, ao passo
que o primeiro ¢ a norma do sistema realimentado. Em relagao aos tipos de rede, a rede de
Fritchman apresenta o menor custo, uma tendéncia também verificada para os experimentos
de H., apresentadas posteriormente. Em contrapartida, os custos para os canais de Gilbert-

Elliot e McCullough se aproximam.

Para comparacgao, o controle Hy classico discreto foi projetado através do Teorema

5.2 e do problema de otimizagao em (5.24) e aplicado ao mesmo ambiente de simulac¢ao de
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perda de pacotes dos canais descritos. O custo de realimentacao de estados classico previsto
é || Falla = 12.1917. Nota-se que o custo cldssico previsto é menor do que os custos tedricos
markovianos da Tabela 3, pois seu cdlculo nao considera os efeitos de perda de pacote. Por

fim, o ganho calculado do controlador de realimentagao classico é

Kotgssico = [2.6476 —25.7210 2.6883 —3.6241] . (5.30)

Foi realizado o mesmo procedimento de simulacdo de Monte Carlo de 2000 iteragoes,
utilizando o Simulink/Matlab, para o controlador classico no ambiente markoviano. O custo
calculado (Custo calculado) pelo controle Hs cléssico, bem como os valores obtidos nas
simulagoes considerando a disponibilidade parcial dos modos (Custo simulado), seus desvios

e erros relativos sdo mostrados na Tabela 5.

Tabela 5 — Custos Hy do sistema realimentado considerando o projeto de controle classico
(Custo calculado), custos simulados em ambiente de perda de pacote (Custo

simulado), desvios padrao da simulagao e erros relativos.

Modelo do canal | Custo calculado (*) | Custo simulado | oy, Erro rel. (%)
Gilbert-Elliot 12.1917 15.0605 2.5297 | 24
Fritchman 12.1917 14.4199 1.3910 | 18
McCullough 12.1917 15.2064 2.9680 | 25

(*) Custo obtido pelo problema de otimizacao em (5.24).

Verifica-se que os custos do sistema com o controle classico aplicado ao ambiente
de rede (terceira coluna da Tabela 5) sdo superiores ao custo previsto (primeira coluna da
mesma tabela), conforme esperado, pois este ndo considera a dindmica estocastica de perda
de pacotes. Além disso, comparando-se os custos simulados das Tabelas 5 e 4, verifica-se
que os valores referentes a primeira tabela sdo maiores que os mostrados na segunda, o
que evidencia a importancia de controladores apropriados markovianos para otimizacao dos
esforcos de controle. Por fim, pode-se citar a confiabilidade do projeto markoviano, pois os
custos simulados se aproximam dos previstos, ao passo que para o projeto que nao considera

a rede os valores de custos simulados sao distintos dos previstos.

Para ilustracdo, a Figura 24 mostra a evolucio temporal de z(t)'z(t) = SN, || 2(2)4]|
para os casos classico (linhas pontilhadas em vermelho) e markoviano (linhas cheias em azul)
em funcdo do tempo para a rede de Gilbert-Elliot, a partir da simulagdo realizada, para
t = FkTy.
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Figura 24 — Evolugao de z(t)'z(t) para o controle H, classico (linhas pontilhadas em verme-

lho) e markoviano (linhas cheias em azul) em fungao do tempo t = kT [s| para
o canal de Gilbert-Elliot.

Além disso, na Figura 25, as mesmas evolugoes temporais dos custos markoviano e

classico mostrados na Figura sao mostrados em separado, com seus respectivos desvios.

1.5

1.5

t[s]

Figura 25 — Evolugao temporal de z(t)'z(t) para o controle Hs clssico (linhas pontilhadas
em vermelho) e markoviano (linhas cheias em azul) em fungao do tempo t = kT,

[s], com respectivos desvios.
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Verifica-se que, na Figura 24, o valor de z(t)'2(t), t = kT, para o sistema com controle
classico permanece menor do que o sistema markoviano em k = 0, devido aos diferentes
valores do ganho de realimentagao e, posteriormente, o controle markoviano possui melhor
performance. Além disso, verifica-se uma tendéncia similar em relagao ao comportamento dos
desvios na Figura 25, onde para o sistema markoviano os desvios sdo menores, com excecao

de alguns momentos.
Ezperimentos

Os experimentos foram realizados no péndulo invertido rotacional do fabricante Quan-
ser. Nessa planta mecanica, a saturacdo da tensao de entrada do motor, em adi¢do ao feno-
meno de oscilagao observado em ¢ quando o angulo « se estabiliza, tornam problematica a
obtenc¢ao do custo para um horizonte infinito de tempo. Assim, os custos foram computados
até o momento em que o angulo « se estabiliza, a saber, cerca de 4 segundos apés a aplicacao
da lei de controle. Além disso, buscou-se manter o esforco de controle e as saidas do sistema
sempre na regiao linear. Nesse contexto, explica-se o motivo da escolha da condicao inicial
em (5.28). Devido a impossibilidade de realizar uma quantidade de experimentos estatistica-
mente relevante, optou-se por efetuar uma amostra de 25 realizagoes do experimento. Assim,
a Tabela 6 mostra os custos para o sistema realimentado com controle markoviano (Custos
mark.) e classico (Custos class.), para os trés tipos de rede, bem como os erros em relagao

aos seus respectivos custos calculados.

Tabela 6 — Custos Hy do controle markoviano (Custos mark.) e classico (Custos cléss.)
com realimentacao de estado no péndulo invertido rotacional da Quanser para os
tipos de rede apresentados, bem como os respectivos desvios e erros percentuais

em relacao aos valores calculados.

Canal Custo mark. | 0,0k | Er.(%) | Custo class. | 0usss Er.(%)
Gilbert-Elliot | 14.3829 0.8725 | 1 15.8627 3.6133 | 30
Fritchman 14.0495 0.9739 | 3 15.0457 2.5481 | 23
McCullough | 14.7535 1.4049 | 4 15.7583 2.8084 | 29

Nota-se que, experimentalmente, para uma quantidade limitada de amostras, o con-
trole markoviano se aproxima dos custos definidos teoricamente mostrados na Tabela 4,
validando uma melhor performance do controle markoviano frente ao classico. Além disso,
os custos experimentais para os controladores markovianos e classicos seguiram tendéncias

similares as experimentais mostradas nas Tabelas 4 e 5

Para ilustracao, as curvas dos angulos «a e ¢, o esfor¢o de controle V,, e os pacotes

enviados de uma realizacao do experimento de Gilbert-Elliot sdao mostradas nas Figuras 26
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Figura 26 — Angulo a(t) e ¢(t) para o controle H, classico (linhas pontilhadas em vermelho)

e markoviano (linhas cheias em azul) em func¢ao do tempo ¢ [s].
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Figura 27 — Esforgo de controle V,,,(t) e pacotes enviados para o controle H, classico (linhas
pontilhadas em vermelho) e markoviano (linhas cheias em azul) em fun¢ao do

tempo ¢ [s].

Devido a oscilagao do angulo ¢ anteriormente citada, verifica-se que essa saida nao
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tende assintoticamente para zero, em contraste ao comportamento do angulo a na Figura
26. Além disso, para o esfor¢o de controle V,, mostrado na Figura 27, verifica-se um pico
transitério maior do que o valor de saturacao de 5 V do motor. Essa situacao ocorreu para
todas as realiza¢oes devido a condic¢ao inicial « ter sido escolhida considerando o compromisso
entre o limite da regiao de linearizacao de sin a &~ « e o valor de saturacao de tensao do motor.
Adicionalmente, pode ser notado que o esforgo de controle tende assintoticamente a zero, para
os dois tipos de controle utilizados. Por fim, o grafico a direita do esforco de controle indica
a perda de pacotes, onde o valor ‘1’ corresponde ao sucesso no envio, bem como ‘0’, a falha.
Pode ser verificado que esses dois valores correspondem respectivamente aos modos contidos

nos clusters Uy e Uy.
Conclusao

Os controles markoviano e cléssico foram simulados e apresentaram valores condi-
zentes com o esperado. Em especial, os custos tedrico e simulado para o primeiro tipo de
controlador se aproximaram, validando a teoria. Em contrapartida, para o caso classico, os
custos simulados se distanciaram do previsto, o que é esperado de forma intuitiva. Além
disso, os custos do caso classico foram superiores aos custos do caso markoviano. Por fim, os
experimentos em um péndulo de Furuta real validaram os custos previstos pelas simulacoes
e pela teoria, na medida em que os custos para o controle markoviano sao menores que os

custos do controle cléssico.

5.4 Controle H, de realimentacao de estados para sistemas lineares

com saltos markovianos

O controle de realimentacao de estado para sistemas lineares com saltos markovianos
que minimiza a norma H,, do sistema em malha fechada em (5.13) possui a mesma forma da
Equacao (5.11). A formulagao do problema para a determinagao do controlador que minimiza

a norma He, é

. 2
min |7, (5.31)

O resultado utilizado para a solu¢ao de (5.31) é mostrado no Teorema 5.3, (GONCALVES
et al., 2012).

Teorema 5.3 Ezxistem controladores de realimentagdo de estados na forma (5.11) que satis-

fazem a restricio || F||% < v, v € R, do sistema realimentado F,,, se, e somente se, existem
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matrizes X; € S, G; € R™", Z;; € ST, Y; € RT*" e H; € R™™ tal que,

Gi + G; — Xl [ ] [ ] )
0 I
! : | >0, (5.32)
AG+BY, Ji Hi+H —7Z, e
CiG; + DY, E 0 I
(&
s
s, (5.33)
H X,

para todo (i,7) € K x K. Em caso afirmativo, os ganhos de realimentacao de estados sdao
dados por K; = Y;G71, i e K.

1)

Prova: Para a necessidade, assuma que a desigualdade em (2.74) seja satisfeita, para as
matrizes 4; e C; em malha fechada, ou seja, A; = A; + B;K; ¢ C; = C; + D;K;. Defina X, :=
P e Y; = K;G; e multiplique a desigualdade em (2.74) pela direita por diag|G;, I, Pp’il, 1]
e pela esquerda pela sua transposta para obter,

GP,G; e o o

0 Y[ e e

AiGi+ BY, J; X,
C,G;+DY, E;, 0

> 0. (5.34)

~

Para H, = Xy e Z;; = Xinj’qui + el para ¢ > 0 implica que a LMI da Equagao (5.33) é

obtida. Além disso, obtém-se,

e assim, tomando € — 0, a desigualdade em (5.33) implica que a desigualdade (5.32) vale para
G; = X,. Para a suficiéncia, assume-se que as desigualdades (5.32) e (5.33) sdo satisfeitas.

Para a desigualdade (5.33), por complemento de Schur obtém-se,
Zi; > H{ X 'H;, (5.36)

e a multiplicando por p;; e somando em j € K, obtém-se,

N
H;+H] - Zy; = Hi+ H, =Y _ pi; Zy;,
j=1
< H;+ H] — H/ X" H],
< Xgi — (Hi — Xgi)' Xgi' (Hi = X)),
<X

)
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que implica que a desigualdade (5.32) se mantém valida ao se trocar o terceiro termo em sua

diagonal por X,;. Por outro lado,
Gi+ G- X; <Gi'X;'G; (5.37)

e da mesma forma, o termo G; + G; — X; pode ser substituido por G;Xi_lGi na mesma

desigualdade. Por fim, basta aplicar a transformacao de similaridade apds as substituicoes

-1
%

indicadas por diag[G; ", I, I, I] pela direita e sua transposta pela esquerda para obter,

X! ° ° °
0 vl ) °
N AN >0, (5.38)
j=1
C;+ DK, E 0 I

que é a expressao equivalente a desigualdade (2.74) para as matrizes em malha fechada
A+ BiK; e C; + D;K;, e P, = X; . O

Em posse do Teorema 5.3, pode-se escrever o problema de otimizacao
2 .
|FnlZ =min{y | (5:32),(5:33)} (5.39)

onde X = (X;,G, Z;;,Y;, H;), bem como  é o conjunto de todas as solugoes possiveis de
(5.32) e (5.33).

Em relacao a disponibilidade do modo, as mesmas restri¢oes realizadas anteriormente
para o Teorema 5.1 no agrupamento de modos devem ser impostas, ou seja, dado um cluster
U., @ € U, os ganhos sao fixados K; = K., o que implica em Y; =Y, e GG; = GG.. Da mesma
forma, o resultado do Teorema 5.3 se torna somente suficiente, o que introduz conservadorismo

no resultado em (5.39). Assim, o valor de norma obtido serd um limitante superior.

Para o calculo da realimentacao de estados H., classico, pode-se enunciar o seguinte

teorema,

Teorema 5.4 Existe um controle de realimentagdo de estados discreto na forma (5.10) que
satisfaca || Fy4l|2, < v do sistema se, e somente se, existem matrizes E € ST, X € R™™" ¢

L € R™*™ que satisfacam,

E ° o o

AX+BL X+ X' —-F
N * * o, (5.40)
0 J' vl e

C. X+ D,L 0 E, I

Em caso afirmativo, os ganhos de realimentacio de estado sao dados por K = LX L.
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Prova: Ver (OLIVEIRA, 1999). O

Portanto, para que o controlador 6timo discreto seja obtido, o seguinte problema de

otimizacao deve ser solucionado
2 .
IFallse = min{y | (5.40)}. (5.41)

onde X = (F, X, L), bem como {2 é o conjunto de todas as solugoes possiveis de (5.40).

Outra forma possivel de obter esse tipo de controlador é solucionar o problema descrito

em (5.39) para K = {1} e [p;;] = 1, ou seja, o problema é reescrito para o caso deterministico.

O mesmo sistema do péndulo de Furuta instével das equagoes de estado (4.8) foi
utilizado. O periodo da rede foi mantido o mesmo, ou seja, T, = 50 ms, o que resulta no

mesmo conjunto (Ag, By) discreto da Equacao (5.25).

De forma similar a realizada para os experimentos Ho, sdo definidos dois clusters
associados a transmissao de pacotes Uy e Uy e estados s € Uy e f € Uy, onde Uy agrupa

os estados com falha na transmissdo. Assim, as matrizes de espaco de estado se tornam,
ASIAfIAd, Bs:BderZO.

Da mesma forma que foi implementado para os projetos Hsy de realimentacao de estado
na segao anterior, é utilizado na planta um observador de estados da forma (2.78) com matriz
L mostrada em (5.26).

Para fins de implementacao pratica, a matriz da entrada exégena Jy, é obtida ao se

considerar um ruido aditivo a entrada de controle, submetido aos efeitos da rede,
u(k) = Kg,x + w(k). (5.42)

Substitui-se a Equacao (5.42) na equagao dindmica do sistema markoviano definido em (2.11),

sem a entrada exdgena. Assim,
ZL‘(]{I + 1) = (Agk + ngng)[L' + ngw(k), ZB(O) =0, (543)

e portanto, Jy, = By, .

5.4.1 Simulacdes e experimentos para o controle H
Simulagoes

A norma H,, é uma medida de robustez do sistema considerando o pior ruido perten-
cente ao conjunto L. Para MJLS, em (SEILER; SENGUPTA, 2003), o ruido de pior caso

¢é construido para que o bounded real lemma para sistemas markovianos discretos possa ser
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obtido. Esse ruido é estocastico e depende da resolucao de Equacoes a Diferencas de Ricatti
Generalizadas® em cada instante ¢t = kT; da simulacdo e da realizacdo do experimento. De-
vido & complexidade da implementacao desse ruido, somado as limitagoes fisicas do sinal de
entrada (satura¢do), optou-se por uma outra classe de sinal para comparagao entre o con-
trole markoviano e o classico. A classe de sinais escolhida é a do ruido de pior caso para o
sistema classico realimentado, ou seja, um ruido senoidal. Esse valor é a propria norma H.,

do sistema classico, obtido na frequéncia da senoide que provoca o comportamento critico.

Portanto, para o ruido escolhido deve-se calcular o ganho de realimentacao de estados
classico e verificar a resposta em frequéncia do sistema em malha fechada, desconsiderando o
fenomeno de perda de pacote. Assim, as matrizes da saida controlada sao definidas de acordo

com o mesmo critério utilizado para o caso Hs

Dzi

E,; | = (5.44)

[
o = O
o O O
o O O
N O O
o O O

para todo i € K. O ganho de realimentacao do sistema cléssico obtido através do Teorema
54 é

Kagasico = [0.4762 —36.0480 3.4668 —4.9509] . (5.45)

O valor do custo H,, classico é de aproximadamente 2.9000, para a frequéncia angular w =
6.0520 rad/s. O ruido de interesse escolhido é a senoide aplicada somente em uma janela fixa
de tempo de 4 s, de amplitude 1 V, mostrado na Equagao (5.46). Ressalta-se que a janela de
tempo escolhida permite que o sistema em malha fechada entre em regime antes da extingao

da entrada exdgena, para o controle markoviano e classico.

sin(wt), para 0 <t <4,
w(t) = 0D P (5.46)
0, para t > 4,

para t = kT,.

O diagrama de valor singular do sistema classico em malha fechada é mostrado na

Figura 28.

1 Generalized Ricatti Difference Equations, (GRDE).
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Figura 28 — Diagrama de valor singular do sistema realimentado classico.

A entrada exdgena definida em (5.46) é mostrada na Figura 29.
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Figura 29 — Ruido aditivo w na entrada do sistema em [V] em fungao do tempo t[s].

Em relagdo ao controle markoviano, os ganhos de realimentacao de estados obtidos

pelo problema de otimizagdo em (5.39) com a restricao de clusters para os trés tipos de rede

Sao

Ksar 0.3947 —35.9060 3.4458 —4.9282
Ksrp | = | 04293 —35.9662 3.4547 —4.9378
Ky v 0.3868 —35.8918 3.4437 —4.9260

(5.47)
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Ressalta-se que os ganhos de realimentacao no cluster referentes a falha no envio para

os trés tipos de rede se anulam, da mesma forma ocorrida no caso Hs.

Os custos de projeto de realimentacao de estado para o controle H., obtidos pelo
problema de otimizacdo definido em (5.39) com observacao total do modo (Observagao
completa), bem como os custos de projeto para o caso de disponibilidade parcial do modo
(Custo garantido) sao mostrados na Tabela 7, para os trés tipos de canal. Verifica-se que os
custos obtidos com a observagao em cluster constituem um limitante superior para a norma

Hoo, € portanto um resultado mais conservador.

Tabela 7 — Custos Hs de projeto de realimentagdo de estado com disponibilidade total
(Observagao completa) e parcial (Custo garantido) do modo obtidos pelo

Teorema 5.3.

Modelo do canal | Observacido completa | Custo garantido (Cluster)
Gilbert-Elliot 3.4376 3.5056
Fritchman 3.2286 3.2398
McCullough 3.5851 3.7307

Nota-se que o limitante superior da norma H,, canal de McCullough possui uma
variacao maior, indicando que esse limitante se torna mais conservador que os outros. Uma
possivel explicagdo é que, para esse canal, existe o maior agrupamento de modos dentro

dentro da mesma quantidade de clusters.

Foi realizada uma simulacao de Monte Carlo para cada tipo de rede, com 2000 itera-
¢oes, no ambiente Simulink/Matlab, mostrada na Tabela 8 (Custo simulado). Em seguida,
calculou-se o custo H,, do sistema em malha fechada considerando a restricdo por cluster
através do problema de otimizacao em (2.75) (Custo calculado), da mesma forma realizada
para o caso Hs. Esses valores sao apresentados na Tabela 8, bem como os respectivos desvios

e as distancias relativas entre os valores calculados e simulados.

Tabela 8 — Custos H, calculado (Custo calculado) e simulado (Custo simulado) para
o sistema com disponibilidade parcial de modo, desvios padrao da simulacao e

distancias relativas percentuais em relacao ao limitante superior.

Modelo do canal | Custo calculado (*) | Custo simulado | o, Dist (%)
Gilbert-Elliot 3.5040 2.9824 0.1441 | -15
Fritchman 3.2399 2.9454 0.0725 | -9
McCullough 3.7243 2.9818 0.1435 | -20

(*) Custo calculado para o sistema em malha fechada através do problema em (2.75)
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Nota-se que os valores simulados mostrados na coluna trés sao inferiores ao limitante
superior da coluna dois da Tabela 8. Isso ocorre devido a escolha da entrada exégena nao ser
o pior caso para o sistema em estudo. Além disso, o sinal escolhido é amostrado nos instantes
t = kT,, restringindo ainda mais o conjunto das entradas exdgenas consideradas no computo
da norma H... Apesar disso, verifica-se que os valores sao relevantes, para uma diferenga

relativa média de aproximadamente 15 %.

O mesmo procedimento de simulagdo de Monte Carlo de 2000 iteragoes foi realizado
para o controle cldssico no ambiente markoviano, utilizando o Simulink/Matlab. O custo
previsto pelo controle H,, cldssico (Custo calculado), calculado através de (5.41), bem
como os valores obtidos nas simulagoes considerando a disponibilidade parcial dos modos

(Custo simulado), seus desvios e diferengas relativas sdo mostrados na Tabela 9.

Tabela 9 — Custos H,, do sistema realimentado considerando o projeto de controle classico
(Custo calculado), custos simulados em ambiente de perda de pacote (Custo
simulado), desvios padrdo da simulagdo e diferengas percentuais relativas em

relacao ao limitante superior previsto.

Modelo do canal | Custo calculado (*) | Custo simulado | oy, Dist (%)
Gilbert-Elliot 2.9000 3.2177 0.2822 | 11
Fritchman 2.9000 3.1445 0.1594 | 8
McCullough 2.9000 3.2058 0.2981 | 11

(*) Custo obtido pelo problema de otimizacao em (5.41).

Verifica-se que os custos do sistema com o controle classico aplicado ao ambiente de
rede (terceira coluna da Tabela 9) sdo superiores ao limitante classico previsto (primeira
coluna da mesma tabela). Portanto, em um projeto que considera critico a minimizagao da
norma H.,, todos os limitantes previstos seriam ultrapassados ao se desconsiderar a perda
de pacotes da rede. Em contrapartida, os limitantes do sistema markoviano mostrados na
Tabela 8 sao respeitados, mostrando a confiabilidade do projeto. Em termos de performance,
os custos simulados classicos da Tabela 9 sao superiores aos custos simulados markovianos
da Tabela 8.

Para ilustragdo, a Figura 30 mostra a evolucdo de z(t)'z(t) para os casos cldssico
(pontilhado em vermelho) e markoviano (cheio em azul) em fungdo do tempo ¢t = kT, para a
rede de Gilbert-Elliot.
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Figura 30 — Evolugao temporal de z(t)'z(t) para o controle H, classico (linhas pontilhadas

em vermelho) e markoviano (linhas cheias em azul) em fungio do tempo t = kT,

s].

Além disso, na Figura 31, as mesmas evolugbes temporais dos custos markoviano e
classico mostrados na Figura 30 sao mostrados em separado na Figura 31, com seus respec-

tivos desvios.
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Figura 31 — Evolugdao temporal de z(t)'z(t) para o controle H, classico (linhas pontilhadas
em vermelho) e markoviano (linhas cheias em azul) em fungao do tempo t = kT,

[s], com respectivos desvios.
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Verifica-se que, na Figura 30, o valor de z(t)'z(t), t = kT}, do sistema classico per-
manece maior do que o sistema markoviano para todos os instantes de tempo, o que torna
perceptivel as performances dos dois tipos de controle. Verifica-se uma tendéncia similar em
relacao ao comportamento dos desvios na Figura 31, onde para o sistema markoviano, esses

permanecem ligeiramente menores quando comparados ao controle classico.
Ezxperimentos

Os experimentos foram realizados no péndulo rotacional, considerando 25 realizagoes
para cada tipo de rede, para os casos dos controles classicos e markovianos. A distribuigao
inicial dos modos ¢ a distribuicdo estacionaria da respectiva cadeia de Markov do canal.
Foram considerados somente os resultados dentro da faixa linear do péndulo, para o moédulo
da tensao de entrada menor que a tensao de saturagdo. Além disso, o computo da norma H.,
foi realizado até 3 segundos apés a perturbagao ser aplicada ao sistema, devido ao fenémeno
de oscilagao na saida ¢. O resultado dos custos experimentais para os controles markoviano
e classico, o desvio padrao das amostras, bem como as diferencas percentuais em relagdo ao

limitante teérico sao mostrados na Tabela 10.

Tabela 10 — Custos H, do sistema markoviano e classico com realimentacao de estado no
péndulo invertido rotacional da Quanser para os tipos de rede apresentados, bem

como os respectivos desvios e distancias relativas em relagao ao limitante teodrico.

Canal Custo markov. | 0.,k | Dist(%) | Custo cléss. | 0445 | Dist(%)
Gilbert-Elliot | 3.1356 0.2907 | -11 3.6068 0.3847 | 24
Fritchman 3.0808 0.3146 | -5 3.5374 0.3741 | 22
McCullough | 3.0885 0.2980 | -17 3.6417 0.6463 | 26

Nota-se que todos os custos do controle markoviano se mantém abaixo do limitante
tedrico e se aproximam dos valores obtidos através da simulacao. Em relacao ao controle
classico, os limitantes sdo superados, devido a presenca da perda de pacotes, de forma similar
a ocorrida na simulagao. Além disso, o resultado do controle markoviano é superior em

performance ao controle classico.

Para ilustragao, as curvas dos dngulos «, ¢, do esfor¢o de controle V,, e dos pacotes
enviados em uma realizagdo do experimento de Fritchman para o ruido definido em (5.46)

sao mostradas nas Figuras 32 e 33.
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Figura 32 — Angulo a(t) e §(t) para o controle H,, classico (linhas pontilhadas em vermelho)

e markoviano (linhas cheias em azul) em fun¢ao do tempo ¢ [s].
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Figura 33 — Esforco de controle V,,,(t) e pacotes enviados para o controle H, classico (linhas
pontilhadas em vermelho) e markoviano (linhas cheias em azul) em func¢ao do

tempo ¢ [s].
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Devido a oscilagao do angulo ¢ anteriormente citada, verifica-se que essa saida nao
tende assintoticamente para zero. Além disso, essa oscilagao na sua respectiva curva da Figura
32 aparenta divergéncia. Porém, esse nao é o caso, pois o esfor¢o de controle na Figura 33
tendeu a zero. Assim, o método utilizado de computar o custo até um instante de tempo
finito é justificado por esse fendmeno nao linear. Verifica-se que, com excecao do angulo ¢,
as curvas « e a do esfor¢o de controle se mantém na faixa linear. Por fim, o grafico a direita
do esforco de controle indica a perda de pacotes, cujo significado ja foi analisado para o caso

Ho
Conclusao

Os custos para o controle markoviano simulado ao se aplicar o sinal descrito em
(5.46) se mantém dentro da norma obtida pelo Teorema 5.3, mesmo com a limitagdo de
cluster imposta em conjunto com o observador classico. Além disso, os custos simulados do
sistema com o controlador classico no ambiente de rede foram superiores ao limitante classico
obtido, o que demonstra a necessidade do projeto de controladores markovianos. Em relagao
aos dois tipos de controladores, a performance do markoviano foi superior ao classico para
o ruido escolhido. Finalmente, as tendéncias dos resultados simulados foram seguidas pelos

resultados experimentais e tedricos.



86



87

Conclusao

As etapas propostas do projeto foram realizadas de maneira satisfatéria. A modelagem
do sistema mecanico complexo, o péndulo de Furuta, foi obtida com sucesso e, em posse desse
modelo, submeteu-se o sistema fisico a um processo de identificacao. Além disso, uma série de
testes permitiram qualificar e quantificar fend6menos nao-lineares os quais nao estao contidos
no modelo fisico obtido, ora pela propria simplicidade das hipdteses mecéanicas, ora pela
limitagao da construgao e dos elementos fisicos. A caracterizacao realizada, apesar de nao ser
exaustiva, pode ser considerada de importancia para eventuais aplicagoes do nosso grupo de

pesquisa, bem como os parametros identificados do modelo.

Por fim, uma formulacao alternativa para o problema H, markoviano foi apresen-
tada e utilizada para sintetizar controladores para os tipos de rede propostos: Gilbert-Elliot,
Fritchman e McCullough. No caso Hs, os resultados foram satisfatorios e condizentes com a
teoria formulada pelo nosso grupo de trabalho. Esses mostraram as vantagens de se utilizar o
projeto markoviano em detrimento ao classico em ambientes de perda de pacote. Da mesma
forma, o projeto de controle H,, foi sintetizado e aplicado satisfatoriamente para uma per-
turbagao relevante. Os resultados apontaram um bom desempenho do controle markoviano
frente ao classico para a simulagao e o experimento em bancada, onde o controle markoviano
obteve melhor desempenho em todos os tipos de canais. Conclui-se de forma semelhante ao
caso Hs que o projeto de controladores markovianos ¢ essencial para ambientes sujeito a

falhas de envio de sinal.

O péndulo de Furuta proporciona um horizonte vasto para diversas aplicagoes de
controles lineares e nao-lineares, com possibilidades de linearizacao por feedback, controle de
saida, entre outros. Uma extensao natural desse trabalho é a aplicacao de filtros markovianos
combinados com a realimentacao de estado, bem como a propria realimentacao de saida
markoviana. Porém, faz-se necessario o uso de uma planta que possua uma excursao maior
do sinal de entrada, bem como uma construcdo apropriada que minimize os efeitos nao
lineares detectados, em detrimento ao sistema mecanico utilizado. Finalmente, considera-se
o sucesso da aplicagao do controle markoviano no péndulo de Furuta como um incentivo para
a sintese de projetos de controladores que consideram falhas no controle, bem como para a

pesquisa futura nessa area.
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ANEXO A - Conceitos basicos de algebra

linear

Nesse anexo, serao abordados os conceitos basicos de algebra linear necessarios para

entender e aplicar os conceitos expostos nessa dissertacao. Esse anexo ¢ inteiramente baseado
no livro (MEYER, 2000).

Operacoes com vetores e matrizes
Transposi¢ao

Define-se a operacao de transposigao de vetores, para u € R", (') : R — R", como,

/

(u)' = Z[ul Uy ... un} (A1)

Essa mesma operacao pode ser definida para matrizes. Seja a matriz A € R™*", a

operagao(’) : R™*"™ — R™™ como,

/
a1 ... QAip ai] ... Qi

A= . Al=1. . . (A.2)

Am1 - Qmp A1p - Amp

Da definicao acima, podem ser derivadas as seguintes propriedades, para A € R"*", B € R"*P
ea€eR,

1. A operacao da transposicao aplicada a matriz transposta resulta na propria matriz,
(A) = 4,

2. Distributividade da operacao trago na soma, (A+ B)' = A"+ B/,

3. A operagao trago preserva a propriedade da multiplicagdo por escalar (aA) = aA’,

Além disso, uma matriz C' € R™"*" é definida simétrica se C' = C.

Traco
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A operagao traco é definida para matrizes quadradas de dimensao A € R™" tr(.) :

R™*"™ — R, para os elementos de A = [aij]a
tr(A) = au, (4-3)
i=1

ou seja, a soma dos elementos da diagonal principal.

As propriedades principais do trago podem ser enunciadas,

1. O trago da soma de matrizes é a soma do traco das matrizes, tr(A+B) = tr(A)+tr(B),
2. A operagao de trago respeita o produto por escalar, tr(awA) = atr(A)

3. A trago de uma matriz A é numericamente igual ao trago da matriz transposta, tr(A) =
br(A),

4. O trago do produto é comutativo, tr(AB) = tr(BA),

5. O trago do produto respeita permutagoes ciclicas, tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB).

Autovalores, autovetores e matrizes definidas positivas

Definem-se autovalores e autovetores de uma matriz quadrada A € R™ " para a
transformacao que mapeia um vetor v € R” para um vetor na mesma direcao de v, a saber,
AU,

Av = A, (A.4)

que possui n incégnitas A e seu correspondente v. Essa equagdo pode ser reescrita como,

Av = A,
(A= X)v =0,
det(A —AI) =0. (A.5)

As raizes da equacao det(A — A\I) = 0, chamada equacao caracteristica sdo os autovalores da

matriz A.

Se a matriz A € R™" for simétrica, isso é, A’ = A, A € S", pode ser mostrado que
seus autovalores sao reais e, assim, podem ser ordenados. Assim, uma matriz é dita definida

positiva se todos os seus autovalores forem positivos,

v'Av > 0+ A\(A) >0, (A.6)
denotada por A > 0, A € S7. De forma similar, define-se uma matriz definida negativa,

V' Av < 0+ A(A) <0, (A7)

denotada por A < 0.
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ANEXO B - O complemento de Schur

O complemento de Schur é uma ferramenta fundamental para a manipulacao das
desigualdades matriciais. Assim, pode-se enuncia-lo como, (GEROMEL; KOROGUI, 2011),

Lema B.1 Sejam matrizes simétricas X, Z e matrizes Y de dimensdo apropriada. A desi-
gualdade,
X Y

>0, (B.1)
Y Z

se, e somente se uma das sequintes condigoes for satisfeita

« 7>0,X>Y'ZlY,

e X>0,7Z2>YZ Y.

Prova: Para a necessidade, suponha que a primeira condigao vale. Define-se

X-Y'Z1'Y 0
= 0 B.2
Q J (B2)
Define-se a transformacao de similaridade nao singular T,
I Y'Z7!
= , (B.3)
0 1
e aplicando a transformagao em ) > 0, implica em
X Y
TT = > 0. B4
or = (B.4)
m

Para a suficiéncia, como T é nao singular, basta aplicar a transformacao 7! pela esquerda e
sua transposta pela direita na primeira inequagao do lema. Dessa forma, chega-se a primeira
condicao de forma parecida a obtida pela necessidade. O procedimento é andlogo para a

segunda condicgao.
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ANEXO C - O teorema de Parserval

O teorema de Parseval é uma ferramenta util para o cdlculo de integrais e/ou so-
matorios, pois permite alterar o dominio o qual a integral esta sendo computada, do tempo
para a frequéncia, e vice-versa. Esse teorema é enunciado para sistemas continuos como,

(GEROMEL; PALHARES, 2004),

Teorema C.1 Teorema de Parseval para Tempo Continuo Seja f :[0,00) — R"

uma fungdo tal que sua transformada de Laplace f tenha um dominio D(f) que satisfaz
T={seD(f)}n{-s€D()} #0. (C.1)

sendo v uma linha vertical qualquer inteiramente contida em T, a seguinte igualdade é

verdadeira:

[ sy swan = o [ foyfesias (€2

Prova: Verifica-se que v C D( f ) e, assim, pode-se escrever a anti-transformada de Laplace
1 o

t) = —/ s)e’tds, t>0. C.3

f)= 5= [ £o (C3)

Por outro lado, por hipoétese s € v faz com que —s também pertenca ao dominio da trans-

formada, de onde segue
fl=s)= [ ftyeta (C.4)
0

Portanto,

0 que completa a prova. m

Verifica-se que o teorema exige que fungao f seja analitica em um dominio contendo
o eixo imaginario, o que implica que, caso aplicado a func¢des de transferéncia de sistemas
lineares, esse deve ser globalmente assintoticamente estavel. Além disso, se v é o préprio eixo
imaginario, pode-se reescrever a Equacao C.2 como
) 1 0 ~
[T @t = — [~ flw) fje)de, (C.5)

0 217 J-
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que é a forma tradicional do teorema de Parseval ao se utilizar a transformada de Fourier de

Por fim, pode-se anunciar o teorema de Parseval no dominio discreto,

Teorema C.2 Teorema de Parseval para Tempo Discreto Seja [ : N — R" uma

fungao tal que sua transformada Z, f, tenha um dominio D(f) que satisfaz

T={zeD()}n{z" D))} #0, (C.6)

cap:cap03sendo v uma circunferéncia positivamente orientada qualquer, centrada na origem,

inteiramente contida em T, a seguinte igualdade é verdadeira:

S S0 () = 5 f FE ) (€1)

keN

Prova: Verifica-se que v esta inteiramente contida no dominio da transformada Z, e assim

pode-se escrever a sua respectiva transformada inversa
1 POy k-1
Flk) = —,ff(z)z dz, keN. (C.8)
21y Jy
Por outro lado, z € v C D(f) implica 2~ € D(f). Nesse caso,

=3 fk)2 (C.9)

keN
Portanto,
kY f(k) = k 1d
3 SO F0) = 3 SR8 QM%J” "} f) e
* k
271'] %kGZNf f
27177{ (%f ) 1)z dz
—%Uﬁf@lﬁﬂazﬂz
0 que completa a prova. O

Por fim, uma condicdo necessaria para o Teorema de Parseval para sistemas a tempo

discreto € que a circunferéncia unitaria esteja contida no dominio da transformada. Portanto,
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quando aplicado a sistemas lineares invariantes no tempo, esse deve ser globalmente assinto-
ticamente estavel. Além disso, se v é a prépria circunferéncia unitaria, pode-se reescrever a

equagao C.7 como

1 T2 Nk P ojw
D SR f(R) = 5= ¢ J(™) f(e)dw, (C.10)
keEN Ty S
que ¢ a forma tradicional do teorema de Parseval ao se utilizar a transformada de Fourier do

sistema discreto f.
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ANEXO D - Integrais de centro de massa e

momento de inércia

Esse anexo define as integrais de centro de massa e momento de inércia utilizadas no

capitulo de modelagem do sistema mecanico.

A definicao da integral de centro de massa é, (HALLIDAY et al., 2008),

Defini¢ao D.1 O centro de massa ., de um objeto de massa total m, é definido como,

1
Tom = —/:L’dm. (D.1)
My

Para um objeto unidimensional de densidade linear p(z), obtém-se

/xdm = /xp(x)dx = MyTem, (D.2)

para o intervalo que define o objeto x1 < x < x9, ;.

Por fim, a definicdo do momento de inércia de um corpo rigido é, (HALLIDAY et al.,
2008),

Definicao D.2 O momento de inércia J de um objeto de massa total m, é definido como

J = /xQdm = /a:zp(x)dx. (D.3)
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ANEXO E - Custos de controladores classicos

em um canal markoviano

No Capitulo 5, discutiu-se de forma breve que o envio do sinal de controle através
de um canal sujeito a falhas gera dois custos distintos: um custo anterior a falha, ao se
tomar o sinal de controle u,, e um posterior, através de u,. A abordagem utilizada nesse
trabalho foi comparar os custos de controladores markovianos com custos de controladores
classicos medindo valores do esfor¢o de controle fisicamente anteriores a perda de pacote,
para que a distingao entre esses controladores pudesse incorporar o aspecto adaptativo do
primeiro. Entrementes, pode-se estimar o comportamento do controlador classico em ambas
as situagoes anteriormente descritas através das mesmas ferramentas de calculo de normas
Hs e Hoo MILS, respectivamente em (2.55) e (2.75). A premissa é a mesma da modelagem de
um sistema discretizado e deterministico em um sistema estocéstico: estabelece-se a mesma
matriz dindmica e da saida controlada para todos os modos, conforme realizado nesse projeto,
bem como anula-se a matriz de entrada em modos de falha. Porém, calcula-se os custos através
dos problema de otimizacdo em (2.55) e (2.75) utilizando ganhos clssicos de realimentacao
obtidos em (5.24) e (5.41), em detrimento dos ganhos MJLS. Portanto, através da forma

padrao do sistema abordado no Capitulo 5,
ASZAf:Ad, BSZBd, BfZO,

bem como para matrizes J(fy) escolhidas de acordo com o critério estabelecido, e matrizes
da saida controlada C,(6x), D.(0)) e E.(0x) fixadas para todos os modos, conforme realizado

nesse projeto, pode-se modelar as duas situa¢oes conforme segue:

e Para u,, os ganhos de realimentagao classico sao fixados para todos os modos, ou seja,
K; = K, para todo 1 € K,

e dessa forma, para a saida controlada z(k) do sistema em malha fechada em (5.13),
nao ocorre anulagao da parcela associada a D, (), agregando o esfor¢o do controlador

classico ao custo em todos os modos.

e Para wu;, os ganhos de realimentacao classico sao fixados para o cluster de sucesso e

anulados para caso de falha:

K ,parai e U,
Ki:

0 ,parai € Uy,
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e dessa forma, para a saida controlada z(k) do sistema em malha fechada em (5.13),
ocorre anulagdo da parcela associada a D, (6y) em clusters de falha de modo similar ao

controlador MJLS, porém utilizando o controlador do projeto classico.

No restante desse anexo, serao mostrados os custos obtidos através dessas modelagens
para os controladores classicos em ambientes markovianos via LMIs markovianas, para os
critérios Ho e Hoo € respectivas matrizes parametrizadas conforme mostradas no decorrer
do Capitulo 5. As simulagoes referentes aos custos apds a falha nao sao abordadas, porém

podem ser facilmente realizadas em caso de necessidade do leitor.

Controladores classicos Ho em ambientes de perda de pacotes

As matrizes da saida controlada sao definidas em (5.27) e a condicao inicial, em (5.28).
A matriz dinamica e de entrada é amostrada com o periodo de rede T; = 50 ms, resultando
no conjunto (5.25). Para o controle markoviano, obtém-se o limitante inferior, dado pela
observagao completa dos modos, um limitante superior dado pelo agrupamento em clusters,
bem como a norma do sistema ao se realimentar o sistema com os ganhos dos controladores

em (5.29). Esses valores ja foram mostrados no Capitulo 5, nas Tabelas 3 e 4.

Utilizando o problema de otimizagao (2.55) para o sistema em malha fechada com o
ganho de realimentagao classico em (5.29), bem como as premissas descritas anteriormente
para computar os custos anterior e posterior a falha, sao mostrados esses resultados na Tabela
11.

Tabela 11 — Custos Hy de projeto de controle por realimentacao de estados classico aplica-
dos em canais markovianos com medida do sinal de controle posterior a falha

("Custo na planta') e anterior a falha ("Custo no controlador").

Modelo do canal | Custo na planta | Custo no controlador
Gilbert-Elliot 14.5462 15.3951
Fritchman 13.8714 14.4946
McCullough 14.4537 15.5724

Como é esperado, os custos computados na planta (ap6s a falha) sdo inferiores aos
custos computados no controlador (antes da falha). Nota-se ainda que os custos na planta sao
superiores aos custos com observagao parcial (cluster) da Tabela 3, o que mostra a otimalidade
do controle markoviano frente a essa projeto, pois o primeiro custo é um limitante superior
do controle MJLS. Além disso, a conjectura de ordenagdo em (5.14) é respeitada. Outro

ponto de interesse ¢ que os custos no controlador sao proximos aos obtidos por simulagao e
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mostrados na terceira coluna da Tabela 5, o que valida a simulagdo e mostra que é possivel

prever custos de controladores classicos aplicados a um canal markoviano utilizando a teoria

de MJLS.

Controladores classicos H., em ambientes de perda de pacotes

As matrizes da saida controlada sao definidas em (5.44) e J(0;) = B(6x). A matriz
dindmica e de entrada ¢ amostrada com o periodo de rede T; = 50 ms, resultando no con-
junto (5.25). Para o controle markoviano, obtém-se o limitante 6timo, dado pela observacao
completa dos modos e um limitante superior dado pelo agrupamento em clusters, bem como
o limitante da norma do sistema ao realimenta-lo com os ganhos dos controladores em (5.47).

Esses valores ja foram mostrados no Capitulo 5, nas Tabelas 7 e 8.

Utilizando o problema de otimizagdo (2.75) para o sistema em malha fechada com
o ganho de realimentagao classico em (5.45), bem como as premissas descritas no inicio do
anexo para computar os custos anterior e posterior a falha, obtém-se os resultados mostrados
na Tabela 12.

Tabela 12 — Limitantes H., de projeto de controle por realimentacdo de estados classico
aplicados em canais markovianos com medida do sinal de controle posterior a

falha ("Limit. na planta') e anterior a falha ("Limit. no controlador").

Modelo do canal | Limit. na planta | Limit. no controlador
Gilbert-Elliot 3.5124 3.9873
Fritchman 3.2438 3.5268
McCullough 3.7338 4.3540

De forma similar a analise para Hs, o limitante na planta é superior ao limitante com
a observacao em clusters da Tabela 7, o que mostra que o controlador classico, conforme
esperado, terd custos superiores ao MJLS. Esse limitante é ainda maior no controlador,
visto que computam-se também esforcos de controle em modos de falha. Nota-se o grande
aumento do canal de McCullough, um tendéncia similar a mostrada na Tabela 8. Finalmente,

a conjectura de ordenagao em (5.14) também é respeitada.
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