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Resumo

Esta tese investiga o problema de discretizacdo de sistemas lineares incertos em dois
cendrios distintos. O primeiro supde que as matrizes do sistema e a taxa de amostragem sdo
incertas e invariantes no tempo, descritas em termos de politopos. No segundo caso supde-se
que todos os pardmetros incertos, incluindo o intervalo de amostragem, podem variar no tempo;
que os parametros do sistema possuem limitantes conhecidos para a taxa de variacao e sdo con-
tinuamente monitorados, de forma que uma nova amostra é coletada sempre que ocorrer uma
mudanca significativa nos pardmetros ou quando um intervalo maximo desde a ultima amos-
tragem for atingido, caracterizando-se assim a chamada amostragem baseada em eventos. O
objetivo é projetar controladores digitais para o sistema discretizado e garantir teoricamente a
estabilidade robusta em malha fechada do sistema continuo original. Considera-se também um
atraso induzido pela rede no modelo discreto. Do ponto de vista da discretizagao, propdem-se
extensodes da expansdo em série de Taylor até um grau arbitrario ¢ aplicada ao sistema original
como uma solucdo para tratar as expressdes envolvendo exponenciais de matrizes incertas. O
modelo discreto resultante ¢ composto por matrizes polinomiais homogéneas de grau £ com
parametros pertencentes ao produto cartesiano de simplexos unitarios, chamado multi-simplex,
mais um termo aditivo limitado em norma que representa o erro residual de aproximacgado. Mo-
delos mais acurados sdo obtidos com o aumento do grau ¢ que, consequentemente, produz
residuos com menor norma, possibilitando resultados de sintese menos conservadores. Tam-
bém sdo propostas condicdes na forma de desigualdade matriciais lineares para a sintese de
controladores digitais robustos por realimentagdo de estados e de saida, computo de norma
65 e andlise de estabilidade para sistemas discretos polinomiais com incertezas aditivas limi-
tadas em norma. As condi¢des empregam funcdes de Lyapunov com dependéncia polinomial
nos parametros incertos para certificar a estabilidade em malha fechada do sistema controlado.
Em alguns casos, as desigualdades matriciais possuem um parametro escalar, tornando-se li-
neares para valores fixos desse pardmetro. Os resultados obtidos sdo gradativamente menos
conservadores com o aumento do grau da matriz de Lyapunov, podendo ainda ser melhorados
com o auxilio de uma busca linear no parametro escalar. Experimentos numéricos sdo apresen-
tados para ilustrar a versatilidade da metodologia proposta, aplicdvel a uma classe mais geral
de problemas de controle por rede que os métodos existentes na literatura.

Palavras-chaves: Sistemas lineares discretizados, Sistemas controlados por rede, Expansao em
séries de Taylor, Incertezas politdpicas, Desigualdades matriciais lineares.

vil



viii



Abstract

This thesis investigates the problem of discretization of uncertain linear systems in
two distinct scenarios. The first one supposes that the matrices of the system and the sam-
pling rate are uncertain and time-invariant, described in terms of polytopes. The second case
considers that all uncertain parameters, including the sampling interval, can vary in time and
that the parameters of the system have known bounds for the rate of variation and are continu-
ously monitored, in such a way that a new sample is collected whenever a significant change
in the parameters occurs or when a maximum time interval since the previous sample is re-
ached, thus characterizing the so-called event-based sampling. The aim is to design digital
controllers for the discretized system and to guarantee the closed-loop robust stability of the
original continuous-time system. A network-induced delay is also considered in the discrete-
time model. From the discretization point of view, extensions of the Taylor series expansion
of an arbitrary degree ¢ applied to the original system are proposed as a solution to deal with
expressions involving the exponential of uncertain matrices. The resulting discrete-time model
consists of homogeneous polynomial matrices of degree ¢ with parameters belonging to the
Cartesian product of unit simplexes, called multi-simplex, plus an additive norm-bounded term
which represents the approximation residual error. More accurate models are obtained with the
increase in the degree ¢ which, consequently, yields residues with lower norms, allowing to pro-
duce less conservative synthesis results. Conditions based on linear matrix inequalities for the
synthesis of robust state-feedback and output-feedback digital controllers, .75 norm computa-
tion, and stability analysis for polynomial discrete-time systems with additive norm-bounded
terms are also proposed. The conditions employ Lyapunov functions with polynomial depen-
dency on the uncertain parameters to certify the closed-loop stability of the controlled system.
In some cases, the matrix inequalities have a scalar parameter, becoming linear for fixed values
of the parameter. The obtained results are gradually less conservative with the increase of the
degree of the Lyapunov matrix and can be further enhanced with the help of a line search in
the scalar parameter. Numerical experiments are presented to illustrate the versatility of the
proposed methodology, applicable to a more general class of networked control problems than
the existing methods in the literature.

Keywords: Discretized linear systems, Network control systems, Taylor series expansion, Poly-
topic uncertainties, Linear matrix inequalities.
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INTRODUCAO

A ideia de utilizar computadores como componentes em sistemas de controle surgiu em
meados do século XX, sendo que as primeiras aplica¢des investigadas foram no controle de aero-
naves e de misseis. A partir de entdo, devido aos avancos dos sistemas de computacdo, em especial
nas ultimas décadas, pode-se dizer que praticamente todos os sistemas de controle da atualidade
sao implementados por computadores. No entanto, este ndo foi um caminho fécil de ser trilhado,
visto que os computadores empregados naqueles sistemas primitivos apresentavam diversos incon-
venientes que precisavam ser sobrepujados, entre os quais pode-se citar o tamanho, o alto consumo
de energia, a lentiddo, o alto custo, etc. Apesar desses obstaculos, a inddstria entreviu novos merca-
dos e as universidades vislumbraram promissores campos de pesquisa, tanto que diversos estudos
foram feitos com o intuito de avaliar a factibilidade e a aplicabilidade de controle por compu-
tador em processos reais (veja (ASTROM; WITTENMARK, 1984) para uma lista detalhada de
trabalhos publicados na época), levando a utilizacio extensiva de controladores digitais nos dias de
hoje (OGATA, 1995).

Como consequéncia direta desse desenvolvimento tecnoldgico, viu-se também o surgi-
mento do amplo emprego de canais de comunicagdo no controle de sistemas dinamicos (ZHANG
et al., 2001). Neste contexto, uma boa alternativa para a implementacdo de controle distribuido e
sistemas interconectados € a utilizacdo da arquitetura de sistemas controlados por rede (do inglés,
Networked Control Systems — NCS), que permite a troca de informagdes entre os componentes
do sistema de controle. Como principais vantagens de NCSs, pode-se citar a reduc¢do do cabea-
mento, o uso de dispositivos autoconfiguraveis (do inglés, plug and play), o aumento na agilidade,
facilidade de manutencdo e diagnose dos sistemas. Entretanto, existem algumas desvantagens que
podem restringir o emprego dessa arquitetura, como perdas ou transmissao simultinea de pacotes
de informacao, limitacdo da banda do canal de comunicagao e atrasos induzidos pela rede (LIAN et
al.,2001; ZHANG et al., 2001; BORGES et al., 2010). Em especial, deve-se ressaltar os prejuizos



2 Introdugdo

causados pelos atrasos induzidos pela rede, que ocorrem sempre que dados trafegam por um canal
de comunicagdo. Quando ndo considerados no projeto dos controladores, os atrasos podem levar a
degradacdo de desempenho ou mesmo a instabilidade dos sistemas (LIAN ez al., 2001; ZHANG et
al., 2001). Tais inconveniéncias tém recebido considerdvel atengdo em estudos realizados por di-
versos pesquisadores (LIU; YU, 2003; MAHMOUD; ISMAIL, 2003; MONTESTRUQUE; ANT-
SAKLIS, 2004; NESIC; TEEL, 2004; VELASCO et al., 2005; YANG et al., 2006; CHEN et al.,
2007; YU et al., 2009; WU et al., 2010), nos quais procuram-se estratégias capazes de lidar com as

dificuldades decorrentes da utilizacdo da arquitetura NCS.

No contexto NCS, a estratégia de controle geralmente compreende um processo modelado
em tempo continuo controlado por um controlador discreto interfaceado por conversores analdgico-
digitais (A/D) e digital-analdgicos (D/A), como mostra o esquema apresentado na Figura 1. Além
disso, visto que o sistema continuo pode ser afetado por incertezas, que ocorrem devido a variagdes
de parametros, perturbacdes externas, ruidos, imprecisdo de sensores e atuadores, ou estao relacio-
nadas a dindmicas ocultas (ndo modeladas) (ACKERMANN, 1993), essa estrutura da origem a dois
problemas importantes que devem ser tratados conjuntamente: primeiramente, lidar com as incer-
tezas presentes no sistema; e, em segundo lugar, a necessidade de projetar um controlador digital

que assegure a estabilidade do sistema hibrido em malha fechada (planta continua e controlador

digital).
‘ Incertezas ’

Processo p—=

D/A

Canal de Comunicacao

Controlador [<«—

Figura 1: Ilustracdo do sistema controlado por rede investigado neste trabalho.

Uma possivel soluc@o para o primeiro problema € o emprego das teorias de sistemas line-
ares incertos e de sistemas com parametros variantes no tempo (BOYD et al., 1994; MOHAM-
MADPOUR; SCHERER, 2012). Enquanto o primeiro caso lida com sistemas lineares invariantes

no tempo (do inglés, Linear Time Invariant — LT1), cuja descri¢do para as incertezas satisfaz



alguma forma especial, como politdpicas, intervalares, estruturadas ou ndo estruturadas, a modela-
gem por sistemas lineares com parametros variantes no tempo (do inglés, Linear Parameter-Varying
— LPV) pode ser utilizada para representar um sistema nao linear em termos de uma familia de
modelos lineares ou representar sistemas lineares cuja dindmica é afetada por parametros que va-
riem arbitrariamente rapido ou tenham limitantes conhecidos em suas taxas de variagdo (RUGH;
SHAMMA, 2000).

O segundo problema, geralmente, requer um procedimento para discretizar as equagoes
continuas que representam o modelo da planta (veja (HARA et al., 1996) para uma discussdo
mais detalhada dos diferentes métodos para o projeto de controladores digitais). Como importante
observacao a ser feita a respeito desse assunto, nota-se que a maioria das abordagens de discreti-
zacgdo presentes na literatura apenas lidam com plantas livres de incertezas (isto €, sistemas pre-
cisamente conhecidos) (BLACKMORE et al., 2001; ONO et al., 2002; GAUDETTE; MILLER,
2013; SOUZA et al., 2013), em virtude da dificuldade em tratar exponenciais de matrizes incer-
tas. Algumas pesquisas lidam com o problema de discretizacdo de sistemas incertos por meio de
aproximacgdes numéricas que negligenciam o erro de discretiza¢do. Por exemplo, pode-se citar o
trabalho apresentado em (SU et al., 1998), no qual assume-se que as matrizes do espaco de estados
do sistema continuo sdo matrizes intervalares e o modelo discretizado € obtido usando as férmulas
de quadratura de Chebyshev e aritmética intervalar. Todavia, essa abordagem nao pode ser aplicada
a sistemas politépicos com um nimero arbitrdrio de vértices. Outros trabalhos (KOTHARE et al.,
1996; LEE; WON, 2006; WADA et al., 2006) utilizam uma aproximacao de primeira ordem da sé-
rie de Taylor para contornar esta dificuldade, mas isto implica que, para grandes valores do tempo
de amostragem, o modelo resultante torna-se impreciso. Em (APKARIAN, 1997), o autor trata a
discretizacdo de sistemas LPV, mas assim como os demais ndo considera a influéncia do erro de
discretizagao no projeto do controlador. Um dos poucos resultados que examina a influéncia do erro
de discretizacao é o apresentado em (HETEL ez al., 2007), mas a estratégia utilizada pelos autores
¢ aplicavel somente a sistemas chaveados livres de incertezas, sujeitos a atrasos incertos induzidos

pela rede.

Diante do exposto, nota-se que o problema de discretizacdo de sistemas incertos LTI e
LPV ainda é um problema em aberto na literatura. O primeiro objetivo desta tese € propor uma
técnica mais precisa de discretizagdo de sistemas continuos incertos LTI e LPV com atrasos de
comunicacdo entre a planta e o controlador. Tal modelagem pode ser alcangada descrevendo as ex-
ponenciais de matrizes incertas por meio de expansodes em série de Taylor de grau arbitrario. Como
segunda contribuicdo, formulam-se condigdes de andlise de estabilidade, computo de norma 773 e
sintese de controladores para sistemas discretos com dependéncia polinomial nos pardmetros em
termos de desigualdades matriciais lineares (LMIs, do inglés linear matrix inequalities (BOYD et

al., 1994)). As condigdes sdao obtidas com base em matrizes de Lyapunov com dependéncia poli-
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nomial de grau arbitrdrio (OLIVEIRA; PERES, 2007) nos parametros incertos, buscando produzir
resultados menos conservadores do que os obtidos com matrizes de Lyapunov constantes ou afins.
Especificamente no caso LTI, as condi¢des apresentam um parametro escalar e, para valores fixos,
tornam-se LMIs. A presenca do escalar nas condi¢des representa um grau de liberdade importante,
que pode produzir controladores melhores sob algum critério, por exemplo, capazes de estabilizar
uma regido maior no espago de incertezas, ou de produzir menores custos garantidos .73 ou .77, ao
se variar o valor do parametro. O trabalho apresenta ainda, ao longo do texto, exemplos numéricos
ilustrativos que realcam a eficcia dos resultados obtidos. Todas as rotinas utilizadas foram imple-
mentadas em Matlab, versao 7.10 (R2010a) usando Yalmip (LOFBERG, 2004) e os resolvedores
Sedumi (STURM, 1999) (Capitulo 1) e Mosek (ANDERSEN; ANDERSEN, 2000) (Capitulo 2),
em um computador AMD Phenon (TM) IT X6 1090T (3.2GHz), 4GB RAM.

A estrutura da tese, que inclui uma breve descricao de cada capitulo, € apresentada na

sequéncia.

Capitulo 1

Este capitulo apresenta um novo procedimento de discretiza¢do para sistemas lineares in-
certos invariantes no tempo, que baseia-se na descri¢do das exponenciais de matrizes incertas por
meio da expansao de séries de Taylor de grau arbitrario. Como contribuic@o adicional, propdem-se
condi¢des LMIs para a sintese de controladores, computo de norma 745 e andlise de sistemas dis-
cretos com dependéncia polinomial nos paradmetros e termos aditivos limitados em norma. Toda a
notacdo e defini¢cdes necessdrias ao desenvolvimento da técnica de discretiza¢do e das condi¢des

também sdo estabelecidas.

Capitulo 2

Este capitulo propde uma técnica de discretizagdo, também baseada em expansdes por série
de Taylor de grau arbitrario, que converte um sistema continuo LPV sujeito a um atraso induzido
pela rede variante no tempo em um sistema discreto LPV equivalente. Esse procedimento € acio-
nado por eventos, o que significa que os parametros do sistema LPV sdo continuamente monitora-
dos e, quando uma mudanca significativa nos valores ocorre, ou ainda quando um tempo miximo
¢ atingido, uma nova amostragem ¢ realizada. Adicionalmente, novas condicdes para o projeto
de controladores por realimentacio de saida, baseadas na técnica de dois estdgios, para sistemas
discretos com dependéncia polinomial nos parametros e termos aditivos limitados em norma sdo
propostas. Tais condi¢des utilizam fun¢des de Lyapunov com dependéncia polinomial nos para-
metros incertos de grau arbitrdrio e varidveis de folga que podem reduzir o conservadorismo dos

resultados.



Conclusoes e Perspectivas

Apresentam-se as conclusdes, as perspectivas de trabalhos futuros e os artigos gerados du-

rante o periodo de producdo desta tese.






CAPITULO 1

DISCRETIZACAO E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES
INCERTOS INVARIANTES NO TEMPO

1.1 Introducao

Qualquer estratégia realista de modelagem, anélise de estabilidade e desempenho, ou pro-
jeto de controladores para sistemas dindmicos deve considerar a presenca de incertezas na planta
(ACKERMANN, 1993). Como a proposta deste trabalho € lidar com NCS, o projeto de contro-
ladores nesse contexto necessita que o modelo continuo seja discretizado e que as condi¢des de
andlise e sintese garantam a estabilidade do sistema hibrido. Portanto, o objetivo deste capitulo
pode ser dividido em duas partes: i) propor uma técnica mais precisa de discretizacdo de sistemas
continuos incertos com atrasos de comunicagdo induzidos pela rede entre a planta e o controla-
dor; ii) formular condi¢des de sintese de controladores, de andlise de estabilidade e de computo de
norma %3 para sistemas lineares discretos com dependéncia polinomial nos pardmetros incertos e

incertezas aditivas limitadas em norma.

O primeiro objetivo pode ser alcangado descrevendo as exponenciais de matrizes incertas
por meio de expansdes em série de Taylor e utilizando graus maiores do que um na aproximacao.
Desse modo, o sistema politdpico continuo original € convertido em um sistema discreto equiva-
lente cujos parametros incertos pertencem ao produto cartesiano de simplexos unitdrios (chamado
multi-simplex (OLIVEIRA et al., 2008)). As matrizes discretizadas s@o polindmios homogéneos
de grau fixo ¢ mais um termo limitado em norma que representa o erro residual de discretiza-
¢do, que depende do grau utilizado na expansao da série de Taylor, do intervalo de amostragem e
dos parametros incertos presentes na planta. Posto que se utiliza uma expansdo da série de Tay-

lor, modelos discretos mais precisos sao obtidos ao empregar graus ¢ elevados na série de Taylor
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que, consequentemente, produz modelos discretos mais elaborados, aumentando a complexidade

computacional.

Para o segundo objetivo, formulam-se as condi¢cdes em termos de LMIs, que sdo trataveis
por procedimentos numéricos eficientes e podem levar em conta a presenga de parametros incertos
no sistema. Particularmente com o uso de fun¢des de Lyapunov com dependéncia polinomial de
grau arbitrario (OLIVEIRA; PERES, 2007) nos parametros incertos, € possivel reduzir o conserva-
dorismo das condi¢des LMIs. Para o caso de sintese de controladores, as condi¢des apresentam um
parametro escalar &, cuja busca no intervalo (—1,1) pode reduzir ainda mais o conservadorismo.
E importante salientar que, diferentemente de outros métodos existentes, as condi¢des propostas,
quando factiveis, fornecem uma matriz de Lyapunov homogénea com dependéncia polinomial de
grau arbitrdrio nos parametros incertos que assegura a estabilidade robusta em malha fechada ndo

s6 do sistema discretizado, mas também do sistema continuo original.

Ao longo do capitulo, experimentos numéricos sdo apresentados para ilustrar as condi¢des

desenvolvidas, incluindo comparagdes com outros métodos.

1.2 Descricao do Problema

Considere o sistema linear incerto continuo no tempo controlado por um canal de comuni-
cacdo, conforme a ilustragdo apresentada na Figura 1. Parat > 0, x(0) =0, u(t) =0 paraz <0, a

seguinte descri¢do para a planta € utilizada

x(t) = E(on)x(t) + F,(on)u(t — 7) + F, (00 )w(t) (1.1a)
z(t) = G(oy )x(1) (1.1b)

em que T representa o atraso induzido pela rede, x(z) € R™ é o vetor de estados, u(r) € R™ € o ve-
tor com o sinal de controle e w(t) € R™ contém as entradas de ruido. As matrizes E (o) € R"™*"x,
Fy(ay) € R F,(ap) € R e G(a) € R sdo incertas e pertencem a um dominio poli-

tépico, ou seja, podem ser escritas como a combinagdo convexa de N vértices conhecidos

N
(E,Fu,F,G)(on) =Y oui(Ei, Fui, Fui, Gi) (1.2)
i=1
e a = (Qq1,...,01y,) € um vetor de pardmetros invariantes no tempo que pertence ao simplex

unitario, dado por

ANm:{C:(Cl,...,Cm ) € RMn ; Zc,_1 6>0,i=1,. N} (1.3)
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Como o periodo de amostragem pode variar por diversas razdes (MONTESTRUQUE; ANTSA-
KLIS, 2004; VELASCO et al., 2005), assume-se que 0 mesmo ndo seja precisamente conhecido,

mas pertenca ao intervalo [T}, 75|, podendo ser descrito por uma representacdo politépica dada por
2

T(op) =Y T, 0= (0n1,0m)€ A (1.4)
i=1

Por simplicidade, supde-se que 7T seja constante e conhecido. Tal hipétese € valida especi-
almente quando protocolos do tipo estatico (do inglé€s, static scheduling network) sao implementa-
dos (ZHANG et al., 2001; BORGES et al., 2010). Inicialmente, assume-se que o atraso induzido
pelo canal de comunicagdo € menor do que o limitante inferior do tempo de amostragem, ou seja,
T < T7 (Subsegdo 1.3.2). Na sequéncia, tal restri¢do € relaxada e atrasos maiores do que o limitante

superior do intervalo de amostragem, isto é, T > T, sdo considerados (Subsecdo 1.3.3).

1.3 Controle de Sistemas Discretizados

Em sistemas controlados por rede, todos os sinais estdo sujeitos a limitacao de banda im-
posta pelo canal de comunicacdo, de modo que os mesmos podem ser considerados constantes
dentro do periodo de amostragem T (o) = t;1 — f. Portanto, o objetivo desta se¢do é obter um
modelo discreto equivalente para o sistema (1.1a), com w(z) = 0, tdo acurado quanto possivel, para
a sintese de controladores digitais que leiam o estado x(7) nos instantes de amostragem k7T (¢5),

k=1,2,..., e provejam um sinal de controle u(z).

1.3.1 Discretizacdo de Sistemas Incertos com Periodo de Amostragem Incerto

Maior do que o Atraso Induzido pela Rede

Considere que o sistema (1.1a), com w(¢) = 0, seja amostrado com um periodo 7 (o) > T,
Y, € Ay. Seguindo as linhas de (ASTROM; WITTENMARK, 1984), o procedimento de discreti-

zacdo fornece o modelo discreto dado por
X((k+ 1)T(00)) = AR (00)) + B(@)u(kT (00)) + Ba(@)u((k— )T(a)), VKEN, (1.5)
em que as matrizes incertas A(a), B(a) e By(a) sdo apresentadas a seguir

Alo) = oL () T(oy)

Y

(o)
B(a) = (/o eE(a‘)SdS> Fu(on), (1.6)

By(a) = oL ()Y (o) (/TeE(“l)sds) Fy(a)
0
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com
T(Otz) = Op1 (Tl —’L')—i—Osz (Tz—‘L'). (1.7)

Os parametros incertos que afetam o sistema e o intervalo de amostragem podem ser agrupados em
um vetor o = (0, 0) que pertence ao dominio multi-simplex Ay, dado pelo produto cartesiano

de simplexos unitdrios Ay,,, m = 1,2, como definido a seguir.

Definicao 1.1 (Multi-simplex (OLIVEIRA et al., 2008)). Um multi-simplex Ay é o produto carte-
siano Ay, X --- X Ay, de um niimero r de simplexos Ay, , ..., Ay,. A dimensdo de Ay é definida pelo
indice N = (Ny,...,N,). Por simplicidade de nota¢do, RN denota o espago RN +Nr Um dado
elemento o € Ay é um vetor pertencente ao RN e pode ser decomposto como (04,0p,...,0,) de

acordo com a estrutura de Ay e, subsequentemente, cada 0y, m =1, ...,r, é decomposto na forma

(amlaam27 MR} aMNm)

Devido a dificuldade em tratar exponenciais de matrizes incertas, propde-se um novo pro-
cedimento de discretizacdo, baseado na expansdo em série de Taylor. Assim, o sistema discreto
resultante (1.5) possui matrizes no espaco de estados que sdo polindmios homogéneos de grau ¢
cujos parametros incertos pertencem ao dominio multi-simplex e termos limitados em norma. Os
termos adicionais, que representam o erro proveniente do procedimento de discretizacdo, depen-
dem do grau ¢ da expansdo da série de Taylor, do periodo de amostragem e dos parametros incertos

ay e . Portanto, as matrizes do sistema (1.5) podem ser escritas como

Ala) =Ay(a) +AA (a), B(a)=By(a)+ABy(), By(a)=Bgs(a)+ABy(a)  (1.8)

com
Ag(ar) = JZE)E<?"1)jT(a2)J (1.9)
B(e) = X, o) (110
PR
Byy(a) = zg‘()i E(O?');TJ (o)X (o) 7 (1.11)
=)=

e
AA(a) = P @T(R) _ 4, (o) (1.12)
AB/(a) = (/OY(OQ) eE(al)sds) Fu(oq) —By(a) (1.13)

T
ABy () = F(®)T(@) (/ eE<°‘1>Sds) Fu(0q) — Bgy(a) (1.14)
0
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em que AAy(a), ABy(at) e ABgy(x) sdo os residuos da expansdo em série de Taylor de ordem /.

Usando as defini¢des relacionadas a N-uplas e séries multinomiais, apresentadas no Apén-

dice D, a matriz (1.9) pode ser reescrita como

T(c T(w)"
Aule) =1+ 7(aE(en) + " (g T2
— /-1
Np Np T((Xz)é
= (Zl a1i> (Z 0621) <Zl > (Z (le> (0%) E( )—|——|— 7 E(OCI)E
1= i=1
= Y o (E)IJF + ) Z )2 Ep+-4 ) Lk
- k! k'k ' kz p ko! kyt=p
ke sy (1) ket ((1=1)1) ket (1) pEZ% (ki)
k>—k k—k=k
peZ (k)
I N 1)2
k (L=
= Z o Z Z ]’%' 7( | TIEZEP
ke sty (01) J=0kep (-)1) ket (i) P R2:
k=k k—k-k
pEZ (k1)
2 Z akAk: Z Z ocflocé‘QAklkz, (1.15)
ke sty (1) ki€, (€) kaeta(0)
a matriz (1.10) também pode ser reescrita como
T(on 2 T(on ¢
Bg(OC):Y(OCz)Fu(OC])—i— (2) E((X])Fu(a1)—|—...—|— <€') E( )ﬁ IFM(OQ)
{—s {—s
V4 N 2 Y o s
— Z Zall Za2l | ) E(al)s lFu(al)
s=1 \i=1 i=1
k ((t—1))? ((t—2)1)?
= Z o Z Z l’%' Y]Ful+ Z Z ]’%' k l’% |
ke (01) ket ((=1)1) i€fl,...N} : ke ((6-2)1) i,{e{l ..... Ni} ( 2 — 2)-
k=k kyj—kp;>0 k=k  ki—kj—ej—e;>=0
je{1.2}
kzjficzj>0
0—j)N?
XYy EiFuj+ ..+ ) ) ) %Y%ZEPFWF...
ke ((e—j1) ie{l N} ke (1) - R2:
kek o ki—ki—ei=0  k—k-k

pEX (ki—e))
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1
+ )y ) 1 T EpFui
[6{1 N]}]?G(%(kl—el') 2
k1;>0 k=k

yenny

‘ _ a2
- ¥ &y I T L
k! ky!

ket (1) J=lkesy((e—jn) i€{lNi} keay (1)
ktl} ki—ki—e;=0 k—/it/;
pe@(k[*ei)
A k ky .k
= ) odB= )Y Y o'o?Byy,, (1.16)
ke gy (1) ki€, (€) ket (L)

e, finalmente, reescreve-se (1.11) como

E(Oﬂl)Fu(Otl) +...+ ;—fE(OCl)ElFu(Oﬂ)>

, N] 2é—S—q 2 l—s q
_ . ) () E(w)
=Y Y | Lo ) o g V(02 E(a) u(o)
s=0g=1 \i=1 j=1 >
[ q
ket (20)x A (0)  \s=0g=1"" Tty @e—s—gxr3(t-9)
k=k
(20—5—q)!(£—s)!s!
< XX T
ieil ..... N} fce%Nl(erq)X%(S) PR
ky—ki—e; =0 k—k=k
pER (k1 —e))
R L ki K
= Z "By = Z Z a11a2zBdk1k2’ (1.17)
ke Ay, (20)x H5(0) ki€t (26) ke A3 (0)

em que Ay, By e By sdo os coeficientes matriciais do sistema polinomial discretizado Ay(a), By()

e Byy(a), respectivamente.

Essa metodologia prové um modelo que € uma aproximacao de grau ¢ para o modelo dis-
cretizado descrito por (1.5) e (1.6). A fim de que os termos negligenciados na expansao em séries
sejam considerados nas condi¢des, limitantes 84, 6p € dp, para a norma dos termos incertos dados
por (1.12)-(1.14) podem ser definidos, respectivamente, como

04 = sup ||[AAy(a)]|, 0p = sup ||ABy(a)]|, 0p, = sup ||AB,(ax)]|. (1.18)

acAy acAy acAy
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O computo dos valores exatos de 84, Op e Op, ¢ uma tarefa dificil. No entanto, limitantes
superiores podem ser computados, por exemplo, utilizando métodos de andlise intervalar (OPPE-
NHEIMER; MICHEL, 1988; ALTHOFF et al., 2007), mas as estimativas sao em geral muito con-
servadoras. Neste trabalho, aproximacodes internas para os limitantes foram computadas realizando
uma busca em uma malha fina de valores de o € Ay. Para os exemplos considerados neste trabalho,
estimativas mais proximas dos valores exatos foram obtidas fazendo a malha de valores cada vez
mais densa dentro do dominio Ay. Tal procedimento aumenta o esforco computacional, mas todos

os calculos sdo feitos off-line.

O principal motivo de se propor um método genérico de discretizagdo de sistemas incertos
deve-se ao fato que aproximacoes de primeira ordem, utilizadas em muitos trabalhos da literatura,
sdo muitas vezes incapazes de reproduzir satisfatoriamente o comportamento do sistema incerto
continuo original. Esse aspecto torna-se mais evidente quando o periodo de amostragem aumenta.

Como exemplo, considere o sistema incerto continuo e estavel x(¢) = E (ot )x(¢) com trés vértices

40 3.0 —12.1 23 6.1 4.7
E| = . Ey= . Ey= . (1.19)
—8.6 —4.2 ~3.6 0.6 —20.9 5.9

Na Figura 2, ilustra-se que o aumento do grau ¢ da aproximagdo do modelo discretizado, x(k+ 1) =

dados por

Ay¢(a)x(k), produz trajetdrias do sistema discreto cada vez mais proximas das trajetérias do sistema
continuo original. Note que para maiores valores da aproximacéo de Taylor, o valor de 64 que limita

o residuo AA/() da expansdo em série de Taylor de ordem ¢ reduz-se como mostrado a seguir:
Oa,_, =5.3601, &4, ,=4.9243, &, ,=3.7013.

Para as simulagdes, escolheu-se um o = (0.5998, 0.3665, 0.0337) arbitrério, com xo = [1 —2] e
um periodo de amostragem 7' (0p) = 0.1 + 0.3 5.

1.3.2 Estabilizacdo de Sistemas Discretizados com Periodo de Amostragem Maior

do que o Atraso Induzido pela rede
Considere novamente o sistema discretizado (1.5), para k € IN,
x((k+ 1)T(062)) = (Ag(OC) —|—AAg(OC))x(kT(OCz)) + (Bg(OC) —I—ABg(OC))u(kT(OQ))
+ (Bag() +ABgy(a) )u((k—1)T (o)), (1.20)

no qual as parcelas relacionadas a expansdao em série de Taylor e ao erro de aproximacdo das
matrizes incertas sdo explicitadas, empregando (1.8). O sistema (1.20) pode ser reescrito como o

seguinte sistema aumentado

Z((k+1)T () = (Ag(0t) + Ady()) 2(kT () + (Bo(@) + AB(@)) u(kT (o)) (1.21)
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(b)

Figura 2: Segundo estado do sistema %(z) = E (o )x(¢) (linha continua), com os vértices de E (ot )
dados em (1.19), e do sistema discretizado para um periodo de amostragem incerto 7 () =
0.1051 +0.30; s com o = (0.5998, 0.3665, 0.0337) e xo = [1 — 2] (apenas para efeito de visu-
alizac@io, um linha tracejada foi introduzida para o caso ¢ = 1), com as escolhas (a) o = (0.7, 0.3)
e (b) ap = (0.5, 0.5).

em que
2(kT(0n)) = u(;((le()‘;Z()iZ» , Ag(a) = A/éoc) Bdg(fa) . Bu(a) = Bpgoc) 7
M) = | 1) BB gy = | A

Estimativas para os limitantes superiores de ||AA,(a)|| e | ABy(at)|| podem ser computadas,
respectivamente, como

0; = sup HAAg(OC)

acEAN

. 85= sup ||ABi(a)]| (1.22)
aEA

N

Como os elementos A;(a), By(c) e Byy(), que compdem as matrizes Ag(t) e By(at), pos-
suem graus diferentes em o, torna-se necessario empregar um procedimento de homogeneizacao,
para que todos os termos apresentem os mesmos graus de dependéncia nos pardmetros incertos em
cada simplex unitdrio, como mostrado a seguir.

0!
Y =A,_ 1 B

A A : iz
Aay= Y A= Y of [mOR0 (1.23)
ket (2D < 43(0) ke Ha, (20 xH5(0) . .
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0

ket ez 50 %_;Bk_l_(
By(a) = y kB = y of | Nl,g,-f 2(0) . (1.24)
ke Ay, (20)x A5(0) ke Ay, (20)x A5(0) (20)10!
k!

Definindo a lei de controle por realimentacao de estados
!/
u(kT(02)) = Kz(kKT(0)) = [Ky Ka| [x(kT ()" u((k—1)T(e))] (1.25)

pode-se enunciar o seguinte teorema para a estabilizacao dos sistemas (1.20), (1.21) e, consequen-

temente, (1.1a) com w(z) = 0.

Teorema 1.1. Se existirem matrizes simétricas Wy, € RUtm)x(nstm)  j o JN(g), matrizes G €
Rutm)x(nctna) o 7 ¢ R (mtma) yaridveis escalares Az e Mg, graus g = (g1,82) € N?, um grau
de relaxagdo de Polya d € IN e um dado pardmetro escalar & € (—1,1), tais que as seguintes LMIs

sejam asseguradas

d!
S= ) Wi >0, Vk € n(g+1d) (1.26)
ke Ay (1d) ™
k>k
Mi+ Y M+ ) M3<O, Vk € Jn(w) (1.27)
ke Ay (w—h) ke Ay (w—g)
k>k k>k
em que'
Q) * * * ?;(Ak_;(G—l—G/A;C_]}) * k%
1| — -G -0 AN I X!
IZK EG -G-G  « * 7M2:(wAh). G'A 0 x|
k'| £z Z —Agl % k! 0 0 0 %
£G G 0 A4l 0 000

(w—g)! ..
M3:leag<—Wk_,~<, Wk_];, 0, 0)

com ® = (XA@% + 1355)1, A=A+ B ZG™, Ay e By sendo os coeficientes das matrizes Ay(at) e
Bi(a), respectivamente, com grau de aproximagdo ¢ € N, h = (2(,0), w = max{g, h} +1d, &; e
0y dados por (1.22), entdo a lei de controle por realimentagdo de estados (1.25) com K = zG™!

estabiliza robustamente os sistemas (1.20), (1.21) e, consequentemente, (1.1a) com w(t) = 0.

d d
Prova: Primeiro, note que <Z§\21 0511') (21-2:1 (le-) = 1 para todo d € IN. Portanto, a matriz W (a)

pode ser reescrita como

Ni d /3 d
<Za1,~> (Zaz,-> W)= Y ds. (1.28)
i=1 i=1

ke Ay (g+1d)

10 simbolo  representa um bloco simétrico na LMI.
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Assim, se S > 0, k € #y(g+ 1d), entdo W(a) > 0 verifica-se Va € Ay. Em seguida, multipli-
cando (1.27) por a*, somando Vk € J#y(w) e definindo

deiag<®—W(O‘)a W(OC), _)LAL _)LEI>7
U:[A(O‘)/ -1 K I}’
v=ler 1o o,

obtém-se

0+UGV+V'GU <0 (1.29)

A

em que A(a) = Ay(a) +B;()ZG~'. Escolhendo as seguintes bases para os espacos nulos de U
eV

I 0 O I 00
Ala) K 1 —¢1 0 0
Ny = () ) Ny = 5 )
0 I O 0O I 0
0 0 I 0 01

verifica-se que (1.29) € equivalente, pelo lema da projecao (Lema C.2), a
N, ONy = diag (@ “W(a) +EW(a), —/IAI>
que prové os limitantes para o parAmetro escalar &,
—(1=EYW(a) < (485 +2583)1 = (1-E)>0e-1<E<L. (1.30)

Usando a segunda condi¢do do lema da proje¢do (Lema C.2), Nj,;ONy < 0, e aplicando o comple-

mento de Schur, obtém-se

-W(a)+0 * * *

W(@)A(a) —-W(a) * 1 (131
0 KW(a) —231  * '
0 W(ax) 0 A4l

que é equivalente a (1.29). Substituindo A(a) por A,(a) + By(a)K em (1.31) e novamente apli-

cando o complemento de Schur, produz-se

W(a) 2381 % *
¥(a) Wia) =« —lgdiag<8§l, o,o)-xé—ldiag(o, W(a)K'KW (), o)>o
0 W(Ot)/ AAI

(. J
v~

M,
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com (o) = W(a)As ()’ + W (a)K'By(e)’. Denotando o lado esquerdo da desigualdade acima
por M e sabendo que ABy(o)ABy (o) < 551, obtém-se

My, — AgMM’ — ,I[;IN’N >M; >0

M,

/

/
comM = |AB,(a)’ 0 O} eN = [O —W(a)K’ 0] . A seguir, usando o Lema C.1, obtém-se

My, —MN—N'M >M, >M,; >0

M;
ou
W(a) —AAS/%I * *
Y(a)+W(a)K'ABy(a) W(a) % | >M;,>0.
0 W(a) M
N > .,

Repetindo 0 mesmo procedimento (primeiro aplicando o complemento de Schur e em seguida o

Lema C.1), produz-se

>0, Vo € An (1.32)

W (a) (A
com A(a) = Ay(a) + AAdy(a) e B(a) = By(a) + ABy(a), que certifica a estabilidade robusta em
malha fechada dos sistemas (1.20) e (1.21).

Embora a estabilizabilidade de um sistema discretizado incerto nao implique, no caso geral,
na estabilizabilidade do sistema continuo incerto original, na abordagem proposta neste trabalho a
lei de controle de realimentacdo de estados (1.25) também garante a estabilidade do sistema conti-
nuo incerto (1.1a), com w(¢) = 0, em malha fechada, se o erro de aproximagdo do procedimento de

discretizagdo for levado em consideracao. Esse fato € demonstrado no Apéndice A. ]

Observacio 1.1. Note que & € (—1,1) representa um grau de liberdade a ser explorado na busca
de uma solugdo factivel. Por exemplo, pode-se realizar uma busca linear em & ou, simplesmente,
testar um conjunto de valores pré-estabelecidos. Uma escolha particular que mostrou-se apropri-
ada nos exemplos testados é & = 0. Tal opg¢do satisfaz a restri¢dao (1.30), isto é & € (—1,1), além
de simplificar alguns termos das condicoes (1.27). Note ainda que, uma vez que o pardmetro es-
calar & ¢é fixado, as condicoes do Teorema 1.1 deixam de ser desigualdades matriciais bilineares
(BMlIs, do inglés bilinear matrix inequalities (BOYD et al., 1994)) e tornam-se LMIs. Portanto,
testar as condigdes para diversos valores de & representa um grau extra de liberdade na redugdo

do conservadorismo (ao pregco de um maior esforco computacional).
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Embora o Teorema 1.1 trate de sistemas discretizados com taxas de amostragem incertas e
atraso induzido pela rede, as condicdes propostas podem ser especializadas para prover um ganho
de realimentacdo de estados para sistemas incertos amostrados com periodo precisamente conhe-

cido e sem atraso, como apresentado no seguinte coroldrio.

Corolario 1.1. Se existirem matrizes simétricas Wy € R"™*"™, k € J#y(g), matrizes G € R~ ¢
Z € R">™, varidveis escalares A; e Ag, graus g € N e de relaxacdo de Polya d € IN, e um dado
pardmetro escalar & € (—1,1), tais que (1.26) e (1.27) se verificam, com ® = (AA@% +7Lé5§) I,
A = Ay + BiZG™!, Ay e By sendo os coeficientes matriciais de Ay(at) e By(at), respectivamente,
dados por (1.15) e (1.16) com um periodo de amostragem constante (T (o) = T), atraso nulo
(Y(op) = T) e um grau de aproximagdo da série de Taylor { € N, w = max{g, L} +d, com 84 e 5

dados por (1.18), entdo a lei de controle por realimentagdo de estados
u(kT) = ZG ™~ 'x(kT)
estabiliza robustamente o sistema
x((k+1)T) = (Ag(a) + AAy(a))x(kT) + (Be(at) + ABy () )u(kT)
e, consequentemente, o sistema continuo

(1) = E(on )x(t) + F (o0 )u?).

Observacao 1.2. A hipétese de que o periodo de amostragem seja invariante no tempo pode ser
restritiva no contexto de NCS. Como discutido em (MONTESTRUQUE; ANTSAKLIS, 2004) e (VE-
LASCO et al., 2005), o periodo de amostragem pode variar por diferentes razoes, por exemplo,
devido a alocagdo dindmica da largura de banda e politica de escalonamento. As condicoes do
Teorema 1.1 podem ser adaptadas para tratar este caso especifico, bastando impor g, =0, o que
significa permitir que T (0 (t)) varie arbitrariamente no intervalo dado. Um outra alternativa seria
adotar uma estratégia menos conservadora para variagdes pequenas, seguindo as linhas propos-
tas em (BORGES et al., 2010), em que uma matriz de Lyapunov dependente de 0 (t) é utilizada e

limitantes para as taxas de varia¢do de o (t) sdo considerados.

1.3.2.1 Exemplos de Estabilizacdo para Sistemas Discretizados com Taxas de Amostragem In-

certas e Atraso

Exemplo 1.1. Considere o sistema massa-mola continuo dado em (IWASAKI, 1996)

x(t) =E(B)x(t) + Fu(t — 1) (1.33)
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emque 3 € [3.6,5.4]¢

0O 0 10 0
0 0 01 0
E)= 82 B2 oo Tlip
B/3 —BJ3 0 0 0

Ao avaliar a matriz dindmica do sistema nos valores extremos do pardmetro incerto 3,
obtém-se um politopo de dois vértices. O objetivo é projetar um controlador digital robusto por
realimentacdo de estados utilizando um periodo de amostragem incerto pertencente ao intervalo
[0.4, 0.6], isto é, T(0p) = 0.40p; +0.609; s, 0 € Ay, que assegure a estabilidade do sistema

continuo incerto com um atraso induzido pela rede 7= 0.2 s.

Neste ponto, faz-se necessario destacar o papel crucial desempenhado pelos limitantes dos
erros de discretizacdo na metodologia proposta. Geralmente, o procedimento € iniciado empre-
gando baixos graus de aproximacdo na série de Taylor. Contudo, nesses casos, os valores de &3
e Oy sdo geralmente altos e a condicdo de sintese de controladores por realimentagdo de estados
do Teorema 1.1 ndo prové um ganho estabilizante. Ao aumentar o grau ¢ da expansao por série de
Taylor, os limitantes sao reduzidos, como pode ser observado na Tabela 1. Tal melhoria é alcancada
ao preco da elevacdo do esforco computacional, uma vez que o uso de maiores graus ¢ implica em
um aumento no nimero de mondmios (associado aos coeficientes matriciais) do modelo polinomial
discretizado. O aumento de ¢ implica diretamente em um aumento do tempo de processamento do
procedimento de discretizagdo e no tamanho (i.e., o nimero de varidveis e de linhas de LMIs) das
condig¢des, como mostrado na Tabela 1. O esfor¢co computacional também é afetado pelo nimero
de vértices do sistema original e do grau escolhido para as matrizes da funcido de Lyapunov nas

condigoes.

Tabela 1: Limitantes para os erros de discretizagdo (03 e 0g) e tempos de processamento (em
segundos) do procedimento de discretizacdo para o Exemplo 1.1 com diferentes graus ¢ da expansao
em série de Taylor.

14 1 2 3 4 5

1.1004 0.6986 0.1340 0.0584 0.0069
Op 0.0421 0.0168 0.0018 0.0006 0.0004

Tempo (s)  0.10 0.80 4.25 17.49  64.88

L

Neste exemplo, apenas para ¢ > 5 os valores de 6; e 0y sdo suficientemente pequenos

tais que o Teorema 1.1 prové uma solucdo factivel. Portanto, aplicando o Teorema 1.1 com ¢ =
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5,¢g=(1,1),d =0, & =0, um ganho robusto por realimentagdo de estados que estabiliza o
sistema continuo € encontrado. Na Figura 3a, apresentam-se as respostas temporais (realizadas
em Simulink Matlab) do sistema em malha fechada para o = (0.4, 0.6) e ap = (0.2, 0.8), re-
presentando 7 = 0.56 s, e uma condi¢@o inicial xo = [—4 12 — 3]/ usando o controlador K =
[0.0890 —1.2375 —2.3672 —1.7851 —0.24438|.

6 ; ‘ ‘ ‘ x 10

xli xq(t

X2 xp(t

4 x3(1)1] 2r x3(1)]
x4(t x4t

2+

6 . . . . _5

(a) (b)

Figura 3: Estados do sistema do Exemplo 1.1 para o; = (0.4, 0.6) e xg = [—4 1 2 — 3]’ simulados
com 0 = (0.2, 0.8), representando 7' = 0.56 s, usando: (a) o controlador digital por realimenta¢ao
de estados obtido por meio do Teorema 1.1, com g = (1,1),d =0, =0,¢=5,T € [0.4, 0.6],
5/3‘ = 0.0069, 53 = 0.0005, e T =0.2 s, e; (b) o ganho obtido por (DE OLIVEIRA et al., 1999,
Teorema 3), com T = 0 s e uma aproximacao de primeira ordem (¢ = 1) de Taylor com 7 = 0.4 s.

Ao tratar sistemas politdpicos continuos controlados por computadores digitais, € comum
observar que a maioria das técnicas existentes da literatura adota o procedimento de discretizar os
vértices do sistema usando um periodo de amostragem fixo e uma aproximacao de primeira ordem
da série de Taylor que resulta em outro politopo (i.e., um sistema incerto com dependéncia afim
nos parametros) no dominio discreto. Em seguida, uma condi¢do para projeto de controladores
discretos € aplicada, como pode ser visto nos exemplos apresentados em (KOTHARE et al., 1996;
LEE; WON, 2006; WADA et al., 2006). Contudo, essa estratégia pode prover ganhos que ndo

estabilizam os sistemas continuos, uma vez que o erro de discretiza¢do nao € considerado.

Para ilustrar esse importante fato, considere uma versao simplificada do sistema apresen-
tado em (1.33) com 7 = 0 5. Realizando uma discretizacdo de primeira ordem usando um periodo
de amostragem constante 7 = 0.4 s (valor inferior do intervalo de amostragem, representando a es-
colha ap = (1, 0)) e aplicando uma condi¢@o de projeto para sistemas politdpicos discretos que nao

leva em conta o erro de aproximagado, como por exemplo (DE OLIVEIRA et al., 1999, Teorema 3),
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o seguinte ganho robusto por realimentacdo de estados € determinado
K=|-52112 25893 —8.4170 0.1229]. (1.34)

Embora o controlador obtido estabilize o sistema continuo amostrado com 7' = 0.4 s, a estabilidade
em malha fechada do sistema continuo niao pode ser garantida para todos os valores do periodo
de amostragem no intervalo T € [0.4, 0.6] s. Na Figura 3b, apresenta-se uma simulagio temporal
(realizada no Simulink Matlab) na qual assume-se um periodo de amostragem 7 igual a 0.56 s, com
os mesmos valores usados anteriormente para os parametros, o) = (0.4, 0.6), xo = [—4 12 — 3]’,
e o controlador (1.34). Como pode ser notado, o comportamento do sistema em malha fechada é
claramente instdvel. Similarmente, mesmo que se utilize o periodo mdximo de amostragem 7 =
0.6 s no procedimento de discretizacdo e aplique-se novamente a condicdo de (DE OLIVEIRA
et al., 1999), o controlador projetado ndo assegura a estabilidade em malha fechada para todo
T €[0.4, 0.6] s. Nesse caso especifico, mesmo para T = 0.6 s o controlador leva o sistema (1.33)

a instabilidade.

Exemplo 1.2. Considere o sistema politépico continuo (1.1a), com F,(a;) = 0 e um atraso indu-

zido pela rede igual a 7 = 0.05 s, cujos vértices das matrizes do sistema sdao

o000l o [a 1ol o fuo] . [o .
" ls0 2000 TP =10 o5 T |20l T |10 '

para constantes a e b dadas.

O sistema é amostrado com um periodo 7 pertencente ao intervalo [0.1, 0.2] s, isto &,
T(o) =0.1a1 +0.2097 5, 2 € Ay, utilizando aproximagdes de 14 a 5% ordem na série de Taylor,
ou seja, foram aplicados ¢ = 1,...,5 em (1.15)-(1.17). O objetivo deste exemplo é mostrar que,
com o aumento do grau ¢ combinado com uma busca linear no pardmetro escalar & € (—1,1) no
Teorema 1.1, € possivel reduzir o conservadorismo dos resultados em termos da estabilizabilidade

de vérios valores dos pardmetros (a,b).

No primeiro teste, utilizou-se o Teorema 1.1 com g = (1, 1),d =0e & = 0. Na Figura 4a,
ilustram-se os resultados e permite-se concluir que € possivel estabilizar um conjunto maior de
sistemas continuos aumentando o grau da aproximacao ¢. Uma segunda investigacdo considera um
grau de discretizag@o fixo (¢ =2), g = (1,1),d = 0 e 19 valores igualmente espacados no intervalo
[—0.9, 0.9] para o pardmetro escalar. Os resultados sdo ilustrados na Figura 4b, que mostra que
uma maior gama de valores de a e b pode ser estabilizada por meio do emprego de uma busca no
parametro escalar. O preco a ser pago € um aumento no esforco computacional, pois necessita-se

testar valores distintos de & para um grau / fixo.

Dominios maiores para os parametros a € b podem ser obtidos aumentando os graus parciais

das matrizes associadas a fungio de Lyapunov no Teorema 1.1. Por exemplo, com ¢/ =2, =0,a =
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Figura 4: Regido de estabilidade para o Exemplo 1.2 provida pelo Teorema 1.1 com g = (1, 1),
d =0e: (a) & =0 com diferentes graus de aproximacéo (¢) da série de Taylor (os graus maiores
também estabilizam os graus menores); (b) £ = 2. Primeiro caso: & = 0 (H); segundo caso: £ €
[—0.9, 0.9] (e V).

l,d=0e g=(0,0), aregido de estabilidade para b é [0.7, 1.4]. Também vale a pena salientar que
a metodologia multi-simplex permite empregar diferentes graus para cada simplex, de forma que se
g for escolhido igual a (1,0) o intervalo de estabilidade para b é [0.5, 1.8]. Considerando também
grau um para o segundo simplex, isto € g = (1,1), o intervalo de b ¢ estendido para [0.4, 1.9] (veja
Figura 4b).

1.3.3 Estabilizacdo de Sistemas Discretizados com Periodo de Amostragem Me-

nor do que o Atraso Induzido pela rede

Considere que o sistema (1.1a), com F,,(a;) nula, seja amostrado com um periodo T < 7.
Seguindo a mesma linha de (ASTRC)M; WITTENMARK, 1984), o procedimento de discretizacao

fornece o seguinte modelo discreto?
x((k+1)T)=A(a)x(kT)+B(a)u((k—0+1)T)+By(t)u((k—6)T), (1.36)

sendo que o parametro 6 € IN (associado aos instantes atrasados que sdo utilizadas na lei de con-

trole) obedece as seguintes relacoes
0>1, T=(0-1)T+1", 0< 1" <T, (1.37)

em que T* representa o menor atraso que pode ser considerado dentro do intervalo de amostragem.

Adicionalmente, as matrizes A(a), B(a) e By(a) séo dadas por (1.6) substituindo 7 por t*.

2Por simplicidade, considera-se que o periodo de amostragem 7'( ) é constante, isto é, T; = 7> = T nas préximas
subsecoes.
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Para k € IN, o sistema (1.36) pode ser reescrito como o seguinte modelo aumentado,

2((k+1)T) = A(a)z(kT) + Bv(kT)

emque A(a) =Aj(a)+AA(a), v(kT) = u(kT),

(1.38)

x(kT) Ai(a) By(a) Be(ar) 0
u((k—6)7T) 0 0 1 0
2(kT) = : , o A= : : o
u((k—2)T) 0 0 0 1
u((k—1)T) 0 0 0 0

AAj(a) ABy(a) ABy(a) 0 0

0 0 0 0 0

Aby(a) = |t : : o B=:

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

e os termos Ag(a), Byy(t), By(@) e 0 sdo dados, respectivamente, por (1.15)-(1.17) e (1.37).

Nessas circunstancias, sdo necessarias On, varidveis de estado extras, produzindo um vetor
de estados z(kT') composto pelo estado atual x(kT) e pelas dltimas 6 entradas de controle. Além

disso, o termo adicional AA,(a), que representa o erro residual de discretizagdo, pode ser limitado

por uma constante, ||AAy(o)| < &, sendo definida como

0 = sup ||AA/(a)].

aEAN

(1.39)

Como os elementos Ay(t), By(@) e Byy(e), que compdem a matriz A;( ), possuem graus

diferentes em ¢, realiza-se o seguinte procedimento de homogeneizacao.

Al Bgr A 0
0 0 I 0
AMay= ) of |+ & | =
ke (20 0 0 0 i
0 0 0 0
com é' g'
An= Y, ]}—;Ak_;;, A=) ]’%_;Bk_kv
kestn (0) ket (L)
k>k k>k

Y afAy (1.40)
ket (20)
|
DLy
k!
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Definindo a lei de controle
w(kT) = Kz(kT) = [Kx Ko --- Ki|z(kT) (1.41)

pode-se enunciar o seguinte teorema para a estabilizacio dos sistemas (1.38), (1.36) e, consequen-

temente, de (1.1a) com w(r) = 0.

Teorema 1.2. Se existirem matrizes simétricas Wy, k € #n(g), matrizes G e Z de dimensoes com-
k 8
pativeis, um grau de relaxagdo de Polya d, uma varidvel escalar A e um dado pardmetro escalar

& € (—1,1), tais que as seguintes LMIs sejam verificadas

d!
) Wi >0, Vk € An(g+d) (1.42)
kedy(d) ™
k>k
M+ Y M+ ) M;<O, Vk € Hn(w) (1.43)
ke sty (w—h) ke tn(w—g)
k>k k>k
em que
P * * ?;(Ak_,;GﬁLG’A;( k) * *
w! o , (w—nh)! -
MIZF —-€£G+7ZB -G-G * |, MZIT G’A;_IA{ 0 x|
' G G —AI ' 0 0 0

(w—g)!
M3 = T dlag (_ka/b kalvc’ 0>
com ® = A8+ & (BZ+Z'B') e Ay sendo o coeficiente matricial de A(ct) com grau de aproxi-
magdo ¢ € N, w=max{g, 20} +d e § dado por (1.39), entdo a lei de controle por realimentagdo

de estados (1.41) com K = ZG™! estabiliza robustamente o sistema (1.38), (1.36) e, consequente-

mente, (1.1a) com w(t) = 0.

Prova: A prova € similar a do Teorema 1.1 e, portanto, ¢ omitida. ]

Observacao 1.3. Embora todo o desenvolvimento apresentado nesta subsecdo tenha sido feito
para um periodo de amostragem T e uma atraso induzido pela rede T constantes, as condi¢oes
de estabilidade apresentadas no Teorema 1.2 podem ser adaptadas para tratar os casos em que
esses parametros sdo incertos e podem ser escritos como uma combina¢do convexa de dois valores
extremos, isto €, T(0p) = 0p1T1 + 0 Th e T(03) = 03171 + Q32 Tr. Entretanto, torna-se necessdrio

impor uma restricdo adicional a (1.37) que ¢ utilizada para computar T*, a saber,

nT < t(oz) <nTh+ T, para algum n € IN.
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1.3.3.1 Exemplos de Estabilizacdo para Sistemas Discretizados com Periodos de Amostragem

Incertos Maiores do que o Atraso

Exemplo 1.3. Considere o sistema incerto continuo massa-mola-amortecedor, com quatro vértices,
inspirado no modelo apresentado em (IWASAKI, 1996),

%(1) = E (k,b) x() + Fuu(r — 1) (1.44)
em que
0 0 1 0 0
E (k,b) = 0 0 0 : Fo=| " ke3,6, bell, 2
U =k/2 0 k)2 —bj2 b2 Y [1)2) C P
k/3 —k/3  b/3 —b/3 0

O objetivo neste exemplo € projetar um controlador digital robusto por realimentacdo de
estados que assegure a estabilidade do sistema continuo incerto, usando um periodo de amostragem

T = 0.5 s com um atraso induzido pelarede 7= 1.1 s.

Aplicando o procedimento de discretizacdo com £ = 4 obtém-se 6 = 0.0223 e, em seguida,

utilizando o Teorema 1.2 com /=4, g=1,d =0 e £ = 0, produz-se o seguinte controlador
K =—[0.367 0.652 1.956 2.976 0.097 0.457 0.413]

que garante a estabilidade robusta do sistema continuo. Como ilustracao, na Figura 5a, apresentam-
se as respostas temporais do sistema em malha fechada para o = (0.2, 0.3, 0.4, 0.1) e uma condi-

¢do inicial xg = [~4 12 — 3]’ usando o controlador projetado.

Como discutido no inicio do capitulo, quando o atraso induzido pela rede nao € considerado
no projeto do controlador, o sistema pode ser levado a instabilidade. Para ilustrar este fato, considere
que o controlador digital seja obtido pelo Corolédrio 1.1 (BRAGA et al., 2013, Teorema 1), com
T=05s,¢=4,g=1,d =0, que ndo leva em conta o atraso 7, embora também garanta a
estabilidade do sistema continuo incerto em malha fechada para sistemas sem atraso. Neste caso,
ao aplicar o controlador projetado pelo Corolério 1.1, o sistema (1.44) torna-se instdvel, como pode
ser observado pelas trajetdrias dos estados apresentadas na Figura 5b, simuladas com os mesmos

valores de o e x( utilizados anteriormente.

Exemplo 1.4. Considere o sistema politépico continuo (1.1a), com um atraso induzido pela rede
iguala 7=0.23 se w(r) =0, cujos vértices das matrizes dos sistema sdo dados em (1.35). O sistema
¢ amostrado com um periodo 7" = 0.10 s utilizando aproximagdes de 2¢ a 4 ordem da expansado
em série de Taylor. O objetivo desse exemplo € mostrar que o aumento do grau ¢ combinado com
uma busca linear no pardmetro escalar £ € (—1,1) no Teorema 1.2 sdo capazes de reduzir o con-
servadorismo dos resultados em termos da estabilizabilidade para faixas maiores dos parametros
(a,b).
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Figura 5: Trajetdrias do(sa ) estados do sistema (1.44) usando 7 =05 s, T =11 s, o0 =
(0.2,0.3,0.4,0.1),x0=[-412 — 3]/, {=4,g=1,d=0:(a) com ganho de realimentagao forne-
cido pelo Teorema 1.2 com 6 £ 0.0223; (b) com o controlador obtido pelo Corolario 1.1 (BRAGA
etal., 2013, Teorema 1) com &4 = 0.0223 e 6 = 0.0015.

No primeiro teste, utilizou-se o Teorema 1.2, com g=1,d =0¢e & = 0 e os resultados sdo
apresentados na Figura 6a. Como pode ser observado, o crescimento do grau da aproximagdo (/)

aumenta o tamanho do conjunto de sistemas continuos estabilizados. No segundo caso, para um

. . . . 1 gfeé [y ¢ v '
S S S S S DoLon oL
101 ¢ * . ¢ ¢ * e ° ° ° M
¢ ¢ * ¢ ¢ ¢ o ° o o v v v
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ L
b * b * * . bre° ° e v v v
sre [ [ ¢ ¢ ¢ L] ° ° ° v v v v
° ° [ [ * L4 5te ° ° v v v v v
° ° ° [ L4
° ° ° ° * ° ° . v v v v v
a 6re o o o ¢ a 4re [ o v v v v
° ° ° °
[=] ) ° * ° ° v v v v v
o ° ° 3re . v v v v
473 g o ° ° v v v
a a 2re v v v
.l ° o {=2| . v v v
o o (=3 ite v v
¢ * /=4 v v
0k L L L T — Ocw L L L L L L L4
0 05 1 1.5 2 25 0 0.5 1 15 2 25 3 35
b b
(a) (b)

Figura 6: Regido de estabilidade para o Exemplo 1.4 provida pelo Teorema 1.2 com g=1,d =0
e: (a) £ =0 com diferentes graus de aproximacéo (¢) da série de Taylor (os graus maiores também
estabilizam os graus menores); (b) £ = 3. Primeiro caso: & = 0 (e); Segundo caso: £ € [-0.9, 0.9]
(eec V).

grau de discretizacdo fixo (¢ = 3), g =1 e d = 0, foram testados 19 valores igualmente espagados

no intervalo [—0.9, 0.9] para o pardmetro escalar. Os resultados sdo ilustrados na Figura 6b, que
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mostra que uma maior gama de valores de a e b pode ser estabilizada por meio do emprego de
uma busca no parametro escalar. O preco a ser pago é um aumento do custo computacional, pois

necessita-se testar valores distintos de & para um grau £ fixo.

Maiores dominios para os parametros a € b podem ser obtidos aumentando os graus parciais
das matrizes de Lyapunov no Teorema 1.1. Por exemplo, fixandob =0,/ =2, =0,d =0e g=0,
a regido de estabilidade para a é [2.5, 4.5]. Entretanto, aumentando o grau da matriz de Lyapunov

para g = 1, o intervalo de a compreende os valores [1.5, 5.0] (veja Figura 6a).

1.4 Computo da norma 4

Considere o sistema continuo linear e incerto (1.1), com u(¢) = 0. Assuma que o sistema
seja estdvel e a pertubacdo seja tal que w(r) = ¢;6(f), em que ¢; € R™, i =1,...,n,, é dado
em (D.12). Denotando por z;(¢) a trajetdria de saida correspondente, a norma 7% para o sistema

continuo (1.1), com u(t) = 0, pode ser expressa para um o € Ay fixo como

2

1H ()| = 2/000z,-(t)'zi(t)dt _ HG(a) (sI—E(oc))_le(a)Hz. (1.45)

O procedimento de discretizagdo proposto prové o seguinte modelo discreto

x((k+1)T) = A(0)x(kT) + B,y () w(kT)
2(kT) = C(a)x(kT)

(1.46)

em que A(a), By () e C(), o € Ay, sdo matrizes incertas dadas por

A((X) _ eE(a)T)
B, () = Fy (), (1.47)
T !/
C(a)Cla) = /O F@OSG() G(a)E @sds.

A escolha das matrizes (1.47) para o sistema discreto € feita de forma a garantir que a
norma 7% do sistema continuo (1.1), com u(t) = 0, seja idéntica a norma % do sistema dis-
creto (1.46), para um dado o € Ay. A obtengdo das matrizes (1.47) segue as mesmas linhas apre-
sentadas em (CHEN; FRANCIS, 1995; SOUZA et al., 2013) para sistemas precisamente conheci-

dos. O desenvolvimento para o caso incerto é apresentado a seguir.
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Partindo da fung¢@o de transferéncia do sistema discreto, para um « fixo, tem-se

2 -1 2
1H ()] = |[Cle) (1~ A(0) ™" Bl
= Ty (Bw(a)’ i (A(a)’)kC(a)’C(a)A(a)kBW(a))
k=0

= |Gt (51— E@) " Futen) [ = a1 (s) B (1.48)

Analisando (1.47) percebe-se que o sistema discreto resultante tem a mesma matriz de en-
trada do modelo continuo, B,,(a) = F,(a), e as matrizes A(a) e C(a) sdo polindmios homogéneos

de grau ¢ em o € Ay mais um termo limitado em norma.
As matrizes de (1.47) podem ser reescritas como
Ala) = Ag(a) +AA (),
B, (o) =F, (@), (1.49)
C(a)'Cla) =€ (a) =6 (a) + A% ()

comAy(a) e AAy(a) dados, respectivamente, por (1.9) e (1.12),

00 Ts+q—1 o / .
Ci(a) = ;q; RPN e (E(@))" G(a)G(a) (E(a))* (1.50)

© T
A‘Kg(a):/eE(“)SG(a)’G(a)eE(“)Sds—%(a), (1.51)

0

sendo este dltimo limitado por uma constante 8¢, computada como

8 = sup [|A% (). (1.52)

acAy

Assim como feito anteriormente, a condi¢do para o computo da norma 773 do sistema (1.46)

requer a obtencdo dos coeficientes matriciais Ay e 6 do sistema polinomial discretizado Ay(ot) e
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%y(o). Enquanto os coeficientes matriciais de Ay() sdo dados em (1.15), a obtengdo de %} é feita

empregando as definigdes apresentadas no Apéndice D de tal maneira que (1.50) pode ser reescrita

como
20—2)!
aw= Y &l ¥ oy g
ket (20) ]}e%](zg_z) ije{l,..N} :
ktfc k—k—ej—e;j=0
Tsta-1 20—g—ys)!
ot 5 X y #E’GQGE
54 <S+q_ >l%€<)£§v(2€fsfq) ije{l...N} ke (g—1) ke
k=k k_k_ei_ejioreﬁ/?(k—fc—ei—e‘j—l_c)
pe,%(k—fc—e,—ej—r)
T2€—1 '
+...+m . Y X E/G/G/E,
i,je{1,...,N} kngN((] 1)
k_ei_el>0r6%(k ei—e;—k)
pEX (k—ej—ej—r)
2 Y Jde, (1.53)

ke tn(20)

em que e; € ¢; sao dados em (D.12).

Essa metodologia é uma aproximacgdo de grau ¢ do modelo discretizado descrito por (1.46)
e (1.47). Para um sistema precisamente conhecido, essa representagdo discreta, utilizando um grau

¢ suficientemente grande, recupera o indice de desempenho .77 apresentado em (SOUZA et al.,
2013).

Com base nessas consideracdes, pode-se enunciar o seguinte teorema para o computo do
custo garantido .7 de um sistema discreto com dependéncia polinomial nos parimetros incertos e

com incertezas limitadas em norma.

Teorema 1.3. Se existirem matrizes simétricas definidas positivas B, € R, k € Jy(g), com

g € N, varidveis escalares Ay e Ac, tais que as seguintes LMIs sejam verificadas

g!
Z > Z Ir <B/Pk - kBk> (k—k—fc—fc)!u2<0’

iceJ(N() ke%?v() ke (1

k>k k>l+k k2k+k+k
Vke n(g+2+d) (1.54)
M+ Y M+ Y M+ ) Y My>0, Vkey(w) (1.55)
ke Aty (w—g) ke sty (w=20) ke sty (w—t—g) ke Ay (g)

k>k k>k k>k k>k+k
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em que
(8241282 )1 ]

— 24 A+Z}LC G * * Pk—k * x *x

] i 0 0 lcl_ 0 0O 00
—Crp * * K 0 * kK

My = (w—~2£)! 0 0 « % M= (w—AE—g)' PA, i ¢ 0 x x ,
k! 0 0 0 % k! 0 0 0 %
0 0 0O 0 000

com o modelo discretizado de grau de aproximagdo ¢ € N, w = max{2(,{+ g} +d e O4 e 8¢ dados
por (1.18) e (1.52), entdo | é um custo garantido 55 para o sistema (1.46) e, consequentemente,
para o sistema (1.1), com u(t) = 0.
Prova: Multiplicando (1.54) por a* e somando Vk € #y (g +2+d), obtém-se

Tr (B'(a)P(a)B(ax)) < p? (1.56)

Similarmente, multiplicando (1.55) por ak e somando Vk € v (w), (1.55) pode ser reescrita como

E(a) * *  *
P()Ay(ax) Pla) *  * -0 (157)
0 P(OC) /FLA] * , .
I 0 0 Al

1
com E(a) = P(a) —6)(a) — Z?LCSgI — 24831. Empregando o complemento de Schur, (1.57) é

equivalente a

P(a)—C(a) =28  * % nrn %631 00
P(a)Ay(at) Pla) * | —Az'[o| |0] —Ac| o o ol >0
0 P(o) A4l 0f (O 0O 0 0
~~ d ~~~
T, N

Denotando o lado esquerdo da desigualdade acima por M; e sabendo que A% (a)'A%; (o) < 821,

tem-se que

/

1 1
EA%Z(OC)/ EACKZ(OC)/

T, — Az 'NIN. = Ac 0 0 > M, > 0.
0 0
————

M.
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A seguir, usando o Lema C.1, obtém-se

T, — McN, — N/M. > T. — AcM:M.. — A= 'N/N. > M; >0

ou
P(a) — (6o(a) +AG) () — A8 *  *
P(o)Ay(ax) P(oe) * | >0.
0 P(o) 2al
Novamente, aplicando o complemento de Schur
P(0) — (G(0) +AGH (@) = ]_1_1[ 0 ” 0 ]_M [agz 0] .
P(ot)Ay(a0) Pla)| " |=Pla)| |—P(a) o o
T, N

denotando o lado esquerdo da ultima inequacdo por IM, e utilizando a seguinte desigualdade
AAy(a) AAy(a) < 831, tem-se que

/

AMy(a)] [Ady(a)
Ta—AAlN;Na—/IA[ Kém” féa)] > DM, > 0.
————

M,

A ultima desigualdade pode ser reescrita, por meio do Lema C.1, como
Ty — MyNy — NoM, > Ty — AaM M), — A 'NN; > M, > 0

ou

P(a) = (¢i(a) + A%y () * | _
P(a) (Ag(@) +AA(@))  Pla)|
que é, pelo complemento de Schur, equivalente a condi¢do do gramiano de observabilidade para o

sistema discreto (1.46)
Al(a)P(a)A(a) —P(a)+C(a)'C(a) <0,

com A(a) e C(o)'C(ax) dadas em (1.49). Uma vez que u é um limitante superior para a norma
¢ do sistema discreto (1.46) e, como para qualquer & fixo pertencente ao dominio Ay, a igual-
dade (1.48) se verifica, entdo 1 também € um custo garantido para o sistema continuo (1.1), com
u(r) =0. O

E importante destacar que a minimizaco de u? fornece o menor custo garantido .74 por
meio do Teorema 1.3, contudo essas condigdes sdo apenas suficientes. Tal restricdo deve-se ao fato
de que o Teorema 1.3 utiliza os limitantes superiores 64 e 8¢ em vez dos erros reais AAy(a) e
A%;(a), respectivamente. Ademais, algum conservadorismo adicional pode ser introduzido pelo
uso do Lema C.1. Todavia, com o aumento de g e d, o Teorema 1.3 prové estimativas cada vez

mais acuradas para o custo garantido .7%3.
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Observacao 1.4. Note que, diferentemente de (SOUZA et al., 2013), que é aplicdvel apenas a
sistemas precisamente conhecidos e necessita da determina¢do da matriz de saida C, todos os de-
senvolvimentos apresentados neste trabalho sdo feitos em termos do produto C(a)'C(a) = € (a).
Vale a pena mencionar que, para o projeto de controladores 765 seguindo as estratégias tradici-
onais da literatura, é necessdrio a determinagdo dos vértices da matriz incerta C(o) a partir de
€ (o) em (1.49). No entanto, esse problema ainda é um desafio a ser superado, uma vez que tanto

C(o) quanto € () sdo matrizes incertas.

1.4.1 Exemplo de Computo da Norma 7%
Exemplo 1.5. Considere o sistema incerto continuo (1.1), com u(t) = 0, cujos vértices so:

-09 02 —1.1 —0.1 1.0 2.0 , 1.0 p 1.0
= wi = Wwo = 1 —= 2 = 0 0 .

" 105 —1.9/ 05 —238/ 0.0/ 0.0/ 0.0/

O objetivo é mostrar que o método de discretizagcdo proposto prove sistemas discretizados com cus-
tos garantidos .7/ muito proximos da norma .7%3 de pior caso do correspondente sistema continuo
incerto, quando comparado com os métodos tradicionais que discretizam os vértices do politopo
utilizando aproximagdes de primeira ordem da série de Taylor. Neste ultimo caso, os vértices das

matrizes dos sistemas discretizados com periodo de amostragem 7" sao dados por

Ai=I1+ET, B=FT, Ci=¢G, Vi=1,...,N.

A norma %5 de pior caso do sistema continuo do Exemplo 1.5 € 1.3406 e pode ser calcu-
lada, por exemplo, empregando relaxacdes baseadas em solu¢des polinomiais para sistemas con-
tinuos de (OLIVEIRA; PERES, 2008, Teorema 6) ou por meio do particionamento do dominio
incerto que combina a triangularizacdo de Delaunay com uma técnica de divisdo de simplex orien-
tada pelas arestas (GONCALVES et al., 2006; GONCALVES et al., 2007). Usando uma aproxima-
¢do de primeira ordem com 7 = 0.1 s e computando o custo garantido .74 por meio da condi¢do
LMI para sistemas discretos apresentada em (OLIVEIRA; PERES, 2008, Teorema 6) com graus
g das matrizes de Lyapunov e d do Teorema de Pdlya suficientemente grandes, o valor obtido é
u = 0.4363. Deve-se enfatizar que esse valor ndo €, de fato, um limitante superior para a norma

7 do sistema continuo.

Por outro lado, empregando a técnica de discretizac@o e o Teorema 1.3 propostos, obtém-se
os resultados mostrados na Tabela 2. Como pode ser visto, os custos garantidos obtidos sdo sempre
limitantes superiores para a norma .73 do sistema continuo incerto. Na tabela, também apresentam-
se os custos garantidos .73 correspondentes ao sistema discretizado com grau ¢ da aproximagao
da série de Taylor e graus g das matrizes de Lyapunov e d do Teorema de Pdlya. Note que o

uso de maiores graus ¢ na aproximagdo da série de Taylor permite obter representacdes discretas
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mais precisas (1.46), uma vez que os limitantes (84 and d¢) para os erros de discretizacdo (1.12)
e (1.51) diminuem. Adicionalmente, o aumento de g e d no Teorema 1.3 prové resultados menos
conservadores, o que significa que a distancia entre i e a norma % de pior caso do sistema

continuo € cada vez menor.

Tabela 2: Custos garantidos .77 para o Exemplo 1.5 usando o Teorema 1.3 com 7" = 0.1 s e dife-
rentes graus para a aproximacdo da série de Taylor (), para as matrizes de Lyapunov (g) e para
a relaxac@o de Pdlya (d = 0). Os limitantes (84, O¢) para os erros de discretizagdo também sdo
fornecidos.

14 04, Oc gl M

| 4 =23.6x1072 | 020123
Sc=1.1x107%2 | 1| 1.7584

5 S4=23.5x1073 | 0] 1.4944
dc=35x107% | 1| 1.3637

3 Sy =225x107% | 0| 1.4662
Sc=1.0x107 | 1| 1.3423

A Sy =214x107° | 0| 1.4643
o =3.0x1077 | 1| 1.3408

s 84 264x1077 | 0| 1.4642
Sc=13x107% | 1| 1.3407

Na Figura 7, apresenta-se uma comparacao entre a norma 7% exata de pior caso do sistema
continuo computada com (GONCALVES et al., 2007) e o custo garantido 7% calculado pelo Teo-
rema 1.3 com g =4, d = 0 e diferentes graus de aproximagdo, / = 1,...,6. Note que o periodo de
amostragem influencia diretamente o computo de y por meio das condi¢des do Teorema 1.3, uma
vez que os erros de discretizagdo se elevam com o aumento do periodo de amostragem, necessi-

tando de maiores valores de ¢ para a obtencdo de resultados mais precisos.

1.5 Analise de Estabilidade Robusta de Sistemas Discretizados

Nessa se¢do, propde-se uma nova condi¢ao LMI para analisar a estabilidade robusta de sis-
temas discretos com dependéncia polinomial nos pardmetros incertos € com uma incerteza aditiva

limitada em norma.

Nesse interim, considere que o sistema (1.1a), com F, (o) e F,, () nulas, seja amostrado
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Figura 7: Comportamento de pt versus o periodo de amostragem 7: Comparacdo entre a norma
75 (Cont.) de pior caso dos sistema continuo computado com (GONCALVES et al., 2007) e o

custo garantido (u) obtido com o Teorema 1.3 com g =4, d = 0 e graus de aproximagdo ¢ =
I,...,6.

com um periodo 7', produzindo o seguinte modelo discreto
x((k+1)T)=A(a)x(kT), ke NN, (1.58)
sendo a matriz A( o) dada por (1.6). Assim, pode-se enunciar o seguinte teorema.

Teorema 1.4. Se existirem matrizes simétricas definidas positivas B, € R™*", k € J#x(g), com
g € N, matrizes Xy e Y, € R™*" k€ JH (f), com f € N, e uma varidvel escalar A4, tais que as

seguintes LMIs se verifiquem

d!
) 7B >0, Vk € Jn(g+d) (1.59)
ken(d) "
k>k
M+ Y M+ Y M+ Y Y My>0,  Vkesy(w)  (1.60)
kedy(w—f)  kedtnw—g)  kedn(w—l—f)kedn(l)
k>k k>k k>k kt-k>k
em que
_)LAB/%I * Kk 0 * *
M_w_! 0 0 M_M X' .Y 4+Y . %
L= * 2T k—k Tk=k T Tk—k ’
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B o R ! y/
(w—g)! i * * (w—l— f)1 X iiAr— Aka ir *x
M3 = T 0 =P x|, Ma= i Ve i 0 ],
0 0 0 0 0 0

com o modelo discretizado de grau de aproximacdo ¢ € N, w = max{g,{+ f} +d e da dado

por (1.18), entdo o sistema (1.58) € assintotica e robustamente estdvel.

Prova: A prova de (1.59) € similar a apresentada na prova do Teorema 1.1 e, portanto, é omitida.
Quanto 2 desigualdade (1.60), multiplique-a por of e some Vk € #y(w) para obter

P(a) —Ag(0)'X () — X (0)As(0t) — Aa 83T * *
—X(a) +Y(a)A(o) —Pa)+Y(a)+Y(at) | >0. (l.61)
X(a) Y(a) Al
Aplicando o complemento de Schur em (1.61), obtém-se
‘(P(a) —Ag<a>'x<a>'> L
X(OC)AZ(OC) _P(a> L [5AI] [5141]/_11&1 X(a) X((x) / y
, 0 0 Y(a)| |Y(a)
—X(a)+Y(a)Aia) +Y (o) ——
! +¥(a)/ | .
N . _

Em seguida, utilize a seguinte informagdo AA,(a)' Ady (o) < 53[ e aplique o Lema C.1 para obter

R— AA‘(O‘)] V-V [AAZ(OC) /> 0 (1.62)
0 0
que € equivalente a
Pla)—A(a)X (o) — X (o0)A(ox) * -0 (163)
—X(a) +Y()A(x) —P(a)+Y (o) +Y(ax) '

em que A() é dada por (1.8). Finalmente, multiplique (1.63) por &' = [—I A(Oc)’] a esquerda e
por A a direita e obtenha

P(or) — (Ag(a) +AA () P(or)(Ag() + AAg(ar)) > 0,

a qual assegura a estabilidade robusta do sistema (1.58) e, consequentemente, do sistema (1.1a),
com F, = F,, = 0. A prova que garante a estabilidade do sistema continuo a partir da verificacio da

estabilidade do sistema discretizado € similar a apresentada no Apéndice A. [

E digno de nota que uma escolha apropriada para o grau ¢ da expansdo em série de Taylor
produz valores suficientemente pequenos para o limitante do erro residual de discretizagdo &4, de
forma que € possivel provar a estabilidade robusta utilizando o Teorema 1.4. Maiores valores de /,

f e g melhoram os resultados ao preco do aumento do esforco computacional.
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Figura 8: Inversor PWM com um filtro LCL conectado a rede.

1.5.1 Exemplo Numérico de Analise de Estabilidade de um Conversor Conectado

em Rede

Para verificar a eficiéncia das condi¢des propostas para a andlise de estabilidade robusta de
um sistema continuo controlado por um ganho digital, considere o conversor modulado em largura

de pulso conectado a uma rede elétrica indutiva,? ilustrado na Figura 8.

As indutancias do filtro LCL e da rede sdo dadas por Lg € Ly, respectivamente. A indutin-
cia darede nao € precisamente conhecida, mas € representada por um parametro incerto pertencente
a um dado intervalo. Definindo Lg = Lg1 + Lg2, 0 problema € determinar o pardmetro L, tal que
Lg € [Lgt Ly, ).

O conversor por Modulacdo de Largura de Pulso (PWM, do inglés Pulse Width Modula-
tion), o filtro LCL e a rede podem ser descritos como um modelo continuo com dependéncia afim

nos parametros incertos dado por

X(t) = Ep(n)x(t) + Fupu(t) + Fyp(n)w(t)
2(1) = Gpx(1)

(1.64)

3Todos os testes experimentais foram feitos em parceria com o Professor Doutor Vinicius F. Montagner e seus
colaboradores do Grupo de Eletronica de Poténcia e Controle da Universidade Federal de Santa Maria.
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com*
—re/Le —1/L; 0 00 O
E,(n) =Ep,+MEy, = | 1/C 0 —1/cl+n|0 0 0 |,
0 0 0 01 —r
1
— 0 0
L.
Fip=10 |+  Fop(M)=Fupy+nFp, =0/ +1| 0 |,
0 0 —1
Gy=1[0 0 1]
em que 1 é um parametro incerto dado por
1
n= l:, € [Mmin Mmax],
com Nmin = 1/Lg,. € Mmax = 1/Lg1.
O vetor de estados € x(1)" = [ic(r) v¢(t) ig(t)], sendo i.(r) a corrente do conversor, v.() a

tensdo do capacitor e iy(t) a corrente na rede. O sinal u(¢) é a entrada de controle, sintetizada por
um inversor PWM, a saida controlada z(¢) é a corrente na rede i, e o distirbio w(¢) € a tensdo da

rede v,.
Introduzindo a seguinte mudanca de varidveis
1 — Nmin
)
Nmax — Tmin

o sistema (1.64) pode ser reescrito como o modelo politépico (1.1), com T = 0, cujos vértices sao

o) = on=1-a, N € [Mmin Nmax,

Ey = EPO + Tlmaprl, E, = Epo + nminEply
By = Fopy + NMmaxFwp, » By = Fwpy + MminFwp, 5
Fu, = Fu, = Fyp, G =Gy =0C,.

O objetivo neste exemplo € determinar o maior valor do parametro L,  tal que o sistema

max
continuo (1.64) seja estdvel para um dado controlador robusto por realimentacio de estados.

Para analisar o sistema continuo controlado por um ganho digital, uma representacao dis-
creta do sistema € necessaria. Usando um segurador de ordem zero com periodo de amostragem

constante 7', tem-se
x(k+1) =A(o)x(k)+B(ct)u(k) + B, (a)w(k)
z(k) = C(a)x(k),

40s valores das constantes apresentadas neste exemplo e uma descri¢io mais detalhada da modelagem podem ser
encontrados em (MACCARI ez al., 2014).

(1.65)
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em que as matrizes incertas A(a), B(a), B,,(a)] e C() sdo dadas, respectivamente, por

A(o) = E T

[B(a) B, (a)] = / F O3 gs[F (o) Fy(a)], (1.66)
0
C(a) = G(a).

Como o controlador digital € implementado por um processador digital de sinais (DSP), o
sinal de controle € atrasado de uma amostra. Levando esta informa¢do em considerag¢do, um estado

extra (ou adicional) € introduzido, produzindo a seguinte representacdo em espago de estados

£(k+1) = A(a)%(k) + Bi(k) + B,w(k)

N (1.67)
3(0k) = Ga)#(k)
em que
A(a) = A<0°‘) Bi)“)], B m By(ar) = [BWém @) =[c(@) 9]
(&

50K =[xk k1)), W) =wlk), (k) =ulk),  &(k) =z(k)

Para assegurar que a corrente injetada na rede siga uma referéncia senoidal e também
rejeite perturbacdes harmonicas, controladores ressonantes baseados no principio do modelo in-
terno (FRANCIS; WONHAM, 1976) podem ser empregados. A inclusdo do controlador resso-
nante’

Xer(k+ 1) = Rxer (k) — MC (@)% (k),

a (1.67), produz a seguinte representacao discreta

fk+1) = (Ay(a) + AAy(@))x(k) + Bii(k) + (B, (@) + ABy, () )W (k) (1.68)
em que B = [O 1 0}/,

/

Bu (@) + ABy, (@) = |Buy(0) +AByy(0) 0 0],

Ay(a)  Be(a) 0 AAy(a) ABy(ax) 0
Ap(a) +AAy(a) = 0 0 Oo|l+| O 0o o0,
—MC(a) 0 R 0 0 0

SR e M sio os ganhos do controlador ressonante. Veja (MACCARI et al., 2014), para uma descri¢io mais detalhada.
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i(k)':[x(k)’ wk—1Y xo(k)Y|,  alk)=uk),  wk)=wk).

O novo vetor de estados aumentado em (1.68) inclui as varidveis de estado do filtro, os estados do

controlador ressonante e o atraso induzido pela implementag¢do do controlador digital.

Em seguida, assumindo que o vetor de estados estd disponivel para realimentacdo, que a
sincronizagéo com a tensdo PCC estd assegurada, isto é, w(t) = 0, e que a tensdo v, estd fixa em

um valor contante, considere a lei de controle por realimentacdo de estados
i(k) = Kx(k), (1.69)

com o ganho estabilizante K projetado em (MACCARI et al., 2014).

Desconsiderando a entrada de pertubacdo, a estabilidade assintética do sistema em malha

fechada pode ser avaliada por meio da representacao
£+ 1) = (Acro(e0) + Moy (@) £(K), (1.70)

em que Ay () =Ay(a) +BK e Ay y(a) = AAy(ar).

Os parametros do conversor € o ganho K sdo apresentados em (MACCARI et al., 2014).
Destaca-se que o controlador K foi projetado utilizando um modelo politépico simplificado (dis-
cretizacdo de primeira ordem sem levar em consideracdo o erro de discretizacdo), ndo provendo,
portanto, nenhuma garantia tedrica de estabilidade em malha fechada. A estabilidade em (MAC-
CARI et al., 2014) foi verificada a posteriori por meio de uma discretizagdo exaustiva para uma

faixa de valores de Lg, 0 que implicou em um alto custo computacional.

Analise Robusta

Empregando o procedimento de discretiza¢do apresentado na Subsecdo 1.3.1, obtém-se os
coeficientes de A j; e, assim, o Teorema 1.4 pode ser utilizado para determinar os valores maximos
de L,, .. para os quais a estabilidade em malha fechada de (1.70) € assegurada. Os resultados para
um periodo de amostragem 7' = 1/ f;, com f; = 20040 Hz, sdo apresentados na Tabela 3, em que
¢ é o grau da aproximagdo da série de Taylor, g é o grau da matriz de Lyapunov P(«), f é o grau
das varidveis de folga X () e Y () e Lg,,. ¢ 0 maximo valor permitido de L, para o qual o sistema
em malha fechada € estdvel. Para graus ¢ < 4, o Teorema 1.4 ndo é capaz de produzir uma solugdo
factivel, uma vez que o limitante do erro residual de discretizacio ndo € suficientemente pequeno.
Resultados menos conservadores sdo obtidos quando valores maiores de ¢, g e f sdo empregados.
Para graus ¢ > 7, g e f > 1, os resultados produzidos pelo Teorema 1.4 ndo apresentaram mudancas

significativas para a precisdo adotada.
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Tabela 3: Valores maximos permitidos de L, para os quais o sistema em malha fechada € estdvel.

(mH)

‘ Lgmax

8

0 2.1162
0 2.1172
1

1

1

1

1

2.8184
2.8271
2.8281
2.8336
2.8342
> 1 2.8348

— = oo™

V
g
V

Para corroborar o limite de estabilidade assegurado pelo Teorema 1.4, uma busca exaustiva
para os valores de o no simplex unitdrio foi realizada para a obtencdo de E (), F,, (o) e G(¢), com
L, €[0.5, 2.8348] mH. Para cada valor fixo de ¢, as matrizes do sistema (precisamente conhecidas)
foram discretizadas empregando (1.66), os autovalores do sistema discreto aumentado sao obtidos

e apresentados na Figura 9.

1
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Figura 9: Autovalores do sistema discretizado aumentado em malha fechada para L, de 0.5 mH a
2.8348 mH (limite de estabilidade provido pelo Teorema 1.4).

Note que os autovalores do sistema em malha fechada, computados para 0.5000 a 2.8348
mH estdao dentro do circulo unitdrio, como destacado na Figura 9, confirmando o limite de esta-
bilidade fornecido pelo Teorema 1.4. Deve-se destacar que, enquanto a avaliagdo dos autovalores
do sistema em malha fechada por meio de uma grade exaustiva no espago de parametros € apenas
uma condic¢ao necessdria para garantir a estabilidade, as condi¢des do Teorema 1.4 sdo suficientes
para assegurar a estabilidade de (1.70) sob a hipétese de uma indutincia invariante e incerta. Os

resultados do Teorema 1.4 baseiam-se na existéncia de uma fun¢do de Lyapunov dependente de



1.5. Andlise de Estabilidade Robusta de Sistemas Discretizados 41

parametros e proveem novas informagdes sobre os limites de estabilidade robusta para essa aplica-

cdo.

Simulacao e Resultados Experimentais

Na Figura 10, apresentam-se simula¢des temporais em que as formas de onda da corrente
da rede em regime para L, = 0.5000 mH e L, = 2.8348 mH mostram que o sistema em ma-
lha fechada € estavel para tais valores. Simula¢des para varios valores de L, dentro do intervalo
[0.5000 2.8348] mH também indicam que o sistema em malha fechada permanece estdvel. Assim,

o limite de estabilidade fornecido pelo Teorema 1.4 foi confirmado por esta andlise temporal.

Tempo (5 ms/div)

Figura 10: Simula¢do das respostas em regime i, para o sistema em malha fechada. A forma de
onda em cinza € o resultado para L, = 0.5 mH, enquanto a em preto € para L, = 2.8348 mH (a
curva cinza estd superposta a curva preta).

Com o intuito de validar a presente proposta, um resultado experimental foi obtido, es-
colhendo @ = (o, o) = (0.19, 0.81), o que corresponde a um filtro LCL com uma indutincia
de rede de Ly = 1.5 mH. Para implementar o algoritmo de controle, um DSP de ponto flutuante
TMS320F28335 da Texas Instruments foi utilizado. Note que o valor escolhido (Lg = 1.5 mH)
encontra-se no interior dos limites computados pelo Teorema 1.4 para o qual a estabilidade € asse-
gurada. Como pode ser visto na Figura 11, o sistema apresenta um comportamento estavel desde
a inicializacdo até atingir o regime permanente. O teste mostra a referéncia e a corrente de rede

controlada para L, = 1.5 mH.

Finalmente, para avaliar o conservadorismo das condi¢des do Teorema 1.4, realizou-se o
seguinte teste. Primeiro, para um valor fixo de L,, as matrizes continuas E (o), F,(o) e G(@) sdo
precisamente conhecidas e a discretiza¢do pode ser feita de forma exata utilizando (1.66). Entdo, a
indutincia da rede L, € aumentada até que os autovalores da matriz do sistema aumentado fiquem

sobre o circulo unitdrio. O valor maximo encontrado € Ly = 2.8349 mH. Embora a estabilidade
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Figura 11: Resultados experimentais para Ly = 1.5 mH mostrando a referéncia (i,.r), em cinza, € a
saida do sistema (i), em preto.

do sistema possa ser assegurada para valores de L, ligeiramente superiores aos apresentados na
Tabela 3 para ¢ =7, g = f = 1, as condi¢des do Teorema 1.4 claramente exibem uma avaliagio
com baixo conservadorismo. A pequena diferenca entre os resultados (0.0001 mH ) nao foi reduzida

devido a influéncia do limitante (J4) para o erro de discretiza¢ao na condi¢@o de andlise.

1.6 Conclusoes Parciais

Foi proposto neste capitulo um novo procedimento de discretiza¢do para sistemas linea-
res invariantes no tempo e incertos baseado em expansdes em série de Taylor. A utilizacdo desta
técnica prové um sistema discreto incerto descrito por matrizes com dependéncia polinomial nos
parametros incertos que pertencem ao dominio multi-simplex e termos aditivos limitados em norma
que representam o erro residual de discretizagdo. Quando o grau da aproximacgdo € apropriado, o
erro residual de discretizacao € reduzido e, consequentemente, o modelo discretizado reproduz
acuradamente o comportamento dindmico do sistema continuo. Adicionalmente, foram propostas
condi¢cdes LMIs, baseadas em fungdes de Lyapunov dependentes de pardmetros, para a andlise de
estabilidade robusta, o computo da norma 773 e a sintese de controladores digitais, sendo que nesse
ultimo caso utiliza-se uma busca em um parametro escalar. Como o erro residual de discretizacdo
¢ levado em conta, pode-se garantir a estabilidade do sistema discretizado e do sistema continuo
original e, no que se refere ao cOmputo da norma 773, os resultados obtidos pelas condi¢des sempre
proveem um limitante superior para a norma 7% de pior caso do sistema continuo incerto. Final-
mente, mostrou-se por meio de exemplos numéricos que para um dado grau de discretizagdo /, o
aumento nos graus f, g e d e a busca no parAmetro escalar & podem reduzir o conservadorismo dos

resultados ao preco de uma maior complexidade computacional.
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CAPITULO 2

DISCRETIZACAO E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES
COM PARAMETROS VARIANTES NO TEMPO

2.1 Introducao

A modelagem de sistemas dindmicos por sistemas lineares com pardmetros variantes no
tempo (LPV) tem apresentado uma notével evolugdo nos dltimos anos, sobretudo devido a flexibi-
lidade dessa representacdo que pode ser utilizada, por exemplo, para descrever sistemas ndo lineares
em termos de uma familia de modelos lineares e para descrever sistemas cuja dindmica € afetada
por parametros variantes no tempo (RUGH; SHAMMA, 2000). Nessa modelagem, os parametros
podem variar arbitrariamente rapido ou podem ter limitantes conhecidos em suas taxas de variagao.
Como discutido em (TOTH e al., 2010), embora a estabilidade e requisitos de desempenho de sis-
temas LPV sejam apropriadamente descritos em tempo continuo, as ferramentas de controle mais
atuais sdo digitais e as aplicacdes requerem uma representacao mais precisa do sistema no dominio

de tempo discreto.

Em geral, as técnicas de discretizacdo disponiveis na literatura para sistemas LPV sdo ex-
tensdes de métodos originalmente propostos para sistemas LTI e ndo consideram o erro de dis-
cretizacdo (APKARIAN, 1997). Contudo, existem alguns trabalhos na literatura que tratam da
discretizacdo de sistemas LPV. Pode-se citar, por exemplo, a técnica apresentada em (TAN ef al.,
1999; TAN et al., 2002), na qual os autores propdem condi¢gdes para o projeto de controladores
digitais para sistemas LPV com especificacdes de desempenho empregando a metodologia de /if-
ting (BAMIEH; PEARSON J., 1992). Outro exemplo pode ser encontrado em (RAMEZANIFAR
et al., 2015), no qual um filtro digital € projetado pela mesma abordagem. Entretanto, nesses arti-

gos assume-se que tanto o procedimento de discretizacdo quanto o projeto do controlador ou filtro
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sdo realizados em tempo real, isto €, os parametros variantes no tempo sao lidos continuamente
e, a cada amostra, um novo modelo discreto, relacionado a planta continua para o valor atual do
parametro, € computado, e as condi¢des de sintese sdo reavaliadas. Nesse tratamento, a planta é
um sistema LTI e o modelo discreto € exato, pois para cada valor fixo do pardmetro, o sistema
continuo torna-se um sistema precisamente conhecido. Nao obstante, essa técnica apresenta, como
inconveniente, um alto custo computacional de execucdo, visto que o modelo discreto € computado

e as condigdes de sintese sdo resolvidas em tempo real.

Neste capitulo, propde-se um procedimento de discretizagdo baseado em uma extensdo da
expansio da série de Taylor de grau arbitrario ¢, que converte um sistema LPV continuo com um
atraso induzido pela rede variante no tempo em um sistema LPV discreto equivalente. A precisao
do modelo resultante estd fortemente relacionada ao aumento do grau ¢. Com o intuito de estabe-
lecer um modelo LPV discreto equivalente, assume-se que os parametros variantes no tempo sao
constantes por partes e continuamente monitorados. Assim, uma nova amostra é coletada quando
uma mudanca significativa nos parametros € detectada ou, ainda, quando o intervalo de amostragem
limite pré-estabelecido € atingido, implicando que o intervalo de amostragem também € variante
no tempo. Diante desse cendrio, torna-se possivel tratar uma classe extensa de problemas, envol-
vendo motores, sistemas de manufatura e sistemas telerrobéticos (TAN et al., 2002). Por exemplo,
pode-se citar motores de combustdo interna cujo intervalo de amostragem € varidvel e depende da
velocidade do motor (TAN et al., 2002). Portanto, a metodologia proposta pode ser vista como uma
técnica de amostragem baseada em eventos que pode ser utilizada em uma ampla variedade de sis-
temas LPV. Comparada com a estratégia usual que impde um periodo de amostragem constante e
pequeno para tratar variacdes abruptas, demandando uma grande largura de banda e um aumento na
carga do trafego da rede, a presente proposta representa uma importante contribui¢cao no contexto
de NCS.

Adicionalmente, sdo propostas novas condi¢des para o projeto de controladores por reali-
mentacdo estdtica de estados e de saida para sistemas polinomiais discretos com parametros va-
riantes no tempo. As condi¢des sdo resolvidas por meio de relaxagdes LMIs que consideram os
limitantes nas taxas de variacdes dos parametros. Como estratégia de solucdo para o problema de
projeto da lei de controle por realimentacio de saida, a técnica de dois estagios (PEAUCELLE;
ARZELIER, 2001; ARZELIER et al., 2003; MEHDI et al., 2004; AGULHARI et al., 2012) ¢
empregada, sendo que: inicialmente, sintetiza-se um ganho dependente de parametros por reali-
mentacdo de estados que € aplicado como entrada para o segundo estagio, no qual determina-se um
controlador dependente de parametros por realimentacdo de saida. Supde-se que os parametros va-
riantes no tempo estejam disponiveis para medi¢do ou estimagdo em tempo real, e se este ndo for o
caso as condicdes podem ser adaptadas para fornecer uma lei de controle robusta (independente de

parametros). Similarmente as condicdes apresentadas no Capitulo 1, utilizam-se matrizes de Lya-
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punov e varidveis de folga com dependéncia polinomial nos parametros com grau arbitrdrio que
podem reduzir o conservadorismo das condi¢des de sintese. Por fim, a aplicabilidade do método é

ilustrada por meio de exemplos numéricos.

2.2 Descricao do Problema

Considere um sistema linear continuo com parametros variantes no tempo controlado digi-
talmente por meio de um canal de comunicacao, como ilustrado na Figura 1. A fim de obter uma
lei de controle digital, um procedimento de discretizagdo € requerido. Os parametros variantes do
sistema @ (¢) sdo continuamente monitorados. Sempre que uma mudanca significativa de o ()
ocorre, isto &, ||Aa; ()|| > €, ou o tempo maximo 75> ap6s um amostra prévia € atingido, os valores
amostrados do sistema continuo e do pardmetro ¢ (¢) sdo enviados por meio da rede de comunica-
¢do para o controlador. O limiar € € escolhido pelo projetista, assim também como o valor de 73,
ambos relacionados com o intervalo de tempo em que o periodo de amostragem real estd contido.
Supde-se que a rede tenha um atraso variante 7(¢) que permanece dentro de limites conhecidos.

Nenhuma hipétese é feita sobre a derivada temporal de (7).

Paratr >0, x(0) =0, u(r) = 0 parat < 0, utiliza-se a seguinte descri¢ao para a planta
@2.1)
em que x(¢) € R"™ € o vetor de estados e u(r) € R"™ ¢ o sinal de controle. As matrizes E(oy (1)) €

R F(oy(t)) € R™*™ e G(oy(t)) € R™*"™ sdo dependentes de pardmetros e sdo descritas

como uma combinacdo convexa de N; vértices conhecidos

N
(E,F,G)(ou (1)) =Y ou;(t)(Ei, F;,Gi). (2.2)
i=1
Assume-se que o vetor de pardmetros variantes no tempo o (t) = (& (z), ..., 0y, (t)) pertenca ao

simplex unitario (1.3) parat > 0.

O objetivo principal € projetar uma lei de controle digital por realimentagdo de saida que
estabilize robustamente o sistema (2.1). Como a saida medida y(¢) é lida nos instantes kT (0 (?)),
k=1,2,..., o sinal de controle é constante por partes u(t) = u(kT (0 (t))), sendo que T (0(1))
¢ o tempo decorrido entre duas amostras consecutivas. O periodo de amostragem 7 (,(z)) pode
variar no intervalo (7, T3] e 0 (f) é um pardmetro variante pertencente ao simplex unitdrio Ay,
N, = 2, que representa o dominio dos valores de 7'(+). Sabendo que ||¢;(7)|| < o, o valor minimo
que T'(ap(t)) admite pode ser inferido como

7 =2, 2.3)
(0)



46 Capitulo 2. Discretizagdo e Controle de Sistemas Lineares com Pardmetros Variantes no Tempo

pois
doy(t) Aoy (kT (aa(t))) < £
dt At -1

em que Aa; (kT (0)) é o médulo da diferenca de o () entre duas amostras consecutivas, isto é,

Aoy (KT (00)) = ||ou (k4 1)T (0a(t))) — ou (kT (02 (1)) || < e. (2.4)

Com o intuito de ilustrar as defini¢des para a obten¢do dos intervalos de amostragem, consi-
dere o sinal continuo o (¢) genérico, apresentado na Figura 12. Escolhendo € = 0.3 e sabendo que
o = 1.2, o limitante inferior do intervalo de amostragem é computado por (2.3), cujo resultado é
T1 =0.3/1.2=0.25 s. Em seguida, se 75 for definido igual a 0.40 s, os instantes de amostragem para
o pardmetro incerto o (¢) sdo os apresentados na Figura 12. Note que sempre que ||Aa; (¢)|| = €,
uma amostra € coletada, como ocorre no primeiro e tltimo instantes de amostragem mostrados na
Figura 12. Adicionalmente, se o pardmetro ndo variar de uma quantidade € uma nova amostra €

coletada quando o intervalo a partir da dltima amostra for igual a 75.

09r /\ T5 = 0.40s 1

NEEE—

0.8 : 1
I/ A

0.7F

o (1) £=03
0.6 B

0.5 1

y

-~
0.25s

\ Y Y Y Y
t=029 r=0.69s =109 =149 t=1.74s

Figura 12: Esquema ilustrativo da amostragem por eventos.

A partir do conhecimento do intervalo no qual o atraso pode assumir valores, 7(¢) pode
ser reescrito como uma combinagdo convexa dos seus limitantes, T(0a3(7)), em que o3(¢) é um

parametro variante no tempo pertencente ao simplex unitdrio Ay,, N3 = 2.

Empregando as hipéteses apresentadas anteriormente, propde-se um modelo discreto equi-
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valente para o sistema (2.1), tdo acurado quanto possivel, representado por!

{x(k+ 1) = A(et(k))x(k) + B(or(k))u(k) + Ba(0x(k) u(k — 1) 2.5)

em que T(03(r)) € suposto ser menor do que 7' (i (1)), Yap (1), Vas(t). Visto que € pode ser esco-
lhido arbitrariamente pequeno, os pardmetros variantes no tempo @ () so considerados constantes
por partes entre dois instantes de amostragem, isto é, a(¢) = a(k), Vt € [k, k+ 1). Portanto, as ma-

trizes A(a(k)), B(a(k)) e By(o(k)) podem ser escritas como

A(ou(k)) = Fla )T (o)

Y(an,03)
B(a(k)) = ( /0 eE(“l(‘))Sds) F(ou(t)) (2.6)

emque Y(a,03) =T(0p(t)) —t(0s(t)).

Os parametros variantes no tempo que afetam o sistema, o intervalo de amostragem e o
atraso podem ser agrupados em um dnico vetor (k) = (o (k), o (k), a3(k)) que pertence ao domi-
nio multi-simplex Ay, dado pelo produto cartesiano (veja a Defini¢do 1.1) dos simplexos unitarios
Ay, m=1,2,3.

2.3 Procedimento de Discretizacao

Devido a dificuldade em tratar exponenciais de matrizes dependentes de parametros, propoe-
se um procedimento de discretizacdo com taxa de amostragem e atraso incertos, baseado em ex-
pansdes da série de Taylor, similar ao que foi feito na Subsecao 1.3.1. Por simplicidade de notagao,

a dependéncia de o/(-) com o tempo é omitida.

As matrizes do sistema (2.5) podem ser escritas como a soma de duas parcelas que repre-
sentam, respectivamente, a expansio de ordem ¢ da série de Taylor (As(a),By(ct) e By(a)) e o
residuo da expansao (AAy(o),ABs(a) e AByy(@)), a saber

Alo) = Ag(a) +AA (),
B(a) = By(a) + ABy(a), @
By(ot) = Bay(0) +ABgy(t)
C(a) =G(ou)

"Para simplificar a apresentagio, o instante kT (% (¢)) serd denotado por k.
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com
‘' E J .
Aa) = ¥ EO 1 g (2.8)
=0 7
‘' E it .
Bg(OC) = Z ()6]1+')Y(062,(X3)]F((X1) (2.9)
=1
[ E i+j—1 ) )
Bute) = Y. ¥ EA v, o e(an) (e 2.10)
i=0j=1
€

Y (0,03
AB/(a) = (/O ( )eE(O“)sds> F(oy) —By(a) 2.11)

Usando as definicoes relacionadas a N-uplas e séries multinomiais (apresentadas na Subse-

cdo 1.3.1), pode-se escrever (2.8) como

‘ a2
- Y &Y ¥ y g
o K'E!

ke, (€)x A2 (0)x #3(0) J=0kesty, (t=j)xHp (1)< A5 (0) ke, (1) Ha ()<
k=k k—k=k
V€<@(k1)
A k ki ko k
£ )y A=) Y Y o' 0n? 05 A gois (2.12)
ke Jtn, (£)x 5 (€) x.#5(0) ke, (0) kye A (£) kA2 (0)

a matriz (2.9) como
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~ Y &y Yy ¥

ket (1) J=lkeoay (=) ie{lNi} ke, ()< A4(0))
k=k  ki—kj—e;=0 k—f-k
vE%’(klfe,-)

A= 2 . 2
(DR (=Y L e E
Xx—=—= — T -~ -7 + =
k! ky! k3! (kz—kz—kz) (kg—k3 k3)! ka—ka—ky “k3—ks—ks

EVF;

= Z Z Z (XkBk = Z Z Z (Xf] a§2 a§33k1k2k37 (213)

ky €<%/N1 (E) ko€t (f) k3 Sy 23 (f) ki e%fvl (f) sz%/z(Z) k3 G%/z(f)

e, finalmente, (2.10) como

By(a) = <I+T(o¢2, ow)E(ay)+...+ —E(al)g)

x(1<a3)F<al>+%E(al)F( Dbt N B ()

o) o)

I
-
-
™
™=
R
=
2
»Q
LagS
S

s=0g=1p=0 \i=1 Jj=
( 1)p T(Otz)s p’L’(OC )p+qE(al)s+q lF(Otl)
s —p)lg!
fgs
kele(zz)xz@ )x 3 (20) S04=1 =0 P(s P>-‘1!
2 R 2 .
<Z kz,-—kzi)!():k@—k&)!
i=1 i=1
8 L L R (o — ko) (ks — s
ke, (2—s—q)x Ay ((=s+p)x Hp(20—p—q)  i€{1..N1} - \R2 7 R2)\R3 —R3):
ktl’% klfklfeito

veZ (ki—ki—e;)
XQ2l—s—q)!({—s+p)!2L—p—q)! T,_ oo Tty Ev F)

= Z o“Bay = Z Z Z O‘{q o’ 053 *Bakjkoks, (2.14)

ke A, (20) X A5 (€) x H5(20) ki€, (20) ko€ (£) ks e 5 (20)

em que os vetores 1 e e; sdo os definidos em (D.11) e (D.12) e Ay, By e By, sdo, respectivamente,

os coeficientes das matrizes Ay(a), By(a) e Byy(a) do sistema discretizado (2.5).
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2.3.1 Modelagem do Dominio Paramétrico

A maioria dos trabalhos que tratam sistemas com parametros variantes no tempo perten-
centes ao simplex unitdrio consideram taxas de variacao arbitrdrias. Um resultado mais realista e
que pode ser menos conservador foi proposto em (OLIVEIRA; PERES, 2009), no qual supde-se

que a taxa de variagcdo dos parametros € limitada por um valor conhecido a priori b € R, tal que
—b < Ayi(k) <b, para i=1,....Ny, m=1,2]3 (2.15)

em que A0y (k) = Omi(k+1) — ayyi(k) e b € [0, 1]. Neste trabalho, o valor de b € dado por € definido
em (2.4).
Como a,, (k) € Ay,,, pode-se provar que

N Ny N
Y Acyi(k) =) Oi(k+1) =) o4mi(k) =0. (2.16)
i=1 i=1 i=1

Os vetores oy, (k) e Ay, (k) sdo agrupados em um espago aumentado, chamado espago y e

a regiio em que o vetor (Q, (k), Aoy, (k)) assume valores pode ser modelado pelo politopo

T, = {19 eR™Mr: 9 ecofd,. ..., M} 7 = [Z fre RV pi e RN,

Nm . Nm . .

Y hi=0e Y fi=1, com f;>0,Vj=1,...,Ny, Vi=1,..., My (2.17)
j=1 j=1

definido como a combinacgio convexa de M,, vetores z', em que M,, é o nimero de vértices do

m-ésimo simplex unitdrio no espaco y. Os vetores f' e h' do conjunto I', sdo obtidos seguindo as

linhas apresentadas em (OLIVEIRA; PERES, 2009; DE CAIGNY et al., 2012). Uma importante

caracteristica dessa modelagem € a relacdo linear entre os parametros & e 7, isto é

Eo,

m 2.
H,, Y (K) (2.18)

My [ ¢i
(Ot (k), Aot (k) = ; [hi] Ymi (k) =

comF,, =[f' - M), H,=[n" --- hM"] e y,(k) € Ay,,. O parAmetro variante no tempo (k) =

(n(k),n(k),...,1(k)) pertence ao dominio multi-simplex Ay, em que M = (M}, M>,...,M,) €
IN", dado pelo produto cartesiano de simplexos unitarios Ay, m=1,...,r.

Se cada pardmetro variante no tempo ¢; (k) tem taxa de variacdo limitada, entdo existe uma
relagdo linear @; = F;y;, com IF; € RN>*Mi o, € Ay, e ¥ € Ay, paratodo i = 1,...,r. Nesse caso,

dada uma matriz homogénea polinomial R() de grau p = (p1, p2, ..., pr) € N na varidvel o € Ay,

R(OC) = Z OCSRS - Z Z e Z O‘f] 05;2 e a;erslsz--vsr, (219)

seAn(p) s1€HN, (P1) 2670, (p2)  sr€fn, (pr)
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existe uma matriz polinomial homogénea equivalente

E(Y): Z fﬁt: Z Z Z ﬁlﬁz"‘ﬂrﬁtltzutr (2.20)

teu(p) nhe€Xm, (p1) €XMy (P2)  tr€7M,(Pr)

de grau p, tal que R(ot) = R(Fy) = R(y), com F = (F,IF,,...,F,). Assim, adaptando para o
dominio multi-simplex o desenvolvimento apresentado em (DE CAIGNY et al., 2012, A.2), os
coeficientes R, de ﬁ(y) podem ser construidos a partir dos coeficientes Ry de R(ot), empregando a

seguinte combinagdo linear

,R; :§1112"‘lr - Z Z Z X

S1EJN, (P1) 2650, (P2)  srE€JEN, (Pr)
N, M,

~

) > X ¥ [TITEG A5 | Ry, @21
kle%Mwl(Sl)kﬁ%MzNz(Sz) kr€ A,y (sr) \i=1 /) v=1 \i=lj=1
Ll k= L2 ke=h LJE k=t
em que a notagao
Y (2.22)
k,-E,%/Ml.Ni (s7)
Z?]ilkij:ti

indica que nessa soma, para todo k; € J#y,, (pi), deve-se considerar apenas os termos para os quais
l

a relacgdo t; = Z]}L kij,

M,y. = (M;,M;, ..., M;) € N¥i € o conjunto Sy, (s;) denota o produto cartesiano

paratodo i =1,...,r, seja satisfeita, em que o vetor M;y. € definido como

Ty, (5i) = Jo;(sin) X K, (si2) ¥ -+ X Ky, (siw,)-

Para simplificar as condi¢cdes LMIs apresentadas neste trabalho, considera-se que apenas os
pardmetros «; (k) relacionados as matrizes dindmicas do sistema continuo tenham taxas de variagdo
limitada, enquanto supde-se que @ (k) e oz(k), associados respectivamente ao intervalo de amos-
tragem e ao atraso induzido pela rede, variem arbitrariamente rdpido no dominio discreto. Tais
hipéteses sao devido a: 1) o evento que aciona a amostragem estd associado a maxima variacao
conhecida de o (k); 2) o tempo decorrido entre duas amostras consecutivas pode variar arbitrari-
amente dentro do intervalo [T}, 73] pois, logo que uma amostragem anterior tenha ocorrido, 7'(¢)
pode assumir o valor minimo, quando ||Aa;(z)|| > €, ou o valor maximo, quando a varia¢do de
o (t) é insignificante no intervalo, At < T»; e 3) embora seja possivel estimar os limitantes ma-
ximo e minimo do atraso induzido da rede, em geral, o valor exato de T entre duas amostras ndao
pode ser facilmente obtido. Nos casos 2) e 3), como discutido em (DAAFOUZ; BERNUSSOU,
2001), os parametros no instante avancado k + 1 sdo independentes do instante atual k e pertencem
a simplexos diferentes, isto é oy (k+ 1) = Bo(k) e o3(k+ 1) = B3(k). Portanto, a mudanca de varia-

veis (2.21) pode ser adaptada para tratar todos os casos acima, introduzindo dois novos simplexos
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para lidar com os instantes de tempo avancados dos parametros @ € 03. Assim, tem-se

ﬁt = §t1t2t3t4t5 = Z Z Z Z Z X

s1€N, (1) 26 74(p2) s3€H#5(p3) sa€ K2 (pa) ss€Ha(ps)

Yy ¥ ¥ ¥ ¥ I~

kIE’%/MlNl (Sl) k2€=%/M22(52) k3€<%/M32(S3) krG,%/M42(S4) kSE'%/Msz(“) i=1 "
Zy:llku:tl Zﬁzlkz_/:lz Z§:1k3j=f3 Z§:1k4j:t4 Z?:lijZZS

Ny M, 2 2
HHG i, j)i H H I(i, j)"i |Ry, Vit € Hy(p). (2.23)
i=1j= =1j=1

em que / denota uma matriz identidade de dimensdes apropriadas e o argumento (i, j) indica,
respectivamente, a linha e a coluna do elemento da matriz. No caso em que a matriz R depende do
instante atual de tempo k, o grau é dado por p = g = (g1,42,0,83,0) e G = I obtida de (2.18).
Por outro lado, quando a matriz R depende do instante avangado de tempo k+ 1, tem-se p = g =
(£1,0,¢2,0,¢3) e G =T +H; com | e H; computadas por (2.18). Note que R(c) depende

polinomialmente dos parametros o, & € 03 com graus gi, g2 € g3, respectivamente.

2.4 Estabilizacao

Novas condi¢des baseadas em LMIs para a sintese de controladores estabilizantes por reali-
mentacdo de estados e de saida para sistemas discretos com dependéncia polinomial nos parametros

e incertezas aditivas limitadas em norma sao propostas nessa se¢ao.

O sistema (2.1) é amostrado com um intervalo de amostragem variante no tempo 7' (0 (z))

maior do que 7(03(t)), gerando o modelo discreto aumentado dado por (2.24), para k € IN,

{Z(k+1) = A(a)z(k) + Bu(k+1) (2.24)

Ag(a) Bi(a) Byy(a) AAy(a) ABy(ar) ABgy(t)
Ag(OC) = 0 0 0 ) AAg(OC) = 0 0 0 )
0 1 0 0 0 0
0 cla)]’ x(k
B= 1], C=| 0 |. z2k)=| ulk
0 0 u(k—1)
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O termo aditivo AA /() representa o erro residual de discretizagio e pode ser limitado por
|AA ()| < 6, definido como
0 = sup [|[AAy(a)]]. (2.25)

aEAy
Como discutido anteriormente, uma estimativa para o limitante  pode ser computada realizando
uma busca em uma malha fina de valores o € Ay. Essa estratégia mostra-se eficaz, pelo menos

para sistemas com poucos parametros incertos.

A matriz Ay(at), com grau ¢ € IN da expansdo da série de Taylor, tem elementos Ay(ct),

Bi(a) e Byy(a) com graus diferentes em o, requerendo um procedimento de homogeneizagao,

A Ap By
Ay(a) = Yy a“lo 0o 0= Yy af Ay, (2.26)
ket (20)x H5(£) x 5 (20) o I 0 ket (20)x A3 (£) x H5(20)
com
01(20)! 0)?
A= Z (1}v ) Ak A = Z % k—k
ke, (0)x K5 (0)x A5 (20) kedtn, (0)x A (0)x A (0) ™
k>k k>k
11(20)!
[— (26).6.(26).1.
k!
A representagdo de C(a) no dominio multi-simplex é
Cla) = Y ok1Cy.

ke, (1)%.H3(0) < #5(0)

Supondo que tanto o (k) como y(k) estejam disponiveis para medi¢do em tempo real e

definindo a lei de controle dependente de parametros por realimentacdo estitica de saida como
u(k) = L(a)y(k) = L(a)C(a)x(k), 2.27)

os seguintes teoremas podem ser formulados para a estabilizacdo do sistema (2.24) ou (2.5), e, con-
sequentemente, de (2.1). Primeiramente, considere o problema de projetar um ganho dependente
de parametros estabilizante por realimentacio de estados por meio de condi¢des LMIs suficientes

apresentadas no Teorema 2.1.

Teorema 2.1. O ganho dependente de pardametro por realimentagdo de estados K(a) = Z(a)Y 1,
estabiliza o sistema (2.24) ou (2.5) e, consequentemente, (2.1), se existirem matrizes simétricas P, €
R, k€ JEN(81,82,83), matrizes Zy € R" ™™, k € Jy(h1,ha,h3), e Y € R™"™, uma varidvel
escalar A, graus de relaxacdo de Pélya d = (dy,da,d3,dy,ds) € N> e § computado por (2.25), tais
que as seguintes LMIs se verificam

o+ Y 2w+ )Y &+ )Y Y+ ) Q5<0, Vkeu(w) (228)

ke Ay (w—g) ke A (w—2) ke (w—h) ke Ay (w—1y)
k>k k>k k>k k>k
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em que
| 1821 * * ( Y 0
w: w—2g). .. ~
Ql:ﬁ 0 -Y-Y x|, = 7 diag | Pz |,
0 Y —Al 0
Q= W8, e o, = =N Z’O]B' ; .
3= k' lag 0 ) 4 — ],%' k—h x|
0 0 0 0
( o) 0 *  *
Cw=0) 5,
QS—T YAk*]; 0 * 1,
0 00

sendo que £, = (2(,¢,0,¢,0), g = (g1,82,0,83,0), § = (81,0,82,0,83), h = (h1,h2,0,h3,0) e w =
max {g,&,h,l,} +d. As matrizes Ak, 7, P e Py s@o os coeficientes das matrizes polinomiais ho-
mogéneas A(y), Z(y), P(y) e P(y) obtidos pelo emprego da mudanga de varidveis (2.23) com,
respectivamente, Ry = Ay, p=40,, Ry =7, p=h Ry=P, p=g, e Ry =P, p=_g, sendo Ay, Z; e
P, os coeficientes das matrizes Ay(o), Z(at) e P(c).

5 . d;
Prova: Primeiramente, note que [] (Z?i’l ymi> "= paratodod; €N, j=1,....5em=1,...,5.
j=1

Definindo a matriz em malha fechada A;f (7) = Ay(y) + BZ(y)Y ', e escolhendo
2 —diag (~P(y) + A8°1, P(y), ~21).

/

AV (y) I 0 0
B=| -1 |, B = Ay 1|, 2=V
I 0 1 0

em que % denota uma base arbitrdria para o espaco nulo de %, tem-se
L2+ X B+AB X <0 (2.29)
que é (2.28) multiplicada por ¥* e somada para todo k € #j;(w). Tais condi¢des sdo equivalentes a

P(y)—A8%T %
P(AY (y) P(y) *| >0, (2.30)
0 P(y) Al

que foi obtida de (2.29) multiplicando 2L 3 esquerda, - a direita e aplicando o complemento de
Schur no elemento (1, 1). Se (2.30) for verificada, entdo a seguinte condi¢@o, obtida pela aplica¢do

da mudanca de variaveis (2.23) e o complemento de Schur, também € verificada

Pla+aa) = | [81 51’_%71 0 0 '>0 0
P(a)AY (@) P(a) 0l]o0 P(a)| |P(a) ' '
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Em seguida, empregando o Lema C.1 e sabendo que AA/(a)AA (o) < 821, tem-se

[ Pla+aa) o ]:>0. (2.32)
P(OC) (Ag(a) +AA5<OC) + IBK) P(Ot)

Finalmente, multiplique (2.32) a esquerda por .7 e a direita por .7, com

g:[ 0 PW+Am1r
P(o)~! 0
para obter
rle * >0
P(o+Aa) " (Ag(a) +AA () + BK) Plo+Ae)™ |~

(Ag(a)+AA () +BK) P(a+Ax) ' (Ay(a) + AAy(a) + BK) — P(a) ! <0,

que certifica a estabilidade em malha fechada do sistema (2.24) ou (2.5) e, consequentemente,
de (2.1), por meio da fungdo de Lyapunov v(x, ) = x'P(a) " lx. O

O Teorema 2.1 pode ser adaptado para lidar com um atraso induzido pela rede T constante,

como mostrado a seguir.

Corolirio 2.1. O ganho dependente de pardmetro por realimentagdo de estados K(a) = Z(a)Y !,
estabiliza o sistema (2.24) ou (2.5) e, consequentemente, (2.1), com um atraso induzido pela rede
constante, se existirem matrizes simétricas P, € R™*" k € Jn(g1,82), matrizes Z € R" "™, k €
Jn(hy,ho), e Y € R™*" uma varidvel escalar A, graus da relaxacdo de Pélya d = (dy,d,,d3) €
IN3 e & computado por (2.25), tais que (2.28) se verifique com £, = (20,£,0), g = (g1,£2,0),
g = (g1,0,82), h = (h1,hy,0) e w = max{g,g,h,0,} +d. As matrizes Ay, Zy, P e P, sdo os co-
eficientes das matrizes polinomiais &(}/), Z(y), P(y) e P(y) obtidos pela aplicacdo da mudanca
de varidveis (2.23) excluindo os dois ultimos simplexos com, respectivamente, Ry = Ay, p =/,
Ri=Z,,p=h Ri=P, p=geRs=P, p=g, emque Ay, Z; e P, sdo os coeficientes das matrizes
Aja), Z(at) e P(a).

Em problemas reais, pode ser dificil acessar todos os estados do sistema devido, por exem-
plo, ao elevado custo de implementacao relacionado ao grande nimero de sensores necessarios ou
quando os estados ndo podem ser diretamente lidos. Consequentemente, uma técnica mais efetiva
e de utilizacdo prética € o projeto de ganhos por realimentacio de saida. Nesses casos, o ganho
dependente de parametros por realimentacao de estados solu¢do do Teorema 2.1 pode ser utilizado
como entrada para o segundo estdgio, representado pelo Teorema 2.2, o qual prové novas condi¢des

LMIs que buscam por um controlador estabilizante estatico por realimentacdo de saida.
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Teorema 2.2. O ganho estdtico dependente de pardmetros por realimentagdo de saida L(a) =
H(a)~'J(a) estabiliza robustamente o sistema (2.24), (2.5) e, consequentemente, (2.1), se existi-
rem matrizes simétricas definidas positivas P, € R™*"s, k € J#x(g1,82,83), matrizes H, € R™* " ¢
Je € R, k€ Jy(vi,v2,v3), i € R ™ e F € R ™, k€ Hn(f), com | = (f1, /2,13, f4, 5),
uma varidvel escalar A, graus de relaxacdo de Pélya d = (dy,da,d3,ds,ds) € N°, matrizes dadas
Ky € Rk € Ay (hy,hy,h3), solucdes do Teorema 2.1 e 8 computada por (2.25), tais que as

seguintes LMIs se verifiquem

w! w—v)! w—g)! w—2)!
) ke (w—v) ’ l%E%M(wfg) : ke (w—3) ’
k>k k>k k>k
(w—f)! (w—v—29)! (w—v—nh)!
D Vs TR VD VTR A0 SR Mhey st
ket (w—f) ket (w—v—0) ke (¢) ket (w—v—h) ke (h)
k>k k>k k>k+k k>k k>k+k
(w—f—h)! (w—f—=6)!
-I-V Z ) Z TQ g+ Z Z T§29>0,
ke (w—f—h) ke (h) ket (w—f—10, )ke%M( V)
k>k k>k+k k>k k>k-+k
Vk e y(w) (2.33)
em que
— diag (—A.8%1, 0, 0, AI), Q, = diag (0, 0, —H, ;—H .. 0),
= diag (P,_;, 0, 0, o Q4 =diag (0, —P,_;, 0, 0),
* * ok 0 * Kk K
Y k"‘Yk/,f{ *ox O — 0 0 %
/
Yk_i( 00 0 0 00
0 * x ok KlchB/F/;_lé_/‘c_Fk—k BKp x o+ x
Q= ~() N O**7 Q5= Y, 1 BK; O**7
~-H_; 1Ky 0 0 % 0 00 %
0 000 0 000
A;}Fk/—k—/} - fk—k—l}Ak * Kk K
ng kalucfch/} 0  * ,
0 0 0 %
0 000

sendo que {, = (2(,£,0,¢,0), g = (g1,82,0,¢3,0), 2 = (£1,0,82,0,83), h = (h1,h2,0,h3,0), v =
(vi,v2,0,v3,0), ¢ = (1,0,0,0,0) e w = max{g,g&,v+0o,f+hh+v,f+L{,}+d. As matrizes Ay,
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Ci, Hy, Ju. Ky, Pe e Py sdo os coeficientes das matrizes polinomiais A(}/) @(}/) H(y), J(7), K(7),
13(}/) e P(y) obtidas com a mudanca de varidveis (2.23) com, respectivamente, Ry = Ay, p = {,,
Ry=Cy, p=0¢, Ry=H, e Ry =J, ambos comp=v, Ry =P, p=ge Ry=P, p=g, em que Ay,
Cy, Hy, Ji e Py sdo os coeficientes das matrizes Ay(o), C(a), H(at), J(o) e P(a).

Prova: Primeiramente, note que com Azf (7) = Ay(y) + BK(y) e AZf (7) = Ay(y) + BL(y)C(y),

tem-se
_<13(?’)—A§f,(Y)F'(Y)> ]
—F()AY (v) - 162 / :
FNas ) ! v 0 S| |5 0
—F'(y)+Y(nAY (7) +Y(y) | * 0 H(y) 01l H'(y) o0 (2.34)
—P(y) 1 \\X,-/ —1I —1I 1
0 0 0 0
B'F'(y) BY'(y) 0 x| <~ —_——
i F'(y) vy o af Y Y

que é (2.33) multiplicada por ¥ e somada para todo k € % (w), com S(y) = H(y)~'J(y)C(y) —
K(y). Escolhendo

/ /

I 0 Sy 0 1000
Nv=10 1 of e Ny=1|01 0 0,
00 I 0001

tem-se que (2.34) é equivalente, pelo lema da projecdo (Lema C.2), a

P(y) = A (y)F(y) — F(7)AZ () — A8°1 * *
—F () +Y(PA{(y) PP +Y(P)+Y(y) x| >0 (2.35)
F(y) Y(y) Al

N

que ¢ a multiplicagdo de Q em (2.34) por N, a esquerda e por Ny a direita, substituindo A‘l(y)
em (2.35) por A, of (7), ou a multiplica¢do de Q por Ny a direita e a esquerda por sua transposta,
substituindo Agl( Y) em (2.35) por Azf (7), em que as colunas de Ny e Ny formam bases para o

espaco nulo de V e U, respectivamente. Pelo complemento de Schur, (2.35) pode ser reescrita

(ﬂw—Azlw)'F(y)') .
—F(nA{(v) | FO] [F0 A[BI] [51] 0. 236
SF() + Y (A ”ﬁgﬂ ) [vn]“ollo

R
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Observando que AA(y)AA(y) = AA (o)’ AA(a) < 821 e utilizando o Lema C.1, tem-se

. [mm vy Azw)]’> . 03
0 0
que € equivalente a
[ﬁm ~Aa(VF(1) = F(NAa(Y) * 0 038)
—F(7) +Y(V)Au(y) Py +Y()+Y (7

em que Ag(y) = A9 (y) + AA(y). Finalmente, multiplicando (2.38) por %' = [—1 Acl(y)’] a
esquerda e por Z a direita e aplicando a mudanga de varidveis (2.23), obtém-se

Aq(a)'P(o+Aa)Aq (o) —P(a) <0

que garante a estabilidade em malha fechada de (2.24) ou (2.5) com a lei de controle por reali-
mentacdo de saida (2.27), substituindo A (o) por AZf (a)+AAy(a), ou com a lei de controle por

realimentagdo de estados u(k) = K(a)x(k) , substituindo A () por Azf (o) +AA ().

Embora a estabilizabilidade de um sistema LPV discreto, obtido como resultado de um
procedimento de discretizacao disponivel na literatura, geralmente ndo implica que o sistema LPV
continuo original seja estabilizdvel, na abordagem proposta a lei de controle por realimentagdo de
saida (2.27) garante a estabilidade do sistema LPV continuo em malha fechada (2.1), posto que os
parametros variantes no tempo sdo constantes por partes e que o erro de aproximagao do procedi-
mento de discretizagdo € levado em consideracdo. A demostragdo dessa afirmagdo € apresentada
no Apéndice B. [

E digno de nota que, devido a flexibilidade introduzida pela metodologia multi-simplex, se
algum parametro variante no tempo o;, i = 1,2,3, ndo puder ser lido em tempo real, as condi¢des
LMIs dos Teoremas 2.1 e 2.2 podem prover ganhos de realimentacio independentes de parametros
(robustos) com respeito ao parametro ndo lido. Nesse caso, basta definir os graus parciais h; e v;

iguais a zero nos Teoremas 2.1 e 2.2, respectivamente.

Adicionalmente, como feito para o Teorema 2.1, o Teorema 2.2 também pode ser modifi-

cado para considerar atrasos constantes induzidos pela rede.

Corolario 2.2. O ganho por realimentagdo de saida dependente de parametro L(a) = H(o) ™' J(a)
estabiliza robustamente os sistemas (2.24), (2.5) e, consequentemente, (2.1), com um atraso cons-
tante induzido pela rede, se existirem matrizes simétricas P, € R™*" k € Jtn(g1,82), matri-
zes Hy € R e Ji € R, k € JHn(vi,m), Y € R ¢ F € R, k € Zn(f), com
f = (fi,fo.f3), uma varidvel escalar A, graus de relaxacdo de Polya d = (dy,d»,d3) € N3, ma-
trizes dadas Ky € R™*" k € #y(hy,hy), solugdes do Coroldrio 2.1 e § computado com (2.25),
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tais que (2.33) seja verificada com ¢, = (2¢,¢,0), g = (g1,82,0), § = (1,0,82), h = (h1,h3,0),
v=(v1,12,0), ¢ = (1,0,0) e w=max{g,g,v+0,f +hh+v,f+0,} +d. As matrizes Ay, Cy, Hy,
Jo. K, P e P sdo os coeficientes das matrizes polinomiais homogéneas A(y), C(y), H(y), J(),
K(y), P(7) e P(y) obtidas pelo emprego da mudanga de varidveis (2.23) excluindo os iiltimos dois
simplexos com, respectivamente, Ry = Ay, p =1, Ry = Cy, p = ¢, Ry = H; e Ry = Ji, ambos com
p=Vv,Ry=P, p=g eRs=PF, p=g, emque Ay, Cy, Hy, J; e P, sdo os coeficientes das matrizes
Ay(a), C(a), H(ar), J(at) e P(a).

2.5 Exemplos Numéricos

Como discutido previamente, as abordagens existentes na literatura para o controle digital
de sistemas LPV, as quais em geral requerem que a obtencdo do modelo discreto equivalente e
o projeto do controlador sejam realizados em tempo real, ndo permitem uma comparagao direta
com a técnica proposta, na qual os ganhos sdo previamente computados e apenas a implementagdo
ocorre em tempo real. Assim, o objetivo desta secdo € ilustrar a aplicabilidade do método proposto

por meio de experimentos numéricos.

Exemplo 2.1. Considere o sistema continuo LPV instdvel (2.1), com um atraso induzido pela rede

variante no tempo 7 (a3(7)) = 0.01a3; (r) +0.0203, (1), cujos vértices sdo

0 1.0 0 1.0 1.0 —0.6
El - 5 E2 - ﬁ ) Fl - ) F2 - )
—2.0 0.3 —1.0 0.5 2.0 1.0 (2.39)

Glz[l.o 1.0} Gzz[o 2.0}.

O parimetro variante no tempo ¢ () é continuamente monitorado e a maxima taxa de variagdo
(derivada) é dada por ||¢;(7)]| < 6. Para garantir a hipétese que o pardmetro (k) ndo se altere
significativamente no intervalo de amostragem quando a variacdo de o (k) ultrapassar € = 0.3,
isto € ||oy(k+1) —a;(k)|| > 0.3, uma nova amostra € lida e o controlador atua no sistema. As-
sim, o limitante inferior do intervalo de amostragem é computado como 7] = 0.3/6 = 0.05 s
empregando (2.3). Se a variacdo de a; (k) permanecer menor do que o limiar € = 0.3 estabele-
cido, novas amostras sdo geradas em 7, = 0.1 s. Portanto, o sistema é amostrado com 7T (o (t)) =
0.050p; (l‘) +0. 1006220‘) S.

Dois casos sao considerados. No primeiro caso, supde-se que f3 seja igual a 0.3 e o objetivo
€ projetar um controlador digital escalonado por realimentacdo de saida que assegure a estabilidade
em malha fechada do sistema LPV continuo. Em aplica¢des praticas, € dificil obter os valores do
atraso induzido pela rede em tempo real. Por essa razdo o ganho escalonado por realimentacdo de

saida foi projetado para ser robusto com respeito a T (a;3(7)).
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Para graus de discretizacdo ¢ < 2, a técnica de dois estdgios ndo proveu solugdes facti-
veis, pois os limitantes maximos & para o erro de discretizagdo sdo altos. Contudo, empregando
graus ¢ maiores, obtém-se uma descri¢do dindmica mais acurada do sistema LPV (2.39) e, nesse
caso, € possivel sintetizar uma lei de controle estabilizante. Assim, por exemplo, fixando ¢ = 2 no
procedimento de discretizacdo e aplicando o Teorema 2.1, com g = 1, h = d = 0, um ganho es-
tabilizante por realimentacao de estados pode ser encontrado. Em seguida, empregado o resultado
obtido como entrada para o Teorema 2.2, com g;=1,i=1,2,3,vi=v, =1,v3=0¢ fj =d; =0,
Jj=1,...,5, um ganho por realimentacdo de saida é encontrado. Para esse exemplo em particular,
uma lei de controle independente de pardmetros por realimentacdo de saida nao pode ser projetada
pelo Teorema 2.2. Na Figura 13, apresenta-se um simulag¢do temporal do comportamento dindmico
em malha fechada da saida y(¢), para uma condigéo inicial xy = [—3 2]', na qual assume-se que os

pardmetros LPV (1) sdo governados pela seguinte fungao
o = sin2(6t) € ap=1—o, (2.40)

e oi3(t) tem uma distribuicdo uniforme no intervalo [0.01, 0.02]. Para efeito de ilustra¢do, os ins-

tantes de amostragem variantes no tempo sdo mostrados na parte inferior da figura.

I 1 I I
0 1 2 3 4 5 6 7
Intervalo de Amostragem

Figura 13: Trajetorias da saida controlada do sistema em malha fechada (2.39) com ¢ = 2,
7(05(r)) = 0.01a31(¢) + 0.0203,(2) s, &y dado por (2.40) e xo = [—3 2]’ para o Exemplo 2.1.

No segundo caso, considere o projeto de controladores estabilizantes por realimentacao de
estados pelo Teorema 2.1 para diversos valores de § > 0. O objetivo é mostrar como o conserva-

dorismo dos resultados pode ser reduzido pelo aumento dos graus da matriz de Lyapunov e das
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varidveis de folga, como mostrado na Tabela 4. Adicionalmente, realizando um procedimento de
discretizagdo mais preciso, o Teorema 2.1 fornece solucdes factiveis para uma maior faixa de valo-
res de 3. Por exemplo, escolhendo ¢/ =3 e g;=h; =0, i =1,2,3, o valor maximo de 3 é elevado
de 0.7578 (veja Tabela 4) para 0.9297.

Tabela 4: Limitantes superiores de 8 > 0 para diferentes graus g da matriz de Lyapunov e i das
variaveis de folga no Teorema 2.1 para ¢ = 2 no Exemplo 2.1.

g h B
(0,0,0) (0,0,0) 0.7578
(1,1,1) (0,0,0) 1.0781
(0,0,0) (1,1,1) 1.2012
(1,1,1) (1,1,1) 1.4102

Exemplo 2.2. Considere uma aeronave VTOL (do inglés, Vertical Take-off and Landing) cujo mo-
delo dinamico linearizado, adaptado de (KEEL et al., 1988), é descrito por (2.1) com um atraso
induzido pela rede constante 7 = 0.01 s. Nesse modelo, as componentes x; (), x2(t), x3(t), x4(¢) do
vetor de estados x(¢) e u(t), up(t) do vetor de entradas de controle u(t) representam, respectiva-
mente, as velocidades horizontais e verticais (nds), a taxa de arfagem (pitch) (grau/s), o angulo de

arfagem (graus), o controle coletivo e longitudinal da arfagem. As matrizes do sistema sao

—0.0366  0.0271  0.0188 —0.4555 0.4422  0.1761
0.0482 —1.0100  0.0024 —4.0208 1.4200 —7.5922
E(p(t)) = , F= ,
0.1002 p(t) —=0.7070  1.4200 —5.5200  4.4900
0.0000  0.0000  1.0000  0.0000 0.0000  0.0000
1 000
Gi= ,
0100

com p(t) = 0.45+0.1319sin(4.56¢) cos(9.12¢) e i = 1,2. Ao avaliar a matriz dindmica do sistema
nos extremos dos valores do pardmetro incerto p(¢) € [0.3181 0.5819], obtém-se um politopo de
dois vértices. Para converter a evolugio de p(¢) em um pardmetro que pertenga a um novo dominio

paramétrico (politépico), tomam-se

1+ sin(4.56¢)cos(9.12¢
o1 = ( 2) ( ) (& A1 = 1—0611, (2.41)

garantindo que ;(¢) € [0 1]. O parAmetro variante no tempo o (¢) apresenta uma derivada ma-
xima de 4, isto &, ||¢; (¢)|| < 4. Similar ao que foi feito no Exemplo 2.1, para assegurar que o

parametro ¢ nao varie significativamente, escolhe-se € em (2.3) igual a 0.2 o que significa que
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T1 = 0.05 s e adota-se o limitante superior para o intervalo de amostragem 75 igual a 0.11 s. Con-
sequentemente, as velocidades verticais e horizontais sdo medidas espacadas temporalmente de
T(Otg(t)) =0.05m; (l‘) + 0.110622(1‘) S.

O objetivo € projetar um controlador digital escalonado por realimentacdo de saida que
assegure a estabilidade em malha fechada do sistema LPV continuo. Para este propdsito, ganhos por
realimentacao de estados sdo obtidos pelo emprego da condi¢cdo do Coroldrio 2.1 para os modelos
discretos obtidos de (2.12)-(2.14) com ¢ = 1,2,3 ¢ os resultados sdo utilizados como entrada no

Corolario 2.2.

Para graus de discretizacdo ¢ < 3, a técnica de dois estdgios ndo prové solucdes estabili-
zantes. Contudo, empregando uma discretizacdo mais acurada do sistema LPV, é possivel projetar
uma lei de controle estabilizante. Por exemplo, escolhendo ¢ = 3, o limitante do erro residual com-
putado pelo procedimento de discretizacio é 8 =2 1.45 x 10~7. Entio, fixandog=h=1e d; =0,
i=1,2,3,n0 Corolario 2.1eg=v=1¢e fj=d; =0, j=1,2,3, no Corolario 2.2, obtém-se um
ganho dependente de parametros por realimentacao de saida. Para este exemplo, um ganho robusto
nio podde ser projetado pelo Coroldrio 2.2. Na Figura 14, apresenta-se uma simulacdo temporal
do comportamento em malha fechada da saida y(z) na qual assume-se que a evolucdo de oy () é
governada pela fung@o (2.41) e o sistema parte da condigdo inicial xo = [—1 2 1 3]". Como pode ser

visto, o controlador escalonado projetado estabiliza o sistema LPV continuo.

avnsrv ey vear o m oo

0 10 20 30 40 50, 60 70 80 90 100

Figura 14: Trajetorias da saida controlada do sistema VTOL em malha fechada com ¢ =3, 7 =
0.01 s, o dado por (2.41) e xo = [—1 2 1 3]’ para 0 Exemplo 2.2.
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2.6 Conclusoes Parciais

Neste capitulo, apresentou-se uma técnica para o projeto de controladores digitais escalo-
nados por realimentacdo de saida para sistemas LPV continuos com um atraso induzido pela rede
variante no tempo. Para este fim, foi proposto um procedimento de discretizagdo, que converte
um sistema LPV continuo em um sistema LPV discreto equivalente, baseado em uma extensao
da expansdo da série de Taylor que utiliza uma amostragem baseada em eventos. Ademais, foram
fornecidas novas condi¢cdes LMIs para o projeto de uma lei de controle estética e escalonada por
realimentacdo de estados ou de saida para sistemas LPV discretos com dependéncia polinomial nos
parametros e um termo aditivo limitado em norma. Os experimentos numéricos ilustraram que a
lei de controle escalonada digital pode assegurar a estabilidade em malha fechada do sistema LPV

continuo original.
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, investigaram-se os problemas de discretizacdo e de projeto de controla-
dores digitais para NCSs com atraso induzido pela rede e taxas de amostragem incertas em dois
diferentes cendrios: i) sistemas politépicos lineares invariantes no tempo e; ii) sistemas lineares

com parametros variantes no tempo. As principais contribui¢des desta tese sao enfatizadas a seguir.

Primeiramente, abordou-se o problema de sintese de controladores robustos digitais para
NCSs com atraso induzido pela rede e taxas de amostragem incertas. Foi proposto um novo proce-
dimento de discretizacdo para sistemas lineares invariantes no tempo incertos baseado em expan-
soes em série de Taylor das exponenciais de matrizes incertas. A utilizagdo desta técnica prové um
sistema discreto incerto descrito por matrizes com dependéncia polinomial nos pardmetros incertos
que pertencem ao dominio multi-simplex e termos aditivos limitados em norma que representam o
erro residual de discretizacdo. Quando o grau da aproximagdo € apropriado, o erro da representa-
cdo discreta € reduzido e, consequentemente, o modelo representa acuradamente o comportamento
dinamico do sistema continuo. Além disso, as condi¢cdes LMIs propostas para sintese de controla-
dores, baseadas em funcdes de Lyapunov dependentes de parametros e na busca de um parametro
escalar, permitem projetar um controlador robusto que garante a estabilidade em malha fechada do
NCS. Uma das principais vantagens da técnica proposta é garantir a estabilidade tedrica do sistema
continuo em malha fechada sem a restricdo da escolha do periodo de amostragem em fun¢ao do
atraso induzido pela rede. Dessa forma, o projetista pode levar em consideracido apenas questoes
relacionadas com a limitacdo da banda de comunicagdo. Os exemplos numéricos mostraram que o
controlador digital projetado pelo método proposto, de fato, estabiliza o sistema continuo original.
Como segunda contribui¢cdo, também apresentou-se um procedimento de discretiza¢io baseado em
expansdes em série de Taylor, cuja principal caracteristica da representagdo discreta € prover um
custo garantido .77 que acuradamente aproxima-se da norma .77 de pior caso do sistema continuo

original, se um grau da expansdo da série de Taylor ¢ apropriado for utilizado. Adicionalmente,
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foram propostas condi¢des LMIs para o computo do custo garantido 775 para sistemas discretos
polinomiais com termos aditivos limitados em norma. Diferentemente dos métodos tradicionais
da literatura para a discretizagdo de sistemas incertos, que utilizam aproximagdes de primeira or-
dem de Taylor, os resultados obtidos pelas condi¢des sempre proveem um limitante superior para
a norma .7 de pior caso do sistema continuo original. Finalmente, propds-se uma condi¢do de
andlise de estabilidade para sistemas polinomiais discretizados com um termo aditivo limitado em
norma, que certifica a estabilidade do mesmo e do sistema continuo original. Essa estratégia foi
aplicada para computar os limites de estabilidade em malha fechada de um conversor conectado
em rede controlado por uma lei de controle robusta por realimentacdo de estados, ilustrando uma

interessante aplicacdo pratica da metodologia proposta.

No Capitulo 2, apresentou-se uma técnica para o projeto de controladores digitais escalona-
dos por realimentacdo de saida para sistemas LPV continuos com atraso induzido pela rede variante
no tempo. O modelo LPV discreto equivalente foi obtido utilizando um procedimento de discre-
tizacdo inspirado na expansao da série de Taylor e amostragem baseada em eventos. No contexto
de NCS, a amostragem baseada em eventos € uma importante contribui¢do pois permite utilizar
periodos de amostragem maiores do que as técnicas usuais que empregam periodos de amostragem
contantes e pequenos para tratar variagdes abruptas na dinamica do sistema, exigindo uma grande
largura de banda e aumento na carga do trafego da rede. Adicionalmente, forneceram-se novas
condi¢cdes LMIs para o projeto de uma lei de controle estética e escalonada por realimentacdo de
estados ou de saida para sistemas LPV discretos com dependéncia polinomial nos parametros e
um termo aditivo limitado em norma. Essas condi¢des sdo baseadas na estratégia de dois estiagios
para a obtenc¢ao do controlador por realimentacao de saida que consiste em: computar, no primeiro
passo, um ganho dependente de parametros por realimentacdo de estados, que € entdo aplicado
como entrada para o segundo estagio, que pode sintetizar controladores por realimentacio de saida

escalonados ou robustos.

Tanto no caso LTI quanto no LPV, mostrou-se que, para um dado grau de discretizacdo /,
0 aumento nos graus das matrizes de Lyapunov, das varidveis de folga e da relaxacdo de Polya e a

busca no pardmetro escalar & podem reduzir o conservadorismo dos resultados.

Perspectivas futuras

Como trabalhos futuros, sugerem-se os seguintes pontos de investigacao:

a) Todas as condi¢des apresentadas nesta tese t€m como ponto crucial a utiliza¢do do erro re-
sidual de discretizacdo, o que permite assegurar a estabilidade do sistema hibrido e, no caso

do computo da norma, que o custo garantido calculado € um limitante superior para a norma
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b)

c)

d)

¢ de pior caso do sistema continuo incerto original. No entanto, a obtencdo do erro foi
feita realizando uma busca exaustiva em uma malha de valores de @ no dominio incerto.
Consequentemente, sugere-se 0 desenvolvimento de um método genérico para a obten¢do
dos residuos de discretizacdo sem a utilizacdo da busca exaustiva e que seja menos conser-
vador do que as estratégias que utilizam métodos de andlise intervalar (OPPENHEIMER;
MICHEL, 1988; ALTHOFF et al., 2007).

Os projetos de controladores apresentados nesta tese nao levaram em consideracdo nenhum
tipo de critério de desempenho. Por isso, sugere-se desenvolver condi¢des de sintese para
prover uma estratégia de controle 6timo LQR (do inglés, Linear Quadratic Regulator) e
% que assegure o mesmo custo garantido tanto para o modelo discretizado quanto para o

sistema continuo;

O problema de filtragem, que consiste na utilizagao das medidas do sinal de saida de um
sistema dinamico para estimar os estados do sistema ou uma combinag¢do linear dos mesmos,
ao mesmo tempo que se minimiza a influéncia de ruidos exdégenos na dinamica do sinal de
erro, tem atraido consideraveis esforcos de pesquisa nas ultimas décadas. No entanto, para
sistemas hibridos a literatura carece de pesquisas relacionadas ao projeto de filtros digitais.
Portanto, propde-se desenvolver um procedimento de discretiza¢do para a obtencao das ma-
trizes do filtro e condi¢des para a sintese das matrizes do estimador por meio de LMIs com
dependéncia polinomial nos parametros, o que pode permitir a redu¢dao do conservadorismo

dos resultados.

Devido ao grande apelo para a implementagdo de controladores digitais, um importante pro-
blema que vem sendo estudado nos dltimos anos é o de projeto de um controlador digital
cujo desempenho seja 0 mais proximo possivel do obtido pelo controlador continuo original,
conhecido como procedimento de reprojeto digital (do inglés, digital redesign procedure).
No entanto, como os trabalhos encontrados na literatura lidam apenas com sistemas preci-
samente conhecidos, sugere-se pesquisar novas estratégias de reprojeto digital para sistemas
sujeitos a incertezas cujas condi¢des empreguem funcdes de Lyapunov com dependéncia

polinomial nos parametros.

Em muitas aplicagdes, varias plantas podem compartilhar o mesmo barramento de comuni-
cacdo, exigindo que ndo somente a estratégia de controle mas também uma politica de acesso
ao canal de comunicacdo seja projetada. Assim, sugere-se a investigacdo de métodos capa-
zes de tratar sistemas incertos e de prover uma politica de acesso ao canal satisfazendo um

problema de otimizac@o que considera as limitagdes de banda da rede de comunicagao.
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APENDICE A

DEMONSTRACAO DA ESTABILIDADE EM MALHA
FECHADA DO SISTEMA CONTINUO HIBRIDO

Neste apéndice, demonstra-se a estabilidade em malha fechada do sistema continuo incerto
com o controlador digital projetado a partir da verificacdo da estabilidade em malha fechada do

sistema incerto discretizado.

Uma vez que o controlador estabilizante foi obtido pelo Teorema 1.1, o que garante que
(kT (o)) = [x(kT(Otz))/ u( (k—1) T(Oﬂz))/]/ tende a 0 quando k tende ao infinito, entdo pode-
se provar que a lei de controle (1.25) garante a estabilidade do sistema hibrido. Seguindo as mesmas
linhas de (HETEL et al., 2007), para qualquer o € Ay e um dado periodo de amostragem 7'(a), a
soluc@o do sistema linear (1.1a) no intervalo 7 € [kT (o), (k+ 1)T ()] é dada por

t A
x(t) = eE(OCI)(f—kT(OQ))X(kT(az)) + ( )eE(al)(t—s)F(al)u(sA_ 7)ds. (A1)
kT (0

Assumindo que o sinal u(f) seja constante por partes no intervalo de amostragem, percebe-se que
o sinal atrasado u(f — t) também o é. Como o sinal atrasado pode variar dentro dos instantes de
amostragem, € conveniente reescrever o atraso como em (1.37) e separar o intervalo de integracao
de (A.1) em duas partes tal que u(r — 7) seja constante em cada parte e, consequentemente, possa

sair da integral. Assim

kT (0p)+7
x(t) = P @K () (kT (o)) + / eE = gs | F oy )u((k—1)T(0n))
kT ()

v~

I
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13
1 / e | Flon)u(kT(0n)).  (A2)

(. J/

Empregando uma mudanca de varidveis, tal que s = kT () + T — §, o termo I} pode ser reescrito

como

Il _ /OeE(Oﬂl)(lkT((Xg)’C+S)(_ds) — eE((Xl)([*kT((xz)ff) /OTEE(al)SdS*
T

Novamente, empregando uma mudanga de varidveis, tal que s = kT () + T (o) — §, o termo I,

pode ser reescrito como

(k+1)T (o)t T()—7
L= / E() (=T (00)4) (_ g5y — E(oa) (k1) (@2) / Lle)s g
T(op)—7 (k+1)T (0)—t

Reescrevendo (A.2), obtém-se

T
x(t) = eE(O‘l)(’*kT(“z))x(kT(az)) + (eE(al)(tkT(az)f)/ eE(al)SdS> F(ocl)u((k— l)T(ocz))
0

+ (eE(al)(f—(k+l)T(a2))/T(O‘Z)—T
(

eE(al)sds) Flon)u(kT (). (A.3)
k+1)T(ap)—t

Tomando o supremo de (A.3) e usando a desigualdade triangular, obtém-se

Sup [x(®)]| < sup E(on)(1—kT (az))

e
telkT (o), (k+1)T(0n)] te[kT (o), (k+1)T (o)) ”

(eE(al)(fkT(az)T) /T eE (o )sds) F(o)
0

(eE(“l)(l—(k+1)T(“2)) / Tloa)e eE(a‘)st) F(o)

(k+1)T (o) —t

(KT ()|

+ sup
telkT (o), (k+1)T (o))

(=17 ()

e

+ sup
te[kT(0q), (k+1)T ()]

que € 0 mesmo que
(KT (02))l
T
<JMWW»ﬂAeﬂwMQFmo a((k=1)T (o)

T(0p)—
+H(/ ’ TeE(“l)Sds> F(oy)
0

sup [x(0)]| < |l eFlT(e
telkT (o), (k+1)T (o))

i

u(kT (a3)) H (A.4)
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Finalmente, substituindo (1.6) e (1.8) em (A.4), obtém-se

sp e(0)] < |[Ad(o) + A0 | ||k (@02)) |
telkT (an), (k+1)T ()]

+ HBde(a) +ABde(0‘)‘

(k= 1)T(00)) |+ [[Bel@) + ABi(a0)|

u(kT(02)) | (A.5)

Sabendo que o sistema discreto (1.21) € estavel em malha fechada, ou seja, z(kT(az)), e, equiva-
lentemente, x (kT (05)), u(kT (02)) e u((k — 1)T(a2)) convergem para zero quando k — o, entdo
x(t) — 0 quando  — oo e a estabilidade assinttica em malha fechada do sistema incerto (1.1a) com

a lei de controle por realimentacao de estados (1.25) € assegurada.
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APENDICE B

DEMONSTRACAO DA ESTABILIDADE EM MALHA
FECHADA DO SISTEMA LPV HIBRIDO

Em virtude da abordagem proposta para o sistema LPV utilizar a amostragem por eventos,
os resultados deste trabalho sdo obtidos sob a hipdtese de que os parametros variantes no tempo
sdo constantes por parte, isto €, a(r) = a(kT(0p(t))) € An, Vt € [kT (0p(1)), (k+1)T(0n(1))).
Visto que os parametros & (kT (a(t))) sdo fixos no intervalo de amostragem, sua dependéncia com

respeito ao tempo pode ser omitida.

Novamente, partindo da premissa de que o controlador estabilizante escalonado por reali-
mentacdo de saida L(a) foi obtido pelo Teorema 2.1, garante-se que y(k) = C(ot)x(k) tende a 0
quando k tende ao infinito. Portanto, pode-se provar que a lei de controle (2.27) garante a esta-
bilidade do sistema hibrido. Seguindo as mesmas linhas de (HETEL et al., 2007), para qualquer
o € Ay e um dado periodo de amostragem 7 (0 ), a solu¢@o para o sistema linear (2.1) no intervalo
t € kT (o), (k+1)T ()] é dada por

¥(t) = G(ou)x(t) = Gloy ) TRk (a))

+G(a) /k T(a)eE(O‘l)(’_f)F((xl)u(sA—T(oc3))d§. (B.1)
2

Assumindo que o sinal u(z) seja constante por partes no intervalo de amostragem, entdo o sinal
atrasado u(t — t(03)) também é constante por partes. Posto que o sinal atrasado varia entre duas
amostras consecutivas, pode-se dividir o intervalo de integracao de (B.1) em duas partes de maneira

que u(t — t(03)) seja constante em cada uma e, consequentemente, possa deixar a integral. Em face
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disto,

t
() :G(Ocl)(eE(“‘)(’_kT(“Z))x(kT(az))+ ( / eE(“l)(l—f)d§>F(al)u(kT(ocz))
kT (o) +7(03)
(

(X';)

kT(ap)+7
+< / eE<a1><r—f>d§>F(a1>u((k—1)T(O¢z)))-

kT(az)

Ap6s aplicar algumas mudancas de varidveis, a expressdo acima pode ser reescrita como

y(t) = G(au) (eE (@K (T (002))

N (6E<a,><zkr<a2>r<a3>> / eE(ansds) Flen)u((k—1)T(c)
0

S G ML F(Oﬂ)u(kT(az))) |

(k+1)T () —t

7(03)

Em seguida, tomando o supremo e usando a desigualdade triangular, tem-se

sup  v(0)ll < [[Glen)] <HeE<°“>T<“2> (kT (e2))]

telkT (o), (k+1)T (o))

)
()
H( (o) (7o)~ <a3>>/T ’ eE(“l)sds) Flan) | [ute=1)7(a2))

H( eE(al)sds) F(oq)

Finalmente, substituindo (2.6) e (2.7) em (B.2), obtém-se

Hu(kT(o@)H). (B.2)

sup [yl < lc(@) <HA£(0‘)+AA£(OC)HHX(/<T(062))H
te[kT (o), (k+1)T (o))

n HBdZ )+ ABy,(

=T (@) + | Bu(e) + st

u(KT (o) H) (B.3)

Sabendo que o sistema discreto (2.5) é estdvel em malha fechada, isto é, x(kT (o)), u((k—1)T (o))
e u(kT(Ocz)) convergem para zero quando k — oo, entdo y(¢) — 0 quando r — o e a estabilidade
assintdtica em malha fechada do sistema continuo incerto (2.1) com a lei de controle (2.27) € asse-

gurada.
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APENDICE C

LEMAS AUXILIARES

Para a obten¢do das condi¢cdoes LMIs, utilizam-se os seguintes lemas:

Lema C.1 (Produtos Cruzados (BOYD et al., 1994)). Dado um escalar A > 0 e matrizes X e Y de

dimensoes compativeis, entdo

XY +Y'X <Axx' +17'Y'y.

Lema C.2 (Lema da Projecio (GAHINET; APKARIAN, 1994; IWASAKI; SKELTON, 1994;
SKELTON et al., 1998)). Dadas uma matriz simétrica Q € R™ "™ e duas matrizes U e V com

m colunas, existe uma matriz ndo estruturada X que satisfaz
Q+U'XV+V'X'U <0 (C.1)
se e somente se as desigualdades de projecdo em relacdo a X sdo satisfeitas

N{,ONy <0 (C.2)
NyONy <0 (C.3)

sendo que Ny e Ny sdo matrizes arbitrdrias cujas colunas formam uma base para o espaco nulo

de U eV, respectivamente.
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APENDICE D

DESENVOLVIMENTO DAS SERIES MULTINOMIAIS

Neste apéndice sao apresentados os desenvolvimentos das séries multinomiais utilizadas
nesta tese, 0s quais sdo necessarios para a obtencao dos coeficientes matriciais do sistema discreti-

zado.

D.1 Definicoes para o Simplex Unitario

Como no caso matricial os produtos em séries multinomiais s30 ndo comutativos, tem-se

Ny 1 q
E(ay)? = (Z aliEi> = Y [lonEn
i=1

peZ(q) =1

= Z Oip Ep, -+ tip,Ep,
PEZ(q)

= Z OipEp, Ep=Ep ---Ep,
pPEZ(q)

= Y o' Y E (D.1)

kiedin ()  peZ(k)
ky _ kit o kin kiny ki = (ki1k k _ _
emque o' = 041" 0y’ - Oy ki = (knkiz ki ), Op = (@py, Qs @), = (P1P27 Pg)
para g € IN, %y, (q) é o conjunto de N;-uplas obtidas como todas as possiveis combinagdes de in-

teiros ndo negativos ky;, i = 1,..., Ny, tais que k11 + ko +--- +kiy, = ¢, isto é,

Ny
T (q) £ {kl = (kikiz--kiy) €NV Y kyj=gq, kij > 0}, (D.2)
=
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Z(q) é o conjunto de g-uplas obtidas como todas as possiveis combinagdes de inteiros ndo nega-

tivos p;, i =1,...,q, tais que p; € {1,...,N1}, isto é,

‘@(q)é{p:(plpq)emq pl€{177N1}7 lzla,q} (D3)

e Z(ki), ki € 7, (gq), € o subconjunto de g-uplas p € Z(q) tal que o elemento j de p tenha
multiplicidade k;;, para j = 1,...,Ny, isto €,

B(la) 2 {p=(pr--py) €N smp() =y, j=1,....Np } (D4)

sendo que m,(j) denota a multiplicidade do elemento j em p, ou seja, quantas vezes o indice j

aparece na g-upla p.

Para ilustrar as defini¢Ges apresentadas, considere N1 = 3 e g = 2. Consequentemente, 0

produto matricial apresentado em (D.1) pode ser escrito como

E()* = (a1 E1 + ai2Ep + 043 E3) (a1 Ey + 0By + 0y3E3)
=onoE1Ey + onanEEy + anoiElEs + oo E2Ey + op0i2ErEs
+ onoizErEs + apanEsEr + aponEzE; + oq3zon3EsEs
= o} E} + a0y (E\Ex+E2E)) + oyaus(E1E3 +EsE) + ohEs
+ oo (E2Es+E3Ey)) + ahE3

(D.5)
Ou ainda, utilizando a defini¢éo (D.3), tem-se que o conjunto &?(2) é dado por
P(2) = {p = (p1p2) eN?: pief1,2,3}, i= 1,2},
2(2) = {(11),(12),(13), (21),(22),(23), (31), (32), (33) }.
Logo, (D.5) pode ser reescrita como
E()” = Y. aupEp 0ipEp,. (D.6)

pPEZ(2)

O produto matricial (D.6) ainda pode ser reescrito utilizando (D.1), o que requer determinar os
conjuntos %y, (¢) e Z (k). Primeiramente, obtém-se o conjunto .#4, (¢) das N;-uplas k; utilizando

a defini¢do (D.2), fornecendo

3
H3(2) = {kl = (kitkiokiz) N> Y kij=2, ki;> 0},
=1

H5(2) = {(200), (110), (101), (020), (011), (002)}. (D.7)
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Em seguida, para cada Nj-upla oriunda de #3(2), um conjunto % (k) é obtido da defini¢do (D.4),

isto é,
%(kl)z{p:(plpz)emzzmp(j):klj, j:1,2,3}, Yk € H5(2). (D.8)

Iniciando o procedimento com a Nj-upla k1 = 200 e seguindo a defini¢do, tem-se

o que significa que o elemento j = 1 tem multiplicidade igual a 2, ou seja, j = 1 deve aparecer duas

vezes em p, logo p = (11) e assim,
Z(200) = {(11)}.

O segundo conjunto Z(110) é obtido de forma similar, assim

o que significa que os elementos j = 1 e j = 3 aparecem somente uma vez em p, consequentemente

o conjunto Z(110) é composto por todas as possiveis combinagdes dos indices j, ou seja,
Z(110) ={(12), (21)}.

Aplicando a defini¢do (D.4) as demais N;-uplas de J#3(2), encontram-se os conjuntos restantes

2(101) = {(13),(31)}, 2%(020)
Z(011) = {(23),(32)}, 2%(002)

{(22)},
{(33)}.

Note que a unido dos conjuntos Z(k;), Vk; € 2#3(2), produz o préprio conjunto Z(2). Observe
ainda que a g-upla p € Z(-) indica em qual posi¢do os vértices de E () aparecem no produto
matricial, isto €, se por exemplo p for igual a 23, o produto matricial é E;E3. Por outro lado, se

p = 32, o produto matricial € E3E>.
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Finalmente, pode-se escrever (D.6) como

2 _ ki k1o k13
E(an)’= Y, ogf'oyyay) )y Ep Ep,
kie3(2) PER (ki1ki2ki3)

2.0 .0 1,1 .0 1.0 1
= 010203 Z Ep Ep, + 010003 Z Ep Ep, + 010503 Z Ep Ep,
pEZ(200) pEZ(110) peZ(101)

0 2 0 0 1 1 0 0 2
+opoh0y Y EpE, + ofjahols Y EpE, + ofjopoi Y EyEp,
e (020) peZ(011) PEA(002)

= o} E\E; + ofjaly(E\E;+EE)) + a0l (E\Es+E3E)) + 0EEs
+ ooy (EsEs+ EsEy) + alE3E;
=l E? + g0y (E\Ey+EE)) + ooz (E1Es+E3E)) + abhE;
+ opais(EBE3+EE) + oiE;. (D.9)

Observacao D.1. A obtencdo dos elementos do conjunto % (k) para um exemplo de maiores di-

mensoes € ilustrada a seguir. Considere N1 =2, g =3 e ki = 21, nesse caso tem-se
#(21) ={p=(pip2p3) € N smy () =kj, j =12},
isto é,
j=1=my(1)=k;=2 e J=2=my2) =k =1. (D.10)

Com base no desenvolvimento apresentado em (D.10), nota-se que o elemento j =1 deve aparecer
duas vezes em p, enquanto que j =2 somente uma vez e, consequentemente, os elementos do
conjunto % (21) sdo compostos por todas as possiveis combinacdes dos indices j em p € N3, ou

seja,

Z(21) = {(112), (121), (211)},

resultando em

Y E,=E{E;+E\EE +EE].
pEZ(21)

D.2 Definicoes para o Dominio Multi-Simplex
Por defini¢do, o conjunto .#y(g) é o produto cartesiano
KN<g> = %\’1 (gl) X %Vz(gZ) X X %Vr<gr)a

em que %y, (gi) é dado por (D.2), N = (N1,N,,...,N,) e N" e g=(g1,82,...,8) € N".
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Como exemplo, considere g = (3,1,1) e N = (2,2,2). Nesse caso, o conjunto #x(g) é

dado por

JN(8) = Ha(3) x (1) x (1) = {(30),(21),(12),(03)} x {(10),(01)} x {(10),(01)}
= {(301010), (301001), (300110), (300101), (211010), (211001), (210110), (210101),
(121010), (121001), (120110), (120101), (031010}, (031001), (030110, (030101)} .

Por definicdo, para toda N-upla k e k, tem-se que k > k se kmj > lAcmj, m=1,....r,e j=
I,...,N,. Operagdes de soma k +ke subtracdo k —k (quando k > k) sdo definidas componente a

componente. O coeficiente k! é definido como
k!'= ki k! kin, -k kot ke, !

em que k;;! representa o fatorial de k;j, isto &, k;;! = k;j(kjj—1)---1.

D.3 Notacoes Adicionais

Define-se ainda o vetor
1=(1,1,...,1). (D.11)

Assim, por exemplo, se o grau das N,-uplas for dado pelo escalar ¢, com dimensdes N = (Ny,2,2),
entdo o conjunto £y (1) é dado por Ay (10) = Ty, (£) x a2 (C) x 5 (L).

Adicionalmente, considere a Nj-upla e; definida como um vetor unitdrio de N; elementos

cuja i-ésima componente € igual a 1, isto é,

ei=1(0,...,0,1,0,...,0) € RM, (D.12)
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