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Resumo

Esta dissertacdo investiga o problema de andlise de estabilidade robusta e computo
de custos garantidos .77 e .77, para sistemas lineares discretos com parametros
incertos variantes no tempo. Trés diferentes tipos de variagdes no tempo sao trata-
das: i) arbitrariamente rdpidas; ii) limitadas mas desconhecidas; iii) governadas por
uma dindmica conhecida. Tendo como base a andlise de estabilidade de Lyapunov
para um sistema construido com kK — 1 equagdes dinamicas redundantes, condi¢des
equivalentes necessdrias e suficientes para a estabilidade robusta sdo desenvolvidas
em termos de Kk na forma de desigualdades matriciais lineares (em inglés, Linear
Matrix Inequalities — LMIs) dependentes de parametros. Como consequéncia, a
funcdo de Lyapunov resultante depende da matriz dindmica em diversos instantes
sucessivos de tempo. Para escolhas particulares da estrutura das varidveis de deci-
sdo0, condicdes suficientes e progressivamente menos conservadoras a medida que
K cresce podem ser obtidas. Extensdes para computar as normas .73 e .7 também
sdo apresentadas. Exemplos numéricos baseados em modelos de sistemas retirados
da literatura ilustram os beneficios da abordagem proposta, que pode ser computa-

cionalmente mais eficiente quando comparada a outros métodos existentes.

Palavras-chave: Sistemas discretos no tempo; Sistemas lineares incertos; Parame-
tros variantes no tempo; Estabilidade robusta; Fun¢des de Lyapunov polinomiais;

Desigualdades matriciais lineares.



Abstract

This work investigates the problem of robust stability analysis and 7% and 7%
guaranteed cost computation for discrete-time linear systems with uncertain and
time-varying parameters. Three different types of of parameter variation are dealt
with: i) arbitrarily fast; ii) limited but unknown; iii) described by a known dyna-
mics. Based on the Lyapunov stability analysis for a system constructed with Kk — 1
redundant dynamic equations, equivalent necessary and sufficient conditions for ro-
bust stability are developed in terms of k in the form of parameter-dependent Linear
Matrix Inequalities (LMIs). As a consequence, the resulting Lyapunov function de-
pends on the dynamic matrix at several successive instants of time. For particular
choices of the structure of the decision variables, sufficient and progressively less
conservative conditions as kK grows can be obtained. Extensions to cope with 773
and 7., guaranteed are also presented. Numerical examples, based on models of
systems borrowed from the literature, illustrate the benefits of the proposed appro-
ach, that can be computationally more efficient when compared to other existing

methods.

Key-words: Discrete-time systems; Uncertain linear systems; Time-varying para-
meters; Robust stability; Polynomial Lyapunov functions; Linear matrix inequali-

ties.
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CAPITULO 1

Introducgao geral

O desenvolvimento de métodos mais eficazes para certificar estabilidade e critérios de de-
sempenho de sistemas dindmicos é um tépico importante na drea de teoria de controle. Uma
explicacdo para esse fato € que hd, na engenharia, a exigéncia crescente de modelos de sistemas
dindmicos nos quais as varidveis e os parametros que os descrevem ou os afetam sdo desco-
nhecidos ou possuem um comportamento complexo. Por exemplo, no primeiro caso pode-se
mencionar a indefini¢do do valor real dos parametros que descrevem a planta (frequentemente
os valores sdo especificados por intervalos) e, no segundo caso, pode-se exemplificar a dificil
descricdo matemaética da variacdo do consumo de combustivel em foguetes. Dessa forma, as
ferramentas de andlise e controle devem apresentar, juntamente com a modelagem, tratamento
especifico aos problemas em que ha a presenca de incertezas.

Nesse contexto, um grande nimero de trabalhos na literatura propde diferentes técnicas
de modelagem para sistemas incertos. A principal abordagem é agregar ao modelo do sistema
parametros capazes de representar, dentro de uma acurdcia pré-especificada, as incertezas do
sistema. Existem varios tipos de estruturas capazes de representar as incertezas, tais como inter-
valares, limitadas em norma, afins (ou hipercubicas) e politdpicas, como detalhado em (BOYD
et al., 1994). Devido a simplicidade, abrangéncia e facilidade de manipulagao, as descri¢des
utilizadas nesta dissertacdo foram a politdpica, na qual o dominio € descrito pela combinagdo
convexa de um conjunto de vértices conhecidos, e a afim, cujo dominio € descrito pela soma
afim de parametros confinados a intervalos limitados.

Outra dificuldade presente na investigacdo dos sistemas dinamicos estd associada a classe
dos sistemas ndo lineares, devido a ndo existéncia de uma metodologia geral que descreva
sistemas nao lineares em uma forma matematica comum (KHALIL, 2002). Neste sentido, o
procedimento de linearizagdo geralmente € adotado pois modelos lineares satisfazem propri-

edades que simplificam a modelagem, a anédlise e o controle (LATHI, 2005). Dessa forma,
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vale a pena destacar os modelos lineares com parametros variantes no tempo (do inglés, Linear
Parameter-Varying — LLPV) e os sistemas chaveados (MASON et al., 2012; LIBERZON, 2003;
OLIVEIRA et al., 2007; LEE, 2006; DAAFOUZ; BERNUSSOU, 2001a).

O destaque do modelo LPV € sem duvida pela habilidade de descrever tanto a dindmica de
sistemas lineares quanto representar alguns comportamentos nao lineares de maneira linear em
funcdo de algum parametro (DE CAIGNY et al., 2009). Os sistemas chaveados sdo uteis em di-
versos contextos da engenharia, como engenharia mecénica, automotiva e elétrica, por proporci-
onar estruturas efetivas na descricdo de plantas que apresentam mudangas abruptas na dindmica
(LIBERZON; MORSE, 1999; ATHANASOPOULOS; LAZAR, 2014; BARBOSA; TROFINO,
2003; SUN, 2008), como por exemplo em momentos de falhas. Esses sistemas podem possuir
representacdes puramente discretas ou hibridas (tempos continuo e discreto coexistindo).

O estudo da estabilidade em sistemas precisamente conhecidos (i.e., sem incertezas) utiliza-
se de condi¢des necessdrias e suficientes baseadas em critérios algébricos (analiticos ou ex-
pressos em termos de um procedimento numérico) de facil solug¢@o ou na andlise das raizes da
equacao caracteristica do sistema (autovalores da matriz dinamica). Porém, nos sistemas mais
complexos, como os sistemas LPV e chaveados, esses procedimentos ndo se aplicam devido as
dificuldades em lidar com a incerteza. Dessa forma, foram desenvolvidas diferentes abordagens
para a certificacdo da estabilidade, particularmente para sistemas discretos, sendo que todas as
técnicas existentes estio relacionadas com o computo do raio espectral da matriz dindmica in-
certa (BLONDEL et al., 2004; PARRILO; JADBABAIE, 2008; JUNGERS, 2009), de forma
que a condi¢@o necessdria e suficiente para a estabilidade de um sistema linear incerto discreto
no tempo € possuir um raio espectral menor do que um (PARRILO; JADBABALIE, 2008).

A andlise da estabilidade utilizando a teoria de Lyapunov (LYAPUNOV, 1992; HENRION
et al., 2004; OLIVEIRA et al., 2005; SATO; PEAUCELLE, 2006) ¢ uma das técnicas mais
utilizadas, pois fornece condi¢des suficientes, que podem ser traduzidas em condi¢des nume-
ricamente testdveis e com precisdo crescente para certificar a estabilidade robusta de sistemas
incertos. Diferentes estruturas tém sido utilizadas para a fun¢do de Lyapunov, no contexto de
sistemas incertos. As primeiras surgiram na década de 1980, utilizando a chamada estabilidade
quadrdtica, que emprega uma matriz de Lyapunov constante para todo o espago de incertezas
considerado. Condi¢des menos conservadoras foram desenvolvidas na sequéncia, por exem-
plo, utilizando estruturas afins ou polinomiais (TROFINO; DE SOUZA, 2001; LEITE; PERES,
2003; CHESI et al., 2005; TROFINO et al., 2005; GEROMEL; KOROGUI, 2006; COX et al.,
2018; CHESI er al., 2009; GEROMEL; KOROGUI, 2006). Nesse contexto, destaca-se uma
classe de func¢des de Lyapunov com dependéncia polinomial nos parametros que deu origem a
chamada k-estabilidade, apresentada em (DE OLIVEIRA et al., 2007; DE OLIVEIRA et al.,
2010), para o caso discreto invariante no tempo, em (OLIVEIRA et al., 2009; MOZELLI; PA-
LHARES, 2011), para o caso continuo com variac¢ao limitada, e em (BERTOLIN et al., 2018b;
BERTOLIN et al., 2018a) para parametros arbitrariamente rapidos em tempo discreto.

A k-estabilidade propde funcdes de Lyapunov polinomiais construidas a partir de uma des-
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cricao redundante das equagdes de estado do sistema incerto. Como consequéncia, a funcao de
Lyapunov envolve a matriz dindmica do sistema, dependendo polinomialmente do parametro
incerto com grau proporcional a um inteiro x associado ao nimero de equagdes redundantes.
Como demonstrado em (DE OLIVEIRA et al., 2010), mesmo para escolhas de matrizes cons-
tantes (i.e., independentes do parametro) associadas as varidveis de decisdo que compdem a
funcdo de Lyapunov, hd uma reducdo progressiva do conservadorismo com o aumento de K,
tendendo-se assintoticamente a necessidade.

A principal vantagem das condi¢des de estabilidade robusta apresentadas nesta dissertacao
vem da formula¢do numérica em termos de otimizagdo convexa empregando desigualdades ma-
triciais lineares (em inglés, Linear Matrix Inequalities — LLMIs) permitindo afirmar, em alguns
casos, a garantia de convergéncia dos algoritmos. E importante mencionar que o ferramental
numérico baseado em LMIs é muito utilizado para resolver problemas de andlise de estabili-
dade e muitos outros nas areas de controle e processamento de sinais (BOYD et al., 1994; EL
GHAOUI; NICULESCU, 2000; OLIVEIRA; PERES, 2010). A principal razao para esse fato é
0 amplo amparo numérico proporcionado por pacotes computacionais que possuem algoritmos
de otimizac@o com eficiéncia comprovada (GAHINET et al., 1995; LOFBERG, 2004; STURM,
1999).

Esta dissertagdo tem como foco principal o problema de andlise de estabilidade robusta de
sistemas lineares discretos com parametros variantes no tempo apresentando trés tipos de varia-
coOes: Arbitréria (ou chaveada), limitada e dindmica. O objetivo principal € usar a k-estabilidade
para propor novas condi¢cdes LMIs que certifiquem a estabilidade baseando-se na descri¢do
redundante das equacdes de estado do sistema e nas funcdes de Lyapunov dependentes de para-
metros, além de propor extensdes para o cdlculo de normas .74 e 7. No final de cada capitulo,
sao apresentados estudos numéricos com exemplos retirados da literatura fazendo-se compara-
¢cdes com outros trabalhos, utilizando as ferramentas computacionais disponiveis no software
MATLAB para a programagao de LMlIs, além de parsers e solvers como ROLMIP (AGULHARI
etal., 2019), SeDuMi (STURM, 1999) e Mosek (ANDERSEN; ANDERSEN, 2000).

A organizacdo da dissertagdo é a seguinte: No Capitulo 2 sdo apresentados os principais
conceitos e definicdes que servem de base para as técnicas propostas neste trabalho. O Capi-
tulo 3 explora o uso de equacgdes redundantes no espaco de estados, definindo condi¢cdes LMIs
suficientes que asseguram a estabilidade robusta e o conceito de k-estabilidade. Extensdes do
conceito de k-estabilidade para tratar os problemas de computo de custo garantido .73 e 7% sdo
apresentadas no Capitulo 4. O Capitulo de Conclusdo descreve as contribui¢des da dissertagao,

perspectivas de trabalhos futuros e artigos publicados durante o mestrado.
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CAPITULO 2

Conceitos basicos e definicoes

2.1 Introducao

Este capitulo introduz os modelos utilizados para representar sistemas lineares discretos
com parametros variantes no tempo, apresenta defini¢des de estabilidade e critérios de desem-
penho baseados nas normas .74 e J%., e os resultados mais importantes no contexto no qual
esta dissertacdo oferece contribuicdes. Particularmente sobre o problema de estabilidade ro-
busta, sdo apresentados os principais resultados baseados em LMIs. Para que a apresentagcao
das contribui¢des dadas nos Capitulos 3 e 4 fique mais clara em termos de notagdo, sempre que
possivel as condi¢des propostas sdo expressas em termos de LMIs dependentes de pardmetros.
Embora esse tipo de condicao ndo seja tratdvel numericamente, relaxagdes podem ser utilizadas,

como discutido em detalhes na Secdo 2.4.

2.2 Analise de estabilidade

Nesta secao € formalizado o problema de estabilidade robusta de sistemas lineares discretos
com parametros variantes no tempo. Além disso, apresenta-se uma pequena revisao histérica
dos principais resultados baseados em LMIs que surgiram na literatura nos dltimos anos para
tratar o problema. Como existe uma forte ligacdo entre a estabilidade de um sistema com pa-
rdmetros variantes no tempo pertencentes a conjuntos convexos (por exemplo, um politopo) e
sistemas chaveados, abordam-se os dois casos de forma conjunta.

Considere o sistema linear discreto com parametros variantes no tempo dado por

x(k+1) = A(au(k))x(k), 2.1)
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em que A(a(k)) € R é uma matriz dada na forma

e a(k) 2 (o (k),...,on(k)) é um vetor de parAmetros variantes no tempo pertencentes ao sim-

plex unitério

N
ANé{(gl,...,gN)eRN:Z@-:l, & >0, izl,...,N}

i=1

z

para todo k > 0. Gragas a dependéncia linear em (k) e a estrutura de Ay, a matriz A(c(k)) é
conhecida como politdpica com parametros variantes no tempo, ou como linear variante com
parametros (em inglés, linear parameter-varying — LLPV) com estrutura politdpica, e A;, i =

..., N s@o matrizes conhecidas chamadas de vértices do politopo. Restringindo & (k) ao conjunto

lPNé{(é],...,éN)EANiéizl, éj:(), l;’é]}

garante-se que a matriz A(a(k)) assuma valores apenas nos vértices do politopo e, neste caso,

o sistema é conhecido como sistema chaveado.

Definicao 2.1. O sistema discreto (2.1) é uniformemente assintoticamente estavel, ou estavel
no sentido Lyapunov se, qualquer que seja a condicdo inicial x(0),

lim | |x(k)|| = 0.

k—roo

Um resultado importante sobre a evolugdo de x(k) em (2.1) é que a estabilidade assintética é
equivalente para os dois casos a(k) € Ay e o (k) € ¥y (LEE, 2006; LIN; ANTSAKLIS, 2005;
LIN; ANTSAKLIS, 2009). Além disso, sabe-se também que a estabilidade assintética € equiva-
lentea p(A(a(k))) < 1emque p(A(c(k))) é o raio espectral conjunto (em inglés, joint spectral
radius — JSR) da sequéncia A(o(0))A(o(1))---A(a(T)) quando T — 0. Atualmente existem
muitos métodos para computar o JSR (mais detalhes podem ser consultados em (PARRILO;
JADBABALIE, 2008; CHANG; BLONDEL, 2013; AHMADI et al., 2014), no livro JUNGERS,
2009) e no toolbox especializado (VANKEERBERGHEN et al., 2014)). Neste trabalho o inte-
resse estd nas técnicas baseadas na teoria de estabilidade de Lyapunov, mais precisamente, nos
métodos baseados em LMIs, que sdo problemas de otimizagdo pertencentes a uma drea mais
geral conhecida como programacio semi-definida (em inglés, semi-definite programming —
SDP). A razdo para esse interesse em particular é que qualquer melhoria obtida no problema de
andlise usando esta classe de ferramentas pode beneficiar os projetos de sintese de controladores

e filtros para sistemas discretos LPV e chaveados.
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Antes de prosseguir, considere os conjuntos K = {1,...,N},

Qu2E=(&,....Eu) EAN X - x Ay CRMN &
%/_/
M—-vezes

Ena{E=(&,.. .. Ey)eKx .- xKc N1
M-vezes
O conjunto Ey; € utilizado para definir todas as sequéncias possiveis de o (k) de comprimento
M, isto é, (a(0),a(1),...,a(M)) quando a(k) € ¥y (cardinalidade N™). Note que, a cada
instante de tempo, apenas um indice é necessdrio para caracterizar a(k) € Wy (associado ao
unico modo ativo). A base da maioria das condi¢des de estabilidade apresentadas nesta secio €

dada pelo préximo lema.

Lema 2.1. (BLIMAN; FERRARI-TRECATE, 2003). O sistema (2.1) com o.(k) € Wy € assin-
toticamente estdvel se, e somente se, para um inteiro p suficientemente grande, qualquer das

condigoes equivalentes seguintes sdo verdadeiras.

(a) Existe uma fungdo de Lyapunov quadrdtica V(x(k)) positiva (para x(k) # 0) tal que
V(x(k+p)) < V(x(k)), Vk > 0 ao longo das trajetérias de (2.1).

(b) Existe uma fungdo de Lyapunov quadrdtica V(x(k)) positiva (para x,(k) # 0) tal que
V(xp(k+1)) <V(x,(k)), Yk > p—1 ao longo das trajetorias de (2.1), em que

T
xp(k) = [x(0) x(k+1)T o x(k—p+1)T]

A propriedade interessante do Lema 2.1 € a equivaléncia entre a procura de uma fungao
Lyapunov quadrdtica em x(k) que diminui em p instantes de tempo e uma fun¢do Lyapunov
quadrdtica em x,(k) (estados aumentados) que decresce em um instante de tempo. A condi-
¢do (b) nao foi explorada em (BLIMAN; FERRARI-TRECATE, 2003) em termos de testes
computacionais, mas € precisamente o ponto de partida da principal contribui¢io desta disser-
tacdo, apresentada no Capitulo 3. O proximo lema € uma consequéncia direta da condi¢do (a)

do Lema 2.1 e € o primeiro resultado importante no contexto dos métodos baseados em LMIs.

Lema 2.2. (BLIMAN; FERRARI-TRECATE, 2003). O sistema (2.1) com o.(k) € Wy € assin-
toticamente estdvel se, e somente se, existir uma matriz simétrica definida positiva P € R™" e

um inteiro suficientemente grande p tais que

AgpAgp -A§ PAg, --Ag, \As,—P <0, Y(01,...,0,) €E, (2.2)

—1
sdo verificadas.

A primeira caracteristica notéria do Lema 2.2 é que, sempre que o sistema (2.1) com a (k) €

Wy € assintoticamente estdvel, as condi¢des do Lema 2.2, mais precisamente, um conjunto finito
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de condi¢des LMIs, fornecem uma solugdo vidvel com o aumento de p (relaxacido convergente).
Apesar de o nimero de LMIs crescer exponencialmente com p, é importante ressaltar que o
problema tem somente n(n + 1)/2 varidveis de otimiza¢do (que sdo os elementos da matriz
P). Outra caracteristica importante do Lema 2.2 € que o resultado é baseado na existéncia da
fungdo de Lyapunov quadritica nos estados V (x(k)) = x(k)” Px(k), contrastando com o caso
continuo no tempo em que uma funcao de Lyapunov polinomial homogénea nos estados com
grau arbitrdrio é necessdria para provar a estabilidade (CHESI, 2011). Finalmente, note que a
condi¢do (2.2) para p = 1 € o bem conhecido teste da estabilidade quadrdtica (BOYD et al.,
1994), que serviu de base para o desenvolvimento de muitas condi¢Oes de andlise e sintese
baseadas em LMIs no contexto de sistemas lineares incertos desde o inicio dos anos noventa do
século XX.

Para melhorar a convergéncia, em termos de necessitar de menores valores de p para certi-
ficar a estabilidade assintética, o artigo (BLIMAN; FERRARI-TRECATE, 2003) também for-

nece uma relaxacdo alternativa envolvendo mais varidveis de decisao.

Lema 2.3. (BLIMAN; FERRARI-TRECATE, 2003). O sistema (2.1) com (k) € ¥y € assinto-
ticamente estdvel se, e somente se, existirem matrizes simétricas definidas positivas Ps € R"*",
O € £, e um inteiro suficientemente grande p tais que

AT AT,

T + -
Gp pil.-~AG]+PO-+AG;L-~-AO_;¢71AGP+—PO'<0, V(G ,6) e_,zp

~ . — + —
sdo verificadas, em que 0 € E, e 07 € E),.

As condigdes do Lema 2.3 também tém um crescimento exponencial do nimero de varid-
veis de decisdo, mas podem fornecer uma convergéncia mais rdpida em termos de p do que
o Lema 2.2. Note que para p = 1, as LMIs resultantes, se factiveis, certificam a estabilidade
utilizando o conceito de estabilidade poli-quadrdtica (DAAFOUZ; BERNUSSOU, 2001b). O
proximo resultado, proposto em (LEE; DULLERUD, 2006), pode ser considerado como uma
melhoria com respeito aos lemas 2.2 e 2.3.

Lema 2.4. (LEE; DULLERUD, 2006). O sistema (2.1) com a(k) € Wy é assintoticamente
estdvel se, e somente se, existirem matrizes simétricas definidas positivas P € R"", 6 € £, e

um inteiro suficientemente grande p tais que

T
Ao'p+1P01,...,GpAGp+] - PO'

2yy0p 41 < O, Vo € ‘:‘p-H

sdo verificadas.

A matriz de Lyapunov P é chamada de dependente de caminho (em inglés, path-dependent)
em (LEE; DULLERUD, 2006) devido a indexa¢ao baseada em todos os caminhos (sequéncias)
possiveis que o sinal o(k) pode assumir em p instantes de tempo. A vantagem com respeito
ao Lema 2.3 é que o nimero de LMIs, embora também aumente exponencialmente com p,

é dado por NP*! (oposto a N?” do Lema 2.3). Outra importante caracteristica do Lema 2.4
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€ que, diferentemente dos lemas 2.2 e 2.3, se as LMIs sao factiveis para um dado p entdo
também sdo para p + 1. Em (LEE, 2006) é mostrado que o Lema 2.4 também serve como
condi¢do de estabilidade para o sistema (2.1) evoluindo como um sistema LPV (a/(k) € Ay),
sendo uma prova alternativa para a equivaléncia de estabilidade entre um sistema LPV e um
sistema chaveado.

O primeiro objetivo desta dissertagdo é oferecer uma alternativa aos lemas anteriores, esta-
belecendo uma nova relaxacao baseada em LMIs para verificar a estabilidade do sistema LPV
(2.1). A motivagdo € obter um teste de estabilidade com convergéncia similar a dos lemas 2.3
e 2.4, mas com crescimento polinomial do niimero de variaveis de decisdo. A inspiracdo vem do
conceito conhecido como k-estabilidade, em que uma func¢do de Lyapunov especial, construida
usando uma descri¢do redundante da equagdo dindmica, € empregada para certificar a estabi-
lidade para sistemas politépicos continuos (OLIVEIRA et al., 2005; EBIHARA et al., 2005;
OLIVEIRA et al., 2008; OLIVEIRA et al., 2009) e discretos no tempo (DE OLIVEIRA et al.,

2010). Os resultados s@o apresentados no Capitulo 3.

2.3 Cbmputo das normas 74 e .,

Além da andlise da estabilidade, outro aspecto importante no estudo de sistemas lineares é
o cdmputo das normas .77 e .7, pois sdo critérios de desempenho muito tteis para prever o
comportamento do sistema em determinadas situagdes, como a estimativa da energia na saida
frente a alguns sinais de entrada particulares, ou a relagc@o entre a energia de sinais ex6genos
(ruidos) de entrada e a energia da saida.

Para isto, considere o sistema linear discreto com parametros variantes no tempo

x(k+ 1) = A(a(k))x(k) + B(a(k))w(k) (2.3a)
y(k) = C(a(k))x(k) + D(ex(k))w(k) (2.3b)

em que w(k) e y(k) sdo os vetores de entrada e saida do sistema, respectivamente. As matrizes
do sistema A(c(k)) € R™", B(a/(k)) € R™™, C(a(k)) € RP*" e D(at(k)) € RP*™ sdo dadas

por
N

{A(a(k)),B(a(k)),C(a(k)),D(a(k))} = ¥ 0i(k){A;,B;,C;,D;}, a(k)€Ay. (2.4
i=1

Caso as matrizes do sistema evoluam apenas nos vértices (a(k) € ¥y) entdo o sistema é

considerado chaveado.

2.3.1 Norma %4

Uma possivel defini¢ao (DE CAIGNY et al., 2010) para a norma .75 de sistemas lineares

discretos variantes no tempo (2.3) robustamente estaveis, para um horizonte de tempo infinito,
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¢ dada por
1 X
4113 =timsupe{ 1 Y. (07500 .
T—eo k=0

quando a entrada do sistema w(k) é um ruido branco Gaussiano de média zero e matriz de
covariancia igual a identidade.

Os dois lemas seguintes fornecem limitantes superiores (custos garantidos) ¢ e @ para a
norma 7% do sistema (2.3) considerado como politépico variante no tempo em termos de LMIs
dependentes de parametros (DE CAIGNY et al., 2010).

Lema 2.5. O sistema (2.3) é robustamente estdvel com o custo garantido ¢ dado por ¢ se
existir uma matriz Lyapunov dependente de parametros P(a(k)) = P(a(k))T € R"™" tal que as
LMIs dependentes de parametros

Tr(B(au(k))" P(a(k+1))B(a(k)) +D(a(k)) " D(ax(k))) < ¢* (2.5)
P(a(k)) * *

Pla(k+1)A(a(k)) P(a(k+1)) x| >0 (2.6)
C(a(k)) 0 1

sdo verificadas para todo (a(k),a(k+1)) € Ay X Ay.

Lema 2.6. O sistema (2.3) é robustamente estdvel com o custo garantido 76 dado por @ se
existir uma matriz Lyapunov dependente de parametros W (o (k)) = W (a(k))T € R tal que

as LMIs dependentes de pardmetros

Tr(C(ox(k))W (ae(k))C(ex(k))" +D(a(k)D(ax(k))") < 9° 2.7)
W(o(k+1)) * *
W(a(k)A(a(k)T W(a(k)) *| >0 (2.8)
B(a(k))T 0 I
sdo verificadas para todo (o(k),a(k+1)) € Ay X Ay

O lemas 2.5 e 2.6 sdao formulados com base no gramiano de observabilidade e de contro-
labilidade, respectivamente, e podem fornecer custos garantidos diferentes (para sistemas inva-
riantes no tempo os valores seriam iguais se as condicdes pudessem ser resolvidas de maneira
exata). No contexto de sistemas LPV arbitrariamente variantes ou chaveados, esses lemas sao
chamados de peak impulse response level e average output variance level (LEE; KHARGONE-
KAR, 2008). Nesta dissertacao, apenas o Lema 2.5 € usado para o computo de custo garantido
I,
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2.3.2 Norma 7%,

A norma 7, do sistema (2.3) € definida em termos do ganho ¢, do sistema, isto &,

Hllw=  sup INGIIFY
()20 [[W(K) ]2

Utilizando uma fungéo de Lyapunov na forma v(x(k)) = x(k)” P(a(k))x(k) e considerando que
o sistema (2.3) é robustamente estdvel, € possivel formular o problema do computo da norma

H% do sistema em termos de um limitante superior ¢ por meio da seguinte desigualdade
x(k+1)TP(a(k+1))x(k+ 1) —x(k)" P(o(k))x(k) +y(K)Ty(k) — p*w(k) w(k) < 0. (2.9)

Utilizando as equagdes do sistema e aplicando algumas manipulagdo algébricas, obtém-se uma
condi¢do chamada Bounded Real Lemma, apresentada no lema a seguir em termos de LMIs
dependentes de parametros. (BARBOSA et al., 2002; DE SOUZA et al., 2006; DE CAIGNY
etal., 2010).

Lema 2.7. O sistema (2.3) é robustamente estdvel com o custo garantido 7. dado por | se

existir uma matriz Lyapunov dependente de parametros P(o(k)) = P(a(k))T € R™" tal que

P(a(k)) * * *
Pla(k+1)A(a(k)) P(a(k+1)) * =0 (2.10)
Clalk) 0 A |
0 B(a(k)TP(a(k+1)) D(a(k)” p’l

é verificada para todo (o (k),a(k+1)) € Ay x Ay.

Nota-se que o célculo para o limitante da norma %, possui uma forma equivalente trocando
a quadrupla {A,B,C,D}(w(k)) pela sua transposta {A”,CT BT DT} (a(k)) na condig?o.

2.4 Aproximacdes para LMIs dependentes de parametros

Um destaque importante sobre as condicdes dos lemas 2.5 e 2.7 € que as desigualdades
sdo dadas na forma de LMIs dependentes de parametros, uma vez que a estrutura da matriz
de Lyapunov, como fun¢do do vetor de parAmetros ¢ (k), é desconhecida. Uma pratica para
resolver o problema (frequentemente utilizada nos anos mil novecentos e noventa) seria testar as
condi¢des em uma amostra de pontos do dominio, obtendo um limitante inferior para as normas.
A medida que o nimero de pontos cresce, limitantes cada vez mais préximos do valor 6timo
(para a estrutura escolhida) poderiam ser obtidos. Nesta dissertacdo adota-se uma estratégia
mais moderna e robusta, que consiste em impor uma estrutura para a matriz de Lyapunov.
Embora seja possivel arbitrar estruturas polinomiais de grau genérico, serdo utilizadas matrizes

de Lyapunov fixas (independentes de ¢ (k)) ou dependentes de maneira afim em (k). Nesse
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caso as desigualdades resultantes tornam-se matrizes polinomiais e testes de positividade podem
ser realizados por meio de relaxacdes. Por exemplo, considere a LMI dependente de parametros
associada ao problema de estabilidade robusta A(o(k))" P(ot(k+1))A(a(k)) — P(a(k)) < 0,
com A(a(k)) = a1 (k)A| + aa(k)A; politépica (et (k) € Ay). Escolhendo uma estrutura similar
para P(c(k)), isto é, P(o(k)) = ay (k)P + o (k) Ps, tem-se a desigualdade

oclz(k)ocl (k—l— 1)(A{P]A] —Pl) + oy (k)OCz(k)OC] (k—l— 1)(A{P|A2 —l—AgPlAl — P —I—Pz)
+ 0(22(16)061 (k—l— 1)(AgP|A2 —Pz) + (Xlz(k)az(k—l— 1)(A{P2A] —Pl)
+ oy (k) o (k)on(k+ 1) (AT PA + AT P A — P4 Po) + 03 (k) o (k+ 1) (AS PyAy — Py) < O

Como tanto o(k) e a(k+ 1) pertencem a Ay para todo k > 0, todos os mondmios do polindmio
do lado esquerdo da desigualdade sao nao negativos. Portanto, para verificar se a desigualdade
¢ definida negativa para todo (a(k),x(k+ 1)) € Ay x Ay, basta testar se os coeficientes sdo

negativos, isto é, se as LMIs

ATPA —P <0, ATPA,+ATPA —P—P, <0, ATPA,—P, <0
ATpA —P <0, ATPA,+ATPA —P—P, <0, ATPA,—P, <0

sdo factiveis. Esta relaxacdo é conhecida como relaxagdo de Pélya e tem sido extensivamente
utilizada na literatura de anélise e controle robusto (OLIVEIRA; PERES, 2007). Além disso, o
processo de extracdo das LMIs (coeficientes do polindmio matricial resultante) pode ser reali-
zado com a ajuda de um parser, auxilio importante quando tratarem-se sistemas com um grande
nimero de pardmetros e estruturas mais complexas para a matriz de Lyapunov. Por exemplo,
nesta dissertacao utiliza-se o parser ROLMIP (AGULHARI et al., 2019), que foi especialmente
desenvolvido para realizar esse tipo de procedimento. Portanto, sempre que uma LMI depen-
dente de parametros for apresentada e nenhum comentério especifico sobre o método de solu-
cao for indicado, considere que relaxacdes de Polya serdo empregadas. Particularmente quando
o(k) € Wy (sistema chaveado), o procedimento para obter as LMIs é simplificado, sendo ne-
cessdrio testar apenas as desigualdades nos vértices do politopo (¢;(k) =1, aj(k) =0, j # i)
em todos os instantes de tempo de a(k+m), m = 0,..., k. Essa técnica é similar ao que foi

utilizado nos lemas da secdo sobre estabilidade robusta apresentada anteriormente.

2.5 Incerteza afim

Para ampliar o alcance das contribui¢des da dissertacao, também sdo tratados sistemas dis-

cretos com parametros variantes no tempo pertencentes a intervalos. Por exemplo,
x(k+1)=A(6(k))x(k), (2.11)

com a matriz dindmica dada por

L
A(B(k)) =Ao+ Y 6i(k)A;, 0;(k) € [Bim, O], Yk >0 (2.12)
i=1

1
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e L o ndmero de parametros incertos no sistema. Como todos os parametros estdo confinados a
intervalos quaisquer, este tipo de incerteza € conhecida na literatura como incerteza hiperretan-
gular (ou hipercubica se 0;; = —0;,, = b, Vi), embora o termo mais usual seja incerteza afim.
Tratar desigualdades com matrizes com dependéncia afim nos pardmetros variantes no tempo
requer outros tipos de relaxacdes, em principio mais complexas no sentido de demandarem tes-
tes de positividade mais elaborados, como por exemplo, a decomposi¢do em soma de quadrados
(PARRILO, 2000; PARRILO, 2003) ou a introducao de varidveis de folga independentes dos
parametros (DE OLIVEIRA et al., 1999). Para tratar essa classe de incertezas com o ferramental
desenvolvido para parametros pertencentes ao simplex unitério, € utilizada a seguinte mudanca
de varidveis (OLIVEIRA et al., 2009)
O — 6;(k)
Ot — Oim

transformando cada pardmetro 6;(k) em dois pardmetros pertencentes a um simplex de dimen-

(X,'](k) = (Xiz(k) =1- (X,'](k), (OC,'] (k),aig(k)) eNy (2.13)

sao dois. A vantagem dessa transformagao € que todos os parametros variantes no tempo sao nao
negativos e as relaxacoes de Pdlya utilizadas para tratar as incertezas politopicas também sao
aplicaveis. Assim, todas as desigualdades apresentadas ao longo da dissertacdo expressas em
termos de parametros pertencentes a intervalos inicialmente passam pela mudanga de varidveis

dada em (2.13) e somente entdo uma relaxagdo € aplicada.

2.6 Lemas auxiliares

Dois resultados importantes para a obtencao das condi¢des propostas nesta dissertacao sao

apresentados nos lemas a seguir.

Lema 2.8 (Lema de Finsler (DE OLIVEIRA; SKELTON, 2001)). Considere as matrizes Q €
R e € R™ com rank(#) < l e BB+ = 0. Entdo, as condicdes seguintes sdo equiva-

lentes.
i) ETQE <0,VE €RY, E #£0, em que BE = 0;
i) #7028, <0;
iii) Iu € R em que Q — nBr % < 0;
iv) 3F € R™ em que Q+F B+ BTFT <.

Lema 2.9 (Complemento de Schur (BOYD; VANDENBERGHE, 2004)). Sejam A e C matrizes

simétricas definidas positivas. A desigualdade

C>BA™'BT (2.14)
é equivalente a
A BT
> 0. (2.15)
B C
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CAPITULO 3

k-Estabilidade

3.1 Introducao

Este capitulo introduz o conceito de k-estabilidade para sistemas discretos variantes no
tempo. A k-estabilidade é baseada em fun¢des de Lyapunov construidas a partir da descri¢ao
redundante das equacdes de estado do sistema incerto. Dessa forma, a matriz dindmica do sis-
tema, em momentos deslocados, compde a matriz de Lyapunov, que depende polinomialmente
do parametro incerto com grau proporcional a um inteiro kK associado ao nimero de equagdes
redundantes. Para escolhas adequadas da estrutura das varidveis de decisdo da matriz de Lyapu-
nov, mostra-se que condi¢des suficientes na forma de LMIs podem ser obtidas, estabelecendo
uma reducdo progressiva do conservadorismo com o aumento de k, tendendo-se assintotica-

mente a necessidade no caso de variagdes arbitrarias.

3.2 Condicdes de estabilidade gerais

Deslocando-se no tempo kK — 1 vezes a equacao do sistema linear discreto incerto e variante

no tempo (2.1), tem-se uma descri¢ao redundante da dinamica do sistema, dada por

x(k+2)=A(a(k+1))x(k+1)

x(k+x)=A(alk+Kxk—1))x(k+Kx—1)
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que pode ser reescrita, incluindo a equagao original, como

Ala(k)) - 0, x(k)

xek+1) = : : xi(k), xe(k) = : . (3.0

On o Ala(k+Kx—1)) x(k+x—1)

Essa descri¢do no espaco de estados aumentados tem sido muito explorada na construgdo de
condi¢des LMIs (algumas com garantia de convergéncia) para investigar a estabilidade robusta
e o computo de custos garantidos 745 e 7 para sistemas incertos invariantes no tempo (OLI-
VEIRA et al., 2005; EBIHARA et al., 2005; OLIVEIRA et al., 2008; OLIVEIRA et al., 2009;
DE OLIVEIRA et al., 2010). De fato, o sistema original (2.1) € estavel se e somente se o sistema
aumentado assim o for, para qualquer valor de k. A partir das equagdes redundantes, € possivel
definir estruturas para as varidveis de decisdo da fun¢do de Lyapunov associada a estabilidade
do sistema, ou explorar condi¢des equivalentes de estabilidade obtidas pelo lema de Finsler para
derivar condicdes suficientes, com distintas complexidades, que certifiquem a estabilidade ro-
busta do sistema. Em particular, no caso de variacdes arbitrariamente rdpidas (o que contempla
a classe de sistemas chaveados), é possivel provar que uma estrutura simples para a matriz de
Lyapunov prové condi¢des suficientes e assintoticamente necessdrias com o aumento de K para
a estabilidade robusta do sistema (2.1), assim como nos lemas 2.2, 2.3 e 2.4. Primeiramente, o

seguinte resultado € estabelecido.

Teorema 3.1. O sistema (2.1) é assintoticamente estdvel se e somente se existir, para qualquer

K > 1, uma matriz simétrica dependente de pardmetros P¢(ot(k)) € R"*" tal que

Pe(o(k),...,alk+x—2)) >0, (3.2a)

Ala()T Pe(a(k+1),...,a(k+x—1)A(a(k)) — Pe(a(k),...,a(k+Kx—2)) <0, (3.2b)

sdo verdadeiras V(a(k),...,a(k+x—1)) € {An % ... X Ay}, para
—— —

(x—1)—vezes

Iy
A(a(k))
Pe(alk),...,alk+x—2)) = Ala(k+1))A(a(k))

A(o(k + (K—.Z)) - A(a(k))

I
Aa(k))
xPe(a(k)) | Ala(k+1)A(ak) |, (3.3)

A(o(k + (K—.Z)) - A(a(k))

sendo que para x = 1, Z1(a(k)) = Pc(o(k)).
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Demonstrag¢do. Considere a seguinte fungdo de Lyapunov quadrética em x (k)
V(Xk(k>7 OC(k)) = xK(k>TPK(OC(k))xK(k), PK(OC(k)) c RX% Kn7

para o sistema aumentado dado por (3.1). Fazendo as substitui¢des das equagdes deslocadas, a

funcdo de Lyapunov pode ser reescrita como
V(x(k),a(k)) = x(k)T P(a(k),a(k+1),... c(k+Kx—1))x(k)

com Z(a(k),a(k+1),...,0(k+x—1)) em (3.3). Impondo-se a negatividade da diferenca

em dois instantes consecutivos de tempo, tem-se

V(x(k+1),0(k+1)) =V (x(k),a(k)) =
x(K)T (A(a(k)T Pie(a(k+1),...,a(k+K))A(a(k))
— Z(a(k),...,a(k+Kx—1)))x(k) <0, Vx(k)#0,

bem como V (x(k), o (k)) > 0, sempre que as condi¢des (3.2) forem verdadeiras. O

Note que as condi¢gdes do Teorema 3.1 exploram justamente a condicdo (b) do Lema 2.1, que
ndo havia sido explorada em (BLIMAN; FERRARI-TRECATE, 2003). Condi¢des equivalentes
de estabilidade podem ser obtidas a partir do uso do Lema 2.8 (Finsler), com a escolha adequada

de &, # e 2, como mostrado no teorema a seguir.

Teorema 3.2. O sistema (2.1) é assintoticamente estdvel se e somente se existirem (o (k), ...,
o(k+x)), F(o(k),...,a(k+K)) e P (0t(k),...,a(k+K—1)) >0, dado por (3.3), tais que
qualquer condigdo equivalente do Lema de Finsler seja factivel para k > 1 e &, B, B| e 2
definidos por

& =[x - xlh+ )] (3.4)

Ly = [IK OKX]]? Ry = [Oxxl IK:|7 (3.5)

QK‘ - _(L£ ®In>PK(O‘(k)>(L£ ®In)T
+ (RE@L,)Pe(a(k+ 1)(RE@1,)T e RUHImx(k+ln (3 6)

e a matriz B = By € REX&H0n) gadq por

Alak))  —, - Oy 0y
0n  A(alk+1)) - 0, 0,
0, Op Alatk+x—1)) —I,
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sendo que, dessa maneira, B, = B € R(x+Dnxn pode ser escrita como

Iy
A(a(k))
B = A(o(k+1))A(e(k))

A(o(k+ (K—.l)) - A(o(k))

Demonstracdo. Segue diretamente das equivaléncias nas condicdes apresentadas no Lema 2.8
(Finsler) e do fato de ndo haver estruturas previamente definidas associadas as varidveis de
decisdo Pi(-), u(+) e F(-) utilizadas. O

Note que a matriz de Lyapunov Z(+) pode depender polinomialmente, em principio com
grau arbitrario, dos pardmetros ¢ (k), ..., a(k+ Kk — 1), como também as varidveis de folga u(-)
e F(-), que podem ser formadas da mesma maneira.

Analisando, por exemplo, o caso Kk = 1 (ou seja, sem equacdes redundantes), o Teorema 3.2
pode ser aplicado com

e0 < P(a)=P(a) € R"*". Entdo, com

—P(a(k)) 0

O(a(k), a(k+1)) = [ 0 Pla(k+1))

a condigdo i) com &7 = [x(k)T x(k+ I)T} proporciona

"T-Plak)) 0 x(k)
0 Pla(k+1)| |x(k+1)
=x(k+ 1)TP(oc(k+ 1))x(k+1) —x(k)TP(oc(k))x(k)

= x(k)" (A(e(k))"P(a(k+1A(a(k)) — P(ex(k)))x(k) <O

o que & equivalente a (por iv)) existéncia da matriz F7 (-) = [F 1 ()T Fz(-)T} de forma que

Ala (k)"
—1,

T

—P(a(k)) 0
0 P(a(k+1))

F(ak), ak+ 1) Fa(k), a(k+1)]

Fi(ak),ax(k+1))

(), ak+ 1))

Alak)) 1] <o.
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3.3 VariagOes do parametro incerto

O vetor de parAmetros a(k) € Ay pode variar de diferentes maneiras ao longo do tempo.
Neste trabalho, assumem-se trés diferentes formas de variacdo paramétrica: arbitraria (ou seja,
o vetor de parametros no instante kK + 1 pode estar em qualquer ponto do simplex, independen-
temente do valor de a(k)); limitada (considera-se que cada elemento do vetor de parametros
em k+ 1 pode estar no maximo a uma distancia b < 1 do valor a(k), respeitando a restri¢do
o(k+1) € Ay); e também que o pardmetro @ (k) segue uma trajetéria definida por uma equagéo

a diferencas.

3.3.1 Arbitraria

Nos sistemas discretos variantes no tempo com variagao arbitrdria o pardmetro o (k+ 1) ndo
depende de a(k), i.e., o pardmetro variante no tempo (k) pode variar arbitrariamente dentro
do simplex unitario. Embora essa situacao seja a mais geral, seu tratamento € mais simples, pois
basta considerar que todos os instantes sucessivos de o (k) sdo pardmetros distintos e indepen-
dentes e o procedimento de relaxacdo detalhado na Secdo 2.4 pode ser aplicado sem maiores
dificuldades. Por outro lado, quando o valor de a(k+ 1) depende de (k) (assim como nos

instantes sucessivos), o tratamento € mais complexo, como mostrado na secao a seguir.

3.3.2 Limitada

Os sistemas discretos politopicos com parametros variantes no tempo com taxas de variagdo

limitadas possuem o limite da variacdo dos pardmetros ;(k) modelado como
oi(k+1) —oi(k)| <bi <1, k=0. (3.7

Pode-se perceber que b; = 0 corresponde ao caso de sistemas invariantes no tempo, enquanto
que b; = 1 representa sistemas arbitrariamente variantes no tempo.

Considerando-se avangos arbitrarios no vetor, o espago dos parametros {a(k), o (k+1),. ..,
o(k+m)} pode ser representado em um novo dominio (BERTOLIN et al., 2019; OLIVEIRA;
PERES, 2009; DE CAIGNY et al., 2010), que corresponde a uma regido politépica representada
em termos de um vetor de parametros invariante no tempo y € Ay (o nimero M de vértices desse

politopo é, a principio, desconhecido, dependendo do exemplo a ser tratado) e relacionado com
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os vetores ¢(-) por meio da transformacéo linear

(041 (k)

OCN(k)
: = Hpy, (3.8)
a(k+n)

Lan(k+1) ]

em que a matriz H; € estruturada da seguinte forma
Hyp=|hy hy - hyl,

sendo que os vetores h; € RM*TDN s30 os vértices do politopo. O computo das colunas i j pode

ser feito a partir da regido factivel delimitada pelos hiperplanos associados as restricoes

N

Zal(k+j):17 j:()?]?"'?n?
i=1

—b; < ai(k+j+1)—o(k+j)<by, 0<ouk+j)<1,
i=1,...,N, j=0,1,...,n.

Embora tenham sido propostos alguns métodos na literatura para encontrar as colunas /; (OLI-
VEIRA; PERES, 2009; DE CAIGNY et al., 2010), nenhum desses métodos garante que o re-
sultado € exato no sentido de representar precisamente a regido de interesse. Nesta dissertacao
€ proposto um procedimento que calcula a regido exata, considerando 1 arbitrario. Note que
a regido pode ser descrita por meio de um problema de programagao linear padrao Ax < b,
A,x =b, com

A = blkdiag(A, ...,A),

H/—/
N—vezes
Int1® B
A= . :
In® O2nxi | + [O2px1 In® 4 ]
b=[b},...,by\],

i =

5 I ® 0

Lonx1 ®b;

Ae=T1xn@Ini1, be=Typ1x1.
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O problema de obtenc@o dos vértices h; da regido politopica definida pelas restri¢des li-
neares € conhecido como enumeracdo de vértices (em ingl€s, vertex enumeration) (AVIS; FU-
KUDA, 1992). Os valores de /j podem ser computados usando, por exemplo, arotinaPolyhe-
dron do pacote Multi-Parametric Toolbox (MPT) (HERCEG et al., 2013).

Como ilustragdo, considere dois instantes de tempo k e k+ 1. A regido factivel para o par
(04(k), o(k+1)) € R?N & um politopo com seis vértices, que pode ser representado pela com-
binacdo convexa dos vértices dados por

=t o] o L BB

A Figura 3.1 ilustra essa regido para b; = 0.2.

(Xi(k)
OCi(k + 1)

I I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(Xi(k)

Figura 3.1 — Espaco paramétrico o;(k) x o;(k+ 1) para taxa limitada de variagdo b; = 0.2.

Para trés instantes de tempo, ou seja, para (o;(k), o;(k+ 1), aj(k+2)) e b; = 0.2, o politopo
¢ dado por

(k) 0.2] [0.2] [o.6] [0.8] [0.8
oi(k+1)| =co 0O|,]01,[08f,]1],]1],
o (k+2) 0| |02 1 0.8 1

1] 1] J1] [17 Joa]l [o]l [o] [o] [o

0.8 0.6 1] 1 0 0.4 0.2 0 0

como ilustrado na Figura 3.2.
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0.8 |

0.6 ~|

(»:‘(k+2)

ofk+1) 0

Figura 3.2 — Espaco paramétrico ;(k) x a;(k+ 1) x o;(k+2) para taxa limitada de variagdo
b;i =0.2.

Uma vez obtidos os vetores de Hy, todas as matrizes dependentes de at(k+ /), j=1{0,1,...,n}

podem ser convertidas sistematicamente em termos de ¥ € Ayy. Por exemplo,

N N M
Aa(k) =Y ai(k)a; =Y Y 1ihi(DA;
i=1 i=1j=1
N M
o(k+1)) Zoc, (k+1)A; =Y, Zyj
i=N+1 j=
N M+1)N M
Ala(k+n)) =Y oi(k+mAi= ) ZVJ
i=1 i=NN+1 j=

Para tratar sistemas discretos com incerteza na forma afim definida em (2.11), as taxas de

variagao limitadas sdo apresentadas na forma
|0i(k+1) — 6i(k)| < pi, k=0, (3.9)

e o valor de b; associado as varidveis transformadas (o4 (k),02(k)) tal que |og(k+ 1) —
01 (k)| = |otia(k+1) — a4 (k)| < b; é dado por

Pi
bj= ——— 3.10
" O — Oim (3.10)

e a matriz Hy pode ser computada para cada par (o1 (k), 042(k)) (associado a cada 6;(k)).

Alternativamente, o dominio pode ser descrito diretamente em termos dos pardmetros 6;(k)
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(por exemplo, utilizando o pacote MPT), pelo conjunto {6 : A® < b} com

A = blkdiag(4,...,A),

——
N—vezes
Int1® q
A=
—1 1
Ih® . O2pxi| + [O2px1 In® O
b=1[pT,... 6L,
Oim
_ 1 ®
bi=| " _Oim]
lonx1 ®@b;

Embora ndo explorada neste manuscrito, essa ultima formulacao é uma contribui¢do desta dis-
sertacdo e pode ser utilizada pelas técnicas da literatura que trabalham diretamente com o vetor

0(k), sem a aplicac¢do da transformagdo dada em (2.13).

3.3.3 Dinamica

Por simplicidade, os sistemas discretos com parametros que variam de acordo com uma
dindmica sdo inicialmente descritos na forma afim dada por (2.11), sendo que o pardmetro!

0 (k) segue uma dinimica linear obtida a partir de

g(k+1) = Dg(k) (3.11a)
0(k) = Cyq(k), (3.11b)

em que C,; € R!*" ¢ & € R"*" sio matrizes fornecidas.
Casos particulares de variacdes para 6(k) podem ser obtidos em fungdo de escolhas ade-
quadas para ® e C, e da solugio da equagio homogénea (3.11a), dada por g(k) = dFgp, com

diferentes condigdes iniciais g(0) = go. Como ilustragdo, considere @ com a seguinte estrutura

& — _cos(a)) —sen(w)
 Isen(w) cos(m)
e, consequentemente, tem-se
ok — -cos(a)k) —sen(wk)
~ |sen(wk) cos(wk) |

Dessa maneira, considerado C, = [1 0] e ¢(0) = [1 0]” obtém-se o parimetro 0 (k) = cos(wk).
Note que essa mesma matriz dindmica pode produzir outras formas para 6 (k) (envolvendo

cos(wk) e sen(wk)), dependendo da condigdo inicial.

! Apenas o caso de um tinico pardmetro escalar variante no tempo é tratado nesta se¢io. Mais pardmetros
podem ser considerados por meio de um tratamento andlogo.
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Em instantes sucessivos, o pardmetro 6 (k) pode ser computado em funcdo de C,, ® e g(k)

da seguinte maneira

6 (k) = Cqq(k)
6(k+1) = C;Pq(k)
6(k+2) = C,d%q(k)

0(k+n) = C,@"q(k). (3.12)

3.4 Particularizagao da x-estabilidade

3.4.1 Variacgao arbitraria

Nos sistemas discretos LPV ou chaveados que possuem parametros que variam arbitrari-
amente com o tempo, condi¢des suficientes usando Zi(-) dada em (3.3) tornam-se também

necessdrias para um K > 1 suficientemente grande, como apresentado no seguinte teorema.

Teorema 3.3. O sistema (2.1) com pardmetros variando arbitrariamente é assintoticamente
estdvel se e somente se existir uma matriz definida positiva Py (-), dada em (3.3), um x > 1

suficientemente grande tais que qualquer das condicoes equivalentes dadas a seguir seja vdlida.
i) A condigdo (3.2b) para Pi(oi(k)) afim em termos de a(k);
ii) A condigdo (3.2b) para P¢(0(k)) = Py independente de parametros;
iii) A condi¢do (3.2b) para P¢(0.(k)) = Py independente de parametros e bloco diagonal, i.e.,
Py = blkdiag(Py1,P»,. .., Pex), Pie RV i=1,...K;

iv) A condigdo (3.2b) para Py (0 (k)) = Py independente de pardmetros e bloco diagonal com

matrizes repetidas, i.e.,

P¢ = blkdiag (P,P,...,P), P€R"™",
N———
K vezes

Além disso, se as condicoes forem factiveis para um dado K, sempre serdo factiveis também

para K > K.

Demonstragdo. As condigdes i), ii) e iii) contém iv) como caso particular, portanto somente iv)

é provada. Considere, primeiramente, k = 2 ¢ P, = blkdiag(P, P). A condigéo iv) é dada por

(A(au(k+1))A(a(k)))" P(A(ct(k+1))A(a(k))) — P < 0.
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Para ¥ > 1 genérico, tem-se

(A(ou(k+ Kk —1))---Aa(k+1))A(a(k)))"

x P(A(o(k+x—1))---A(o(k+1))A(et(k))) =P <0
que sob variacio arbitraria é equivalente a’

(Ag---A;A) P (Ap---AjA) =P <0,V(,....jie{l,...,N}.
—_——

K VEZES

A condiciio acima é a apresentada no Lema 2.2, que, com P = PT > 0 e um k suficientemente
grande, assegura de forma necessdria a estabilidade assintética do sistema (2.1). As escolhas
mais genéricas para a estrutura de P nos itens i), ii) e iii) do Teorema 3.3 também possuem a
mesma propriedade.

Para mostrar que sempre hd solugdo para kK + 1 se uma solu¢do para k for obtida, note que
(ainda considerando a condicdo iv)) se existe Py tal que as condicdes (3.2) sao verdadeiras, a
escolha particular

Pei1 =
K+ 0, eI,

Py on]

para um € > 0 suficientemente pequeno, produz

V(xepr(k+1),0(k+1)) = V(xier1(k), oe(k))
= V(elk+ 1), alk+ 1)) = V(x(k), a(k)) + 6 (€)1, < 0.

Similarmente, 0 mesmo ocorre com Y () quando Zi(-) > 0. Portanto, se houver factibili-
dade das condicdes para k haverd também para K + 1.
O

Como a estabilidade de sistemas discretos chaveados é equivalente a estabilidade de siste-
mas discretos LPVs com variagdes arbitrarias (LEE, 2006), versdes do Teorema 3.3 na forma
de LMIs (condic¢des programdveis) podem ser estabelecidas a partir das escolhas particulares da
estrutura de Py(+). O coroldrio a seguir apresenta as condi¢des LMIs no caso de Py(-) constante

(condigdes ii), iii) e iv) do Teorema 3.3).

Corolario 3.1. O sistema (2.1) é assintoticamente estdvel se e somente se existir P\ (k) definida

positiva e K > 1, suficientemente grande, tais que as LMIs

Al Po(k+ DA, — Pi(k) <0, {ir,ia,...,ix} €{1,...,N} (3.13)

2Isto pode ser inferido pela completa equivaléncia entre a estabilidade de sistemas LPV (2.1) e chaveados.
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sdo verdadeiras para

_ o7 -
I, I,
Aj, Aj,
Pek)=| AnA; Pe| AnA, |, k>1, (3.14)
| Aiery i [Aiey A |
_ -7 . -
I, I,
Aj, Aj,
Pek+1)=| AjA;, P | AiAj , k>1, (3.15)
| Aiy Az i = A |

em que P (k) = P(k+1)=P,k=1.

Demonstrag¢do. Como A(c(k)) pode assumir quaisquer valores no politopo do instante k para
o instante k + 1 (varia¢Oes arbitrarias), se Fx(k) é definida positiva, tem-se que (3.13) é verda-

deira para todo kK > 1 se e somente se

P (k) Al Pr(k+1)
Prek+1)An  Pr(k+1)

que por sua vez € factivel se e somente se

P (k) A(a (k)T Pi(k+1)
Py(k+1)A(a(k)) Pr(k+1)

para todo o(k) € Ay.
U

A condig¢do de positividade da matriz de Lyapunov pode ser imposta por meio de LMIs de
diferentes formas. A alternativa menos conservadora € gerar, com auxilio do pacote ROLMIP
(AGULHARI et al., 2019), a condi¢do Z(-) > 0 para todo o simplex Ay. Outras alternativas
seriam impor a positividade de Z(-) nos vértices, ou ainda impor P > 0, o que pode ser
muito conservador. Como uma outra possibilidade, o teste pode ser realizado a posteriori, por
exemplo para uma solugdo Py obtida verificar se & (-) é definida positiva (para isso, pode-se
usar o ROLMIP para desenvolver as condi¢des a serem testadas), ou ainda usando o fato de que
se o sistema for comprovadamente assintoticamente estdvel, necessariamente Z(-) é definida
positiva. Aliado a esse tltimo caso, pode-se também impor que &« (-) seja definida positiva em
algum ponto arbitrario do dominio, o que garante, se houver uma solug¢io, a condi¢do Z(-) >0
em todo o dominio.

Condicdes de estabilidade programaveis na forma de LMIs também podem ser obtidas a

partir do Lema 2.8 (Finsler) conforme mostrado no corolario a seguir.
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Corolario 3.2. O sistema (2.1) é assintoticamente estdvel se existirem & (-) definida positiva,
dada por (3.14), u(iy,...,ix) e F(i1,...,ix), tais que qualquer condi¢do equivalente do Lema
de Finsler seja factivel para ¥ > 1. Para isso utiliza-se &, Ly e Ry, dados respectivamente por
(3.4) e (3.5), e B, B, e 2 definidos por

Q= —(Lx @) Pe(in) (LT @ )" + (R @ 1) Pr(iz) (R @ 1,) T € ROCHI(ebn,

e a matriz B = B € REXH0n) gadq por

A, I, 0n Oy |
0, A 0, Oy
By = :
0, O I, O,
0, 0, Ao —1,

SR
Aj,
Bie=| AnAi
Aje Ay, |
Além disso, define-se F(iy,...,ix) como
F(il,...,iK): Fl7i1 F27i2 FK,ix 5 (316)

para Fj; € RO ara todo {iy, ....ix} € {1,...,NYe je {1,...,k}.
Demonstracdo. Se a condicao
D+ Fiy,... ix) B+ BLF(iy,...,ix)T <0

¢ verificada, entdo %EKQK,%’ |« < 00 queimplica

Ao (k)T Pe(alk +1),..., 0k + & — 1)A(ak) — Pe(ak),...,alk + k —2)) < 0.

que corresponde a condi¢do (3.2b) do Teorema 3.1. Como (k) > 0, tem-se a estabilidade

assintotica do sistema.
O

A imposi¢do da positividade da matriz de Lyapunov pode ser feita de diversas maneiras,

como comentado ap6s o Coroldrio 3.1.
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3.4.2 Variacao limitada

Conforme apresentado na Secdo 3.3.2, os sistemas discretos dependentes de parametros
com variagdo limitada em o;(k) ou 6;(k) podem ser descritos em termos de um sistema com
parametros em um novo dominio, invariante no tempo, parametrizado por y € Ay, segundo a
equagdo (3.8) paran =k — 1.

Condicdes de estabilidade considerando essa nova regido em termos da k-estabilidade sdo

apresentadas no préoximo teorema na forma de LMIs dependentes de parametros.

Teorema 3.4. Sistemas discretos incertos dados por (2.1) com pardametros variantes no tempo
com taxa de variagdo limitada, como em (2.11), sdo assintoticamente estdveis se existir uma

matriz simétrica dependente de pardmetros Py(y) € R¥"*" ¢ k > 1 tais que as condi¢oes

Z(y) >0, (3.17a)
A" Zx(NA(Y) = Pe(7) <0, (3.17b)
sdo verdadeiras 'y € Ay, com
— —_ T — -
I, I,
A(Y) A(Y)
P(y)= | AW? | Pe(y) | AV | (3.18)
A(y)<! A(y)<!
Demonstracdo. Segue diretamente da estrutura das condi¢des do Teorema 3.1 para o caso in-
variante no tempo, conforme (OLIVEIRA et al., 2009). O

As condi¢des do Lema 2.8 (Finsler) podem ser, também, utilizadas para a estabilidade no
dominio y. Além disso, condi¢des na forma de LMIs programaveis podem ser obtidas por meio
de procedimentos de relaxacdo aplicados nas desigualdades dependentes de parametros, por
exemplo com o auxilio do pacote ROLMIP (Robust LMI Parser) (AGULHARI et al., 2019).

3.4.3 Variagéo dinamica

Conforme apresentado na Sec@o 3.3.3, pardmetros variantes no tempo conhecidos 6 (k) po-
dem ser obtidos da solucdo de uma equacdo homogénea descrita em termos da varidvel de

estado g(k) (3.11). A partir disso, considerando as matrizes
P(6(k)) = Pi(q(k)) = Pix0) + Cqq(k) P 1),
A(6(k)) = Alq(k)) = Ao + Cyq(k)Ar,

sdo apresentadas, no proximo teorema, condi¢des de k-estabilidade para o sistema afim (2.11)

considerando o dominio em ¢g(k).
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Teorema 3.5. Sistemas discretos incertos dados por (2.11) com pardametros variantes no tempo
com taxa de variagdo dindmica sdo assintoticamente estdveis se existir uma matriz simétrica

Pi(q(k)) € RF"™ K ¢ i > 1 tais que as condigdes

Pi(q(k), k) >0 (3.19a)
A(q(k)" Px(q(k),k+1)A(q(k)) — Pi(q(k), k) <0, (3.19b)
sdo verdadeiras com
_ T _ -
1 1
Ao +Cyq(k)A, Ao +Cyq(k)A,
: Pe(q(k)) : (3.20)

K=2 K—2
140 +C,@ = 2=g(k)A) [T (A0 +C, @ =2=g(k)Ay)
L0 Li=0

sendo que para x =1, Z1(q(k),k) = Pc(q(k)).

Demonstragdo. Segue diretamente das condi¢des do Teorema 3.1 para o sistema afim (2.11).
O

Note que as condi¢cdes do Teorema 3.5 estdo formuladas em termos de LMIs dependentes
de pardmetros, porém os pardmetros g(k) ndo pertencem ao simplex unitdrio. Para escolhas
particulares das varidveis de decisdo P(q(k)), varias estratégias poderiam ser utilizadas para
construir relaxacdes na forma de LMIs programaveis que, se factiveis, garantem a estabilidade
robusta do sistema. Por exemplo, as condi¢cdes podem ser reescritas transformando-se cada es-
tado ¢;(k),i = {1,...,n,} (que tem trajetérias limitadas) em um pardmetro variante no tempo
pertencente ao simplex A, por meio da mudanga de varidveis descrita em (2.13), produzindo
uma condi¢do LMI com parametros pertencentes ao multi-simplex definido pelo produto carte-
siano desses n, simplexes de dimensio 2, ou entdo representar todos os pardmetros incertos em
um Unico simplex de dimensao 2"4.

As condig¢oes do Lema 2.8 (Finsler) podem ser, também, utilizadas para testar a estabilidade
do sistema afim (2.11). Para obter condi¢des LMIs programdveis, neste caso, € possivel aplicar
a relaxacdo apresentada anteriormente (transformar a dependéncia afim em uma dependéncia
politpica), ou ainda empregar outra relaxacdo mais conservadora que utiliza apenas os limites
dos intervalos dos pardmetros 0(k+1),{n =0,...,x}, fixando a matriz de varidveis F como
independente de parametros (OLIVEIRA et al., 2005).

3.5 Exemplos

Nesta se¢do, o Teorema 3.1 € utilizado para verificar a estabilidade de sistemas retirados de

artigos da literatura. A programacao foi implementada em MATLAB-R2014a usando o parser
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Yalmip (LOFBERG, 2004) em conjunto com as ferramentas ROLMIP (Robust LMI Parser)
(AGULHARI et al., 2019) e MPT (HERCEG et al., 2013) e os solvers Sedumi 1.3 (STURM,
1999) e Mosek (ANDERSEN; ANDERSEN, 2000) em um computador com sistema operacio-
nal Ubuntu 16.04.3.

3.5.1 Variacéao arbitraria

Os dois préximos exemplos tratam de sistemas LPV com taxa de variacdo arbitraria. O
desempenho das condicdes propostas no Teorema 3.3 foi comparado com trés abordagens dife-
rentes para a estrutura da matriz de Lyapunov. A primeira € a matriz de Lypunov dependente de
caminho (em inglés, path-dependent) de (LEE, 2006) (L06, parametrizada por M), que fornece
condicdes suficientes e (assintoticamente) necessarias para um M suficientemente grande. A se-
gunda € baseada nas condi¢des com matriz de Lyapunov constante apresentadas em (BLIMAN;
FERRARI-TRECATE, 2003) (B03, parametrizada em termos de p), que sdo equivalentes a
condicdo iii) do Teorema 3.3. Por ultimo, as condi¢cdes de (KRUSZEWSKI et al., 2008) (KOS,
parametrizada em termos de p) adaptadas para sistemas chaveados. Propostas no contexto de
sistemas nebulosos de Takagi—Sugeno a tempo discreto, as condi¢cdes KO8 utilizam uma ma-
triz de Lyapunov dependente de pardmetros na forma afim e p instantes avancados da matriz
dindmica.

As condicdes apresentadas neste trabalho sdo representadas por T-ii) para P com estru-
tura cheia e independente de parametros e T-iii) para P independente de parametro e bloco-
diagonal, o nimero de varidveis escalares para cada método (em termos do nimero de estados

n, nimero de vértices N e p, M ou k) é dado por

Veos =n(n+1)/2, Vige=N"n(n+1)/2, Vgog=Nn(n+1)/2,
Vi = (kn)(kn+1)/2, V= (kn)(n+1)/2

e o nimero de linhas de LMI é dado por
Lgoz =n(N?+1), Lige=nN"(14+N) Lgog=2nN"*",

L) =Ly =nN*"'(N+1).

Pode-se perceber que o nimero de linhas de LMI cresce de forma exponencial em todas as
condic¢des. Por outro lado, nota-se que o nimero de varidveis escalares depende somente de n
em BO3 e de n e N em KO8, cresce polinomialmente em T-ii) e T-iii), e cresce exponencialmente
em LO6 (em termos de M).

Em todos os problemas, foi imposta a restricdo de positividade na matriz de Lyapunov.
Note também que os quatro métodos contém (para Kk =1, M =0 e p = 1) como um caso
particular a condicao de estabilidade quadrdtica, i.e., existe existe P > 0 tal que AiT]PAl-1 —P <0,

Vi =1,...,N como corroborado por valores idénticos obtidos para o parametro p (exceto para
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K08, que, para recuperar a estabilidade quadratica, exige P, = P,, = P), associado ao maior

dominio para o qual a estabilidade assintética foi assegurada.

Exemplo 1

Este exemplo foi retirado de (ATHANASOPOULOS; LAZAR, 2014), com

) AZZ

—0.45 0.85

(10 25
" 1203 09

1.0 0.2]

Ay [ 078 03 ] o [—0.78 0.3 ] |
—0.45 —0.85 —0.15 —-0.5
O objetivo neste exemplo € achar o maior valor de p > 0 tal que o sistema LPV dado por (2.1),
descrito pelos vértices p{A1,A2,A3,A4}, permaneca estavel.

Os resultados sdo dados na Tabela 3.1. Note que o mesmo valor p = 0.7107 foi obtido
por T-ii) (k =5,V =55e L =2560) e LO6 (M =4,V =768 e L =2560), enquanto T-iii)
proporcionou um valor um pouco menor de p = 0.7095 (x =5, V = 15 e L = 2560), porém
ainda maior do que KO8 que obteve p = 0.7084 para V = 12, L = 16384 ¢ p = 5. Todos os

métodos apresentaram valores de p maiores do que os de BO3.

Tabela 3.1 — Valores maximos de p, nimero de linhas de LMI (L) e de varidveis escalares (V)
para T-ii) e T-iii) (em termos de x e com valores de L iguais), LO6 (em termos de
M) e BO3 e KO8 (em termos de p) para o Exemplo 1.

T-ii) T-iii) LO6 B0O3 K08
K| p |4 P Vi L (M| p Vi L |pl p |V| L P Vi L
1]0.6532| 3 ||0.6532{ 3 | 10 (| 00.6532| 3 | 10 ([1]0.6532|3| 10 |0.7018|12| 64
210.7018|10(/0.7017] 6 | 40 || 10.7018| 12 | 40 ||2]0.6862|3| 34 |0.7070|12| 256
310.7077(21{0.7072| 9 | 160 ||| 2 {0.7077| 48 | 160 ||3]10.6976|3| 130 ||0.7079|12| 1024
410.7097|36|10.7083 12| 640 || 3 {0.7103|{192| 640 ||4]0.6942|3| 514 ||0.7084 12| 4096
510.7107|55]0.7095]15|2560 || 4 |0.7107|768 25605 [0.7031| 3 {2050|0.7084|12|16384

Exemplo 2

As matrizes dinamicas, retiradas de (AHMADI ef al., 2014), sdo dadas por

[0 —2 2 2 4] [—5 —2 —4 6 —1]
0 0 —4 —1 —6 1 1 4 3 =5
Ail=|2 6 0 -8 0|, A=|-2 3 -2 8 -1,
-2 -2 -3 1 =3 0 8 —62 5
-1 -5 2 6 —4 -1 -5 1 7 —4
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[3 -8 -3 2 —4]
—2 -2 -9 4 -1
A3=|2 2 -5 -8 6
—4 -1 4 =3 0
0 5 0 -3 5

Novamente, busca-se o maior valor de p tal que o sistema definido pelos vértices p{A|,A,,A3}
seja assintoticamente estavel. Os resultados sdo dados na Tabela 3.2. O valor méximo de p =
0.0847 foi obtido com k =3, L =180 e V = 120 (T-ii)) ou V = 45 (T-iii)), enquanto que foram
necessariosem LO6 M =2, L =180eV =135e KO8 p =2,V =45 e L = 270 para chegar ao
mesmo valor. A abordagem B03 apresentou p = 0.0842 com p =4, L =410e V = 15 (valores

maiores de p ndo foram investigados).

Tabela 3.2 — Valores maximos de p, nimero de linhas de LMI (L) e de varidveis escalares (V)
para T-ii) e T-iii) (em termos de k e com valores de L iguais), LO6 (em termos de
M) e BO3 e KO8 (em termos de p) para o Exemplo 2.

T-ii) T-iii) LO6 B03 K08

P |4 P VI L |[|M| p VI|IL P VI L P V| L

0.0795| 15 ||0.0795|15]| 20 || 0 {0.0795| 15 | 20 0.0795|15] 20 ||0.0846(45| 90
1
2
3

0.0846| 55 ||0.0846|30| 60 0.0846| 45 | 60 0.0831|15| 50 (|0.0847|45| 270
0.0847/120/0.0847|45|180 0.0847|135/180|3/0.0837|15|1400.0847|45| 810
0.0847|210/0.0847|60|540 0.0847|405|540(14/0.0842|15|410(0.0847|45|2430

AW~

B W =R

3.5.2 Variacéao limitada

No exemplo a seguir, considera-se um sistema discreto na forma afim, com apenas um para-
metro incerto variante no tempo 6(k), pertencente a um intervalo dado e com taxa de variagdo

limitada.

Exemplo 3

As matrizes dinamicas do sistema foram retiradas de (BIANNIC et al., 2018)

1 T 0 0 0O 00O
0 1-037 0.27 —0.47 -7 0 0 O
AOZ 3 Al:p 3
0 0 1 T 0O 00O
0 0 -0.17 1-0.77 0O 00O

com os valores T = 0.3, |[8(k+ 1) —0(k)| < 0.3 e p =0.9771 (maior valor determinado pela

estabilidade quadrdtica).
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O objetivo deste exemplo é obter o maior intervalo possivel de 6(k) em que o sistema
se mantenha estavel. Os resultados sdo dados na Tabela 3.3, na qual pode-se observar que os
maiores intervalos de estabilidade sdo obtidos com k¥ = 2. Com k¥ = 1 e P constante (g = 0)
recupera-se o intervalo reportado em (BIANNIC et al., 2018). Mesmo mantendo-se kK = 1, com

Pi(o(k)) afim (g = 1) € possivel garantir um intervalo de estabilidade maior.

Tabela 3.3 — Limitantes para 0(k), nimero de linhas de LMI (L) e de varidveis escalares (V)
para o problema de andlise de estabilidade para k¥ = {1,2} e P¢(a(k)) constante
(g =0) ou afim (g = 1) para o Exemplo 3.

g)| Om 6y |V| L
0)| 0.1 0.5 |10]| 88
,1)]10.0606/0.5394|20| 248
0)
1)

0.0788|0.5212|36| 588
0.05840.5416|72|1232

A complexidade numérica, principalmente em nimero de linhas de LMI, aumenta de forma
rdpida a medida que se exige um nimero maior de vértices em 7. Portanto, a viabilidade do
método depende do tamanho do sistema a ser tratado e do valor de k necessério para o teste de
estabilidade.

3.5.3 Variacdo dinamica

Para exemplificar as condicdes de estabilidade no caso de variacdo dinamica, faz-se uma

comparacao com a avaliacio obtida apenas considerando-se os limites da taxa de variacao.

Exemplo 4

Considere o sistema discreto variante no tempo em que dinamica do sistema é dada por

(2.11) com
0 1 0 O
Ap = [0‘5 0] , A= [O v9(k)] ,  0(k) = cos(wk).

Note que a matriz dinamica do sistema depende também de um parametro escalar v. O obje-
tivo deste exemplo € obter o maior valor do escalar v > 0 para o qual possa ser certificada a
estabilidade robusta do sistema, para varias frequéncias @. Note que v aparace multiplicando o
pardmetro variante no tempo 6 (k) na matriz A;.

Considerando apenas os limites de variagdo de v cos(wk) nas transformacdes apresentadas
em (2.13), com os pontos extremos do intervalo [—V, v|, a dindmica do sistema pode ser descrita
na forma politépica

A(o(k)) = a1 (k)A1 +0p(k)Az, a €A
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0 1 0 1
Al = , Ay = .
[0.5 v] [0.5 —v]

Para uma dada frequéncia @, o limitante da taxa de variagdo p pode ser calculado como

com

cos(w(k+1)) —cos(wk) = —2sen(wk + @/2)sen(w/2)

e portanto, o parAmetro variante no tempo 6 (k) respeita os intervalos
0 (k) [—1 1} 16(k+1)—6(k)| < p = 2|sen(®/2)]. 3.21)

Os limitantes correspondentes na forma politopica podem ser obtidos pelas transformagdes da-
das em (2.13), resultando em b = |sen(w/2)|. Note que, neste exemplo, existe um valor limite
para v, dado por v < 0.5, pois para v > 0.5 as matrizes A| e A, possuem autovalores instaveis
(com médulos maiores ou igual a 1), e portanto, ndo admitem um certificado de estabilidade
que contemple a taxa de variacao nula.

Resultados mais acurados podem ser obtidos considerando a variacdo dindmica do parame-
tro incerto 0 (k) = cos(wk), descrita por uma equagdo de estados como em (3.11a)-(3.11b). A
Figura 3.3 mostra a variagdo dos valores mdximos de v em func¢do da frequéncia ®, para grau
de Pc(o(k)) igual a g = 1. Como pode-se observar, os valores de v sdo maiores do que 0.5 para
praticamente todo o grafico, e podem ser obtidos em todo intervalo de frequéncia ® € (0,27x).
Além de ser mais preciso (desde que a variacao do parametro seja conhecida), o uso de um mo-
delo dindmico para o pardmetro variante no tempo também diminui a complexidade associada.
Para g = 1, os nimeros de varidveis escalares e de linhas de LMI s@o: V =9, L =48 (k = 1),
V=30,L=152(k=2)eV =63, L=2352 (k = 3). Note que a abordagem baseada na variacao
limitada ndo garante estabilidade para v > 0.5 e para g = 1 utiliza: V =6, L =48 (k = 1),
V=20,L=152(k=2)eV =42, L =8448 (x = 3).
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Figura 3.3 — Maximos valores de v considerando o comportamento dindmico de (k) =
cos(@k) em fungdo de @, para g = 1 e k = 1 (linha azul), k = 2 (vermelho ponti-
lhado) e k¥ = 3 (amarelo tracejado) para o Exemplo 4.
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CAPiTULO 4

Cbmputo de custos garantidos .74 e J7,

4.1 Introducéao

Este capitulo mostra extensdes da k-estabilidade, apresentada no Capitulo 3, para o computo
de custos garantidos 745 e .7, para sistemas discretos lineares com parametros variantes no

tempo.

4.2 Sistemas aumentados nao autbnomos

A descricdo do sistema (2.3) considerando K — 1 equagdes de estado redundantes € dada por

A(a(k)) 0p Bk
whkin=| o . (k) [0 (k) ]wK<k>, (4.12)
0n - Alalk+x—1)) (e=Ljmcim)
$(0k) = [C(@R)) O (xty | 16 (0) + [D(@(R)) Oty | wek). (A1)
parawK(k):[w(k)T wk+DT o wk+ K—1)T].Notequeessaestruturaprovéamesma

relacdo entrada-saida do sistema (2.3).

4.3 Custo garantido .74

O teorema a seguir apresenta condi¢des suficientes para o cdlculo do custo garantido .73
do sistema original (2.3) a partir da descri¢do redundante dada em (4.1). O resultado pode ser

visto como a simples aplica¢do da matriz de Lyapunov &, (-) nas condi¢des de computo de
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norma .77 para sistemas lineares discretos LPV baseadas em LMIs dependentes de parimetros
(BARBOSA et al., 2002; DE SOUZA et al., 2006; DE CAIGNY et al., 2010), em particular,
nas condicoes do Lema 2.5.

Teorema 4.1. O sistema (2.3) ¢ assintoticamente estdvel e ¢ é um limitante para a norma 7
se existir uma matriz P (k) = Pi((0(k),...,0(k+ Kk —2))) dada por (3.3) e k > 1 tais que

Tr(D(o(k))"D(a(k)) + B(a(k))" Pe(k+1)B(a(k))) < ¢* (4.2a)
P (k) * *
Pk+1DA(a(k)) Prlk+1) | >0. (4.2b)
C(o(k)) 0 I,

Demonstracdo. As condi¢es seguem diretamente do uso da matriz de Lyapunov &, (-) nas
condicdes (2.5) e (2.6) do Lema 2.5.
Embora as condi¢des sejam apenas suficientes, os resultados numéricos mostram que custos
garantidos progressivamente menos conservadores sdo obtidos a medida que x cresce.
O

4.4 Custo garantido 7,

De maneira similar, a estrutura proposta para a matriz de Lyapunov Z,(-) pode também ser
usada para o computo de limitantes da norma %, em sistemas discretos LPV, como mostra o

préoximo teorema.

Teorema 4.2. O sistema (2.3) é assintoticamente estdvel e L € um limitante para a norma 7
se existir uma matriz simétrica definida positiva Pi(k) = P((0(k),...,a(k+ K —2))) dada
por (3.3) e k > 1 tais que

P (k) * * *
Pe(k+1)A(0(k)) Pre(k+1) * | 2o “3)

Cla(k)) 0 I *

0 B(a(k)T 2(k+1) D(a(k)T u’I

Demonstracdo. As condigdes seguem diretamente do uso da matriz de Lyapunov & (-) na
condi¢do (2.10) do Lema 2.7. U

4.5 Monotonicidade dos limitantes das normas

Utilizando-se de argumentos similares aos que foram usados na k-estabilidade pode-se mos-
trar que, para uma escolha particular da estrutura da matriz Py, os valores de custo garantido sdo

cada vez mais precisos com o aumento de k. Ou seja, se para uma determinada estrutura das
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varidveis de decisdo as condi¢des dos teoremas 4.1 e 4.2 forem factiveis para um dado K com
os correspondentes custos @, i, entdo sempre existe solucdo para k > K com ¢ < ¢ e u < [i,

respectivamente. Os exemplos numéricos corroboram esse fato.

4.6 Exemplos

Nesta sec¢do, os teoremas 4.1 e 4.2 sdo utilizados para computar custos garantidos .75 e
H% para sistemas discretos LPV e chaveados retirados de artigos da literatura. Em todos os
exemplos, os resultados infactiveis sdo representados por —1.

As condicdes na forma de LMIs dependentes de parametros foram programadas usando o
MATLAB com os pacotes ROLMIP (AGULHARI et al., 2019), Yalmip (LOFBERG, 2004) e o
solver Mosek (ANDERSEN; ANDERSEN, 2000).

4.6.1 Variacao arbitraria

No primeiro exemplo, o Teorema 4.1 (T4.1) é utilizado para computar custos garantidos .73
para sistemas chaveados. Os resultados sdo comparados com as condi¢Oes baseadas em fungdes
de Lyapunov dependentes de caminho propostas em (LEE; KHARGONEKAR, 2008) (LKO08,
parametrizadas em M) que foram desenvolvidas apenas para sistemas chaveados. Embora as
condig¢des propostas nesta dissertagcdo tratem o caso LPV, em todos os exemplos com variagao
arbitrdria o sistema foi considerado como chaveado.

No intuito de realizar a comparagao dos resultados, buscou-se, primeiramente, obter um sis-
tema chaveado que fosse quadraticamente estdvel e, portanto, que produzisse solugcdes factiveis
para todo M e k. Para isso, as matrizes que descrevem as dindmicas dos modos do sistema,
foram multiplicadas por um escalar p > 0, que foi aumentado até o limite da estabilidade qua-
drética.

Os numeros de variaveis escalares para cada método (em termos do nimero de estados n,

nimero de modos N, e dos pardmetros M e k) sao dados por

n+1
VLK()g:NM (n( > >> +1,

Vg1 = ((Kn)@) +1.

Os ndmeros de linhas de LMI sdo iguais para os dois métodos (note que M comeca em 0 e K

comega em 1, situagdes que correspondem a estabilidade quadrética), da seguinte forma
Likos = nN" (14 N) +N™M*Y,

Lrg; =nN*"'(N+1)+N*

Com as expressoes anteriores, percebe-se que o nimero de LMIs, para ambos os casos, € 0

de varidveis para LKOS, cresce de forma exponencial, enquanto no caso de T4.1 o nimero de
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varidveis tem crescimento polinomial, o que pode ser vantajoso no tratamento de sistemas com
um nimero grande de modos e estados.

Algo interessante a se notar é que tanto o método LKO08 quanto as condi¢des do Teorema 4.1
asseguram que com o aumento de M e K os limitantes obtidos ndo podem ser maiores do que

os anteriores. Além disso, se houve solu¢do para um certo K (M), sempre haverd solucio para
K (M) maior.

Exemplo 5

As matrizes dindmicas, retiradas de (PARRILO; JADBABAIE, 2008), sdo dadas por

o 1 7 4 -3 3 0 -2 1 5 10
1 -2 - -2 1 4 1 —4
A = 6 3 Ay = 9 Ay = 0 5
-1 -1 -2 -6 4 -9 1 1 0 —-1 4 6
30 9 1 1 -5 -1 =2 -1 5 0 1

e as demais matrizes, construidas aleatoriamente com nimeros inteiros no conjunto {0,1,2},

por
1 1 2
B 2 B 0 B—2
1_27 2_27 3_27
2 2 1
1 200 2 21 2 0120
CIZ 7C2: , L3 = )
000 2 001 2 112 2
D—1 D—O D—2
1_07 2_17 3_1'

Os resultados sdo exibidos na Tabela 4.1, que mostra os valores de ¢, o nimero de linhas de
LMI (L) e de variaveis (V) obtidos com LKO8 e T4.1.

Neste exemplo, p = 0.0949 foi o maior valor encontrado que assegura a factibilidade da
estabilidade quadrética (e, portanto, a existéncia de solucdes para todos os kK e M). Note que os
nimeros de linhas de LMIs sdo idénticos e os valores de custo garantido ¢ sdo muito semelhan-
tes quando k = M — 1. Por outro lado, para k¥ > 3, T4.1 utiliza um ndimero menor de varidveis

escalares quando comparado ao apresentado por LKOS.

4.6.2 Variacgdo limitada

No préximo exemplo é realizado o cdlculo dos limitantes para as normas 775 e %% de um
sistema realimentado por um ganho estabilizante, considerando-se diferentes valores do limite

da taxa de variacdo b. Além disso, comparacdes com os resultados de (DE CAIGNY ef al.,
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Tabela 4.1 — Custos garantidos ¢ obtidos pelos métodos LKO8 e T4.1 com o niimero de linhas
de LMIs (L) e de variaveis escalares (V) para o Exemplo 5.

(k=M—1)] T41 LKO08
o V| ¢ |V|L
1 144.5416] 11 |144.5416] 11 | 19
2 19.6553 | 37 | 19.6553 | 31 | 57
3 19.5112 | 79 | 19.5111 | 91 || 171
4 19.4855 | 137/ 19.4855 271513

2010) (dCCOPS10) também sdo mostradas (dCCOPS10* significa que as varidveis de folga
foram criadas diretamente no espaco de ¥, o que pode fornecer resultados diferentes e com
complexidade distintas). Foram utilizadas Py (¢t (k)) e matriz de Lyapunov em dCCOPS10 com

dependéncia afim no parametro.

Exemplo 6

Considere o sistema discreto retirado de (OLIVEIRA; PERES, 2009), porém considerado

como variante no tempo com taxas limitadas, ou seja,

i(k+1) —ei(k)[ <b <1,

05 0 —1 0 0 -05
Al=] 1 -05 05|, Ay=]05 05 o0 |,
05 05 0 0 -1 -05
1
B =B,= |0], K:[0.8664 —1.0432 1.1502],
0

a=[1 20, G=[211], D=D=0.

A Figura 4.1 mostra os valores minimos obtidos para o limitante da norma .73, enquanto
que a Figura 4.2 apresenta os valores do limitante da norma /7, para P, constante (g = 0) e
de grau g = 1, com k = {1,2,3}. A Tabela 4.2 mostra o nimero de vardveis escalares (V) e
linhas de LMI (L) utilizadas para determinar o custo garantido pelo método deste trabalho e
pela abordagem proposta em (DE CAIGNY et al., 2010) (dCCOPS10).

Como pode ser visto em ambas as figuras, os limites das normas sao muito préximos aos
valores dos custos garantidos considerando o caso invariante no tempo com parametros incertos
(b = 0), respectivamente ¢ = 4.1883, u = 7.5978, proporcionando custos garantidos precisos,
bem como para o caso arbitrariamente variante (b = 1). Como anélise geral, o método proposto
fornece um melhor equilibrio entre precisdo e complexidade numérica quando comparado ao
método de (DE CAIGNY et al., 2010).
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Tabela 4.2 — Numero de linhas de LMIs (L) e de varidveis escalares (V) para o computo dos
custos 7 e ., com Py constante (g = 0) e de grau g = 1 comparados com 0s
resultados obtidos em dCCOPS10 (dCCOPS10* significa que as varidveis de folga
foram criadas diretamente no espaco de ) para o Exemplo 6.

¢ u
V L|V L

g=0, k=2|22 170|22 160
g=1Kk=1|13 92|13 80
g=1, k=243 284|43 280
dCCOPS10 |33 255|31 186
dCCOPS10* |69 255|67 186

7
........ g:()7 K=2
6.5 H
—_—g=1Kk=1
6 g=1, k=2
dCCOPS10
¢ 55
dCCOPS10*
5
45
4 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

b

Figura 4.1 — Limitantes ¢ da norma .7/ computados para Py constante (g = 0) e de grau g=1,
utilizando o método proposto nesta dissertacdo e o de dCCOPS10 (dCCOPS10*
significa que as varidveis de folga foram criadas diretamente no espacgo de ) para
o Exemplo 6.

4.6.3 Variagao dinamica

No préximo exemplo, os valores dos custos garantidos .77 sdo computados para um sistema

com incerteza afim dado por
x(k+1)=A(6(k))x(k)+B(6(k))w(k), (4.4a)
y(k) = C(0(k))x(k) + D(6 (k))w(k), (4.4b)
sendo que todas as matrizes {A,B,C,D}(0(k)) possuem estrutura similar & apresentada em

(2.12) com L = 1 (apenas um parametro), e o parimetro variante no tempo 0 (k) respeita uma di-

namica conhecida. As dindmicas consideradas para 6 (k) sdo E1 e E2, dadas por 6 (k) = sen(wk)
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22

— dCCOPS10

—— dCCOPS10*

Figura 4.2 — Limitantes y da norma 7%, computados para Py constante (g = 0) e de grau g =
1, utilizando o método proposto nesta dissertacdo e o dCCOPS10 (dCCOPS10*
significa que as varidveis de folga foram criadas diretamente no espacgo de ) para
o Exemplo 6.

e 6(k) = 0.5sen(wk) + 0.2 cos(wk), respectivamente. Os resultados dessas estruturas sdo com-

parados com as condi¢des que tratam variagdo limitada.

Exemplo 7

Considere o sistema (4.4) cujas matrizes sao

0 1] 0 0
AO - ) Al - 5
[o.s 0] lo 0.499]

0.5 0.5
) Bl -
0 0.5

Primeiramente sdo computados custos garantidos 7% para o sistema em fungdo de @ utili-

By — . G=lo5 1], ci=[05 05|, Dy=Dy=0.

zando a técnica especializada em variacao dinamica. As figuras 4.3 e 4.4 mostram os resultados
obtidos para @ € [0, 27| considerando os seguintes valores para k e grau da matriz de Lyapunov
(9): (g.%) € {(0,2),(0,3),(1,1),(1,2)}.

Com relagdo ao caso E1, além de um comportamento simétrico em relagdo ao ponto @ = 7,
nota-se uma significativa diminuicdo do conservadorismo quando emprega-se kK = 3 (mesmo
com Py de grau zero). Portanto, pode-se concluir que nesse caso o aumento de kK € muito mais
vantajoso do que o aumento do grau da matriz Pc. A explicagdo para esse fato é que quanto

maior o valor de x, mais a dindmica do parametro € explorada pela condicdo de anélise.
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Os resultados da estrutura E2, por outro lado, nao s@o simétricos, o que de certa forma era
esperado por tratar-se de uma soma de dois parametros distintos. Novamente, nota-se um claro

destaque para o resultado obtido com k = 3.

50 T T T T T T
aviS U E mmEE ’---—...-.:-i
L-.‘ " N ....

45
40

35

TR IR R IRT R IRT R TR R TR
(ST R TRT R IR TR T T

P — LN

oo 0o 0o O

Figura 4.3 — Custos garantidos .7 associados a estrutura E1, considerando a variagdo dina-
mica com @ € [0,27] e os seguintes valores para k e grau da matriz de Lyapunov

Py (8): (g, %) €{(0,2),(0,3),(1,1),(1,2)}.

Finalmente, para fins de comparacio, € realizado o cdlculo dos custos garantidos .73 utili-
zando a técnica de variacdo limitada, considerando-se os limitantes para a taxa de variagdo em
fun¢ado da frequéncia w. Por meio de manipulagdes trigonométricas, € possivel determinar os
seguintes limitantes para as taxas de variacdo de 6(k) em funcdo de @, para as duas estruturas

consideradas, E1 e E2:

El: b=|sen(®/2)|, E2:b=

sen(@/2) +0.4cos(w/2) H
14

A Figura 4.5 ilustra graficamente os valores de b em fun¢io de @ € [0,27| para as estruturas E1
e E2. E esperado que os custos garantidos sejam maiores 2 medida que b se aproxima de 1 (taxa
de variacdo arbitraria) e menores quando b se aproxima de zero (caso invariante no tempo).

Aplicando as condicdes do Teorema 4.1 utilizando a modelagem da variagdo limitada com
os valores de b informados, obtém-se os resultados mostrados nas figuras 4.6 e 4.7 considerando
K = 2 e Py de grau zero. Embora as diferencas de magnitude sejam pequenas em termos de ¢,
as curvas dos custos garantidos, como previstas, sdo similares as curvas relacionadas ao valor
de b. Para Kk = 1 e Py de grau zero as condi¢des ndo sdo capazes de explorar o modelo dindmico
para as taxas de variac@o e os custos garantidos sdo constantes para todo valor de @. Para E1, o
custo garantido € 48.2503 e para E2 o custo € 2.7949.
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N = W

—_——0 O

AARAARA
(1
(1

Oq 0o O Oo

0.5 1 1 1 1 1 1

Figura 4.4 — Custos garantidos .7 associados a estrutura E2, considerando a variagdo dina-
mica com @ € [0,27] e os seguintes valores para k e grau da matriz de Lyapunov

P (2): (8,x) €{(0,2),(0,3),(1,1),(1,2)}.

09

0.8

06 R
bosr o
041 o
03§
0.2

0.1

Figura 4.5 — Valor de b em fun¢do de ® para as estruturas E1 e E2.

Comparativamente, € notorio o menor conservadorismo fornecido pelas condi¢des que ex-
ploram a variag¢do dindmica. Além disso, a complexidade computacional tende a ser menor do
que a demandada pela variagdo limitada, pois ndo é necessaria a conversao dos parametros (e

seus instantes sucessivos) para o espago 7.
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459 : : : . . ;
45.85
458

¢ 45.75

45.7

45.65 b

45.6 1 1 1 1 1 1

Figura 4.6 — Custos garantidos .75 considerando taxas limitadas de variagdo para a estrutura
Elex=2.

2.73 T T T T T T

2.729

T
*
*
1

2.728

2.727 * J

T
*
*
1

2.726 * 5 8

T
-

2.725 o . i

2.724 §* ., .

T

*
-
1

2.723 . *

2.722 K

T
L 4
1

2721 1 1 1 1 1 1

Figura 4.7 — Custos garantidos .7 considerando taxas limitadas de variagdo para a estrutura
E2e xk=2.
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Conclusao

Comentarios finais

Neste trabalho foram apresentadas condicOes de estabilidade robusta, na forma de desigual-
dades matriciais dependentes de parametros, baseadas em uma estrutura particular da funcao
de Lyapunov, para sistemas lineares discretos com parametros variantes no tempo, que incluem
a classe de sistemas chaveados. Para construir essa fun¢do de Lyapunov, explora-se o uso de
equagdes de estado redundantes parametrizadas em termos de um inteiro kK, denominadas por-
tanto condi¢des de k-estabilidade. Assim como no caso de sistemas lineares incertos invariantes
no tempo, também foi mostrado que as condi¢des propostas tendem a necessidade a medida que
K cresce no caso de variacdo arbitrdria dos parametros, sendo esse o principal resultado desta
dissertacdo. O aspecto mais relevante desta contribuic@o é que as condi¢des propostas possuem
um crescimento polinomial das varidveis de decisdo em termos do nimero de vértices (repre-
sentacdo politdpica) e do nimero de estados do sistema. Os resultados numéricos mostram que
as condi¢des propostas equiparam-se em termos de acurdcia as avaliacdes fornecidas por con-
dicdes da literatura, demandando, muitas vezes, um nimero menor de varidveis escalares para
certificar a estabilidade.

Como extensOes também foram tratados sistemas em que os parametros possuem taxas de
variagdes limitadas e variagdes conhecidas segundo uma dinamica linear. No caso de variacdo
limitada, foi proposta uma modelagem sistematica e genérica para tratar um nimero arbitririo
de parametros em sucessivos instantes de tempo. Embora essa técnica existisse na literatura,
pela primeira vez foi mostrado como obter o politopo que descreve a regido na qual os parame-
tros assumem valores em sucessivos instantes de tempo de maneira precisa e sistematica.

Condigdes para computar as normas 7% e .7, também foram apresentadas utilizando o
conceito de k-estabilidade. Os resultados numéricos mostram que as condicdes tornam-se mais
precisas a medida que Kk cresce, além de fornecer um melhor compromisso entre precisio e

esforco computacional quando comparadas as condi¢Oes da literatura. Com relagdo a variacao
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dinamica dos parametros, também foi mostrado que esse tipo de modelagem é uma alternativa
bem menos conservadora quando comparada a apenas levar em conta os limites da taxa de

variagdo (variacao limitada), tanto na andlise de estabilidade, quanto no computo das normas.

Perspectivas

Como possiveis topicos para pesquisas futuras sugerem-se:

* Uso de condi¢Oes baseadas em k estabilidade para a sintese de controladores e filtros,

tendo como critérios de desempenho as normas 4 e 7#2;

* Uso de equagdes redundantes na andlise de estabilidade de sistemas com presenca de nao

linearidades como saturag@o, zona-morta, folga e histerese.

» Extensdo da k-estabilidade para sistemas chaveados com caminhos restritos e periodici-
dade.

Publicacoes

Durante o mestrado, foram produzidos trés artigos completos para conferéncias, duas inter-
nacionais (ROCOND’18-LPVS’18 e ACC2019) e uma nacional (CBA2018), todos apresenta-

dos oralmente pela mestranda.
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