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Resumo

Esta dissertação investiga o problema de análise de estabilidade robusta e cômputo

de custos garantidos H2 e H∞ para sistemas lineares discretos com parâmetros

incertos variantes no tempo. Três diferentes tipos de variações no tempo são trata-

das: i) arbitrariamente rápidas; ii) limitadas mas desconhecidas; iii) governadas por

uma dinâmica conhecida. Tendo como base a análise de estabilidade de Lyapunov

para um sistema construído com κ −1 equações dinâmicas redundantes, condições

equivalentes necessárias e suficientes para a estabilidade robusta são desenvolvidas

em termos de κ na forma de desigualdades matriciais lineares (em inglês, Linear

Matrix Inequalities — LMIs) dependentes de parâmetros. Como consequência, a

função de Lyapunov resultante depende da matriz dinâmica em diversos instantes

sucessivos de tempo. Para escolhas particulares da estrutura das variáveis de deci-

são, condições suficientes e progressivamente menos conservadoras à medida que

κ cresce podem ser obtidas. Extensões para computar as normas H2 e H∞ também

são apresentadas. Exemplos numéricos baseados em modelos de sistemas retirados

da literatura ilustram os benefícios da abordagem proposta, que pode ser computa-

cionalmente mais eficiente quando comparada a outros métodos existentes.

Palavras-chave: Sistemas discretos no tempo; Sistemas lineares incertos; Parâme-

tros variantes no tempo; Estabilidade robusta; Funções de Lyapunov polinomiais;

Desigualdades matriciais lineares.



Abstract

This work investigates the problem of robust stability analysis and H2 and H∞

guaranteed cost computation for discrete-time linear systems with uncertain and

time-varying parameters. Three different types of of parameter variation are dealt

with: i) arbitrarily fast; ii) limited but unknown; iii) described by a known dyna-

mics. Based on the Lyapunov stability analysis for a system constructed with κ −1

redundant dynamic equations, equivalent necessary and sufficient conditions for ro-

bust stability are developed in terms of κ in the form of parameter-dependent Linear

Matrix Inequalities (LMIs). As a consequence, the resulting Lyapunov function de-

pends on the dynamic matrix at several successive instants of time. For particular

choices of the structure of the decision variables, sufficient and progressively less

conservative conditions as κ grows can be obtained. Extensions to cope with H2

and H∞ guaranteed are also presented. Numerical examples, based on models of

systems borrowed from the literature, illustrate the benefits of the proposed appro-

ach, that can be computationally more efficient when compared to other existing

methods.

Key-words: Discrete-time systems; Uncertain linear systems; Time-varying para-

meters; Robust stability; Polynomial Lyapunov functions; Linear matrix inequali-

ties.
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CAPÍTULO 1

Introdução geral

O desenvolvimento de métodos mais eficazes para certificar estabilidade e critérios de de-

sempenho de sistemas dinâmicos é um tópico importante na área de teoria de controle. Uma

explicação para esse fato é que há, na engenharia, a exigência crescente de modelos de sistemas

dinâmicos nos quais as variáveis e os parâmetros que os descrevem ou os afetam são desco-

nhecidos ou possuem um comportamento complexo. Por exemplo, no primeiro caso pode-se

mencionar a indefinição do valor real dos parâmetros que descrevem a planta (frequentemente

os valores são especificados por intervalos) e, no segundo caso, pode-se exemplificar a difícil

descrição matemática da variação do consumo de combustível em foguetes. Dessa forma, as

ferramentas de análise e controle devem apresentar, juntamente com a modelagem, tratamento

específico aos problemas em que há a presença de incertezas.

Nesse contexto, um grande número de trabalhos na literatura propõe diferentes técnicas

de modelagem para sistemas incertos. A principal abordagem é agregar ao modelo do sistema

parâmetros capazes de representar, dentro de uma acurácia pré-especificada, as incertezas do

sistema. Existem vários tipos de estruturas capazes de representar as incertezas, tais como inter-

valares, limitadas em norma, afins (ou hipercúbicas) e politópicas, como detalhado em (BOYD

et al., 1994). Devido à simplicidade, abrangência e facilidade de manipulação, as descrições

utilizadas nesta dissertação foram a politópica, na qual o domínio é descrito pela combinação

convexa de um conjunto de vértices conhecidos, e a afim, cujo domínio é descrito pela soma

afim de parâmetros confinados a intervalos limitados.

Outra dificuldade presente na investigação dos sistemas dinâmicos está associada à classe

dos sistemas não lineares, devido à não existência de uma metodologia geral que descreva

sistemas não lineares em uma forma matemática comum (KHALIL, 2002). Neste sentido, o

procedimento de linearização geralmente é adotado pois modelos lineares satisfazem propri-

edades que simplificam a modelagem, a análise e o controle (LATHI, 2005). Dessa forma,
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vale a pena destacar os modelos lineares com parâmetros variantes no tempo (do inglês, Linear

Parameter-Varying — LPV) e os sistemas chaveados (MASON et al., 2012; LIBERZON, 2003;

OLIVEIRA et al., 2007; LEE, 2006; DAAFOUZ; BERNUSSOU, 2001a).

O destaque do modelo LPV é sem dúvida pela habilidade de descrever tanto a dinâmica de

sistemas lineares quanto representar alguns comportamentos não lineares de maneira linear em

função de algum parâmetro (DE CAIGNY et al., 2009). Os sistemas chaveados são úteis em di-

versos contextos da engenharia, como engenharia mecânica, automotiva e elétrica, por proporci-

onar estruturas efetivas na descrição de plantas que apresentam mudanças abruptas na dinâmica

(LIBERZON; MORSE, 1999; ATHANASOPOULOS; LAZAR, 2014; BARBOSA; TROFINO,

2003; SUN, 2008), como por exemplo em momentos de falhas. Esses sistemas podem possuir

representações puramente discretas ou híbridas (tempos contínuo e discreto coexistindo).

O estudo da estabilidade em sistemas precisamente conhecidos (i.e., sem incertezas) utiliza-

se de condições necessárias e suficientes baseadas em critérios algébricos (analíticos ou ex-

pressos em termos de um procedimento numérico) de fácil solução ou na análise das raízes da

equação característica do sistema (autovalores da matriz dinâmica). Porém, nos sistemas mais

complexos, como os sistemas LPV e chaveados, esses procedimentos não se aplicam devido às

dificuldades em lidar com a incerteza. Dessa forma, foram desenvolvidas diferentes abordagens

para a certificação da estabilidade, particularmente para sistemas discretos, sendo que todas as

técnicas existentes estão relacionadas com o cômputo do raio espectral da matriz dinâmica in-

certa (BLONDEL et al., 2004; PARRILO; JADBABAIE, 2008; JUNGERS, 2009), de forma

que a condição necessária e suficiente para a estabilidade de um sistema linear incerto discreto

no tempo é possuir um raio espectral menor do que um (PARRILO; JADBABAIE, 2008).

A análise da estabilidade utilizando a teoria de Lyapunov (LYAPUNOV, 1992; HENRION

et al., 2004; OLIVEIRA et al., 2005; SATO; PEAUCELLE, 2006) é uma das técnicas mais

utilizadas, pois fornece condições suficientes, que podem ser traduzidas em condições nume-

ricamente testáveis e com precisão crescente para certificar a estabilidade robusta de sistemas

incertos. Diferentes estruturas têm sido utilizadas para a função de Lyapunov, no contexto de

sistemas incertos. As primeiras surgiram na década de 1980, utilizando a chamada estabilidade

quadrática, que emprega uma matriz de Lyapunov constante para todo o espaço de incertezas

considerado. Condições menos conservadoras foram desenvolvidas na sequência, por exem-

plo, utilizando estruturas afins ou polinomiais (TROFINO; DE SOUZA, 2001; LEITE; PERES,

2003; CHESI et al., 2005; TROFINO et al., 2005; GEROMEL; KOROGUI, 2006; COX et al.,

2018; CHESI et al., 2009; GEROMEL; KOROGUI, 2006). Nesse contexto, destaca-se uma

classe de funções de Lyapunov com dependência polinomial nos parâmetros que deu origem à

chamada κ-estabilidade, apresentada em (DE OLIVEIRA et al., 2007; DE OLIVEIRA et al.,

2010), para o caso discreto invariante no tempo, em (OLIVEIRA et al., 2009; MOZELLI; PA-

LHARES, 2011), para o caso contínuo com variação limitada, e em (BERTOLIN et al., 2018b;

BERTOLIN et al., 2018a) para parâmetros arbitrariamente rápidos em tempo discreto.

A κ-estabilidade propõe funções de Lyapunov polinomiais construídas a partir de uma des-
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crição redundante das equações de estado do sistema incerto. Como consequência, a função de

Lyapunov envolve a matriz dinâmica do sistema, dependendo polinomialmente do parâmetro

incerto com grau proporcional a um inteiro κ associado ao número de equações redundantes.

Como demonstrado em (DE OLIVEIRA et al., 2010), mesmo para escolhas de matrizes cons-

tantes (i.e., independentes do parâmetro) associadas às variáveis de decisão que compõem a

função de Lyapunov, há uma redução progressiva do conservadorismo com o aumento de κ ,

tendendo-se assintoticamente à necessidade.

A principal vantagem das condições de estabilidade robusta apresentadas nesta dissertação

vem da formulação numérica em termos de otimização convexa empregando desigualdades ma-

triciais lineares (em inglês, Linear Matrix Inequalities — LMIs) permitindo afirmar, em alguns

casos, a garantia de convergência dos algoritmos. É importante mencionar que o ferramental

numérico baseado em LMIs é muito utilizado para resolver problemas de análise de estabili-

dade e muitos outros nas áreas de controle e processamento de sinais (BOYD et al., 1994; EL

GHAOUI; NICULESCU, 2000; OLIVEIRA; PERES, 2010). A principal razão para esse fato é

o amplo amparo numérico proporcionado por pacotes computacionais que possuem algoritmos

de otimização com eficiência comprovada (GAHINET et al., 1995; LÖFBERG, 2004; STURM,

1999).

Esta dissertação tem como foco principal o problema de análise de estabilidade robusta de

sistemas lineares discretos com parâmetros variantes no tempo apresentando três tipos de varia-

ções: Arbitrária (ou chaveada), limitada e dinâmica. O objetivo principal é usar a κ-estabilidade

para propor novas condições LMIs que certifiquem a estabilidade baseando-se na descrição

redundante das equações de estado do sistema e nas funções de Lyapunov dependentes de parâ-

metros, além de propor extensões para o cálculo de normas H2 e H∞. No final de cada capítulo,

são apresentados estudos numéricos com exemplos retirados da literatura fazendo-se compara-

ções com outros trabalhos, utilizando as ferramentas computacionais disponíveis no software

MATLAB para a programação de LMIs, além de parsers e solvers como ROLMIP (AGULHARI

et al., 2019), SeDuMi (STURM, 1999) e Mosek (ANDERSEN; ANDERSEN, 2000).

A organização da dissertação é a seguinte: No Capítulo 2 são apresentados os principais

conceitos e definições que servem de base para as técnicas propostas neste trabalho. O Capí-

tulo 3 explora o uso de equações redundantes no espaço de estados, definindo condições LMIs

suficientes que asseguram a estabilidade robusta e o conceito de κ-estabilidade. Extensões do

conceito de κ-estabilidade para tratar os problemas de cômputo de custo garantido H2 e H∞ são

apresentadas no Capítulo 4. O Capítulo de Conclusão descreve as contribuições da dissertação,

perspectivas de trabalhos futuros e artigos publicados durante o mestrado.
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CAPÍTULO 2

Conceitos básicos e definições

2.1 Introdução

Este capítulo introduz os modelos utilizados para representar sistemas lineares discretos

com parâmetros variantes no tempo, apresenta definições de estabilidade e critérios de desem-

penho baseados nas normas H2 e H∞, e os resultados mais importantes no contexto no qual

esta dissertação oferece contribuições. Particularmente sobre o problema de estabilidade ro-

busta, são apresentados os principais resultados baseados em LMIs. Para que a apresentação

das contribuições dadas nos Capítulos 3 e 4 fique mais clara em termos de notação, sempre que

possível as condições propostas são expressas em termos de LMIs dependentes de parâmetros.

Embora esse tipo de condição não seja tratável numericamente, relaxações podem ser utilizadas,

como discutido em detalhes na Seção 2.4.

2.2 Análise de estabilidade

Nesta seção é formalizado o problema de estabilidade robusta de sistemas lineares discretos

com parâmetros variantes no tempo. Além disso, apresenta-se uma pequena revisão histórica

dos principais resultados baseados em LMIs que surgiram na literatura nos últimos anos para

tratar o problema. Como existe uma forte ligação entre a estabilidade de um sistema com pa-

râmetros variantes no tempo pertencentes a conjuntos convexos (por exemplo, um politopo) e

sistemas chaveados, abordam-se os dois casos de forma conjunta.

Considere o sistema linear discreto com parâmetros variantes no tempo dado por

x(k+1) = A(α(k))x(k), (2.1)
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em que A(α(k)) ∈ R
n×n é uma matriz dada na forma

A(α(k)) =
N

∑
i=1

αi(k)Ai

e α(k), (α1(k), . . . ,αN(k)) é um vetor de parâmetros variantes no tempo pertencentes ao sim-

plex unitário

ΛN ,

{

(ξ1, . . . ,ξN) ∈ R
N :

N

∑
i=1

ξi = 1, ξi ≥ 0, i = 1, . . . ,N

}

para todo k ≥ 0. Graças à dependência linear em α(k) e à estrutura de ΛN , a matriz A(α(k)) é

conhecida como politópica com parâmetros variantes no tempo, ou como linear variante com

parâmetros (em inglês, linear parameter-varying — LPV) com estrutura politópica, e Ai, i =

. . . ,N são matrizes conhecidas chamadas de vértices do politopo. Restringindo α(k) ao conjunto

ΨN ,
{
(ξ1, . . . ,ξN) ∈ ΛN : ξi = 1, ξ j = 0, i 6= j

}

garante-se que a matriz A(α(k)) assuma valores apenas nos vértices do politopo e, neste caso,

o sistema é conhecido como sistema chaveado.

Definição 2.1. O sistema discreto (2.1) é uniformemente assintoticamente estável, ou estável

no sentido Lyapunov se, qualquer que seja a condição inicial x(0),

lim
k→∞

||x(k)||= 0.

Um resultado importante sobre a evolução de x(k) em (2.1) é que a estabilidade assintótica é

equivalente para os dois casos α(k) ∈ ΛN e α(k) ∈ ΨN (LEE, 2006; LIN; ANTSAKLIS, 2005;

LIN; ANTSAKLIS, 2009). Além disso, sabe-se também que a estabilidade assintótica é equiva-

lente a ρ(A(α(k)))< 1 em que ρ(A(α(k))) é o raio espectral conjunto (em inglês, joint spectral

radius — JSR) da sequência A(α(0))A(α(1)) · · ·A(α(T )) quando T → ∞. Atualmente existem

muitos métodos para computar o JSR (mais detalhes podem ser consultados em (PARRILO;

JADBABAIE, 2008; CHANG; BLONDEL, 2013; AHMADI et al., 2014), no livro (JUNGERS,

2009) e no toolbox especializado (VANKEERBERGHEN et al., 2014)). Neste trabalho o inte-

resse está nas técnicas baseadas na teoria de estabilidade de Lyapunov, mais precisamente, nos

métodos baseados em LMIs, que são problemas de otimização pertencentes a uma área mais

geral conhecida como programação semi-definida (em inglês, semi-definite programming —

SDP). A razão para esse interesse em particular é que qualquer melhoria obtida no problema de

análise usando esta classe de ferramentas pode beneficiar os projetos de síntese de controladores

e filtros para sistemas discretos LPV e chaveados.
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Antes de prosseguir, considere os conjuntos K, {1, . . . ,N},

ΩM ,






ξ = (ξ1, . . . ,ξM) ∈ ΛN ×·· ·×ΛN

︸ ︷︷ ︸

M−vezes

⊂ R
MN






,

ΞM ,






ξ = (ξ1, . . . ,ξM) ∈K×·· ·×K

︸ ︷︷ ︸

M−vezes
⊂ N

M






.

O conjunto ΞM é utilizado para definir todas as sequências possíveis de α(k) de comprimento

M, isto é, (α(0),α(1), . . . ,α(M)) quando α(k) ∈ ΨN (cardinalidade NM). Note que, a cada

instante de tempo, apenas um índice é necessário para caracterizar α(k) ∈ ΨN (associado ao

único modo ativo). A base da maioria das condições de estabilidade apresentadas nesta seção é

dada pelo próximo lema.

Lema 2.1. (BLIMAN; FERRARI-TRECATE, 2003). O sistema (2.1) com α(k) ∈ ΨN é assin-

toticamente estável se, e somente se, para um inteiro p suficientemente grande, qualquer das

condições equivalentes seguintes são verdadeiras.

(a) Existe uma função de Lyapunov quadrática V (x(k)) positiva (para x(k) 6= 0) tal que

V (x(k+ p))<V (x(k)), ∀k ≥ 0 ao longo das trajetórias de (2.1).

(b) Existe uma função de Lyapunov quadrática V (x(k)) positiva (para xp(k) 6= 0) tal que

V (xp(k+1))<V (xp(k)), ∀k ≥ p−1 ao longo das trajetórias de (2.1), em que

xp(k) =
[

x(k)T x(k+1)T · · · x(k− p+1)T
]T

.

A propriedade interessante do Lema 2.1 é a equivalência entre a procura de uma função

Lyapunov quadrática em x(k) que diminui em p instantes de tempo e uma função Lyapunov

quadrática em xp(k) (estados aumentados) que decresce em um instante de tempo. A condi-

ção (b) não foi explorada em (BLIMAN; FERRARI-TRECATE, 2003) em termos de testes

computacionais, mas é precisamente o ponto de partida da principal contribuição desta disser-

tação, apresentada no Capítulo 3. O próximo lema é uma consequência direta da condição (a)

do Lema 2.1 e é o primeiro resultado importante no contexto dos métodos baseados em LMIs.

Lema 2.2. (BLIMAN; FERRARI-TRECATE, 2003). O sistema (2.1) com α(k) ∈ ΨN é assin-

toticamente estável se, e somente se, existir uma matriz simétrica definida positiva P ∈ Rn×n e

um inteiro suficientemente grande p tais que

AT
σp

AT
σp−1

· · ·AT
σ1

PAσ1 · · ·Aσp−1Aσp −P < 0, ∀(σ1, . . . ,σp) ∈ Ξp (2.2)

são verificadas.

A primeira característica notória do Lema 2.2 é que, sempre que o sistema (2.1) com α(k)∈

ΨN é assintoticamente estável, as condições do Lema 2.2, mais precisamente, um conjunto finito
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de condições LMIs, fornecem uma solução viável com o aumento de p (relaxação convergente).

Apesar de o número de LMIs crescer exponencialmente com p, é importante ressaltar que o

problema tem somente n(n+ 1)/2 variáveis de otimização (que são os elementos da matriz

P). Outra característica importante do Lema 2.2 é que o resultado é baseado na existência da

função de Lyapunov quadrática nos estados V (x(k)) = x(k)T Px(k), contrastando com o caso

contínuo no tempo em que uma função de Lyapunov polinomial homogênea nos estados com

grau arbitrário é necessária para provar a estabilidade (CHESI, 2011). Finalmente, note que a

condição (2.2) para p = 1 é o bem conhecido teste da estabilidade quadrática (BOYD et al.,

1994), que serviu de base para o desenvolvimento de muitas condições de análise e síntese

baseadas em LMIs no contexto de sistemas lineares incertos desde o início dos anos noventa do

século XX.

Para melhorar a convergência, em termos de necessitar de menores valores de p para certi-

ficar a estabilidade assintótica, o artigo (BLIMAN; FERRARI-TRECATE, 2003) também for-

nece uma relaxação alternativa envolvendo mais variáveis de decisão.

Lema 2.3. (BLIMAN; FERRARI-TRECATE, 2003). O sistema (2.1) com α(k)∈ΨN é assinto-

ticamente estável se, e somente se, existirem matrizes simétricas definidas positivas Pσ ∈Rn×n,

σ ∈ Ξp e um inteiro suficientemente grande p tais que

AT
σ+

p
AT

σ+
p−1

· · ·AT
σ+

1
Pσ+Aσ+

1
· · ·Aσ+

p−1
Aσ+

p
−Pσ < 0, ∀(σ+,σ) ∈ Ξ2p

são verificadas, em que σ ∈ Ξp e σ+ ∈ Ξp.

As condições do Lema 2.3 também têm um crescimento exponencial do número de variá-

veis de decisão, mas podem fornecer uma convergência mais rápida em termos de p do que

o Lema 2.2. Note que para p = 1, as LMIs resultantes, se factíveis, certificam a estabilidade

utilizando o conceito de estabilidade poli-quadrática (DAAFOUZ; BERNUSSOU, 2001b). O

próximo resultado, proposto em (LEE; DULLERUD, 2006), pode ser considerado como uma

melhoria com respeito aos lemas 2.2 e 2.3.

Lema 2.4. (LEE; DULLERUD, 2006). O sistema (2.1) com α(k) ∈ ΨN é assintoticamente

estável se, e somente se, existirem matrizes simétricas definidas positivas Pσ ∈ Rn×n, σ ∈ Ξp e

um inteiro suficientemente grande p tais que

AT
σp+1

Pσ1,...,σpAσp+1 −Pσ2,...,σp+1 < 0, ∀σ ∈ Ξp+1

são verificadas.

A matriz de Lyapunov Pσ é chamada de dependente de caminho (em inglês, path-dependent)

em (LEE; DULLERUD, 2006) devido à indexação baseada em todos os caminhos (sequências)

possíveis que o sinal σ(k) pode assumir em p instantes de tempo. A vantagem com respeito

ao Lema 2.3 é que o número de LMIs, embora também aumente exponencialmente com p,

é dado por N p+1 (oposto a N2p do Lema 2.3). Outra importante característica do Lema 2.4
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é que, diferentemente dos lemas 2.2 e 2.3, se as LMIs são factíveis para um dado p então

também são para p + 1. Em (LEE, 2006) é mostrado que o Lema 2.4 também serve como

condição de estabilidade para o sistema (2.1) evoluindo como um sistema LPV (α(k) ∈ ΛN),

sendo uma prova alternativa para a equivalência de estabilidade entre um sistema LPV e um

sistema chaveado.

O primeiro objetivo desta dissertação é oferecer uma alternativa aos lemas anteriores, esta-

belecendo uma nova relaxação baseada em LMIs para verificar a estabilidade do sistema LPV

(2.1). A motivação é obter um teste de estabilidade com convergência similar à dos lemas 2.3

e 2.4, mas com crescimento polinomial do número de variáveis de decisão. A inspiração vem do

conceito conhecido como κ-estabilidade, em que uma função de Lyapunov especial, construída

usando uma descrição redundante da equação dinâmica, é empregada para certificar a estabi-

lidade para sistemas politópicos contínuos (OLIVEIRA et al., 2005; EBIHARA et al., 2005;

OLIVEIRA et al., 2008; OLIVEIRA et al., 2009) e discretos no tempo (DE OLIVEIRA et al.,

2010). Os resultados são apresentados no Capítulo 3.

2.3 Cômputo das normas H2 e H∞

Além da análise da estabilidade, outro aspecto importante no estudo de sistemas lineares é

o cômputo das normas H2 e H∞, pois são critérios de desempenho muito úteis para prever o

comportamento do sistema em determinadas situações, como a estimativa da energia na saída

frente a alguns sinais de entrada particulares, ou a relação entre a energia de sinais exógenos

(ruídos) de entrada e a energia da saída.

Para isto, considere o sistema linear discreto com parâmetros variantes no tempo

x(k+1) = A(α(k))x(k)+B(α(k))w(k) (2.3a)

y(k) =C(α(k))x(k)+D(α(k))w(k) (2.3b)

em que w(k) e y(k) são os vetores de entrada e saída do sistema, respectivamente. As matrizes

do sistema A(α(k)) ∈ Rn×n, B(α(k)) ∈ Rn×m, C(α(k)) ∈ Rp×n e D(α(k)) ∈ Rp×m são dadas

por

{
A(α(k)),B(α(k)),C(α(k)),D(α(k))

}
=

N

∑
i=1

αi(k)
{

Ai,Bi,Ci,Di

}
, α(k) ∈ ΛN . (2.4)

Caso as matrizes do sistema evoluam apenas nos vértices (α(k) ∈ ΨN) então o sistema é

considerado chaveado.

2.3.1 Norma H2

Uma possível definição (DE CAIGNY et al., 2010) para a norma H2 de sistemas lineares

discretos variantes no tempo (2.3) robustamente estáveis, para um horizonte de tempo infinito,
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é dada por

||H||22 = limsup
T→∞

ε

{
1
T

T

∑
k=0

y(k)T y(k)

}

.

quando a entrada do sistema w(k) é um ruído branco Gaussiano de média zero e matriz de

covariância igual a identidade.

Os dois lemas seguintes fornecem limitantes superiores (custos garantidos) φ e ϕ para a

norma H2 do sistema (2.3) considerado como politópico variante no tempo em termos de LMIs

dependentes de parâmetros (DE CAIGNY et al., 2010).

Lema 2.5. O sistema (2.3) é robustamente estável com o custo garantido H2 dado por φ se

existir uma matriz Lyapunov dependente de parâmetros P(α(k)) = P(α(k))T ∈Rn×n tal que as

LMIs dependentes de parâmetros

Tr
(
B(α(k))T P(α(k+1))B(α(k))+D(α(k))TD(α(k))

)
< φ 2 (2.5)






P(α(k)) ⋆ ⋆

P(α(k+1))A(α(k)) P(α(k+1)) ⋆

C(α(k)) 0 I




> 0 (2.6)

são verificadas para todo (α(k),α(k+1))∈ ΛN ×ΛN .

Lema 2.6. O sistema (2.3) é robustamente estável com o custo garantido H2 dado por ϕ se

existir uma matriz Lyapunov dependente de parâmetros W (α(k)) =W (α(k))T ∈ Rn×n tal que

as LMIs dependentes de parâmetros

Tr
(
C(α(k))W(α(k))C(α(k))T +D(α(k))D(α(k))T

)
< ϕ2 (2.7)






W (α(k+1)) ⋆ ⋆

W (α(k))A(α(k))T W (α(k)) ⋆

B(α(k))T 0 I




> 0 (2.8)

são verificadas para todo (α(k),α(k+1))∈ ΛN ×ΛN .

O lemas 2.5 e 2.6 são formulados com base no gramiano de observabilidade e de contro-

labilidade, respectivamente, e podem fornecer custos garantidos diferentes (para sistemas inva-

riantes no tempo os valores seriam iguais se as condições pudessem ser resolvidas de maneira

exata). No contexto de sistemas LPV arbitrariamente variantes ou chaveados, esses lemas são

chamados de peak impulse response level e average output variance level (LEE; KHARGONE-

KAR, 2008). Nesta dissertação, apenas o Lema 2.5 é usado para o cômputo de custo garantido

H2.
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2.3.2 Norma H∞

A norma H∞ do sistema (2.3) é definida em termos do ganho ℓ2 do sistema, isto é,

||H||∞ = sup
||w(k)||2 6=0

||y(k)||2
||w(k)||2

.

Utilizando uma função de Lyapunov na forma v(x(k)) = x(k)T P(α(k))x(k) e considerando que

o sistema (2.3) é robustamente estável, é possível formular o problema do cômputo da norma

H∞ do sistema em termos de um limitante superior µ por meio da seguinte desigualdade

x(k+1)T P(α(k+1))x(k+1)− x(k)T P(α(k))x(k)+ y(k)T y(k)−µ2w(k)T w(k)< 0. (2.9)

Utilizando as equações do sistema e aplicando algumas manipulação algébricas, obtém-se uma

condição chamada Bounded Real Lemma, apresentada no lema a seguir em termos de LMIs

dependentes de parâmetros. (BARBOSA et al., 2002; DE SOUZA et al., 2006; DE CAIGNY

et al., 2010).

Lema 2.7. O sistema (2.3) é robustamente estável com o custo garantido H∞ dado por µ se

existir uma matriz Lyapunov dependente de parâmetros P(α(k)) = P(α(k))T ∈ R
n×n tal que









P(α(k)) ⋆ ⋆ ⋆

P(α(k+1))A(α(k)) P(α(k+1)) ⋆ ⋆

C(α(k)) 0 I ⋆

0 B(α(k))T P(α(k+1)) D(α(k))T µ2I









> 0 (2.10)

é verificada para todo (α(k),α(k+1))∈ ΛN ×ΛN .

Nota-se que o cálculo para o limitante da norma H∞ possui uma forma equivalente trocando

a quádrupla {A,B,C,D}(α(k)) pela sua transposta {AT ,CT ,BT ,DT}(α(k)) na condição.

2.4 Aproximações para LMIs dependentes de parâmetros

Um destaque importante sobre as condições dos lemas 2.5 e 2.7 é que as desigualdades

são dadas na forma de LMIs dependentes de parâmetros, uma vez que a estrutura da matriz

de Lyapunov, como função do vetor de parâmetros α(k), é desconhecida. Uma prática para

resolver o problema (frequentemente utilizada nos anos mil novecentos e noventa) seria testar as

condições em uma amostra de pontos do domínio, obtendo um limitante inferior para as normas.

À medida que o número de pontos cresce, limitantes cada vez mais próximos do valor ótimo

(para a estrutura escolhida) poderiam ser obtidos. Nesta dissertação adota-se uma estratégia

mais moderna e robusta, que consiste em impor uma estrutura para a matriz de Lyapunov.

Embora seja possível arbitrar estruturas polinomiais de grau genérico, serão utilizadas matrizes

de Lyapunov fixas (independentes de α(k)) ou dependentes de maneira afim em α(k). Nesse
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caso as desigualdades resultantes tornam-se matrizes polinomiais e testes de positividade podem

ser realizados por meio de relaxações. Por exemplo, considere a LMI dependente de parâmetros

associada ao problema de estabilidade robusta A(α(k))T P(α(k+ 1))A(α(k))−P(α(k)) < 0,

com A(α(k)) = α1(k)A1 +α2(k)A2 politópica (α(k) ∈ ΛN). Escolhendo uma estrutura similar

para P(α(k)), isto é, P(α(k)) = α1(k)P1+α2(k)P2, tem-se a desigualdade

α2
1 (k)α1(k+1)(AT

1 P1A1 −P1)+α1(k)α2(k)α1(k+1)(AT
1 P1A2 +AT

2 P1A1 −P1 +P2)

+α2
2 (k)α1(k+1)(AT

2 P1A2 −P2)+α2
1 (k)α2(k+1)(AT

1 P2A1 −P1)

+α1(k)α2(k)α2(k+1)(AT
1 P2A2 +AT

2 P2A1 −P1 +P2)+α2
2 (k)α2(k+1)(AT

2 P2A2 −P2)< 0

Como tanto α(k) e α(k+1) pertencem a ΛN para todo k ≥ 0, todos os monômios do polinômio

do lado esquerdo da desigualdade são não negativos. Portanto, para verificar se a desigualdade

é definida negativa para todo (α(k),α(k+ 1)) ∈ ΛN ×ΛN , basta testar se os coeficientes são

negativos, isto é, se as LMIs

AT
1 P1A1 −P1 < 0, AT

1 P1A2 +AT
2 P1A1 −P1 −P2 < 0, AT

2 P1A2 −P2 < 0

AT
1 P2A1 −P1 < 0, AT

1 P2A2 +AT
2 P2A1 −P1 −P2 < 0, AT

2 P2A2 −P2 < 0

são factíveis. Esta relaxação é conhecida como relaxação de Pólya e tem sido extensivamente

utilizada na literatura de análise e controle robusto (OLIVEIRA; PERES, 2007). Além disso, o

processo de extração das LMIs (coeficientes do polinômio matricial resultante) pode ser reali-

zado com a ajuda de um parser, auxílio importante quando tratarem-se sistemas com um grande

número de parâmetros e estruturas mais complexas para a matriz de Lyapunov. Por exemplo,

nesta dissertação utiliza-se o parser ROLMIP (AGULHARI et al., 2019), que foi especialmente

desenvolvido para realizar esse tipo de procedimento. Portanto, sempre que uma LMI depen-

dente de parâmetros for apresentada e nenhum comentário específico sobre o método de solu-

ção for indicado, considere que relaxações de Pólya serão empregadas. Particularmente quando

α(k) ∈ ΨN (sistema chaveado), o procedimento para obter as LMIs é simplificado, sendo ne-

cessário testar apenas as desigualdades nos vértices do politopo (αi(k) = 1, α j(k) = 0, j 6= i)

em todos os instantes de tempo de α(k+m), m = 0, . . . ,κ . Essa técnica é similar ao que foi

utilizado nos lemas da seção sobre estabilidade robusta apresentada anteriormente.

2.5 Incerteza afim

Para ampliar o alcance das contribuições da dissertação, também são tratados sistemas dis-

cretos com parâmetros variantes no tempo pertencentes a intervalos. Por exemplo,

x(k+1) = A(θ(k))x(k), (2.11)

com a matriz dinâmica dada por

A(θ(k)) = A0 +
L

∑
i=1

θi(k)Ai, θi(k) ∈ [θim, θiM], ∀k ≥ 0 (2.12)
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e L o número de parâmetros incertos no sistema. Como todos os parâmetros estão confinados a

intervalos quaisquer, este tipo de incerteza é conhecida na literatura como incerteza hiperretan-

gular (ou hipercúbica se θiM = −θim = b, ∀i), embora o termo mais usual seja incerteza afim.

Tratar desigualdades com matrizes com dependência afim nos parâmetros variantes no tempo

requer outros tipos de relaxações, em princípio mais complexas no sentido de demandarem tes-

tes de positividade mais elaborados, como por exemplo, a decomposição em soma de quadrados

(PARRILO, 2000; PARRILO, 2003) ou a introdução de variáveis de folga independentes dos

parâmetros (DE OLIVEIRA et al., 1999). Para tratar essa classe de incertezas com o ferramental

desenvolvido para parâmetros pertencentes ao simplex unitário, é utilizada a seguinte mudança

de variáveis (OLIVEIRA et al., 2009)

αi1(k) =
θiM −θi(k)

θiM −θim
, αi2(k) = 1−αi1(k), (αi1(k),αi2(k)) ∈ Λ2 (2.13)

transformando cada parâmetro θi(k) em dois parâmetros pertencentes a um simplex de dimen-

são dois. A vantagem dessa transformação é que todos os parâmetros variantes no tempo são não

negativos e as relaxações de Pólya utilizadas para tratar as incertezas politópicas também são

aplicáveis. Assim, todas as desigualdades apresentadas ao longo da dissertação expressas em

termos de parâmetros pertencentes a intervalos inicialmente passam pela mudança de variáveis

dada em (2.13) e somente então uma relaxação é aplicada.

2.6 Lemas auxiliares

Dois resultados importantes para a obtenção das condições propostas nesta dissertação são

apresentados nos lemas a seguir.

Lema 2.8 (Lema de Finsler (DE OLIVEIRA; SKELTON, 2001)). Considere as matrizes Q ∈

Rℓ×ℓ e B ∈ Rm×ℓ, com rank(B) < ℓ e BB⊥ = 0. Então, as condições seguintes são equiva-

lentes.

i) ξ T Qξ < 0, ∀ξ ∈ Rℓ, ξ 6= 0, em que Bξ = 0;

ii) BT
⊥QB⊥ < 0;

iii) ∃µ ∈ R em que Q−µBT B < 0;

iv) ∃F ∈ Rℓ×m em que Q+FB+BT FT < 0.

Lema 2.9 (Complemento de Schur (BOYD; VANDENBERGHE, 2004)). Sejam A e C matrizes

simétricas definidas positivas. A desigualdade

C > BA−1BT (2.14)

é equivalente a [

A BT

B C

]

> 0. (2.15)
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CAPÍTULO 3

κ-Estabilidade

3.1 Introdução

Este capítulo introduz o conceito de κ-estabilidade para sistemas discretos variantes no

tempo. A κ-estabilidade é baseada em funções de Lyapunov construídas a partir da descrição

redundante das equações de estado do sistema incerto. Dessa forma, a matriz dinâmica do sis-

tema, em momentos deslocados, compõe a matriz de Lyapunov, que depende polinomialmente

do parâmetro incerto com grau proporcional a um inteiro κ associado ao número de equações

redundantes. Para escolhas adequadas da estrutura das variáveis de decisão da matriz de Lyapu-

nov, mostra-se que condições suficientes na forma de LMIs podem ser obtidas, estabelecendo

uma redução progressiva do conservadorismo com o aumento de κ , tendendo-se assintotica-

mente à necessidade no caso de variações arbitrárias.

3.2 Condições de estabilidade gerais

Deslocando-se no tempo κ −1 vezes a equação do sistema linear discreto incerto e variante

no tempo (2.1), tem-se uma descrição redundante da dinâmica do sistema, dada por

x(k+2) = A(α(k+1))x(k+1)
...

x(k+κ) = A(α(k+κ −1))x(k+κ −1)
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que pode ser reescrita, incluindo a equação original, como

xκ(k+1) =







A(α(k)) · · · 0n

...
. . .

...

0n · · · A(α(k+κ −1))







xκ(k), xκ(k) =







x(k)
...

x(k+κ −1)






. (3.1)

Essa descrição no espaço de estados aumentados tem sido muito explorada na construção de

condições LMIs (algumas com garantia de convergência) para investigar a estabilidade robusta

e o cômputo de custos garantidos H2 e H∞ para sistemas incertos invariantes no tempo (OLI-

VEIRA et al., 2005; EBIHARA et al., 2005; OLIVEIRA et al., 2008; OLIVEIRA et al., 2009;

DE OLIVEIRA et al., 2010). De fato, o sistema original (2.1) é estável se e somente se o sistema

aumentado assim o for, para qualquer valor de κ . A partir das equações redundantes, é possível

definir estruturas para as variáveis de decisão da função de Lyapunov associada à estabilidade

do sistema, ou explorar condições equivalentes de estabilidade obtidas pelo lema de Finsler para

derivar condições suficientes, com distintas complexidades, que certifiquem a estabilidade ro-

busta do sistema. Em particular, no caso de variações arbitrariamente rápidas (o que contempla

a classe de sistemas chaveados), é possível provar que uma estrutura simples para a matriz de

Lyapunov provê condições suficientes e assintoticamente necessárias com o aumento de κ para

a estabilidade robusta do sistema (2.1), assim como nos lemas 2.2, 2.3 e 2.4. Primeiramente, o

seguinte resultado é estabelecido.

Teorema 3.1. O sistema (2.1) é assintoticamente estável se e somente se existir, para qualquer

κ ≥ 1, uma matriz simétrica dependente de parâmetros Pκ(α(k)) ∈ Rκn×κn, tal que

Pκ(α(k), . . . ,α(k+κ −2))> 0, (3.2a)

A(α(k))T
Pκ(α(k+1), . . . ,α(k+κ−1))A(α(k))−Pκ(α(k), . . . ,α(k+κ−2))< 0, (3.2b)

são verdadeiras ∀(α(k), . . . ,α(k+κ −1)) ∈ {ΛN × . . .×ΛN
︸ ︷︷ ︸

(κ−1)−vezes

}, para

Pκ(α(k), . . . ,α(k+κ −2)) =












In

A(α(k))

A(α(k+1))A(α(k))
...

A(α(k+(κ −2)) · · ·A(α(k))












T

×Pκ(α(k))












In

A(α(k))

A(α(k+1))A(α(k))
...

A(α(k+(κ −2)) · · ·A(α(k))












, (3.3)

sendo que para κ = 1, P1(α(k)) = Pκ(α(k)).



CAPÍTULO 3. κ-ESTABILIDADE 29

Demonstração. Considere a seguinte função de Lyapunov quadrática em xκ(k)

V (xκ(k),α(k)) = xκ(k)
T Pκ(α(k))xκ(k), Pκ(α(k)) ∈ R

κn×κn,

para o sistema aumentado dado por (3.1). Fazendo as substituições das equações deslocadas, a

função de Lyapunov pode ser reescrita como

V (x(k),α(k)) = x(k)T
Pκ(α(k),α(k+1), . . . ,α(k+κ −1))x(k)

com Pκ(α(k),α(k+ 1), . . . ,α(k+κ − 1)) em (3.3). Impondo-se a negatividade da diferença

em dois instantes consecutivos de tempo, tem-se

V (x(k+1),α(k+1))−V(x(k),α(k)) =

x(k)T
(
A(α(k))T

Pκ(α(k+1), . . . ,α(k+κ))A(α(k))

−Pκ(α(k), . . . ,α(k+κ −1))
)
x(k)< 0, ∀x(k) 6= 0,

bem como V (x(k),α(k))> 0, sempre que as condições (3.2) forem verdadeiras.

Note que as condições do Teorema 3.1 exploram justamente a condição (b) do Lema 2.1, que

não havia sido explorada em (BLIMAN; FERRARI-TRECATE, 2003). Condições equivalentes

de estabilidade podem ser obtidas a partir do uso do Lema 2.8 (Finsler), com a escolha adequada

de ξ , B e Q, como mostrado no teorema a seguir.

Teorema 3.2. O sistema (2.1) é assintoticamente estável se e somente se existirem µ(α(k), . . . ,

α(k+κ)), F(α(k), . . . ,α(k+κ)) e Pκ (α(k), . . . ,α(k+κ −1)) > 0, dado por (3.3), tais que

qualquer condição equivalente do Lema de Finsler seja factível para κ ≥ 1 e ξ , B, B⊥ e Q

definidos por

ξ T =
[

x(k)T · · · x(k+κ)T
]

, (3.4)

Lκ =
[

Iκ 0κ×1

]

, Rκ =
[

0κ×1 Iκ

]

, (3.5)

Qκ =−(LT
κ ⊗ In)Pκ(α(k))(LT

κ ⊗ In)
T

+(RT
κ ⊗ In)Pκ(α(k+1))(RT

κ ⊗ In)
T ∈ R

(κ+1)n×(κ+1)n, (3.6)

e a matriz B = Bκ ∈ R(κn×(κ+1)n) dada por

Bκ =












A(α(k)) −In · · · 0n 0n

0n A(α(k+1)) · · · 0n 0n

...
...

. . .
...

...

0n 0n −In 0n

0n 0n · · · A(α(k+κ −1)) −In











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sendo que, dessa maneira, B⊥ = B⊥κ ∈ R
(κ+1)n×n pode ser escrita como

B⊥κ =












In

A(α(k))

A(α(k+1))A(α(k))
...

A(α(k+(κ −1)) · · ·A(α(k))












.

Demonstração. Segue diretamente das equivalências nas condições apresentadas no Lema 2.8

(Finsler) e do fato de não haver estruturas previamente definidas associadas às variáveis de

decisão Pκ(·), µ(·) e F(·) utilizadas.

Note que a matriz de Lyapunov Pκ(·) pode depender polinomialmente, em princípio com

grau arbitrário, dos parâmetros α(k), . . . ,α(k+κ −1), como também as variáveis de folga µ(·)

e F(·), que podem ser formadas da mesma maneira.

Analisando, por exemplo, o caso κ = 1 (ou seja, sem equações redundantes), o Teorema 3.2

pode ser aplicado com

B =
[

A(α(k)) −In

]

, B⊥ =

[

In

A(α(k))

]

e 0 < P1(α) = P(α) ∈ Rn×n. Então, com

Q(α(k),α(k+1)) =

[

−P(α(k)) 0

0 P(α(k+1))

]

a condição i) com ξ T =
[

x(k)T x(k+1)T
]

proporciona

[

x(k)

x(k+1)

]T [

−P(α(k)) 0

0 P(α(k+1))

][

x(k)

x(k+1)

]

= x(k+1)T P(α(k+1))x(k+1)− x(k)T P(α(k))x(k)

= x(k)T
(
A(α(k))T P(α(k+1)A(α(k))−P(α(k))

)
x(k)< 0

o que é equivalente à (por iv)) existência da matriz FT (·) =
[

F1(·)
T F2(·)

T
]

de forma que

[

−P(α(k)) 0

0 P(α(k+1))

]

+

[

A(α(k))T

−In

]
[

F1(α(k),α(k+1))T F2(α(k),α(k+1))T
]T

+

[

F1(α(k),α(k+1))

F2(α(k),α(k+1))

]
[

A(α(k)) −In

]

< 0.
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3.3 Variações do parâmetro incerto

O vetor de parâmetros α(k) ∈ ΛN pode variar de diferentes maneiras ao longo do tempo.

Neste trabalho, assumem-se três diferentes formas de variação paramétrica: arbitrária (ou seja,

o vetor de parâmetros no instante k+1 pode estar em qualquer ponto do simplex, independen-

temente do valor de α(k)); limitada (considera-se que cada elemento do vetor de parâmetros

em k + 1 pode estar no máximo a uma distância b ≤ 1 do valor α(k), respeitando a restrição

α(k+1)∈ΛN); e também que o parâmetro α(k) segue uma trajetória definida por uma equação

a diferenças.

3.3.1 Arbitrária

Nos sistemas discretos variantes no tempo com variação arbitrária o parâmetro α(k+1) não

depende de α(k), i.e., o parâmetro variante no tempo α(k) pode variar arbitrariamente dentro

do simplex unitário. Embora essa situação seja a mais geral, seu tratamento é mais simples, pois

basta considerar que todos os instantes sucessivos de α(k) são parâmetros distintos e indepen-

dentes e o procedimento de relaxação detalhado na Seção 2.4 pode ser aplicado sem maiores

dificuldades. Por outro lado, quando o valor de α(k + 1) depende de α(k) (assim como nos

instantes sucessivos), o tratamento é mais complexo, como mostrado na seção a seguir.

3.3.2 Limitada

Os sistemas discretos politópicos com parâmetros variantes no tempo com taxas de variação

limitadas possuem o limite da variação dos parâmetros αi(k) modelado como

|αi(k+1)−αi(k)| ≤ bi ≤ 1, k ≥ 0. (3.7)

Pode-se perceber que bi = 0 corresponde ao caso de sistemas invariantes no tempo, enquanto

que bi = 1 representa sistemas arbitrariamente variantes no tempo.

Considerando-se avanços arbitrários no vetor, o espaço dos parâmetros {α(k),α(k+1), . . . ,

α(k+η)} pode ser representado em um novo domínio (BERTOLIN et al., 2019; OLIVEIRA;

PERES, 2009; DE CAIGNY et al., 2010), que corresponde a uma região politópica representada

em termos de um vetor de parâmetros invariante no tempo γ ∈ΛM (o número M de vértices desse

politopo é, a princípio, desconhecido, dependendo do exemplo a ser tratado) e relacionado com
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os vetores α(·) por meio da transformação linear

















α1(k)
...

αN(k)
...

α1(k+η)
...

αN(k+η)

















= Hηγ, (3.8)

em que a matriz Hη é estruturada da seguinte forma

Hη =
[

h1 h2 · · · hM

]

,

sendo que os vetores h j ∈ R(η+1)N são os vértices do politopo. O cômputo das colunas h j pode

ser feito a partir da região factível delimitada pelos hiperplanos associados às restrições

N

∑
i=1

αi(k+ j) = 1, j = 0,1, . . . ,η,

−bi ≤ αi(k+ j+1)−αi(k+ j)≤ bi, 0 ≤ αi(k+ j)≤ 1,

i = 1, . . . ,N, j = 0,1, . . . ,η.

Embora tenham sido propostos alguns métodos na literatura para encontrar as colunas h j (OLI-

VEIRA; PERES, 2009; DE CAIGNY et al., 2010), nenhum desses métodos garante que o re-

sultado é exato no sentido de representar precisamente a região de interesse. Nesta dissertação

é proposto um procedimento que calcula a região exata, considerando η arbitrário. Note que

a região pode ser descrita por meio de um problema de programação linear padrão Ax ≤ b,

Aex = be com

A= blkdiag(Ā, . . . , Ā
︸ ︷︷ ︸

N−vezes

),

Ā =









Iη+1 ⊗

[

1

−1

]

[

Iη ⊗

[

−1

1

]

02η×1

]

+

[

02η×1 Iη ⊗

[

1

−1

]]









,

b = [b̄′1, . . . , b̄
′
N]

′,

b̄i =





1η+1×1 ⊗

[

1

0

]

12η×1 ⊗bi




 ,

Ae = 11×N ⊗ Iη+1, be = 1η+1×1.



CAPÍTULO 3. κ-ESTABILIDADE 33

O problema de obtenção dos vértices h j da região politópica definida pelas restrições li-

neares é conhecido como enumeração de vértices (em inglês, vertex enumeration) (AVIS; FU-

KUDA, 1992). Os valores de h j podem ser computados usando, por exemplo, a rotina Polyhe-

dron do pacote Multi-Parametric Toolbox (MPT) (HERCEG et al., 2013).

Como ilustração, considere dois instantes de tempo k e k+ 1. A região factível para o par

(αi(k),αi(k+1)) ∈ R
2N é um politopo com seis vértices, que pode ser representado pela com-

binação convexa dos vértices dados por
[

αi(k)

αi(k+1)

]

= co

{[

0

0

]

,

[

bi

0

]

,

[

1

1−bi

]

,

[

1

1

]

,

[

1−bi

1

]

,

[

0

bi

]}

.

A Figura 3.1 ilustra essa região para bi = 0.2.
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Figura 3.1 – Espaço paramétrico αi(k)×αi(k+1) para taxa limitada de variação bi = 0.2.

Para três instantes de tempo, ou seja, para (αi(k),αi(k+1),αi(k+2)) e bi = 0.2, o politopo

é dado por






αi(k)

αi(k+1)

αi(k+2)




= co












0.2

0

0




 ,






0.2

0

0.2




 ,






0.6

0.8

1




 ,






0.8

1

0.8




 ,






0.8

1

1




 ,






1

1

0.8




 ,






1

0.8

0.6




 ,






1

1

1




 ,






1

0.8

1




 ,






0.4

0.2

0




 ,






0

0.2

0.4




 ,






0

0

0.2




 ,






0

0

0




 ,






0

0.2

0












,

como ilustrado na Figura 3.2.
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Figura 3.2 – Espaço paramétrico αi(k)×αi(k+ 1)×αi(k+ 2) para taxa limitada de variação
bi = 0.2.

Uma vez obtidos os vetores de Hη , todas as matrizes dependentes de α(k+ j), j = {0,1, . . . ,η}

podem ser convertidas sistematicamente em termos de γ ∈ ΛM . Por exemplo,

A(α(k)) =
N

∑
i=1

αi(k)Ai =
N

∑
i=1

M

∑
j=1

γ jh j(i)Ai

A(α(k+1)) =
N

∑
i=1

αi(k+1)Ai =
2N

∑
i=N+1

M

∑
j=1

γ jh j(i)Ai

...

A(α(k+η)) =
N

∑
i=1

αi(k+η)Ai =
(η+1)N

∑
i=ηN+1

M

∑
j=1

γ jh j(i)Ai.

Para tratar sistemas discretos com incerteza na forma afim definida em (2.11), as taxas de

variação limitadas são apresentadas na forma

|θi(k+1)−θi(k)| ≤ ρi, ∀k ≥ 0, (3.9)

e o valor de bi associado às variáveis transformadas (αi1(k),αi2(k)) tal que |αi1(k + 1)−

αi1(k)|= |αi2(k+1)−αi2(k)| ≤ bi é dado por

bi =
ρi

θiM −θim
(3.10)

e a matriz Hη pode ser computada para cada par (αi1(k), αi2(k)) (associado a cada θi(k)).

Alternativamente, o domínio pode ser descrito diretamente em termos dos parâmetros θi(k)
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(por exemplo, utilizando o pacote MPT), pelo conjunto {θ : Aθ ≤ b} com

A= blkdiag(Ā, . . . , Ā
︸ ︷︷ ︸

N−vezes

),

Ā =









Iη+1 ⊗

[

1

−1

]

[

Iη ⊗

[

−1

1

]

02η×1

]

+

[

02η×1 Iη ⊗

[

1

−1

]]









,

b = [b̄T
1 , . . . , b̄

T
N]

T ,

b̄i =






1η+1×1 ⊗

[

θiM

−θim

]

12η×1 ⊗bi




 .

Embora não explorada neste manuscrito, essa última formulação é uma contribuição desta dis-

sertação e pode ser utilizada pelas técnicas da literatura que trabalham diretamente com o vetor

θ(k), sem a aplicação da transformação dada em (2.13).

3.3.3 Dinâmica

Por simplicidade, os sistemas discretos com parâmetros que variam de acordo com uma

dinâmica são inicialmente descritos na forma afim dada por (2.11), sendo que o parâmetro1

θ(k) segue uma dinâmica linear obtida a partir de

q(k+1) = Φq(k) (3.11a)

θ(k) =Cqq(k), (3.11b)

em que Cq ∈ R1×nq e Φ ∈ Rnq×nq são matrizes fornecidas.

Casos particulares de variações para θ(k) podem ser obtidos em função de escolhas ade-

quadas para Φ e Cq e da solução da equação homogênea (3.11a), dada por q(k) = Φkq0, com

diferentes condições iniciais q(0) = q0. Como ilustração, considere Φ com a seguinte estrutura

Φ =

[

cos(ω) −sen(ω)

sen(ω) cos(ω)

]

e, consequentemente, tem-se

Φk =

[

cos(ωk) −sen(ωk)

sen(ωk) cos(ωk)

]

.

Dessa maneira, considerado Cq = [1 0] e q(0) = [1 0]T obtém-se o parâmetro θ(k) = cos(ωk).

Note que essa mesma matriz dinâmica pode produzir outras formas para θ(k) (envolvendo

cos(ωk) e sen(ωk)), dependendo da condição inicial.
1Apenas o caso de um único parâmetro escalar variante no tempo é tratado nesta seção. Mais parâmetros

podem ser considerados por meio de um tratamento análogo.
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Em instantes sucessivos, o parâmetro θ(k) pode ser computado em função de Cq, Φ e q(k)

da seguinte maneira

θ(k) =Cqq(k)

θ(k+1) =CqΦq(k)

θ(k+2) =CqΦ2q(k)

...

θ(k+η) =CqΦηq(k). (3.12)

3.4 Particularização da κ-estabilidade

3.4.1 Variação arbitrária

Nos sistemas discretos LPV ou chaveados que possuem parâmetros que variam arbitrari-

amente com o tempo, condições suficientes usando Pκ(·) dada em (3.3) tornam-se também

necessárias para um κ ≥ 1 suficientemente grande, como apresentado no seguinte teorema.

Teorema 3.3. O sistema (2.1) com parâmetros variando arbitrariamente é assintoticamente

estável se e somente se existir uma matriz definida positiva Pκ(·), dada em (3.3), um κ ≥ 1

suficientemente grande tais que qualquer das condições equivalentes dadas a seguir seja válida.

i) A condição (3.2b) para Pκ(α(k)) afim em termos de α(k);

ii) A condição (3.2b) para Pκ(α(k)) = Pκ independente de parâmetros;

iii) A condição (3.2b) para Pκ(α(k))=Pκ independente de parâmetros e bloco diagonal, i.e.,

Pκ = blkdiag(P11,P22, . . . ,Pκκ), Pii ∈ R
n×n, i = 1, . . . ,κ ;

iv) A condição (3.2b) para Pκ(α(k))= Pκ independente de parâmetros e bloco diagonal com

matrizes repetidas, i.e.,

Pκ = blkdiag(P,P, . . . ,P)
︸ ︷︷ ︸

κ vezes

, P ∈ R
n×n.

Além disso, se as condições forem factíveis para um dado κ̄ , sempre serão factíveis também

para κ > κ̄ .

Demonstração. As condições i), ii) e iii) contêm iv) como caso particular, portanto somente iv)

é provada. Considere, primeiramente, κ = 2 e P2 = blkdiag(P,P). A condição iv) é dada por

(
A(α(k+1))A(α(k))

)T
P
(
A(α(k+1))A(α(k))

)
−P < 0.



CAPÍTULO 3. κ-ESTABILIDADE 37

Para κ ≥ 1 genérico, tem-se

(
A(α(k+κ −1)) · · ·A(α(k+1))A(α(k))

)T

×P
(
A(α(k+κ −1)) · · ·A(α(k+1))A(α(k))

)
−P < 0

que sob variação arbitrária é equivalente a2

(
Aℓ · · ·A jAi

)T
P
(
Aℓ · · ·A jAi

)

︸ ︷︷ ︸
κ vezes

−P < 0, ∀ℓ, . . . , j, i ∈ {1, . . . ,N}.

A condição acima é a apresentada no Lema 2.2, que, com P = PT > 0 e um κ suficientemente

grande, assegura de forma necessária a estabilidade assintótica do sistema (2.1). As escolhas

mais genéricas para a estrutura de Pκ nos itens i), ii) e iii) do Teorema 3.3 também possuem a

mesma propriedade.

Para mostrar que sempre há solução para κ +1 se uma solução para κ for obtida, note que

(ainda considerando a condição iv)) se existe Pκ tal que as condições (3.2) são verdadeiras, a

escolha particular

Pκ+1 =

[

Pκ 0n

0n εIn

]

,

para um ε > 0 suficientemente pequeno, produz

V (xκ+1(k+1),α(k+1))−V(xκ+1(k),α(k))

=V (xκ(k+1),α(k+1))−V(xκ(k),α(k))+O(ε)In < 0.

Similarmente, o mesmo ocorre com Pκ+1(·) quando Pκ(·)> 0. Portanto, se houver factibili-

dade das condições para κ haverá também para κ +1.

Como a estabilidade de sistemas discretos chaveados é equivalente à estabilidade de siste-

mas discretos LPVs com variações arbitrárias (LEE, 2006), versões do Teorema 3.3 na forma

de LMIs (condições programáveis) podem ser estabelecidas a partir das escolhas particulares da

estrutura de Pκ(·). O corolário a seguir apresenta as condições LMIs no caso de Pκ(·) constante

(condições ii), iii) e iv) do Teorema 3.3).

Corolario 3.1. O sistema (2.1) é assintoticamente estável se e somente se existir Pκ(k) definida

positiva e κ ≥ 1, suficientemente grande, tais que as LMIs

AT
i1
Pκ(k+1)Ai1 −Pκ(k)< 0, {i1, i2, . . . , iκ} ∈ {1, . . . ,N} (3.13)

2Isto pode ser inferido pela completa equivalência entre a estabilidade de sistemas LPV (2.1) e chaveados.
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são verdadeiras para

Pκ(k) =












In

Ai1

Ai2Ai1
...

Ai(κ−1)
· · ·Ai1












T

Pκ












In

Ai1

Ai2Ai1
...

Ai(κ−1)
· · ·Ai1












, κ ≥ 1, (3.14)

Pκ(k+1) =












In

Ai2

Ai3Ai2
...

Ai(κ) · · ·Ai2












T

Pκ












In

Ai2

Ai3Ai2
...

Ai(κ) · · ·Ai2












, κ ≥ 1, (3.15)

em que Pκ(k) = Pκ(k+1) = P1,κ = 1.

Demonstração. Como A(α(k)) pode assumir quaisquer valores no politopo do instante k para

o instante k+1 (variações arbitrárias), se Pκ(k) é definida positiva, tem-se que (3.13) é verda-

deira para todo κ ≥ 1 se e somente se
[

Pκ(k) AT
i1Pκ(k+1)

Pκ(k+1)Ai1 Pκ(k+1)

]

> 0

que por sua vez é factível se e somente se
[

Pκ(k) A(α(k))TPκ(k+1)

Pκ(k+1)A(α(k)) Pκ(k+1)

]

> 0

para todo α(k) ∈ ΛN .

A condição de positividade da matriz de Lyapunov pode ser imposta por meio de LMIs de

diferentes formas. A alternativa menos conservadora é gerar, com auxílio do pacote ROLMIP

(AGULHARI et al., 2019), a condição Pκ(·) > 0 para todo o simplex ΛN . Outras alternativas

seriam impor a positividade de Pκ(·) nos vértices, ou ainda impor Pκ > 0, o que pode ser

muito conservador. Como uma outra possibilidade, o teste pode ser realizado a posteriori, por

exemplo para uma solução Pκ obtida verificar se Pκ(·) é definida positiva (para isso, pode-se

usar o ROLMIP para desenvolver as condições a serem testadas), ou ainda usando o fato de que

se o sistema for comprovadamente assintoticamente estável, necessariamente Pκ(·) é definida

positiva. Aliado a esse último caso, pode-se também impor que Pκ(·) seja definida positiva em

algum ponto arbitrário do domínio, o que garante, se houver uma solução, a condição Pκ(·)> 0

em todo o domínio.

Condições de estabilidade programáveis na forma de LMIs também podem ser obtidas a

partir do Lema 2.8 (Finsler) conforme mostrado no corolário a seguir.
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Corolario 3.2. O sistema (2.1) é assintoticamente estável se existirem Pκ(·) definida positiva,

dada por (3.14), µ(i1, . . . , iκ) e F(i1, . . . , iκ), tais que qualquer condição equivalente do Lema

de Finsler seja factível para κ ≥ 1. Para isso utiliza-se ξ , Lκ e Rκ , dados respectivamente por

(3.4) e (3.5), e B, B⊥ e Q definidos por

Qκ =−(LT
κ ⊗ In)Pκ(i1)(L

T
κ ⊗ In)

T +(RT
κ ⊗ In)Pκ(i2)(R

T
κ ⊗ In)

T ∈ R
(κ+1)n×(κ+1)n,

e a matriz B = Bκ ∈ R(κn×(κ+1)n) dada por

Bκ =












Ai1 −In · · · 0n 0n

0n Ai2 · · · 0n 0n

...
...

. . .
...

...

0n 0n −In 0n

0n 0n · · · Aiκ −In












sendo que, dessa maneira, B⊥ = B⊥κ ∈ R(κ+1)n×n pode ser escrita como

B⊥κ =












In

Ai1

Ai2Ai1
...

Aiκ · · ·Ai1












.

Além disso, define-se F(i1, . . . , iκ) como

F(i1, . . . , iκ) =
[

F1,i1 F2,i2 · · · Fκ,iκ

]

, (3.16)

para Fj,i ∈ R(κ+1)n×n, para todo {i1, ..., iκ} ∈ {1, . . . ,N} e j ∈ {1, . . . ,κ}.

Demonstração. Se a condição

Qκ +F(i1, . . . , iκ)Bκ +B
T
κ F(i1, . . . , iκ)

T < 0

é verificada, então BT
⊥κQκB⊥κ < 0 o que implica

A(α(k))T
Pκ(α(k + 1), . . . ,α(k + κ − 1))A(α(k))− Pκ(α(k), . . . ,α(k + κ − 2)) < 0.

que corresponde à condição (3.2b) do Teorema 3.1. Como P(k) > 0, tem-se a estabilidade

assintótica do sistema.

A imposição da positividade da matriz de Lyapunov pode ser feita de diversas maneiras,

como comentado após o Corolário 3.1.
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3.4.2 Variação limitada

Conforme apresentado na Seção 3.3.2, os sistemas discretos dependentes de parâmetros

com variação limitada em αi(k) ou θi(k) podem ser descritos em termos de um sistema com

parâmetros em um novo domínio, invariante no tempo, parametrizado por γ ∈ ΛM , segundo a

equação (3.8) para η = κ −1.

Condições de estabilidade considerando essa nova região em termos da κ-estabilidade são

apresentadas no próximo teorema na forma de LMIs dependentes de parâmetros.

Teorema 3.4. Sistemas discretos incertos dados por (2.1) com parâmetros variantes no tempo

com taxa de variação limitada, como em (2.11), são assintoticamente estáveis se existir uma

matriz simétrica dependente de parâmetros Pκ(γ) ∈ Rκn×κn e κ ≥ 1 tais que as condições

Pκ(γ)> 0, (3.17a)

A(γ)T
Pκ(γ)A(γ)−Pκ(γ)< 0, (3.17b)

são verdadeiras γ ∈ ΛM , com

Pκ(γ) =












In

A(γ)

A(γ)2

...

A(γ)κ−1












T

Pκ(γ)












In

A(γ)

A(γ)2

...

A(γ)κ−1












. (3.18)

Demonstração. Segue diretamente da estrutura das condições do Teorema 3.1 para o caso in-

variante no tempo, conforme (OLIVEIRA et al., 2009).

As condições do Lema 2.8 (Finsler) podem ser, também, utilizadas para a estabilidade no

domínio γ . Além disso, condições na forma de LMIs programáveis podem ser obtidas por meio

de procedimentos de relaxação aplicados nas desigualdades dependentes de parâmetros, por

exemplo com o auxílio do pacote ROLMIP (Robust LMI Parser) (AGULHARI et al., 2019).

3.4.3 Variação dinâmica

Conforme apresentado na Seção 3.3.3, parâmetros variantes no tempo conhecidos θ(k) po-

dem ser obtidos da solução de uma equação homogênea descrita em termos da variável de

estado q(k) (3.11). A partir disso, considerando as matrizes

Pκ(θ(k)) = Pκ(q(k)) = P(κ,0)+Cqq(k)P(κ,1),

A(θ(k)) = A(q(k)) = A0 +Cqq(k)A1,

são apresentadas, no próximo teorema, condições de κ-estabilidade para o sistema afim (2.11)

considerando o domínio em q(k).



CAPÍTULO 3. κ-ESTABILIDADE 41

Teorema 3.5. Sistemas discretos incertos dados por (2.11) com parâmetros variantes no tempo

com taxa de variação dinâmica são assintoticamente estáveis se existir uma matriz simétrica

Pκ(q(k)) ∈ Rκn×κn e κ ≥ 1 tais que as condições

Pκ(q(k),k)> 0 (3.19a)

A(q(k))T
Pκ(q(k),k+1)A(q(k))−Pκ(q(k),k)< 0, (3.19b)

são verdadeiras com











I

A0 +Cqq(k)A1
...

κ−2

∏
i=0

(A0 +CqΦ((κ−2)−i)q(k)A1)











T

Pκ(q(k))











I

A0 +Cqq(k)A1
...

κ−2

∏
i=0

(A0 +CqΦ((κ−2)−i)q(k)A1)











(3.20)

sendo que para κ = 1, P1(q(k),k) = Pκ(q(k)).

Demonstração. Segue diretamente das condições do Teorema 3.1 para o sistema afim (2.11).

Note que as condições do Teorema 3.5 estão formuladas em termos de LMIs dependentes

de parâmetros, porém os parâmetros q(k) não pertencem ao simplex unitário. Para escolhas

particulares das variáveis de decisão Pκ(q(k)), várias estratégias poderiam ser utilizadas para

construir relaxações na forma de LMIs programáveis que, se factíveis, garantem a estabilidade

robusta do sistema. Por exemplo, as condições podem ser reescritas transformando-se cada es-

tado qi(k), i = {1, . . . ,nq} (que tem trajetórias limitadas) em um parâmetro variante no tempo

pertencente ao simplex Λ2, por meio da mudança de variáveis descrita em (2.13), produzindo

uma condição LMI com parâmetros pertencentes ao multi-simplex definido pelo produto carte-

siano desses nq simplexes de dimensão 2, ou então representar todos os parâmetros incertos em

um único simplex de dimensão 2nq .

As condições do Lema 2.8 (Finsler) podem ser, também, utilizadas para testar a estabilidade

do sistema afim (2.11). Para obter condições LMIs programáveis, neste caso, é possível aplicar

a relaxação apresentada anteriormente (transformar a dependência afim em uma dependência

politópica), ou ainda empregar outra relaxação mais conservadora que utiliza apenas os limites

dos intervalos dos parâmetros θ(k+η),{η = 0, . . . ,κ}, fixando a matriz de variáveis F como

independente de parâmetros (OLIVEIRA et al., 2005).

3.5 Exemplos

Nesta seção, o Teorema 3.1 é utilizado para verificar a estabilidade de sistemas retirados de

artigos da literatura. A programação foi implementada em MATLAB-R2014a usando o parser
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Yalmip (LÖFBERG, 2004) em conjunto com as ferramentas ROLMIP (Robust LMI Parser)

(AGULHARI et al., 2019) e MPT (HERCEG et al., 2013) e os solvers Sedumi 1.3 (STURM,

1999) e Mosek (ANDERSEN; ANDERSEN, 2000) em um computador com sistema operacio-

nal Ubuntu 16.04.3.

3.5.1 Variação arbitrária

Os dois próximos exemplos tratam de sistemas LPV com taxa de variação arbitrária. O

desempenho das condições propostas no Teorema 3.3 foi comparado com três abordagens dife-

rentes para a estrutura da matriz de Lyapunov. A primeira é a matriz de Lypunov dependente de

caminho (em inglês, path-dependent) de (LEE, 2006) (L06, parametrizada por M), que fornece

condições suficientes e (assintoticamente) necessárias para um M suficientemente grande. A se-

gunda é baseada nas condições com matriz de Lyapunov constante apresentadas em (BLIMAN;

FERRARI-TRECATE, 2003) (B03, parametrizada em termos de p), que são equivalentes à

condição iii) do Teorema 3.3. Por último, as condições de (KRUSZEWSKI et al., 2008) (K08,

parametrizada em termos de p) adaptadas para sistemas chaveados. Propostas no contexto de

sistemas nebulosos de Takagi–Sugeno a tempo discreto, as condições K08 utilizam uma ma-

triz de Lyapunov dependente de parâmetros na forma afim e p instantes avançados da matriz

dinâmica.

As condições apresentadas neste trabalho são representadas por T-ii) para Pκ com estru-

tura cheia e independente de parâmetros e T-iii) para Pκ independente de parâmetro e bloco-

diagonal, o número de variáveis escalares para cada método (em termos do número de estados

n, número de vértices N e p, M ou κ) é dado por

VB03 = n(n+1)/2, VL06 = NMn(n+1)/2, VK08 = Nn(n+1)/2,

VT-ii) = (κn)(κn+1)/2, VT-iii) = (κn)(n+1)/2

e o número de linhas de LMI é dado por

LB03 = n(N p +1), LL06 = nNM(1+N) LK08 = 2nN p+1,

LT-ii) = LT-iii) = nNκ−1(N +1).

Pode-se perceber que o número de linhas de LMI cresce de forma exponencial em todas as

condições. Por outro lado, nota-se que o número de variáveis escalares depende somente de n

em B03 e de n e N em K08, cresce polinomialmente em T-ii) e T-iii), e cresce exponencialmente

em L06 (em termos de M).

Em todos os problemas, foi imposta a restrição de positividade na matriz de Lyapunov.

Note também que os quatro métodos contêm (para κ = 1, M = 0 e p = 1) como um caso

particular a condição de estabilidade quadrática, i.e., existe existe P> 0 tal que AT
i1

PAi1 −P< 0,

∀i1 = 1, . . . ,N como corroborado por valores idênticos obtidos para o parâmetro ρ (exceto para
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K08, que, para recuperar a estabilidade quadrática, exige Pi1 = Pi2 = P), associado ao maior

domínio para o qual a estabilidade assintótica foi assegurada.

Exemplo 1

Este exemplo foi retirado de (ATHANASOPOULOS; LAZAR, 2014), com

A1 =

[

1.0 2.5

−0.3 0.9

]

, A2 =

[

1.0 0.2

−0.45 0.85

]

,

A3 =

[

0.78 0.3

−0.45 −0.85

]

, A4 =

[

−0.78 0.3

−0.15 −0.5

]

.

O objetivo neste exemplo é achar o maior valor de ρ > 0 tal que o sistema LPV dado por (2.1),

descrito pelos vértices ρ{A1,A2,A3,A4}, permaneça estável.

Os resultados são dados na Tabela 3.1. Note que o mesmo valor ρ = 0.7107 foi obtido

por T-ii) (κ = 5, V = 55 e L = 2560) e L06 (M = 4, V = 768 e L = 2560), enquanto T-iii)

proporcionou um valor um pouco menor de ρ = 0.7095 (κ = 5, V = 15 e L = 2560), porém

ainda maior do que K08 que obteve ρ = 0.7084 para V = 12, L = 16384 e p = 5. Todos os

métodos apresentaram valores de ρ maiores do que os de B03.

Tabela 3.1 – Valores máximos de ρ , número de linhas de LMI (L) e de variáveis escalares (V)
para T-ii) e T-iii) (em termos de κ e com valores de L iguais), L06 (em termos de
M) e B03 e K08 (em termos de p) para o Exemplo 1.

T-ii) T-iii) L06 B03 K08
κ ρ V ρ V L M ρ V L p ρ V L ρ V L

1 0.6532 3 0.6532 3 10 0 0.6532 3 10 1 0.6532 3 10 0.7018 12 64
2 0.7018 10 0.7017 6 40 1 0.7018 12 40 2 0.6862 3 34 0.7070 12 256
3 0.7077 21 0.7072 9 160 2 0.7077 48 160 3 0.6976 3 130 0.7079 12 1024
4 0.7097 36 0.7083 12 640 3 0.7103 192 640 4 0.6942 3 514 0.7084 12 4096
5 0.7107 55 0.7095 15 2560 4 0.7107 768 2560 5 0.7031 3 2050 0.7084 12 16384

Exemplo 2

As matrizes dinâmicas, retiradas de (AHMADI et al., 2014), são dadas por

A1 =











0 −2 2 2 4

0 0 −4 −1 −6

2 6 0 −8 0

−2 −2 −3 1 −3

−1 −5 2 6 −4











, A2 =











−5 −2 −4 6 −1

1 1 4 3 −5

−2 3 −2 8 −1

0 8 −6 2 5

−1 −5 1 7 −4











,
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A3 =











3 −8 −3 2 −4

−2 −2 −9 4 −1

2 2 −5 −8 6

−4 −1 4 −3 0

0 5 0 −3 5











.

Novamente, busca-se o maior valor de ρ tal que o sistema definido pelos vértices ρ{A1,A2,A3}

seja assintoticamente estável. Os resultados são dados na Tabela 3.2. O valor máximo de ρ =

0.0847 foi obtido com κ = 3, L = 180 e V = 120 (T-ii)) ou V = 45 (T-iii)), enquanto que foram

necessários em L06 M = 2, L = 180 e V = 135 e K08 p = 2, V = 45 e L = 270 para chegar ao

mesmo valor. A abordagem B03 apresentou ρ = 0.0842 com p = 4, L = 410 e V = 15 (valores

maiores de p não foram investigados).

Tabela 3.2 – Valores máximos de ρ , número de linhas de LMI (L) e de variáveis escalares (V )
para T-ii) e T-iii) (em termos de κ e com valores de L iguais), L06 (em termos de
M) e B03 e K08 (em termos de p) para o Exemplo 2.

T-ii) T-iii) L06 B03 K08
κ ρ V ρ V L M ρ V L p ρ V L ρ V L

1 0.0795 15 0.0795 15 20 0 0.0795 15 20 1 0.0795 15 20 0.0846 45 90
2 0.0846 55 0.0846 30 60 1 0.0846 45 60 2 0.0831 15 50 0.0847 45 270
3 0.0847 120 0.0847 45 180 2 0.0847 135 180 3 0.0837 15 140 0.0847 45 810
4 0.0847 210 0.0847 60 540 3 0.0847 405 540 4 0.0842 15 410 0.0847 45 2430

3.5.2 Variação limitada

No exemplo a seguir, considera-se um sistema discreto na forma afim, com apenas um parâ-

metro incerto variante no tempo θ(k), pertencente a um intervalo dado e com taxa de variação

limitada.

Exemplo 3

As matrizes dinâmicas do sistema foram retiradas de (BIANNIC et al., 2018)

A0 = ρ









1 τ 0 0

0 1−0.3τ 0.2τ −0.4τ

0 0 1 τ

0 0 −0.1τ 1−0.7τ









, A1 = ρ









0 0 0 0

−τ 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0









,

com os valores τ = 0.3, |θ(k+ 1)− θ(k)| ≤ 0.3 e ρ = 0.9771 (maior valor determinado pela

estabilidade quadrática).
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O objetivo deste exemplo é obter o maior intervalo possível de θ(k) em que o sistema

se mantenha estável. Os resultados são dados na Tabela 3.3, na qual pode-se observar que os

maiores intervalos de estabilidade são obtidos com κ = 2. Com κ = 1 e Pκ constante (g = 0)

recupera-se o intervalo reportado em (BIANNIC et al., 2018). Mesmo mantendo-se κ = 1, com

Pκ(α(k)) afim (g = 1) é possível garantir um intervalo de estabilidade maior.

Tabela 3.3 – Limitantes para θ(k), número de linhas de LMI (L) e de variáveis escalares (V )
para o problema de análise de estabilidade para κ = {1,2} e Pκ(α(k)) constante
(g = 0) ou afim (g = 1) para o Exemplo 3.

(κ ,g) θm θM V L

(1,0) 0.1 0.5 10 88
(1,1) 0.0606 0.5394 20 248
(2,0) 0.0788 0.5212 36 588
(2,1) 0.0584 0.5416 72 1232

A complexidade numérica, principalmente em número de linhas de LMI, aumenta de forma

rápida à medida que se exige um número maior de vértices em γ . Portanto, a viabilidade do

método depende do tamanho do sistema a ser tratado e do valor de κ necessário para o teste de

estabilidade.

3.5.3 Variação dinâmica

Para exemplificar as condições de estabilidade no caso de variação dinâmica, faz-se uma

comparação com a avaliação obtida apenas considerando-se os limites da taxa de variação.

Exemplo 4

Considere o sistema discreto variante no tempo em que dinâmica do sistema é dada por

(2.11) com

A0 =

[

0 1

0.5 0

]

, A1 =

[

0 0

0 νθ(k)

]

, θ(k) = cos(ωk).

Note que a matriz dinâmica do sistema depende também de um parâmetro escalar ν . O obje-

tivo deste exemplo é obter o maior valor do escalar ν > 0 para o qual possa ser certificada a

estabilidade robusta do sistema, para várias frequências ω . Note que ν aparace multiplicando o

parâmetro variante no tempo θ(k) na matriz A1.

Considerando apenas os limites de variação de ν cos(ωk) nas transformações apresentadas

em (2.13), com os pontos extremos do intervalo [−ν,ν], a dinâmica do sistema pode ser descrita

na forma politópica

A(α(k)) = α1(k)A1 +α2(k)A2, α ∈ Λ2
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com

A1 =

[

0 1

0.5 ν

]

, A2 =

[

0 1

0.5 −ν

]

.

Para uma dada frequência ω , o limitante da taxa de variação ρ pode ser calculado como

cos(ω(k+1))− cos(ωk) =−2sen(ωk+ω/2)sen(ω/2)

e portanto, o parâmetro variante no tempo θ(k) respeita os intervalos

θ(k) ∈
[

−1 1
]

, |θ(k+1)−θ(k)| ≤ ρ = 2|sen(ω/2)|. (3.21)

Os limitantes correspondentes na forma politópica podem ser obtidos pelas transformações da-

das em (2.13), resultando em b = |sen(ω/2)|. Note que, neste exemplo, existe um valor limite

para ν , dado por ν < 0.5, pois para v ≥ 0.5 as matrizes A1 e A2 possuem autovalores instáveis

(com módulos maiores ou igual a 1), e portanto, não admitem um certificado de estabilidade

que contemple a taxa de variação nula.

Resultados mais acurados podem ser obtidos considerando a variação dinâmica do parâme-

tro incerto θ(k) = cos(ωk), descrita por uma equação de estados como em (3.11a)-(3.11b). A

Figura 3.3 mostra a variação dos valores máximos de ν em função da frequência ω , para grau

de Pκ(α(k)) igual a g = 1. Como pode-se observar, os valores de ν são maiores do que 0.5 para

praticamente todo o gráfico, e podem ser obtidos em todo intervalo de frequência ω ∈ (0,2π).

Além de ser mais preciso (desde que a variação do parâmetro seja conhecida), o uso de um mo-

delo dinâmico para o parâmetro variante no tempo também diminui a complexidade associada.

Para g = 1, os números de variáveis escalares e de linhas de LMI são: V = 9, L = 48 (κ = 1),

V = 30, L = 152 (κ = 2) e V = 63, L = 352 (κ = 3). Note que a abordagem baseada na variação

limitada não garante estabilidade para ν ≥ 0.5 e para g = 1 utiliza: V = 6, L = 48 (κ = 1),

V = 20, L = 152 (κ = 2) e V = 42, L = 8448 (κ = 3).
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0 1 2 3 4 5 6
0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

κ = 1

κ = 2

κ = 3

ν

ω

Figura 3.3 – Máximos valores de ν considerando o comportamento dinâmico de θ(k) =
cos(ωk) em função de ω , para g = 1 e κ = 1 (linha azul), κ = 2 (vermelho ponti-
lhado) e κ = 3 (amarelo tracejado) para o Exemplo 4.
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CAPÍTULO 4

Cômputo de custos garantidos H2 e H∞

4.1 Introdução

Este capítulo mostra extensões da κ-estabilidade, apresentada no Capítulo 3, para o cômputo

de custos garantidos H2 e H∞ para sistemas discretos lineares com parâmetros variantes no

tempo.

4.2 Sistemas aumentados não autônomos

A descrição do sistema (2.3) considerando κ −1 equações de estado redundantes é dada por

xκ(k+1) =







A(α(k)) · · · 0n

...
. . .

...

0n · · · A(α(k+κ −1))







xκ(k)+

[

B(α(k))

0((κ−1)n×m)

]

wκ(k), (4.1a)

y(k) =
[

C(α(k)) 0(p×(κ−1)n)

]

xκ(k)+
[

D(α(k)) 0(p×(κ−1)m)

]

wκ(k). (4.1b)

para wκ(k) =
[

w(k)T w(k+1)T · · · w(k+κ −1)T
]

. Note que essa estrutura provê a mesma

relação entrada-saída do sistema (2.3).

4.3 Custo garantido H2

O teorema a seguir apresenta condições suficientes para o cálculo do custo garantido H2

do sistema original (2.3) a partir da descrição redundante dada em (4.1). O resultado pode ser

visto como a simples aplicação da matriz de Lyapunov Pκ(·) nas condições de cômputo de
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norma H2 para sistemas lineares discretos LPV baseadas em LMIs dependentes de parâmetros

(BARBOSA et al., 2002; DE SOUZA et al., 2006; DE CAIGNY et al., 2010), em particular,

nas condições do Lema 2.5.

Teorema 4.1. O sistema (2.3) é assintoticamente estável e φ é um limitante para a norma H2

se existir uma matriz Pκ(k) = Pκ((α(k), . . . ,α(k+κ −2))) dada por (3.3) e κ ≥ 1 tais que

Tr
(
D(α(k))T D(α(k))+B(α(k))T

Pκ(k+1)B(α(k))
)
≤ φ 2 (4.2a)






Pκ(k) ⋆ ⋆

Pκ(k+1)A(α(k)) Pκ(k+1) ⋆

C(α(k)) 0 In




> 0. (4.2b)

Demonstração. As condições seguem diretamente do uso da matriz de Lyapunov Pκ(·) nas

condições (2.5) e (2.6) do Lema 2.5.

Embora as condições sejam apenas suficientes, os resultados numéricos mostram que custos

garantidos progressivamente menos conservadores são obtidos à medida que κ cresce.

4.4 Custo garantido H∞

De maneira similar, a estrutura proposta para a matriz de Lyapunov Pκ(·) pode também ser

usada para o cômputo de limitantes da norma H∞ em sistemas discretos LPV, como mostra o

próximo teorema.

Teorema 4.2. O sistema (2.3) é assintoticamente estável e µ é um limitante para a norma H∞

se existir uma matriz simétrica definida positiva Pκ(k) = Pκ((α(k), . . . ,α(k+κ −2))) dada

por (3.3) e κ ≥ 1 tais que









Pκ(k) ⋆ ⋆ ⋆

Pκ(k+1)A(α(k)) Pκ(k+1) ⋆ ⋆

C(α(k)) 0 I ⋆

0 B(α(k))TPκ(k+1) D(α(k))T µ2I









> 0. (4.3)

Demonstração. As condições seguem diretamente do uso da matriz de Lyapunov Pκ(·) na

condição (2.10) do Lema 2.7.

4.5 Monotonicidade dos limitantes das normas

Utilizando-se de argumentos similares aos que foram usados na κ-estabilidade pode-se mos-

trar que, para uma escolha particular da estrutura da matriz Pκ , os valores de custo garantido são

cada vez mais precisos com o aumento de κ . Ou seja, se para uma determinada estrutura das
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variáveis de decisão as condições dos teoremas 4.1 e 4.2 forem factíveis para um dado κ̄ com

os correspondentes custos φ̄ , µ̄ , então sempre existe solução para κ > κ̄ com φ ≤ φ̄ e µ ≤ µ̄ ,

respectivamente. Os exemplos numéricos corroboram esse fato.

4.6 Exemplos

Nesta seção, os teoremas 4.1 e 4.2 são utilizados para computar custos garantidos H2 e

H∞ para sistemas discretos LPV e chaveados retirados de artigos da literatura. Em todos os

exemplos, os resultados infactíveis são representados por −1.

As condições na forma de LMIs dependentes de parâmetros foram programadas usando o

MATLAB com os pacotes ROLMIP (AGULHARI et al., 2019), Yalmip (LÖFBERG, 2004) e o

solver Mosek (ANDERSEN; ANDERSEN, 2000).

4.6.1 Variação arbitrária

No primeiro exemplo, o Teorema 4.1 (T4.1) é utilizado para computar custos garantidos H2

para sistemas chaveados. Os resultados são comparados com as condições baseadas em funções

de Lyapunov dependentes de caminho propostas em (LEE; KHARGONEKAR, 2008) (LK08,

parametrizadas em M) que foram desenvolvidas apenas para sistemas chaveados. Embora as

condições propostas nesta dissertação tratem o caso LPV, em todos os exemplos com variação

arbitrária o sistema foi considerado como chaveado.

No intuito de realizar a comparação dos resultados, buscou-se, primeiramente, obter um sis-

tema chaveado que fosse quadraticamente estável e, portanto, que produzisse soluções factíveis

para todo M e κ . Para isso, as matrizes que descrevem as dinâmicas dos modos do sistema,

foram multiplicadas por um escalar ρ > 0, que foi aumentado até o limite da estabilidade qua-

drática.

Os números de variáveis escalares para cada método (em termos do número de estados n,

número de modos N, e dos parâmetros M e κ) são dados por

VLK08 = NM

(

n
(n+1)

2

)

+1,

VT4.1 =

(

(κn)
(κn+1)

2

)

+1.

Os números de linhas de LMI são iguais para os dois métodos (note que M começa em 0 e κ

começa em 1, situações que correspondem à estabilidade quadrática), da seguinte forma

LLK08 = nNM(1+N)+N(M+1),

LT4.1 = nNκ−1(N +1)+Nκ

Com as expressões anteriores, percebe-se que o número de LMIs, para ambos os casos, e o

de variáveis para LK08, cresce de forma exponencial, enquanto no caso de T4.1 o número de
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variáveis tem crescimento polinomial, o que pode ser vantajoso no tratamento de sistemas com

um número grande de modos e estados.

Algo interessante a se notar é que tanto o método LK08 quanto as condições do Teorema 4.1

asseguram que com o aumento de M e κ os limitantes obtidos não podem ser maiores do que

os anteriores. Além disso, se houve solução para um certo κ (M), sempre haverá solução para

κ (M) maior.

Exemplo 5

As matrizes dinâmicas, retiradas de (PARRILO; JADBABAIE, 2008), são dadas por

A1 =









0 1 7 4

1 6 −2 −3

−1 −1 −2 −6

3 0 9 1









, A2 =









−3 3 0 −2

−2 1 4 9

4 −9 1 1

1 −5 −1 −2









, A3 =









1 4 5 10

0 5 1 −4

0 −1 4 6

−1 5 0 1









,

e as demais matrizes, construídas aleatoriamente com números inteiros no conjunto {0,1,2},

por

B1 =









1

2

2

2









, B2 =









1

0

2

2









, B3 =









2

2

2

1









,

C1 =

[

1 2 0 0

0 0 0 2

]

, C2 =

[

2 2 1 2

0 0 1 2

]

, C3 =

[

0 1 2 0

1 1 2 2

]

,

D1 =

[

1

0

]

, D2 =

[

0

1

]

, D3 =

[

2

1

]

.

Os resultados são exibidos na Tabela 4.1, que mostra os valores de φ , o número de linhas de

LMI (L) e de variáveis (V ) obtidos com LK08 e T4.1.

Neste exemplo, ρ = 0.0949 foi o maior valor encontrado que assegura a factibilidade da

estabilidade quadrática (e, portanto, a existência de soluções para todos os κ e M). Note que os

números de linhas de LMIs são idênticos e os valores de custo garantido φ são muito semelhan-

tes quando κ = M −1. Por outro lado, para κ ≥ 3, T4.1 utiliza um número menor de variáveis

escalares quando comparado ao apresentado por LK08.

4.6.2 Variação limitada

No próximo exemplo é realizado o cálculo dos limitantes para as normas H2 e H∞ de um

sistema realimentado por um ganho estabilizante, considerando-se diferentes valores do limite

da taxa de variação b. Além disso, comparações com os resultados de (DE CAIGNY et al.,
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Tabela 4.1 – Custos garantidos φ obtidos pelos métodos LK08 e T4.1 com o número de linhas
de LMIs (L) e de variáveis escalares (V ) para o Exemplo 5.

(κ = M−1) T4.1 LK08
φ V φ V L

1 144.5416 11 144.5416 11 19
2 19.6553 37 19.6553 31 57
3 19.5112 79 19.5111 91 171
4 19.4855 137 19.4855 271 513

2010) (dCCOPS10) também são mostradas (dCCOPS10* significa que as variáveis de folga

foram criadas diretamente no espaço de γ , o que pode fornecer resultados diferentes e com

complexidade distintas). Foram utilizadas Pκ(α(k)) e matriz de Lyapunov em dCCOPS10 com

dependência afim no parâmetro.

Exemplo 6

Considere o sistema discreto retirado de (OLIVEIRA; PERES, 2009), porém considerado

como variante no tempo com taxas limitadas, ou seja,

|αi(k+1)−αi(k)| ≤ b ≤ 1,

A1 =






0.5 0 −1

1 −0.5 0.5

−0.5 0.5 0




 , A2 =






0 0 −0.5

0.5 −0.5 0

0 −1 −0.5




 ,

B1 = B2 =






1

0

0




 , K =

[

0.8664 −1.0432 1.1502
]

,

C1 =
[

1 2 0
]

, C2 =
[

2 1 1
]

, D1 = D2 = 0.

A Figura 4.1 mostra os valores mínimos obtidos para o limitante da norma H2, enquanto

que a Figura 4.2 apresenta os valores do limitante da norma H∞, para Pκ constante (g = 0) e

de grau g = 1, com κ = {1,2,3}. A Tabela 4.2 mostra o número de varáveis escalares (V ) e

linhas de LMI (L) utilizadas para determinar o custo garantido pelo método deste trabalho e

pela abordagem proposta em (DE CAIGNY et al., 2010) (dCCOPS10).

Como pode ser visto em ambas as figuras, os limites das normas são muito próximos aos

valores dos custos garantidos considerando o caso invariante no tempo com parâmetros incertos

(b = 0), respectivamente φ = 4.1883, µ = 7.5978, proporcionando custos garantidos precisos,

bem como para o caso arbitrariamente variante (b = 1). Como análise geral, o método proposto

fornece um melhor equilíbrio entre precisão e complexidade numérica quando comparado ao

método de (DE CAIGNY et al., 2010).
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Tabela 4.2 – Número de linhas de LMIs (L) e de variáveis escalares (V ) para o cômputo dos
custos H2 e H∞ com Pκ constante (g = 0) e de grau g = 1 comparados com os
resultados obtidos em dCCOPS10 (dCCOPS10* significa que as variáveis de folga
foram criadas diretamente no espaço de γ) para o Exemplo 6.

φ µ
V L V L

g = 0, κ = 2 22 170 22 160
g = 1, κ = 1 13 92 13 80
g = 1, κ = 2 43 284 43 280
dCCOPS10 33 255 31 186

dCCOPS10* 69 255 67 186

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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5.5
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6.5

7

g = 0, κ = 2

g = 1, κ = 1

g = 1, κ = 2

dCCOPS10*

dCCOPS10

b

φ

Figura 4.1 – Limitantes φ da norma H2 computados para Pκ constante (g = 0) e de grau g = 1,
utilizando o método proposto nesta dissertação e o de dCCOPS10 (dCCOPS10*
significa que as variáveis de folga foram criadas diretamente no espaço de γ) para
o Exemplo 6.

4.6.3 Variação dinâmica

No próximo exemplo, os valores dos custos garantidos H2 são computados para um sistema

com incerteza afim dado por

x(k+1) = A(θ(k))x(k)+B(θ(k))w(k), (4.4a)

y(k) =C(θ(k))x(k)+D(θ(k))w(k), (4.4b)

sendo que todas as matrizes {A,B,C,D}(θ(k)) possuem estrutura similar à apresentada em

(2.12) com L= 1 (apenas um parâmetro), e o parâmetro variante no tempo θ(k) respeita uma di-

nâmica conhecida. As dinâmicas consideradas para θ(k) são E1 e E2, dadas por θ(k)= sen(ωk)
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dCCOPS10

dCCOPS10*
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µ

Figura 4.2 – Limitantes µ da norma H∞ computados para Pκ constante (g = 0) e de grau g =
1, utilizando o método proposto nesta dissertação e o dCCOPS10 (dCCOPS10*
significa que as variáveis de folga foram criadas diretamente no espaço de γ) para
o Exemplo 6.

e θ(k) = 0.5sen(ωk)+0.2cos(ωk), respectivamente. Os resultados dessas estruturas são com-

parados com as condições que tratam variação limitada.

Exemplo 7

Considere o sistema (4.4) cujas matrizes são

A0 =

[

0 1

0.5 0

]

, A1 =

[

0 0

0 0.499

]

,

B0 =

[

0.5

0

]

, B1 =

[

0.5

0.5

]

, C0 =
[

0.5 1
]

, C1 =
[

0.5 0.5
]

, D0 = D1 = 0.

Primeiramente são computados custos garantidos H2 para o sistema em função de ω utili-

zando a técnica especializada em variação dinâmica. As figuras 4.3 e 4.4 mostram os resultados

obtidos para ω ∈ [0,2π ] considerando os seguintes valores para κ e grau da matriz de Lyapunov

(g): (g,κ) ∈ {(0,2),(0,3),(1,1),(1,2)}.

Com relação ao caso E1, além de um comportamento simétrico em relação ao ponto ω = π ,

nota-se uma significativa diminuição do conservadorismo quando emprega-se κ = 3 (mesmo

com Pκ de grau zero). Portanto, pode-se concluir que nesse caso o aumento de κ é muito mais

vantajoso do que o aumento do grau da matriz Pκ . A explicação para esse fato é que quanto

maior o valor de κ , mais a dinâmica do parâmetro é explorada pela condição de análise.
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Os resultados da estrutura E2, por outro lado, não são simétricos, o que de certa forma era

esperado por tratar-se de uma soma de dois parâmetros distintos. Novamente, nota-se um claro

destaque para o resultado obtido com κ = 3.
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10
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20

25

30

35

40

45

50

κ = 2,g = 0
κ = 3,g = 0
κ = 1,g = 1
κ = 2,g = 1

φ

ω

Figura 4.3 – Custos garantidos H2 associados à estrutura E1, considerando a variação dinâ-
mica com ω ∈ [0,2π ] e os seguintes valores para κ e grau da matriz de Lyapunov
Pκ (g): (g,κ) ∈ {(0,2),(0,3),(1,1),(1,2)}.

Finalmente, para fins de comparação, é realizado o cálculo dos custos garantidos H2 utili-

zando a técnica de variação limitada, considerando-se os limitantes para a taxa de variação em

função da frequência ω . Por meio de manipulações trigonométricas, é possível determinar os

seguintes limitantes para as taxas de variação de θ(k) em função de ω , para as duas estruturas

consideradas, E1 e E2:

E1: b = ‖sen(ω/2)‖, E2: b =

∥
∥
∥
∥

sen(ω/2)+0.4cos(ω/2)
1.4

∥
∥
∥
∥

A Figura 4.5 ilustra graficamente os valores de b em função de ω ∈ [0,2π ] para as estruturas E1

e E2. É esperado que os custos garantidos sejam maiores à medida que b se aproxima de 1 (taxa

de variação arbitrária) e menores quando b se aproxima de zero (caso invariante no tempo).

Aplicando as condições do Teorema 4.1 utilizando a modelagem da variação limitada com

os valores de b informados, obtêm-se os resultados mostrados nas figuras 4.6 e 4.7 considerando

κ = 2 e Pκ de grau zero. Embora as diferenças de magnitude sejam pequenas em termos de φ ,

as curvas dos custos garantidos, como previstas, são similares às curvas relacionadas ao valor

de b. Para κ = 1 e Pκ de grau zero as condições não são capazes de explorar o modelo dinâmico

para as taxas de variação e os custos garantidos são constantes para todo valor de ω . Para E1, o

custo garantido é 48.2503 e para E2 o custo é 2.7949.
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Figura 4.4 – Custos garantidos H2 associados à estrutura E2, considerando a variação dinâ-
mica com ω ∈ [0,2π ] e os seguintes valores para κ e grau da matriz de Lyapunov
Pκ (g): (g,κ) ∈ {(0,2),(0,3),(1,1),(1,2)}.
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Figura 4.5 – Valor de b em função de ω para as estruturas E1 e E2.

Comparativamente, é notório o menor conservadorismo fornecido pelas condições que ex-

ploram a variação dinâmica. Além disso, a complexidade computacional tende a ser menor do

que a demandada pela variação limitada, pois não é necessária a conversão dos parâmetros (e

seus instantes sucessivos) para o espaço γ .
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Figura 4.6 – Custos garantidos H2 considerando taxas limitadas de variação para a estrutura
E1 e κ = 2.
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Figura 4.7 – Custos garantidos H2 considerando taxas limitadas de variação para a estrutura
E2 e κ = 2.
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Conclusão

Comentários finais

Neste trabalho foram apresentadas condições de estabilidade robusta, na forma de desigual-

dades matriciais dependentes de parâmetros, baseadas em uma estrutura particular da função

de Lyapunov, para sistemas lineares discretos com parâmetros variantes no tempo, que incluem

a classe de sistemas chaveados. Para construir essa função de Lyapunov, explora-se o uso de

equações de estado redundantes parametrizadas em termos de um inteiro κ , denominadas por-

tanto condições de κ-estabilidade. Assim como no caso de sistemas lineares incertos invariantes

no tempo, também foi mostrado que as condições propostas tendem à necessidade à medida que

κ cresce no caso de variação arbitrária dos parâmetros, sendo esse o principal resultado desta

dissertação. O aspecto mais relevante desta contribuição é que as condições propostas possuem

um crescimento polinomial das variáveis de decisão em termos do número de vértices (repre-

sentação politópica) e do número de estados do sistema. Os resultados numéricos mostram que

as condições propostas equiparam-se em termos de acurácia às avaliações fornecidas por con-

dições da literatura, demandando, muitas vezes, um número menor de variáveis escalares para

certificar a estabilidade.

Como extensões também foram tratados sistemas em que os parâmetros possuem taxas de

variações limitadas e variações conhecidas segundo uma dinâmica linear. No caso de variação

limitada, foi proposta uma modelagem sistemática e genérica para tratar um número arbitrário

de parâmetros em sucessivos instantes de tempo. Embora essa técnica existisse na literatura,

pela primeira vez foi mostrado como obter o politopo que descreve a região na qual os parâme-

tros assumem valores em sucessivos instantes de tempo de maneira precisa e sistemática.

Condições para computar as normas H2 e H∞ também foram apresentadas utilizando o

conceito de κ-estabilidade. Os resultados numéricos mostram que as condições tornam-se mais

precisas à medida que κ cresce, além de fornecer um melhor compromisso entre precisão e

esforço computacional quando comparadas às condições da literatura. Com relação à variação
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dinâmica dos parâmetros, também foi mostrado que esse tipo de modelagem é uma alternativa

bem menos conservadora quando comparada a apenas levar em conta os limites da taxa de

variação (variação limitada), tanto na análise de estabilidade, quanto no cômputo das normas.

Perspectivas

Como possíveis tópicos para pesquisas futuras sugerem-se:

• Uso de condições baseadas em κ estabilidade para a síntese de controladores e filtros,

tendo como critérios de desempenho as normas H2 e H∞;

• Uso de equações redundantes na análise de estabilidade de sistemas com presença de não

linearidades como saturação, zona-morta, folga e histerese.

• Extensão da κ-estabilidade para sistemas chaveados com caminhos restritos e periodici-

dade.
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