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Resumo

Nesta dissertação, uma distribuição bivariável κ - µ é apresentada. Exatas expressões
para a função densidade de probabilidade conjunta, função distribuição cumulativa
conjunta, e os momentos arbitrários conjuntos são encontradas. As estat́ısticas con-
juntas são dadas em termos de seus respectivos parâmetros (κ1, µ1) e (κ2, µ2), com
µ1 = µ2 = µ > 0 e arbitrários κ1 > 0 e κ2 > 0. Como exemplo de aplicação, a
probabilidade de outage para o caso de dois ramos por combinação por seleção pura,
combinação por razão máxima e combinação por ganho igual são apresentadas.

Palavras-chave: Distribuição bivariável κ-µ, probabilidade de outage, desvaneci-
mento, SC, MRC, EGC, coeficiente de correlação.
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Abstract

In this thesis, a bivariate κ-µ model is presented. Exact expressions for the joint
probability density function, joint cumulative distribution function, and joint arbi-
trary moments are found. The joint statistics are given in terms of their respective
parameters (κ1, µ1) and (κ2, µ2), with µ1 = µ2 = µ > 0 and arbitrary κ1 > 0 and
κ2 > 0. As an application example, the outage probability of a dual-branch pure
selection combining, maximo ratio combining and equal gain combining scheme are
presented.

Key-words: κ-µ Bivariate distribution, outage Probability, fading channel, SC, MRC,
EGC, covariance, correlation coefficient.
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4.3 Combinação por Razão Máxima (MRC) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.4 Combinação por Ganho Igual . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

5 Resultados 25

xi



6 Conclusões e Direções de Pesquisa Futura 39
6.1 Conclusões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
6.2 Trabalhos Futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

Referências Bibliográficas 40
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A meu orientador michel yacoub.

A meus melhores amigos tony,wilber,jorge,sara,azucena,

berna,felipe,andrea,paulo,aderlan,marcel,frank,enrique

gianfranco,mirko,caio.

A meus caros cachorros duke,daysi,shopper,layca e

brandon.

xiii



xiv



Agradecimentos

Agradeço,

A Deus pela oportunidade que ele me deu para estar presente

Aos meus pais, Marlene e Ricardo, por seu apoio incondicional que eles sempre me deram em
momentos ruins e bons, graças aos valores que me ensinaram os quais tenho servido na passagem
da minha vida.

A meu orientador, Prof. Dr. Michel Daoud Yacoub, pela competência, solicitude e flexibilidade
na orientação.

Aos meus caros amigos que sempre me apoiaram em todos os momentos da minha vida, mesmo
longe de mim.
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ρ Envoltória normalizada
|.| Módulo
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Capı́tulo 1
Introdução

Atualmente as redes sem fio tornaram-se imprescind́ıveis. As redes sem fio surgiram devido
à necessidade de se manter conectado, independentemente da localização. Tendo em vista este
crescimento, o estudo do canal rádio móvel se torna de extrema importância na criação de novas
tecnologias e melhoria das atuais. O canal utilizado pelos sistemas de rádio-comunicação apre-
senta inúmeras dificuldades na transmissão da informação como reflexão, refração e difração.
Ao contrário dos meios de comunicações cabeados, o canal de rádio sofre constantes variações
no tempo, impossibilitando a previsão de seu comportamento. Desta forma o estudo detalhado
das caracteristicas do canal permite uma melhora na qualidade da transmissão, sendo essencial
para o planejamento e dimensionamento dos sistemas de comunicação. Os projetistas podem
aproveitar o conhecimento do canal com a finalidade de maximizar a eficiência espectral, pos-
sibilitando a estimação dos ńıveis de potência no transmissor, o aperfeiçoamento de receptor,
avaliando o manejo de técnicas de combate aos efeitos de desvanecimento. E por isso, esforços
são necessários em sua modelagem. Com o intuito de representar este comportamento, modelos
probabiĺısticos são utilizados, indicando assim, a influência do meio na potência do sinal.

Os modelos clássicos de desvanecimentos dados pelas distribuções Nakagami-m [2], Wei-
bull [3], o Rayleigh [4] possuem uma boa aplicabilidade em diversos tipos de cenários. Estes
porém não modelam todos os ambientes e portanto, modelos mais gerais de desvanecimentos
foram propostos, definidos pelas distribuções α-µ [5], κ-µ [6], e η-µ [6], modelos generalizados
que incluem os modelos clássicos como casos especiais, e se encaixam bem aos cenários experi-
mentais. A distribuição κ-µ [6] descreve um cenário de desvanecimento em que o canal de rádio
apresenta clusters de multipercursos, bem como componentes dominantes em cada cluster. O
modelo contém como casos especiais (i) Nakagami-m, obtida a partir dele quando κ → 0 com
µ=m (m, o parâmetro de Nakagami) e (ii) Rice obtida quando µ = 1 e κ = k (k, o parâmetro
de Rice), a Semi-Gaussiana, bem como a Rayleigh também são casos especiais, uma vez que são
casos especiais de Nakagami-m e Rice. O modelo de desvanecimento κ-µ tem sido explorado
numa vasta gama de aplicações. A utilidade prática da distribuição κ-µ para descrever as es-
tat́ısticas de desvanecimento de curto prazo tem sido reconhecido em um cenário diversificado.
Em [6], a distribuição foi usada para produzir o melhor ajuste aos dados coletados em ensaios
de campo sempre que as componentes dominantes estavam presentes, tanto para ambientes in-
ternos, bem como ambientes externos para os sinais que se propagam em 500 MHz, 1,8 GHz e
10 GHz. Em [7], fórmulas em forma fechada para algumas estat́ısticas de ordem superior, ou
seja, taxa e duração média de desvanecimento, foram obtidas e usadas para ajustar os dados
coletados em uma rede de área corporal em 2,45 GHz. Em [8], uma distribuição de forma fe-
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1.2 Desvanecimento de Longo Prazo

Também chamado shadowing, slow fading [20] [21] é produzido principalmente por contornos
do terreno (ambiente montanhoso, rural, sub-urbano, obstruções topográficas ou morfológicas) e
é caracterizado pela distribução Lognormal, com distâncias de correlação relativamente longas.
Este método ajuda a estimar a área de cobertura de determinado transmissor servindo como
base para o planejamento do sistema.

1.3 Desvanecimento de Curto Prazo

Chamado desvanecimento por multipercurso [21], geralmente é causado por reflexões e difra-
ções em objetos cujas posições em relação ao movél varia rapidamente, ou seja, casas, prédios,
carros, pessoas ou objetos, encontrados em seu ambiente imediato. Ocorre em distâncias curtas,
causando variações muito rápidas e profundas. Devido ao seu comportamento aleatório, a ca-
racterização das variações de pequena escala do canal de rádio móvel lança mão de distribuições
probabiĺısticas. Estas distribuições, em geral, partem de modelos f́ısicos de propagação, embora
algumas tenham surgido a partir de métodos emṕıricos.

1.4 Técnicas de Diversidade

A diversidade é uma técnica utilizada para compensar os efeitos do desvanecimento do canal,
e é geralmente implementada usando duas ou mais antenas espacialmente separadas [20]. A ideia
básica é a de receber várias versões independentes do sinal transmitido e aplicar algum algoritmo
de processamento no receptor para obter a estat́ıstica de decisão para a decodificação, sendo
normalmente utilizado para reduzir a profundidade e duração do desvanecimento experimentado.
Diversas técnicas podem ser empregadas tanto na estação base quanto nos móveis [22].

A classificação dos sistemas de diversidade dependem do tipo de parâmetro de interesse.
Assim, as seguintes classificações são utilizados na literatura:

• Diversidade na recepção e diversidade na transmissão.

• A diversidade espacial, diversidade de freqüência, diversidade tempo e diversidade de po-
larização.

• Do lado da recepção: diversidade por selecção (SC), diversidade por combinação de ra-
zão máxima (MRC) e diversidade por combinação de ganho igual (EGC). Do lado da
transmisão: Canal conhecido: Esquemas semelhantes à diversidade na recepção e Canal
desconhecido: Técnica mais complexa como Alamouti [20]

1.4.1 Diversidade Espacial

Diversidade espacial é um dos métodos mais eficazes para combater o desvanecimento por
multipercurso. Pode ser obtida por meio da instalação de multiples antenas para transmitir ou
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receber, ou ambos; usando espaçamento grande o suficiente, sendo posśıvel diminuir significati-
vamente o desvanecimento entre os diferentes canais. O tipo de antena requerida para usar esta
técnica depende da dispersão local do meio, como da frequência da portadora. [20]

1.4.2 Diversidade de Polarização

Diversidade de polarização é feita empregando-se duas antenas ortogonalmente polariza-
das, e.g. V-H (vertical/horizontal), ±45◦, polarização cruzada (cross-polarized antennas), RHC
(right-hand circular), LHC (left-hand circular), polarização circular (circularly polarized anten-
nas). Dois caminhos ortogonais são formados quando ligado a um par de antena polarizada
de forma semelhante dupla. Quando a receber sinais de uma antena polarizada isoladamente,
um caminho de diversidade é criado por vazamento a partir da energia transmitida para a po-
larização ortogonal ao longo de um caminho de propagação (propagação de polarização) por
dispersão, e, em seguida, recebida pelo primeiro par de antenas ortogonalmente polarizadas.

Dois caminhos ortogonais são formadas quando estão ligados a um par de antenas polariza-
das. Uma diferença de polarização de 90 ◦ irá resultar em um factor de atenuação de até 34dB,
na intensidade do sinal. Ao emparelhar duas polarizações complementares, pode imunizar um
sistema de descasamentos de polarização que poderiam causar o desvanecimento do sinal. Os
sinais refletidos podem sofrer alterações de polarização dependendo do meio através do qual eles
estão se propagando. [20]

1.4.3 Diversidade de Frequência

A diversidade de frequência faz uso de informações sobre mais de uma frequência de porta-
dora. A lógica por trás dessa técnica é que as frequência são suficientemente espaçadas, por mais
do que a largura de banda de coerência do canal. Se os canais são descorrelacionados, a pro-
babilidade de desvanecimento simultânea será o produto das probabilidades de desvanecimento
individuais [22].

1.4.4 Diversidade Temporal

Emprega múltiplos transmissões de informações por vez, deslocadas significativamente, em
espaçamentos de tempo que excedam o tempo de coerência do canal, de modo que múltiplas
repetições do sinal serão ser recebido com condições de desvanecimento independente, propor-
cionando deste modo a diversidade. [22], [20].

1.4.5 Proposta de Trabalho

O objetivo desta dissertação é obter a distribuição bivariável κ-µ utilizando-a para avaliar o
desempenho de um esquema de dupla ramificação para combinação por seleção pura, combinação
por razão máxima, combinação por ganho igual. Fórmulas exatas para (i) a função densidade
de probabilidade conjunta, (ii) a função de distribuição cumulativa conjunta, e (iii), momentos
conjuntos, covariância e coeficiente de correlação são derivadas, escritas em termos de séries
infinitas. As estat́ısticas conjuntas são dadas em termos dos respectivos parâmetros (κ1, µ1) e
(κ2, µ2), com µ1 = µ2 = µ > 0 e valores arbitrários de κ1 > 0 e κ2 > 0. A abordagem aqui
utilizada baseia-se fortemente no trabalho de Miller [23], e também tem sido usado em outros
trabalhos (por exemplo, [24])

4



1.4.6 Estrutura da Dissertação

Esta dissertação apresenta a seguinte estrutura:

• O Caṕıtulo 2 introduz as distribuições de desvanecimento α-µ e η-µ multivariadas.

• O Caṕıtulo 3 apresenta a definição matemática da distribuição bivariável κ-µ. Em seguida
são deduzidas a função densidade de probabilidade, função de distribuição cumulativa,
covariância e coeficiente de correlação desta mesma distribução.

• O Caṕıtulo 4 apresenta uma análise de desempenho para dois ramos. Assim, novas ex-
pressões da probabilidade de indisponibilidade (outage probability) em diversos métodos
de diversidade foram definidas.

• O Caṕıtulo 5 mostra os resultados numéricos das estat́ısticas deduzidas nos caṕıtulos
anteriores.

• O Caṕıtulo 6 conclui a dissertação, dando algumas sugestões para futuras pesquisas com
base nas contribuições desta.
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Capı́tulo 2
Função de Densidade de Probabilidade Conjunta

η-µ bivariada

A distribução η-µ [25] é uma distribuição de desvanecimento que apresenta a variação em
pequena escala dos sinais multipercursos em cenários de comunicação de linha sem visada direta
(NLoS) e inclui alguns modelos de desvanecimento amplamente utilizados, tais como distribui-
ções Nakagami-m e Hoyt. Ela é expressa em termos de dois parâmetros f́ısicos, µ (o inverso da
variância normalizada e se relaciona com o número de multipercursos) e η (o parâmetro que
indica a razão das potências entre as ondas multipercursos das componentes em fase e quadra-
tura). Apresenta-se em dois formatos, ou seja, Formato-1, onde as potências das componentes
em fase e quadratura são desiguais e Formato-2, onde os componentes fase e quadratura são
correlacionados.

No Formato-1, 0 < η < ∞

h =
2 + η−1 + η

4
, H =

η−1 − η

4
(2.1)

No Formato-2, −1 < η < 1

h =
1

1− η2
, H =

η

1− η2
(2.2)

sendo o parâmetro µ da forma

µ =
E2[R2]

2σR2

[

1 +
H

h

]

(2.3)

Onde E(R2) e σ denota-se a esperança e variância de R2. A envoltória Rη−µ pode ser escrita
em função das componentes em fase e quadratura

R2
η−µ =

n
∑

i=1

x2
i +

n
∑

i=1

y2i (2.4)

em que xi e yi são processos Gaussianos mutuamente independentes com média zero, e vari-
ância E(x2

i ) = σ2
1, E(y2i ) = σ2

2. A FDP η-µ para uma variável com emvoltoria Rη−µ, pode ser
representada como [6]

fRη−µ
(r) =

4
√
πµµ+ 1

2hµr2µ

Γ(µ)Hµ− 1
2 r̂2µ+1

exp(−2µh
r2

r̂2
)Iµ− 1

2
(2µH

r2

r̂2
). (2.5)
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Para encontrar a função de densidade de probabilidade conjunta η-µ bivariada, precisamos
encontrar a função geradora de momentos (MGF), para isso se considera duas variables correla-
cionadas η-µ z = {z1, z2} e identicamente distribúıdo as quais podem ser representadas como a
soma de duas variáveis aleatorias, independentes gamma com parâmetros devidamente escolhi-
das z = x+y, onde x = {x1, x2} e y = {y1, y2} sujeitos à distribuição gamma com o mesmo pa-
râmetro da forma µ e escala αx = Ω/[2µ(h+H)], αy = Ω/[2µ(h−H)] respectivamente [25]. Vê-se
a partir de [26] que a função geradora de momentos MGFz1,z2(s1, s2)

∼= E(exp(z1s1 + z2s2) =
E(exp(x1s1 + x2s2)× E(exp(y1s1 + y2s2)=MGFx1,x2 × (s1, s2).MGFy1,y2 × (s1, s2). Expressões
para MGFx1,x2 × (s1, s2) e MGFy1,y2 × (s1, s2) foram obtidos de [27]

MGFx1,x2(s1, s2) = (1− δx)

(

1− αy(1− δx)s2 − δx
(1− αx(1− δx)s1)

)µ

(2.6)

MGFy1,y2(s1, s2) = (1− δy)

(

1− αx(1− δy)s2 − δy
(1− αy(1− δy)s1)

)µ

(2.7)

A função de densidade de probabilidade conjuta η-µ bivariada é relacionada com a MGF via a
transformada inversa de laplace fz1,z2(z1, z2) = L−1MGFz1,z2(s1, s2), em nosso casoMGFz1,z2(s1, s2) =
MGFx1,x2(s1, s2)×MGFy1,y2(s1, s2), Assim, na base do teorema de convolução [28], conclúımos

fz1,z2(z1, z2) =

∫ z2

0

∫ z1

0

fx1,x2(x1, x2)× fy1,y2(z1 − x1, z2 − x2)dx1dx2 (2.8)

sendo fx1,x2(x1, x2) o FDP da função de distribuição gamma bivariada. Uma expressão para o
FDP há sido derivado [29], que se mostra a continuação

fx1,x2(x1, x2) =
(x1x2)

µ−1
2

Γ(µ)(αxαy)
µ+1
2 δ

µ−1
2 (1− δ)

exp(−(c1x1 + c2x2))Iµ−1

(

2
√
δx1x2

√

αxαy(1− δ)

)

(2.9)

onde c1 = [αx(1− δ)]−1 e c2 = [αy(1− δ)]−1.
Para avaliar a integral dupla de (2.8), usamos a formula de expansão da série de Taylor em

a função Iµ−1(.) [30], obtemos

fx1,x2(x1, x2) =
(z1z2)

2µ−1 exp−(c1z1 + c2z2)

[Γ(µ)]2[α2
xα

2
y(1− δ)2]µ

∞
∑

i=0

[

δz1z2
αxαy(1− δ)2

]i
Γ(µ+ i)

i!

∞
∑

j=0

[

δz1z2
αxαy(1− δ)2

]j

Γ(µ+ j)

[Γ(2µ+ i+ j)]2j!
1F1[µ+ j; 2µ+ i+ j; (c1 − c12)z1]1F1[µ+ i; 2µ+ i+ j; (c2 − c22)z2] (2.10)

sendo c12 = [αx(1− δ)]−1 e c22 = [αy(1− δ)]−1
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Capı́tulo 3
Distribução κ-µ Bivariável

Neste caṕıtulo é deduzida a FDP κ-µ bivariável usando a abordagem de Miller, a fórmula
generalizada de adição de Neumann e a função de Gegenbauer. Obtemos uma forma geral
muito semelhante do Rice, que é expressa em termos dos coeficientes da matriz de covariância,
determinante e em função do módulo das médias do modelo f́ısico. De um modo geral, os
coeficientes da matriz de covariância resultam em uma forma em que pode expressar em termos
dos valores de κ e µ.

3.1 A Distribuição de Desvanecimento κ-µ

A distribução κ-µ [6] é uma distribuição geral de desvanecimento, que pode ser usada para
representar o desvanecimento de pequena escala em um ambiente de propagação heterogêneo,
com a presença de componentes dominantes. A envoltória resultante do modelo κ-µ em termos
dos suas componentes em fase e em quadratura é dada por

R2 =
n

∑

i=1

(xi + pi)
2 +

n
∑

i=1

(yi + qi)
2 (3.1)

sendo xi e yi processos Gaussianos mutuamente independentes com média E(xi) = E(yi) =
0, e variância E(x2

i ) = E(y2i ) = σ2, em que E(·) denota o operador esperança; pi e qi são,
respectivamente, os valores médios das componentes em fase e em quadradura do cluster i e n
representa o número de cluster de multipercurso. Para um sinal com envoltória R, e envoltória
normalizada P = R/r̂, em que r̂ =

√

E(R2), é o valor rms de R. A função densidade de
probabilidade da envoltória normalizada da distribuição κ-µ é escrita como [31]:

fP(ρ) =
2µ(1 + κ)

µ+1
2

κ
µ−1
2 exp(µκ)

ρµ exp[−µ(1 + κ)ρ2]× Iµ−1

[

2µ
√

κ(1 + κ)ρ
]

, (3.2)

em que Iν(·) é a função de Bessel modificada de primeiro tipo e ordem ν . Conforme pode
ser observado, a expressão (3.2) é dada em termos dos parâmetros κ e µ. O parâmetro κ > 0
é formalmente definido como a razão entre as potências das componentes dominantes d2 =
∑n

i=1(p
2
i + q2i ) e espalhadas (2nσ2) , ou seja,

κ =
d2

2nσ2
. (3.3)
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Já o parâmetro µ > 0 é a extensão cont́ınua de n, e pode ser escrito como

µ =
E2(R2)

Var(R2)

1 + 2κ

(1 + κ)2
(3.4)

sendo
E2(R2)

Var(R2)
=

n(1 + κ)2

1 + 2κ
(3.5)

onde Var(·) representa o operador variância.

3.2 Função de Densidade de Probabilidade Conjunta κ-µ

para Duas Variáveis

Para obter a distribuição κ-µ bivariável utilizamos o critério de Miller. Seja R1 e R2 duas
envoltórias κ-µ que satisfaçam o seguinte

R2
1 =

2µ
∑

i=1

X2
i , (3.6)

R2
2 =

2µ
∑

i=1

Y 2
i , (3.7)

em que Xi e Yi são processos gaussianos mutuamente independentes com média igual a a, σ1 e
σ2 as variância e 2µ é o número de cluster multipercurso, considerado inteiro por agora, e logo
estendida ao valor real ou continuo. Seja {X,Y,A} o conjunto de 2µ-dimensional vetores que
satisfaçam a seguinte relaçãoX = [X1 X2 . . . X2µ]

T,Y = [Y1 Y2 . . . Y2µ]
T,A = [a a . . . a]T, onde

(·)T denotam o transposta da matriz. Em seguida, se define o vetor Vi = [Xi Yi]
T, 1 ≤ i ≤ 2µ.

Suponha que apenas os componentes com ı́ndices idênticos Xi e Yi podem ser correlacionados,
portanto a matriz de covariância é dada por

Σ =

[

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

]

=

[

σ2
1 δσ1σ2

δσ1σ2 σ2
2

]

, (3.8)

Onde δ Indica o coeficiente de correlação que satisfaze a condição −1 ≤ δ ≤ 1. Sendo a inversa
expressada como

Σ−1 =

[

Σ−1
11 Σ−1

12

Σ−1
21 Σ−1

22

]

=
1

1− δ2

[

σ−2
1 −δσ−1

1 σ−1
2

−δσ−1
1 σ−1

2 σ−2
2

]

, (3.9)

sendo (·)−1 a matriz inversa. Se considera o coeficiente de correlação (δ) igual para as duas
variáveis aleatórias gaussiana.

Para obter a função densidade de probabilidade conjunta, usamos a abordagem de Miller [23],
onde a FDP conjunta é escrita como

fX,Y (X,Y) =

2µ
∏

i=1

fi(Vi), (3.10)
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sendo

fi(Vi) =
1

2π (detΣ)1/2
exp

[

−1

2
(Vi −Ci)

TΣ−1(Vi −Ci)

]

. (3.11)

onde Cai=(ai, ai)
T . Em seguida se aplica o parâmetro 2µ em (3.10), o qual obtemos

fX,Y (X,Y) =
1

(2π)2µ(detΣ)µ
exp

[

−1

2

n
∑

i=1

(V2µ −Caµ)
TΣ−1(V2µ −Caµ)

]

, (3.12)

ampliando a expressão em sua forma quadrática e trocando Vi by X e Y, temos

fX,Y (X,Y) =
1

(2π)2µ(detΣ)µ
exp

[

− 1

2
(Σ−1

11 |X|2 + Σ−1
22 |Y|2 + (Σ−1

11 + Σ−1
22 + 2Σ−1

12 )|A|2)
]

× exp

[

(Σ−1
11 + Σ−1

12 )X
−1A

]

exp

[

Y−1((Σ−1
12 + Σ−1

22 )A− Σ−1
12 X)

]

,

(3.13)

sendo |·| o módulo de · [32]. A fim de obter a função de densidade conjunta da envoltória, é
necessária o conjunto X e Y devem estar sujeitos às restrições |X| = R1, |Y| = R2. Para isso
integramos (3.13), obtendo

fX,Y (X,Y) =
1

(2π)2µ(detΣ)µ
exp

[

− 1

2
(Σ−1

11 |X|2 + Σ−1
22 |Y|2 + (Σ−1

11 + Σ−1
22 + 2Σ−1

12 )|A|2)
]

×
∫

|X|
exp

[

(Σ−1
11 + Σ−1

12 )X
−1A

]

ds1

∫

|Y|
exp

[

Y−1((Σ−1
12 + Σ−1

22 )A− Σ−1
12 X)

]

ds2,

(3.14)

sendo ds1 e ds2 os elementos de superf́ıcie. A segunda integral em |Y| pode ser representada
por [23]

∫

|Y|
exp[Y−1((Σ−1

12 + Σ−1
22 )A− Σ−1

12 X)]ds2 =

(2π|Y|)µ|((Σ−1
12 + Σ−1

22 )A− Σ−1
12 X)|µ−1Iµ−1

(

|Y|
∣

∣(Σ−1
12 + Σ−1

22 )A− Σ−1
12 X

∣

∣

)

,

(3.15)

em que Iν(·) é a função de Bessel modificada de ordem ν. Aplicando a forma generalizada da
adição de Neumann [33], [34] [35]

|((Σ−1
12 + Σ−1

22 )A− Σ−1
12 X)|µ−1Iµ−1(|Y||((Σ−1

12 + Σ−1
22 )A− Σ−1

12 X)|) =

2µ−1Γ(µ− 1)
∞
∑

k=0

(−1)k(µ− 1 + k)Iµ−1+k(|Y|((Σ−1
12 + Σ−1

22 )|A|)

×Iµ−1+k(Σ
−1
12 |Y||X|) Cµ−1

k (cosϕ)

(|X||Y|)µ−1((Σ−1
12 + Σ−1

22 )Σ
−1
12 )

µ−1|A|µ−1
, (3.16)

onde Γ(·) é a função de Euler, Cµ−1
k (cosϕ) é a função de Gegenbauer [30] e ϕ o ângulo entre A

e X, sendo definido como

Cλ
n(t) =

Γ(2λ+ n)

Γ(λ+ 1)Γ(2λ)
F

(

2λ+ n,−n;λ+
1

2
;
1− t

2

)

.
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sendo F (a, b; c; d) é a função hipergeométrica dada por

F

(

2λ+ n,−n;λ+
1

2
;
1− t

2

)

=
Γ(λ+ 1

2
)

Γ(λ)
√
π

∫ π

0

(t+
√
t2 − 1 cos(φ))n2λ−1(φ)dφ

Incluindo a função de Gegenbauer na integral remanescente obtemos

fX,Y (X,Y) =
|Y|Γ(µ− 1)

2(π)µ|X|µ−1(detΣ)µ((Σ−1
12 + Σ−1

22 )Σ
−1
12 )

µ−1|A|µ−1

exp

[

− 1

2
(Σ−1

11 |X|2 + Σ−1
22 |Y|2 + (Σ−1

11 + Σ−1
22 + 2Σ−1

12 )|A|2)
]

∞
∑

k=0

(−1)k(µ− 1 + k)Iµ−1+k(|Y|(Σ−1
12 + Σ−1

22 )|A|)Iµ−1+k(Σ
−1
12 |Y||X|)

×
∫

|X|
exp[(Σ−1

11 + Σ−1
12 )X

−1A]Cµ−1
k (cos β)ds1.

(3.17)

Expressando a integral resultante em coordenadas esféricas generalizadas

∫

|X|
exp[(Σ−1

11 + Σ−1
12 )X

−1A]Cµ−1
k (cosϕ)ds1 = |X|2µ−1

∫ 2π

0

dθ

∫ π

0

exp[|Σ−1
11 + Σ−1

12 ||X||A|

×(cosϕ)]Cµ−1
k (cos β)(sin β)2µ−2dβ

2µ−2
∏

t=2

∫ π

0

(sinφt)
2µ−1−tdφt

(3.18)

e aplicando a fórmula de generalização de Gegenbauer da integral de Poisson [33], [30] para a
função de Bessel modificada resulta em

∫ π

0

exp[|(Σ−1
11 + Σ−1

12 )||X||A|(cos β)]Cµ−1
k (cos β)(sin β)2µ−2dβ =

2µ−1Γ
(

2µ−1
2

)

Γ
(

1
2

)

Γ(2µ− 2 + k)Iµ−1+k((Σ
−1
11 + Σ−1

12 )|X||A|)
((Σ−1

11 + Σ−1
12 )|X||A|)µ−1k!Γ(2µ− 2)

.

(3.19)

usamos a identidade [23, eqn.(1.5.17)]

2µ−2
∏

k=2

∫ π

0

(sinφk)
2µ−1−kdφk =

Γ2µ−3
(

1
2

)

Γ
(

2µ−1
2

) , (3.20)

Portanto com as equações (3.19), (3.20) substitúıdos em (3.18), obtemos

∫

|X|
exp[(Σ−1

11 + Σ−1
12 )X

−1A]Cµ−1
k (cosϕ)ds1 = |X|2µ−1Γ

2µ−3
(

1
2

)

Γ
(

2µ−1
2

)

2µ−1(2π)Γ (µ− 1) Γ
(

1
2

)

Γ(2µ− 2 + k)Iµ−1+k(Σ
−1
11 + Σ−1

12 )|X||A|)
(Σ−1

11 + Σ−1
12 )|X||A|)µ−1k!Γ(2µ− 2)

(3.21)
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Substituindo (3.21) em (3.17), obtemos o seguinte resultado

fR1,R2(R1, R2) =
2µ−1R1R2Γ (µ− 1)

(detΣ)µ((Σ−1
11 + Σ−1

12 )(Σ
−1
12 + Σ−1

22 )Σ
−1
12 |A|2)µ−1

× exp

[

− 1

2
(Σ−1

11 R
2
1 + Σ−1

22 R
2
2 + (Σ−1

11 + Σ−1
22 + 2Σ−1

12 )|A|2)
]

×
∞
∑

k=0

(−1)k(µ− 1 + k)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

)

× Iµ−1+k(R2((Σ
−1
12 + Σ−1

22 )|A|)Iµ−1+k(Σ
−1
12 R2R1)× Iµ−1+k((Σ

−1
11 + Σ−1

12 )R1|A|).

(3.22)

Expressamdo (3.22) em função dos coeficientes da matriz de covariância inversa [36], lem-
brando que detΣ = σ2

1σ
2
2(1− δ2) obtemos

fR1,R2(R1, R2) =
R1R2Γ (µ− 1)

σ2
1σ

2
2 (1− δ2)µ

( −2 (1− δ2)
3
σ3
1σ

3
2

|A|2 δ (1− δσ2/σ1) (1− δσ1/σ2)

)µ−1

× exp

[

− 1

2 (1− δ2)

(

R2
1

σ2
1

+
R2

2

σ2
2

+

(

σ2
1 + σ2

2 − 2δσ1σ2

σ2
1σ

2
2

)

|A|2
)]

×
∞
∑

k=0

(−1)k(µ+ k − 1)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

)

× Iµ+k−1

(

R2|A| × (1− σ2/σ1)

(1− δ2) σ2
2

)

Iµ+k−1

(

δR2R1

(1− δ2) σ1σ2

)

Iµ+k−1

(

R1|A| (1− σ1/σ2)

(1− δ2) σ2
1

)

.

(3.23)

Finalmente, usamos a definição dos parâmetros de distribuição κ- µ [6]. Para isso, da equação
(3.23) se normaliza a envoltoria ρ1=

R1

R̂1
, ρ2=

R2

R̂2
, onde o valor rms é encontrada em [6] como se

mostra a continuação:

κi =
|A|2
2µσ2

i

=
a2

σ2
i

(3.24)

r̂i =
√

E[R2
i ] = σi

√

2µ
√
1 + κi = a

√

2µ

√

1 +
1

κi

, (3.25)
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com i = 1, 2, substituindo obtemos a seguinte expressão

fP1,P2(ρ1, ρ2) =
4ρ1ρ2γ (µ− 1) (κ1µ) (κ2µ)

(

1 + 1
κ1

)(

1 + 1
κ2

)

(1− δ2)

×







− (1− δ2)
2

δ
√
κ1µ

√
κ2µ

(

1− δ
√

κ1

κ2

)(

1− δ
√

κ2

κ1

)







µ−1

× exp

[

− 1

(1− δ2)

(

κ1µ+ κ2µ− 2δ
√
κ1µ

√
κ2µ+ (κ1µ)

(

1 +
1

κ1

)

ρ21 + (κ2µ)

(

1 +
1

κ2

)

ρ22

)]

×
∞
∑

k=0

(µ+ k − 1)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

)

× Iµ+k−1

(2 (κ2µ) ρ2
√

1 + 1
κ2

(

1− δ
√

κ1

κ2

)

(1− δ2)

)

Iµ+k−1

(−2δρ1ρ2
√
κ1µ

√
κ2µ

√

1 + 1
κ1

√

1 + 1
κ2

(1− δ2)

)

× Iµ+k−1

(2 (κ1µ) ρ1
√

1 + 1
κ1

(

1− δ
√

κ2

κ1

)

(1− δ2)

)

.

(3.26)

aplicando a propiedade
(−1)µ+κ−1Iµ+κ−1(−·) = Iµ+κ−1(·) (3.27)

temos

fP1,P2(ρ1, ρ2) =
4ρ1ρ2Γ (µ− 1)κ1µκ2µ

(

1 + 1
κ1

)(

1 + 1
κ2

)

(1− δ2)

×







(1− δ2)
2

δ
√
κ1µ

√
κ2µ

(

1− δ
√

κ1

κ2

)(

1− δ
√

κ2

κ1

)







µ−1

× exp

[

− 1

(1− δ2)

(

κ1µ+ κ2µ− 2δ
√
κ1µ

√
κ2µ+ κ1µ

(

1 +
1

κ1

)

ρ21 + κ2µ

(

1 +
1

κ2

)

ρ22

)]

×
∞
∑

k=0

(µ+ k − 1)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

)

× Iµ+k−1







2κ2µρ2
√

1 + 1
κ2

(

1− δ
√

κ1

κ2

)

(1− δ2)






× Iµ+k−1





2δρ1ρ2
√
κ1µ

√
κ2µ

√

1 + 1
κ1

√

1 + 1
κ2

(1− δ2)





× Iµ+k−1







2κ1µρ1
√

1 + 1
κ1

(

1− δ
√

κ2

κ1

)

(1− δ2)






.

(3.28)

A expressão (3.28) constitui uma contribução original desta dissertação.
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3.3 Função de Distribução Cumulativa Conjunta κ-µ

Com base na definição da função de distribução cumulativa (FDC) para duas variáveis [28]

FP1,P2(ρ1, ρ2) =

∫ P2

0

∫ P1

0

fP1,P2 (ρ1, ρ2) dρ1dρ2. (3.29)

integramos a FDP da expressão (3.28) com respeito aos valores de P1 e P2, os quais variam
entre 0 < P1 <∞, 0 < P2 <∞, obtendo

FP1,P2(ρ1, ρ2) =

∫ P2

0

∫ P1

0

fP1,P2(ρ1, ρ2) =
4ρ1ρ2Γ (µ− 1)κ1µκ2µ

(

1 + 1
κ1

)(

1 + 1
κ2

)

(1− δ2)

×







(1− δ2)
2

δ
√
κ1µ

√
κ2µ

(

1− δ
√

κ1

κ2

)(

1− δ
√

κ2

κ1

)







µ−1

× exp

[

− 1

(1− δ2)

(

κ1µ+ κ2µ− 2δ
√
κ1µ

√
κ2µ+ κ1µ

(

1 +
1

κ1

)

ρ21 + κ2µ

(

1 +
1

κ2

)

ρ22

)]

×
∞
∑

k=0

(µ+ k − 1)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

)

× Iµ+k−1







2κ2µρ2
√

1 + 1
κ2

(

1− δ
√

κ1

κ2

)

(1− δ2)






× Iµ+k−1





2δρ1ρ2
√
κ1µ

√
κ2µ

√

1 + 1
κ1

√

1 + 1
κ2

(1− δ2)





× Iµ+k−1







2κ1µρ1
√

1 + 1
κ1

(

1− δ
√

κ2

κ1

)

(1− δ2)






dρ1dρ2.

(3.30)

Expressando a função de Bessel, em termos de uma série infinita [30]:

In(z) =
∞
∑

k=0

z2k+n

22k+nk!Γ(k + n+ 1)
, (3.31)
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sendo Γ(·) a função gamma. Substitúımos na expressão (3.30) obtendo

FP1,P2(ρ1, ρ2) =

∫ P2

0

∫ P1

0

4ρ1ρ2Γ (µ− 1)κ1µκ2µ
(

1 + 1
κ1

)(

1 + 1
κ2

)

(1− δ2)

×







(1− δ2)
2

δ
√
κ1µ

√
κ2µ

(

1− δ
√

κ1

κ2

)(

1− δ
√

κ2

κ1

)







µ−1

× exp

[

− 1

(1− δ2)

(

κ1µ+ κ2µ− 2δ
√
κ1µ

√
κ2µ+ κ1µ

(

1 +
1

κ1

)

ρ21 + κ2µ

(

1 +
1

κ2

)

ρ22

)]

×
∞
∑

k=0

(µ+ k − 1)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

) ∞
∑

w=0

(

1

w!γ(µ+ k + w)

)((κ2µ) ρ2
√

1 + 1
κ2

(

1− δ
√

κ1

κ2

)

(1− δ2)

)2w+k+µ−1

×
∞
∑

z=0

(

1

z!γ(µ+ k + z)

)(δρ1ρ2
√
κ1µ

√
κ2µ

√

1 + 1
κ1

√

1 + 1
κ2

(1− δ2)

)2z+k+µ−1

×
∞
∑

l=0

(

1

l!γ(µ+ k + l)

)((κ1µ) ρ1
√

1 + 1
κ1

(

1− δ
√

κ2

κ1

)

(1− δ2)

)2l+k+µ−1

dρ1dρ2.

(3.32)

Organizando os termos dentro dos somatórios, obtém-se

FP1,P2(ρ1, ρ2) = 4Γ(µ− 1)(1− δ2)µ exp

[

− 1

1− δ2
(κ1µ+ κ2µ− 2δ

√
κ1µ

√
κ2µ)

]

×
∞
∑

k=0

(µ− 1 + k)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

) ∞
∑

w,l,z=0

(

(δ)k+2z

w!z!l!γ × (µ+ k + w)γ(µ+ k + z)γ(µ+ k + l)

)

×





(

1− δ
√
κ2√
κ1

)

κ1µ

1− δ2





l+ k
2




(

1− δ
√
κ1√
κ2

)

κ2µ

1− δ2





w+ k
2

×
∫ P2

0

(ρ2)
2w+2k+2z+2µ−1





(κ2µ)
(

1 + 1
κ2

)

(1− δ2)





w+k+z+µ

exp

[

− 1

1− δ2

(

ρ22(κ2µ)(1 +
1

κ2

)

)]

dρ2

×
∫ P1

0

(ρ1)
2l+2k+2z+2µ−1





(κ1µ)
(

1 + 1
κ1

)

(1− δ2)





l+k+z+µ

exp

[

− 1

1− δ2

(

ρ21(κ1µ)(1 +
1

κ1

)

)]

dρ1,

(3.33)

Fazendo uma mudança de variaveis ρ2i = ρ
′

i e como a parte real de w + z + k+µ, k + l + z+µ
é superior a zero, a integrais podem ser expressar como [30]:

Γ(α, x) =

∫ x

0

exp (−t) tα−1dt, Re[α] > 0, (3.34)
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Substituindo esta forma na expressão (3.33) e fazendo mudanças de variáveis nas integrais temos
finalmente

FP1,P2(ρ1, ρ2) = Γ(µ− 1)(1− δ2)µ exp

[

− 1

1− δ2
(κ1µ+ κ2µ− 2δ

√
κ1µ

√
κ2µ)

]

×
∞
∑

k=0

(µ− 1 + k)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

) ∞
∑

w,l,z=0

(

(δ)k+2z

w!z!l!Γ(µ+ k + w)Γ(µ+ k + z)Γ(µ+ k + l)

)

×







(

1− δ
√
κ2√
κ1

)2

κ1µ

1− δ2







l+ k
2






(

1− δ
√
κ1√
κ2

)2

κ2µ

1− δ2







w+ k
2

Γ



w + k + z + µ,
ρ22κ2µ

(

1 + 1
κ2

)

(1− δ2)





× Γ



l + k + z + µ,
ρ21κ1µ

(

1 + 1
κ1

)

(1− δ2)



 .

(3.35)

A expressão (3.35) constitui uma contribução original desta dissertação.

3.4 Momentos Conjuntos

O momento conjunto κ− µ bivariável é definida como [31], [28]

E [P n1
1 P n2

2 ] =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

ρn1
1 ρn2

2 fP1,P2(ρ1, ρ2)dρ1dρ2. (3.36)

Para encontrar o momento conjunto, passos semelhantes aos que usamos para o caso da FDC
são feitos, chegando à seguinte expressão

E [P n1
1 P n2

2 ] =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

4(ρ1)
n1+1(ρ2)

n2+1Γ (µ− 1) (κ1µ) (κ2µ)
(

1 + 1
κ1

)(

1 + 1
κ2

)

(1− δ2)

×







(1− δ2)
2

δ
√
κ1µ

√
κ2µ

(

1− δ
√

κ1

κ2

)(

1− δ
√

κ2

κ1

)







µ−1

× exp

[

− 1

(1− δ2)

(

κ1µ+ κ2µ− 2δ
√
κ1µ

√
κ2µ+ (κ1µ)

(

1 +
1

κ1

)

ρ21 + (κ2µ)

(

1 +
1

κ2

)

ρ22

)]

×
∞
∑

k=0

(µ+ k − 1)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

) ∞
∑

w=0

(

1

w!Γ(µ+ k + w)

)((κ2µ) ρ2
√

1 + 1
κ2

(

1− δ
√

κ1

κ2

)

(1− δ2)

)2w+k+µ−1

×
∞
∑

z=0

(

1

z!Γ(µ+ k + z)

)(δρ1ρ2
√
κ1µ

√
κ2µ

√

1 + 1
κ1

√

1 + 1
κ2

(1− δ2)

)2z+k+µ−1

×
∞
∑

l=0

(

1

l!Γ(µ+ k + l)

)((κ1µ) ρ1
√

1 + 1
κ1

(

1− δ
√

κ2

κ1

)

(1− δ2)

)2l+k+µ−1

dρ2dρ1,

(3.37)
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Trocando a ordem da adição e integração

E [P n1
1 P n2

2 ] = 4Γ(µ− 1)(1− δ2)µ exp

[

− 1

1− δ2
(κ1µ+ κ2µ− 2δ

√
κ1µ

√
κ2µ)

]

×
∞
∑

k=0

(µ− 1 + k)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

) ∞
∑

w,l,z=0

(

(δ)k+2z

w!z!l!Γ(µ+ k + w)Γ(µ+ k + z)Γ(µ+ k + l)

)

×





(

1− δ
√
κ2√
κ1

)

κ1µ

1− δ2





l+ k
2




(

1− δ
√
κ1√
κ2

)

κ2µ

1− δ2





w+ k
2

×
∫ ∞

0

(ρ2)
2w+2k+2z+2µ+n2−1





(κ2µ)
(

1 + 1
κ2

)

(1− δ2)





w+k+z+µ

exp

[

− 1

1− δ2

(

ρ22(κ2µ)(1 +
1

κ2

)

)]

dρ2

×
∫ ∞

0

(ρ1)
2l+2k+2z+2µ+n1−1





(κ1µ)
(

1 + 1
κ1

)

(1− δ2)





l+k+z+µ

exp

[

− 1

1− δ2

(

ρ21(κ1µ)(1 +
1

κ1

)

)]

dρ1,

(3.38)

Voltamos a fazer uma troca de variáveis ρ2i = ρ
′

i e tendo a forma da função gamma (3.34)
obtemos o seguinte

E [P n1
1 P n2

2 ] = Γ(µ− 1)(1− δ2)µ exp

[

− 1

1− δ2
(κ1µ+ κ2µ− 2δ

√
κ1µ

√
κ2µ)

]

×
∞
∑

k=0

(µ− 1 + k)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

) ∞
∑

w,l,z=0

(

(δ)k+2z

w!z!l!Γ(µ+ k + w)Γ(µ+ k + z)Γ(µ+ k + l)

)

×





(

1− δ
√
κ2√
κ1

)

κ1µ

1− δ2





l+ k
2




(

1− δ
√
κ1√
κ2

)

κ2µ

1− δ2





w+ k
2




(κ1µ)
(

1 + 1
κ1

)

(1− δ2)





−n1
2





(κ2µ)
(

1 + 1
κ2

)

(1− δ2)





−n2
2

× Γ
(

w + k + z + µ+
n2

2

)

Γ
(

l + k + z + µ+
n1

2

)

.

(3.39)

A expressão (3.39) constitui uma contribução original desta dissertação.

3.5 Coeficiente de Correlação

O coeficiente de correlação [31] é uma medida da associação entre duas variáveis, variando
entre -1 e 1. Se as duas variáveis estão em relação linear ideal, o coefficiente de correlação é
1 ou -1, o sinal depende se as variáveis são positivamente ou negativamente relacionados. O
coeficiente de correlação é 0 se não há uma relação linear entre as variáveis. Dois tipos diferentes
de coeficiente de correlação são os mais utilizados. Um é chamada o momento do produto de
coeficiente de correlação de Pearson (o mais amplamente utilizado e utilizou-se este) [37] e o
outro é chamado o coeficiente de correlação de Spearman, o qual baseia-se na relação entre as
variáveis de classificação [38]. Dadas as envoltórias ρn1

1 ,ρn2
2 o coeficiente de correlação é definido
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como

δ 〈ρn1
1 , ρn2

2 〉 = E[ρn1
1 ρn2

2 ]− E[ρn1
1 ]E[ρn2

2 ]
√σρ

n1
1
σρ

n2
2

, (3.40)

onde a momento conjunto pode ser calculado diretamente a partir de (3.39). E para encontrar
a média e o desvio-padrão, partimos da relação mostrada em [6]

E[ρni ] =
γ(µ+ n/2) exp(−κiµ)

γ(µ)[(1 + κi)µ]n/2
1F1 (µ+ n/2;µ;κiµ) ∼= Ai (3.41)

σ2
ρni

= E[ρ2ni ]− (E[ρni ])
2 ∼= Bi (3.42)

onde obtemos a seguinte expressão

δ 〈ρn1
1 , ρn2

2 〉 = Γ(µ− 1)(1− δ2)µ√
B1

√
B2

exp

[

− 1

1− δ2
(κ1µ+ κ2µ− 2δ

√
κ1µ

√
κ2µ)

]

×
∞
∑

k=0

(µ− 1 + k)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

) ∞
∑

w,l,z=0

(

(δ)k+2z

w!z!l!Γ(µ+ k + w)Γ(µ+ k + z)Γ(µ+ k + l)

)

×





(

1− δ
√
κ2√
κ1

)

κ1µ

1− δ2





l+ k
2




(

1− δ
√
κ1√
κ2

)

κ2µ

1− δ2





w+ k
2




(κ1µ)
(

1 + 1
κ1

)

(1− δ2)





−n1
2

×





(κ2µ)
(

1 + 1
κ2

)

(1− δ2)





−n2
2

Γ
(

w + k + z + µ+
n2

2

)

Γ
(

l + k + z + µ+
n1

2

)

− A1A2√
B1

√
B2

(3.43)

A expressão (3.43) constitui uma contribução original desta dissertação.
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Capı́tulo 4
Probabilidade de Outage

A Probabilidade de outage é a métrica primária para o análise de esquemas de diversidade
em sistemas de comunicações sem fio [31]. Esta é definida como a probabilidade de que o sinal
recebido seja inferior a um limiar establecido, γ,ou seja,

Pout = P (γ1 ≤ γ, γ2 ≤ γ) . (4.1)

Como o objetivo de encontrar a expressão para a probabilidade de outage é necessário expressar
a FDP conjunta da equação (3.28) como uma função do sinal a rúıdo (SNR). Para isso definimos
γi como γi = R2

iEb/N0 em cada ramo i, sendo Eb/N0 a razão da energia por bit e o espectro de
potência de rúıdo. Com γi = ρ2i para i={1, 2} e γi = Eb/(N0 × E[R2

i )] sendo a razão média do
sinal a rúıdo, fazemos a seguinte mudança de variáveis

f(γ1, γ2) = |J | fP1,P2(ρ1 =
√
γ1, ρ2 =

√
γ2), (4.2)

sendo |J | o Jacobiano, obtendo o seguinte

f(γ1, γ2) =
Γ (µ− 1) (κ1µ) (κ2µ)

(

1 + 1
κ1

)(

1 + 1
κ2

)

(1− δ2)







(1− δ2)
2

δ
√
κ1µ

√
κ2µ

(

1− δ
√

κ1

κ2

)(

1− δ
√

κ2

κ1

)







µ−1

× exp

[

− 1

(1− δ2)

(

κ1µ+ κ2µ− 2δ
√
κ1µ

√
κ2µ+ (κ1µ)

(

1 +
1

κ1

)

γ1 + (κ2µ)

(

1 +
1

κ2

)

γ2

)]

×
∞
∑

k=0

(µ+ k − 1)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

)

Iµ+k−1

(2 (κ2µ)
√
γ2
√

1 + 1
κ2

(

1− δ
√

κ1

κ2

)

(1− δ2)

)

× Iµ+k−1

(2δ
√
γ1
√
γ2
√
κ1µ

√
κ2µ

√

1 + 1
κ1

√

1 + 1
κ2

(1− δ2)

)

Iµ+k−1

(2 (κ1µ)
√
γ1
√

1 + 1
κ1

(

1− δ
√

κ2

κ1

)

(1− δ2)

)

.

(4.3)

Por conveniência, considera-se o mesmo parâmetro de desvanecimento (κ,µ)para os sinais.
Mas a formulação é geral e pode ser utilizada para parâmetros diferentes.
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expressão (4.3) com respeito à SNR normalizada. Assim

FSC(γ) = Γ(µ− 1)





−(1− δ2)2

δ(1− δ
√
κ1√
κ2

)
(

1− δ
√
κ2√
κ1

)√
κ1µ

√
κ2µ





µ

exp

[

− 1

1− δ2
(κ1µ+ κ2µ− 2δ

√
κ1µ

√
κ2µ)

]

×
∞
∑

k=0

(µ− 1 + k)

(

2µ+ k − 3

2µ− 3

) ∞
∑

w,l,z=0

(

(−δ)µ+k+2z

w!z!l!Γ(µ+ k + w)Γ(µ+ k + z)Γ(µ+ k + l)

)

×





(

1− δ
√
κ2√
κ1

)√
κ1µ

√
1− δ2





2l+k+µ 



(

1− δ
√
κ1√
κ2

)√
κ2µ

√
1− δ2





2w+k+µ

× Γ



w + k + z + µ,
γκ2µ

(

1 + 1
κ2

)

(1− δ2)



Γ



l + k + z + µ,
γκ1µ

(

1 + 1
κ1

)

(1− δ2)



 .

(4.5)

que é a probabilidade de outage SC para 2 ramos.

4.3 Combinação por Razão Máxima (MRC)

MRC é conhecido como o combinador de diversidade ótimo, no sentido de maximizar a SNR
na ausência de outras fontes de interferência. No MRC, os sinais recebidos de cada antena são
co-fasados e otimamente ponderados para obter a sáıda do combinador. Demonstra-se que a
SNR na sáıda do combinador é igual à soma das SNRs de todos os ramos. No entanto, o MRC
requer uma informação completa do estado do canal (ambos os ganhos dos canais, em amplitude
e fase), de todos os ramos de diversidade para executar combinação, e portanto, é conhecido
por ser o mais complexo dos combinadores de diversidade. A SNR na sáıda do MRC é dada
por [39], [31], [40]

γMRC =
2

∑

i=1

γi (4.6)

com γi = ρ2i , onde ρ2i é a envoltória normalizada. Substituindo em (4.6) obtemos: γMRC =
ρ21 + ρ22 = γ1 + γ2 da relação mostrada em (4.6), na equação (4.3) obtemos a seguiente forma
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vezes limitado a modulações coerentes com śımbolos de energia iguais. Com base nas equações
(4.9) e (4.3) obtém-se

FEGC(γ, γ1) =
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(4.10)

Aplicando a definição sobre probabilidade de outage (4.1), encontramos a probabilidade de
outage EGC para dois ramos

FEGC(γ) =

∫ γ
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(4.11)
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Capı́tulo 5
Resultados

A continuação se mostram os resultados das expressões obtidas sobre a distribuição κ-µ
bivariada .

Da FDP (3.28), para qualquer valor de µ (seja inteiro ou não) a expressão (3.28) atende aos
requisitos de uma função de densidade de probabilidade, por exemplo, a integral da expressão
resulta em 1. As seguintes curvas foram obtidas usando o programa Mathematica, para os
valores: µ impar Fig.5.1, par Fig.5.2 e não inteiro Fig.5.3 com δ = 0.5, κ1 = 12 e κ2 = 9.

Figura 5.1: Função de densidade de probabilidade conjunta κ-µ bivariada para µ=5, δ=0.5,
κ1=12, κ2=9
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Figura 5.2: Função de densidade de probabilidade conjunta κ-µ bivariada para µ=8, δ=0.5,
κ1=12, κ2=9

Figura 5.3: Função de densidade de probabilidade conjunta κ-µ bivariada para µ=3.7, δ=0.5,
κ1=12, κ2=9

Para exibir a curva da função de densidade de probabilidade κ-µ para uma variável, come-
çamos dos gráficos da FDP bivariada mantendo contante o valor da envoltoria (seja ρ1 ou ρ2)
dando como resultado a Fig.5.4
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Figura 5.10: Função de densidade de probabilidade conjunta κ-µ bivariada vari-
ando o valor de κ (κ1=0.3→Vermelho,κ1=1.6→Azul,κ1=2→Roxo,κ1=3.5→Amarelo,
κ1=6→Verde,κ1=8.7→Laranja), para um valor fixo de δ=0.3,µ=3,κ2=7

A Fig.5.11 mostra uma comparação da probabilidade de outage com o método de combinação por
seleção Pura (4.5), para o caso em que δ = 0 e o caso onde as estat́ısticas são independentes [1].
Se observa uma coincidência nos gráficos, mostrando que a dedução foi realizada com sucesso.

SC independent Κ - Μ

SC with ∆ = 0

-6 -4 -2 0 2 4

1

10-7

10-5

0.001

0.1

Normalized SNR

O
u
ta

g
e

P
ro

b
ab

il
it

y

Figura 5.11: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método de combinação por Seleção
Pura (µ=0.3→ Roxo) e de acordo com a expressão do paper [1] (µ=0.3→ Vermelho) para valores
fixo de δ=0,κ1=5,κ2=7
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Μ = 4, 3.5, 3, 2.5, 2, 1.5, 1.25, 1, 0.75
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Figura 5.12: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método de combinação por Seleção
Pura variando o valor de µ (µ = 4 → Roxo, µ = 3.5 → Vermelho, µ = 3 → Azul, µ = 2.5 →
Rosa, µ = 2 → Verde, µ = 1.5 → Laranja, µ = 1.25 → Roxo, µ = 1 → Vermelho, µ = 0.75 →
Azul), para um valor fixo de δ=0,κ1=1,κ2=2

As Fig.5.12 e Fig.5.13 mostram as probabilidades de outage usando o método combinação
por Seleção Pura (SC), variando o valor de µ e κ (inteiros ou não). Ao aumentar o número de
clusters (maior µ) para um mesmo SNR, a probabilidade de outage disminui, como esperado.

Para o caso quando se aumenta o valor de κ Fig.5.14, Fig.5.15 (mais energia no componente
dominante), a probabilidade de outage também diminui.

Na Fig.5.16 variamos o coeficiente de correlação sendo κ e µ constantes. Observa-se que
quanto maior a correlação, maior a probabilidade de outage.

As Fig.5.17, Fig.5.18, Fig.5.19 e Fig.5.20, mostram a probabilidade de outage para o caso
MRC. O comportamento das cruvas com relação a µ e κ, é o mesmo que o caso de SC. Por
outro lado, nota-se claramente que MRC desempenha melhor que SC.

As Fig.5.21, Fig.5.22, Fig.5.23 e Fig.5.24, mostram o desempenho do EGC. Os mesmos co-
mentários relativamente aos parâmetros κ e µ se aplicam. Cabe notar que o EGC desempenha
melhor que SC mas pior que MRC os quais podem ser vistos nos gráficos.

A Fig.5.25 mostra um gráfico comparativo usando as três técnicas de diversidade. Pode-se
ver que uma boa opção para dois ramo é utilizar a técnica de MRC, embora muito depende da
concepção do sistema de comunicação. As melhores opções seriam MRC e EGC.
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Μ = 4, 3.5, 3, 2.5, 2, 1.5, 1.25, 1, 0.75
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Figura 5.13: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método de combinação por Seleção
Pura variando o valor de µ (µ = 4 → Roxo, µ = 3.5 → Vermelho, µ = 3 → Azul, µ = 2.5 →
Rosa, µ = 2 → Verde,µ = 1.5 → Laranja,µ = 1.25 → Roxo, µ = 1 → Vermelho, µ = 0.75 →
Azul), para um valor fixo de δ=0.5,κ1=1,κ2=2

Κ1 = Κ2 = 19, 17, 15, 13, 7, 5, 3, 1, 0
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Figura 5.14: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método de combinação por Seleção
Pura variando o valor de κ1=κ2 (κ1 = 19 → Roxo, κ1 = 17 → Vermelho, κ1 = 15 → Azul,
κ1 = 13 → Rosa, κ1 = 7 → Verde, κ1 = 5 → Laranja, κ1 = 3 → Roxo, κ1 = 1 → Vermelho,
κ1 = 0 → Azul), para um valor fixo de δ=0,µ=1.25
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Κ1 = Κ2 = 19, 17, 15, 13, 7, 5, 3, 1, 0
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Figura 5.15: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método de combinação por Seleção
Pura variando o valor de κ1=κ2 (κ1 = 19 → Roxo, κ1 = 17 → Vermelho, κ1 = 15 → Azul,
κ1 = 13 → Rosa, κ1 = 7 → Verde, κ1 = 5 → Laranja,κ1 = 3 → Roxo, κ1 = 1 → Vermelho,
κ1 = 0 → Azul), para um valor fixo de δ=0.5,µ=1.25

∆ = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8

-30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5

1

10-7

10-5

0.001

0.1

Normalized SNR

O
u

ta
g

e
P

ro
b

ab
il

it
y

Figura 5.16: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método de combinação por Seleção
Pura variando o valor de δ (δ = 0 → Azul, δ = 0.1 → Vermelho, δ = 0.2 → Roxo, δ = 0.3 →
Laranja, δ = 0.4 → Verde, δ = 0.5 → Rosa, δ = 0.6 → Azul,δ = 0.7 → Vermelho, δ = 0.8 →
Roxo), para um valor fixo de µ=2, κ1=1,κ2=3
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Figura 5.17: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método combinação por razão máxima
variando o valor de µ (µ = 4 → Roxo, µ = 3.5 → Vermelho, µ = 3 → Azul, µ = 2.5 → Rosa,
µ = 2 → Verde, µ = 1.5 → Laranja, µ = 1.25 → Roxo, µ = 1 → Vermelho, µ = 0.75 → Azul),
para um valor fixo de δ=0,κ1=1,κ2=2
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Figura 5.18: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método combinação por razão máxima
variando o valor de µ (µ = 4 → Roxo, µ = 3.5 → Vermelho, µ = 3 → Azul, µ = 2.5 → Rosa,
µ = 2 → Verde,µ = 1.5 → Laranja, µ = 1.25 → Roxo, µ = 1 → Vermelho, µ = 0.75 → Azul),
para um valor fixo de δ=0.5,κ1=1,κ2=2
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Κ1 = Κ2 = 19, 17, 15, 13, 7, 5, 3, 1, 0

-30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5

1

10-7

10-5

0.001

0.1

Normalized SNR

O
u

ta
g

e
P

ro
b

ab
il

it
y

Figura 5.19: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método combinação por razão máxima
variando o valor de κ1=κ2 (κ1 = 19 → Roxo, κ1 = 17 → Vermelho, κ1 = 15 → Azul, κ1 = 13 →
Rosa, κ1 = 7 → Verde, κ1 = 5 → Laranja, κ1 = 3 → Roxo, κ1 = 1 → Vermelho, κ1 = 0 →
Azul), para um valor fixo de δ=0,µ=1.25
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Figura 5.20: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método combinação por razão máxima
variando o valor de κ1=κ2 (κ1 = 19 → Roxo, κ1 = 17 → Vermelho, κ1 = 15 → Azul, κ1 = 13 →
Rosa, κ1 = 7 → Verde, κ1 = 5 → Laranja,κ1 = 3 → Roxo, κ1 = 1 → Vermelho, κ1 = 0 →
Azul), para um valor fixo de δ=0.5,µ=1.25
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Figura 5.21: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método combinação por ganho igual
variando o valor de µ (µ = 4 → Roxo, µ = 3.5 → Vermelho, µ = 3 → Azul, µ = 2.5 → Rosa,
µ = 2 → Verde, µ = 1.5 → Laranja, µ = 1.25 → Roxo, µ = 1 → Vermelho, µ = 0.75 → Azul),
para um valor fixo de δ=0,κ1=1,κ2=2
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Figura 5.22: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método combinação por ganho igual
variando o valor de µ (µ = 4 → Roxo, µ = 3.5 → Vermelho, µ = 3 → Azul, µ = 2.5 → Rosa,
µ = 2 → Verde, µ = 1.5 → Laranja, µ = 1.25 → Roxo, µ = 1 → Vermelho, µ = 0.75 → Azul),
para um valor fixo de δ=0.5,κ1=1,κ2=2
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Κ1 = Κ2 = 19, 17, 15, 13, 7, 5, 3, 1, 0
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Figura 5.23: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método combinação por ganho igual
variando o valor de κ1=κ2 (κ1 = 19 → Roxo, κ1 = 17 → Vermelho, κ1 = 15 → Azul, κ1 = 13 →
Rosa, κ1 = 7 → Verde, κ1 = 5 → Laranja, κ1 = 3 → Roxo, κ1 = 1 → Vermelho, κ1 = 0 →
Azul), para um valor fixo de δ=0,µ=1.25
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Figura 5.24: Probabilidade de outage para 2 ramos com o método combinação por ganho igual
variando o valor de κ1=κ2 (κ1 = 19 → Roxo, κ1 = 17 → Vermelho, κ1 = 15 → Azul, κ1 = 13 →
Rosa, κ1 = 7 → Verde, κ1 = 5 → Laranja, κ1 = 3 → Roxo, κ1 = 1 → Vermelho, κ1 = 0 →
Azul), para um valor fixo de δ=0.5,µ=1.25
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Figura 5.25: Probabilidade de outage para 2 ramos por os métodos de combinação por Seleção
Pura → Azul, combinação por razão máxima → Vermelho e combinação por ganho igual →
Roxo para um valor fixo de µ=7, δ=0.5,κ1=4,κ2=7
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Capı́tulo 6
Conclusões e Direções de Pesquisa Futura

Neste caṕıtulo, podemos concluir esta dissertação ao fornecer algumas sugestões para traba-
lhos futuros.

6.1 Conclusões

Nesta dissertação apresenta-se uma expressão para derivar novas representações matemáticas
para o FDP bivariável e FDC do modelo κ-µ (nosso caso foi feito para 2 variáveis mas aplicando
os mesmos critérios podem ser encontrados para n variáveis). As novas representações foram
utilizados para avaliar o desempenho por meio de técnicas que ajudam a melhorar o sistema.
Entretanto, como os canais de desvanecimento são submetidos ao sinais desejados e interferentes,
a probabilidade de outage nos dá uma boa estimativa da potência necessária para obter uma
transmissão aceitável. Os resultados são feitos através de cálculos que nos dão uma idéia de
como o sinal se comporta no meio. Outras razões para investigar as caracteŕısticas de propagação
(para nosso caso multivariadas κ-µ) são as necessidades de planejar as localizações dos diferentes
transmissores na rede em maior detalhe.

Infelizmente, as expressões estão longe de ser simples e isso se reflete no tempo de compu-
tação. Algumas das parcelas mostradas aqui levou várias horas para ser calculado. Também
é importante mencionar que alguns cuidados devem ser tomados sempre computando as ex-
pressões para alguns valores de µ, ou seja, µ = 1 bem como para os valores semi-inteiros de
µ (digamos, µ = 0, 5 1,5 , 2, 5, . . . ), ocorre uma indeterminação. Nestes casos, um valor de µ
arbitrariamente próximo do valor exacto pode ser utilizado. Por exemplo, para µ = 1, Pode-se
utilizar µ = 0.9999999 . . . ou µ = 1, 0000 . . . 1). O mesmo, por o valores semi-inteiros.

6.2 Trabalhos Futuros

As linhas de pesquisa propostas a partir desta disertação são as seguintes:

• distribução κ-µ multivariável.

• distribução conjunta de fase correlacionada.

• distribução κ-µ bivariável extreme.
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Capı́tulo 7
apêndice

Apresenta-se os códigos feitos no programa Mathematica para a PDF, SC, MRC, EG.
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{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]

,NIntegrate
[

SC[Υ1,Υ2, 2.5001, 0.00001, 1, 2],
{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]

,

NIntegrate
[

SC[Υ1,Υ2, 3, 0.00001, 1, 2],
{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]

,NIntegrate
[

SC[Υ1,Υ2, 3, 0.00001, 1, 2],
{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]

,NIntegrate
[

SC[Υ1,Υ2, 3, 0.00001, 1, 2],
{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]

,

NIntegrate
[

SC[Υ1,Υ2, 3.5001, 0.00001, 1, 2],
{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]

,NIntegrate
[

SC[Υ1,Υ2, 3.5001, 0.00001, 1, 2],
{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]

,NIntegrate
[

SC[Υ1,Υ2, 3.5001, 0.00001, 1, 2],
{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]

,
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NIntegrate
[

SC[Υ1,Υ2, 4, 0.00001, 1, 2],
{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]}

,NIntegrate
[

SC[Υ1,Υ2, 4, 0.00001, 1, 2],
{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]}

,NIntegrate
[

SC[Υ1,Υ2, 4, 0.00001, 1, 2],
{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]}

,
{snr,−30, 5},PlotRange → {{−30, 5}, {10−7, 1.1}} ,{snr,−30, 5},PlotRange → {{−30, 5}, {10−7, 1.1}} ,{snr,−30, 5},PlotRange → {{−30, 5}, {10−7, 1.1}} ,
PlotStyle → {Blue,Red,Purple,Orange,Green,Pink,Blue,Red,PlotStyle → {Blue,Red,Purple,Orange,Green,Pink,Blue,Red,PlotStyle → {Blue,Red,Purple,Orange,Green,Pink,Blue,Red,
Purple,Thickness[0.003]},Frame → True,Purple,Thickness[0.003]},Frame → True,Purple,Thickness[0.003]},Frame → True,
FrameTicks → {{{10−7, 10−5, 10−3, 10−1, 1} ,True} , {True,True}} ,FrameTicks → {{{10−7, 10−5, 10−3, 10−1, 1} ,True} , {True,True}} ,FrameTicks → {{{10−7, 10−5, 10−3, 10−1, 1} ,True} , {True,True}} ,
FrameLabel → {“Normalized SNR”,“Outage Probability”},RotateLabel → True,FrameLabel → {“Normalized SNR”,“Outage Probability”},RotateLabel → True,FrameLabel → {“Normalized SNR”,“Outage Probability”},RotateLabel → True,
LabelStyle → FontSize → 18, ImageSize → 640]LabelStyle → FontSize → 18, ImageSize → 640]LabelStyle → FontSize → 18, ImageSize → 640]

MRC[r ,Υ1 , µ , ρ , k1 , k2 ]:=MRC[r ,Υ1 , µ , ρ , k1 , k2 ]:=MRC[r ,Υ1 , µ , ρ , k1 , k2 ]:=
Gamma[µ−1]×(k1×µ)×(µ×k2)×(1+ 1

k1)×(1+
1
k2)

(1−ρ2)

Gamma[µ−1]×(k1×µ)×(µ×k2)×(1+ 1
k1)×(1+

1
k2)

(1−ρ2)

Gamma[µ−1]×(k1×µ)×(µ×k2)×(1+ 1
k1)×(1+

1
k2)

(1−ρ2)
(

(1−ρ2)
2

ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)×
(

1− ρ×
√

k1√
k2

)(

1− ρ×
√
k2√

k1

)

)µ−1(

(1−ρ2)
2

ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)×
(

1− ρ×
√
k1√

k2

)(

1− ρ×
√

k2√
k1

)

)µ−1(

(1−ρ2)
2

ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)×
(

1− ρ×
√
k1√

k2

)(

1− ρ×
√

k2√
k1

)

)µ−1

e

(

−((µ×k1)+(µ×k2)−2×ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)+(k1×µ)×Υ1×(1+ 1
k1)+(µ×k2)×((1+ 1

k2))×(r−Υ1))
(1−ρ2)

)

e

(

−((µ×k1)+(µ×k2)−2×ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)+(k1×µ)×Υ1×(1+ 1
k1)+(µ×k2)×((1+ 1

k2))×(r−Υ1))
(1−ρ2)

)

e

(

−((µ×k1)+(µ×k2)−2×ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)+(k1×µ)×Υ1×(1+ 1
k1)+(µ×k2)×((1+ 1

k2))×(r−Υ1))
(1−ρ2)

)

Sum [(µ+ k − 1)Binomial[2µ+ k − 3, 2µ− 3]Sum [(µ+ k − 1)Binomial[2µ+ k − 3, 2µ− 3]Sum [(µ+ k − 1)Binomial[2µ+ k − 3, 2µ− 3]

BesselI

[

µ+ k − 1,

(

2×(µ×k2)×
(√

1+ 1
k2

)

×(
√
r−Υ1)

(1−ρ2)
×

(

1− ρ×
√
k1√

k2

)

)]

BesselI

[

µ+ k − 1,

(

2×(µ×k2)×
(√

1+ 1
k2

)

×(
√
r−Υ1)

(1−ρ2)
×

(

1− ρ×
√
k1√

k2

)

)]

BesselI

[

µ+ k − 1,

(

2×(µ×k2)×
(√

1+ 1
k2

)

×(
√
r−Υ1)

(1−ρ2)
×

(

1− ρ×
√
k1√

k2

)

)]

BesselI[µ+ k − 1,BesselI[µ+ k − 1,BesselI[µ+ k − 1,
(

2×ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)×
((√

1+ 1
k2

)

×(
√
r−Υ1)

)

×
(√

Υ1×
√

1+ 1
k1

)

(1−ρ2)

(

2×ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)×
((√

1+ 1
k2

)

×(
√
r−Υ1)

)

×
(√

Υ1×
√

1+ 1
k1

)

(1−ρ2)

(

2×ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)×
((√

1+ 1
k2

)

×(
√
r−Υ1)

)

×
(√

Υ1×
√

1+ 1
k1

)

(1−ρ2)

)]BesselI[µ+ k − 1,)]BesselI[µ+ k − 1,)]BesselI[µ+ k − 1,
(

2×(k1×µ)×
√
Υ1×

√
1+ 1

k1

(1−ρ2)
×

(

1− ρ×
√
k2√

k1

)

)]

, {k, 0, 50}
](

2×(k1×µ)×
√
Υ1×

√
1+ 1

k1

(1−ρ2)
×

(

1− ρ×
√
k2√

k1

)

)]

, {k, 0, 50}
](

2×(k1×µ)×
√
Υ1×

√
1+ 1

k1

(1−ρ2)
×

(

1− ρ×
√
k2√

k1

)

)]

, {k, 0, 50}
]

LogPlot[LogPlot[LogPlot[
{

NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 0.75001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,
{

NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 0.75001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,
{

NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 0.75001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,

NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 1.00001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 1.00001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 1.00001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,

NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 1.25001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 1.25001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 1.25001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,

NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 1.5001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 1.5001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 1.5001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,

NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 2, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 2, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 2, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,

NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 2.5001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 2.5001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 2.5001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,

NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 3, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 3, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 3, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,

NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 3.5001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 3.5001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 3.5001, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,

NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 4, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]}

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 4, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]}

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 4, 0.00001, 1, 2],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]}

,
{snr,−30, 5},PlotRange → {{−30, 5}, {10−7, 1.1}} ,{snr,−30, 5},PlotRange → {{−30, 5}, {10−7, 1.1}} ,{snr,−30, 5},PlotRange → {{−30, 5}, {10−7, 1.1}} ,
PlotStyle → {Blue,Red,Purple,Orange,Green,Pink,Blue,Red,PlotStyle → {Blue,Red,Purple,Orange,Green,Pink,Blue,Red,PlotStyle → {Blue,Red,Purple,Orange,Green,Pink,Blue,Red,
Purple,Thickness[0.003]},Frame → True,Purple,Thickness[0.003]},Frame → True,Purple,Thickness[0.003]},Frame → True,
FrameTicks → {{{10−7, 10−5, 10−3, 10−1, 1} ,True} , {True,True}} ,FrameTicks → {{{10−7, 10−5, 10−3, 10−1, 1} ,True} , {True,True}} ,FrameTicks → {{{10−7, 10−5, 10−3, 10−1, 1} ,True} , {True,True}} ,
FrameLabel → {“Normalized SNR”,“Outage Probability”},RotateLabel → True,FrameLabel → {“Normalized SNR”,“Outage Probability”},RotateLabel → True,FrameLabel → {“Normalized SNR”,“Outage Probability”},RotateLabel → True,
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LabelStyle → FontSize → 18, ImageSize → 640]LabelStyle → FontSize → 18, ImageSize → 640]LabelStyle → FontSize → 18, ImageSize → 640]

EG[b ,Υ1 , µ , ρ , k1 , k2 ]:=EG[b ,Υ1 , µ , ρ , k1 , k2 ]:=EG[b ,Υ1 , µ , ρ , k1 , k2 ]:=
Gamma[µ−1]×(k1×µ)×(µ×k2)×(1+ 1

k1)×(1+
1
k2)

(1−ρ2)

Gamma[µ−1]×(k1×µ)×(µ×k2)×(1+ 1
k1)×(1+

1
k2)

(1−ρ2)

Gamma[µ−1]×(k1×µ)×(µ×k2)×(1+ 1
k1)×(1+

1
k2)

(1−ρ2)
(

−(1−ρ2)
2

ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)×
(

1− ρ×
√

k1√
k2

)(

1− ρ×
√
k2√

k1

)

)µ−1(

−(1−ρ2)
2

ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)×
(

1− ρ×
√
k1√

k2

)(

1− ρ×
√

k2√
k1

)

)µ−1(

−(1−ρ2)
2

ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)×
(

1− ρ×
√
k1√

k2

)(

1− ρ×
√

k2√
k1

)

)µ−1

e

(

−((µ×k1)+(µ×k2)−2×ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)+(k1×µ)×(Υ1)×(1+ 1
k1)+(µ×k2)×(1+ 1

k2)×(
√
2b−

√
Υ1)2)

(1−ρ2)

)

e

(

−((µ×k1)+(µ×k2)−2×ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)+(k1×µ)×(Υ1)×(1+ 1
k1)+(µ×k2)×(1+ 1

k2)×(
√

2b−
√
Υ1)2)

(1−ρ2)

)

e

(

−((µ×k1)+(µ×k2)−2×ρ×
√

(k1×µ)×
√

(µ×k2)+(k1×µ)×(Υ1)×(1+ 1
k1)+(µ×k2)×(1+ 1

k2)×(
√
2b−

√
Υ1)2)

(1−ρ2)

)

Sum
[

(−1)k(µ+ k − 1)Binomial[2µ+ k − 3, 2µ− 3]Sum
[

(−1)k(µ+ k − 1)Binomial[2µ+ k − 3, 2µ− 3]Sum
[

(−1)k(µ+ k − 1)Binomial[2µ+ k − 3, 2µ− 3]

BesselI

[

µ+ k − 1,

(

2×(µ×k2)×(
√
2b−

√
Υ1)×

√

(1+ 1
k2)

(1−ρ2)
×

(

1− ρ×
√
k1√

k2

)

)]

BesselI

[

µ+ k − 1,

(

2×(µ×k2)×(
√
2b−

√
Υ1)×

√

(1+ 1
k2)

(1−ρ2)
×

(

1− ρ×
√
k1√

k2

)

)]

BesselI

[

µ+ k − 1,

(

2×(µ×k2)×(
√
2b−

√
Υ1)×

√

(1+ 1
k2)

(1−ρ2)
×

(

1− ρ×
√
k1√

k2

)

)]

BesselI[µ+ k − 1,BesselI[µ+ k − 1,BesselI[µ+ k − 1,
(

2×ρ×
√

(k1×µ)×
√
Υ1×(

√
2b−

√
Υ1)×

√
(µ×k2)

(1−ρ2)
×

(

2×ρ×
√

(k1×µ)×
√
Υ1×(

√
2b−

√
Υ1)×

√
(µ×k2)

(1−ρ2)
×

(

2×ρ×
√

(k1×µ)×
√
Υ1×(

√
2b−

√
Υ1)×

√
(µ×k2)

(1−ρ2)
×

(√

(

1 + 1
k2

)

)

×
(√

1 + 1
k1

))](√

(

1 + 1
k2

)

)

×
(√

1 + 1
k1

))](√

(

1 + 1
k2

)

)

×
(√

1 + 1
k1

))]

BesselI

[

µ+ k − 1,

(

2×(k1×µ)×
√
Υ1×

√
1+ 1

k1

(1−ρ2)
×

(

1− ρ×
√
k2√

k1

)

)]

,BesselI

[

µ+ k − 1,

(

2×(k1×µ)×
√
Υ1×

√
1+ 1

k1

(1−ρ2)
×
(

1− ρ×
√
k2√

k1

)

)]

,BesselI

[

µ+ k − 1,

(

2×(k1×µ)×
√
Υ1×

√
1+ 1

k1

(1−ρ2)
×

(

1− ρ×
√
k2√

k1

)

)]

,

{k, 0, 50}]{k, 0, 50}]{k, 0, 50}]

LogPlot[LogPlot[LogPlot[
{

NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 0.75001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,
{

NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 0.75001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,
{

NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 0.75001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,

NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 1.00001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 1.00001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 1.00001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,

NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 1.25001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 1.25001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 1.25001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,

NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 1.5001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 1.5001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 1.5001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,

NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 2, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 2, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 2, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,

NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 2.5001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 2.5001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 2.5001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,

NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 3, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 3, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 3, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,

NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 3.5001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 3.5001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 3.5001, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]

,

NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 4, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]}

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 4, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]}

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 4, 0.00001, 1, 2],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]}

,
{snr,−30, 5},PlotRange → {{−30, 5}, {10−7, 1.1}} ,{snr,−30, 5},PlotRange → {{−30, 5}, {10−7, 1.1}} ,{snr,−30, 5},PlotRange → {{−30, 5}, {10−7, 1.1}} ,
PlotStyle → {Blue,Red,Purple,Orange,Green,Pink,Blue,Red,PlotStyle → {Blue,Red,Purple,Orange,Green,Pink,Blue,Red,PlotStyle → {Blue,Red,Purple,Orange,Green,Pink,Blue,Red,
Purple,Thickness[0.003]},Frame → True,Purple,Thickness[0.003]},Frame → True,Purple,Thickness[0.003]},Frame → True,
FrameTicks → {{{10−7, 10−5, 10−3, 10−1, 1} ,True} , {True,True}} ,FrameTicks → {{{10−7, 10−5, 10−3, 10−1, 1} ,True} , {True,True}} ,FrameTicks → {{{10−7, 10−5, 10−3, 10−1, 1} ,True} , {True,True}} ,
FrameLabel → {“Normalized SNR”,“Outage Probability”},RotateLabel → True,FrameLabel → {“Normalized SNR”,“Outage Probability”},RotateLabel → True,FrameLabel → {“Normalized SNR”,“Outage Probability”},RotateLabel → True,
LabelStyle → FontSize → 18, ImageSize → 640]LabelStyle → FontSize → 18, ImageSize → 640]LabelStyle → FontSize → 18, ImageSize → 640]

LogPlot
[{

NIntegrate
[

SC[Υ1,Υ2, 7, 0.5, 4, 7],
{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]

,LogPlot
[{

NIntegrate
[

SC[Υ1,Υ2, 7, 0.5, 4, 7],
{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]

,LogPlot
[{

NIntegrate
[

SC[Υ1,Υ2, 7, 0.5, 4, 7],
{

Υ1, 0, 10
snr
10

}

,
{

Υ2, 0, 10
snr
10

}]

,

NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 7, 0.5, 4, 7],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 7, 0.5, 4, 7],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,NIntegrate
[

MRC[r,Υ1, 7, 0.5, 4, 7],
{

r, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, r}
]

,
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NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 7, 0.5, 4, 7],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]}

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 7, 0.5, 4, 7],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]}

,NIntegrate
[

EG[b,Υ1, 7, 0.5, 4, 7],
{

b, 0, 10
snr
10

}

, {Υ1, 0, (2b)}
]}

,
{snr,−7, 5},PlotRange → {{−7, 5}, {10−7, 1.1}} ,{snr,−7, 5},PlotRange → {{−7, 5}, {10−7, 1.1}} ,{snr,−7, 5},PlotRange → {{−7, 5}, {10−7, 1.1}} ,
PlotStyle → {Blue,Red,Purple,Thickness[0.003]},Frame → True,PlotStyle → {Blue,Red,Purple,Thickness[0.003]},Frame → True,PlotStyle → {Blue,Red,Purple,Thickness[0.003]},Frame → True,
FrameTicks → {{{10−7, 10−5, 10−3, 10−1, 1} ,True} , {True,True}} ,FrameTicks → {{{10−7, 10−5, 10−3, 10−1, 1} ,True} , {True,True}} ,FrameTicks → {{{10−7, 10−5, 10−3, 10−1, 1} ,True} , {True,True}} ,
FrameLabel → {“Normalized SNR”,“Outage Probability”},RotateLabel → True,FrameLabel → {“Normalized SNR”,“Outage Probability”},RotateLabel → True,FrameLabel → {“Normalized SNR”,“Outage Probability”},RotateLabel → True,
LabelStyle → FontSize → 18, ImageSize → 640]LabelStyle → FontSize → 18, ImageSize → 640]LabelStyle → FontSize → 18, ImageSize → 640]
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