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“Se vocé encontrar um caminho sem obstaculos, ele provavelmente ndo leva a lugar nenhum.”
Frank Clark



Resumo

Este trabalho propde uma metodologia para o controle robusto descentralizado de sistemas ndo
lineares com incertezas variantes no tempo limitadas em norma utilizando um procedimento alterna-
tivo ao S-Procedure proposto por Yakubovich. Com base em nosso procedimento, desenvolvemos
também uma metodologia de projeto de observadores robustos descentralizados para uma classe de
sistemas ndo lineares variantes no tempo limitados em norma. Com o estado estimado pelo obser-
vador descentralizado projetamos um controlador descentralizado por realimentagdo de saida que
estabiliza o sistema. Outro problema que € resolvido nesse trabalho € o projeto de controlador ro-
busto H, descentralizado para uma classe de sistemas ndo lineares variantes no tempo limitados em
norma sujeitos a distirbios externos. Exemplos que ilustram aplica¢des das metodologias propostas
sdo apresentados.

Palavras-chave: Controle robusto, Controle descentralizado, Observador robusto, Observador
robusto descentralizado, Sistemas ndo lineares, LMIs, Otimizagao H .

Abstract

This work proposes a methodology for decentralized robust control of nonlinear systems with
time-varying uncertainties norm bounded using an alternative procedure to the S-Procedure proposed
by Yakubovich. Based on our procedure a decentralized robust observer design methodology for a
class of time-varying norm bounded nonlinear systems is also developed. With the state estimated by
the decentralized observer we design an output feedback decentralized controller that stabilizes the
system. Another problem that is solved in this work is the design of a decentralized H, robust con-
troller for a class of time-varying norm bounded nonlinear systems subject to external disturbances.
Examples illustrating the application of the proposed methodologies are presented.

Keywords: Robust control, Decentralized control, Robust observer, Robust decentralized obser-
ver, Nonlinear systems, LMIs, H,, optimization.
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Capitulo 1

Introducao

Grande parte dos sistemas fisicos pode ser descrito por equagdes diferenciais nao lineares, o que
explica o grande interesse existente nessa drea de pesquisa [2], [3]. Ainda, na maioria dos casos, estas
equacoes diferenciais ndo s@o completamente conhecidas, principalmente no que diz respeito aos seus
parametros. A preocupacdo com sistemas incertos deu origem a Teoria de Controle Robusto [4].

Autores como [5], [6], [7], entre outros, utilizam a ferramenta de LMIs (Linear Matrix Inequa-
lities) juntamente com a Teoria de Lyapunov para fazer andlise de estabilidade de sistemas lineares.
Também utilizam essa mesma ferramenta para a sintese de controladores através da realimentacado de
estado e de realimentacdo de saida, projeto de controladores dinamicos [8], projeto de filtros robus-
tos [9], etc.

Diversos autores como [1], [10], entre outros, utilizam essa mesma ferramenta para o a andlise de
estabilidade, para a sintese de controladores e projeto de observadores de estado para sistemas nao
lineares. Esta abordagem possui a vantagem de permitir a inclusio de vérios aspectos de projeto que
podem ser necessarios ao desenvolvimento do controlador para o sistema.

A andlise das propriedades de sistemas ndo-lineares ser4 feita através do método direto de Lyapu-
nov [11]. A solucdo numérica das condi¢Oes geradas por este método serd feita por solvers projetados
para a solucdo deste tipo de problema.

Neste trabalho tratamos especificamente de duas classes particulares de sistemas ndo lineares, a
primeira classe € a de sistemas ndo lineares com incertezas variantes no tempo limitadas em norma,
a segunda classe de sistemas € descrita como sendo de sistemas ndo lineares variantes no tempo
limitados em norma. Podemos citar alguns problemas reais que se enquadram nessas classes de
sistemas como controle de sistemas poténcia, de processos quimicos, de espaconaves, de veiculos
etc [12].

Os trabalhos propostos na literatura utilizam o S-Procedure [13] para tratar da restricio em norma

da parte ndo linear do sistema. Neste trabalho propomos uma solucdo diferente, que utiliza uma
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desigualdade matricial para tratar desse problema. A vantagem dessa abordagem € que ela reduz o

custo computacional das metodologias propostas.

1.1 Apresentacao

Dividimos essa dissertagdao em seis capitulos. Este primeiro capitulo consiste em uma introducao
sobre o problema que seré tratado neste trabalho situando o leitor com relagdo aos capitulos seguintes.

Os demais capitulos estruturam-se como indicado:

» Capitulo 2: Este capitulo expde alguns conceitos basicos que serdo utilizados nessa trabalho

como estabilidade de sistemas nao lineares segundo Lyapunov, robustez, entre outros.

 Capitulo 3: Este capitulo trata do desenvolvimento de uma metodologia para o controle des-
centralizado de uma classe de sistemas nao lineares com incertezas variantes no tempo limitadas
em norma. Primeiramente tratamos do controle robusto centralizado dessa classe de sistemas e
através de exemplos propostos, comparamos os resultados obtidos com a metodologia proposta
com os da literatura, em seguida tratamos o caso descentralizado e novamente comparamos 0s

resultados obtidos com a metodologia proposta com os da literatura.

* Capitulo 4: Neste capitulo apresentamos metodologias para os projetos de observador e contro-
lador robustos descentralizados para uma classe de sistemas nao lineares limitados em norma.
Primeiramente apresentamos uma metodologia para o projeto de um observador para essa classe
de sistemas e entdo apresentamos um exemplo numérico que ilustra o funcionamento do ob-
servador, entdo a partir dos estados estimados pelo observador, construimos um controlador
descentralizado por realimentacio de saida que estabiliza o sistema e entdo apresentamos um
exemplo numérico que ilustra a metodologia proposta. O problema do controlador ¢ do ob-
servador ndo pode ser resolvido em um tnico passo, deste modo resolvemos primeiramente o

problema de controle e posteriormente o problema de observagao.

» Capitulo 5: Neste capitulo tratamos de uma classe de sistemas nao lineares limitadas em norma
sujeitos a perturbacdes externas. Para esta classe de sistemas, projetamos observador e contro-
lador descentralizados robustos de forma separadas, em um procedimento de dois passos, sendo
que no primeiro passo resolvemos o problema de controle e no segundo resolvemos o problema
do observador, com o objetivo de estimar o estado e estabilizar robustamente o sistema que esta
sujeito a perturbagdes externas. O critério de robustez utilizado para tratar da robustez em rela-
¢do as perturbagdes externas foi a norma H ., que pode ser caracterizada a partir de uma func¢ao

de Lyapunov.
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 Capitulo 6: Utilizamos este capitulo para a discussdo final das metodologias desenvolvidas,

dos resultados obtidos e para as propostas de continuagdo deste estudo.



Capitulo 2
Conceitos basicos

Este capitulo € dedicado a apresentacao de defini¢des preliminares sobre a andlise de sistemas
que serdo bastante utilizados no decorrer deste trabalho e por isso sao de fundamental impor-

tancia.

2.1 Estabilidade de sistemas nao lineares segundo Lyapunov

O segundo método de Lyapunov usado para investigar a estabilidade de sistemas foi proposto
por volta de 1890 e é baseado na extensdo da idéia de que se a energia total de um sistema
€ continuamente dissipada, entdo este sistema ird convergir para um ponto de equilibrio [11].
Desta forma, pode-se concluir sobre a estabilidade de um sistema através da anélise do com-

portamento de uma fung¢do escalar.

Considere o seguinte sistema definido por

b= f(a1) @.1)

sendo = um vetor de estado n—dimensional, f(z,t) € um vetor n—dimensional. Supomos que
o sistema (2.1) tem uma tnica solu¢do comec¢ando em uma dada condicao inicial. Denotaremos

a solugdo de (2.1) por ¢(t; xg, o), com zg em t = ty e t é o tempo observado. Portanto

P(t; 20, t0) = 20 (2.2)

A seguir definiremos estado de equilibrio
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Definicao 1 Em (2.1), um estado x., com

f(xe,t) =0 (2.3)

é chamado de um estado de equilibrio do sistema [14].

Com esses dois conceitos definiremos a Estabilidade no sentindo de Lyapunov.

Definicao 2 Denotaremos uma regido esférica de raio k ao redor de um estado de equilibrio

T, COMo

e — ]| < & 2.4
onde ||x — .|| é chamanda de norma euclidiana.

Fagcamos S(0) consistir em todos os pontos tais que

[|zo — xe]| <6 (2.5)

e seja S(€) o conjunto de todos os pontos tais que

l|o(t; 0, t0) — zc|| <€, VE >t (2.6)

Um estado de equilibrio x. do sistema (2.1) é dito estdvel no sentido de Lyapunov se, corres-
pondendo a cada S(€), houver um S(0) tal que trajetdrias partindo de S(0) ndo saem de S(e)

quando t aumenta indefinidamente [14].

A seguir definiremos estabilidade assintética que serd bastante utilizada nesse trabalho

Definicao 3 Um estado de equilibrio x. de (2.1) é dito assintoticamente estdvel se ele for
estdvel no sentido de Lyapunov e se toda a solugdo partindo de dentro de S(0) convergir, sem

sair de S(€), para x. quando t aumenta indefinidamente [14].

Algum conhecimento do tamanho da méxima regido de estabilidade assintética é geralmente
necessario. Esta regido é chamada de dominio de atracdo. Este dominio é a parte do espago
de estados em que se originam trajetdrias assintéticamente estdveis. Em outras palavras, toda

trajetdria que se origina no dominio de atracdo € assintéticamente estavel.
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O seguinte Lema apresenta condi¢Oes suficientes para mostrar a estabilidade e o dominio de

atracao de um sistema.

Lema 1 Considere um sistema da forma

i = f(x,t) 2.7)

onde f : D — R" é uma funcdo suave em um dominio D C R". Suponha que existam escalares
positivos €1, €5 e €3 e uma funcdo continuamente diferencidvel V : D — R que satisfazem as

seguintes restrigoes:

arle <V(z) < er'z

V(;E) < —esxlx (2.8)

Entdo V (z) é uma fungdo de Lyapunov em D.

Nao existe um método sistematico para obtencdo de fungdes de Lyapunov para qualquer tipo
de sistema, porém a fungio quadrética V(z) = 27 Pz, P = PT > 0 € R™™" ¢ largamente
utilizada principalmente, no caso de sistemas lineares invariantes no tempo, visto que a fun-
cdo de Lyapunov quadratica € necessaria e suficiente para provar a estabilidade. No caso de
sistemas incertos e também nao lineares, a funcdo quadratica pode levar a resultados conserva-
dores [15]. Entretanto, a fun¢do quadratica ainda € bastante utilizada devido a simplicidade na

determinac@o numérica das condi¢des de estabilidade [16].

A seguir serd introduzido o conceito de matriz positiva definida.

Definicdo 4 Uma matriz quadrada P é dita positiva definida se e somente se

t'Pr >0, VYo#0 (2.9)

Se a desigualdade acima admitir 27 Pz = 0, a matriz P é dita positiva semi-definida. Uma
condicdo necessdria para que uma matriz seja positiva definida € que todas suas submatrizes
principais também sejam positivas definidas. Isto pode ser facilmente verificado se considerar-

mos um vetor x com zeros nas linhas que nao pertencam a submatriz escolhida.
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Uma propriedade util de matrizes positivas definidas € que todos seus autovalores sdo positivos.

As seguintes notagdes serdo utilizadas na dissertacao:

P > 0: A matriz P € positiva definida;

P > 0 A matriz P € semi-definida positiva;

P < 0: A matriz P é negativa definida;

— P < 0 A matriz P é semi-definida negativa.

2.2 Robustez

A propriedade conhecida como robustez é um dos fatores essenciais para o sucesso de um sis-
tema de controle. Dizemos que um sistema € robusto com relacdo a uma dada caracteristica
se ele possui a capacidade de preservad-la mesmo na ocorréncia de variagdes de outras de suas
caracteristicas ou do em meio que se encontra inserido. Neste trabalho estudamos sistemas
robustos de classes diversas, deste modo queremos que eles sejam robustos em relacdo a pa-
rametros diferentes. Para a classe de sistemas ndo lineares com incertezas variantes no tempo
limitadas em norma, queremos que os sistemas preservem a estabilidade na presenca de incer-
tezas. Para a classe de sistemas ndo lineares variantes no tempo limitadas em norma sujeitos a
perturbacdes externas, queremos preservar a sua estabilidade mesmo na presencga desses sinais

externos.

2.3 Norma H.,

A norma H,, possui a seguinte definicdo no espago frequencial [17]

[|H(8)||oo :=sup ||H(jw)||, weR (2.10)
sendo H (s) a fungado de transferéncia do sistema (2.7).

A norma H,, pode ser interpretada de duas maneiras:

— E a medida para o nivel de atenuacdo de distirbio;

— E uma medida de robustez.
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Essas propriedades associadas com a norma H., nos motivam a considerar os seguintes pro-

blemas de controle:

— Dado um nivel de desempenho v > 0, determine se existe um controlador que estabilize
o sistema em malha fechada tal que sua func@o de transferéncia || H(s)|| < -, sendo que

H/(s) denota a funcdo de transferéncia do sistema em malha fechada.

— Determine um controlador em malha fechada que estabilize o sistema e minimize sua

norma H,.

Neste trabalho trataremos do segundo tipo de problema associado a norma H.

2.4 Complemento de Schur

Supondo que M e () sdo matrizes simétricas e [2 € uma matriz qualquer, de dimensdes apropri-

adas, as seguintes afirmacgdes sdo equivalentes [18]:
1. As desigualdades matriciais ) > 0 e M — RQ~'RT > 0 sdo satisfeitas.

M R
2. A desigualdade matricial > () € satisfeita.
RT Q@

Isto pode ser facilmente verificado utilizando os argumentos que seguem. As duas desigualda-

des presentes em 1 s@o equivalentes a desigualdade

M —RQ™'RT 0
@ >0 (2.11)
0 Q
Multiplicando (2.11) a esquerda e a direita pela matriz nao-singular
I RQ™!
© (2.12)
0 I
e sua transposta, respectivamente, obtém-se
I RQ™! M —RQ™'RT 0 1 0 M R
@ © = >0 (2.13)
0 I 0 Q Q'RT I RT Q@
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Portanto a desigualdade 2 € verificada se e somente se a afirmagdo 1 também for verdadeira.

2.5 S-Procedure

A técnica conhecida como S-procedure [13] permite agrupar restricdes de desigualdade na
forma de desigualdades matriciais lineares. A seguinte versdao do S-procedure aplica-se a desi-

gualdades ndo-estritas.

Teorema 1 Sejam A e B matrizes simétricas de dimensdo n x n e considere que a inequagdo
quadrdtica
2T Az >0

é estritamente factivel (existe T tal que T' AT > 0). Entdo a inequacdo quadrdtica
2TBx >0

é uma consequéncia, isto é
2T Ax > 0= 2"Bx >0

se e somente se existir um escalar A > 0 tal que

B> M)A

Uma versdo semelhante do S-Procedure pode ser aplicada em desigualdades estritas. Esse

Teorema foi provado por Yakubovich em 1971 [19] [13].

2.6 Transformacao de Similaridade

Duas matrizes quadradas A e B sao ditas similares se existe uma matriz invertivel .S tal que

A=S5"1'BS (2.14)

de modo equivalente

B=SAS"! (2.15)
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A expressdo SAS™! é chamada de transformagdo de similaridade da matriz A.

Uma importante propriedade da transformacdo de similaridade € que ela ndo altera os autovalo-
res da matriz que passa pela transformacdo; essa propriedade serd bastante utilizada no decorrer
deste trabalho.



Capitulo 3

Controle robusto descentralizado de uma
classe de sistemas nao lineares com
incertezas variantes no tempo limitadas

€m norma

3.1 Introducao

Controle robusto descentralizado de sistemas ndo lineares tem sido considerado por diversos
autores como [12], [20], [21], [22], [23], [24], [25] entre outros. Ele é caracterizado por
tratar problemas de incertezas como sendo problemas deterministicos mas com parametros
desconhecidos que tém suas magnitudes limitadas. Em [1] um procedimento para o controle
descentralizado de sistemas ndo lineares com incertezas variantes no tempo utilizando o S-
procedure [13] € apresentado. Uma abordagem diferente, que garante um custo computacional
menor e com resultados equivalentes, € apresentada neste trabalho. Para obter um controlador
robusto para sistemas ndo lineares com incertezas variantes no tempo limitadas em norma,
utilizamos o segundo método de Lyapunov e construimos um problema convexo de otimizagao
em termos de Linear Matrix Inequalities (LMIs) [18] que resulta em um controlador que ao
mesmo tempo estabiliza o sistema como um todo e simultaneamente, maximiza o limite de
incerteza do sistema. As incertezas variantes no tempo do modelo, s@o tratadas como sendo
limitadas em norma, o que € uma hipétese razodvel pois varios problemas podem ser incluidos
nessa classe de sistema como controle de sistemas de poténcia, de espagonaves, de veiculos,

etc [12]. A metodologia proposta possui varios aspectos positivos, dentre elas citamos:

11
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— O problema do projeto do controlador como um problema de otimiza¢ao convexa, o que
assegura uma solu¢do computacional simples, pois hd varios pacotes computacionais que
tratam esse problema e que asseguram a existéncia de uma solugdo. O ganho 6timo de
controle € obtido diretamente, sem a necessidade de usar um procedimento de tentativa e

CITO.

— A metodologia € flexivel pois permite a inclusdo de parametros de projeto adicionais tais

como estrutura e limitagdo das matrizes de ganho e grau desejado de incerteza.

— Todos os controladores sdo lineares, o que torna a sua implementacao mais simples.

Neste capitulo propomos uma metodologia para o controle robusto de sistemas ndo lineares
com incertezas variantes no tempo com norma limitada. A principal diferenca entre os re-
sultados obtidos em [1] e os resultados da metodologia proposta, é que para esta sdo obtidas
condi¢des com um nimero menor de linhas de LMIs, porém com resultados equivalentes mas
com a vantagem de serem obtidos em um tempo menor devido a menor complexidade com-
putacional. O capitulo estd organizado da seguinte forma: na sec¢do 3.2, apds a uma breve
apresentacdo do problema de controle centralizado de sistemas ndo lineares com incertezas va-
riantes no tempo limitadas em norma, desenvolvemos um método para resolucao do problema
de projeto de controle desta classe de sistemas e apresentamos também alguns exemplos numé-
ricos que sdo comparados com resultados da literatura. Na secdo 3.3, estendemos os resultados
para o projeto de controle descentralizado e comparamos resultados obtidos com resultados da
literatura. Na secdo 3.4 sdo feitas as consideracdes finais sobre a metodologia desenvolvida e

sobre os resultados obtidos.

3.2 Controle Robusto

Considere um sistema ndo linear com incertezas variantes no tempo com a seguinte represen-

tacdo no espaco de estado

&= Ax + Bu+ h(t, ) (3.1

sendo = € N” o estado do sistema, A uma matriz n X n, B uma matrix n x m, h : R**1 — R
€ o termo ndo linear incerto variante no tempo e u € R™ € a lei de controle. Em relagdo a
modelagem do pardmetro incerto variante no tempo h(t, z), consideramos que ele é limitado

em norma [1]
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R (t, z)h(t,r) < *a"H Hx (3.2)

sendo o escalar >0 o limite de incerteza e // uma matriz constante de dimensao n x n. Iremos
agora considerar a estabilidade do sistema (3.1), que é em geral a caracteristica mais impor-
tante a ser determinada. O segundo método de Lyapunov é o método mais geral para a de-
terminacdo da estabilidade de sistemas ndo lineares com incertezas variantes no tempo. Esse
método baseia-se no fato de que se um sistema tem um estado de equilibrio estdvel, entdao a
energia decresce com o tempo até que ele atinja o estado de equilibrio. A estratégia consiste
entdo em encontrar uma fungdo escalar definida positiva V' (x), sendo x um vetor de estado n-
dimensional, de forma que V(x) seja definida negativa. Escolhemos para o sistema (3.1) uma

possivel funcdo de Lyapunov

V(z) = 2" Px (3.3)

sendo a matriz P simétrica definida positiva, ou seja, P = PT > 0.

A derivada de V' (x) em relagdo ao tempo e ao longo de qualquer trajetéria de (3.1) é dada por

V(z) = i" Pz + 2T Pi (3.4)

Para estabilizar o sistema (3.1) utilizamos uma lei de realimentacio linear da forma

u(r) = Kz (3.5)

Aplicando a lei de controle (3.5) no sistema (3.1) obtemos

&= (A+ BK)x + h(t,z) (3.6)

Substituindo a equacao (3.6) em (3.4) temos

P >0,
2" (ATP + PA+ K"B"P + PBK)x + h" Px + 2" Ph < 0 (3.7)

Neste ponto [1] agrega ao sistema (3.7) a restricdo quadratica da parte incerta variante no tempo
(3.2), utilizando o S-procedure [13] que é um procedimento usado para atestar quando a positi-

vidade ou a negatividade de uma forma quadratica implica na positividade ou na negatividade
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da outra. Também pode ser visto como uma técnica de relaxacdo de Lagrange, que € utilizada
em problemas com restri¢des quadraticas. Neste trabalho propomos um procedimento dife-
rente, que utiliza uma identidade matricial, que agrega vantagens computacionais na solucdo

do problema. Para obter a forma quadratica no estado de (3.7) usamos o seguinte Lema:

Lema 2 Para quaisquer matrizes (ou vetores) X e Y de dimensées adequadas, temos a

seguinte desigualdade

XY +VIX < XTJxX+YTJly, J=J">0 (3.8)

Demonstragdo. Sendo X e Y matrizes ou vetores de dimensdes adequadas temos que

(S7Y = SX)TI(S™'Y —SX) >0
YISy —vTX — XTy + XTSSX >0, SS=.J

XYy +vXT <XTyx+vYtJly, 7J=J">0. (3.9)
m

entdo segue que
W'Px+ 2" Ph < h'h+ 2" PPx (3.10)

Utilizando (3.2) e (3.10) encontramos

W'h + 2" PPr < o*2"H'Ha + 2" PPz < 2" (o*H"H + PP)x (3.11)

Deste modo, uma condig¢do suficiente para a estabilidade assintética do sistema (3.6) é dada

pela seguinte inequacao

P >0,
ATP+ PA+ K'B"P+ PBK +a?H"H + PP <0 (3.12)
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Multiplicando a inequagdo (3.12) a direita e a esquerda por P!, fazendo P! = Y e denotando

por [ a matriz identidade, juntamos as variaveis do problema acima obtendo:

Y >0,
AY + YAT + YK'BT + BKY + o*YHTHY +1 <0 (3.13)

Em (3.13) temos o produto de duas varidveis, entdo para tornar o problema uma LMI, fazemos

a mudanca de varidvel proposta em [5]

L = KY portanto
K = Ly ! (3.14)

obtendo desse modo a seguinte condi¢do

Y >0,
AY +YAT + LB + BL+ T+ o*’YHTHY <0 (3.15)

Como ainda temos produto de varidveis no termo o?Y HT HY aplicamos o complemento de

Schur para separé-las e deste modo podemos escrever (3.15) como

Y >0

AY +YAT + L"B" + BL+1 YH"
<0 (3.16)

HY —~I
A condicdo (3.16), se satisfeita, garante que o sistema (3.6) seja estdvel, entretanto queremos
que ele seja estdvel para a maior classe de incertezas possivel, por esse motivo queremos que
o limite de incerteza o seja maximizado e que a condicdo (3.16) seja satisfeita. Chamando
v = 1/a?, construimos um problema de otimizagdo convexo em Y e em «y para obter 0 maior

valor possivel para a:

min 7y
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sa Y >0
AY +YAT + LB + BL+1 YH?
* * * * <0 (3.17)
HY —yl
Como comparacao, € mostrado no Teorema 2 o resultado de [1] para o mesmo caso aqui abor-
dado.

Teorema 2 O sistema (3.1) é robustamente estabilizdavel pela lei de controle (3.5) se o pro-
blema (3.18) for factivel

min 7y
sa Y >0
AY + YA+ L"B"+BL+1 1 YHT
1 = <0 (3.18)
HY 0 —I

A seguir resolvemos um exemplo que ilustra o uso do método proposto. Nesse trabalho todos os
exemplos sdo resolvidos utilizando um computador com processador AMD Turion 64 X2 (2.0
GHz) com 2 GB de memoéria RAM (800 MHz), tendo como sistema operacional o Windows
Vista 32 bits. O solver utilizado € o SeDuMi (Self-Dual-Minimization) [26] interfaciado pelo
YALMIP (Yet Another LMI Parser) [27] ambos rodando sobre Matlab 7.0 [28]. Os exemplos
desse capitulo sao resolvidos 100 vezes para que um tempo médio de resolucio seja obtido.

Exemplo 1 Considere o seguinte sistema que foi retirado de [1]

) 0 1 1
xr = x 4+
L]

onde h(t, ) é uma fungdo incerta variante no tempo limitada em norma.

u+ h(t,). (3.19)

Na Figura 3.1 estdo os resultados obtidos com o método proposto (3.17) e com o método apre-
sentado em [1] que sdo resolvidos para // = I. Notamos que o método proposto apresentou um
limite de incerteza « inferior em comparacao com o resultado obtido em [1], entretanto, devido

ao menor nimero de linhas de LMIs, o método proposto apresentou um tempo médio menor de
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resolucdo. Percebemos também que o ganho K encontrado é excessivamente elevado para os
dois métodos citados, pois o objetivo do método é apenas maximizar os limites de ||h(t, z)||,

sem nenhuma restricdo ao tamanho do ganho.

Siljak and Stipanovic Método proposto

a 1.3973x10° 1.0058x10°
Tempo médio (s) 0.1197 0.0739
Linhas de LMIs 8 6
Varidveis 7 7
< . [=1.3079 —0.0000 . [~8.0458  0.0000
10 "[—o.oooo 1.3079 10%] 0.0000 —8.0274

Figura 3.1: Comparagdo entre o método proposto e o método de [1] para o exemplo 1.

Para resolver esse problema, utilizamos a estratégia adotada em [20] em que o ganho de controle

K, que € fungio de Y e L € limitado pelo imposicdo de limites a L e Y ! fazendo:

L'L < ki I; kp>0 (3.20)

Aplicando o complemento de Schur de modo a separar o produto L L, encontramos que (3.20)

€ equivalente a

—kp I LT

< 0. 3.21
I _J (3.21)

do mesmo modo consideramos que a matriz Y € limitada como:

Yl <kyl; ky >0 (3.22)
Aplicando novamente o complemento de Schur, encontramos que (3.22) € equivalente a
kyI 1
> 0. (3.23)
I Y

No projeto do controlador podemos adicionar uma restricdo de garantia de um valor desejado
@ de «, lembramos que v = 1/a? e entdo deste modo requeremos que v — 1/a* < 0. Com

esses novos requisitos de projeto o problema de controle é dado por:
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min 7+/€L+ky

s.a. Y >0
AY + YAT + L"BT + BL+1 YH?T ~0
HY —~I
y—1/a* <0
[ gl LT
o <0
L -1
[kl T
>0 (3.24)
I Y

Como comparagdo, € mostrado no Teorema 3 o resultado de [1] para o mesmo caso aqui abor-
dado.

Teorema 3 O sistema (3.1) é robustamente estabilizdvel pela lei de controle (3.5) com um &

requerido se o problema (3.25) for factivel

min v+ kp + ky

s.a }_/>0
AY +YAT+ "B+ BL+1 [ YHT
I -7 0 <0
HY 0 —~I
[ kT LT
L <0
)
W
>0 (3.25)
I Y

A seguir apresentamos um exemplo que ilustra o método proposto:

Exemplo 2 Considere o sistema (3.19) com H = [ et = 2

Resolvendo o exemplo com o método proposto em (3.24) e comparando novamente com o

método apresentado em [1], percebemos claramente que os resultados, que estdo apresentados
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na Figura 3.3, apresentam o mesmo valor para o parametro de incerteza o € também a mesma
matriz de ganho K, que agora apresenta um ganho bem menor em relagao ao método (3.17)
devido a restricao adotada sobre ele, entretanto diferem no tempo computacional e no ndmero
de linhas de LMIs, no qual o método proposto leva vantagem, pois apresenta um menor tempo

médio de resolu¢do e também um menor nimero de linhas de LMIs.

Siljak and Stipanovic Método proposto

o 2 2
a 2.0000 2.0000
Tempo médio (s) 0.0691 0.0603
Linhas de LMIs 17 15
Varidveis 9 9
K —1.86565 —-0.1220 [—1.8655 —0.1220
—0.1220 —-0.6082 —0.1220 —-0.6082

Figura 3.2: Comparacdo entre o método proposto e o método de [1] para o exemplo 2 quando o ganho
K € limitado.

A seguir faremos um exemplo de dimensdes maiores para que uma diferenca significativa entre

os dois métodos seja observada.

Exemplo 3 Considere o seguinte sistema ndo linear dado pelas seguintes matrizes:



0.3796
0.3191
0.9861
0.7182
0.4132
0.09863
0.7346
0.6373
0.07384
0.1205
0.9816
0.4968
0.02241
0.05383
0.1409
0.8935
0.4658
0.5609
0.4945

0.06779

0.249
0.3864
0.4314
0.8309
0.8246

0.453
0.3806
0.9259
0.7408
0.7376
0.9469
0.5101
0.7919
0.4522
0.8492
0.3904
0.7384
0.9764
0.5233
0.4299

0.8976
0.2886
0.269
0.5942
0.4759
0.3683
0.6556
0.9382
0.6204
0.2828
0.2052
0.4391
0.02725
0.8762
0.6101
0.2036
0.5199
0.05382
0.8622
0.4429

0.548
0.5669
0.6804
0.3714
0.07823
0.4564
0.04784
0.7383
0.038
0.9542
0.7424
0.9374
0.5134
0.2409
0.26
0.759
0.9933
0.3567
0.7529
0.11

0.2072 0.2983

0.3234 0.4965
0.1109 0.8899
0.3752 0.5014
0.277
0.534
0.8171 0.5742
0.5317 0.4128

0.3299
0.3421

0.5211  0.01476

0.7743 0.7028
0.1203 0.5067
0.6255 0.3813
0.3466  0.06493
0.3346 0.3586
0.5746 0.2343
0.8639 0.2035
0.1986 0.8138
0.6725 0.3934
0.9018 0.05358
0.1992 0.3751

0.775
0.1653
0.9122
0.3192
0.3298
0.2042
0.7672

0.06997
0.95
0.1582
0.2864
0.6871
0.1411
0.5121
0.7213
0.9288
0.7321
0.7498
0.4073
0.2395

0.597
0.4306
0.7307
0.2612
0.09481
0.451
0.6401
0.132
0.4528
0.6522
0.827
0.3081
0.4024
0.8842
0.7006
0.2419
0.7598
0.2909
0.2774
0.006108

0.5209
0.2191
0.8424
0.6629
0.8162
0.7939
0.4691
0.3095
0.6876
0.9869
0.7699
0.8296
0.7061
0.5953
0.7529
0.4967
0.8651
0.06803
0.9685
0.09876

0.3747
0.4369
0.3043
0.2909
0.2425
0.9367
0.8602
0.3972
0.4794
0.565
0.4896
0.2698
0.9897
0.1837
0.8617
0.03263
0.332
0.7487
0.6444
0.1692

0.547
0.403
0.107
0.7242
0.6137
0.783
0.5666
0.8113
0.5768
0.944
0.8715
0.5076
0.7888
0.473
0.8288
0.3225
0.9761
0.2782
0.07283
0.7512

0.9522
0.5433
0.2514
0.5786
0.9155
0.8956
0.4825
0.4427
0.3118
0.05531
0.7538
0.1319
0.3559
0.3959
0.8855
0.02124
0.8441
0.2881
0.2503
0.4884

0.8312
0.9223
0.327
0.8041
0.5383
0.4633
0.8208
0.9519
0.07627
0.7087
0.2349
0.3989
0.2681
0.8325
0.9954
0.6498
0.704
0.9323
0.6877
0.5684

0.729
0.2026
0.2163
0.9763
0.5932
0.3044
0.9677

0.896

0.19
0.001799
0.7118
0.8677
0.1183
0.03902
0.5982
0.6043
0.5164
0.007507
0.6889
0.946

0.3808
0.6346
0.3632
0.4076
0.3687
0.4684
0.5034
0.9105
0.2064
0.3386
0.5741
0.4869
0.2622
0.5796
0.8783
0.06095
0.4409
0.08426
0.5632
0.5393

0.8735
0.1133
0.3546
0.2419
0.5603
0.6127
0.3008
0.7981
0.7956
0.7811
0.3511
0.0543
0.7087
0.9929
0.1625
0.1136
0.9129
0.4817
0.8518
0.8099

0.7681
0.2331
0.5874
0.459
0.861
0.6608
0.3539
0.3472
0.2537
0.9525
0.2982
0.1584
0.3613
0.7416
0.7059
0.7009
0.006226
0.3743
0.9015
0.3183

0.1868
0.2472
0.05419
0.609
0.7772
0.5111
0.02775
0.9904
0.5009
0.332
0.1739
0.6256
0.5751
0.751
0.1535
0.3568
0.144
0.8506
0.3379
0.2752

0.5971
0.2978
0.125
0.3884
0.8177
0.9812
0.862
0.08382
0.3377
0.2361
0.3178
0.9844
0.5483
0.7493
0.8419
0.1669
0.9031
0.1051
0.7451
0.7294

0.006011
0.8019
0.4974
0.5378
0.8709
0.7228
0.6681
0.1788
0.5505
0.9599
0.596
0.8086
0.9845
0.8859
0.2138
0.03463
0.4511
0.01379
0.4737
0.9512

0)SNQOY A[0NU0)) T°E
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0.7175
0.1334
0.4458
0.5088
0.5305
0.8597
0.6777
0.8058
0.5312
0.9559
0.06668
0.5415
0.2817
0.4809
0.6849
0.2083
0.6082
0.3262
0.8808
0.1334

0.1024
0.9591
0.1529
0.1525
0.1556
0.08957
0.4544
0.6689
0.8313
0.7902
0.7127
0.4726
0.7086
0.9581
0.5058
0.3051
0.7898
0.2364
0.2343
0.4647

0.6194
0.6153
0.1226
0.1238
0.2845
0.7357
0.4113
0.829
0.9351
0.3991
0.05221
0.5712
0.7477
0.3202
0.4929
0.2217
0.9393
0.4823
0.54
0.2211

0.09595
0.06017
0.8195
0.7715
0.1957
0.8951
0.6843
0.6568
0.9904
0.03369
0.4243
0.49
0.5835
0.08327
0.6602
0.05231
0.5568
0.712
0.4879
0.6176

0.2138
0.6457
0.3806
0.1037
0.3775
0.2629
0.2413
0.6229
0.5229
0.4132
0.2178
0.8586
0.861
0.2839
0.6154
0.7795
0.9548
0.9196
0.3848
0.1626

0.7968
0.1138
0.1588
0.3558
0.8478
0.5828
0.5862
0.9258
0.5751
0.009977
0.8094
0.6088
0.4799
0.2684
0.2581
0.481
0.2273
0.0486
0.1692
0.2584

0.1979
0.6057
0.8237
0.8106
0.8022
0.7081
0.8594
0.7811
0.2038
0.9933
0.09362
0.6506
0.2152
0.2439
0.3397
0.1979
0.5068
0.9508
0.3946
0.5845

0.6065
0.7146
0.4015
0.8587
0.9205
0.7508
0.2856
0.7968
0.1428
0.5046
0.6107
0.7038
0.3833
0.7287
0.8873
0.05585
0.1382
0.8631
0.4217
0.4113

0.9591
0.7502
0.981
0.2335
0.09623
0.3846
0.5003
0.5703
0.9766
0.4929
0.4009
0.995
0.261
0.6653
0.9643
0.6712
0.2992
0.5311
0.001463
0.8838

0.4044
0.3012
0.9506
0.4606
0.2876
0.08463
0.5822
0.1531
0.07309
0.5806
0.287
0.3619
0.7248
0.8583
0.3479
0.9617
0.9536
0.206
0.7682
0.6155

0)SNQOY A[0NU0)) T°E

| 4
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sendo H = I.

Utilizando o método proposto encontramos os seguintes resultados

Siljak and Stipanovic

a 0.2163

Tempo médio (s) 3.0020
Linhas de LMIs 151
Variaveis 413

Método proposto
0.2163
2.7960

131
413

Figura 3.3: Comparagao entre o método proposto e o método de [1] para o exemplo 3 quando o ganho

K € limitado.

Os dois métodos apresentam o mesmo ganho

5.368

5.666 —0.5775 0.3299 —1.351 1.725 5.393 3.851 —2.325 —7.333
4.341 3.328 0.223 —0.6928 0.1719 3.144 —2.539 5.229 0.4117 —3.44
—6.055 —3.152 —1.652 —6.648 4.302 6.756 —4.741 0.76 4.312 3.744
—2.216 —9.616 1.274 —1.571 —2.251 —19.01 —0.1621 —4.637 —3.184 3.493
K= 3.396 0.9995 —2.613 5.756 —3.5 —6.81 7.246 —3.451 —4.236 —3.158
—1.034 1.257 —1.6 —1.571 0.04249 1.861 0.5451 —0.3101 —0.1768 —0.2363
2.025 1.116 8.314 12.87 —0.5035 5.879 —9.881 —1.462 4.235 5.124
—6.275  —3.062 —7.487 —8.051 1.093 0.1285 2.865 —2.492 —0.6755 2.06
0.5385 0.5501 0.8982 6.347 —0.2422 2.077 —1.134 —2.166 0.2806 1.45
L 0.3957 1.544 0.3348 —7.755 1.059 1.547 —0.8688 5.541 1.199 —3.801
—0.9481 —2.216 —0.3275 4.324 —4.427 —2.29 7.661 3.867 —0.6956 1.614 7
2.186 —3.064 0.4844 0.7382 —1.334 —1.741 2.211 2.651 2.988 —2.29
5.656 2.292 —4.299 —2.353 4.877 4.399 —4.657 1.735 6.487 6.812
—0.9269 2.879 1.349 —6.855 —0.2037 —9.529 —11.32 —4.1 —3.421 —9.103
—4.901 —0.006876 2.472 2.745 —3.112 —3.052 3.653 —1.517 —6.588 —2.861
—1.365 0.6718 —1.569 0.3255 —0.601 0.7926 0.853 0.1094 1.107 2.511
1.606 —4.405 7.341 2.005 5.757 6.698 1.182 —3.82 —3.257 —8.782
—2.334 3.933 —4.906 —3.004 —1.481 1.54 —3.434 —1.022 1.161 7.637
—0.8483 —1.752 3.404 1.52 2.054 2.692 2.197 —1.727 —3.225 —1.973
2.689 —0.2056 —4.274 —0.7141 —2.47 —3.026  —0.8424 3.945 5.384 2.443

Neste exemplo podemos notar que o método proposto é aproximadamente 7% mais rdpido que

o método de [1]

3.3 Controle Robusto Descentralizado

O principal objetivo desse capitulo € a extensdo do método apresentado na se¢@o anterior para

o controle descentralizado de sistemas ndo lineares variantes no tempo da forma (3.1). Este

problema € importante pois muitas vezes nem

todas as varidveis de estado estdo presentes para

o controle em todos os pontos do sistema. Vamos considerar o problema de encontrar um

controlador linear descentralizado para o sistema (3.1) com a forma bloco diagonal
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u(x) = Kpx (3.26)

sendo que a matriz de ganhos Kp = {K, Ks, ..., Kx}, possui dimensdo m x n e os blocos
K;’s tem dimensdes m; x n;. Consideramos novamente que a fun¢do ndo linear variante no
tempo h(t, x) satisfaz a restricdo quadratica dada em (3.2). Aplicando a lei de realimentag@o de

estado descentralizada (3.26) no sistema (3.1) obtemos o sistema em malha fechada dado por

&= (A+ BKp)x + h(t,z) (3.27)

Novamente, para obter as condicdes de estabilidade robusta, consideramos uma func¢ado de Lya-

punov

V(z) = 2" Ppx (3.28)

sendo a matriz Pp bloco diagonal, simétrica e positiva definida (Pp = PZ > 0). A condigio
suficiente para que o sistema (3.27) seja estdvel é que V(z) > 0 e V(z) < 0, sendo que V()

€ expressa por

V(z) = &' Ppz + 27 Ppi (3.29)

Substituindo a equacao do sistema (3.27) em (3.29) temos que

Pp >0,
v (ATPp + PpA+ K}L,B' Py + PbBKp)x + h" Ppx + 2" Pph <0 (3.30)

Para que o termo h? Ppx + 27 Pph esteja em uma forma quadritica no estado utilizamos o

Lema 2 e a restricao quadratica (3.2) obtendo dessa forma:

Pp >0,
ATPp + PpA+ KLBT"Pp + PpBKp +o*H"H + PpPp < 0 (3.31)

Multiplicando (3.31) a direita e 4 esquerda por P;,* e chamando Py' = Yp temos
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Yp > 0,
AYp + Yp AT + Yp KL BT + BKpYp +o*YpH HYp +1 <0 (3.32)

Fazendo novamente a mudanca de varidvel Lp = KpYp,0 que implica em Kp = LpY, 1

sendo Lp €é uma matriz bloco diagonal, obtemos

Yp >0,
AYp + YpAT + LEBT + BLp + T+ *YpH HYp < 0 (3.33)

como ainda existem produtos de varidveis em (3.33), utilizaremos o complemento de Schur

para obter

Yp >0
AYp +YpAT + LEBT + BLp+1 YpHT

<0 (3.34)
HYp —~I

Como queremos maximizar o limite de incerteza «, construimos o seguinte problema de otimi-

Zagao convexo

min 7y
s.a. Yp >0
AYp + YpAT + LEBT + BLp+1 YpHT

<0 (3.35)
HYp —~I

com~y = 1/a?.

Caso (3.35) seja factivel, obtemos o controlador descentralizado que estabiliza o sistema (3.1)

€ a0 mesmo tempo maximiza seu limite de incerteza o.

Como comparacao, ¢ mostrado no Teorema 5 o resultado de [1] para o mesmo caso aqui abor-
dado.
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Teorema 4 O sistema (3.1) é robustamente estabilizdvel com um grau com um « pela lei de

controle descentralizada (3.26) se o problema (3.40) for factivel

min 7y
s.a Yp >0
AYp +YpAT+ LEBT" + BLp, I YpH"
1 -1 0 <0 (3.36)
HYp 0 —I

Para ilustrar o método proposto usaremos o seguinte exemplo

Exemplo 4 Considere o seguinte sistema que foi retirado de [1]

0 1 1
= x + u+ h(t,x) (3.37)
-2 3 3
com H = 1.
Siljak and Stipanovic Método proposto
o 1.8898 1.8898
Tempo médio (s) 0.0620 0.0573
Linhas de LMls 8 6
Variaveis 5 5
K s [—3.0757 0 o [—4.2758 0
10% 0 00000 10% 0 0.0000]

Figura 3.4: Comparagdo entre o0 método proposto e o método de [1] para o exemplo 4

Percebemos na Figura 3.4 que os resultados obtidos pelo método proposto (3.35) sdo equivalen-
tes aos obtidos por [1], entretanto os dois métodos apresentam ganhos excessivamente grandes.
Para limitar a matriz de ganhos Kp utilizamos a mesma estratégia adotada na secdo anterior.

Limitamos as matrizes Lp e Yp

LOLp <kp I, Yp'<kyl (3.38)



3.3 Controle Robusto Descentralizado 26

sendo que kr,,, e ky,, sdo nimeros positivos. Entdo, no presente contexto podemos estender a

versao do problema (3.24) para o caso descentralizado

min v+ kLD + /{ZYD
s.a. Yp >0

[ AYp + YpAT + LEBT + BLp +1 YpHT 0
HYp I
y—1/a* <0
A

Lp —I
Cky, I T

P >0 (3.39)

I Yp

Como comparagdo, € mostrado no Teorema 5 o resultado de [1] para 0 mesmo caso aqui abor-
dado.

Teorema S O sistema (3.1) é robustamente estabilizdvel com um grau com um « pela lei de

controle descentralizada (3.26) se o problema (3.40) for factivel

min v+ kr, + ky,

s.d )_/ >0
AYp + YpAT + LEBT + BLp I YpHT
I —I 0 <0
HYp 0 —qr
y—1/a* <0
—kp, I LF 0
L, —I
[k T T
YD >0 (3.40)
I Y

A seguir resolvemos exemplos de forma a ilustrar o uso do método proposto.
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Exemplo 5 Considere o sistema que foi retirado de [1]

T+ u+ h(t,x) (3.41)

N o o O
o o o =
o o o O
= V]
o O = O
_ o O O

Resolvemos o problema (3.39) para o exemplo 5, utilizando I = [ e sem restricao sobre o. Os

resultados obtidos estdo sintetizados na Figura 3.5, onde podemos vé-los e compara-los.

Siljak and Stipanovic Método proposto

o 0.2157 0.2157
Tempo médio (s) 0.1251 0.0856
Linhas de LMIs 30 26
Varidveis 13 13
K —264175 -15.1849 0 0 —264179 -15.1852 0 0
[ 0 0 139796 —]9.3687:| [ 0 0 13.9798 —19.3639:|

Figura 3.5: Comparacao entre o método proposto e o método de [1] para o exemplo 5 quando o ganho
K p € limitado.

Outro exemplo proposto em [1] é

Exemplo 6 Considere o sistema

0 1 0 05 0 0
0 0 0 O 10
T = x+ u+ h(t,x) (3.42)
0 05 0 1 0 0
0 0 0 O 01

Resolvendo novamente o problema (3.39) para o exemplo 6, considerando // = [ e nenhuma

restri¢ao sobre o, obtemos os resultados que estdo apresentados na Figura 3.6.
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Siljak and Stipanovic Meétodo proposto

a 0.2157 0.2157
Tempo médio (s) 0.1026 0.0866
Linhas de LMIs 30 26
Variaveis 13 13
K —2.88790 —2.8663 0 0 —2.8879 —2.8663 0 0
{ 0 0 28879 —2.8663} { 0 0 28879 —2.8663}

Figura 3.6: Comparacao entre o método proposto € o método de [1] para o exemplo 6 quando o ganho
Kp é limitado.

Neste exemplo notamos que o método proposto em (3.39) e o método de [1] apresentam os mes-
mos resultados, obtendo 0 mesmo parametro « e praticamente o0 mesmo ganho K p, entretanto
o método aqui proposto possui um tempo de resolucio menor, como mostram os resultados, e
isso se deve ao fato de ele apresentar menor nimero de linhas de LMIs a serem resolvidas pelo

solver SeDuMi, o que lhe confere um ganho considerdvel em relagdo ao método proposto em

[1].

3.4 Conclusoes

Condi¢des convexas em termos de LMIs foram obtidas de modo a estabilizar robustamente
uma classe de sistemas nao lineares com incertezas variantes no tempo limitadas em norma e
ao mesmo tempo maximizar o limite de incerteza do termo ndo linear variante no tempo. Em
algumas situacdes, o ganho encontrado foi excessivamente grande, entdo para resolver esse
problema, limitamos o ganho de realimentacdo. O método desenvolvido foi estendido para o
problema de controle descentralizado, onde condi¢des semelhantes foram encontradas. Tam-
bém foram apresentados exemplos numéricos para os casos descritos e os resultados foram
comparados com os da literatura. Os resultados obtidos quando limitamos a matriz de ganho
foram iguais aos da literatura, mas com a vantagem de serem obtidos mais rapidamente devido
ao menor numero de linhas de LMIs a serem resolvidas no problema de otimiza¢do. Assim
evidenciamos a vantagem da metodologia proposta quando utilizamos a limitacdo de ganho em
relacdo a metodologia de [1]. Isto mostra que a metodologia apresentada € valida e portanto
podemos aplicd-la em outros aspectos de problemas de controle como no projeto de observa-

dores.



Capitulo 4

Projeto de observador e controlador
robustos descentralizados para uma classe
de sistemas nao lineares variantes no

tempo limitados em norma

4.1 Introducao

Neste capitulo propomos uma metodologia para o projeto de um observador descentralizado
para uma classe de sistemas nao lineares variantes no tempo limitados em norma. O observador
¢ projetado de modo a garantir que ele seja assintoticamente estdvel, para isso lancamos mao do
segundo método de Lyapunov e de um procedimento que propomos. Além disso, construimos
um controlador descentralizado que utiliza os estados estimados pelo observador para fazer um

controle por realimentacdo de saida que estabilize o sistema.

Entretanto o problema de controle e de estimacdo ndo pode ser resolvido em apenas um passo,
entdo separamos o problema de controle e de observacdo em dois estdgios sendo que no pri-
meiro estdgio € resolvido o problema de controle e no segundo € resolvido o problema de

estimacdo. A metodologia proposta possui vdrias vantagens, dentre ela citamos:

— O problema do observador descentralizado é construido como um problema de otimiza-
¢do convexo, 0 que assegura uma solu¢do computacional simples, pois ha vérios pacotes

computacionais que tratam desse problema e que asseguram a existéncia de uma solugao.

29
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O ganho de observagdo € obtido diretamente, sem a necessidade de usar um procedimento

de tentativa e erro.

— A metodologia é flexivel, pois permite a inclusdo de parametros de projeto adicionais tais

como estrutura e limitagdo das matrizes de ganho de controle e de ganho de observacao.

— O controlador e o observador sdo lineares, o que torna suas implementacdes mais simples.

Relativamente a trabalhos similares, a originalidade da metodologia de proposta reside em: 1)
0 uso de uma forma alternativa ao S — procedure utilizado em [10] para tratar do termo ndo
linear 11) limitacdo das matrizes de ganho de observacao e de controle pois em [29] ndo € levado

em conta o aspecto dos altos ganhos que podem ser obtidos pelo método desenvolvido.

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: na secio 4.2 projetamos um observador des-
centralizado para sistemas nao lineares limitados em norma utilizando a teoria de Lyapunov
para estabilidade e apresentamos um exemplo numérico. Na secdo 4.3 é projetado um controla-
dor descentralizado que utiliza como entrada o estado estimado pelo observador descentralizado
e um exemplo numérico € apresentado. Na secao 4.4 sdo feitas as consideragdes finais sobre a

metodologia desenvolvida e sobre os resultados obtidos.

4.2 Projeto de Observador Descentralizado

Considere um sistemas ndo linear composto de N subsistemas

yi = Ci; 4.1)

onde x; € R é o estado do i-ésimo subsistema, u; € ™ é o vetor de controle, y; € R’ é o

vetor de saida, h;(x,t) € R™ é o termo ndo linear, A; € R"*"i, B; € Rrixmi e C; € Rhixni,

consideramos que o par (A;, C;) é observavel.

Em relagdo a modelagem do termo ndo linear h;(z,t), consideramos que ele é limitado em

norma e satisfaz:

hl'h; < o?x] H] Hx; (4.2)

onde os escalares «; e as matrizes H; € ™ *™ sdo conhecidos.
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A representagdo de estado do sistema global € dada pela seguinte expressao

$:AD$+BDu+h

y=Cpx 4.3)
sendo 2T = [z, ... 2% |7 o vetor de estado do sistema global, u” = [uT,... uL]" o vetor de
controle, y* = [yf, ... yX]" o vetor de saidas, h = diag(h;) a matriz de termos ndo lineares,
Ap = diag(4;), Bp = diag(B;), Cp = diag(C;). Consideramos que o par (Ap,Cp) é

observavel.

Iremos agora construir um observador linear a partir da saida y e do sinal de controle u [30]
para a classe de sistema descrita, considerando que as matrizes Ap, Bp e Cp sdo conhecidas.
Para construir o estimador de estado, duplicamos o sistema original e adicionamos um fator de
inovacdo de modo a informar ao estimador o comportamento do sistema original. A inovacao
€ construida como sendo a diferenga entre a saida medida y e a saida estimada 3. Deste modo
corrige-se constantemente o modelo com o sinal (y — §). A representagdo do estimador é
mostrada na Figura 4.1

x(0)
“ Planta x C y
A, B
: Modelo T C ¥y \ + :
! A B ) g .
#(0) ;
| L |
i Estimador .

Figura 4.1: Representacdo de um observador de estado

A equacido do estimador considerando a quantidade de informacdo que atualiza o estimador a

cada instante de tempo em fun¢do do erro y — y é:
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z

= ApZ + Bpu+ Lp(y — 7))
y=Chx 4.4)
com
Lp = diag(L;) 4.5)
O erro de estimacao entre o estado real e o observado é dado por
De forma global
e—1—7 “4.7)
com
el =1lel,...,el]" (4.8)
deste modo, podemos escrever que a dindmica do erro € dada por:
¢ = i—2
== AD.CU—FBDU—Fh—AD./T\—BDU—LD(y—g/j\)
= AD($ — f) + h — LDCD(I' — f)
= (Ap—LpCple+h 4.9)

Se o sistema (4.9) for assintoticamente estavel, entdo e(oco) — 0, independentemente da con-
dicdo inicial, e(0) escolhida. Deste modo o problema de estimacdo de estado se resume ao

calculo da matriz L de modo que (4.9) seja estavel.

Segundo o método de Lyapunov para a estabilidade de sistemas, devemos encontrar uma funcao
escalar definida positiva V (e), de forma que V' (e) seja definida negativa. Escolhemos para o

sistema (4.9) uma possivel funciao de Lyapunov

V(e) = e’ Ppe (4.10)
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onde

Pp = diag(P;), Pi=PB" >0 (4.11)
que implica em
Pp=Ph>0 (4.12)
A derivada de V' (e) em relagdo ao tempo e ao longo de qualquer trajetéria de (4.9) é dada por

V(e) = e Ppe + el Ppé (4.13)

Substituindo (4.2) em (4.13) e utilizando (4.10) temos

V(e) = e’ Ppe > 0,
V(@) == €T(AgPD + PDAD - ngPD — PDLDCD)e
+eTPph + hT Ppe < 0 (4.14)

para que o termo e’ Pph + h™ Ppe esteja em uma forma quadrética conveniente, utilizamos o

Lema 2 e entdo obtemos:

e Poh+ hTPpe < hTh + ' P Ppe (4.15)

Usando a restri¢do (4.2) temos que (4.15) torna-se

e’ Pph + h" Ppe < 2" HHHpx + e’ PpPpe (4.16)

onde

Hp = diag(o; H;) 4.17)

Fazendo a mudanga de varidvel PpLp = T e usando (4.16), podemos escrever (4.14) como
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Pp >0
e" (AL Pp + PpAp — CHTH — TpCp + PpPp)e + 2" HyHpr <0 (4.18)

Podemos construir o seguinte sistema aumentado

Pp >0
T
e

T

AT P PpAp — CETY — TH(C Pp P, 0
p’p + FpAp Dip pCp + Fplp h ][€]<0(4.19)

Usando o complemento de Schur podemos escrever (4.19) como

Pp >0
AT Py + PoAp — CETL —TpCp 0 Pp
0 HgHD 0 <0 (4.20)
Pp 0 —1

De forma a limitar o ganho L do observador, fazemos as seguintes restri¢des sobre 1 e Yp:

THTp < kryI,  kp, >0
Pyt <kp,I, kp, >0 (4.21)

Usando o complemento de Schur podemos escrever (4.21) como

—kp, I TY 0
Ty I
Ckp I
o >0 (4.22)
I Py

Acrescentando as restrigdes (4.22) ao problema (4.20) podemos escrever o seguinte problema

de otimizagdo convexo
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min kTD -+ k Pp

S.a
Pp >0,
ATPy+ PpAp —CETE —ThCp 0 Pp
0 orm, 0 | <0
Pp 0 -1
—kr, I TY <0
T, —I
[ kp T T
Fp >0 (4.23)
I Py

Que é uma condig¢do suficente para que o sistema (4.3) seja estavel.

Para ilustrar o método proposto utilizamos o seguinte exemplo:

Exemplo 7

Considere o seguinte sistema

onde

0

0

[ 04534 0.6946 0 0 01730 0
0.4449 —0.3787 0 0 09797 0 hy 0
T + u +
0 0 —0.2052  0.5226 0 02714 0 hy
0 0 0.9568 —0.1199 0 0.2523
[ 0.8939 01991 0 0
(4.24)

x
0.2987 0.6614

hy = cos(en) [0.0284 0.0065 | }
b H | 0.0469 0.0988 | b

[ 0.0950 0.0607 |
ho = cos(x To. 4.25
2 (w21) | 0.0231 0.0486 | ? (4.25)




4.2 Projeto de Observador Descentralizado 36
ex = (z, 2])7T sendo v, = (w11, 712)" € o = (w21, 292)" com z(0) = (1,-2,1,-2)T.
Utilizando o método proposto encontramos

126.6368 0
= 145.?3937 (420
114.8357

Nas Figuras 4.2,4.3,4.4 ¢ 4.5 podemos ver os estados reais juntamente com os estados estimados

Estado %11 real e estimado
05 T T T T T T T T T
: : x11 real
#11 estimado |

i N N N
0 2 4 5} g 10 12 14 16 18 20
Termpo (5]

Figura 4.2: Estado z;; real e estimado do sis-
tema 4.24.

Estado x12 real e estimado
0 T T T T T T T T T
: : : : x12 real

%12 estimado

2 4 5} g 10 12 14 16 18 20
Termpo (5]

Figura 4.3: Estado x5 real e estimado do sis-
tema 4.24.
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Estado %21 real e estimado Estado %22 real e estimado

500

T T
#21 real
#21 estimado

-600

-1000
-500

-1500 |

-1000 -
-2000 -

-1500

¥22 real
¥22 estimado

2600

i i i i i 1 i i 30m i ; i i i i i i
2 4 b g 10 12 14 16 18 20 0 2 4 G g 10 12 14 16 15 20

-2000
u]
Tempo (s) Ternpo (s)
Figura 4.4: Estado xo; real e estimado do sis- Figura 4.5: Estado z9, real e estimado do sis-
tema 4.24. tema 4.24.

Os resultados obtidos mostram que o observador projetado obtém uma boa reconstru¢do dos

estados reais do sistema.

4.3 Projeto de Controlador e Observador Descentralizados

Nesta secdo iremos projetar um controlador descentralizado que utiliza os estado estimados

pelo observador descentralizado de modo a estabilizar o sistema

&y = Airi + Biu + by

através de uma lei de controle linear da forma

de forma global podemos escrever

Kp = diag(K;) (4.29)

A representagdo do sistema global é dada pela seguinte expressao



4.3 Projeto de Controlador e Observador Descentralizados 38

T = ADQ] + BD'LL -+ h
y=Cpx (4.30)

Entdo o sistema em malha fechada é dado por

T = ADI—{—BDKDC/E\—I—h

sabendo que o erro € definido como

e=x—12 (4.32)
e deste modo
r=x—e (4.33)
Substituindo (4.33) em (4.31) temos
T = (AD+BDKD)J]—BDKD6+h (434)

Sabendo que a dindmica do erro é dada por

é = (Ap — LpCp)z + h (4.35)

Podemos construir o seguinte sistema aumentado

1 FE e

Deste modo o sistema aumentado pode ser escrito da seguinte forma

Ap+BpKp —BpKp
0 AD —LDCD
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T=Api+h (4.37)

sendo

O problema agora € obter a matriz de ganho de controle K e a matriz de ganho de observagao
Lp que estabilizem o sistema (4.37). Para isso utilizamos o segundo método de Lyapunov

escolhendo a seguinte funcao

Vp(z,e) = 2" P.x + e’ Pye (4.38)

com P, = diag(P,;) e P, = diag(P,;). A equagdo (4.38) pode ser escrita como

Vp =3 Ppi (4.39)
sendo
Pp = Fe 0 (4.40)
1o p '

Para que o sistema (4.37) seja estavel, impomos que Vp>0eVp < 0com

Vp =3 Ppi+ i Py (4.41)

Susbstituindo (4.37) em (4.41) temos

Vo =& (AL Py + PpAp)7 + B Poi + 7 Pph < 0 (4.42)
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Para obter uma forma quadrética adequada para (4.42) usamos o Lema 2 de modo a obter

R Ppz + 7L Pph < hTh + 3T Py Ppi (4.43)

Usando a restri¢do (4.2) temos entao

R Ppi + &7 Poh < 7 (Mp + PpPp)7 (4.44)
com
2HLHp 0
Mp = S (4.45)

Com isso temos que (4.42) pode ser escrita como

i (AL Pp 4+ PpAp + Mp + PoPp)i < 0 (4.46)

Multiplicando (4.46) 4 esquerda e a direita por Y onde Yp = P’

_| e 0 Y.=P ' Y,=PR" (4.47)
D — 0 YO 9 c c o o .
obtendo
YpAL + ApYp + Ip + Yo MpYp < 0 (4.48)

sendo Ip = diag(I). Substituindo as matrizes do sistema aumentado, M e Y, temos que

@p —~BLKpY,

<0 4.49
~Y,K}, B, Up (449
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com

Qp = YeAp + ApYe + YKL, BL + BpKpYp + I + 2Y HLHpY., (4.50)

Up = Y, AL + ApY, — Y,OL LY — LpCpY, + 1 (4.51)

Multiplicando (4.49) a direita e a esquerda por

Lo (4.52)
0 P, '
obtemos
—BpK
©p PEP <0 (4.53)
_KIBL S
com
Sp=ALpP, +P,Ap, - CELEP, — P,LpCp + P,P, (4.54)
Utilizando o complemento de Schur em (4.53) encontramos
@p —BpKp 0
-KL'BL S, P, | <0 (4.55)
0 P, —1I

sendo
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Sp=ALP, + P,Ap — CLLEP, — P,LpCp. (4.56)

Para obter a matriz K e a matriz L devemos resolver o seguinte problema: Encontrar Y., P,

Kp e Lp tal que as seguintes restricdes sejam satisfeitas

Y.,=Y!>0
P,=PI'>0
Qp —BpKp 0
KB, S, P, |<0 (4.57)
0 p, I

Nao ha métodos efetivos que resolvam simultaneamente e problema de controle e de observa-
¢do. Deste modo dois problemas podem ser desacoplados e resolvidos em um procedimento de
dois passos, resolvendo primeiramente o problema de controle e posteriormente o de observa-
¢do. A seguir tratamos do primeiro passo que € dedicado a resoluc@o do problema de controle,

que tem como solugdo Y, e Kp.

Em (4.57) (Qp deve ser negativa definida de modo que

Y. >0
Y AL + ApY. + Y. K B, + BpKpYp + 1 +2Y.HLHpY, < 0 (4.58)

Para tornar o problema (4.58) uma LMI, fazemos a seguinte mudanca de varidvel:

KpYp=Fp, Kp=FpY * (4.59)

Assim temos

Y. >0
Y, AL + ApY, + FEBY + BpFp + 1+ 2Y,HLHpY, < 0 (4.60)
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Aplicando o complemento de Schur no termo 2Y,HL HpY, temos

Y. AL + ApY.+ FIBL + BpFp Y.H}

<0 4.61
HpYp — o

Para que o ganho K ndo seja excessivamente grande, devemos limitd-lo impondo limites a Y,
e F D

Y7 <kyl, ky >0
FLFp < kgl kg, >0 (4.62)

Assim se o seguinte problema for factivel

min ch + kFD

S.a.
Y. =Y!>0,
| Y.AL + ApY. + FIB% + BpFp Y.HY 0
HpYs —17
—kp, I F% 0

Fy, =1
S

Ye >0 (4.63)

I Y,

Obtemos Y. e Kp. Com esses dois parametros podemos resolver o problema do observador.

Fazendo a substituicdo de varidvel P,Lp = Tp no problema (4.57) e limitando a matriz de

ganho de observacao Lp restringindo P, e T

THTp < kryI  kry, >0,
Pt <kpl kp, >0 (4.64)

e aplicando complemento de Schur sobre eles, podemos escrever o seguinte problema de oti-
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mizacdo que tem como solucdo o ganho de observacdo Lp:

min kg, + kp,

S.a
P,=P] >0
@b —BpKp 0
-KI'BL S, P, | <0
0 P, I
—kp, I T 0
T, —I
Ckp I T
Fo >0 (4.65)
I P,

Entao resolvendo os problemas (4.63) e (4.65) encontramos um controlador por realimentacio

de saida que usa o estado estimado pelo observador de modo a estabilizar o sistema (4.30).

Para ilustrar a metodologia proposta utilizaremos o seguinte exemplo

Exemplo 8 Considere o sistema (4.24) do Exemplo 7 com o mesmo termo de incerteza

Utilizando o método proposto encontramos

121.6072 0
110.9654 0
Lp= (4.66)
0 195.0420
0 91.6134
c
~0.2816 —0.3899 0 0
Kp — (4.67)
0 0  —0.2816 —0.3899

Nas Figuras 4.6,4.7,4.8 € 4.9 podemos ver os estados reais juntamente com os estado estimados.
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Estado %11 real e estimado
1 T T T T T

#1171 real
%11 estimado

I i 1 1
2 4 5 g8 10 12 14 16 18 20
Tempo (s)

Figura 4.6: Estado x1; real e estimado do Exem-
plo 8.

Estado %21 real e estimado

*21 real
21 estimado | |

03 ‘ ; : :
0 10 12 14 16 18 20
Tempo (s)

[N
.
@
[=:)

Figura 4.8: Estado x5 real e estimado do Exem-
plo 8.

Estado %12 real e estimado

12 real
x12 estimado

Ternpo (s)

Figura 4.7: Estado x5, real e estimado do Exem-
plo 8.

Estado x22 real e estimado

122 real
322 estimado

Tempo (s)

Figura 4.9: Estado x4, real e estimado do Exem-
plo 8.

Podemos notar que todos os estados estimados acompanham de forma satisfatéria os estados

reais e, além disso, todos os estados estdo indo pra origem que € um ponto de equilibrio do

sistema, 0 que mostra que o controlador projetado estabiliza o sistema proposto.

4.4 Conclusoes

Neste capitulo desenvolvemos uma metodologia para o projeto de um observador descentrali-

zado para sistemas ndo lineares limitados em norma. Para isso utilizamos o segundo método
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de Lyapunov para caracterizar a estabilidade assintética do sistema dindmico que representa o
comportamento do erro entre o estado real e estimado. No exemplo numérico podemos veri-
ficar que o estado estimado acompanha de forma bastante satisfatoria o estado real. Também
desenvolvemos um controlador descentralizado a partir dos estados estimados pelo observador
descentralizado o que € muito util em aplicagcdes reais onde os estados reais ndo podem ser me-
didos ou sua medida é muito onerosa. No exemplo numérico notamos que o estado estimado
segue o estado real e também notamos que o controlador descentralizado consegue estabilizar

0 sistema como um todo.



Capitulo 5

Controle robusto /. descentralizado por
realimentacao de estado estimado para um
classe de sistemas nao lineares limitados

em norma sujeitos a distirbios externos

5.1 Introducao

O controle robusto descentralizado tem sido aplicado para estabilizar sistemas ndo lineares li-
mitados em norma [1] entretanto em aplicagdes reais esses sistemas estao na maioria dos casos
sujeitos a distdrbios externos. Outro problema muito frequente € que os estados do sistema nem
sempre estdo disponiveis para o controle ou sdo muito dificeis de medir. Uma forma de resol-
ver esse problema € construir um observador de estado que estime os estados reais do sistema
e entdo usar esses estados para fazer o seu controle por realimentacdo de saida como em [10].
Em [31], uma metodologia que utiliza a teoria de Lyapunov para construir um problema de oti-
mizagdo convexo em termos de LMI’s (Linear Matrix Inequalities) que tem como solucao um
observador juntamente com um controlador para uma classe de sistemas nao lineares limitados
em norma € proposta. Entretanto a abordagem ndo leva em consideragdo distirbios externos
aos quais sistemas reais estdo sempre sujeitos. Neste capitulo propomos uma metodologia para
o controle descentralizado de sistemas ndo lineares limitados em norma sujeitos a perturbagdes
externas. Primeiramente projetamos um observador de estados e um controlador que utiliza
os estados estimados na forma centralizada de maneira que sejam robustos em relacdo as per-

turbagdes externas. Para isso, utilizamos o critério da norma H.,, com o qual construimos

47



5.2 Controle H 48

condig¢des baseadas em uma fun¢do de Lyapunov para que o sistema formado pelo observador
e pelo controlador seja estdvel e robusto em relacdo as perturbagcdes externas. Estendemos as
condig¢des para o caso do projeto do observador e do controlador descentralizados, principal
objetivo desse capitulo. Relativamente a trabalhos similares, a originalidade da metodologia
proposta reside em: i) ndo utilizar o S — Procedure, [13] como proposto em [1] para tratar dos
termos nao lineares do sistema. ii) limitar as matrizes de ganho de observacdo e de controle de
modo que elas ndo apresentem ganhos excessivamente elevados. Este capitulo estd organizado
da seguinte forma: na se¢do 5.3 tratamos do projeto do controlador e do observador robustos
'H de sistemas nao lineares limitados em norma sujeitos a perturbacdes externas e apresenta-
mos um exemplo numérico. Na secdo 5.4 estendemos os resultados para o caso descentralizado
e apresentamos um exemplo numérico. Na secdo 5.5 sdo feitas as consideracdes finais sobre a

metodologia proposta e sobre os resultados obtidos.

5.2 Controle H

Um importante objetivo no estudo de sistemas de controle € projetar controladores que atenuam
os efeitos de disturbios externos. Um dois mais populares procedimentos para obter esse obje-
tivo € o controle H ., sendo que o controlador € projetado de tal forma que o sistema em malha
fechada tenha ganho £, limitado, ou seja, a relacdo entre as normas induzidas £, dos sinais de

entrada (disturbios) e saida seja limitada por um nivel de atenuacdo v [32].

5.3 Projetos de controlador e observador de estado ., ro-
bustos para sistemas nao lineares limitados em norma com

entradas exogenas

Considere o seguinte sistema ndo linear:

&t =Ax+ Bu+ h(t,x) + w
y=Cxr+v (5.1

sendo x € R" o estado do sistema, u € R™ o vetor de controle, y € R' o vetor de saida,
w € RN um disturbio externo, h : R"t! — R™, v € R o ruido na saida, A € ¥, B € <™
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e C € R", supomos que o par (A4, C) é observével e que o par (A, B) é controldvel. Em
relagdo & modelagem do termo ndo linear variante no tempo h(t,z), consideramos que ele é

limitado em norma e satisfaz:

h(t,z)"h(t,r) < o*as"H Hx (5.2)

sendo que o escalar « e a matriz H de dimensdo apropriada sdo conhecidos. Para estimar
os estados do sistema (5.1), utilizamos um observador que € descrito pela seguinte equacao

diferencial

8)-
I

AZ + Bu+ L(y — 9)

C (5.3)

<)
I
8)

sendo Z € R" o estado estimado, 7j € R’ a saida estimada e L o ganho do observador. O erro
de estimacdo entre o estado real e o observado € definido como:

e=x—10 5.4
e é descrito pela seguinte equacdo diferencial

~

e = T—1ZX

¢ = (A—-LC)e+h(t,z)+w— Lv (5.5)

Para estabilizar o sistema (5.1) utilizamos uma lei de controle linear que utiliza o estado esti-

mado pelo observador
u= Kz (5.6)

Entdo o sistema em malha fechada é dado por

= Ax+ BKZ+ h(t,x) +w
y=Cx+v 5.7
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De (5.4) temos que T = x — e, substituindo em (5.7) encontramos

i =(A+ BK)x — BKe + h(t,z) +w (5.8)

Com (5.8) e (5.5), podemos construir o seguinte sistema aumentado

T=A7+ Bw+h (5.9)

onde

(5.10)

h(t,z)
h(t,x)

Nosso objetivo agora é encontar um ganho de controle K e o ganho de observacdo L que
estabilizem o sistema (5.9) e minimize sua norma H.., para isso utilizamos o bounded real

lemma [4], [17] que assim enunciamos:

Lema 3 Dado um sistema da forma
= Ax + Bw (5.11)
sendo w é um sinal de energia, ou seja

Amwﬂﬂww)<+u> (5.12)

a norma infinita do sistema (5.11) pode ser caracterizada pelo menor valor de ~y tal que

[lz(®)]]2 < 2*[lw(®)]l2 (5.13)

De maneira similar estabelece-se a seguinte equivaléncia
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G (8)]|oo <7 = 272 < Y*w"w (5.14)
com ||G(s)|| denotando a fungdo de transferéncia do sistema (5.11).

Para um sistema estdvel, a norma H, por ser caracterizada por meio de uma fungdo de Lya-

punov V (x) > 0 impondo-se:

Vi(z)+ 2Tz —y*wTw <0 (5.15)

Escolhendo uma possivel funcio de Lyapunov para o sistema (5.9)

V(z,e) =a2"Pax+e"Pe (5.16)
que pode ser escrita como [29]
V(z)=i'Px (5.17)
com
P. 0
= 5.18
0 P, ©.18)

Utilizando o Lema 3 como condicao para obter a minima norma H, do sistema (5.9) podemos

€SCrever.

V(@) + 37—~y 0lw <0 (5.19)

substituindo (5.9) em (5.19) obtemos

F'(ATP 4+ PA+ 1)z +w"B"Pz + 3" PBw +
' Pi + " Ph —v*0"w < 0 (5.20)

Para que o termo h’ PZ + T Ph esteja em uma forma quadritica conveniente, utilizamos o



5.3 Projetos de controlador e observador de estado ., robustos para sistemas nao lineares
limitados em norma com entradas exégenas 52

Lema 2 e desta forma obtemos:

Py +3'Ph < hTh + 7T PP3 (5.21)

Utilizando a restri¢do (5.2) temos que

W' P% + " Ph < &' (M + PP)Z (5.22)
com
202HTH 0
- [ “ ] (5.23)
0 0

substituindo (5.22) em (5.20) temos

Z'(ATP + PA+ 1+ M + PP)i +w'B"Pi + z' PBw — v*0"w < 0 (5.24)

Podemos construir o seguinte sistema aumentado a partir de (5.24)

T ~ - -
T A"P+PA+M+PP+1 PB T
_ ~ 1 <0 (5.25)
w BTP —~2I w
Aplicando o complemento de Schur em (5.25) obtemos
ATP+PA+M+I1 PB P
BTP —21 0 | <0 (5.26)

P 0 -1

Substituindo P, A, M e Bem (5.26) obtemos
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A _P.BK P 0
—KTBTP,  Zy P, —P,L
P, P, —~2T 0
7 <0 (5.27)
0 —LTP, —~2T
P. 0 0
0 P, 0
onde
Zu=ATP.+ PA+ K'B"P.+ P.BK + 1+ 20*H"H (5.28)
c
Ty =ATP,+ PA—CTLTP,— P,LC + 1 (5.29)

A inequagdo (5.27) contém termos acoplados (P., K) e (P,, L) que acarretam uma inequagao

matricial bilinear.

Para solucionar esse problema, transformemos a inequagao (5.27) em uma LMI; para isso mul-

tiplicamos a inequacao a esquerda e a direita por:

o o o o o XK
O O o o ~ O

onde Y, = P;!; além disso fazemos as seguintes substitui¢des de varidveis:

o O O N O O

o O N O O O

O ~N O O O O

~N O O O O O

(5.30)

(5.31)
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PL=F (5.32)

obtendo dessa forma

Ju —BK I 0o I 0
~-K™B Jy P, —F 0 P,
I P, —* 0 0 0
7 <0 (5.33)
0 —FT 0 —*T 0 0
I 0 0 0 —I 0
0 P, 0 0 0 —I|
onde
Ju =Y AT + AY, +T"BT + BT + Y.(I + 22°HTH)Y, (5.34)
€
Joy =ATP,+ PLA—CTFT —FC +1 (5.35)

Entdo para que o sistema (5.9) seja estavel e tenha minima norma H ., basta resolver o seguinte

problema de otimizag@o convexo:

min p

S.a

P,=P'>0, P.=P'>0

. J. -BK I 0

—KT™B  Jy P, —F
P, —ul 0

—-FT 0 —ul
0 0 0 I
P, 0 0 0 —I

<0 (5.36)

oS O O~

O~ O~
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comy = /i, K=TY " eL=PF;'F.

Nao hd métodos que resolvam ao mesmo tempo o problema de controle e o de observacao,
entretanto podemos dividir o problema em dois estagios. No primeiro resolvemos o problema

de controle que € obtido utilizando a condicdo J;; < 0:

Y. >0
Y. AT + AY, + T"BY + BT +Y.(I + 2*HTH)Y, < 0 (5.37)

Usando o complemento de Schur podemos escrever (5.37) como

Y.>0
Y AT + AY, +TTBT + BT Y,

<0
Y, (I +202HTH)™!

(5.38)

Para que o ganho de controle K ndo tenha um valor excessivamente alto, devemos restringi-lo
através da limitacdo de T e Y, [20]

Y;_l < kYC[> k‘yc >0
T'T < kpl, ky>0 (5.39)

Deste modo o problema de controle é dado pelo seguinte problema de otimizacao

min ky, + kp

S.a
YV.=Y>0
[ Y, AT + AY, + TTBT + BT Y, 0
Y, —(I +202HTH)™!
[ kel TT
<0
T -
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ky I I

e >0 (5.40)
I Y.

Se este problema for factivel, obtemos K e Y,. Com esses parametros passamos para o segundo
estdgio que € a solucdo do problema de observacdo de estado. Substituindo os pardmetros

obtidos em (5.40) e restringindo o ganho de observagdo L limitando P; ! e F':
F'F <kpl, kp>0

Pt <kpl, kp, >0 (5.41)

construimos deste modo o problema que calcula o ganho de observacao:

l’IliIl /L—i—kp—i—kpo

S.a
P,=Pr>0
J. —BK I 0 I 0
KB J, P, —-F 0 P
I P, —* 0 0 0
<0
0 ~FT 0 -1 0 0
I 0 0 0 —I 0
0 P, 0 0 0 —I
[ _kpl FT
e <0
F -]
[ kp I T
>0 (5.42)
I P

Se este problema for factivel, obtemos L. Para ilustrar a metodologia proposta apresentamos o

seguinte exemplo:

Exemplo 9 Considere o seguinte sistema
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—0.4534  0.6946 0.1730 0.0284 0.0065
_ x u + cos(z1)
0.4449 —0.3787 0.9797 0.0469 0.0988
y = [ 0.8939 0.1991 } T+ 0. (5.43)

onde x = (1, 72)" com x(0) = (1,—-2)T; w é um distiirbio externo modelado como um ruido

branco de média 0 e varidncia 0.1 e v € o ruido na saida.

Utilizando a metodologia proposta encontramos:

v = 1.6479 (5.44)

(5.45)

—5.6494
K =] —-05221 —0.4732 ] L =10° x [ 43506]

Nas Figuras 5.1 e 5.2 estao plotados os estados reais e estimados do sistema.

T
%1 real
#1 estimado

0.4 | ; | | 1 i i
0 2 4 B g 10 12 14 16 18 20
Tempo (s)

Figura 5.1: Estado z; real e estimado do Exemplo 9.
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05 ; ! ; ; ; ; . : .
: : : : : : %2 real
%2 estimado

D ................................... .

05k ...... ........ ......... ........ ......... ......... ........ ....... i

T A F P S .

A5k SN ________ S ST SR . S |
2 1 1 1 i 1 | 1 1 i

D 2 4 B 8 10 12 14 16 18 20

Tempo (=)

Figura 5.2: Estado x, real e estimado do Exemplo 9.

Notamos que o estado estimado acompanha o estado real de forma satisfatéria e também que o

sistema estd estabilizado mesmo na presenca de um ruido externo w.
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5.4 Projeto de controlador e observador de estado descentra-
lizados H ., robustos para sistemas nao lineares limitados em
norma com perturbacoes exogenas

Nesta sec@o estendemos os resultados obtidos na secdo anterior para o caso do projeto de con-

trole e observador descentralizados. Considere o seguinte sistema

vi = Cizy +v; (5.46)

sendo x; € RN™ o estado do i-ésimo subsistema, u; € R™ o vetor de controle, y; € R’ o vetor
de saida, w € R™ um disturbio externo, v € R o ruido na saida, A; € R¥ <", B, € Rrixmi
e C; € Rl*™ supomos que os pares (A;, C;) sdo observéveis e que os pares (4;, B;) sdo

controlaveis.

A representagdo de estado do sistema global € dada pela seguinte expressao

t=Apr+ Bpu+h+w

y=Dzxr+wv (5.47)
sendo 7 = [T, ... 2%]" o vetor de estado, u’ = [u?,... uk]* o vetor de controle, y! =
[yl ... yR]T o vetor de saida, wT = [wl, ..., wk]T o vetor de disturbio externo, v1 =
[l ..., vE]T o vetor de ruido na saida, h = diag(h;) a matriz de termo ndo linear, Ap =

diag(A;), Bp = diag(B;), Cp = diag(C;), consideramos que o par (Ap, Cp) € observavel e

que o par (Ap, Bp) é controldvel.

Por hipétese, os termos nio lineares satisfazem

hl'h; < ool H Hix, (5.48)

De forma compacta podemos escrever que (5.48) é

R'h < 2"HLHpx (5.49)
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com Hp = diag(a;H;). O estimador de estado descentralizado tem a seguinte forma

ADf + Bu + LD(y — @\)
Cpx (5.50)

8)-
I

)
Il

sendo Lp = diag(L;) o ganho de observagdo descentralizado.

O erro de estimagao € definido como

de forma global
e=xr—12 (5.52)
sendo
el =, ... el]" (5.53)

e € descrito pela seguinte equagao diferencial

&= (AD—LDCD>6+h+U)—LDU (554)
De modo a estabilizar o sistema (5.47) utilizamos a lei de controle linear
u= Kpx (5.55)

sendo Kp = diag(K;) o ganho de controle descentralizado.

Substituindo (5.55) em (5.47) e utilizando (5.52), obtemos o sistema em malha fechada

T = (AD+BDKD)$—BDKD€+h+w
y = Cpx (5.56)
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Com a dindmica do erro (5.54) e com a dindmica do sistema (5.56) podemos construir o seguinte

sistema aumentado

T=A%+ Bw+h (5.57)

sendo

- T /I AD+BDKD —BDKD
Tr = s =
€ 0 AD—LDCD
- I 0 ~ h
— Ca= "1 e h= (5.58)
I —L v h

A norma H ., do sistema (5.57) pode ser caracterizada por uma funcao de Lyapunov

V(z,e) = 2" P.x + e’ Pye (5.59)

com P, = diag(P,;) e P, = diag(P,;); que pode ser escrita como

V(z)=3"Px (5.60)
com
P, 0
_ 5.61
0 P, -0
Impondo
V(@) + 777 — v2aTd < 0 (5.62)

fazendo a substitui¢dao das matrizes do sistema aumentado e P, usando o Lema 2, multiplicando
a inequagdo encontrada a direita e a esquerda por diag(Y,, I) sendo que Y, = P!, fazendo as

mudancas de varidveis
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KpY.=Tp (5.63)
e
P,Lp = Fp (5.64)
sendo
Tp = diag(T;) e Fp = diag(F;) (5.65)
formulamos o seguinte problema de otimizacao convexo:
min p
s.a
P,=P/ >0, P.=P >0
[ Ry -BpKp I 0 I 0|
—~KLBp Ros P, —-Fp 0 P,
I P, —ul 0 0 0
S <0 (5.66)
0 -y 0O —uI 0 O
I 0 0 0o -1 0
I 0 P, 0 0 0 —I
com Kp =TpY, e Lp = P, ' Fp sendo
Ry = Y. AL+ ApYp +ThBp + BpTp + Yo(I + 2HLHp)Y, (5.67)
Ryy = ATP,+ P,Ap — OLF) — FpCp +1 (5.68)

Entretanto este problema ndo pode ser resolvido em um unico passo. Entao dividimos o pro-

blema em dois estdgios, sendo que no primeiro estagio resolvemos o problema de controle e

com sua soluc¢do resolvemos o problema de observacdo que é o segundo estagio.

Primeiramente tratamos do problema de controle utilizando a condi¢do Ry; < 0, deste modo:
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Y. >0
V. AL + ApYp + TEBp + BpTp + Yo(I + 2HLHp)Y. < 0 (5.69)

Usando o complemento de Schur e restringindo o ganho K, fazendo

YU < kyd, ky >0

C

TETp < kp I, kp, >0 (5.70)

construimos o seguinte problema de otimizag¢do convexo que caso seja factivel, tem como so-

lucdo KpeY,:

min kyc + kTD

S.a
Y,=Y'>0
[ Y,AL + ApY, + TEBL + BpTp Y. 0
Y, —(I +2H5Hp)?
— kI TY 0

T, —I
kI T

Ye >0 (5.71)

I Y.

Com a solugdo do problema (5.71), podemos construir o problema de observacdo, sendo o

ganho Lp limitado da seguinte maneira:

FYFp < keI, kp, >0
Pt < kpl, kp, >0 (5.72)

Deste modo obtemos
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min 1% + kFD + kPO

S.a
P,=Pr'>0
Ry —BpKp I 0 I 0
~KZBp R P, —F, 0 P
I P, —ul 0O 0 0
<0
0 A 0 —ul 0 0
I 0 0 0 —I 0
0 P, 0 0 0 —I
—kp,I F} 0
Fp, =1
Ckp I T
Fo >0 (5.73)
I P

Se (5.73) for factivel, sua solu¢do minimiza a norma H, do sistema aumentado (5.57) e fornece

o ganho de observagdo Lp.

Para ilustrar a metodologia apresentada, considere o seguinte sistema ndo linear

Exemplo 10
[ 04534 0.6946 0 0 01730 0
, 0.4449 —0.3787 0 0 09797 0 hy 0
T = T+ u+
0 0 —0.2052  0.5226 0 02714 0 hy
0 0 0.9568 —0.1199 0  0.2523
[ 0.8939 01991 0 0
— X
Y 0 0 0.2087 0.6614
com

0.0284 0.0065
hy = cos(z11) [ ] x1,

0.0469 0.0988

(5.74)
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(5.75)

. @) 0.0950 0.0607
— COSs(x X
? V1 0.0231 0.0486 |

ex = (2l 2])T sendo 11 = (w11, 7112)T e 19 = (w91, 192)T com 2(0) = (1,-2,1,-2)T; w é

um distiirbio externo modelado como um ruido branco de média 0 e varidncia 0.1 e v é o ruido

na saida.

Utilizando o método proposto encontramos

v =1.7387 (5.76)
—5.0532 0
—3.8983 0
Lp=10° x (5.77)
0 —4.1569
0 —4.8888
€
—0.7420 —0.6791 0 0
Kp = (5.78)
0 0 —1.59457 — 1.4179

Nas Figuras 5.3,5.4,5.5 e 5.6 podemos ver os estados reais juntamente com os estados estima-

dos.
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Figura 5.3: Estado z1; real e estimado do Exem-
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Figura 5.5: Estado x5 real e estimado do Exem-  Figura 5.6: Estado x, real e estimado do Exem-
plo 10. plo 10.

Notamos que os estados estimados seguem os estados reais de forma satisfatéria mesmo na
presenca de ruidos, além disso notamos que o esquema proposto estabiliza o sistema como um

todo pois todos os estados tendem para a origem que é um ponto de equilibrio do sistema.

5.5 Conclusoes

Neste capitulo desenvolvemos uma metodologia de projeto para o controle e observagdo para
uma classe de sistemas ndo lineares limitados em norma sujeito a disturbios externos. Utili-
zando o modelo do estimador e o modelo da dindmica do erro do sistema, construimos um
sistema aumentado que deve ser estdvel e a0 mesmo tempo ser robusto com relagdo a ruidos
externos. Para alcancar esses objetivos utilizamos uma defini¢do de norma H,, caracterizada
a partir de uma funcio de Lyapunov. Partindo desses requisitos construimos um problema de
otimizagdo em termos de LMI’s que minimiza a norma H, do sistema ao mesmo tempo em
que o estabiliza. Entretanto ndo € possivel encontrar a solu¢do do problema de controle e de ob-
servagdo em um unico passo, deste modo dividimos o problema em dois estdgios. No primeiro
resolvemos o problema de controle e com as suas saidas resolvemos o problema de observacao
e de minimizag¢do da norma H,, que é o segundo estdgio. A metodologia é estendida para o
caso em que o sistema € descentralizado, requerendo dessa maneira um observador e um con-
trolador descentralizados. Resultados numéricos que comprovam a viabilidade da metodologia

sdo apresentados.



Capitulo 6
Conclusoes e trabalhos futuros

Concluimos essa dissertacdo enumerando as contribui¢des desse trabalho e propondo algumas

perspectivas de extensdo em pesquisas futuras. Comecaremos pelas contribuicoes:

— Desenvolvimento de metodologias para projeto de controladores robustos centralizado e
descentralizado de sistemas ndo lineares com incertezas variantes no tempo que utiliza
um procedimento alternativo ao S-Procedure onde o ganho de controle é obtido através
da solu¢do de um problema de otimiza¢do convexo em termos de LMIs sendo que os
resultados obtidos mostram a eficiéncia do método desenvolvido quando comparado com

método da literatura.

— Desenvolvimento de metodologia para o projeto de um observador descentralizado para
uma classe de sistemas ndo lineares variantes no tempo limitados em norma e de um
controlador descentralizado para esta mesma classe de sistemas que utiliza os estados es-
timados pelo observador de modo a construir um controlador por realimentacdo de saida
que estabiliza o sistema; as duas metodologias utilizam um procedimento proposto al-
ternativo ao S-Procedure. Simulacdes numéricas evidenciam a eficdcia da metodologia

desenvolvida.

— Desenvolvimento de metodologia para o projeto de controladores robustos centralizado e
descentralizado para uma classe de sistemas ndo lineares variantes no tempo limitada em
norma sujeita a distirbios externos, que utiliza a norma H,, como pardmetro de robustez
do sistema em relagdo aos distdrbios externos. Projetamos um observador que estima os
estados dessa classe de sistemas e um controlador que utiliza esses estados para estabilizar
robustamente o sistema de forma que ele apresente a menor norma H., possivel. Os

exemplos numéricos confirmam a viabilidade da metodologia proposta.
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As possibilidades de extensdo desse trabalho sdo diversas. A seguir listamos algumas idéias

que podem ser desenvolvidas

— Extensao dos resultados de controle descentralizado de sistemas ndo lineares com incerte-
zas variantes no tempo limitadas em norma para o caso de sistemas interconectados. Uma
outra proposta seria a obtencdo de andlogos para o caso discreto. Estudos preliminares

indicam que esta pode ser um problema complexo.

— Extensao dos resultados obtidos no Capitulo 3 para o caso de sistemas interconectados e

obtencdo de condicdes para sistemas discretos.

— Extensdo dos resultados obtidos no Capitulo 4 para o caso de sistemas interconectados e

obtencdo de condicdes para sistemas discretos.
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