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Resumo

Esta dissertação propõe uma nova abordagem para estabilização e controle H∞ de siste-

mas lineares incertos positivos contínuos no tempo, por realimentação de estados ou de

saída. Sistemas positivos, no espaço de estados, caracterizam-se por apresentar estados e

saídas não negativas para entradas e condições iniciais não negativas. Em tempo contí-

nuo, sistemas lineares positivos são representados no espaço de estados por uma matriz

dinâmica Metzler (ou seja, com elementos fora da diagonal não negativos) e matrizes

de entrada, saída e transmissão direta com elementos não negativos. Enquanto as abor-

dagens da literatura, desenvolvidas em termos de desigualdades matriciais lineares (em

inglês, Linear Matrix Inequalities — LMIs), empregam mudanças de variáveis e imposi-

ção de estruturas diagonais nas variáveis de recuperação do ganho de controle para poder

incorporar a restrição de positividade em malha fechada, propõe-se nesta dissertação um

procedimento iterativo baseado em LMIs que trata o ganho de realimentação diretamente

como variável do problema. Dessa forma, pode-se abordar indistintamente o controle por

realimentação estática de estados ou de saída, sistemas precisamente conhecidos ou com

incerteza politópica, com restrições de descentralização ou de máxima magnitude dos ele-

mentos dos ganhos sem mudanças de variáveis e sem restringir as demais variáveis do

problema. Tanto no problema de estabilização quanto no de controle H∞, são propos-

tas duas condições suficientes, que dependem de uma escolha inicial de variáveis, para a

existência de um ganho de realimentação com as características desejadas (estabilidade,

positividade e custo garantido H∞ em malha fechada). A primeira é baseada apenas na

relação entre a matriz de Lyapunov e o ganho estabilizante, enquanto que a segunda conta

com a introdução de variáveis extras. As condições propostas são exploradas de maneira

iterativa por meio de algoritmos com os seguintes atributos: relaxações das condições de

estabilidade (ou custo garantido H∞) e de positividade; escolha de condições iniciais que

asseguram a existência de soluções factíveis a cada iteração para o problema relaxado;

garantia de convergência local. A versatilidade e a eficiência da abordagem proposta são

ilustradas por meio de exemplos da literatura, comparações e testes estatísticos.

Palavras-chaves: Controle Robusto; Sistemas Lineares Positivos Incertos; Sistemas Con-

tínuos no Tempo; Realimentação Estática de Saída; Realimentação de Estados; Desigual-

dades Matriciais Lineares.



Abstract

This dissertation proposes a new approach for stabilization and H∞ control of continuous-

time positive uncertain linear systems through state or output feedback. Positive systems,

in state space, are characterized by presenting non-negative states and outputs for non-

negative inputs and initial conditions. In continuous-time, positive linear systems are

represented in state space by a Metzler dynamic matrix (i.e., non-negative non-diagonal

elements) and input, output, and direct transmission matrices with non-negative elements.

While the approaches from the literature, developed in terms of Linear Matrix Inequalities

(LMIs), employ variable changes and diagonal structures on the variables used to recover

the control gain in order to incorporate the closed-loop positivity constraint, in this dis-

sertation an iterative procedure based on LMIs that treats the feedback gain directly as a

variable of the problem is proposed. Thus, state-feedback or static output-feedback con-

trol, precisely known systems or systems with polytopic uncertainty, with decentralization

or maximum magnitude constraints on the gain elements are indistinctly handled without

changes of variables and imposing no restrictions to the other variables of the problem. In

both stabilization and H∞ control problems, two sufficient conditions, which depend on

an initial choice of variables, are proposed for the existence of a feedback gain with the

desired characteristics (closed-loop stability, positivity andH∞ guaranteed cost). The first

one is based on the relationship between the Lyapunov matrix and the stabilizing control

gain, while the second introduces extra variables. The proposed conditions are explored in

an iterative way by means of algorithms with the following attributes: relaxations applied

to the stability (or H∞ guaranteed cost) and positivity conditions; choice of initial condi-

tions that ensure feasible solutions at each iteration for the relaxed problem; guarantee of

local convergence. The versatility and efficiency of the proposed approach are illustrated

by means of examples from the literature, comparisons and statistical tests.

Keywords: Robust Control; Positive Uncertain Linear Systems; Continuous-time Sys-

tems; Static Output-feedback Control; State-feedback Control; Linear Matrix Inequali-

ties.
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1 Introdução

Devido à evolução dos procedimentos numéricos e ao grande avanço computa-

cional, problemas de controle e análise de estabilidade de sistemas dinâmicos sujeitos a

incertezas, cada vez mais complexos, começaram a ser tratados. Nesse cenário, destacam-se

as técnicas de otimização baseadas em programação semidefinida, sobretudo as formula-

das em termos de desigualdades matriciais lineares (em inglês, Linear Matrix Inequalities

— LMIs). Veja Boyd et al. (1994), El Ghaoui e Niculescu (2000) e Oliveira e Peres (2010)

para uma introdução ao tema.

Adicionalmente, uma ampla gama de problemas práticos apresenta uma res-

trição importante: a não negatividade dos estados e das saídas, geralmente variáveis as-

sociadas a grandezas físicas que só assumem valores positivos ou nulos. Tais sistemas

são conhecidos como sistemas positivos. Dentre as principais aplicações dessa classe de

sistemas em engenharia, podem ser citados os processos industriais envolvendo reatores

químicos, trocadores de calor, redes de reservatórios, fluxo em redes ou sistemas de arma-

zenamento ou comunicações (BERMAN; PLEMMONS, 1979; FARINA; RINALDI, 2000;

LUENBERGER, 1979). Fora da área de engenharia, existem outras aplicações como na

economia e na sociologia, com modelos demográficos e sociológicos sobre populações, ou

na medicina e na biologia, analisando e controlando cultivos de bactérias ou células (BER-

MAN; PLEMMONS, 1979; FARINA; RINALDI, 2000; LUENBERGER, 1979).

O estudo de sistemas positivos é uma área ainda aberta à pesquisa, pois nem

todos os métodos empregados no tratamento de sistemas lineares podem ser estendidos

diretamente para sistemas positivos, uma vez que tais sistemas estão definidos em cones

convexos e não em um espaço linear (CACCETTA; RUMCHEV, 2000).

Esta dissertação dedica-se à síntese de controladores robustos para sistemas

lineares incertos positivos contínuos no tempo. Note que, para que o sistema em malha

fechada seja positivo, é necessário (adicionalmente ao exigido no problema de controle

clássico) garantir que a matriz dinâmica do sistema em malha fechada seja Metzler. Vá-

rias abordagens têm surgido na literatura com o objetivo de tratar esse problema (BRIAT,

2013; EBIHARA et al., 2014; SHEN; LAM, 2015; SHEN; LAM, 2017; SHEN; LAM, 2016;

TANAKA; LANGBORT, 2011; WANG; HUANG, 2013). Mesmo no caso precisamente

conhecido, isto é, sem incertezas, pode-se dizer que um dos desafios do controle de siste-

mas positivos é estender métodos que funcionam bem para sistemas com uma entrada de

controle e uma saída, por exemplo, baseados em programação linear (ARNESON; LANG-

BORT, 2012; AIT RAMI, 2011; ROSZAK; DAVISON, 2009), para o caso multivariável.

Embora condições de síntese de controle por realimentação de estados para sistemas po-

sitivos por meio de LMIs possam ser obtidas como uma extensão direta dos métodos
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apresentados na literatura para sistemas lineares tradicionais, a dificuldade maior está em

tratar a restrição de que o sistema em malha fechada mantenha-se positivo, o que pode

ser conseguido impondo-se restrições de estrutura à matriz de Lyapunov utilizada para

computar o ganho, como foi feito em Tanaka e Langbort (2011), Ebihara et al. (2014).

Outra alternativa poderia ser, por exemplo, o uso de abordagens iterativas

que trabalham diretamente com as variáveis do ganho (FELIPE, 2017), estratégias de

cômputo do ganho em dois estágios (AGULHARI et al., 2012a; ARZELIER et al., 2003;

PEAUCELLE; ARZELIER, 2001) ou LMIs com variáveis escalares (VIEIRA et al., 2015),

nas quais pode-se impor restrições às variáveis de recuperação do ganho.

A estratégia adotada nesta dissertação faz o uso de procedimentos iterativos

baseados em LMIs. Para isso, são elaboradas condições em termos de LMIs dependentes

de parâmetros, baseadas em Felipe (2017), para a síntese de controladores robustamente

estabilizantes, nas quais a matriz dinâmica do sistema não aparece multiplicando nenhuma

variável de decisão e o ganho robusto de controle é tratado diretamente como uma va-

riável de otimização do problema. Sendo assim, o conservadorismo que existe nos outros

métodos da literatura, baseados em LMIs e adaptados para síntese de controladores para

sistemas contínuos positivos (imposição de estrutura diagonal na matriz de Lyapunov ou

na matriz quadrada de recuperação do ganho), desaparece. Como resultado, as probabili-

dades de sucesso do método proposto aumentam, tornando-o, ao menos em teoria, menos

conservador. É importante enfatizar que ao utilizar o ganho diretamente como variável de

otimização do problema é possível impor estruturas particulares, restrições de magnitude

e realizar realimentação de estados ou estática de saída sem conservadorismo adicional.

No que se refere à realimentação estática de saída, são poucos os trabalhos da literatura

que discutem esse problema no âmbito de sistemas positivos (BHATTACHARYYA; PA-

TRA, 2018; AIT RAMI, 2011; SHEN; LAM, 2015; FENG et al., 2011; WANG; HUANG,

2013). Uma novidade, com relação à maioria das técnicas de controle de sistemas por

realimentação de saída disponíveis na literatura, é que nesta dissertação investiga-se um

caso mais geral, considerando a presença de incertezas politópicas no modelo, inclusive

nas matrizes de saída do sistema, uma vez que no método proposto, diferentemente de

outras técnicas existentes para realimentação de saída, não é exigida uma estrutura fixa

para a matriz de saída nem há necessidade da aplicação de transformações de similaridade

no modelo de espaço de estados.

Além do problema mais básico de estabilização, é interessante investigar a

otimização de algum critério de desempenho associado. Por exemplo, a minimização de

um limitante superior para a normaH∞, associada à rejeição de ruídos. No que se refere ao

problema de controle H∞ de sistemas positivos, existem condições necessárias e suficientes

apenas para realimentação de estados no caso precisamente conhecido. Dentre as pesquisas

que tratam sistemas lineares invariantes no tempo (em inglês, Linear Time Invariant —

LTI), pode-se citar Tanaka e Langbort (2011), que mostra a prova de que a LMI do
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Lema de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP) admite a matriz de Lyapunov com estrutura

diagonal em sistemas positivos, enquanto em Ebihara et al. (2014) é apresentada uma

demonstração de que a matriz de Lyapunov nas LMIs do tipo KYP e nas desigualdades

de Lyapunov pode ser diagonal, e ainda ser relaxada para não simétrica, se introduzidas

algumas restrições adicionais. Seguindo uma direção diferente, empregando uma estratégia

iterativa baseada em LMIs dependentes de parâmetros similar à discutida no caso de

estabilização, nesta dissertação também é investigado o problema de controle H∞ robusto

por realimentação estática de saída para sistemas incertos positivos contínuos no tempo.

Uma descrição resumida dos capítulos que compõem a dissertação é apresen-

tada na sequência.

Capítulo 2: Introduz os fundamentos de sistemas positivos contínuos no tempo, assim

como a caracterização da estabilidade dessa classe de sistemas por meio da existên-

cia de uma matriz de Lyapunov diagonal definida positiva. Define o problema de

controle estudado e apresenta condições LMIs suficientes para análise de estabili-

dade e cômputo da norma H∞ de sistemas incertos contínuos no tempo, além de

alguns conceitos e lemas auxiliares empregados no decorrer da dissertação.

Capítulo 3: Expõe os primeiros resultados desta dissertação, que são procedimentos

iterativos em termos de condições LMIs dependentes de parâmetros para a estabili-

zação robusta por realimentação estática de saída para sistemas lineares politópicos

positivos contínuos no tempo. A eficiência dos métodos propostos é comparada com

a de outras técnicas por meio de experimentos estatísticos e outros exemplos numé-

ricos retirados da literatura.

Capítulo 4: Apresenta novos algoritmos para a síntese de controladores H∞ por reali-

mentação estática de saída de sistemas politópicos positivos contínuos no tempo. As

diferenças entre os algoritmos propostos e a eficácia da abordagem são discutidas

no final do capítulo.

Capítulo 5: Contém as considerações finais e a apresentação de propostas para investi-

gações futuras.
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2 Fundamentos Matemáticos

Neste capítulo apresentam-se fundamentos teóricos relacionados com o controle

de sistemas lineares incertos positivos contínuos no tempo. Na sequência, introduz-se a

definição do problema de controle robusto a ser tratado. Posteriormente, são explica-

dos conceitos relacionados à estabilidade robusta, ao cômputo do custo garantido H∞ e,

finalmente, são apresentados lemas auxiliares empregados no desenvolvimento das contri-

buições desta dissertação.

2.1 Fundamentos de Sistemas Positivos

Nesta seção, são reunidas definições e fundamentos de sistemas positivos neces-

sários para o desenvolvimento dos principais resultados desta dissertação. Primeiramente

são diferenciadas duas definições dentro do contexto de sistemas positivos: os conceitos

de internamente e externamente positivos.

Definição 2.1. (FARINA; RINALDI, 2000) Um sistema linear é externamente positivo

se, para cada entrada não negativa e estados iniciais nulos, as saídas são não negativas.

Definição 2.2. (FARINA; RINALDI, 2000) Um sistema linear é internamente positivo

se, para cada entrada não negativa e estados iniciais não negativos, os estados e as saídas

são não negativos.

Note que, para ser mais abrangente, este texto trata de sistemas internamente

positivos, ou seja, tanto os estados quanto as saídas são não negativos para entradas e

condições iniciais não negativas.

Outra definição necessária para o tratamento de sistemas positivos contínuos

no tempo representados por equações de estados é apresentada a seguir.

Definição 2.3. (FARINA; RINALDI, 2000) Uma matriz A ∈ R
n×n é Metzler se todos

os elementos fora da diagonal forem não negativos, ou seja, Aij ≥ 0 para todo i 6= j.

Considere o sistema linear contínuo no tempo precisamente conhecido






ẋ(t) = Ax(t) + Bw(t),

y(t) = Cx(t) + Dw(t),
(2.1)

em que x(t) ∈ R
nx , w(t) ∈ R

nw e y(t) ∈ R
ny são os vetores de estados, entradas e

saídas respetivamente. A seguir, uma definição equivalente às definições 2.1 e 2.2 para

sistemas lineares positivos no tempo, descrita em termos de matrizes de espaço de estados,

é apresentada.
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Definição 2.4. O sistema (2.1) é positivo se, e somente se, A for Metzler, B ≥ 0, C ≥ 0

e D ≥ 0.

Em relação à Definição 2.4, M ≥ 0 significa que todos os elementos da matriz

M são não negativos, e uma matriz A é Metzler se todos os elementos fora da diagonal

forem não negativos. Um conceito importante na análise de sistemas dinâmicos é o de

estabilidade assintótica, definido a seguir.

Definição 2.5. (BOYD et al., 1994). Um sistema linear invariante no tempo (LTI) ẋ(t) =

Ax(t) é assintoticamente estável se para qualquer estado inicial x(0), todas trajetórias x(t)

convergem assintoticamente para a origem, isto é:

lim
t→∞
‖x(t)‖ = 0. (2.2)

Adicionalmente, o sistema LTI contínuo no tempo precisamente conhecido (2.1)

é Hurwitz estável se, e somente se, as partes reais de todos os autovalores1 do sistema forem

negativas, isto é, Re (λi(A)) < 0, para i = 1, ..., nx. Nesse sentido, uma outra forma de se

garantir a Hurwitz estabilidade do sistema, sem a necessidade de computar os autovalores

da matriz dinâmica, é fazendo-se o uso da teoria de Lyapunov, ou seja, satisfazendo-se as

condições apresentadas no lema seguinte.

Lema 2.1. O sistema positivo (2.1) é assintoticamente estável se, e somente se, existir

uma matriz de Lyapunov diagonal definida positiva P tal que

A′P + P A ≺ 0 (2.3)

ou, equivalentemente,

P A′ + AP ≺ 0. (2.4)

Note que a existência de uma matriz de Lyapunov diagonal definida satisfazendo (2.3)

ou (2.4) também assegura propriedades de robustez com respeito a perturbações no es-

tado x(t), um resultado conhecido na literatura como D-estabilidade (KASZKUREWICZ;

BHAYA, 1999; OLIVEIRA; PERES, 2005).

2.2 Cômputo da Norma H∞

A norma H∞ é um critério de desempenho adotado para atenuar efeitos cau-

sados por distúrbios externos. Considerando o sistema (2.1), a matriz de transferência de

w(t) para y(t) é dada por

H(s) = C(sI − A)−1B + D (2.5)
1 A notação λi(A) é empregada para denotar o i-ésimo autovalor da matriz A ∈ R

nx×nx .
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e a norma H∞ é definida como

‖H(s)‖∞ = max
w∈R

σmax(H(jω)) (2.6)

com σi(H(jω)), i = 1,..., min(nw, ny) (valores singulares de H(jω)) dados por2

σi(H(jω)) =
√

λi(H(jω)∗H(jω)) =
√

λi(H(jω)H(jω)∗). (2.7)

Em sistemas com múltiplas entradas e múltiplas saídas, a norma H∞ é o máximo valor

alcançado pelo diagrama de valores singulares. Considerando que w(t) é um sinal de ener-

gia (w(t) ∈ L2), ou seja, é absolutamente integrável, a norma H∞ pode ser caracterizada

pelo menor valor γ tal que3

‖y(t)‖2 < γ‖w(t)‖2. (2.8)

Se (2.1) é estável (ou, equivalentemente, a matriz A é Hurwitz), um limitante para a

norma H∞ (‖H(s)‖∞ < γ) também pode ser obtido por meio da função de Lyapunov

v(x(t)) = x(t)′P x(t), em que P = P ′ ≻ 0 e x(0) = 0, tal que

v̇(t) + y(t)′y(t) + γ2w(t)′w(t) < 0. (2.9)

Levando-se em conta as equações de espaço de estados do sistema (2.1) obtém-se o seguinte

lema de cômputo da norma H∞, também conhecido como bounded real lemma (BOYD et

al., 1994).

Lema 2.2. (Bounded Real Lemma) O sistema (2.1) é estável e satisfaz ‖H(s)‖∞ < γ

se, e somente se, existir P = P ′ ≻ 0, tal que a LMI abaixo seja satisfeita.








AT P + P A CT P B

C −I D

BT P DT −γ2I







≺ 0. (2.10)

2.3 Definição do Problema de Controle Robusto

Considere o sistema linear incerto positivo contínuo no tempo






ẋ(t) = A(α)x(t) + B(α)u(t) + E(α)w(t),

z(t) = Cz(α)x(t) + Dz(α)u(t) + Ez(α)w(t),

y(t) = Cy(α)x(t) + Ey(α)w(t),

(2.11)

em que x(t) ∈ R
nx é o vetor de estados, u(t) ∈ R

nu é o vetor de entradas, w(t) ∈ R
nw

é a entrada de ruído, z(t) ∈ R
nz é a saída controlada, e y(t) ∈ R

ny é o vetor de saídas

medidas.
2 O símbolo sobrescrito ∗ representa o complexo conjugado.
3 A notação ‖v(t)‖2 representa a norma L2 do sinal v(t).
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As matrizes do sistema (2.11) são politópicas, isto é, podem ser escritas como a combinação

convexa de N vértices conhecidos, ou seja

M(α) =
N∑

i=1

αiMi, α ∈ Λ (2.12)

sendo que α =
[

α1 · · · αN

]′

é um vetor de parâmetros invariantes no tempo que pertence

ao simplex unitário

Λ =
{

ξ ∈ R
N :

N∑

i=1

ξi = 1, ξi ≥ 0, i = 1, . . . ,N
}

. (2.13)

Esta dissertação aborda o problema de projeto de uma lei de controle robusta (indepen-

dente de parâmetros) de realimentação estática de saída dada por

u(t) = Ky(t) (2.14)

com K ∈ R
nu×ny , para (2.11) tal que o sistema em malha fechada







ẋ(t) = Acl(α)x(t) + Bcl(α)w(t),

z(t) = Ccl(α)x(t) + Dcl(α)w(t),
(2.15)

com
Acl(α) = A(α) + B(α)KCy(α),

Bcl(α) = E(α) + B(α)KEy(α),

Ccl(α) = Cz(α) + Dz(α)KCy(α),

Dcl(α) = Ez(α) + Dz(α)KEy(α),

(2.16)

seja assintoticamente estável e positivo ∀α ∈ Λ. Uma condição suficiente para garantir

a estabilidade assintótica do sistema incerto em malha fechada (2.15) é apresentada na

seção seguinte.

2.3.1 Estabilidade Robusta

No caso de sistemas incertos (2.15), a fim de que a matriz Acl(α) seja Hurwitz

estável, a relação Re (λi(Acl(α))) < 0 deve ser satisfeita para todo α ∈ Λ. Assim como no

caso precisamente conhecido discutido na Seção 2.1, a Hurwitz estabilidade do sistema

incerto ẋ(t) = Acl(α)x(t) pode ser avaliada por meio da teoria de Lyapunov sem a necessi-

dade de computar explicitamente os autovalores da matriz dinâmica para todo α ∈ Λ. As

condições de estabilidade robusta, nas quais estão baseadas as condições de síntese deste

trabalho, são desenvolvidas a partir das LMIs dependentes de parâmetros apresentadas a

seguir (BOYD et al., 1994).

Lema 2.3. O sistema (2.15) é assintoticamente estável para todo α ∈ Λ se, e somente

se, existir P (α) = P (α)′ ≻ 0 tal que

Acl(α)′P (α) + P (α)Acl(α) ≺ 0, ∀α ∈ Λ. (2.17)
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A condição (2.17) deve ser avaliada para toda combinação convexa das ma-

trizes dependentes de parâmetros envolvidas (P (α) e Acl(α)), para todo α ∈ Λ. Ou seja,

resolver (2.17) é um problema de dimensão infinita. Note que, a priori, não foi estabele-

cida nenhuma estrutura para a matriz de Lyapunov P (α). As ferramentas computacionais

empregadas para a obtenção de um conjunto finito e programável de LMIs a partir de

uma escolha particular para a estrutura de P (α) são discutidas na Seção 2.5.

2.3.2 Custo Garantido H∞

Além de tratar o problema de estabilidade robusta, ou seja, sintetizar controla-

dores por realimentação estática de saída robustos para sistemas LTI incertos, pretende-se

estender os resultados de projeto otimizando-se algum critério de desempenho. A norma

H∞ é adotada nesta dissertação como o critério a ser minimizado, pois pode ser empre-

gada para atenuar efeitos causados por distúrbios externos. Uma extensão do bounded real

lemma (2.10) para o caso incerto é apresentada a seguir.

Lema 2.4. O sistema incerto (2.15) é estável e γ é um limitante superior para a norma

H∞ se, e somente se, existe P (α) = P (α)′ ≻ 0 tal que a condição abaixo4 seja válida para

todo α ∈ Λ








Acl(α)′P (α) + P (α)Acl(α) ⋆ ⋆

Bcl(α)′P (α) −γI ⋆

Ccl(α) Dcl(α) −γI







≺ 0. (2.18)

A partir da condição (2.18), multiplicando-se à esquerda e à direita por

diag(P −1, I, I),

chamando W (α) = P −1(α) (também definida positiva), tem-se uma condição equivalente







W (α)Acl(α)′ + Acl(α)W (α) ⋆ ⋆

Bcl(α)′ −γI ⋆

Ccl(α)W (α) Dcl(α) −γI







≺ 0. (2.19)

Com a utilização do Lema de Finsler e do Lema da Projeção (DE OLIVEIRA;

SKELTON, 2001; PIPELEERS et al., 2009; XIE, 2008), outras condições podem ser

obtidas em termos de LMIs dependentes de parâmetros com variáveis de folga (ou multi-

plicadores) e escalares, como apresentado no próximo teorema.

4 O símbolo ⋆ representa blocos simétricos em uma matriz quadrada.
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Teorema 2.1. O sistema positivo (2.15) é assintoticamente estável e ‖H(s)‖∞ < γ se

existirem matrizes W (α) = W (α)′ ≻ 0, X(α) e um escalar ξ > 0 tais que











Acl(α)X(α) + X(α)′Acl(α)′ ⋆ ⋆ ⋆

W (α) + ξX(α)′Acl(α)′ −X(α) −ξ(X(α) + X(α)′) ⋆ ⋆

Ccl(α)X(α) ξCcl(α)X(α) −γI ⋆

Bcl(α)′ 0 Dcl(α)′ −γI











≺ 0. (2.20)

No caso particular de controle por realimentação de estados (lei de controle

u(t) = Kx(t)), os teoremas de cômputo de custo garantido podem ser estendidos para

síntese de ganhos estabilizantes, trocando-se Acl(α) por A(α) + B(α)K, Bcl(α) por E(α),

Ccl(α) por Cz(α)+Dz(α)K e Dcl(α) por Ey(α) nas condições (2.19) e (2.20), em que essas

matrizes aparecem multiplicando à esquerda variáveis de decisão, impondo W (α) = W

(constante) e fazendo a habitual mudança de variáveis K = ZW −1 (BERNUSSOU et

al., 1989) em (2.19) e K = ZX−1 em (2.20). Além disso, podem ser impostas condições

adicionais que garantem a positividade do sistema em malha fechada. Por exemplo, uma

extensão do Teorema 2.1 produz o seguinte resultado para o cômputo de um ganho de

realimentação de estados K.

Teorema 2.2. O sistema positivo (2.11) é estabilizável por um ganho de realimentação

de estados K = ZX−1 que garante um limitante superior γ para a norma H∞ em malha-

fechada se existirem uma matriz de Lyapunov dependente de parâmetros diagonal definida

positiva W (α), uma matriz diagonal X, uma matriz Z e um escalar ξ > 0 tais que











A(α)X + B(α)Z + X ′A(α)′ + Z ′B(α)′ ⋆ ⋆ ⋆

W (α) + ξ(A(α)X + B(α)Z)′ −X −ξ(X + X ′) ⋆ ⋆

Cz(α)X + Dz(α)Z ξ(Cz(α)X + Dz(α)Z) −γI ⋆

E(α) 0 Ez(α) −γI











≺ 0

(2.21)

e, além disso, A(α) + B(α)K for Metzler e Cz(α) + Dz(α)K ≥ 0.

Note que, para que o sistema em malha fechada seja positivo, é necessário

(adicionalmente ao exigido no problema de controle H∞ clássico) garantir que a matriz

A(α)+B(α)K seja Metzler e também que Cz(α)+Dz(α)K ≥ 0. No caso de realimentação

de saída, é preciso garantir que a matriz A(α) + B(α)KC(α) seja Metzler e também que

Cz(α) + Dz(α)KCy(α) ≥ 0.

Como foi discutido na introdução, embora condições de síntese de controle por

realimentação de estados por meio de LMIs para sistemas positivos possam ser obtidas de

maneira direta como feito nos teoremas anteriores, com mudança de variáveis e a exigência

adicional de que a matriz de Lyapunov seja diagonal, o caso de controle por realimentação

de saída tende a ser mais desafiador, sendo objeto de estudo desta dissertação.
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2.4 Lemas Auxiliares

Nesta seção são apresentados os lemas necessários para poder construir e de-

senvolver as condições LMIs desta dissertação. Esses lemas permitem incluir variáveis

adicionais aos teoremas ou eliminar produtos de variáveis, aumentando o grau de liber-

dade e podendo linearizar as condições propostas.

Lema 2.5. (Lema de Finsler). Considere w ∈ R
n, Q ∈ R

n×n e B ∈ R
m×n com rank

(B) < n e B⊥ uma base para o espaço nulo de B (isto é, BB⊥ = 0). Então, as seguintes

condições são equivalentes:

1. w′Qw, ∀w 6= 0 : Bw = 0;

2. B⊥′
QB⊥ ≺ 0;

3. ∃µ ∈ R : Q− µB′B ≺ 0;

4. ∃X ∈ R
n×m : Q+ XB + B′X ′ ≺ 0.

Lema 2.6. (Lema da Projeção). Dados Q = Q′ ∈ R
n×n, A ∈ R

m×n e B ∈ R
r×n, existe

X ∈ R
r×m tal que

Q+AX ′B + B′XA′ ≺ 0 (2.22)

se e somente se A′
⊥QA⊥ ≺ 0 e B′

⊥QB⊥ ≺ 0 com AA⊥ = 0 , BB⊥ = 0

Note que, no caso particular B = I, obtém-se a equivalência do Lema da

Projeção com os itens (2) e (4) do Lema de Finsler.

Lema 2.7. (Complemento de Schur). Sejam as matrizes A = A′ ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m,

C = C ′ ∈ R
m×m, então as seguintes desigualdades matriciais são equivalentes:

1.




A B

B′ C



 ≻ 0

2. A ≻ 0 e C − B′A−1B ≻ 0

3. C ≻ 0 e A− BC−1B′ ≻ 0

Lema 2.8. (Transformação de Congruência). Duas matrizes simétricas Q, R ∈ R
n×n

são congruentes se existir T ∈ R
n×n não singular tal que Q = T ′RT . Se Q e R são

congruentes, então Q ≻ 0 se e somente se R ≻ 0.
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2.5 Considerações Computacionais

Assim como mencionado na Seção 2.3.1, é necessário destacar que as condições

propostas nesta dissertação são problemas de dimensão infinita, pois devem ser resolvidas

para todo α ∈ Λ. Para contornar esse obstáculo, utilizam-se as chamadas relaxações, que

são condições suficientes na forma de LMIs construídas a partir da imposição de estruturas

polinomiais homogêneas de grau fixo para as variáveis de otimização do problema (OLI-

VEIRA; PERES, 2007). Esse conjunto finito de LMIs pode ser gerado automaticamente

pelo toolbox Robust LMI Parser (ROLMIP) (AGULHARI et al., 2012b).

Finalmente, é válido mencionar que todas rotinas usadas nesta dissertação fo-

ram programadas em Matlab (R2014a) empregando os pacotes Yalmip (LÖFBERG, 2004)

e ROLMIP (AGULHARI et al., 2012b) e os resolvedores Mosek (ANDERSEN; ANDER-

SEN, 2000) e SeDuMi (STURM, 1999). Em particular, restrições de não negatividade dos

elementos de uma matriz M são programadas de maneira automática no pacote Yalmip

com o comando M ≥ 0 para M não simétrica.
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3 Estabilização de Sistemas Positivos

Neste capítulo são apresentados dois teoremas, em termos de dois conjuntos

distintos de condições LMIs dependentes de parâmetros, para a síntese de controladores

robustos por realimentação estática de saída (adaptável para realimentação de estados)

para sistemas lineares politópicos ou para sistemas precisamente conhecidos positivos con-

tínuos no tempo. Nas condições LMIs propostas a matriz dinâmica do sistema em malha

fechada não multiplica nenhuma variável de decisão permitindo que o ganho de controle

seja tratado diretamente como uma variável de otimização do problema. Sendo assim, o

conservadorismo que existia nos outros métodos da literatura baseados em LMIs adapta-

dos para síntese de controladores para sistemas contínuos positivos (imposição de estrutura

diagonal na matriz de Lyapunov ou na matriz quadrada de recuperação do ganho) desapa-

rece. Além disso, também são apresentados dois procedimentos iterativos que pretendem

resolver de maneira eficiente o conjunto de condições LMIs dependentes de parâmetros

apresentado em cada teorema. Como resultado, os métodos propostos podem trabalhar

em um espaço de busca menos restrito, tornando-se em tese menos conservadores.

3.1 Primeira Abordagem

A primeira abordagem, que apresenta a vantagem de usar menos variáveis de

decisão que a segunda técnica, é desenvolvida a partir do teorema apresentado a seguir.

Teorema 3.1. (Est1) Para uma dada matriz simétrica definida positiva P0(α) e um dado

escalar positivo µ0(α), se existirem matrizes simétricas definidas positivas P (α), uma

matriz K, e escalares µ(α), δ e r tais que as seguintes condições sejam verificadas em

todo domínio α ∈ Λ




−P (α)P0(α)− P0(α)P (α) ⋆

Acl(α)− rI + µ0(α)P (α) + µ(α)P0(α) −2µ(α)µ0(α)I



 ≺ 0, (3.1)

Acl(α) + δI ≥ 0, (3.2)

com Acl(α) = A(α) + B(α)KCy(α), então K é um ganho robusto de realimentação de

saída tal que os autovalores de Acl(α) têm parte real à esquerda de r e a positividade do

sistema (2.11) em malha fechada é assegurada para todo α ∈ Λ.
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Prova. Primeiramente observe que a desigualdade (3.2) certifica a positividade em ma-

lha fechada do sistema (nenhum termo fora da diagonal é negativo), ou seja, A(α) +

B(α)KCy(α) é Metzler. Adicionalmente, note que (3.1) pode ser rescrita como

Q(α) + X (α)B(α) + B(α)′X (α)′ ≺ 0 (3.3)

com

Q(α) =




0 ⋆

(Acl(α)− rI) 0



 , (3.4)

X (α) =




−P (α)

µ(α)I



 = −µ(α)




µ(α)−1P (α)

−I



 = −µ(α)




P̃ (α)

−I



 , (3.5)

B(α) =
[

P0(α) −µ0(α)I
]

= µ0(α)
[

µ0(α)−1P0(α) −I
]

= µ0(α)
[

P̃0(α) −I
]

, (3.6)

P̃0(α) = µ0(α)−1P0(α), P̃ (α) = µ(α)−1P (α). (3.7)

Note ainda que o termo −2µ(α)µ0(α)I que aparece na diagonal da desigualdade (3.1)

assegura que µ(α) > 0, ∀α ∈ Λ (uma vez que µ0(α) é positivo por hipótese), garantindo

P̃ (α) ≻ 0 e P̃0(α) ≻ 0. Sabendo que

B(α)B⊥(α) = 0, X⊥(α)X (α) = 0 (3.8)

tem-se

B⊥(α) =




I

P̃0(α)



 , X⊥(α) =
[

I P̃ (α)
]

. (3.9)

Aplicando uma transformação de congruência e o Lema de Finsler (Lema 2.5),

as seguintes LMIs são equivalentes a (3.1)

P̃0(α)(Acl(α)− rI) + (Acl(α)− rI)′P̃0(α)′ ≺ 0, (3.10)

P̃ (α)(Acl(α)− rI) + (Acl(α)− rI)′P̃ (α)′ ≺ 0. (3.11)

Observe que (3.10) é obtida multiplicando-se (3.1) à esquerda por B⊥(α)′ e à direita por

B⊥(α), enquanto (3.11) é obtida multiplicando-se (3.1) à esquerda por X⊥(α) e à di-

reita por X⊥(α)′. As condições (3.10) e (3.11) certificam a estabilidade assintótica (ver

Lema 2.3) do sistema com matriz dinâmica dada por A(α) + B(α)KCy(α)− rI. Isso sig-

nifica que K é um ganho de realimentação de saídas que aloca a parte real dos autovalores

do sistema (2.11) em malha fechada à esquerda de r. Então, se r ≤ 0, K é um ganho

robustamente estabilizante para (2.11). �

Corolário 3.1. Para uma dada matriz P0(α) = P0(α)′ ≻ 0 e um dado escalar real

µ0(α) > 0, se existirem matrizes P (α) = P (α)′ ≻ 0, uma matriz K, e escalares µ(α), δ e r

tais que (3.1)-(3.2) sejam verificadas em todo domínio α ∈ Λ com Acl(α) = A(α)+B(α)K,



Capítulo 3. Estabilização de Sistemas Positivos 28

então K é um ganho robusto de realimentação de estados que assegura a positividade e que

os autovalores de Acl(α) para o sistema (2.11) com Cy(α) = I têm parte real à esquerda

de r para todo α ∈ Λ.

3.2 Segunda Abordagem

O segundo teorema também trata o ganho de controle diretamente como uma

variável de otimização do problema sem multiplicar nenhuma outra variável, como a matriz

de Lyapunov ou variáveis de folga. A principal diferença com relação ao método anterior

vem da inclusão de variáveis extras no problema, o que pode tornar os resultados menos

conservadores, superando, por exemplo, em termos estatísticos, o Teorema 3.1 e demais

condições de projeto presentes na literatura, ao preço de um esforço computacional mais

elevado.

Teorema 3.2. (Est2) Para matrizes dadas Yi(α), i = 1,2,3, se existirem matrizes depen-

dentes de parâmetros P (α) = P (α)′ ≻ 0, Xi(α), i = 1,2,3, escalares r, δ e uma matriz K

tais que (3.2) e

Q(α) + X (α)B(α) + B(α)′X (α)′ ≺ 0 (3.12)

sejam válidas para todo α ∈ Λ, em que

B(α) =
[

Y1(α) Y2(α) Y3(α)
]

,

X (α) =
[

X1(α)′ X2(α)′ X3(α)′

]′

,

Q =








0 P (α)′ (Acl(α)′ − rI)

P (α) 0 −I

(Acl(α)− rI) −I 0








,

com Acl(α) = A(α) + B(α)KCy(α), então K é um ganho robusto de realimentação de

saída tal que os autovalores de Acl(α) têm parte real à esquerda de r e a positividade do

sistema (2.11) em malha fechada é assegurada para todo α ∈ Λ.

Prova. Note que (3.2) garante a positividade do sistema em malha fechada. Adicional-

mente, se (3.12) é factível, o bloco (3,3) de (3.12), dado por X3Y3 + Y ′
3
X ′

3
< 0, ga-

rante que Y3(α) tem posto completo e, portanto, B(α) pode ser reescrita como B(α) =

Y3(α)
[

−F (α) −G(α) I
]

. Em seguida, usando a equivalência do Lema de Finsler

(Lema 2.5), ou seja, pré- e pós-multiplicando (3.12) respectivamente por B⊥(α)′ e B⊥(α)

em que

B⊥(α) =








I 0

0 I

F (α)′ G(α)′








, (3.13)
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obtém-se 


F (α)Acl(α) + Acl(α)′F (α)′ ⋆

P (α)− F (α) + G(α) (Acl(α)− rI) −G(α)−G(α)′



 ≺ 0. (3.14)

Multiplicando-se (3.14) à esquerda por Γ(α)′ e à direita por Γ(α), com

Γ(α) =
[

I (Acl(α)− rI)′
]′

(3.15)

tem-se

(Acl(α)− rI)′ P (α) + P (α) (Acl(α)− rI) ≺ 0 (3.16)

que assegura a estabilidade assintótica (ver Lema 2.3) do sistema com matriz dinâmica

dada por Acl(α) − rI. Isso significa que K é um ganho de realimentação de saídas que

aloca a parte real dos autovalores do sistema (2.11) em malha fechada à esquerda de r.

Então, se r ≤ 0, K é um ganho robustamente estabilizante para (2.11). �

Corolário 3.2. Para uma dada matriz B(α), se existirem matrizes P (α) = P (α)′ ≻ 0,

uma matriz K, e escalares δ e r tais que (3.2)-(3.12) sejam verificadas em todo domínio

α ∈ Λ com Acl(α) = A(α) + B(α)K, então K é um ganho robusto de realimentação de

estados que assegura a positividade e que os autovalores de Acl(α) para o sistema (2.11)

com Cy(α) = I têm parte real à esquerda de r para todo α ∈ Λ.

3.3 Descrição dos Algoritmos

Note que para resolver os Teoremas 3.1 e 3.2 é necessário fornecer valores para

algumas das variáveis do problema (µ0(α) e P0(α) para o Teorema 3.1 e Yi(α), i = 1,2,3

no caso do Teorema 3.2), evitando assim que (3.1) e (3.12) constituam desigualdades

matriciais bilineares (do inglês, Bilinear Matrix Inequalities — BMIs). Para que as escolhas

particulares das variáveis não sejam imposições muito restritivas, foi adicionada uma

relaxação de estabilidade (introdução de r) aos teoremas 3.1 e 3.2. Antes de apresentar os

algoritmos que visam minimizar r e fornecer soluções estabilizantes para o sistema (2.11) a

partir de um dos teoremas apresentados anteriormente, são propostas escolhas particulares

das condições iniciais que garantem a existência de soluções factíveis para o Teorema 3.1

e o Teorema 3.2.

Teorema 3.3. A escolha P0(α) = I e µ0(α) = 1 garante a existência de uma solução

factível para o Teorema 3.1.

Prova. Com P0(α) = I e µ0(α) = 1, a desigualdade (3.1) pode ser reescrita como




−2P (α) ⋆

Acl(α)− rI + P (α) + µ(α)I −2µ(α)I



 ≺ 0. (3.17)
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Escolhendo uma estrutura diagonal para a matriz de Lyapunov, P (α) = ρI,

com ρ > 0, e aplicando-se um complemento de Schur, tem-se
[

−2µ(α)I
]

︸ ︷︷ ︸

T1

−
[

M(α)
] [

−2ρI
]−1 [

M(α)
]′

︸ ︷︷ ︸

T2

≺ 0, (3.18)

em que M(α) = Acl(α) − rI + µ(α)I + ρI. Para µ(α) > 0, T1 ≺ 0 e se ρ → ∞,

então T2 → 0. Isso significa que para a condição inicial proposta existem pelo menos um

µ(α) > 0 e P (α) = ρI com ρ > 0 suficientemente grande tais que (3.1) seja factível,

independentemente do ganho K. A escolha K = 0 garante que (3.2) também é satisfeita,

pois A(α) é por hipótese Metzler. �

Teorema 3.4. A escolha B0(α) =
[

Y1(α) Y2(α) Y3(α)
]

=
[

I I −I
]

garante a exis-

tência de uma solução factível para o Teorema 3.2.

Prova. Note que (3.12) pode ser reescrita como1








0 P (α)′ (Acl(α)− rI)′

P (α) 0 −I

(Acl(α)− rI) −I 0








+ He















X1(α)

X2(α)

X3(α)








[

Y1(α) Y2(α) Y3(α)
]







≺ 0.

(3.19)

Com B(α) = B0 =
[

I I −I
]

, e escolhendo-se X (α) = −r/2B′
0
, (3.19) pode ser reescrita

como 






−rI P (α)′ − rI Acl(α)′

P (α)− rI −rI −I + rI

Acl(α) −I + rI −rI







≺ 0. (3.20)

Adicionalmente, para a escolha particular P (α) = rI, a desigualdade resultante é







−rI 0 Acl(α)′

0 −rI (r − 1)I

Acl(α) (r − 1)I −rI







≺ 0. (3.21)

Aplicando o complemento de Schur em (3.21), tem-se

[

−rI
]

−
[

Acl(α) (r − 1)I
]

(−rI)−1




Acl(α)′

(r − 1)I



 ≺ 0, (3.22)

que é equivalente a

−rI + r−1Acl(α)Acl(α)′ + r−1(r − 1)2I ≺ 0. (3.23)

Supondo r > 0 e multiplicando-se (3.23) por r dos dois lados da desigualdade, tem-se

(−2r + 1)I + Acl(α)Acl(α)′ ≺ 0, (3.24)

a qual pode ser satisfeita com qualquer r tal que (2r − 1) seja maior que o raio espectral

de Acl(α)Acl(α)′, ∀α ∈ Λ. Finalmente, a escolha K = 0 garante que (3.2) também é

satisfeita, pois A(α) é por hipótese Metzler. �

1 He(M) representa a soma da matriz M com sua transposta: He(M) = M + M ′.
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3.3.1 Versão 1 do Procedimento Iterativo (v1): Duas Fases

Para resolver tanto o Teorema 3.1 como o Teorema 3.2 de maneira eficiente,

o Algoritmo 1 foi proposto. Este algoritmo pode ser dividido em duas fases, que são

executadas a cada iteração.

Primeiramente, são inicializadas as variáveis P0(α) e µ0(α) no caso do Teo-

rema 3.1 e Yi(α), i = 1,2,3, no caso do Teorema 3.2 com os valores definidos pelo proje-

tista (sugere-se µ0 = 1 e P0(α) = I no caso do primeiro teorema, e B(α) =
[

I I −I
]

no caso do segundo teorema, pois sempre produzem solução factível, como mostrado nos

teoremas 3.3 e 3.4). Em seguida, inicia-se a Fase 1 do Algoritmo 1, que busca uma solução

factível para o teorema usado. Em caso de factibilidade, os valores das variáveis encon-

tradas (r, K e δ) são armazenados e o algoritmo segue para a Fase 2. Caso contrário,

o algoritmo se encerra sem fornecer uma solução estabilizante (a não factibilidade pode

ocorrer para condições iniciais diferentes das propostas no teoremas 3.3 e 3.4).

Na Fase 2, é realizado um teste de sinal na variável r, pois r é um limitante

superior para os autovalores do sistema em malha fechada. Se r ≤ 0, os autovalores do

sistema em malha fechada estão localizados no semiplano esquerdo do plano complexo,

indicando que K é um ganho robusto estabilizante e o algoritmo pode ser terminado.

Por outro lado, se r > 0, não é possível garantir a estabilidade do sistema. No

entanto, uma vez que r é apenas um limitante superior para a parte real dos autovalores

do sistema em malha fechada, os autovalores podem ter parte real tanto positiva ou nula

quanto negativa. Por esse motivo, quando r > 0, além da condição de síntese resolvida

na Fase 1, são realizados testes de análise de estabilidade e positividade do sistema em

malha fechada para que, caso a resposta seja factível, o algoritmo possa ser interrompido

indicando ter encontrado uma solução estabilizante. Para reduzir o esforço computacional

desse teste a posteriori, é feito primeiramente um teste rápido, sequencial, verificando os

autovalores dos vértices do politopo (αi = 1, αj = 0, j 6= i) em malha fechada. Se todos

forem negativos (o que é uma condição necessária para a estabilidade do politopo), testa-

se uma condição LMI de análise de estabilidade e outra de positividade do sistema e, se

os resultados confirmarem a estabilidade e positividade, o valor de K salvo na Fase 1 é

um ganho estabilizante. Caso contrário, se alguma parte real dos autovalores for positiva,

ou a condição de análise de estabilidade ou positividade não forem verificadas, os valores

de P (α) e µ(α) no caso do Teorema 3.1 (B(α) no caso do Teorema 3.2) encontrados

pelo algoritmo nessa iteração, serão os novos valores de P0(α) e µ0(α) (X (α) no caso do

Teorema 3.2) da próxima iteração.

Note que a factibilidade está garantida (P0(α) e P (α), assim como µ0(α) e µ(α),

são intercambiáveis no Teorema 3.1, e X (α) e B(α) no caso do Teorema 3.2), repetindo-

se, no pior dos casos, a solução anterior. Com esta estratégia garante-se que o valor de r

sempre diminui ou permanece igual ao valor da iteração anterior, mas nunca aumenta.
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O procedimento continua até achar um ganho que garanta simultaneamente a

positividade e estabilidade assintótica do sistema em malha fechada (r ≤ 0, ou solução

factível no teste de análise da Fase 2), ou quando o número máximo de iterações (itmax)

for atingido.

Algoritmo 1: Versão 1 do procedimento iterativo (v1): Duas Fases

1 Ksol ← ∅, Kaux ← ∅, rk ← ∅, δk ← ∅, k ← 0

2 Inicialização das condições iniciais:

3 No Teorema 3.1 P0(α)← In e µ0(α)← 1;

4 No Teorema 3.2 B0(α)←
[

I I −I
]

;

5 enquanto k < itmax faça

6 k = k + 1;

7 minimize r sujeito a Teorema 3.1 ou Teorema 3.2

8 se for factível então

9 rk ← r;

10 Kaux ← K;

11 δk ← δ;

12 Acl(α)← A(α) + B(α)KauxCy(α);

13 senão

14 Abandone (não há solução para as condições iniciais escolhidas);

15 fim

16 se r ≤ 0 então

17 Ksol ← Kaux;

18 senão

19 se Acli + δkI ≥ 0 e max
i=1,...,N

(Re (λ (Acli))) < 0 então

20 Teste de Estabilidade Quadrática com Acl(α);

21 se for factível então

22 Ksol ← Kaux;

23 fim

24 fim

25 fim

26 Atualização das variáveis:

27 No Teorema 3.1 P0(α)← P (α) e µ0(α)← µ(α);

28 No Teorema 3.2 B(α)← X (α)′;

29 fim
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3.3.2 Versão 2 do Procedimento Iterativo (v2): Uma Única Fase

Outra estratégia iterativa pode ser empregada para sintetizar controladores

robustamente estabilizantes a partir dos teoremas 3.1 e 3.2. O algoritmo alternativo é

muito similar ao descrito anteriormente (Algoritmo 1), porém elimina-se a Fase 2, na qual

tanto a estabilidade quanto a positividade do sistema em malha fechada são testadas a

posteriori, mesmo quando r > 0 a cada iteração.

Esta versão alternativa apresenta um único critério de parada: r ≤ 0. A vanta-

gem deste algoritmo de uma única fase é resolver um único bloco de LMIs dependentes de

parâmetros (associadas à síntese, eliminando blocos associados à análise de estabilidade),

o que reduz o custo computacional de cada iteração. No entanto, a quantidade de iterações

necessárias para obter uma solução estabilizante pode ser maior.

Algoritmo 2: Versão 2 do procedimento iterativo (v2): Uma Única Fase

1 Ksol ← ∅, Kaux ← ∅, rk ← ∅, δk ← ∅, k ← 0

2 Inicialização das condições iniciais:

3 No Teorema 3.1 P0(α)← In e µ0(α)← 1;

4 No Teorema 3.2 B0(α)←
[

I I −I
]

;

5 enquanto k < itmax faça

6 k = k + 1;

7 minimize r sujeito a Teorema 3.1 ou Teorema 3.2

8 se for factível então

9 rk ← r;

10 Kaux ← K;

11 δk ← δ;

12 Acl(α)← A(α) + B(α)KauxCy(α);

13 senão

14 Abandone (não há solução para as condições iniciais escolhidas);

15 fim

16 se r ≤ 0 então

17 Ksol ← Kaux;

18 fim

19 Atualização das variáveis:

20 No Teorema 3.1 P0(α)← P (α) e µ0(α)← µ(α);

21 No Teorema 3.2 B(α)← X (α)′;

22 fim
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3.4 Resultados Numéricos

Esta seção apresenta2 um experimento numérico para avaliar o desempenho

estatístico das abordagens desenvolvidas nesta dissertação. São sintetizados controladores

robustos que asseguram a estabilidade e positividade de sistemas incertos contínuos em

malha fechada. Outro objetivo desta seção é comparar os métodos de síntese propostos

nesta dissertação com as técnicas da literatura apresentadas em Bhattacharyya e Patra

(2018), BP18, e Feng et al. (2011), FLLS11. Deve-se destacar que, como as condições da

literatura não tratam o caso incerto, para a análise comparativa investiga-se o controle de

sistemas precisamente conhecidos usando exemplos retirados da literatura ou uma base

de sistemas sem incertezas.

3.4.1 Estabilização Robusta (Teste Estatístico)

Pretende-se estabilizar uma base composta por 1000 sistemas incertos (com

incertezas politópicas) de N = 2,3,4,5 vértices, com nx = 2,3,4,5 estados e nu = ny =

1,2,3,4 entradas (nu) e saídas (ny). Todos os sistemas da base são positivos e têm solução

comprovada (garantidamente estabilizáveis) mas não são quadraticamente estabilizáveis,

ou seja, não é possível encontrar solução factível usando uma única matriz de Lyapunov

(independente de parâmetros).

Para a criação dos sistemas da base de dados, foram gerados randomicamente

os vértices das matrizes incertas Â e B e matrizes K, de maneira a garantir que a matriz

Â fosse estável e Metzler e as matrizes B e K fossem positivas (todos elementos não

negativos). Em seguida, é realizado um teste de estabilidade. Se Â−BK for instável, salva-

se na base de dados os vértices da matriz dinâmica A = Â−BK (instável). Dessa forma,

a matriz K é um ganho de realimentação de estados garantidamente estabilizante, pois

A+BK = (Â−BK)+BK = Â, que foi gerada inicialmente como estável. Adicionalmente,

uma vez que B e K possuem todos elementos não negativos, a positividade do sistema

em malha fechada também é assegurada.

São apresentados resultados estatísticos em termos da porcentagem de sistemas

estabilizados pelo método proposto (Sol(%)), o número médio de iterações (It.) e o tempo

médio gasto (T(s)) para resolver cada caso.

Nas tabelas 1, 2, 3 e 4, são apresentados os resultados obtidos pelos diferentes

algoritmos com itmax = 13 e com dois resolvedores diferentes: SeDuMi e Mosek. No caso

dos algoritmos baseados no Teorema 3.1 (Est1v1 e Est1v2, como discutido na Seção 3.3.2),

duas estruturas distintas foram impostas à matriz de Lyapunov P (α): diagonal (D) ou

simétrica (S). Para o caso dos algoritmos baseados no Teorema 3.2 (Est2v1 e Est2v2), além

das duas estruturas para a matriz de Lyapunov P (α), foram testadas quatro estruturas
2 As bases de dados usadas nos experimentos podem ser encontradas em <www.dt.fee.unicamp.br/

~cfmorais/basesdedadosartigo.zip>.
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para a variável de folga X3(α): escalar vezes identidade (E), diagonal (D), simétrica (S)

ou cheia (C), enquanto as variáveis X1(α) e X2(α) foram fixadas com estrutura cheia.

Em relação aos graus das variáveis, escolheu-se grau um para as matrizes P (α) e Xi(α),

i = 1,2,3.

Tabela 1 – Resultados obtidos com o Algoritmo 1 baseado no Teorema 3.1 (Est1v1) para
estabilização robusta (teste estatístico). Sol(%) representa o percentual de sis-
temas estabilizados, It. o número médio de iterações e T(s) o tempo médio em
segundos para resolver cada caso.

P (α) Resolvedores Sol(%) It. T(s)

D
SeDuMi 77,8 4,6 1,05
Mosek 98,7 1,4 0,22

S
SeDuMi 97,8 2,5 0,85
Mosek 99,3 1,37 0,25

Tabela 2 – Resultados obtidos com o Algoritmo 2 baseado no Teorema 3.1 (Est1v2) para
estabilização robusta (teste estatístico). Sol(%) representa o percentual de sis-
temas estabilizados, It. o número médio de iterações e T(s) o tempo médio em
segundos para resolver cada caso.

P (α) Resolvedores Sol(%) It. T(s)

D
SeDuMi 25,9 10,9 2,09
Mosek 27 10,7 0,11

S
SeDuMi 94,4 3,7 1,04
Mosek 92,1 3,5 0,04
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Tabela 3 – Resultados obtidos com o Algoritmo 1 baseado no Teorema 3.2 (Est2v1) para
estabilização robusta (teste estatístico). Sol(%) representa o percentual de sis-
temas estabilizados, It. o número médio de iterações e T(s) o tempo médio em
segundos para resolver cada caso.

P (α) X(α) Resolvedores Sol(%) It. T(s)

D

E
SeDuMi 90,9 4,9 2,57
Mosek 99,3 2,8 1,77

D
SeDuMi 93,3 4,7 2,62
Mosek 99,1 2,8 1,89

S
SeDuMi 95,8 4,7 2,72
Mosek 98,7 3 2,14

C
SeDuMi 46,7 7,3 4,42
Mosek 98,9 3,2 2,82

S

E
SeDuMi 98,9 2,55 1,81
Mosek 98,9 1,79 2,30

D
SeDuMi 99 2,5 1,89
Mosek 99 1,75 2,37

S
SeDuMi 99,6 2,4 1,87
Mosek 98,7 1,76 2,66

C
SeDuMi 80,6 4,15 3,26
Mosek 98,8 1,85 3,11

Tabela 4 – Resultados obtidos com o Algoritmo 2 baseado no Teorema 3.2 (Est2v2) para
estabilização robusta (teste estatístico). Sol(%) representa o percentual de sis-
temas estabilizados, It. o número médio de iterações e T(s) o tempo médio em
segundos para resolver cada caso.

P (α) X(α) Resolvedores Sol(%) It. T(s)

D

E
SeDuMi 82 6,9 2,54
Mosek 80,7 6,7 0,22

D
SeDuMi 85,3 6,6 2,49
Mosek 83,7 6,3 0,21

S
SeDuMi 90,7 6,1 2,45
Mosek 87,6 6,1 0,24

C
SeDuMi 22,2 9,5 3,92
Mosek 84,8 6,7 0,31

S

E
SeDuMi 97,2 3,3 1,09
Mosek 94,1 3,1 0,10

D
SeDuMi 98 3,2 1,07
Mosek 95,2 3,1 0,10

S
SeDuMi 98,8 3 1,04
Mosek 95,5 3 0,11

C
SeDuMi 63,3 6,2 2,62
Mosek 96,5 3,5 0,16

Pode-se observar que os algoritmos de duas fases, tanto o Est1v1, baseado no
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Teorema 3.1 (Tabela 1) quanto o Est2v1, baseado no Teorema 3.2 (Tabela 3), obtêm

melhores resultados quando comparados aos algoritmos de uma fase, Est1v2 e Est2v2

(tabelas 2 e 4). Outro dado importante retirado das tabelas é que o número médio de

iterações requeridas pelos algoritmos de duas fases (v1) para produzir soluções estabili-

zantes é menor, mas o tempo computacional gasto pode ser maior devido à necessidade

de serem resolvidos dois blocos de LMIs dependentes de parâmetros (chamados de fases:

síntese e análise de estabilidade) a cada iteração. Observa-se também que, independente

do algoritmo avaliado, o uso de uma matriz de Lyapunov simétrica fornece resultados

melhores que a imposição de uma estrutura diagonal. No caso particular dos algoritmos

baseados no Teorema 3.2 (Est2v1 e Est2v2), uma conclusão semelhante pode ser feita no

que se refere à variável de folga, ou seja, um maior número de variáveis escalares, com

X3(α) cheia ou simétrica em vez de diagonal ou escalar, geralmente implica em um me-

lhor resultado estatístico. Apesar disso, destaca-se que utilizar mais variáveis não assegura

necessariamente melhores resultados estatísticos quando se utiliza um procedimento ite-

rativo. O que é possível garantir é que na primeira iteração o resultado baseado em uma

LMI dependente de parâmetros com matrizes de estrutura cheia inclui resultados obtidos

com a estrutura simétrica, que por sua vez inclui a estrutura diagonal e finalmente a es-

calar como casos particulares. No entanto, como o procedimento iterativo busca soluções

em um espaço não convexo, o resultado final em termos de qual estrutura é melhor não

pode ser inferido a priori.

Como esperado, o tempo médio de cômputo de solução está diretamente rela-

cionado ao número de iterações necessárias para se chegar a uma conclusão, sendo que, se

a quantidade de iterações necessárias diminui, o tempo também é menor. É possível veri-

ficar também que o resolvedor Mosek requer um número menor de iterações, resultando

em tempos computacionais bem menores.

Finalmente, observe que para a mesma estrutura (diagonal ou simétrica) nas

variáveis matriciais P (α) e X3(α) dos teoremas 3.1 e 3.2, os resultados estatísticos ob-

tidos pelo algoritmo baseado no Teorema 3.2 são no geral melhores do que os obtidos

pelo baseado no Teorema 3.1 (especialmente considerando o método de uma única fase

(v2)). No entanto, essa melhoria vem ao custo de um aumento no tempo de cômputo das

soluções decorrente do maior número de variáveis empregadas. Nesse sentido, a Tabela 5

apresenta outro dado importante na síntese de controladores usando LMIs dependentes

de parâmetros: o número de variáveis escalares utilizadas no problema de otimização para

diferentes combinações de número de estados e vértices considerando sistemas SISO (do

inglês, Single Input Single Output). Note que conforme a ordem dos sistemas e o número

de vértices aumenta, o número de variáveis cresce rapidamente. Pensando na aplicação

do método em problemas de grandes dimensões, o emprego de matrizes diagonais ou es-

calares permite reduzir drasticamente o número de variáveis. Por isso, escolher entre as

diferentes estruturas de P (α) e X1,2,3(α) pode ser de grande importância.
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Tabela 5 – Número de variáveis em função das diferentes estruturas e dimensões do pro-
blema. Sendo que n é o número de estados, N o número de vértices. As es-
truturas diagonal (D), simétrica (S), escalar (E) e cheia (C) são aplicadas
nas variáveis de decisão P (α) (Teorema 3.1) e P (α) e Xi(α), i = 1,2,3 (Teo-
rema 3.2).

n N
Teorema 3.1 Teorema 3.2

P D P S
P D P S

X3 E X3 D X3 S X3 C X3 E X3 D X3 S X3 C

2

2 12 14 28 30 32 34 30 32 34 36
3 15 18 39 42 45 48 42 45 48 51
4 18 22 50 54 58 62 54 58 62 66
5 21 26 61 66 71 76 66 71 76 81

3

2 16 22 52 56 62 68 58 62 68 74
3 20 29 74 80 89 98 83 89 98 107
4 24 36 96 104 116 128 108 116 128 140
5 28 43 118 128 143 158 133 143 158 173

4

2 20 32 84 90 102 114 96 102 114 126
3 25 43 121 130 148 166 139 148 166 184
4 30 54 158 170 194 218 182 194 218 242
5 35 65 195 210 240 270 225 240 270 300

5

2 24 44 124 132 152 172 144 152 172 192
3 30 60 180 192 222 252 210 222 252 282
4 36 76 236 252 292 332 276 292 332 372
5 42 92 292 312 362 412 342 362 412 462
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3.4.2 Exemplos da Literatura

Esta seção tem o objetivo de comparar os algoritmos propostos com os métodos

apresentados em BP18. Em BP18, são propostos dois algoritmos (chamados de BP18-1 e

BP18-2) para estabilizar sistemas precisamente conhecidos lineares invariantes no tempo

positivos com múltiplas entradas e múltiplas saídas por realimentação de saída. Os quatro

primeiros exemplos (Ex 1, 2, 3, 4) apresentados em BP18 consistem na estabilização de

sistemas precisamente conhecidos sem a imposição de estruturas ao ganho. O quinto

exemplo de BP18 propõe a estabilização do sistema investigado no primeiro exemplo

(Ex 1) impondo quatro diferentes restrições de estrutura ao ganho K (Ex 5.1, 5.2, 5.3, 5.4).

O Algoritmo BP18-1 é capaz de prover soluções estabilizantes apenas para três dos quatro

primeiros exemplos, e para nenhum dos exemplos com restrições. Por outro lado, o BP18-

2 provê soluções estabilizantes para todos os exemplos propostos. Nenhum dos demais

métodos com os quais o autor comparou (FLLS11, Shen e Lam (2015), Ait Rami (2011),

Wang e Huang (2013)) foi capaz de fornecer soluções factíveis para todos os exemplos. No

entanto, os métodos iterativos propostos nesta dissertação são capazes de prover ganhos

de realimentação de saída para todos os exemplos de BP18.

Nesse sentido, para avaliar adequadamente o conservadorismo dos métodos,

considere o projeto de um controlador por realimentação estática de saída para os siste-

mas dos exemplos de BP18 substituindo a matriz dinâmica A por A + σI. O objetivo é

verificar qual dos métodos é capaz de garantir soluções para uma faixa mais ampla de

valores (positivos) de σ. Para este experimento foram testados os algoritmos baseados no

Teorema 3.1 (Est1v1 e Est1v2, e estrutura simétrica para a matriz P (α)) e os algoritmos

baseados no Teorema 3.2 (Est2v1 e Est2v2, estrutura simétrica para as matrizes P (α)

e X3(α), estrutura cheia para as matrizes X1(α) e X2(α)) propostos nesta dissertação,

os dois algoritmos propostos por BP18 (BP18-1 e BP18-2), e o algoritmo proposto em

FLLS11. Todos os algoritmos foram testados com o resolvedor SeDuMi, pois o SeDuMi

fornece os melhores resultados para os métodos da literatura. O número máximo de ite-

rações imposto para todos os algoritmos é itmax = 20. A Figura 1 apresenta os resultados

para os quatro primeiros exemplos enquanto a Figura 2 mostra os resultados dos exemplos

com restrições na estrutura no ganho K. Note que os métodos propostos nesta dissertação

são melhores em praticamente todos os exemplos, nunca produzindo resultados piores que

os dos algoritmos comparados. Além disso, em termos de conservadorismo, os algoritmos

propostos nesta dissertação têm desempenho praticamente idêntico, estabilizando siste-

mas com matrizes dinâmicas associadas aos mesmos valores máximos de σ para todos

exemplos testados.
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Figura 1 – Faixa estabilizável de σ nos exemplos 1 a 4 de BP18.
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Figura 2 – Faixa estabilizável de σ nos exemplos 5.1 a 5.4 de BP18 (ganho com estrutura).
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3.4.3 Estabilização de Sistemas sem Incerteza (Teste Estatístico)

Pretende-se comparar o desempenho estatístico dos métodos da literatura

BP18 e FLLS11 com as abordagens propostas nesta dissertação na estabilização de uma

base composta por 1000 sistemas precisamente conhecidos positivos garantidamente es-

tabilizáveis com nx = 2,3,4,5 estados e nu = ny = 1,2,3,4 entradas (nu) e saídas (ny).

Para ser o mais justo possível na comparação, todos os algoritmos foram testados com

os resolvedores SeDuMi e Mosek e um máximo de 13 iterações foi imposto a todos os

métodos.

Os algoritmos baseados no Teorema 3.1 foram testados com P (α) simétrica e

os algoritmos baseados no Teorema 3.2 foram testados com X1,2(α) cheias e X3(α) e P (α)

simétricas. A Tabela 6 apresenta as porcentagens de sistemas estabilizados (Sol(%)), o

número médio de iterações (It.) e o tempo médio de cômputo exigido pelos algoritmos

(T(s)). Os algoritmos propostos nesta dissertação obtiveram resultados bem superiores

aos demais métodos da literatura, mesmo empregando apenas uma única fase (a fase de

síntese, sem usar as condições de análise como critério de parada). Usando os métodos

propostos, foram produzidos ganhos estabilizantes para no mínimo 79% dos sistemas da

base, enquanto os métodos da literatura conseguiram produzir solução para no máximo

41.3% dos sistemas. Outro dado interessante é o número de iterações: os algoritmos pro-

postos, por exemplo, precisam de menos de cinco iterações em média para resolver a

maioria dos problemas, quantidade bem menor que as requeridas por BP18-1 e BP18-2,

os quais obtêm cerca de menos da metade de soluções estabilizantes que os algoritmo

Est1v1 e Est2v1. Observe ainda que o algoritmo FLLS11, embora consiga resolver o pro-

blema de estabilização mais rapidamente, requerendo menos iterações, encontra solução

para apenas 5,5% dos sistemas testados usando o resolvedor SeDuMi ou ainda menos

(1%) quando o resolvedor empregado é o Mosek. Finalmente, note que, com exceção do

algoritmo baseados no Teorema 3.2 com duas fases (Est2v1), o tempo de cômputo dos

métodos propostos é similar (ou menor) ao tempo de cômputo dos métodos de BP18 (que

produzem os melhores resultados dentre as condições da literatura testadas).
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Tabela 6 – Resultados obtidos para estabilização de base de sistemas sem incertezas.
Sol(%) representa o percentual de sistemas estabilizados, It. o número médio
de iterações e T(s) o tempo médio em segundos para resolver cada caso.

Métodos
SeDuMi Mosek

Sol(%) It. T(s) Sol(%) It. T(s)
Est1v1 (2 Fases) 94,3 2,1 0,43 93,4 1,8 0,07
Est1v2 (1 Fase) 79,2 4,9 0,73 82,1 3,2 0,01
Est2v1 (2 Fases) 96,0 2,0 0,69 94,6 1,8 0,18
Est2v2 (1 Fase) 88,1 4,0 0,73 88,7 2,8 0,02
BP18-1 21,6 10,2 2,02 5,5 12,3 0,15
BP18-2 41,3 9,5 0,61 10,2 12,1 0,05
FLLS11 5,5 1,5 0,13 1,0 1,1 0,01

3.4.4 Simulação Temporal

Para ilustrar o comportamento dinâmico de um sistema positivo realimentado,

considere o Exemplo 4 de BP18, em que a matriz dinâmica A é substituída por A+σI, com

σ = 0.05. Como é mostrado na Figura 1, com esse valor de σ, o sistema é instável em malha

aberta. Além disso, para essa escolha de σ, nenhum dos métodos da literatura consegue

prover um ganho estabilizante. Por outro lado, utilizando os métodos propostos nesta

dissertação,podem ser computados ganhos de realimentação de saída que estabilizam e

mantêm a positividade do sistema. Os ganhos estabilizantes obtidos pelas quatro diferentes

estratégias propostas neste trabalho (Est1v1, Est1v2, Est2v1, Est2v2) são apresentados

a seguir.
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Figura 3 – Evolução temporal das saídas do sistema em malha aberta.
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(a) Saídas controladas com KEst1v1.
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(b) Saídas controladas com KEst1v2.
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(c) Saídas controladas com KEst2v1.
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(d) Saídas controladas com KEst2v2.

Figura 4 – Valores das saídas do sistema.

KEst1v1 =




−1.0010 0.0937

0.4005 −0.2967



 ,

KEst1v2 =




−1.0010 0.0937

0.4005 −0.2967



 ,

KEst2v1 =




−1.0050 0.0708

0.4028 −0.2838



 ,

KEst2v2 =




−1.0054 0.0670

0.4031 −0.2818



 .

A Figura 4 mostra o comportamento dinâmico das variáveis de saída (y(t)) do

sistema em malha fechada com os ganhos obtidos pelos quatro métodos propostos nesta

dissertação. Pode-se notar que os métodos baseados no Teorema 3.1 (Est1v1 e Est1v2)
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fazem as trajetórias convergir mais rapidamente para zero, quando comparadas com as

trajetórias de saída obtidas com os controladores resultantes do Teorema 3.2 (Est2v1 e

Est2v2) .
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4 Controle H∞ de Sistemas Positivos

Técnicas iterativas similares às desenvolvidas no capítulo anterior, no contexto

de estabilização robusta, são aplicadas neste capítulo para a síntese de controladores

robustos por realimentação de saída com critério de desempenho H∞ para sistemas LTI

positivos politópicos contínuos no tempo. A seguir, são propostos dois teoremas para

controle H∞ e são discutidos procedimentos iterativos que buscam resolver de maneira

eficiente o conjunto de condições LMIs dependentes de parâmetros apresentado em cada

teorema. No final do capítulo, a eficiência dos métodos propostos é ilustrada por meio de

exemplos numéricos.

4.1 Primeira Abordagem

Nesta seção são apresentadas condições LMIs dependentes de parâmetros sufi-

cientes para o projeto de controladoresH∞ por realimentação estática de saída de sistemas

politópicos positivos contínuos no tempo. A principal vantagem com relação à segunda

abordagem, apresentada na seção seguinte, é o reduzido número de variáveis necessárias

para produzir uma solução.

Teorema 4.1. (Hinf1) Para uma dada matriz simétrica definida positiva P0(α) e um dado

escalar real positivo µ0(α), se existirem matrizes simétricas definidas positivas P (α), uma

matriz K, e escalares µ(α), δ e γ tais que as seguintes condições sejam verificadas em

todo domínio α ∈ Λ

Q(α) + X (α)B(α) + B(α)′X (α)′ ≺ 0, (4.1)

Acl(α) + δI ≥ 0, Bcl(α) ≥ 0, Ccl(α) ≥ 0, Dcl(α) ≥ 0, (4.2)

em que

B(α) =
[

P0(α) −µ0(α)I 0 0
]

, X (α) =
[

−P (α) µ(α)I 0 0
]′

, (4.3)

Q =











0 ⋆ ⋆ ⋆

Acl(α) 0 ⋆ ⋆

0 Bcl(α)′ −γI ⋆

Ccl(α) 0 Dcl(α) −γI











, (4.4)

com Acl(α), Bcl(α), Ccl(α) e Dcl(α) descritas em (2.16), então γ é um custo garantido

H∞ para o sistema (2.15) e K é um ganho robusto de realimentação estática de saída, o

qual assegura simultaneamente a positividade e estabilidade assintótica do sistema (2.11)

em malha fechada para todo α ∈ Λ.
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Prova. Primeiramente, note que (4.2) garante a positividade do sistema (2.15) em malha

fechada. Por outro lado, sabendo que B(α)B⊥(α) = 0 e X⊥(α)X (α) = 0 com B(α) e X (α)

dadas em (4.3), considere

B(α)⊥ =











I 0 0

µ0(α)−1P0(α) 0 0

0 I 0

0 0 I











, X⊥(α) =








I µ(α)−1P (α) 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I








. (4.5)

Fazendo as seguintes mudanças de variáveis P̃ (α) = µ(α)−1P (α) e P̃0(α) = µ0(α)−1P0(α),

pré e pós-multiplicando (4.1) respectivamente por B⊥(α)′ e B⊥(α), ou por X⊥(α) e X⊥(α)′

têm-se








He
(

P̃0(α)Acl(α)
)

⋆ ⋆

Bcl(α)′P̃0(α) −γI ⋆

Ccl(α) Dcl(α) −γI







≺ 0,








He
(

P̃ (α)Acl(α)
)

⋆ ⋆

Bcl(α)′P̃ (α) −γI ⋆

Ccl(α) Dcl(α) −γI







≺ 0 (4.6)

que recuperam o bounded real lemma dado em (2.18). �

4.2 Segunda Abordagem

Nesta seção são apresentadas condições LMIs dependentes de parâmetros sufi-

cientes para o projeto de controladoresH∞ por realimentação estática de saída de sistemas

politópicos positivos contínuos no tempo. A principal diferença desse método com relação

à primeira abordagem é a introdução de variáveis de folga, o que pode tornar o resultado

menos conservador, ao preço do aumento da complexidade.

Teorema 4.2. (Hinf2) Para matrizes dadas Yi(α), i = 1,2,3, se existirem matrizes de-

pendentes de parâmetros P (α) = P (α)′ ≻ 0, Xi(α), i = 1,2,3, escalares γ, δ e uma matriz

K tais que (4.2) e

Q(α) + X (α)B(α) + B(α)′X (α)′ ≺ 0 (4.7)

sejam válidas para todo α ∈ Λ, em que

B(α) =
[

Y1(α) Y2(α) 0 0 Y3(α)
]

, X (α) =
[

X1(α)′ X2(α)′ 0 0 X3(α)′

]′

, (4.8)

Q =














0 ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

P (α) 0 ⋆ ⋆ ⋆

0 0 −γI ⋆ ⋆

Ccl(α) 0 Dcl(α) −γI ⋆

Acl(α) −I Bcl(α) 0 0














, (4.9)
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com Acl(α), Bcl(α), Ccl(α) e Dcl(α) descritas em (2.16), então γ é um custo garantido

H∞ para o sistema (2.15) e K é um ganho robusto de realimentação estática de saída, o

qual assegura simultaneamente a positividade e estabilidade assintótica do sistema (2.11)

em malha fechada para todo α ∈ Λ.

Prova. Primeiramente, note que (4.2) garante a positividade do sistema (2.15) em malha

fechada. Adicionalmente, se (4.7) é factível, Y3(α) tem posto completo e, portanto, B(α)

pode ser reescrita como

B(α) = Y3(α)
[

−F (α)′ −G(α)′ 0 0 I
]

. (4.10)

Em seguida, usando a equivalência do Lema de Finsler (Lema 2.5), ou seja, pre- e pós-

multiplicando (4.7) respectivamente por B⊥(α)′ e B⊥(α) com

B⊥(α) =














I 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I

F (α)′ G(α)′ 0 0














(4.11)

obtém-se










F (α)Acl(α) + Acl(α)′F (α)′ ⋆ ⋆ ⋆

P (α) + G(α)Acl(α)− F (α)′ −G(α)−G(α)′ ⋆ ⋆

Bcl(α)′F (α)′ Bcl(α)′G(α)′ −γI ⋆

Ccl(α) 0 Dcl(α) −γI











≺ 0. (4.12)

Multiplicando (4.12) à esquerda por N(α)′ e à direita por

N(α) =











I 0 0

Acl(α) Bcl(α) 0

0 I 0

0 0 I











(4.13)

obtém-se o bounded real lemma dado em (2.18). �

4.3 Descrição dos Algoritmos

Observe que para resolver os teoremas 4.1 e 4.2 é necessário que o projetista

forneça os valores de algumas variáveis do problema (P0(α) e µ0(α) no caso do Teorema 4.1

e Yi(α), i = 1,2,3 no caso do Teorema 4.2) para evitar que (4.1) e (4.7) constituam BMIs.

No entanto, determinar escolhas que garantem a existência de uma solução factível para

os teoremas não é uma tarefa simples. Uma estratégia que facilita esse trabalho foi ado-

tada em (FELIPE, 2017) e no Capítulo 3 desta dissertação: a introdução de relaxações.
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No caso particular de estabilização, a relaxação consiste em resolver o problema de síntese

substituindo-se Acl(α) por Acl(α) − rI, o que implica em assegurar que a parte real do

autovalor mais à direita no plano complexo é limitada por r, sendo negativa se r ≤ 0

(Hurwitz estabilidade), mas podendo ser positiva ou nula se r > 0. Sendo assim, as-

segurar a estabilidade de Acl(α) − rI é menos restritivo que garantir a estabilidade de

Acl(α), relaxando a condição de projeto. Desse modo, o primeiro passo para a síntese dos

controladores H∞ é determinar condições iniciais que garantam a existência de soluções

factíveis para os teoremas 4.1 e 4.2 com o auxílio das relaxações, conforme demonstrado

nos teoremas seguintes.

Teorema 4.3. A escolha P0(α) = I e µ0(α) = 1 garante a existência de uma solução fac-

tível para o Teorema 4.1 com Acl(α) substituído por Acl(α)− rI e um γ o suficientemente

grande.

Prova. Com P0(α) = I, µ0(α) = 1 e Acl(α) = Acl(α)− rI, a desigualdade (4.1) pode ser

reescrita como










−2P (α) ⋆ ⋆ ⋆

Acl(α)− rI + µ(α)I + P (α) −2µ(α)I ⋆ ⋆

0 Bcl(α)′ −γI ⋆

Ccl(α) 0 Dcl(α) −γI











≺ 0, (4.14)

Aplicando-se um complemento de Schur, tem-se




−2P (α) ⋆

Acl(α)− rI + µ(α)I + P (α) −2µ(α)I





︸ ︷︷ ︸

T1

−




0 Bcl(α)′

Ccl(α) 0








−γI ⋆

Dcl(α) −γI





−1 


0 Bcl(α)′

Ccl(α) 0





′

︸ ︷︷ ︸

T2

≺ 0, (4.15)

Observe que se γ for o suficientemente grande, T2 → 0 e (4.15) tente a T1 ≺ 0. Por outro

lado, assim como feito na prova do Teorema 3.3, escolhendo-se P (α) = ρI com ρ > 0 e

aplicando-se um complemento de Schur em T1 ≺ 0, tem-se

[

−2µ(α)I
]

︸ ︷︷ ︸

R1

−M(α) (−2ρI)−1M(α)′

︸ ︷︷ ︸

R2

≺ 0, (4.16)

em que M(α) = Acl(α)− rI + µ(α)I + ρI. Note que para um ρ suficientemente grande,

R2 → 0 e se µ(α) > 0, R1 ≺ 0 implicando que (4.16) é satisfeita.

Portanto, isso significa que para a condição inicial proposta existem pelo menos

um µ(α) > 0 e P (α) = ρI com ρ > 0 e γ > 0 suficientemente grandes tais que (4.1) seja

factível, independentemente do ganho K. A escolha K = 0 garante que (4.2) também é
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satisfeita, pois A(α) é por hipótese Metzler, e E(α), Cz(α) e Ez(α) são, por hipótese, não

negativas. �

Teorema 4.4. A escolha B0(α) =
[

Y1(α) Y2(α) 0 0 Y3(α)
]

=
[

I I 0 0 −I
]

ga-

rante a existência de uma solução factível para o Teorema 4.2 com Acl(α) substituído por

Acl(α)− rI e um γ suficientemente grande.

Prova. Primeiramente, é importante mencionar que, como mostrado em (FELIPE, 2017),

B(α) e X (α) são intercambiáveis uma vez que He(X (α)B(α)) = He(B(α)′X (α)′). Isso sig-

nifica que todos valores de X (α)′ são escolhas válidas para B(α) e vice-versa. Assim, assu-

mindo B(α) = B0(α) =
[

I I 0 0 −I
]

, Acl(α) = Acl(α)− rI e X (α) = −(r/2)B0(α)′,

trocando a terceira e quarta e, em seguida, a terceira e quinta colunas e linhas de (4.7),

tem-se














−rI ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

P (α)− rI −rI ⋆ ⋆ ⋆

Acl(α) (r − 1)I −rI ⋆ ⋆

0 0 Bcl(α) −γI ⋆

Ccl(α) 0 0 Dcl(α) −γI














≺ 0 (4.17)

Aplicando um complemento de Schur em (4.17), obtém-se








−rI ⋆ ⋆

P (α)− rI −rI ⋆

Acl(α) (r − 1)I −rI








︸ ︷︷ ︸

T1

−








0 Ccl(α)′

0 0

Bcl(α) 0











−γI ⋆

Dcl(α) −γI





−1 


0 0 Bcl(α)′

Ccl(α) 0 0





︸ ︷︷ ︸

T2

≺ 0. (4.18)

Com a escolha de um γ o suficientemente grande, T2 tente para zero fazendo

que T2 → 0 e (4.18) tende a T1 ≺ 0. Adicionalmente, para a escolha particular P (α) = rI,

a desigualdade resultante é







−rI ⋆ ⋆

0 −rI ⋆

Acl(α) (r − 1)I −rI







≺ 0. (4.19)

Aplicando o complemento de Schur em (4.19), tem-se

−rI −
[

Acl(α) (r − 1)I
]

(−rI)−1




Acl(α)′

(r − 1)I



 ≺ 0,
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que é equivalente a

−rI + r−1Acl(α)Acl(α)′ + r−1(r − 1)2I ≺ 0. (4.20)

Supondo r > 0 e multiplicando-se (4.20) de ambos os lados por r, obtém-se

(−2r + 1)I + Acl(α)Acl(α)′ ≺ 0,

que pode ser satisfeita para qualquer r tal que (2r − 1) seja maior que o raio espectral

de Acl(α)Acl(α)′, ∀α ∈ Λ. Isso significa que para a condição inicial proposta existem pelo

menos X (α) = −(r/2)B0(α)′, P (α) = rI e variáveis r e γ suficientemente grandes tais

que (4.7) seja factível, independentemente do ganho K. A escolha K = 0 garante que (4.2)

também é satisfeita, pois A(α) é por hipótese Metzler, e E(α), Cz(α) e Ez(α) são, por

hipótese, não negativas. �

Após serem empregadas as relaxações e serem definidas as condições iniciais

que garantidamente produzem soluções factíveis para os teoremas 4.1 e 4.3, foram inves-

tigadas diferentes versões de procedimentos iterativos para a síntese de controladores por

realimentação de saída com desempenho H∞. Em cada uma dessas versões foram tomados

caminhos e estratégias de otimização diferentes com a finalidade de verificar e investigar

quais obtêm melhor resultado. Cada um dos procedimentos iterativos pode ser empre-

gado para resolver ambos os teoremas. As duas versões do algoritmo usadas no exemplo

numérico apresentado no final do capítulo são descritas a seguir.

4.3.1 Versão 1 do Procedimento Iterativo (v1): Três Fases

Neste algoritmo, foram introduzidas duas relaxações distintas. Além da rela-

xação anteriormente mencionada aplicada aos autovalores do sistema em malha fechada

para facilitar a estabilização (substituição de Acl(α) por Acl(α) − rI), utiliza-se outra

relaxação nas condições que testam a positividade do sistema. Essa relaxação consiste

em substituir a restrição de que as matrizes Acl(α) + δI, Bcl(α), Ccl(α) e Dcl(α) sejam

não negativas ≥ 0 por ≥ q. Assim, se q < 0 a produção de uma solução factível para o

problema é facilitada (condição relaxada). O algoritmo pode ser dividido em três fases ou

etapas, cada uma responsável pela otimização de um parâmetro diferente do problema.

Todas essas fases são alocadas dentro de um laço no qual o programa atualiza as condições

iniciais (P0(α) e µ0(α) no Teorema 4.1 e B0(α) no Teorema 4.2) com o transposto das

variáveis de folga resultantes de cada iteração (P (α) e µ(α) no Teorema 4.1 e X (α) no

Teorema 4.2) o que garante que o resultado da iteração seguinte nunca será pior que o

da iteração anterior. O procedimento iterativo que resolve o Teorema 4.1 (Teorema 4.2)

é descrito a seguir.

Fase 1: Após aplicar as relaxações de estabilidade e positividade no teorema,

para um certo valor de γ suficientemente grande e uma condição inicial dada no Teo-
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rema 4.3 (Teorema 4.4), resolva o Teorema 4.1 (Teorema 4.2) minimizando r e maximi-

zando q (usando pesos diferentes para cada uma das variáveis de otimização). Atualize o

vetor B(α) com as variáveis resultantes da iteração atual (P0(α) = P (α) e µ0(α) = µ(α)

no Teorema 4.1 e B(α) = X (α)′ no Teorema 4.2). Repita esse procedimento enquanto

r > 0. Quando r ≤ 0 a Hurwitz estabilidade de Acl(α) é assegurada e o algoritmo passa

para a Fase 2.

Fase 2: Para o mesmo valor de γ suficientemente grande usado na Fase 1,

mantenha a relaxação de positividade e elimine a restrição de estabilidade fazendo r = 0

ou Acl(α)− rI ← Acl(α) e resolva o Teorema 4.1 (Teorema 4.2) maximizando q. Atualize

o vetor B(α) com as variáveis resultantes da iteração atual (P0(α) = P (α) e µ0(α) = µ(α)

no Teorema 4.1 e B(α) = X (α)′ no Teorema 4.2). Repita esse procedimento até que

p ≥ 0, o que implica que a não negatividade do sistema em malha fechada é garantida e

o algoritmo pode passar para a Fase 3.

Fase 3: Remova ambas relaxações (r = q = 0) e converta o custo garantido γ

em variável de otimização do problema. Resolva o Teorema 4.1 (Teorema 4.2) minimizando

γ e atualize B(α) enquanto |γm − γm−1| < tol, em que m é uma determinada iteração e

tol é uma tolerância pré-especificada pelo projetista.
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Algoritmo 3: Versão 1 do Procedimento Iterativo (v1): Três Fases

1 Função (A,B,Bw,Cz,Dzu,Dzw,Cy,Ey(α),tol,itmax)

2 Inicialização de γ0 ← 102, it← 0, fase← 1;

3 Inicialização das condições iniciais:

4 No Teorema 4.1 P0(α)← In e µ0(α)← 1;

5 No Teorema 4.2 B0(α)←
[

I I 0 0 −I
]

;

6 enquanto it < itmax & |γit − γit−1| ≥ tol faça

7 it← it + 1; Ā← Acl(α)− rI;

8 se fase=1 então

9 minimize r e maximize q sujeito a Q(α,Ā) + He(X (α)B(α)) ≺ 0,

P (α) ≻ 0, Acl(α) + δI ≥ q, Bcl(α) ≥ q, Ccl(α) ≥ q, Dcl(α) ≥ q;

10 se factível & r ≤ 0 então

11 Ā← Acl(α(k));

12 fase← 2;

13 fim

14 senão se fase=2 então

15 maximize q sujeito a

16 Q(α) + He(X (α)B(α)) ≺ 0, P (α) ≻ 0, Acl(α) + δI ≥ q, Bcl(α) ≥ q,

Ccl(α) ≥ q, Dcl(α) ≥ q;

17 se factível & q ≥ 0 então

18 fase← 3;

19 fim

20 se fase=3 então

21 minimize γ sujeito a

22 Q(α) + He(X (α)B(α)) ≺ 0, P (α) ≻ 0, Acl(α) + δI ≥ 0, Bcl(α) ≥ 0,

Ccl(α) ≥ 0, Dcl(α) ≥ 0;

23 se factível então

24 retorna(γit,Acl,Bcl,Ccl,Dcl);

25 fim

26 fim

27 Atualização das variáveis:

28 No Teorema 4.1 P0(α)← P (α) e µ0(α)← µ(α);

29 No Teorema 4.2 B(α)← X (α)′;

30 fim

31 fim
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4.3.2 Versão 2 do Procedimento Iterativo (v2): Duas Fases

Este procedimento iterativo é muito similar ao descrito anteriormente. A prin-

cipal diferença é a eliminação da relaxação nas condições que testam a positividade do

sistema, ou seja, o parâmetro q é eliminado das LMIs dependentes de parâmetros. Tam-

bém é eliminada a Fase 2, na qual o parâmetro q é maximizado. O procedimento iterativo

que resolve o Teorema 4.1 (Teorema 4.2) é descrito a seguir.

Fase 1: Após aplicar a relaxação de estabilidade, para um certo valor de γ

suficientemente grande e uma condição inicial dada no Teorema 4.3 (Teorema 4.4), resolva

o Teorema 4.1 (Teorema 4.2) minimizando única e exclusivamente r. Atualize o vetor

B(α) com as variáveis resultantes da iteração atual (P0(α) = P (α) e µ0(α) = µ(α) no

Teorema 4.1 e B(α) = X (α)′ no Teorema 4.2). Repita esse procedimento enquanto r > 0.

Quando r ≤ 0 a Hurwitz estabilidade de Acl(α) é assegurada e o algoritmo passa para a

Fase 2.

Fase 2: A relaxação nos autovalores do sistema em malha fechada é eliminada

(r = 0) e o custo garantido γ passa a ser variável de otimização do problema. Resolva o

Teorema 4.1 (Teorema 4.2) minimizando γ e atualize B(α) enquanto |γm−γm−1| < tol, em

que m é uma determinada iteração e tol é uma tolerância pré-especificada pelo projetista.
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Algoritmo 4: Versão 2 do Procedimento Iterativo (v2): Duas Fases

1 Função (A,B,Bw,Cz,Dzu,Dzw,Cy,Ey(α),tol,itmax)

2 Inicialização de γ0 ← 102, it← 0, fase← 1;

3 Inicialização das condições iniciais:

4 No Teorema 4.1 P0(α)← In e µ0(α)← 1;

5 No Teorema 4.2 B0(α)←
[

I I 0 0 −I
]

;

6 enquanto it < itmax & |γit − γit−1| ≥ tol faça

7 it← it + 1; Ā = Acl(α)− rI;

8 se fase=1 então

9 minimize r sujeito a Q(α,Ā) + He(X (α)B(α)) ≺ 0, P (α) ≻ 0,

Acl(α) + δI ≥ 0, Bcl(α) ≥ 0, Ccl(α) ≥ 0, Dcl(α) ≥ 0;

10 se factível & r ≤ 0 então

11 Ā = Acl(α(k));

12 fase← 2;

13 fim

14 se fase=2 então

15 minimize γ sujeito a

16 Q(α) + He(X (α)B(α)) ≺ 0, P (α) ≻ 0, Acl(α) + δI ≥ 0, Bcl(α) ≥ 0,

Ccl(α) ≥ 0, Dcl(α) ≥ 0;

17 se factível então

18 retorna(γit,Acl,Bcl,Ccl,Dcl);

19 fim

20 fim

21 Atualização das variáveis:

22 No Teorema 4.1 P0(α)← P (α) e µ0(α)← µ(α);

23 No Teorema 4.2 B(α)← X (α)′;

24 fim

25 fim

4.3.3 Outros Procedimentos Iterativos Testados

A seguir são apresentadas outras estratégias iterativas testadas para resolu-

ção dos Teorema 4.1 e 4.2, as quais mostraram-se mais conservadoras que os algoritmos

apresentados na seção anterior.

4.3.3.1 Procedimento Iterativo Alternativo 1: Uma Fase com Bisseção Externa

Para minimizar o custo garantido, esta estratégia realiza uma bisseção em γ

fora do procedimento iterativo. Sendo assim, para cada novo valor dado de γ = (γmax +
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γmin)/2) a inicialização de B(α) utilizada é a apresentada nos teoremas 4.1 e 4.2. Testa-se

a factibilidade das condições LMIs dependentes de parâmetros considerando a relaxação

de estabilidade porém sem a relaxação de positividade, minimizando r e atualizando

B(α) enquanto r > 0. Quando r ≤ 0 tanto a estabilidade quanto a positividade são

garantidas. Finalmente, as LMIs dependentes de parâmetros são testadas uma última vez

sem a relaxação de estabilidade para garantir que γ realmente seja um custo garantido

para o sistema original (r = 0). Se esse último teste for factível γmax = γ, caso contrário

γmin = γ.

4.3.3.2 Procedimento Iterativo Alternativo 2: Duas Fases com Bisseção Externa

Este procedimento é muito similar ao Procedimento Iterativo Alternativo 1,

pois também realiza uma bisseção externa e testa-se a factibilidade das condições LMIs

dependentes de parâmetros para um dado γ, porém, neste caso consideram-se ambas as

relaxações: de estabilidade e positividade. Dessa forma, assim como no algoritmo de três

fases apresentado na Subseção 4.3.1, minimiza-se r e maximiza-se q, atualizando B(α)

enquanto r > 0. Quando r ≤ 0 passa-se a maximizar apenas q até que q ≥ 0. Neste

ponto, tanto a estabilidade, quanto a positividade são garantidas. Finalmente, as LMIs

dependentes de parâmetros são testadas uma última vez sem as relaxações para garantir

que γ realmente seja um custo garantido para o sistema original (r = 0). Se esse último

teste for factível γmax = γ, caso contrário γmin = γ.

4.3.3.3 Procedimento Iterativo Alternativo 3: Duas Fases com Bisseção Interna

Esse método é um pouco distinto dos dois descritos anteriormente, pois o custo

garantido não é computado por uma bisseção externa e sim interna. O procedimento

começa em um laço no qual minimiza-se r com um γ inicial dado. As LMIs dependentes

de parâmetros são resolvidas com a relaxação de estabilidade até que r ≤ 0. Neste ponto

o algoritmo passa para a segunda fase em que a relaxação de estabilidade é eliminada e γ

é minimizado por um procedimento de bisseção.

4.3.3.4 Procedimento Iterativo Alternativo 4: Três Fases com Bisseção Interna

Este procedimento, similar ao procedimento iterativo anterior, tem como prin-

cipal diferença a inclusão da relaxação de positividade ≥ q em vez de ≥ 0 e de uma fase

de maximização de q entre a minimização da relaxação de estabilidade r e a bisseção de γ.

4.4 Resultados Numéricos

Nesta seção é apresentada uma comparação numérica para avaliar o desem-

penho das abordagens desenvolvidas nesta dissertação no que se refere à síntese de con-
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troladores robustos com critérios de desempenho H∞ que asseguram a estabilidade e

positividade de sistemas incertos contínuos em malha fechada. Outro objetivo desta seção

é comparar os métodos de síntese propostos nesta dissertação com as técnicas da lite-

ratura apresentadas em Ebihara et al. (2014). Deve-se destacar que, como as condições

de Ebihara et al. (2014) não tratam o caso de síntese e sim de análise, as mesmas foram

modificadas e adaptadas para projeto de um ganho de realimentação de estados.

4.4.1 Exemplo 1

Considere o sistema linear incerto positivo contínuo no tempo (2.11) com os

seguintes vértices

A1 =











−0.8 0.5 0.1 1.2

0.4 −1.1 0.1 0.5

0.4 0.4 −0.9 1.3

0.2 0.5 0 −0.9











, A2 =











−0.7 0.2 0.4 0.1

0.3 −0.7 0.3 0.1

0.1 0.4 −0.9 0.1

0.2 0.3 0.5 −0.5











, (4.21)

B1 =











0.1 0.5

0.3 0.7

0.1 0.5

0.3 0.8











, B2 =











0.8 0.4

0.6 0.7

0.9 1

0.3 1











, E1 =











0.9

0.1

0.9

0.4











, E2 =











0.9

0.7

0.7

0.4











, (4.22)

Cz1 =
[

0.1 0.2 0.2 0.5
]

, Cz2 =
[

0.5 0.7 0.4 0
]

, (4.23)

Dz1 =
[

0.8 0.6
]

, Dz2 =
[

0.3 0.7
]

, Ez1 =
[

0.1
]

, Ez2 =
[

0.1
]

. (4.24)

O objetivo deste exemplo é, primeiramente, projetar controladores robustos

por realimentação de estados H∞ sem estrutura particular (Caso 1). Em seguida impõe-

se uma estrutura ao ganho de realimentação de estados para verificar a factibilidade dos

métodos testados e o custo garantido associado (Caso 2). Finalmente, um ganho estático

de realimentação de saída é projetado para ilustrar a flexibilidade dos métodos propostos

(Caso 3).

Caso 1:

Neste caso pretende-se sintetizar um controlador de realimentação de estados que assegure

a estabilidade e positividade em malha fechada além de proporcionar um limitante supe-

rior para a norma H∞ do sistema. Neste experimento foram testadas as duas principais

versões do procedimento iterativo (v1 e v2) com ambos os teoremas 4.1 e 4.2 (Hinf1 e

Hinf2). Além dos algoritmos propostos nesta dissertação, foi testada uma adaptação do

Corolário 2 apresentado em Ebihara et al. (2014) (EPA). A seguinte tabela apresenta os

custos garantidos fornecidos por cada um dos métodos testados (γ) juntamente com uma

aproximação interna da norma H∞ de pior caso dos sistemas em malha fechada com os
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controladores projetados (γ∗), computada usando uma fina grade de valores dentro do

politopo.

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

3

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

 

 

Hinf1v1 Hinf1v2 Hinf2v1 Hinf2v2EPA

γ
γ∗

Figura 5 – Custo garantido γ e norma H∞ de pior caso γ∗ para o Caso 1.

Pode-se observar que todos os algoritmos propostos nesta seção fornecem me-

lhores resultados que a adaptação do método proposto em Ebihara et al. (2014). Mesmo

que a norma H∞ do sistema em malha fechada seja praticamente a mesma para todos

os métodos testados, o custo garantido consegue ser inferior ao método de Ebihara et al.

(2014), o que significa que as abordagens desta dissertação fornecem uma melhor estima-

tiva da norma H∞de pior caso do sistema em malha fechada.

Caso 2:

Para aumentar a dificuldade do problema e simular um cenário no qual não é possível

acessar alguns estados do sistema para realimentação, ou o caso em que algum atuador não

está disponível, são impostas diferentes estruturas (chamadas de máscaras) ao ganho de

realimentação de estados. A seguir são apresentados os resultados obtidos pelos diferentes

métodos testados com os ganhos empregando as seguintes máscaras (apenas os elementos

diferentes de zero são variáveis do problema de controle):
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Mask 1 :




0 0 0 0

k21 k22 k23 k24



 , Mask 2 :




0 0 k13 k14

k21 k22 0 0



 ,

Mask 3 :




k11 k12 0 0

k21 k22 0 0



 , Mask 4 :




0 k12 k13 0

k21 k22 0 0



 .
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(a) Resultados com Mask 1.
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(b) Resultados com Mask 2.
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(c) Resultados com Mask 3.
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(d) Resultados com Mask 4.

Figura 6 – Custo garantido γ e norma H∞ de pior caso γ∗ para o Caso 2.

Observe que nas Figuras 6a e 6b, a adaptação do método proposto em Ebihara

et al. (2014) provê um custo garantido muito superior à norma H∞ de pior caso dos

sistemas em malha fechada, além de o valor ser pelo menos 25% maior que o obtido por

todos os algoritmos propostos nesta dissertação, os quais fornecem limitantes que são boas

estimativas para a norma H∞ em malha fechada. Para as Figuras 6c e 6d são mostrados

apenas os resultados produzidos pelos métodos apresentados nesta dissertação, pois o

método de Ebihara et al. (2014) não consegue fornecer nenhuma solução factível para

as restrições de estrutura impostas. Por outro lado, note que todos processos iterativos
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desta dissertação conseguem fornecer soluções factíveis para as diferentes imposições de

estrutura da matriz do ganho.

Caso 3:

Neste último caso, pretende-se sintetizar um controlador por realimentação estática de

saída que assegure a estabilidade e positividade em malha fechada além de proporcionar

um limitante superior para a norma H∞ do sistema. Para isso, é necessário incluir no

sistema as informações a respeito das matrizes de medida e ruído na medida para o

projeto:

Cy1 =




1 0 0 0

0 1 0 0



 , Cy2 =




0.5 0 0 0

0 0.5 0 0



 , (4.25)

Ey1 =
[

0.4 0.1
]

, Ey2 =
[

0.2 0.05
]

. (4.26)

Observe que as matrizes acima simulam um cenário em que apenas os dois primeiros

estados do sistema estão acessíveis para medição. Além disso o sensor responsável pelas

medidas está sujeito a ruídos (Ey(α) 6= 0) e o segundo vértice corresponde a uma perda

de potência no sensor.

Neste Caso 3, o método de Ebihara et al. (2014) não pode ser utilizado para

prover soluções uma vez que a matriz de medidas é incerta e a matriz de ruídos é não

nula, o que impede o emprego de transformações de similaridade no sistema para se tentar

obter um ganho de realimentação de saída. O gráfico da Figura 7 mostra os resultados

obtidos pelos algoritmos propostos nesta dissertação.
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Figura 7 – Custo garantido γ e norma H∞ de pior caso γ∗ para o Caso 3.

Pode-se observar que todos os algoritmos conseguem sintetizar um controlador

robustamente estabilizante para o problema proposto. Repare que a primeira versão do

algoritmo fornece soluções semelhantes para o Teorema 4.1 e Teorema 4.2 (Hinf1v1 e

Hinf2v1), enquanto a segunda versão do algoritmo obtém uma solução menos conservadora

quando é empregado o Teorema 4.2 (Hinf2v2), mas quando é baseada no Teorema 4.1

(Hinf1v2) produz uma solução com um custo garantido e norma H∞ em malha fechada

bem superiores aos valores fornecidos pelos demais métodos. Mesmo assim, observe que

o gap (diferença) entre a estimativa (γ) e o valor real da norma (γ∗) é bem pequeno

independente da técnica de síntese empregada.
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5 Considerações Finais

Esta dissertação apresentou abordagens iterativas, baseadas em LMIs depen-

dentes de parâmetros, para a estabilização e o controle H∞ por realimentação de saída

de sistemas lineares incertos positivos contínuos no tempo.

A originalidade da técnica de síntese apresentada nesta dissertação, quando

comparada às técnicas disponíveis na literatura, reside no fato de tratar o ganho direta-

mente como uma variável do problema de otimização, eliminando a necessidade de mudan-

ças de variáveis e, potencialmente, diminuindo o conservadorismo do método. Além disso,

a estratégia permite que a realimentação de estados ou saídas sejam tratadas indistinta-

mente e que estruturas particulares sejam impostas ao ganho, tais como descentralização

ou restrição em módulo para os elementos do ganho, sem afetar as demais variáveis do

problema.

Como as condições de síntese, para serem tratadas como LMIs dependentes

de parâmetros, requerem variáveis iniciais dadas, para que sejam resolvidas de maneira

eficiente, foram propostos procedimentos iterativos nos quais são empregadas relaxações

de estabilidade e de positividade (essa última apenas no caso de controle de H∞) com

o objetivo de facilitar a busca por soluções factíveis. Os procedimentos iterativos foram

divididos em fases ou etapas nas quais são otimizados diferentes parâmetros.

Nos métodos de estabilização o projetista pode escolher entre utilizar uma

abordagem com uma ou duas fases. Na primeira procura-se uma solução factível apli-

cando uma relaxação na estabilidade do sistema em malha fechada. Na segunda fase,

é resolvida uma condição de análise de estabilidade do sistema em malha fechada com

o controlador encontrado na primeira etapa, caso a relaxação na primeira fase não seja

mais necessária (condição de síntese garante que todos autovalores estão no semi-plano

esquerdo do plano complexo) ou o teste de estabilidade a posteriori seja verificado, um

controlador robustamente estabilizante é fornecido pelo método.

Por outro lado, os métodos iterativos de controle H∞ foram divididos em

duas ou três etapas que incluem: garantia de estabilidade, positividade e minimização do

custo garantido. Nas fases de estabilidade e positividade são empregadas relaxações que

aumentam as chances de produzir uma solução factível, enquanto na fase de otimização

do custo garantido são eliminadas todas as relaxações para que o resultado seja realmente

um limitante superior para a norma H∞ do sistema em malha fechada.

Diferentemente de muitos métodos de controle H∞ por realimentação de saída

encontrados na literatura (no contexto de sistemas politópicos, positivos ou não), os quais

necessitam impor restrições de estruturas nas matrizes de saída ou realizar transformações

de similaridade que permitam obter um ganho de realimentação de saída, a abordagem
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proposta é capaz de tratar as matrizes de ruído na saída Ey(α) ou matrizes de medida

Cy(α) dependentes de parâmetros sem nenhum conservadorismo adicional.

Verificou-se a flexibilidade, eficiência estatística e complexidade computacio-

nal da técnica proposta nos testes de estabilização de uma base de dados de sistemas

positivos estabilizáveis mas não quadraticamente estabilizáveis (incertos ou precisamente

conhecidos), empregando-se diferentes resolvedores (SeDuMi e Mosek), condições de sín-

tese (com e sem variáveis de folga), estruturas nas variáveis de otimização (simétrica,

diagonal, cheia ou escalar), procedimentos iterativos (com ou sem análise de estabilidade

a posteriori) para um certo número máximo de iterações. Além do teste estatístico, os

exemplos ilustram que o método proposto tende a ser menos conservador quando compa-

rado com outras técnicas disponíveis na literatura considerando realimentação de estados,

saída, síntese de ganhos descentralizados e otimização do custo garantido.

Perspectivas

1. Investigação de um procedimento iterativo similar, em termos de condições LMIs

dependentes de parâmetros, para síntese de controladores com otimização do custo

garantido H2 para sistemas LTI incertos positivos contínuos no tempo. Diferente-

mente do caso H∞, mesmo para o controle por realimentação de estados de sistemas

positivos precisamente conhecidos existem apenas condições suficientes na literatura.

2. Investigação de condições iniciais diferentes que possam proporcionar resultados me-

nos conservadores com um número menor de iterações nos procedimentos baseados

em LMIs dependentes de parâmetros.

Trabalho Aceito para publicação

• Arnanz, A., Morais, C. F., Peres, P. L. D., Oliveira, R. C. L. F. Métodos Iterativos

Baseados em Desigualdades Matriciais Lineares para Controle de Sistemas Linea-

res Incertos Positivos Contínuos no Tempo. In: 14o SBAI Simpósio Brasileiro de

Automação Inteligente, Ouro Preto, Minas Gerais, Brasil, Outubro 2019.

Esse trabalho considera apenas o problema da estabilização de sistemas lineares

incertos positivos contínuos no tempo, baseando-se nas contribuições apresentadas no

Capítulo 3.

Trabalho em processo de submissão

• Arnanz, A., Morais, C. F., Peres, P. L. D., Oliveira, R. C. L. F. LMI-based iterative

procedure for stabilization and H∞ control of polytopic positive continuous-time

systems. Em processo de preparação para submissão a uma revista.
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Esse trabalho considera o problema de controle H∞ baseando-se nas contri-

buições apresentadas no Capítulo 4.
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