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Resumo

Esta tese de doutorado diz respeito ao controle de sistemas pouco conhecidos em que apenas um
modelo simplificado e incerto esta disponivel para fins de projeto de controle. H4 muitos sistemas
sobre os quais ndo se pode realizar experimentos adequados para sua identificagdo, embora sejam
importantes para dreas como economia, biologia ou medicina. As ideias sdo desenvolvidas em um
contexto estocdstico a partir de um ponto de vista alternativo para levar em conta a modelagem
grosseira disponivel neste cendrio, destacando o efeito do controle em um modelo modificado. As
ferramentas matematicas para o controle 6timo revelam caracteristicas importantes, dentre as quais
vale a pena mencionar o surgimento de uma politica cautelosa de controle que “mantém a acdo de
controle inalterada” (inacdo) em uma determinada regido do espago de estados. Esta caracteristica
ndo € observada na abordagem robusta, mas chama atencio e permeia parte da literatura econdmica.
A caracterizacdo da convexidade da funcdo valor e o gradiente generalizado provém os meios
e o uso da equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman para o problema geral. Quando se restringe ao
problema de horizonte infinito com custo quadratico descontado, o comportamento assintético €
identificado, de modo que a solug@o 6tima do caso multidimensional seja obtida dentro da regiao
de inacdo por uma equagdo do tipo Lyapunov e, distante dessa regido, por um tipo de equacgdo
de Riccati. Assim, a solucdo completa é composta de uma parte analitica e de outra numérica,
sendo desenvolvida para o caso escalar. O projeto de controle proposto aqui é comparado com as
solucdes LQG, padrio e robusta, explorando o fato de que o modelo pode ser bastante distinto do
sistema real. Verifica-se que, em algumas situacdes de discrepancia do modelo, a nova abordagem

apresentada nesta tese produz um desempenho melhor do que as estratégias LQG.

Palavras-chaves: Teoria de controle estocdstico; Programacado dinamica; Processos de Difusdo -

Modelos matematicos.



Abstract

This doctorate thesis is concerned with controlling poorly known systems, for which only a sim-
plified and uncertain model is avaliable for control design purposes. There are many systems that
cannot be reasonably probed for the sake of identification, yet they are important for areas such
economy, biology or medicine. The ideas are developed around an alternative way to account for
the rough modeling in a stochastic based setting, and to heighten the control features for such a
modified model. The mathematical framework for the optimal control reveals important features,
worthy to mention, the raising of a cautionary feedback policy of “keep the action unchanged”
(inaction, for short), on a certain state space region. This feature is not seen in the robust approach,
but has been pointed out and permeates part of the economics literature. Convexity characterization
of the value function and the generalized gradient provide the means and the use of the Hamilton-
Jacobi-Bellman equation for the general problem. When specialized to the infinite horizon problem
with discounted quadratic running cost, the asymptotic behavior is identified, in such a manner that
the optimal solution of the multidimensional case is given inside the inaction region by a Lyapunov
type of equation, and far apart, by a Riccati like equation. Thus, the complete solution is composed
of an analytical part and a numerical one, and it is derived for the scalar case. The control design
proposed here is compared with the standard and robust LQG solutions, exploring the fact that the
model can be quite distinct of the actual system. It is verified that in some mismatched situations

the novel approach presented in this thesis yields better performance than the LQG strategies.

Keywords: Stochastic control theory; Dynamic programming; Diffusion processes - Mathematical

models.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Um projeto de controle requer invariavelmente um modelo matemaético para representar o
sistema do mundo real que se deseja controlar. Em geral, para a obtencao de um modelo satisfato-
rio, algumas técnicas da teoria de identificacdo de sistemas (LJUNG, 1999) devem ser aplicadas,
resultando em um mapeamento de entradas e saidas que servird como modelo do sistema. O su-
cesso destas técnicas depende, entre outras coisas, da quantidade e da qualidade dos dados que
podem ser adquiridos a partir de experimentos que se apliquem ao sistema real. Naturalmente, ndo

existe um modelo fixo capaz de responder exatamente como o verdadeiro sistema.

No entanto, € possivel avaliar a precisdo do modelo, verificando quao préximas suas respos-
tas se encontram das respostas do sistema real. Ocorre que, em diversas situagdes, ndo € possivel
realizar experimentos com o sistema. Isso aumenta tanto a dificuldade de se obter um bom modelo
quanto a de testar sua precisio. E o caso, por exemplo, quando o Banco Central precisa definir a

taxa de juros para controlar a economia nacional, buscando alcang¢ar algumas metas monetdrias.

Outra tipica situacdo desfavordvel para a modelagem surge quando um médico precisa defi-
nir a dosagem de um determinado medicamento para controlar a resposta do corpo de seu paciente
diante do ataque de um virus especifico ou, ainda, quando precisa inibir o crescimento de um tumor
a partir da aplicac@o de alguma droga quimioterdpica. Em particular, esses problemas enfrentados
pela medicina enquadram-se em uma classe mais geral de problemas de controle para os quais um
bom modelo de crescimento resultaria na determinacdo de uma boa politica de tratamento. Na ver-
dade, situacdes semelhantes a esta de modelagem e controle também surgem em outros contextos,

tais como em problemas de gestdo da caga e pesca, entre outros. (HANSON, 2007).

O ponto comum entre esses cendrios € o fato de que o processo de modelagem conta apenas

com alguns dados histéricos espalhados que normalmente oferecem uma informagdo bem limitada
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acerca do sistema, resultando em modelos matematicos que podem apresentar uma incerteza con-
siderdvel em suas estruturas. Apesar disso, a julgar pelos problemas mencionados no pardagrafo
anterior, um bom projeto de controle para esses sistemas € bastante relevante e, certamente, ne-
cessdrio, o que torna o desenvolvimento de controladores capazes de agir eficazmente em sistemas,

para os quais a dindmica € pouco conhecida, um tema importante na drea de engenharia de controle.

A busca natural por controladores com um bom desempenho nesses casos ndo pode cul-
minar realisticamente em politicas 6timas de controle. Para tanto, faz-se mister um perfeito conhe-
cimento da dinamica do sistema a ser controlado, bem como da distribuicao do ruido envolvido.
No tocante aos sistemas estocdsticos com dindmica pouco conhecida, escopo deste trabalho, hd um
compromisso de desempenho, de modo que ja ndo se pode mais falar em controle 6timo. Sendo
assim, a abordagem usual passa por uma espécie de andlise de pior caso em que se busca uma

politica de controle satisfatdria (sub6tima), dando origem ao sentido de controle robusto.

Desde o final de 1970 e inicio de 1980, um grande nimero de técnicas foi desenvolvido a
partir desse ponto de vista. Algumas referéncias cldssicas na drea sao (DULLERUD; PAGANINI,
2000; ZHOU; DOYLE, 1997; BHATTACHARY YA et al., 1995; BOYD et al., 1994; BARMISH,
1994; FRANCIS, 1987). Contudo, o controle robusto ndo € a Gnica abordagem possivel.

Esta tese propde uma alternativa ao controle robusto, desenvolvendo as ideias essenciais
e a estrutura matemdtica necessdria para proporcionar uma ferramenta de projeto de controle que
pode lidar com sistemas estocasticos em tempo continuo, cujas dinamicas ndo sao bem conhecidas.
Apresenta-se um novo modelo estocdstico para tais sistemas, partindo de um ponto de equilibrio
razoavelmente conhecido, em vez de supor um intervalo de valores possiveis para os parametros

do modelo, como de costume na tradicional andlise de pior caso.

1.1 Motivacao para a Proposta de um Novo Modelo

A inadequagdo de qualquer modelo € inevitdvel. Entretanto, como destacado em (ZHOU
et al., 1996), um bom modelo deve ser simples o bastante para facilitar o projeto de controle, mas
complexo o suficiente para dar confianca ao engenheiro de que os projetos baseados no modelo
funcionarao no sistema real. Partindo desta premissa, o0 modelo proposto neste trabalho mescla
a simplicidade de uma aproximacdo linear com a complexidade de uma difusdo dependente do

controle.

Suponha que um sistema estocdstico com dinadmica pouco conhecida esteja operando em
torno de um certo ponto de equilibrio, de tal forma que a sua dindmica possa ser estudada do ponto
de vista das variacdes do estado e do controle com relacao aos valores nominais desse equilibrio.

A abordagem padrdo € obter um modelo linear para descrevé-lo, estando sua precisdo restrita a
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uma faixa estreita de valores do estado e do controle préximos do equilibrio. Por outro lado, de-
vido a falta de um conhecimento mais apurado acerca da dindmica real desse sistema (imprecisdao
nos parametros, nao-linearidades ou quaisquer outras dinadmicas indeterminadas), a tentativa de
controla-lo, confiando em um modelo simples demais, poderia ser desastrosa. Como resultado, a
acdo de controle poderia conduzir o estado do sistema para regides relativamente longe do equi-
librio, para as quais o erro da aproximacao linear torna-se muito grande. Além disso, magnitudes
elevadas do sinal de controle poderiam aumentar ainda mais o risco de o sistema tender a se afastar
do equilibrio desejado. Em virtude desse efeito, pode-se estabelecer uma ligacao entre os desvios
no modelo e a incerteza gerada pelas variacdes na magnitude do sinal de controle com relagdo ao

seu valor nominal.

Para compreender melhor esta ligagc@o, suponha que um sistema esteja em um estado inicial
xo € considere a atuacdo de um controle nominal constante iz capaz de manter o vetor de estado
préoximo da origem, desde que a origem e o estado ndo estejam significativamente distantes. Con-
sidere agora trés acdes de controle distintas, uy, up € u3, as quais se somam ao controle constante i

e induzem trés evolugdes possiveis para o sistema apds um curto periodo de tempo.

A Figura 1 ilustra esta situacio com as respectivas regioes de incerteza do estado para o caso
em que |u;| < |uz| < |uz|. Os circulos representam regides em que o estado pode ser encontrado,

com alguma probabilidade fixa, apds um curto periodo de tempo.

D(xp,u3)

Figura 1 — Ilustracdo do comportamento de um modelo CVIU bidimensional.

Note que a acdo u3, apresentando uma maior variagao do sinal de controle com relacio ao
sinal nominal iz, pode levar de maneira mais répida o estado do sistema para a origem, mas possi-
velmente com a maior incerteza. As outras duas acoes, u; € uy, com variagdes menores, produzem
deslocamentos menores no estado, mas podem ser mais eficazes no sentido de que elas induzem

menos incerteza sobre a evolugdo do estado.
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Esse elo entre controle, incerteza e desvios do modelo inspirou uma melhoria com relagao
a simples aproximacao linear. A adicao de um termo extra de ruido, que € modulado pela variacao
do sinal de controle, produz um modelo mais adequado. Por conseguinte, este inclui a incerteza
induzida pela variacdo do controle e baseia-se em uma classe mais geral de modelos de difusdo,
denominada na literatura como difusdo dependente do controle (BENSOUSSAN, 1982).

Assim, as variagdes do controle aumentam a incerteza do estado, de modo a refletir o au-
mento do grau de incerteza, devido as tentativas de se conduzir o sistema pouco conhecido a partir
de grandes alteracOes do sinal de controle. Em vista disso, atribui-se a esse modelo a sigla CVIU,

do inglés “Control Variations Increase Uncertainty”.

Um dos objetivos desta tese € obter, por meio de um modelo CVIU, a solucdo “6tima” para
o problema de controle de um sistema com uma dindmica pouco conhecida. Como mencionado
anteriormente, nao faz sentido falar de solu¢des 6timas de controle para esse tipo sistema. Portanto,
o termo “6timo”, neste trabalho, refere-se estritamente ao projeto de controle associado ao modelo

CVIU, ndo ao sistema original.

1.2 Contribuicao Principal do Modelo CVIU

Conforme serd demonstrado ao longo do texto, uma caracteristica interessante do problema
de controle 6timo para sistemas CVIU € o surgimento de uma regido no espaco de estados para
a qual a acdo 6tima de controle € sustentar a acdo aplicada no instante exato em que o estado do
sistema cruza sua fronteira, entrando na regido. Enquanto o estado estiver ali dentro, a politica
de controle permanece constante até o proximo instante de saida, produzindo, assim, controles
com periodos de acdo constante. Esse comportamento remete a ideia de um controle cauteloso
no seguinte sentido: em face do conhecimento insuficiente acerca do sistema, a melhor estratégia,
eventualmente, deveria ser conservadora, ou seja, manter a mesma a¢do de controle poderia ser

menos prejudicial do que atuar agressivamente sobre o sistema.

Esse comportamento cauteloso tem sido estudado ha décadas no campo da economia, seja
na micro ou na macroeconomia. O artigo (BRAINARD, 1967) € considerado entre os economistas
como uma andlise cldssica nessa drea, demonstrando que a incerteza sobre os parametros de um
modelo pode resultar em uma politica cautelosa. Em (ABEL; EBERLY, 1994), propde-se um mo-
delo de uma empresa que resulta em uma politica 6tima com a presen¢a de uma regido de inagao,
isto €, uma regido no espaco de estados, cuja a¢do 6tima de controle seria a de investimento nulo,
algo similar ao que serd observado nos modelos CVIU. De fato, esse tema € recorrente na litera-
tura e ainda recebe atencdo constante. Ha muitas analises que buscam explicar como a incerteza
no modelo afeta as politicas do Banco Central e, nesse sentido, vale a pena destacar os seguin-
tes trabalhos sobre o tema geral de incerteza no contexto econdmico: (GIANNONI, 2002; LEVIN
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et al., 2003; ONATSKI; WILLIAMS, 2003; BROCK et al., 2007; LEITEMO; SODERSTROM,
2008). Destaca-se também a monografia (STOKEY, 2009) que € bem abrangente e trata a politica

de inagdo para o sistema econdmico com custos de transagdo fixos.

Ao lidar com sistemas pouco conhecidos, este comportamento cauteloso pode apresentar
algumas vantagens. Exemplificando, considere o controle LQG clédssico ou um controle robusto
aplicado a um sistema pouco conhecido. Assim, o controlador LQG poderia adotar erroneamente
uma acdo de controle que diverge amplamente com relagao ao que seria uma politica razoavel.
Neste trabalho, o projeto de controle baseado na abordagem CVIU sera comparado com as solucdes
LQG padrao e robusta para um simples caso linear e escalar. Os experimentos numéricos visam
explorar diferentes niveis de discrepancia entre a dindmica real do sistema e o seu modelo, de
modo que, quando estes niveis tornam-se suficientemente grandes, a solu¢cdo CVIU apresenta um

desempenho melhor que as outras solu¢des de controle mencionadas.

Ressalte-se que o comportamento cauteloso surge na abordagem CVIU como resultado do
problema de controle 6timo estocdstico associado ao modelo CVIU. Aplicam-se ferramentas da
andlise de funcdes ndo suaves para resolver a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) associ-
ada ao problema, produzindo, com isso, a regido de ina¢do. Pode-se dizer que, de certa forma, este
€ um comportamento esperado, uma vez que o tomador de decisdo deveria ter cuidado ao controlar

um sistema estocdstico pouco conhecido.

Em contrapartida, a abordagem tradicional via controle robusto, que se baseia na anélise de
pior caso para lidar com uma familia parametrizada de modelos, para os quais se procura minimizar
um limitante superior de uma norma ou custo, pode produzir resultados insatisfatérios. Na verdade,
os controladores robustos ndo possuem uma tendéncia a apresentar o comportamento cauteloso em
face da incerteza, podendo-se duvidar de que tal comportamento, de alguma maneira, surgiria nesta
abordagem. Portanto, é auspicioso que o controlador CVIU emule o comportamento cauteloso
desde o seu principio. Desse modo, o controlador proposto nesta tese pode ser interessante como
uma op¢do para lidar com sistemas estocasticos com dindmica pouco conhecida, sendo capaz de

capturar as caracteristicas ‘“naturais” do controle de tais sistemas.

1.3 Publicacoes Resultantes do Trabalho

Os seguintes artigos foram publicados, e apresentados pelo proprio autor, em congressos

internacionais:

e SOUTO, R. F; do VAL, J. B. R.; OLIVEIRA, R. C. L. F. Controlling uncertain stochastic
systems: performance comparisons in a scalar system. In: 52nd IEEE Conference on Decision
and Control. Florenca, Itdlia, 2013. p. 1886—-1891.
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e SOUTO, R. F;; do VAL, J. B. R. Underdetermined stochastic systems modelled by a control
dependent diffusion. In: /0th Portuguese Conference on Automatic Control. Funchal, Ilha da
Madeira, Portugal, 2012. p. 167-172.

e SOUTO, R. F; do VAL, J. B. R. A stochastic model to account for system uncertainties
applied to an optimal harvesting problem. In: 7th IFAC Symposium on Robust Control Design.
Aalborg, Dinamarca, 2012. p. 39-44.

Houve também a seguinte publica¢do e apresentacdo de artigo em congresso nacional:

e SOUTO, R. F; do VAL, J. B. R. Controle cauteloso a partir de um novo modelo estocdstico
para sistemas com dinamicas incertas. In: XIX Congresso Brasileiro de Automdtica. Campina
Grande, PB, Brasil, 2012. p. 137-144.

Por fim, o seguinte artigo foi submetido a uma importante revista na drea de controle:

e SOUTO, R. E; do VAL, J. B. R. Modeling and Control of Stochastic Systems With Poorly

Known Dynamics. IEEE Transactions on Automatic Control, Junho 2015. Submetido.

Vale a pena mencionar que o modelo CVIU aparece, pela primeira vez na literatura, em
(CALMON, 2009; CALMON et al., 2009), no contexto de problemas em tempo discreto. Na dis-
sertacdo de mestrado (SOUTO, 2010), o modelo CVIU comega a ser desenvolvido para problemas
em tempo continuo, de modo que esta tese de doutorado estende o trabalho em (SOUTO, 2010),

apresentando novos resultados para o caso continuo.

1.4 Estrutura da Tese

Os proximos capitulos estdo agrupados em duas partes. A primeira, contendo os Capitulos
2 e 3, apresenta os fundamentos mateméticos que serdo utilizados ao longo do texto. A segunda,
contendo os Capitulos 4, 5 e 6, as contribuicdes da tese. O contetido de cada capitulo € resumido a

seguir.

Capitulo 2: Apresenta uma coletanea de defini¢cdes, proposicdes e teoremas para servir de refe-
réncia rapida durante a leitura dos capitulos subsequentes. Em suma, este capitulo retine nogoes,
conceitos e resultados importantes tanto para a modelagem CVIU quanto para o projeto de controle

asssociado.

Capitulo 3: Estabelece o problema de controle 6timo estocdstico e introduz o método da progra-

macao dinadmica para a busca de solucdes 6timas.



Capitulo 1. Introdugdo 20

Capitulo 4: Desenvolve o modelo CVIU para representar sistemas estocdsticos com dinadmica
pouco conhecida, estabelece o problema de controle 6timo associado a este modelo e introduz
as hipoteses necessdrias para o projeto do controlador CVIU. Demonstra-se, também, a convexi-
dade da funcdo de custo 6timo e do hamiltoniano do sistema, o que representa uma caracterizagao
essencial para os propdsitos do capitulo. Além disso, apresenta-se a regido de inagdo, uma particu-

laridade interessante do projeto.

Capitulo 5: Investiga um caso especial dos problemas de controle 6timo, a saber, o problema
de custo quadrético descontado. Desenvolve-se analiticamente as solu¢des Gtimas invariantes no
tempo para a regido de inagdo e para regides muito distantes dela. Ao final do capitulo, apresentam-

se as formulas fechadas correspondentes para o caso escalar.

Capitulo 6: Discute aproximagdes numéricas para se completar a solugcdo 6tima invariante no
tempo do caso escalar e propde uma forma de tratar o caso multidimensional. Um exemplo escalar
simples € analisado, e algumas comparacdes de desempenho entre o controlador CVIU e outros

mais tradicionais sao realizadas.

Por fim, um capitulo de conclusdes recapitula em linhas gerais tudo o que foi desenvolvido

nesta tese e lanca algumas ideias e perspectivas para trabalhos futuros correlatos.
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CAPITULO 2

TOPICOS PRELIMINARES

O objetivo deste capitulo € estabelecer a notacdo matemadtica a ser empregada no decorrer
do texto e apresentar algumas defini¢des e resultados conhecidos que serdo necessdrios para o

desenvolvimento dos capitulos subsequentes.

2.1 Conceitos Matematicos Basicos

Esta secdo aborda topicos de dlgebra linear, andlise de fungdes convexas e andlise de fun-

¢Oes nao suaves.
Algebra Linear:

A notagdo A € R significa que A é uma matriz real de dimensdo (n x m). Em outras
palavras, a matriz A possui n linhas e m colunas, sendo todos os seus elementos nimeros reais.
Denota-se a;; como o elemento presente na i-€sima linha e j-€sima coluna da matriz A. Utiliza-se
A’ para representar a matriz transposta de A. Uma matriz quadrada A € R"*" possui exatamente
n autovalores (reais ou complexos), se for levada em conta a multiplicidade de cada um deles, de
modo que A; corresponde ao seu i-ésimo autovalor. Finalmente, se A € R"*!, entdo A é um vetor e

adota-se a notacdo simplificada A € R".

Definiciio 2.1. (LUTKEPOHL, 1996, p. 41) Considere A € R"*". Define-se o traco de A como
sendo a funcdo matricial que associa a matriz A a soma dos elementos de sua diagonal principal,
isto é,

n
wfA] =ai +an+-+am =Y ai. (2.1)
i=1
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Outra expressdo possivel para o cdlculo do trago de A é dada por

Al =Ai+ A+ + A=Y A (2.2)
i=1

Note que o uso de (2.2) pode ser mais conveniente em algumas demonstragdes matemaéticas.

Proposiciio 2.1. (LUTKEPOHL, 1996, p. 41) O traco é uma fungdo linear. Assim, para quaisquer

matrizes A,B € R"*", tem-se
trjaA £bB| = atr[A] £btr[B], a,beR. (2.3)

Proposicao 2.2. ( LUTKEPOHL, 1996, p. 41) Se A, B e C forem matrizes de dimensées compativeis,
entdo
tr[AB] = tr[BA] 2.4)

e, consequentemente,
tr[ABC] = tr[CAB] = tr[BCA]. (2.5)

Definicfio 2.2. (LUTKEPOHL, 1996, p. 156) Seja A € R™" uma matriz quadrada qualquer. Deste

modo, a matriz A serd simétrica, se A’ = A.

Note pela Defini¢do 2.2 que as matrizes A’A e AA’, com A € R"*", s30 simétricas.

Proposiciio 2.3. (LUTKEPOHL, 1996, p. 156) Considere A,B € R"™". Se A’ = A e B' = B, entdo

a matriz C = aA £ bB serd simétrica para todo a,b € R.

Proposiciio 2.4. (LUTKEPOHL, 1996, p. 157) Considere A € R"*" ¢ B € R"™"™. Se A’ = A, entdo

a matriz C = B'AB serd simétrica.

Definicdo 2.3. (LUTKEPOHL, 1996, p. 150) Seja A € R"*" uma matriz simétrica. Assim, A serd
(i) definida positiva (A > 0), se x’Ax > 0 para todo x € R", x # 0;
(ii) semidefinida positiva (A > 0), se X’Ax > 0 para todo x € R".

Proposicio 2.5. (LUTKEPOHL, 1996, p. 151) Considere A,B € R"" ¢ ¢ € R, tal que ¢ > 0. Assim,

A>0eB>0=A+B>0. (2.6a)
A>0eB>0=A+B>0. (2.6b)
A>0=cA>0. (2.6¢)

A>0=cA>0. (2.6d)
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Teorema 2.1. (LUTKEPOHL, 1996, p. 158) Se A € R™*" for uma matriz simétrica, entdo todos os

n autovalores de A serdo niimeros reais e as seguintes afirmacoes serdo verdadeiras

A>054>0, i=1,2,---,n. (2.7a)
A>0<4>0, i=12,---,n. (2.7b)

A seguir, apresenta-se um resultado importante da algebra linear que sera utilizado no Ca-

pitulo 4.
Teorema 2.2. (WANG et al., 1986) Considere A,B € R"*". Se A=A'">0e B=FH entdo
tr[AB] > tr[A] Amin(B) (2.8)

em que Amin(B) corresponde ao menor autovalor de B.

Analise de Funcoes Convexas:

Definicao 2.4. (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, p. 67) Uma fun¢do f : R" — R serd convexa,
se o seu dominio for um conjunto convexo e se, para todo x| e x pertencentes a este dominio, a

seguinte desigualdade for vdlida
flaxi+(1—a)x) <af(xn)+(1-0)f(x), 0<a<l 2.9)

A fungdo f serd estritamente convexa, se a desigualdade em (2.9) for estrita sempre que x| # x5 e

O<a<l.

Definicao 2.5. (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, p. 67) Uma funcdo f : R" — R serd concava, se

a funcdo —f for convexa e, estritamente concava, se — f for estritamente convexa.

Note que, se f for uma fun¢do afim qualquer, a expressao em (2.9) torna-se uma igualdade,

permitindo o enunciado da seguinte proposicao.

Proposicao 2.6. (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, p. 67) Toda funcdo afim e, consequentemente,
toda fungdo linear, é convexa e concava simultaneamente. Por outro lado, qualquer funcdo que

seja convexa e concava, ao mesmo tempo, serd uma func¢do afim.

Proposicao 2.7. (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, p. 79) Sejam k; > 0, i=1,2,--- ,m, constantes
reais ndo negativas. Assim, a soma ponderada de funcoes convexas, f = ki fi +kafo+ -+ knfm

é convexa.

A seguir, dois resultados relevantes da andlise de fungdes convexas sdo enunciados na forma
de teorema, a saber, as condicdes de otimalidade de primeira ordem e as condi¢des de otimalidade

de segunda ordem.
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Teorema 2.3. (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, p. 69) Seja f : R" — R uma funcdo diferencidvel,
isto é, seu gradiente f, existe em cada ponto x do seu dominio, que é aberto. Assim, f serd convexa,

se, e somente se, o dominio de f for convexo e a desigualdade

fx2) > fer) + faloer) (x2 —x1) (2.10)

for vdlida para todo x| e x, pertencentes a este dominio.

Note que a expressao que aparece ao lado direito de (2.10) corresponde a aproximacao da
funcdo f préxima do ponto x; por um polindomio de Taylor de primeira ordem. Assim, a desigual-
dade (2.10) afirma que, para uma funcdo convexa, a aproximacao de Taylor de primeira ordem € de
fato um subestimador global para a funcdo. Por outro lado, se a aproximacao de Taylor de primeira

ordem sempre for um subestimador global para a funcdo, entdo esta funcdo serd convexa.

Além disso, a desigualdade (2.10) mostra que, a partir de informacdes locais de uma fung¢ao
convexa (o seu valor e a sua derivada em um dado ponto), pode-se obter uma informacao global
(um subestimador global da func¢ado). Esta talvez seja a propriedade mais importante das fungdes
convexas e, certamente, explica algumas das propriedades notdveis dos problemas de otimizagdo
convexos. Como um exemplo disto, observe que, se fi(x1) = 0, entdo, para todo x, pertencente ao

dominio de f, tem-se f(x;) > f(x1), indicando que x; é um minimizador global da funcéo f.

Teorema 2.4. (BOYD; VANDENBERGHE, 2004, p. 71) Seja f : R" — R uma funcdo duas ve-
zes diferencidvel, isto é, sua matrix hessiana fy, existe em cada ponto x do seu dominio, que é
aberto. Assim, f serd convexa, se, e somente se, o dominio de f for convexo, e a hessiana de f for

semidefinida positiva em todo o dominio.

Note que, se a funcdo f for definida sobre o conjunto dos nimeros reais, isto €, f : R — R,
entdo a condi¢do de segunda ordem implica que o dominio de f seja um intervalo e sua derivada

segunda seja ndo negativa ou, similarmente, sua derivada primeira seja ndo decrescente.

Finaliza-se esta se¢ao com dois exemplos simples de funcdes convexas. Sejam f; : R — Re
f> : R — R duas funcdes dadas, respectivamente, por f;(x) = ki|x| e f>(x) = kox?, sendo ki, k, € R
e ki, ky > 0.

Pela desigualdade triangular,

fi(oxy + (1 — o)x2) = k|axy + (1 — &t)xp| <
klowxy | 4 k[(1 — o)xa| = ak|xi| + (1 — a)k|x2| = afi(x1) + (1 —a) fi(x2), 0<a<l.

Deste modo, pela Definicao 2.4, a func@o f; é convexa. Por outro lado, a derivada segunda

de f> € igual a k,, implicando, pelo Teorema 2.4, que a funcdo f, também seja convexa.
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Analise de Func¢oes Nao Suaves:

Considere X um espaco de Banach. Os elementos x € X sdo referidos como vetores ou
pontos, e a norma de um dado elemento x é denotada por ||x||. Além disso, define-se B como uma

bola unitdria aberta nesse espago.

Definicao 2.6. (CLARKE, 1987, p. 25) Considere Y um subconjunto de X. Assim, uma fun¢do
f Y = Rsatisfaz uma condigdo de Lipschitz em Y, desde que, para algum escalar K ndo negativo,

a desigualdade
[fO1) = F(2) < K [y1 = 2] (2.11)

seja vdlida para todos os pontos y1,y» € Y. A desigualdade (2.11) também é conhecida como

condigdo de Lipschitz de rank K.

Definicao 2.7. (CLARKE, 1987, p. 25) Uma funcdo f : X — R serd Lipschitz (de rank K) proxima
do ponto x, se, para algum € > 0, a funcdo f satisfizer uma condi¢do de Lipschitz (de rank K) no
conjunto x + €B, isto é, dentro de uma vizinhanga € de x. Neste caso, refere-se também a funcdo f

como sendo localmente Lipschitz.

Para as fun¢des de uma varidvel real, uma condicdo de Lipschitz corresponde a exigéncia
de o grafico da funcao nao ser “ingreme demais”. De fato, uma fun¢ao que possua esta propriedade
na vizinhanca de um certo ponto no espaco ndo precisa ser diferencidvel neste ponto nem admitir

derivadas direcionais no sentido classico.

Proposicao 2.8. (CLARKE, 1987, p. 32) Seja F um mapeamento de X para um outro espago de

Banach Y. Se F for continuamente diferencidvel em x, entdo F serd Lipschitz proximo do ponto Xx.

Proposicao 2.9. (CLARKE, 1987, p. 38) Se fi, i = 1,2,--- ,n, for uma familia finita de funcoes,
sendo cada uma delas localmente Lipschitz, entdo a funcdo f =Y. fi serd também localmente

Lipschitz.

Definicao 2.8. (CLARKE, 1987, p. 63) Seja f : R* — R Lipschitz em uma vizinhanca de x € R".
Além disso, seja © qualquer conjunto de medida nula em R" e ®¢ o conjunto de pontos em R"
para os quais f ndo é diferencidvel. Assim, o gradiente generalizado em x, denotado por d.f(x),

serd o conjunto
orf(x) =co liLn VIxi):xi ¢ @, x; & Py (2.12)
X;—X

em que col-| corresponde ao fecho convexo.

Proposicao 2.10. (CLARKE, 1987, p. 38) Se f atinge um minimo (ou mdximo) local em x, entdo
0 € dpf(x).
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2.2 Elementos da Teoria de Integracao e Medida

Considere € um conjunto qualquer e @ um elemento de €. A notagdo @ € utilizada para
indicar o conjunto vazio e 2% para indicar o conjunto das partes de €, isto &, o conjunto de todos os
subconjuntos de Q. Para um subconjunto qualquer F de €, o conjunto ¢ = Q\F é o complemento
de FFem Q.

Definicao 2.9. (BARTLE, 1966, p. 6) Uma familia .% de subconjuntos de Q é definida como uma
o-dlgebra de Q, se

i) 0,Qe.7;
(i) Fe # = Fec.7;

(i) Fie Z,i=1,2,...= U2, Fi e 7.

Qualquer conjunto F € .F é chamado de conjunto % -mensurdvel; porém, quando a G-dlgebra ¥

for fixa, o que geralmente ocorre, entdo F serd chamado simplesmente de conjunto mensurdvel.

Defini¢ao 2.10. (YONG; ZHOU, 1999, p. 1) Se .F| e %, forem duas G-dlgebras de Q e F| C F»,
entdo .F\ serd uma sub-c-dlgebra de F,. Além disso, para qualquer familia 4 C 2%, define-se
0(¥) como a menor c-dlgebra contendo 4 e refere-se a 6(4) como sendo a c-dlgebra gerada

por<.

Note que a menor o-dlgebra contendo ¢ € a intersecdo de todas as o-algebras contendo ¢,
quer dizer, N{.%; F o-dlgebra de Q e 4 C .# }. Cabe ressaltar que essa intersecéo sempre existird,

uma vez que 2% é uma o-dlgebra de Q e portanto hd, pelo menos, uma .% que contém ¥.

Definicdo 2.11. (YONG; ZHOU, 1999, p. 3) Seja (Q,7T) um espago topolégico em que T é uma
topologia qualquer de Q. Se & for a familia de todos os conjuntos abertos de Q, entdo B = 6(9)
serd definida como o-dlgebra de Borel, e os seus elementos U C Q serdo chamados de conjuntos

de Borel ou, simplesmente, borelianos.

Para Q =R", uma topologia 7 pode ser gerada a partir do conjunto das bolas abertas. Assim,
se Q =R, por exemplo, entdo Z é a 6-dlgebra gerada por todos os intervalos abertos (a,b) em R.

Note que . também € a o-dlgebra gerada por todos os intervalos fechados [a,b] em R.

Definicao 2.12. (BARTLE, 1966, p. 6) Um par ordenado (Q,.% ), constituido por um conjunto Q e

uma o-dlgebra .7 de subconjuntos de Q, é chamado de espaco mensurdvel.
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A partir de dois espacos mensurdveis quaisquer, (Q,.%) e (Q,.%), considere uma funcio
F :Q — Q. Assim, para um subconjunto [ de Q, define-se a imagem inversa F~!(F) de F como
sendo todos os elementos @ de Q, tais que suas respectivas imagens F (@) pertencam a I, ou seja,
F I ={wecQ, Flo)cF},FcQ.

Definiciio 2.13. (YONG; ZHOU, 1999, p. 3) Sejam (Q,.F) e (Q,.%) dois espacos mensurdveis
e F: Q — Q uma funcdo qualquer. Assim, F é uma funcdo .F | ¥ -mensurdvel, se, para todos os

conjuntos T C Q, sua imagem inversa F~' () pertencer a 6-dlgebra 7, isto é, F~' (%) C 7.

Um caso particular da Defini¢io 2.13 ocorre quando (Q,.%) = (R”, %), de modo que uma
funcdo F : Q — R" é chamada de func¢do .# -mensuravel ou, simplesmente, fun¢do mensuravel, se,

para todos os conjuntos de Borel U C R”, sua imagem inversa F~!(U) pertencer 4 o-algebra .7 .

Note que uma o-dlgebra pode ser gerada por meio de uma fungdo qualquer F : Q — R”.
De fato, a 6-dlgebra gerada por F é a menor ¢-ilgebra de Q contendo todos os conjuntos F~!(U)

em que U C R" € um conjunto de Borel.
Proposicao 2.11. (BARTLE, 1966, p. 9) Qualquer funcdo continua F : R — R é ZB-mensurdvel.

Proposicao 2.12. (BARTLE, 1966, p. 9) Seja ¢ € R uma constante qualquer. Assim, se ambas as
Fl,F+Ge

fungoes reais F : Q — R e G : Q — R forem mensurdveis, entdo as funcoes cF, F 2

F G também o serdo.

Considere agora R como o conjunto estendido dos niimeros reais, isto €, R = RU{—oco, +-o0}.

Desse modo, uma funcdo F : Q — R é denominada fungio real estendida.

Definicdo 2.14. (BARTLE, 1966, p. 19) Seja (Q,.%) um espaco mensurdvel e suponha que o0s
conjuntos F; € F, i =1,2,..., formem uma sequéncia disjunta qualquer de conjuntos em .,
isto é, F;NF; =0, se i # J. Entdo, uma fungdo real estendida W serd contavelmente aditiva ou,

simplesmente, o-aditiva, se
u (UE) =Y u(F). (2.13)
i=1 i=1

Definicao 2.15. (BARTLE, 1966, p. 19) Uma medida é uma fungdo real estendida | definida em

uma o-dlgebra F de subconjuntos de Q, tal que

(i) u(0)=0;
(ii) u(F) >0, paratodoF € F;

(iii) u é contavelmente aditiva.
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Estas fun¢des, denominadas medidas, remetem a ideia de comprimentos, dreas, massas
e assim por diante. Portanto, € natural que assumam o valor zero para o conjunto vazio e que
sejam (contavelmente) aditivas para conjuntos disjuntos. Entretanto, observe que a medida u pode
ser +oo. De fato, quando uma medida p for um valor real finito (em vez de +o0), isto €, quando
U < —+oo, entdo U serd chamada de medida finita. Por outro lado, note que o surgimento de +oo ao
lado direito de (2.13) pode ocorrer em duas situa¢des distintas: quando p(F;) = +oo para algum i
ou quando a série de termos ndo negativos que aparece ao lado direito de (2.13) for divergente. Por

conta disso, introduz-se, para uma medida, a seguinte defini¢ao.

Definicio 2.16. (BARTLE, 1966, p. 20) Seja (Q,.F ) um espaco mensurdvel. Se houver uma sequén-
cia F; de conjuntos em .7 com Q = JIF;, tal que 1 (F;) < o para todo i, entdo a medida 1 serd

O -finita.

Proposicao 2.13. (BARTLE, 1966, p. 20) Se (Q,. %) = (R, AB), entdo existe uma tinica medida A,
definida em B, que coincide com o comprimento dos intervalos abertos. Isso significa que, se F

for o intervalo ndo vazio (a,b), entdo A(F) = b —a.

A medida tnica A, citada na Proposic¢do 2.13, é conhecida como medida de Lebesgue ou

medida de Borel. A medida de Lebesgue ndo ¢ uma medida finita, mas sim o-finita.

Definicdo 2.17. (BARTLE, 1966, p. 22) Uma tripla (Q,.7 L), constituida por um conjunto Q,
uma o-dlgebra F de subconjuntos de Q e uma medida U definida em %, é chamada de espaco de
medida. No caso em que a medida L for c-finita, a tripla (Q,.7 , L) serd chamada de espaco de
medida G -finito.

A seguir, apresenta-se um resultado importante da teoria de integracao e medida, o Teorema

de Tonelli, o qual sera utilizado no Capitulo 4.

Teorema 2.5. (BARTLE, 1966, p. 118) Sejam (X, 2 ,1) e (Y, %, V) dois espacos de medida ©-
finitos e seja F uma fungdo mensurdvel ndo negativa em 7. = X x Y — R. Assim, as fungdes
definidas em X e Y por

f(X)ZA(dev e g(y)z/XFydu

/fdu:/Fdﬂ:/gdv.
X Z Y
De maneira equivalente,

/}g(/dev) du:/ZFdn:/Y</Xqu> v, (2.14)

A medida 7 definida em 2 = 2 X % ¢é o produto de |1 e V.

sdo mensurdveis e
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2.3 Probabilidade e Calculo Estocastico

No ambito da teoria de probabilidade, o espago de medida (Q,.%, P) é denominado espago
de probabilidade. O conjunto € € o espaco amostral, e os seus elementos @ €  sdo as amostras.
Os conjuntos .% -mensurdveis sao os eventos possiveis, de modo que a o-algebra .%# € o conjunto
destes eventos. Assim, para um evento IF € .%, a medida P(IF), definida em .%, € interpretada como

sendo a probabilidade de o evento [F ocorrer.

Definicdo 2.18. (YONG; ZHOU, 1999, p. 2) Uma fungdo P : . F — [0,1] serd uma medida de
probabilidade em (Q,.7), se

(i) P(0)=0;
(i) P(Q) = 1;

Gii) F, e #,i=1,2,..., IE‘iﬂIE‘j:(Z)parai;éj:P(U}”:lF,-) ZZ?ozlp(Fl’).

Note que a medida de probabilidade é uma medida o-finita e, portanto, o espaco de proba-
bilidade € um espaco de medida o-finito. Denota-se IF € .# como um evento de probabilidade nula,
se P(IF) = 0. Além disso, dois eventos IF; e [F, serdo independentes, se P(F; NFy) = P(IF;)P(IF,).
Um evento I serd independente da c-dlgebra .%, se [F for independente de qualquer evento de .%.
Por fim, duas o-dlgebras .% e ¢ serdo independentes, se qualquer evento F € .% for independente
de 4.

Definicio 2.19. (YONG; ZHOU, 1999, p. 3) Um espago de probabilidade (Q,.% , P) serd completo,
se, para qualquer evento de probabilidade nula F) € %, o evento IF| pertencer a .7, sempre que

[Fy C IFy. Assim, faz-se necessdrio que | também seja um evento de probabilidade nula.
Definicao 2.20. (YONG; ZHOU, 1999, p. 4) Sejam (Q,.%) e (R",2B) dois espagcos mensurdveis.

Uma varidvel aleatéria X é uma fungcdo .F -mensurdvel X : Q — R".

Note que a defini¢do de varidvel aleatdria independe da defini¢do de medida de probabili-
dade. No entanto, toda varidvel aleatéria induz uma medida de probabilidade ty em R”", definida

por x (U) = P(X~!(U)). A esta medida py, dd-se o nome de distribuico de X.

Proposicao 2.14. (SCARSINI, 1998) Sejam X e Y duas varidveis aleatorias gaussianas multidi-

mensionais, tais que X ~ N(X,Xx) e Y ~ N(Y,Xy). Entdo, para toda fungcdo convexa @,

X=Y eZy—Ix >0 & E[p(X)]<E[p(Y)]
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Definicdo 2.21. (YONG; ZHOU, 1999, p. 15) Seja I um conjunto ndo vazio de indices e (Q,.% , P)
um espago de probabilidade. Um processo estocdstico é uma familia {X;,t € 1} de varidveis alea-
torias de (Q,.F ,P) para R". Para qualquer @ € Q, a funcdot — X;(®) é denominada de trajetoria

do processo.

O conjunto de indices I é normalmente escolhido como sendo o intervalo [0,) e, nesse
caso, pode receber uma interpretagdo de tempo. Assim, ao longo do texto, as notacdes mais com-
pactas {X;},>0, {X;} e X(-) serdo utilizadas de forma equivalente para representar um processo
estocdstico, podendo este, por vezes, ser chamado simplesmente de processo.

Definicao 2.22. (YONG; ZHOU, 1999, p. 16) Para um dado espaco mensurdvel (Q,.%), define-se
uma filtracdo F; como sendo uma familia de sub-c-dlgebras F; C %, com t € [0,T], de forma
que F1, C Py, paratodo 0 <ty <ty <T. Assim, o espago (Q,.F ,{Z%:}1>0) é chamado de espaco
mensurdvel filtrado e (Q,.F ,{.% }1>0,P) de espago de probabilidade filtrado. De mais a mais, se

Nyt Zs = F, t €10,T), entdo { % },>0 serd continuo a direita.

Definicao 2.23. (YONG; ZHOU, 1999, p. 17) Um espaco de probabilidade filtrado dado por
(Q,.7 ,{F:}1>0,P) satisfaz as condi¢des usuais, se (Q,.F,P) for completo, Fy contiver todos

os eventos de probabilidade nula em ¥ e { . };>¢ for continuo a direita.

Definicdo 2.24. (OKSENDAL, 2007, p. 25) Seja X;(®) um processo estocdstico m-dimensional.
Define-se .F; como a G-dlgebra gerada pelas varidveis aleatorias {Xi(s)}1<i<m, 0 < s <t. Em
outras palavras, #; é a menor G-dlgebra contendo todos os conjuntos da forma {®; X, () €
Fi,..., X, (w) € i} em que t; <t, j<k=172,.., e F; CR" sdo borelianos. Além disso,

considera-se que todos os conjuntos de medida nula estejam incluidos em %;.

Definicio 2.25. (OKSENDAL, 2007, p. 25) Uma fungdo Y (@) serd .7;-mensurdvel, se, e somente

se, Y puder ser escrita como um limite ponto a ponto de somas de fungées na forma

g1 (Wy)g2(Wy,) - .. gk (W, )

em que g1,82,. - -,8k Sdo fungodes continuas limitadas et; <t para j <k=1,2,...

Intuitivamente, dizer que Y é .%,-mensurdvel significa que o valor de Y (®) pode ser deci-
dido a partir dos valores de X;(®) para s < . Exemplificando, Y| (@) = X; »(®) € #;-mensurdvel,
enquanto que Y»(®) = X»;(®) ndo o é. Nesse sentido, pode-se pensar em .%; como sendo a histéria
de X; até o instante 7, ou seja, a quantidade de informacdo gerada por X, sendo s < ¢. Nota-se que
Fs C F; para s < t, isto é, {.Z } estd crescendo com o passar do tempo. E ainda, .%; C .# para
todo t.
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Definicdo 2.26. (OKSENDAL, 2007, p. 25) Seja {.%: },>0 uma familia monoténica de c-dlgebras
de subconjuntos de Q. Um processo Z(t,m) : [0,00) x Q — R" é chamado .F;-adaptado, se, para
cadat >0, a funcdo @ — Z(t,®) for F;-mensurdvel.

Um exemplo extremamente importante de um processo estocdstico é o processo de Wie-
ner definido a seguir. Por razdes historicas, este processo é normalmente chamado de movimento

browniano, sendo esta a terminologia adotada neste trabalho.

Definicdo 2.27. (YONG; ZHOU, 1999, p. 21) Seja (Q,.F ,{%: }:>0, P) um espago de probabilidade
filtrado. Assim, um processo {W;}, assumindo valores em R" e .F;-adaptado, é chamado de movi-
mento browniano m-dimensional em [0,0), se, para todo 0 < s < t, a varidvel aleatéria W; — W
for independente de 7 e possuir distribuicdo normal com média zero e covaridncia (t — s)I, ou

seja, para qualquer 0 < s < t,

EW, — W/ % =0, com probabilidade quase certa, (2.15a)
E[(W, — W) (W; = W) | F] = (t — )1, com probabilidade quase certa. (2.15b)

Ademais, se P(Wy = 0) = 1, entdo {W,} é um movimento browniano padrdao.
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CAPITULO 3

CONTROLE OTIMO ESTOCASTICO

Uma vez que os sistemas sdao dindmicos, isto €, evoluem com o passar do tempo, as decisdes
pertinentes (controles), que sdo tomadas com base nas informag¢des mais atualizadas disponiveis
para os tomadores de decisdo (controladores), devem também mudar ao longo do tempo. Os toma-
dores de decisdo devem escolher uma decisdo 6tima, dentre todas as possiveis decisdes envolvidas,
com o intuito de se alcancar o melhor resultado esperado relacionado aos seus objetivos. Este tipo

de problema de otimizag¢ao estocdstica € intitulado “problema de controle 6timo estocastico”.

A gama de problemas de controle 6timo estocdstico abrange uma variedade de sistemas,
dentre os quais podem-se citar os sistemas fisicos, biol6gicos, econdomicos, entre outros. Este ca-
pitulo prové a estrutura matemdtica necessaria para o tratamento do problema de controle 6timo

estocdstico que serd abordado nos capitulos subsequentes.

3.1 Processos de Difusado de 1t6

Os sistemas dindmicos no escopo deste trabalho sdo descritos por equacdes diferenciais
estocdsticas de Itd e, portanto, sdo chamados de processos de difusdo de 1t6. A fonte basica de in-
certeza nestes processos € o ruido branco que representa os efeitos conjuntos de um grande niimero

de forcas aleatdrias independentes atuando sobre os sistemas.

Definicao 3.1. (OKSENDAL, 2007, p. 114) Uma difusdo de It6 homogénea no tempo é um processo
estocdstico X;(®) =X (t,) : [0,00) x Q — R" que satisfaz uma equagdo diferencial estocdstica da
forma

dX, = b(X;)dt + o(X;)dW,, t>0, (3.1
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em que W; é um movimento browniano m-dimensional. As funcoes b : R" — R" e ¢ : R" — R"*",
denominadas, respectivamente, por coeficiente de tendéncia e coeficiente de difusdo, sdo funcoes

Lipschitz continuas.

Em diversas aplicacoes, € interessante associar um operador diferencial parcial de segunda
ordem .2/ a uma difusdo de It6 r — X;, de tal maneira que </ possa caracterizar, de forma infi-
nitesimal, a evolug¢@o do processo X;(®) do ponto de vista de sua média. Por conta disso, .7 é

tipicamente chamado de gerador do processo e definido como a seguir.

Definicao 3.2. (OKSENDAL, 2007, p. 121) Seja t — X; uma difusdo de It6 homogénea no tempo.
Assim, o gerador <7 do processo X;(®) é dado por

EX\J(X)| —J
dJ(x):lii%l [ ( ’2] (x), xeR", JeD,y, (3.2)
t

em que E*[-] corresponde ao valor esperado a partir det =0 e Xo = x. O conjunto D, corresponde

as fungoes J : R" — R para as quais o limite em (3.2) existe para todo x € R".

Uma relagdo entre o gerador e os coeficientes b e ¢ da difusdo de Itd pode ser encontrada a

partir do seguinte lema, cuja demonstragdo baseia-se na aplica¢do direta da férmula de 1td a J(X;).

Lema 3.1. (OKSENDAL, 2007, p. 122) Seja X; um processo de Ito em R" com Xy = x. Suponha
que J seja uma fungdo de suporte compacto e J € C*(R"). Suponha também que b(t,®) e o(t,®)

sejam limitadas em [0,T] X Q, de modo que X; pertenca ao suporte de J. Entdo,

0%/
/&pu%m+; )m%m)4.(w)

Assim, utilizando a Defini¢cdo 3.2 e o resultado do Lema 3.1, formula-se o seguinte teorema,

E*[J(X,)] =J(x)+E*

associando o gerador .« aos coeficientes b e ©.

Teorema 3.1. (OKSENDAL, 2007, p. 123) Seja t — X; uma difusdo de Ito6 dada por

Se J € C?(R") for uma funcdo de suporte compacto, entdo J € D, e
Ll 9%
o = —+= —
/ (x) Zl’ 2 th ’ J ax,’axj'
aJ 1 9%
= b — 4 -tr|o’(x)=— .
(et 5o axzcr(x)] 6:5)

em que tr[-| denota o trago da matriz.
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A combinagdo do Lema 3.1 com o Teorema 3.1 produz o Teorema 3.2, um importante

resultado matemaético que € conhecido como Teorema Fundamental do Célculo Estocastico.

Teorema 3.2. (OKSENDAL, 2007, p. 124) Seja J € C*(R") uma funcdo de suporte compacto.

Entdo,
EX [J(Xt)} =J(x)+E* [/Ot oA J (Xr)drl , t>0. (3.6)

Comentario 3.1. A expressao em (3.6) é denominada férmula de Dynkin. Se J = J(t,X,), a in-

trodugdo da dependéncia temporal faz com que a formula de Dynkin passe a ser escrita como

aJ

E*[J(T,Xp)] =J(t,x) + E¥ [/tT (E +dJ(r,Xr)) dr} : t>0. (3.7)

3.2 Processos de Difusao Controlada de 1t

Suponha que o processo de difusdo em (3.1) possua seus coeficientes (de tendéncia e de
difusdo) dependentes de um certo parametro u;, cujo valor possa ser escolhido, a cada instante
t, arbitrariamente de um conjunto de Borel U dado. O parametro u; € utilizado para controlar o
processo de difusdo e, por isso, recebe o nome de sinal de controle. Com isso, é possivel definir

uma difusao controlada de It6 homogénea no tempo.

Definicao 3.3. Uma difusdo controlada de It6 homogénea no tempo é um processo estocdstico

Xi(w) =X(t,0) :[0,0) x Q — R" que satisfaz uma equagdo diferencial estocdstica da forma
dX[ = b(X[, Mt)dt + G(X[, I/l[)dm (38)

emqueb:R"XR —R"e o :R" xR — R"™" sdo fungdes Lipschitz continuas.

Note que o controle u; = u(t, ®) também é um processo estocéstico, devendo ser escolhido

de forma a garantir a existéncia de uma tnica solugdo para a equacgao (3.8).

Em qualquer instante de tempo, o controlador contém todas as informacdes relevantes, con-
forme especificado pela filtragdo {.% },>¢, sobre o que aconteceu até aquele momento, ndo sendo,
contudo, capaz de predizer o que vai acontecer depois, devido a incerteza do sistema. Consequente-
mente, para qualquer instante 7, o controlador ndo pode exercer sua decisdo u; antes que o instante
t realmente chegue. Nesse sentido, dizer que o controle u = {u; },>0 € uma fungio {.%; }-adaptada,
ou de forma equivalente que u é um controle factivel, significa que o controlador atende a esta

restri¢ao nao antecipatoria.

Se, além de ser factivel, um dado controle u, assumindo valores em U, satisfizer também a
restri¢ao

E[ sup |u,|2] <oo, T>0, (3.9)
1€[0,T]
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entdo este controle serd um controle admissivel. Assim, para qualquer Xy = x € R”, sob o con-
junto de controles admissiveis, a equacdo (3.8) admite uma tnica solucdo t — X; no espacgo de
probabilidade filtrado (Q,.%,{.%}/>0,P).

Particularmente, o interesse deste trabalho concentra-se em uma familia especifica de con-
troles admissiveis constituida por sinais de controle markovianos. Com efeito, um controle admis-
sivel markoviano é uma fung¢do de Markov u, = u(z,X;) que forma processos mensurdveis .%;-
adaptados com valores em U e satisfaz a restri¢do (3.9). Posto isso, o gerador do processo X; (o)

pode ser redefinido para incluir o controle.

Definicao 3.4. Seja t — X; uma difusdo controlada de It6 homogénea no tempo, e D, o conjunto

de funcoes J : R" — R, tais que o limite

. E*[J(X,)] —J(x)
t10 t

(3.10)

exista para todo x € R". Se J € C*(R") for uma fungdo de suporte compacto, e b(t,) e o(t,®)
forem limitadas em [0,T] x Q, entdo J € Dy, e o gerador /" do processo X; aplicado a J serd

dado por
“ B aJ 1 , 9%J
g (x) = ;b,(x,u)a—m%—igj(d(x,u)c (x,u))ivjm
a7 1 0%J
J— / - — / PR
= b'(x,u) I + 5 tr| o (x,u) 8x26<x’u> (3.11)
em que u € U.

A seguir, apresentam-se dois resultados que serdo uteis em capitulos posteriores.

Proposicao 3.1. (KALLIANPUR, 1980, p. 255) Sejat — X; € R" uma difusdo controlada de It6 na
forma
dX; = (AX; + B ) dt + 6,dW;, t >0, (3.12)

em que u; € U é .F;-adaptado e as fungdes matriciais A = {A; };>0 € B = {B;};>0 possuem dimen-
sdes compativeis. Assim, se Xo = x for uma varidvel aleatdria gaussiana, independente de {W;} no

intervalo 0 <t < T, entdo o processo {X; },0 <t < T serd gaussiano.

Proposicio 3.2. (DAVIS, 1977, p. 111) Sejam t — X! € R", i = {1,2}, duas difuses controladas

de Ito que satisfacam a seguinte equagdo diferencial estocdstica linear
dX; = (AX! +Buy)dt +o/dW;,, t>0, Xo=x. (3.13)

Desse modo, X! e X? possuem uma mesma média m(t) = E*[X!] = E¥[X?].
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3.3 Formulagdo do Problema de Controle Otimo Estocéastico

De acordo com (YONG; ZHOU, 1999), h4 duas formulacdes matematicas distintas para o
problema de controle 6timo estocéstico, a saber, a formulacdo forte e a formulagdo fraca. Na pri-
meira, o espaco de probabilidade filtrado (Q,.#,{.% };>0, P) juntamente com o movimento brow-
niano W(-) sdo fixos. Na segunda, varia-se (Q,.%,{.% };>0,P), bem como W(-), de maneira a

considera-los como partes do controle.

Vale a pena ressaltar que a formulacao forte é aquela que decorre do mundo pratico, ao
passo que a formulacao fraca, por vezes, serve como um modelo matemaético auxiliar, porém, efi-
caz, o qual visa, em ultima andlise, resolver os problemas sob a formulacao forte. A principal razao
pela qual isto funciona é que o objetivo de um problema de controle estocdstico gira em torno da
minimizacao da esperanca matemaética de uma determinada varidvel aleatéria que depende apenas
da distribui¢do dos processos envolvidos. Portanto, se as solu¢des da equagao de estado em diferen-
tes espacos de probabilidade possuirem a mesma distribuicdo de probabilidade, entdo haverd mais

liberdade na escolha de um espaco de probabilidade conveniente para se trabalhar.

Entretanto, deve-se observar que a formulagdo fraca falha, se qualquer um dos coeficientes
da equacdo de estado ou do funcional de custo também for aleatdrio, significando que estes coefici-
entes dependem explicitamente de @. Neste caso, o espaco de probabilidade deve ser especificado

e fixado a priori. O escopo desta tese abrange apenas a formulaco forte que é apresentada a seguir.

Dado um espago de probabilidade filtrado (Q,.7,{.% };>0,P) que satisfaga as condi¢oes
usuais, descritas na Defini¢do 2.23, sob o qual um movimento browniano padrao m-dimensional
W = {W, };>¢ € definido, considere um sistema descrito pela seguinte equagao diferencial estocds-

tica controlada de It

dXt = G(X[,I/lt)dt—}— thWt, t 2 O, (3143)
Xo=x€R", (3.14b)

em que G : R" x U — R" € uma fun¢do mensurdvel que representa a dindmica do sistema e 0 =
{0t }1>0, 0y € R™*™ & uma func¢do matricial {.% }-adaptada que corresponde ao coeficiente de
difusdo do sistema. Dado um conjunto de Borel U C R, a fungio u = {u; },>0, us € U, representa o
controle do sistema, ou seja, a politica de acao dos controladores (tomadores de decisdo). Por fim,
X = {X; };>0, X¢ € R", € 0 estado do sistema.

Associado ao sistema (3.14), define-se um funcional de custo J que avalia o desempenho

do sistema por meio do valor esperado de um critério de Bolza do tipo

s =8| [ S Xumar+o ) 7€ 0 o (3.15)
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em que f:[0,T] xR"xU — Re g:R"— R sido fun¢des continuas dadas, e E*[-] corresponde
ao valor esperado resultante, quando se inicia o processo X em um estado Xy = x no instante
t = 0. Note que a constante 7 > 0 é um valor fixo e, por conta disto, um problema de controle
formulado nestas condi¢des € geralmente referido como um problema de horizonte de tempo finito

ou, simplesmente, problema de duracgdo finita.

A partir destas defini¢cdes, a formulacdo forte do problema de controle 6timo estocastico
consiste em minimizar o custo (3.15) sujeito a equacao de estado (3.14) sobre o conjunto de todos
os controles admissiveis. Em outras palavras, busca-se encontrar um controle admissivel u* que
seja 6timo no seguinte sentido

*

u’ = argmin J(x,u). (3.16)
{u },1€[0,T]

Se tal controle existir, chamar-se-a controle 6timo e possuird a seguinte propriedade
J*(x)= inf  J(x,u) =J(x,u"), 3.17
( ) {ut}7te[07T} ( ) ( ) ( )

sendo J*(x) denominado custo Gtimo.

Assim, o problema descrito nessa secdo pode ser abordado pelo método da programacgao
dindmica, uma poderosa ferramenta matematica para lidar com problemas de controle 6timo esto-

céstico em tempo continuo.

3.4 O Método da Programacao Dinamica

A ideia basica do método é considerar uma familia de problemas com diferentes condi-
¢oOes iniciais para o tempo e para o estado do sistema, de modo a estabelecer relagdes entre eles
via uma equacdo diferencial parcial ndo linear de segunda ordem, conhecida como equacgdo de
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) ou, simplesmente, equagdo da programagao dinamica. Com exce-
cdo de algumas situagdes particulares, a resolucdo analitica desta equacdo possui um grau enorme
de dificuldade.

Considere a seguinte defini¢éo para a fungdo custo 6timo futuro J*(¢,x) que leva em conta
o custo 6timo (3.17) a partir de um determinado instante de tempo ¢ em diante.
T
J*(t,x) :il(lgEt’x [/ f(nXeu)dr+g(Xr) (3.18)
u(- t
em que E'*[-] denota a esperan¢a matemadtica a partir do instante ¢ e do estado X; = x. Para sim-
plificar a notag@o, serd utilizado em alguns momentos J*, em vez de J*(¢,x), e também J;*, J e J7.,

para denotar as derivadas parciais.

O Teorema 3.3, a seguir, introduz a equacdo de HJB e representa um resultado fundamental

do método da programacdo dindmica.
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Teorema 3.3. (OKSENDAL, 2007, p. 240) Seja </* o gerador usual de uma difusdo de Ito e supo-
nha que J* € C'([0,T]) x C*(R") satisfaca

[/ |JE+ T (n X)) dr+ [T (T, Xp)| | <oo, T < oo,
para todo (t,x) € [0,T] x R" e u € U. Defina
H(t,x,u) = {f(t,x,u) + "} (3.19)
como o hamiltoniano do sistema. Entdo,

JS+ ianJH(t,x,u) =0, (t,x)€[0,T]xR", (3.20a)
ue

J(T,x)=g(x), xeR" (3.20b)

Ademais, dado que um controle otimo markoviano u* exista, o infimo em (3.20a) é obtido para

u=u*(t,x).

A expressao (3.20a) é a equagao de HJB, sendo (3.20b) sua condi¢do de contorno. Note
que a ultima frase do Teorema 3.3 apenas afirma que, se um controle atingir o minimo em (3.18),
ele também minimizard o hamiltoniano em (3.19). Trata-se, portanto, de uma condi¢c@o necessdria,
embora ndo suficiente. Porém, pode-se demonstrar a suficiéncia, isto €, se um controle atingir o
minimo em (3.18), entdo ele serd capaz de minimizar o hamiltoniano em (3.19) e de satisfazer
J' +H(t,x,u*) = 0 para todo (¢,x) € [0,T] x R".

Consequentemente, se for possivel resolver (3.20), analitica ou numericamente, para todo
(t,x) € [0,T] x R", entdo a minimiza¢do do hamiltoniano do sistema H(¢,x,u) com relagdo a u,
para cada r e x, serd suficiente para se obter o controle 6timo u = u*(¢,x). Isso é o que, a grosso

modo, esta dito no Teorema de Verificacdo enunciado a seguir.

Teorema 3.4. (OKSENDAL, 2007, p. 243) Suponha que J* € C'([0,T]) x C*(R"). Se for possivel

encontrar um controle admissivel ii = i(t,x) € U que satisfaca
J+H(t,x,q4) =0, (t,x)€][0,T]xR", (3.21)
entdo 1 serd um controle markoviano, tal que
T
J(t,x) = E™ U (X, 0)dr+g(Xr)| (3.22)
t

e, consequentemente, il deverd ser um controle otimo.
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De fato, a abordagem do problema de controle 6timo via teorema de verificacdo fornece
solugdes para toda a familia de problemas com diferentes condi¢des iniciais e, em particular, para
o problema original. Contudo, ha uma grande desvantagem no método. Este requer que a equacao
de HJB admita solucgdes cldssicas, ou seja, as solu¢des precisam ser suaves o bastante, pelo me-
nos, até a ordem das derivadas envolvidas na equa¢do. Em linguagem matemaética, o método exige
J* € C'([0,T]) x C2(R") e, mesmo para algumas situacdes bem simples, isto nio ocorre neces-
sariamente. Logo, a equacdo de HIB, em geral, ndo possui solugdo classica, fazendo com que o

problema seja dificil de lidar.
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CAPITULO 4

O PROJETO DO CONTROLADOR CVIU

O projeto do controlador CVIU consiste em determinar uma politica 6tima de controle para
um modelo CVIU, isto €, um modelo de sistema estocdstico para o qual a variacdo do sinal de
controle aumenta a incerteza do estado. Conforme visto no Capitulo 1, os modelos CVIU surgem
como uma possibilidade de se representar sistemas estocdsticos, operando em torno de um ponto de
equilibrio, sobre os quais ndo se pode realizar experimentos adequados para a identificagdo precisa
de sua dinamica. Nesse sentido, o fato de possuir um termo extra de ruido modulado pelas varia¢des
do sinal de controle poderia tornar o modelo CVIU mais propicio para a modelagem de sistemas

estocdsticos com dindmica pouco conhecida.

4.1 Descricao Matematica de um Modelo CVIU

Considere o seguinte sistema de controle estocdstico, cuja dindmica G seja pouco conhecida

dZt = G(Z[,Vt)dt+ thm, t Z 0, (413)
Zo=z€R" (4.1b)

Para uma descri¢cao matematica detalhada das varidveis envolvidas em (4.1), vide Se¢do 3.3.
Suponha que este sistema esteja operando em torno de um ponto de equilibrio (x,,u,). Assim, um
modelo linear de sua dindmica pode ser adotado préximo do equilibrio. O modelo de aproximagdo

linear pode ser construido ao se reescrever o estado original (4.1) por meio de uma simples mudanga



Capitulo 4. O Projeto do Controlador CVIU 43

de variavel

X, =7, —x, (processo de variacao do estado), 4.2)
uy = vy —ue (processo de variacio do controle), 4.3)
de modo que
dZ; = G (xo + X;, ue + uy ) dt + 0,dW, 4.4)
= dXt = (AtX; +B;M;) dt + O}dW,, t Z 0. (45)

Note que X = {X;},>0 € u = {u; };>0 descrevem as variagdes do estado e do controle, res-
pectivamente. Além disso, o modelo local do processo original é dado pelas fun¢des matriciais
A = {A;};>0 € B = {B;};>0 de dimensdes compativeis. Finalmente, a aproximacdo é obtida da
equagdo diferencial estocéstica produzida por (4.5) por meio da substituicdo do sinal de aproxi-
macao pelo sinal de igualdade. Neste panorama, o estado do sistema original em (4.1) pode ser

aproximado pelas varia¢des X; em torno do equilibrio G(x,,u,) = 0.

Suponha agora que haja incerteza sobre os valores de A e B. Neste caso, a teoria de controle

robusto empregaria o seguinte modelo como ponto de partida.
dX; = (A +A)X, + (B + B)u,) dt + 6,dW,, t>0, (4.6)

em que A e B representam a incerteza sobre a dinAmica. Por hipétese, estas incertezas estdo confi-
nadas a limites conhecidos, tipicamente conjuntos compactos e convexos. Modelos deste tipo cor-
respondem a uma classe especifica dos sistemas com incertezas descritas por restricdes quadraticas

integrais. Para maiores detalhes, vide (FU et al., 1995) e as referéncias ali contidas.

A ideia na abordagem CVIU ¢ lidar com as incertezas sobre a dindmica do sistema por meio
da adi¢do de um termo extra de ruido ao modelo linear, representando um enfoque diferente ao da
teoria de controle robusto que insere termos extras no coeficiente de tendéncia, como realizado em
(4.6) com o acréscimo de A e B. A motivacio apresentada na Secdo 1.1 indica que este termo extra
de ruido deva ser modulado pelas variacdes do sinal de controle aplicadas ao sistema, fazendo com

que o coeficiente de difusdo {07}~ em (4.5) torne-se {07 + &; |uy|},.

Além do mais, a inser¢do do termo extra de ruido faz com que a abordagem CVIU nao
se detenha apenas sobre incertezas paramétricas do modelo, tornando-a capaz de tratar casos de
maior desconhecimento do sistema original, muitas vezes relacionados com sua propria estrutura.
De fato, o termo {&; |u;|dW; },>¢ representa o erro induzido no vetor de estado pelos desvios de

ordens superiores que ocorrem devido as variagdes do controle em torno do seu valor nominal.

Dessa maneira, o processo (4.5) d4 origem ao modelo CVIU

dX; = (A X, +Buu,) dt + (0, + 6 |us|) dW;, >0, Xo=x. 4.7)
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O parametro o, estd relacionado com o ruido original do sistema, e G, € um parametro de
ajuste do modelo CVIU que regula como a variagdo do controle induz incerteza no estado. Por
hipétese, para cada t > 0, tem-se 0,0, > 0, 6,6, > 0 e 6,6/ > 0. Mais adiante, para a obteng@o do

resultado do Lema 4.4, serd necessdria a hiptese mais restritiva 6;0; + 0,6, > 0.

Em sintese, o modelo CVIU pode lidar com a dinamica pouco conhecida do processo Z
por meio de um termo extra no coeficiente de difusdo que é modulado pela variagdo do sinal de

controle. Trata-se, portanto, de uma perspectiva distinta a da teoria de controle robusto.
Associado ao modelo CVIU em (4.7), tem-se o seguinte gerador para o processo X;, con-
forme a Definicao 3.4

1
JZ{MJ (X) = (A[X—f—BlM)/Jx + Etr [(Gt + (_71‘ |M|)/Jxx (Gt + 6[ |M|)}
1

* * 1
I (J5) w? + BJiu+ 5Tia (J5) lul. (4.8)

1
= XA+ 5T (V5) + 5

2 2

Visando simplificar a apresentacdo dos cdlculos nas préximas secoes, foi introduzida, na

equacdo (4.8), a notagcdo

I (Ji) =tr[o/J50], DL(Jg) =t [6/156] e Na(Jf) =tr[0/J56+6/J501].  (4.9)

4.2 O Problema de Controle de um Modelo CVIU

Considere o modelo CVIU em (4.7) com Xy = x € R" e u, tal que, paratodot > 0, u; € U, um
subconjunto convexo de R. Todas as fun¢des matriciais t — A, € R™",t — B, ¢ R", t — o, € R

et — 6; € R sdo continuas no tempo e deterministicas.

Além do mais, sejam f : [0,7] x R" x U — R" e g: R" — R duas fung¢des continuas, de

maneira que

H1: As funcdes f(t,-,-), para cadar > 0, e g(-) sdo convexas;

H2: A funcéo f(¢,x,-) é continuamente diferencidvel para cadat > 0e x.

A partir destas defini¢Ges e hipdteses, pode-se definir o problema de controle 6timo esto-
castico de um modelo CVIU (sob o ponto de vista da formulacao forte descrita na Se¢do 3.3) como
o problema de minimizar (3.15) sujeito a equacdo de estado (4.7) sobre o conjunto de todos os

controles de Markov admissiveis, isto €,
T
m(iglEx [/ f(t,X,u)dt+g(Xr)|, t>0, T €(0,)fixo, (4.10a)
u(- 0

s.adX; = (A X, + Byu; ) dt + (0; + 6; |ug|) dW,,  Xo = x (deterministico). (4.10b)
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O método da programacao dindmica, apresentado na Secao 3.4, fornece a base para a solu-
¢do de problemas de controle 6timo estocdstico e serd utilizado na préxima se¢do com o intuito de
se obter a politica 6tima de controle u* para sistemas CVIU. Este método resulta em uma equagao
diferencial parcial ndo linear de segunda ordem com respeito a fung¢do desconhecida u, sendo, em
geral, de dificil resolucdo. Para casos especificos, matematicos e engenheiros tém desenvolvido al-
guns artificios numéricos para alcancar a solu¢c@o; porém, até onde se sabe, ndo ha nada na literatura

que se aplica aos sistemas CVIU.

Assim, para o projeto de controle 6timo de um modelo CVIU, a ideia € empregar o Teorema
3.4 para validar possiveis solu¢des da equacido de HIB. Contudo, como esta abordagem exige que a

equacgao de HIB admita solucdes cldssicas, introduz-se, para os propositos deste trabalho, a hiptese
H3: J* € C'([0,T]) x C*(R"),

permitindo que a programac¢do dindmica seja a ferramenta de projeto do controlador CVIU. Esta
estratégia pode soar bastante restritiva, mas, como serd averiguado posteriormente no Capitulo 5,
a escolha de uma func¢do suave para servir de candidata na utilizacdo do teorema de verificacao
permite a obtencao da solucdo 6tima para o sistema CVIU em algumas situacdes particulares. Por
esta razdo, ndo hd um desconforto em supor esta hipétese de suavidade para a funcdo de custo

otimo no ambito deste trabalho.

Por fim, conforme serd visto mais adiante, na Sec¢do 4.4, a minimiza¢do do hamiltoniano

associado ao modelo CVIU exige a seguinte hipdtese

H4: sup, g |Ji| <o, VS CR", Sum conjunto compacto.

4.3 Caracterizacdes Essenciais

O projeto do controlador CVIU demanda alguns resultados prévios, a saber, a convexidade
da fungdo custo 6timo x — J*(¢,x) para cada r € [0,T] e a convexidade do hamiltoniano H (t,x, )
para cada r € [0,T] e x € R". Sem estes resultados, ndo seria possivel obter a solugdo 6tima do
problema de controle de um modelo CVIU e, muito menos, as particularidades desta solugdo, tais
como serdo apresentadas ao longo deste capitulo. Assim, esta se¢do € dedicada a demonstracao
destes resultados essenciais.

4.3.1 A Convexidade do Custo Otimo

Como etapa preliminar da caracterizacdo da convexidade da fungdo custo 6timo futuro

x — J*(¢,x) no contexto dos sistemas CVIU, prova-se no Lema 4.1 um resultado de certa forma
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intuitivo, a saber, se houver dois processos de difusdo com a mesma média e avaliados pelo mesmo
funcional de custo convexo, entdo o processo que possuir a maior dispersdo também possuird o
custo mais elevado (em termos de valor esperado). Em seguida, o resultado principal de convexi-

dade € enunciado e demonstrado no Teorema 4.1.

Lema 4.1. Sejamt — & € R" et — y; € R" dois processos de difusédo controlada de Ito, ambos
associados ao mesmo sinal de controle t — u, € U, F;-adaptado. Considere que estes processos
possuam o mesmo estado inicial Ey = Wy = p e que seus respectivos coeficientes de tendéncia

sejam lineares. Desse modo,

d& = (A& + By dt +@dW,, t>0, & =p, (4.11a)
dy, = (AW + B ) dt + @ dW,, 120, yo=p. (4.11b)

Suponha que, para cada t € [0,T], o coeficiente de difusdo de W; seja maior que o de &, isto é,
¢/ @ — @)@, > 0. Entdo, para quaisquer fungdes continuas f e g que satisfacam a hipdtese H1,
tem-se

| [ regmarte@n] <8 | [ rovanartg] @

Demonstragcdo. A prova deste lema € uma consequéncia direta das proposi¢des 3.1, 3.2 e 2.14.
Note pelas Proposi¢des 3.1 € 3.2 que t — & € R" e t — y; € R” sdo processos gaussianos com a
mesma média. Como o coeficiente de difusdo de y; é maior que o de &, e as fungdes f e g sdo

convexas no espago de estados, a Proposicéo 2.14 implica que, para cada r € [0,T],

EP[f(t,&,u)] < EP[f(t,v,u)] (4.13)
EP[g(&r)] < EP[g(yr)]. (4.14)

A integragdo de (4.13) no intervalo [t,T], para 0 <t < T, fornece integrais iteradas em
R x Q com medidas o-finitas. Dessa maneira, dado que f e g sdo funcdes mensurdveis nao negati-
vas, pode-se aplicar o Teorema 2.5 para garantir que a troca da ordem da integragdo € irrelevante,

resultando em

T T
| [ reganar| <e| [ revar @15)
1 1
Finalmente, adicionando (4.14) e (4.15), conclui-se a demonstragao. [l

A partir do resultado do Lema 4.1, pode-se provar o Teorema 4.1 a seguir.

Teorema 4.1. Considere a funcdo custo otimo futuro J* definida em (3.18) e associada ao modelo
CVIU em (4.7). Assim, se a hipdtese HI for vdlida, entdo a fun¢do x — J*(t,x) serd convexa para
cadat € [0,T].
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Demonstracdo. Considere o, € R,0 < a <1e a+ 3 =1. O objetivo aqui é provar que, para

qualquer 1@ xB) e R vale a seguinte desigualdade.
J* <t,ocx(a) +ﬁx(ﬁ)> <oaJ* (t,x(“)> +BJ* (t,x(ﬁ)> . (4.16)

B)

Sejam t — X,(a) eR'"et — Xt( € R” duas trajetérias quaisquer de estado de um sistema CVIU,

distintas entre si, com estados iniciais X(ga) = x(@) ¢ Xéﬁ ) — x(B), respectivamente, e t — ut(a) el

et — u,(ﬁ ) € U seus correspondentes sinais de controle €-6timo .%;-adaptados'. Entdo, para t > 0,
t t
X% = x(@ 4 / (AFX,(‘” +B,u£"‘)> dr+ / (c, + 6, |ul® |> AW, (4.17a)
0 0
t t
XB) = ) 4 / (ArX,(ﬁ) +B,u£’3)> dr+ / (o,+ 6,]#”]) AW, (4.17b)
0 0

()

Ademais, sejat — Y, € R"” um processo .%;-adaptado criado por meio de uma combinagao

convexa, tal que Y,(C) = ocXt(a) + ﬁX,(B ), quer dizer,
t
K = @+ a0+ [ [, (ax(@+Bx) + 3, (a0 + )
0
1
+/ 6+ 5, (loa® |+ Bu1) | aw,
0
t
— 9+ [ A48, (0l + pu) | ar
0

+ /0 6,46 (Jow® |+ |Bu)|) | aw,. @.18)

Observe que, embora (4.18) ndo represente uma trajetdria de estado factivel para um sistema CVIU,

aequagao (4.18) € de fato um processo de difusao de Itd comecando em YO(C) =y(0) = ox®) 4 Bx(ﬁ ).

Por outro lado, é possivel definir  — X; € R” como uma trajetéria de estado de um sistema

CVIU com estado inicial X = % = y(c), obtida pela aplicagao do controle t — u,(c) € U, Z;-adaptado,

(a) (B)

formado pela combinacdo convexa dos controles t — u, ~ et — ;" '. Dessa maneira,

X :x+/ot [A,thBrugc)} dr+/0t [oﬁévlu@\] dw,
—x+ [ 4%+ B, (™ + pul) | ar+ / o+ 6 (laad® + pul® ) aw,. @19)
0 0

Sejam agora f: [0,T] x R" x U — Rt e g: R" — R* duas fungdes continuas satisfazendo

H1, como definido na Secdo 4.2. A propriedade de convexidade das func¢des f e g acarreta
0 S f (tay;‘(C)7MI(C)> S af <t7Xt(a)7ut(a)> + Bf (tvxt(ﬁ)uut(ﬁ)> ) (4203-)

0 < g(r\) < ag(x\*) + Ba(x\P)), (4.20b)

' Um controle e-6timo u¢(-) é tal que, para todo x € R",

J(x,uf) <J*(x)+e, €>0.
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sendo que (4.20a) vale para cada t € [0,T]. Em seguida, integrando (4.20a) de ¢ a T, somando
(4.20b) e rearranjando os termos, obtém-se

/t " (¥ ) dr+g(v}) <
a{/jf(r,Xr(a) ()>dr+g( )]+BV <r,Xr(ﬁ),u£ﬁ)>dr+g(X}B))}. 421)

Tomando o valor esperado de (4.21) com relag@o a filtragdo no instante z € [0,7], a desi-

gualdade acima torna-se
T
E U £ (0 ) dr+ gy }J,] <
t
T
aE [/ £ (n Xl ) dr+g(x |J,] +BE [ £ (rxPu?) dr+g(X}B))}%]
t

— aJt (r,x<“>> 1B (r,x(m) te (422)

T

A ultima igualdade vem do fato de que estamos lidando com processos de difusdo marko-

vianos, e o 6timo em (3.18), ou em (3.17), € atingido mediante controles markovianos.

A seguir, obtém-se um limite inferior para o lado esquerdo da desigualdade em (4.22). Note

que, pela otimalidade, para ¥ = ox(®) 4 ﬁx , tem-se
[T -
J*(1,%) = il(lgEx {/ f(r,Xr,u,) dr-l—g(XT)} <
uf(- t
[T
g V f(rx,,up)ng(xT)} <
t
T : . :
E { / 7 (r, Y,(°),u£°)) dr+ g(YT(L))] . (4.23)
t

A tltima desigualdade em (4.23) foi obtida pelo Lema 4.1, fazendo & = X, e v, = Yt(c).

(©)

A partir da desigualdade triangular, o coeficiente de difusdo de Y,
difusdo de X, para cada ¢ € [0,T]. Além disso, t — X, e t — 7%

€ maior que o coeficiente de
iniciam no mesmo estado em R”,

permitindo a aplicacio do lema.

Finalmente, observa-se que o lado esquerdo de (4.22) corresponde ao dltimo termo de
(4.23), em virtude de se tratarem de processos markovianos, bastando, portanto, levar em conta
apenas os controles markovianos para fins de otimalidade. Assim, por ser € > 0 um valor arbitra-

rio, vale a desigualdade (4.16), e a demonstracdo estd concluida. [l

4.3.2 A Convexidade do Hamiltoniano

A partir da definicdo da fun¢do custo 6timo futuro em (3.18) e do gerador em (4.8), este

associado a uma dinamica descrita por um modelo CVIU, o Teorema 3.3 fornece a seguinte equacao
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de HIB

J+ nelt[fj It x,u) + XA + 51"1 (Ji) + 51"2 (Ji)u* +BlJiu+ 51"12 (J5) lul| =0, (4.24a)

T (Tx)=gx), T<e, (4.24b)
vdlida para todo (¢,x) € [0,T] x R". A fun¢io que aparece dentro dos colchetes em (4.24a), a saber,

1 1 1
H(t7x7 Lt) = f(tvxv u) +x,A;J; + EH (‘];ckx) + EB (J;ckx) u2 —FB;J;M + EHZ (J;x) |u| ) (4.25)

¢ o0 hamiltoniano do sistema CVIU.

Teorema 4.2. Considere a funcdo custo otimo futuro J* definida em (3.18) e associada ao modelo
CVIU em (4.7). Assim, se as hipdteses HI e H3 forem vdlidas, entdo o hamiltoniano H (t,x,u) em
(4.25) serd convexo em u € U para todo (t,x) € [0,T] x R".

Demonstragcdo. Considerando a hipétese H3, a combinacao dos resultados dos Teoremas 2.4 e 4.1

garante que J;, > 0. Consequentemente, I3 (J5,) > 0 e Iz (J5,) > 0, fazendo com que as fungdes

1 Lo
fl = 51} (Jxx) u2 e f2 = EHZ(‘]XX) ’Ml

sejam convexas com relacdo a u. Além disso, a Proposi¢do 2.6 garante que a funcao afim

1
fs=BJiu+xAlJ: + EH (J5)

também seja convexa com relacdo a u. Finalmente, pela hipétese H1 e Proposi¢ao 2.7, a funcao

H(t,x,u) = f(t,x,u) + f1 + f> + f3 é convexa em u, completando a demonstragao. ]

Os Teoremas 4.1 e 4.2 sdo imprescindiveis para o projeto do controlador CVIU desenvol-
vido neste capitulo. De fato, os resultados obtidos na sequéncia dependem diretamente da convexi-
dade tanto do custo 6timo quanto do hamiltoniano. Por fim, vale a pena frisar que a convexidade do
hamiltoniano esta condicionada a convexidade do custo 6timo, conforme constatado na demonstra-

¢do do Teorema 4.2.

4.4 A Minimizagao do Hamiltoniano

Conforme discutido na Secdo 3.4, a minimizagao do hamiltoniano do sistema com relagcao
a u exerce um papel central no projeto do controle 6timo. Nota-se, contudo, que o hamiltoniano
associado ao modelo CVIU, quer dizer, a fun¢do H(¢,x,u) definida em (4.25), possui um termo

contendo o valor absoluto de u, o que torna H(z,x,u) ndo diferencidvel em u = 0 para cada ¢ e x.
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Neste caso, uma ferramenta da anélise de fun¢des nao suaves proporciona uma forma interessante

de lidar com essa minimizagdo. Trata-se do gradiente generalizado definido em (2.12).

Portanto, a base do projeto do controlador CVIU ¢€ aplicar a Definicdo 2.8 durante o pro-
cesso de minimizacao do hamiltoniano (4.25) exigido pela equacao de HIB (4.24a) para a obten¢ao
do controle 6timo. Com efeito, o Lema 4.2 a seguir garante que o hamiltoniano satisfaca a condi¢ao

de Lipschitz proximo de u, permitindo o uso do gradiente generalizado.

Lema 4.2. Considere a funcdo custo otimo futuro J* definida em (3.18) e associada ao modelo
CVIU em (4.7). Assim, se as hipéteses H2—H4 forem vdlidas, entdo o hamiltoniano H(t,x,u) em
(4.25) serd localmente Lipschitz em u € U para cada (t,x) € [0,T] x R".

Demonstracdo. A hipdtese H2 juntamente com a Proposi¢ao 2.8 implicam em f(z,x,-) ser local-
mente Lipschitz para cada 7 e x. A partir das Defini¢cdes 2.6 e 2.7, a limitacdo da derivada de J*,
introduzida pela hipétese H4, implica em os demais termos do hamiltoniano serem localmente

Lipschitz para cada t e x. Destarte, o resultado segue diretamente da Proposicao 2.9. ]

Pelo fato de o hamiltoniano do sistema ser convexo na varidvel de controle, a andlise de
otimalidade para o controlador CVIU pode ser fundamentada nas condi¢des de primeira ordem,
resultando na equacao

1
OuH (t,x,u = u") = O, f(t,%,u) |y + I3 (J5,) U™ + BLJ: + znz (IX)% =0 (4.262)

em que % corresponde ao seguinte conjunto

+1, se u* >0,
U =< —1, se u* <0, (4.26b)
[—1,+1], se u*=0.

A luz de (4.26b), fica evidente a necessidade de se conhecer primeiro o sinal do controle
6timo u* antes de poder calculd-lo por meio de (4.26a). Note que o sinal de u* determina o valor
de 7% , tornando possivel resolver (4.26a). Note ainda que se ™ nio possuir sinal, isto &, se u* = 0,

entdo ndo € preciso resolver diretamente (4.26a), uma vez que o controle 6timo ja estd estabelecido.

Diante do exposto, o lema a seguir é de suma importancia para o projeto do controlador
CVIU, visto que afirma ser possivel determinar o sinal de u* (ou se u* = 0), tendo por base somente

o valor do estado x.
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Lema 4.3. Suponha que as hipoteses HI—-H4 sejam verdadeiras. Assim, o controle otimo definido

por (3.16) é tal que

u* >0, se xR (r):={xeR":limyod,H(t,x,u) <0},
u* <0, se xeZ%(t):= {x € R™ : limypo 9, H (t,x,u) > O}, (4.27)
w =0, se x€#s(t):={xeR": (% ()U%(1)) }.

Demonstracdo. Pela hipétese H2, tem-se que 9, f (t,x,u) = d, f(t,x,u), isto é, o gradiente genera-
lizado € equivalente ao gradiente padrao. Além disso, de acordo com (4.26), o conjunto d,H (¢, x,u)

€ um ponto ou um intervalo fechado da reta.

Como o Teorema 4.2 garante a convexidade do hamiltoniano (4.25) em u € U para todo
(t,x) € [0,T] x R", desenvolve-se uma nogéo de crescimento para u — d,H (t,x,u) no seguinte
sentido

w Sup M <M, VN €9H(t,x,ur) e V€ 9 H(t,x,uz).

A partir desta nogdo, pode-se determinar o sinal de u*, analisando apenas d,H (t,x,u)|,—o-

Tal andlise permite a formulacdo do seguinte conjunto de regras, ilustrado na Figura 2.

Regido #,: Sen <0, Vn € d,H(t,x,u)|,—o, entdo o valor do hamiltoniano estd diminuindo em
u* = 0 e, consequentemente, seu valor minimo ocorrerd no semiplano positivo (u* > 0). Vide

Figura 2a;

Regido %»: Sen >0,Vn € d,H (t,x,u)|,—o, entdo o valor do hamiltoniano estd aumentando em
u* = 0 e, consequentemente, seu valor minimo ocorrerd no semiplano negativo (#* < 0). Vide

Figura 2c;

Regido #3: Sen =0¢ J,H(t,x,u)|,—o, entdo o controle 6timo serd u* = 0. Vide Figura 2b.

d,H (t,x,u) d,H (t,x,u) A H (t,x,u)
0 0 0
uw* u u u* u
(@yu*>0 ®)u"=0 ©u*<0

Figura 2 — Curva tipica do gradiente generalizado do hamiltoniano associado, respectivamente, as
regides Z\, %3 e %, no espago de estados.
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Note que neste procedimento de definicao das regides basta verificar o sinal dos elementos
extremos do conjunto d,H (t,x,u)|,—o para se determinar o sinal de u*. Assim, considerando o fato

de u — 9,H (t,x,u)|,—o ser ndo decrescente em u, conclui-se que

lig)lauH(t,x, u) = max d,H (t,x,u)|,—o, (4.28)
u
lig)l 0,H (t,x,u) = mind,H (t,x,u)|,—o, (4.29)
e, por conseguinte,
limd, H (t,x,u) > limd,H (t,x,u). (4.30)
ul0 ul0

De acordo com a Defini¢do 2.8, para o cdlculo dos limites acima, evitam-se os conjuntos

de medida nula e os pontos em que u — H (t,x,u) ndo seja diferencidvel. Finalmente, obtém-se
xeR": lig)léuH(t,x,u) <0=u">0 (Regido %),
u

xeR": li%lauH(t,x,u) >0=u" <0 (Regido %),
u

de tal modo que as regides #| e %> ndo se superpdem para cada t € [0,T]. Consequentemente,
tais regides do espaco de estados sdo ditas complementares e, buscando cobrir todo o espaco de

estados, define-se uma terceira regido, %3, que estd associada com a solugdo u* = 0, isto é,
xeR": (Z1U%) = u" =0 (Regido #3).
O

Comentario 4.1. A guisa de informacdo, a Proposicdo 2.10 permite que a regido %5, definida
no Lema 4.3, possa ser representada de maneira equivalente por {x ER":0€ JH(t,x,u)| u:O}-

Observe que u* = 0 dentro desta regido. Por esta razdo, %3 serd denominada Regido de Inagdo.

Comentario 4.2. E importante frisar que “inacdo” ndo significa que o controlador ndo deva atuar,
e sim que uma variagdo de controle nula resulte em uma ag¢do otima dentro da regido %3. Em outras

palavras, o melhor a se fazer dentro da regido de inacdo é ndo variar a agdo de controle.

4.5 A Regiao de Inacao

Como visto ao longo deste capitulo, o uso de técnicas da programagdo dindmica e da andlise
de fun¢des ndo suaves para resolver o problema de controle 6timo estocastico de um modelo CVIU
indica a existéncia de uma regido de inag¢do no espacgo de estados. A Figura 3 exemplifica a atuagdo
de um controlador CVIU, considerando uma possivel trajetéria do processo de variacao do estado
em um modelo CVIU escalar e o sinal de variacdo de controle correspondente. Neste exemplo, as

fronteiras da regido de ina¢ao encontram-se nos pontos +0, 5.
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Fronteiras da regido de inagao

~au

~auo

Figura 3 — Exemplo da atuacdo de um controlador CVIU em um modelo escalar.

Note pela Figura 3 a relacdo entre o estado e o controle. Quando o estado do sistema entra na
regido de inacdo, a acdo 6tima de controle corresponde a manutengao da ac¢do aplicada no instante
imediatamente anterior a0 momento em que o estado cruza sua fronteira. As variacdes no controle
voltam a ocorrer apenas quando o estado do sistema cruza novamente a fronteira, saindo desta
regido. Esta relacdo produz um efeito peculiar no sinal de controle 6timo, fazendo com que este
alterne entre periodos de valor constante da acdo de controle, enquanto o estado permanece préximo
do equilibrio e dentro da regido de inacdo, e periodos de variagdo da acdo de controle, quando o

estado se afasta do equilibrio, excedendo as fronteiras desta regido.

Em certo sentido, os periodos de manutencao da acao de controle indicam que o controlador
CVIU possui um comportamento cauteloso, quer dizer, em face da incerteza envolvida no contexto
de sistemas pouco conhecidos, um tomador de decis@o poderia julgar por vezes que € melhor manter
a acdo de controle anterior em vez de altera-la. Salienta-se que o surgimento da regido de inagdo, e
consequentemente deste comportamento cauteloso do controle, € fruto do processo de otimizagdo

associado ao modelo CVIU, podendo ser vantajoso em diversas situagcdes.

Na sequéncia desta se¢do, procede-se a uma andlise referente a existéncia da regido de

inacdo de maneira ndo degenerada e demonstra-se um resultado pertinente neste aspecto.

A partir do Lema 4.3 e das delimitacdes de fronteiras apresentadas em (4.27), a Regido de

Inagdo supracitada pode ser representada por

R5(t) = {x € R":limd,H(1,x,u) <0 < luiﬁ)lauH(t,x,u)}. 4.31)
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Esta representacio enfatiza o fato de a origem do espago de estados estar contida em %3.
No entanto, poder-se-ia imaginar que, em algum problema especifico, a regido %3 se degenerasse
em um hiperplano, ou seja, as regides Z#| e %, seriam grandes o suficiente a ponto de cobrirem todo
o espago de estados, fazendo com que %3 possuisse um hipervolume nulo. Em outras palavras, a
degeneragio implicaria que %5(t) C %1 (t) e #5(t) C %> (t), sendo S o fecho do conjunto S. Neste
caso, as desigualdades em (4.31) tornar-se-iam igualdades para todo (¢,x) € [0,7] x Z#3, de modo
que

lim 9, H (1,x,u) = lim 0,H (¢, x,u) = 0. 4.32
lim (t,x,u) lim (t,x,u) (4.32)

O Lema 4.4, a seguir, mostra em que hipdteses a regido %3 existe no espaco de estados
como um hipervolume ndo vazio, sendo, portanto, um resultado fundamental para o projeto do
controlador CVIU.

Lema 4.4. Suponha que as hipéteses HI-H3 sejam verdadeiras. Entdo, a regido %5(t) em (4.27)

serd um hipervolume ndo vazio no espago de estados, se tr[J%] > 0 e 6,0/ + 6,6/ > 0.

Demonstracdo. Considere a defini¢do alternativa da regido %5 (t) dada em (4.31). Para demonstrar
este lema, € suficiente provar que os dois extremos que aparecem em (4.31) s@o distintos, isto é, que
as desigualdades em (4.31) séo estritas para cada (7,x) € [0,7] x R". Assim, aplicando os limites

ao gradiente generalizado do hamiltoniano (4.25), obtém-se

1
limauH(t7x7 I/t) = lim [duf<t7x> I/t)] +B;J;€k - _HZ (J))Ckx) S 0
ut0 ut0 2

1
<1imo,H (t,x,u) = lim[d, f(t,x,u)] + BiJ; + =12 (J&) . (4.33)
ul0 ul0 2

Pela hipotese H2, limy [d, f(t,x,u)] = lim, o [d, f(t,x,u)], e a desigualdade (4.33) serd
estrita para cada (7,x) € [0,T] x R" se, e somente se, Iz (J5,) > 0.

Os Teoremas 2.4 e 4.1 implicam que a matriz hessiana J, seja semidefinida positiva. Além
disso, a matriz Y := 6,0/ 4+ 0,6/ é simétrica, permitindo, assim, a aplica¢do do Teorema 2.2 com

A =J} e B= 6,0, + 0;6/. Consequentemente,
Tio (J3) = 1 [0103,61 + G1T5,01) = w4 (610! + 6,5 = ulliAmn(Y),  (4.34)

sendo tr[J;,] > 0, por hip6tese. Enfim, pela hipétese no enunciado do lema de que &;0; + 6,6/ > 0,

o Teorema 2.1 implica que Ay (Y) > 0, e o resultado estd demonstrado. O

Note que no Lema 4.4 foi excluida a situagdo em que todos os autovalores de J;, sdo nulos.
Trata-se do caso de um problema degenerado em que a funcdo custo 6timo seria tdo somente um

hiperplano no espaco de estados e, portanto, foge ao interesse deste trabalho.
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4.6 O Controle Otimo para um Modelo CVIU

Os teoremas e os lemas desenvolvidos ao longo deste capitulo constituem a base do projeto
do controlador CVIU. Diante disso, o objetivo desta se¢do € apenas reuni-los em um tnico corolério

que resuma todos os resultados obtidos até 0 momento.

Corolario 4.1. Considere o seguinte problema de controle estocdstico em que o estado do sistema

é descrito por um modelo CVIU.
T
m(iglEx [/ f, X, u)dt+g(Xr)|, t>0, T €(0,0) fixo, (4.35a)
u(- 0
s.a dX; = (A X, + By, ) dt + (0; + 6; |ug|) dW;,  Xo = x (deterministico). (4.35b)

Assim, se as hipoteses HI1-H4 forem vdlidas, entdo a politica otima de controle u* serd determinada

por

Ouf (t,2,1) [y + I3 (S ) u* + BLJE + 312 (J5,) =0, se u* >0,

o H (t,x,u=u")= (4.36)
Ouf (t,x,u) lu—r + 13 (Ji) u* + BiJ — 312 (J5) = 0. se u* <O0.
Além disso, a politica otima de controle serd u* = 0, se x pertencer a
H3(t) = {x eR": (%1 (1) UZr(1))} (4.37a)
em que
%\ (1) = {xeR": %auﬂ(t,x, u) <0}, (4.37b)
(1) = {x eR": lui%l&uH(t,x,u) >0} (4.37c)

A regido %3, denominada Regido de Inagdo, contém necessariamente a origem do espago de esta-

dos e possui um hipervolume ndo vazio, se tr|J%] > 0 e 6,0/ + 0;6; > 0.

O Corolério 4.1 descreve o comportamento geral da solu¢do 6tima para o problema de
controle de um modelo CVIU em horizonte de tempo finito. Entretanto, para avangar em direcao
a uma sintese de controle, considera-se, no préximo capitulo, a avaliacdo do sistema por meio de
um custo quadrético e a reformulagcdo do problema (4.35) para um cendrio de horizonte de tempo

infinito, vinculando-o a solu¢des 6timas invariantes no tempo.
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CAPITULO 5

O PROBLEMA DE CUSTO QUADRATICO DESCONTADO

Neste capitulo, considera-se o problema de controle apresentado na Se¢do 4.2 em um cené-
rio de horizonte de tempo infinito. Associado ao modelo CVIU, considera-se um custo quadratico
com um fator de desconto. De fato, a inclusdao do fator de desconto é comum nas formulacdes de

problemas com horizonte de tempo infinito para garantir a convergéncia do valor esperado do custo.

5.1 Reformulacdo do Problema de Controle de um Modelo
CVIU

Considere o problema de controle (4.10) com os coeficientes A;, B;, 0; € G; constantes.
Considere também que o desempenho do sistema seja avaliado, em um horizonte de tempo infinito,

por um custo descontado, tomado aqui como quadratico. Assim, o novo problema proposto seria
m(iglEx [/ e~ (X/0X -l—Rutz) di|, o>0€eR, (5.1a)
u(- 0

s.adX; = (AX; + Bu;)dt + (0 + & |us|) dW;,  Xop = x (deterministico), (5.1b)

sendo Q > 0 uma matriz simétrica e semidefinida positiva, € R > 0 uma constante escalar positiva.

A reformulagdo do problema (4.10) para o (5.1) torna propicia a busca por uma solugdo
V*(x) invariante no tempo que se relaciona com J*(¢,x) por meio de um fator exponencial, de tal

modo que, para X; = x e para cada T > ¢, tem-se

T
J*(t,x):%Er,x { /t e * (X]0X,+ Rui) ds+e “TVH(Xe) | = e ¥V (x). (5.2)
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Uma vez que a funcdo continua V* € convexa (conforme Teorema 4.1), o funcional de custo
em (5.2) pode ser obtido por um argumento limite, quando T — oo, desde que o sistema em (5.1b)

seja estocasticamente estavel em algum sentido que garanta

lim sup E*[e”*V*(X;)] = 0. (5.3)

oo

Por exemplo, se {X; };>o for um processo, tal que
lim sup E*[|| X ||*] < ¢, (5.4)
t—soo
para alguma constante ¢ > 0, e a funcdo V* puder ser majorada por uma fungao quadratica, entao

pode-se mostrar que a igualdade (5.3) estard garantida.

Note que a escolha da fun¢@o quadratica para o funcional de custo em (5.1a) garante que as
hipéteses H1 e H2 sejam validas, permitindo o projeto do controlador CVIU. Note também que as
hipéteses H3 e H4 ainda sdo necessarias, porém reformuladas para o contexto de horizonte infinito,
haja vista o uso da programacao dindmica para o tratamento do problema 5.2. Por conta disso,

introduz-se
H3: V* € C3(R"),
H4’: sup,s|Vii| <o, VSCR", Sum conjunto compacto.

Assim, no ambito das solugdes invariantes no tempo, a equagao de HIB (3.20) é simplifi-

cada para
inf H(x,u) = aV"™, (5.5a)
ucl
de modo que o custo quadratico associado ao modelo CVIU produz o hamiltoniano
1 1
H(x,u) =x'Qx+x'A'V} + 51—1 (V2)+Rai> + BV u+ EHZ (V) |4l (5.5b)
com |

Note que a caracterizacdo da convexidade da funcdo de custo 6timo, do hamiltoniano do
sistema e da regido de inacdo, desenvolvida no Capitulo 4, também vale, sob algumas adaptacdes,
para o problema invariante no tempo tratado neste capitulo. Note também que as regides Z, %> e

%3, bem como suas fronteiras, serdo invariantes no tempo.

Além disso, uma vez que a solugdo invariante no tempo V*(x) é convexa, pode-se concluir,
pela simetria do custo, que o seu valor minimo € atingido na origem e, portanto, dentro da regiao
5. Por conta disso, resolve-se, primeiramente, o problema (5.1) dentro de %3, valendo-se do
comportamento de V*(x) suficientemente préximo da origem. A seguir, determina-se uma solugéo
assintética. Em ambos os casos, o teorema de verificagdo discutido na Secdo 3.4 € aplicado para
garantir a otimalidade da solu¢do encontrada.
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5.2 Solucio dentro da regiao de inacao

Para cada x € 3, a politica 6tima de controle é u* = 0. O uso desta politica na equacio

(5.5) produz a seguinte equacao diferencial

1
ST (Vi) + XAV —av* = —x'0x (5.6)

que ¢ satisfeita pelo custo 6timo V* e vélida apenas em 5.

Lema 5.1. Considere o problema (5.1). Sob as hipoteses H3’—H4’, se existir uma matriz So que

seja solucdo da equagdo matricial
A'So+SpA — oSy +Q =0, (5.7)

tal que Sy = S, e S— So > 0 para qualquer outra matriz semidefinida positiva S que resolva (5.7),

entdo o custo otimo V* para cada x € X#3 serd
V*(x) = x'Sox+ o I3 (So). (5.8)
Além disso, as fronteiras da regido % serdo dadas pelos seguintes hiperplanos

1
{x €ER":B'Sox = _EFIZ (So) } (entre %3 e %), (5.9a)

1
{x € R": B'Sox = 43112 (50) } (entre B ¢ B>). (5.9b)

Demonstragdo. Divide-se esta prova em duas partes. Primeiramente, o foco estd em uma vizi-
nhanca ao redor da origem, tendo como objetivo o calculo das condi¢des de contorno para (5.6). A

seguir, obtém-se a solugdo 6tima para toda a regido #3.

Note que V*(x) é de classe C?(R") e convexo. Além do mais, por simetria, seu ponto de
minimo ocorre na origem. Portanto, uma funcdo quadratica fornece uma boa aproximagao para o
custo 6timo em uma vizinhanga da origem, a saber, para cada € > 0, hd um 0 > 0 correspondente,
tal que

lx]| < & = [ V2E(0)x+ V) (0)x+V*(0) — V*(x)| < €.

A substitui¢do desta aproximagdo de V*(x) em (5.6) resulta na seguinte equacdo

¥ [A'VE(0) 4+ Vi (0)A — aViy(0) + Q] -+ [V (0) (A — )] x

—aV*(0)+ %l—i (Vi(0)+V5(0)) =0. (5.10)

Escolhendo V% (0) = Sy como em (5.7), V(0) = 0 e V*(0) = a~ I3 (Sp), resolve-se (5.10) para

todo x, tal que ||x|| < 6. Note que Sy deve ser uma matriz simétrica semidefinida positiva.
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Estas relacdes determinam as condigdes de contorno para (5.6) na origem, isto é, V*(0) =

a ' (Sp) e V7 (0) = 0. A seguir, a soluciio quadritica é estendida para toda a regido %5.

Defina V¢(x) = x'Sx+ P'x + ¢ como uma solugéo candidata de (5.6) para x € 3. Observe
que este palpite é coerente com a parte ndo homogénea da equacdo (5.6). Assim, a substitui¢do de
V¢(x) em (5.6) fornece

X [A'S+SA—aS+Qlx+ [P(A—al)]x—al+ %Fl (S+5)=0. (5.11)

Para que a solucdo candidata V¢(x) satisfaca as condi¢des de contorno na origem, tem-
se S=Sy=V%(0),P=Py =V (0)=0el="{y= o 'T7 (Sp). Na verdade, como esta solugio de
estado estaciondrio satisfaz (5.6) para cada x € %3, entdo o Teorema 3.4 garante que V¢(x), definido

desta maneira, seja uma solucao 6tima.

Finalmente, pela defini¢do da regido %3 em (4.31), com o hamiltoniano definido em (5.5)

associado a solucdo invariante no tempo V* em (5.8), obtém-se as fronteiras em (5.9). O

Comentario 5.1. Observe que, se existir uma solucdo Sy > 0 que satisfaca (5.7), entdo a hipotese
de tr[Vy] > 0, exigida pelo Lema 4.4 para a ndo degeneragdo da regido de inagdo, serd verda-
deira, confirmando a existéncia da regido de ina¢do como um hipervolume ndo vazio no espago de

estados.

5.3 Solucao fora da regiao de inacao

Na secdo anterior, a solugdo 6tima foi obtida na regido %3, sendo que esta contém a origem
e é limitada pelos hiperplanos paralelos em (5.9). Nesta se¢do, busca-se a solucdo 6tima nas regioes
X1 e %,. Com efeito, a politica 6tima de controle u* para as regides #| e %, pode ser expressa a

partir de (4.26) na forma

1 1
ut = _ER*_I (B/Vx*+§1“12(vx’§)ﬂz/> (5.12)
com% =1sexe X e =—1sex e X,. Assim, visando a obtencdo da politica 6tima como uma

realimentagdo de estados u* = u*(X;) para estas duas regides, faz-se necessario calcular V" e V. de
uma maneira mais explicita. Em principio, isto pode ser realizado por meio da substitui¢ao de (5.12)
em (5.5) e daresolug@o da equacgdo diferencial parcial nao linear decorrente desta substitui¢ao, quer

dizer,
1 .
XAV — 2V BR,'B'V} +x Qx

1 _ 1 % * * £ *
— ZR* ! (ZHQ (VM)2 — 2RI (V) +B'V I, (V) OZ/) —aV'=0, (5.13)
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vélida apenas fora da regido de inag@o, ou seja, para cada x € Z| UZ%,. Contudo, resolver (5.13) é
uma tarefa dificil, mesmo numericamente, e provavelmente impossivel em termos analiticos. Desse
modo, busca-se, em um primeiro momento, uma solucio assintdtica mais simples que permita
analisar alguns aspectos da solucao geral. No Capitulo 6, emprega-se esta solu¢ao assintotica para

descobrir a solucdo para toda a regido #| U Z%>.

Com base no teorema de verificacao, € possivel identificar o comportamento do custo 6timo
V* suficientemente distante da regido de ina¢do, de forma semelhante ao que foi desenvolvido na
Secdo 5.2 para a regido de inag@o. O lema seguinte possui este propdsito, mas, antes, define-se
no espago de estados uma fungéo distancia com sinal, dz,, relativa a regido de inagao X3, tal que

do,(x) =0parax € #Z3 e

iy (3) +infycg, [[x—y||, sexe %, (5.14)
(X)) =q :
—infyeg, [[x—y|, sexe %.

Lema 5.2. Considere o problema (5.1). Sob as hipoteses H3’—-H4’, se existir uma matriz Se que

seja solucdo da equacdo matricial
A'Se+ SoeA — 00Seo — SBR, 'B'S..+ 0 =0, R, =R+I3(S.), (5.15)

tal que So. = S.. e S — Se. > 0 para qualquer outra matriz semidefinida positiva S que resolva (5.15),

entdo o custo otimo V* para dg, (x) — Foo serd

V*(x) = x'Sex £ PLx+ lo, (5.16a)

com
P, =R;'B'S.Ii> (S..) (A— al — BR,'B'S..) ", (5.16b)
b =0 (1“1 (Se) — % (B'Pa+Ti2(S=)) R (B'Pa+ T (Sw))) . (5.16¢)

Além disso, a politica otima de controle u* para dg,(x) — Feo serd

U (x) = —Kox F M (5.17a)
em que
K. =R, 'B'S.., (5.17b)
1
Moo= =R, (B'P+Ti2(Sw)) . (5.17¢)

2
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Demonstracdo. Defina V¢(x) = x'Sewx + PLx + f como uma solugdo candidata de (5.13) para
dg,(x) = £oo e note que % =1 se dgp,(x) = e % = —1 se dgp,(x) — —oco. Assim, a substi-
tuicao de V¢(x) em (5.13) fornece

X {A’Sm + SeA — S — % (Sw+S.) BR;'B' (Sw+SL.) + Q} x

1 1
+ {P; (A —al — EBR*_lB’(Soo + SL,)) ¥ ZR*_lB’(Sw +Se)T02 (Seo + S;,)] x

+ %Fl (Seo+SL) — %R*_l (PO’OBB’POO + PLBIs (Seo + SL.,) — %1]22 (Seo+ S;)> —ale =0. (5.18)

A fim de resolver (5.18) para todo dg,(x) — *oo, se for escolhido S.. como a solugdo
semidefinida positiva minima de (5.15), desde que S. exista, e também Ps e f como em (5.16b)
e (5.16¢), respectivamente, entdo a solugdo candidata V¢(x) sera realmente a solugdo ndo negativa

minima de (5.13). A otimalidade desta solugdo assintética é garantida pelo Teorema 3.4.

Finalmente, a partir de (5.16a) e (5.12), obtém-se as expressdes em (5.17) para a politica

6tima de controle como uma realimentagdo de estados. ]

Note que as solugdes assintdticas no Lema 5.2 sdo expressas por duas fun¢des quadriticas,
uma em %) e outra em %», as quais proporcionam dois controles afins correspondentes, sendo
estes invariantes no tempo e obtidos por realimentacio de estados. E claro que esta simplicidade
€ conveniente; porém, estas solugdes aplicam-se apenas as regides distantes de %3 e, portanto,

distantes da origem.

Diferente do que foi desenvolvido no Lema 5.1 para a regido %3, as solugdes assintoticas
apresentadas no Lema 5.2 ndo podem ser facilmente estendidas para cobrir por completo ambas as
regides #| e #,. Note, também, que nas regides #| e %>, mas bem préximo da regido de inagao,
a solucdo exata precisa satisfazer a equagdo diferencial parcial ndo linear (5.13) com as condi¢Oes

de contorno definidas na fronteira da regido %3, as quais sdo fornecidas pela solug@o dentro desta.

Embora, em geral, esta seja uma tarefa dificil, algumas aproximagdes podem ser utilizadas
com o intuito de se compor a solu¢cdo completa do problema de custo quadratico descontado. Poder-
se-ia propor, por exemplo, a interpolacdo das solucdes afins de controle no Lema 5.2 com a solucao
de variacdo nula de controle no Lema 5.1, o que evitaria a necessidade de se resolver (5.13). No

Capitulo 6, esta e outras aproximagdes, mais sutis, serdo exploradas numericamente.

Comentario 5.2. Para 6 =0, os termos I3 (Sp) e I3 (Sw) tornam-se nulos. Neste caso, (5.9) indica
a degeneragdo da regido de inacdo, e (5.15) transfigura-se em uma equagdo de Riccati tradicional.
Observe, entdo, que P. em (5.16b) e M. em (5.17¢) também se tornam nulos, de modo que a

solugdo cldssica do problema LQG é recuperada. Por outro lado, quanto maior for o valor de
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G, maior serd o afastamento entre os hiperplanos em (5.9). Assim, para valores suficientemente
grandes de G, se a regido da inagdo existir, entdo esta se tornard tdo extensa que o controlador

CVIU nunca atuard, fazendo com que, na prdtica, o sistema opere em malha aberta.

5.4 Um Breve Comentario sobre Estabilidade e Existéncia
de Solucodes

Os principais resultados deste capitulo, Lemas 5.1 e 5.2, estdo relacionados com a existéncia

de solu¢gdes minimas para as equagdes matriciais (5.7) e (5.15).

A primeira corresponde a uma equagdo do tipo Lyapunov a tempo continuo e, se Q for uma
matriz definida positiva, entdo haverd uma unica solucao definida positiva para (5.7), desde que a
matriz A — $1 seja estdvel no sentido padrdo de sistemas lineares deterministicos, isto €, possua

todos os seus autovalores com parte real negativa.

A segunda é uma versdo modificada da equacgdo algébrica de Riccati a tempo continuo do
problema LQG cléssico com custo descontado. Note que em (5.15) aparece uma dependéncia da
solug@o S, na defini¢do de R., conforme (5.5¢), a qual se manifesta como R, = R+1I3 (Sw). Embora
fora do padrao nesse sentido, a solu¢do de (5.15) ainda pode fundamentar-se na andlise da equagdo
de Riccati padrdo que € realizada para o caso LQG, tal como em (ABOU-KANDIL et al., 2003).

Desta anélise, conclui-se o seguinte: haverd uma solucdo para (5.15), que seré tnica, se-
midefinida positiva e estabilizante, desde que (A — §1,B) seja estabilizavel e (Q2,A — §1) seja
detectavel. Aqui, solucdo estabilizante significa que o controle 6timo € estabilizante no sentido

padrdo de sistemas lineares com custo descontado, ou seja, a matriz A — BKe — %I ¢é estavel.

No cendrio em que as condi¢des estabilizantes acima e a estabilidade de A — %I sdo satis-
feitas, as solugdes semidefinidas positivas Sy € S. nos Lemas 5.1 e 5.2 sdo tnicas, de modo que os
enunciados destes lemas podem ser simplificados. Por outro lado, quando A — §1 néo for estével,

o Lema 5.1 sugere a inexisténcia da regido de inacgao.

5.5 Solucao Analitica do Problema Escalar

Tendo em vista a obten¢@o da solugd@o analitica do problema multidimensional (5.1) nas
secOes anteriores, 0 objetivo aqui € apenas apresentar as equacoes para o caso escalar, de modo que
estas possam servir de referéncia para alguns dos experimentos numéricos realizados no préximo

capitulo.
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Introduz-se, entdo, o problema escalar

m(iglEx [/ o (QXz2 +Rut2) dt] , a>0eR, (5.19a)
u(- 0

s.adX; = (AX; +Bu;)dt + (0 4+ 6 |u|) dW;, Xp = x € R (deterministico), (5.19b)
em que O > 0 e R > 0 sdo constantes escalares. Assim, resolver (5.19) corresponde a resolver a

equagao de HJB associada, isto €,

1 1
inf {sz +AxV} + 5cyzvx’; + R+ BV u+ o6V ‘u‘} —aV*, R.=R+ 562\/;. (5.20)

Dentro da regido de inacdo, tem-se u* = 0, e a equacdo diferencial ordindria

%GZV;; +AXV] —aV* = —Qx* (5.21)
¢ satisfeita. Por conseguinte, o Lema 5.1 fornece
V¥(x) = Vo(x) = sox>*+ 4y, —B 66 <x<B l06, (5.22a)
sendo 0 w1620
0="1"o1 © by = oA (5.22b)

Note que a condi¢do de estabilidade discutida na Secdo 5.4 exige Q > 0e o —2A > 0,
garantindo que as constantes sg e £y sejam nao negativas.

Atinente a solugdo fora da regido de inagdo, tem-se

1
ut = _ER,:l (BV} + 66V U) (5.23)
para as regides Z| (% =1)e %, (% = —1) e, ainda, a seguinte equagao diferencial correspondente

1 1 1
ZBZ(VX*)z +5 (BoG6U —AG*x) Vi Vi + 5occ‘;zv*vg;

1
— 5 (Ro?+06°x) Vi, — ARV + aRV" —ROx* =0. (5.24)
Assim, a solugdo assintdtica dada pelo Lema 5.2 é

V(X)) = Veo(X) = Seok® £ Pook + Lo, dip, (x) — Fo0, (5.25a)

em que

062 (a—24)R+ \/(Qc‘r2 + (00— 2A)R)* + 4QRB>

2((ed—2A)62+B?) ’

P =2R;'Bo6s2 (A— 00— R\ Bs.) (5.25¢)

(5.25b)

Seo

1
loo= 0! (stw — ZR*—l (Bpe + 2(76&,0)2) : (5.25d)
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e o controle 6timo é

U = Uoo = —Koo X T Moo =

R Bsux %R;] (Bpo+266s.), da(x) = £, (5.26)

Novamente, a condicdo de estabilidade discutida na Secdo 5.4 garante que s. seja uma
constante positiva. Ante as razdes expostas, observe que a funcio quadrética (5.22) juntamente
com as duas funcdes quadraticas simétricas em (5.25) delineiam uma imagem do custo 6timo como
uma funcio par. Ademais, a equacdo (5.26) e o fato de que u* = 0 em um intervalo simétrico com
relagcdo a origem indicam que o controle 6timo € uma fun¢do impar. A Figura 4 ilustra esta simetria

da solucdo 6tima.

150

'\ '
VL d% <0 X € X3 d%’3 >0
VL £] N ) 1
Vo' \ T~
A\ ol N 4
A\ u . ~
100+ i e N ~
‘ 1r - I 1
VN N
% VAN * M* = 0
V W u o b
oy <0, XE R e
RS 4 RN i
50 NN ~
\ M ~ MOO
AT -2 ~ 4
NN ~
NN ; RN ]
\\'\‘_/O/v/ -3t
0 . R et . 4 . . .
-15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15
X X

(a) Simetria do custo 6timo.

(b) Simetria do controle 6timo.

Figura 4 — Simetria da solug@o 6tima associada a um modelo CVIU escalar.
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CAPITULO 6

EXPERIMENTOS NUMERICOS

A solugdo analitica do problema (5.1), dada conjuntamente pelos Lemas 5.1 € 5.2, ndo cobre
todo o espaco de estados. Com efeito, para se estabelecer a solu¢ao completa, isto €, a solugao em
todo o espago de estados, € preciso resolver a equacao diferencial (5.13), considerando as condi¢des

de contorno definidas nas fronteiras da regiao #5.

Devido a dificuldade desta tarefa, este capitulo propde nas Secdes 6.1 e 6.2 possiveis apro-
ximacgdes que poderiam auxiliar na constru¢cdo numérica da solu¢do completa. Entretanto, por se
tratar de uma equacao diferencial parcial nao linear, cuja solucdo numérica possua um alto grau de
complexidade, desenvolve-se a solucdo completa exclusivamente para o caso escalar. Para o caso

multidimensional, apresenta-se uma discussdo a respeito das aproximagaes.

No desfecho do capitulo, valendo-se da solu¢do completa do problema escalar, alguns ex-
perimentos numéricos sdo realizados com o intuito de se comparar o desempenho do controlador

CVIU com o de outros controladores mais tradicionais.

6.1 Aproximacgoes para o Caso Escalar

Com o objetivo de se completar a solucao 6tima do problema escalar (5.19), é preciso
calcular V* entre a solugdo Vp em %3 e a solug@o assintética V.., dadas, respectivamente, por (5.22)
e (5.25). A observacdo da simetria de V*, destacada para o caso escalar na Se¢do 5.5, permite
que se considere apenas o semiplano positivo para a realizacdo deste cdlculo. Em seguida, pode-se
simplesmente espelhar o resultado para se obter a solu¢do no semiplano negativo, completando,

assim, a soluc@o 6tima em todo o espago de estados.
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De (5.22a), define-se
x,=B'66>0 (6.1)

como a fronteira de %3 no semiplano positivo do espago de estados. Assim, V* =V}, no intervalo
x € [0,xp]. De (5.25a), define-se
Xoo > Xpp (6.2)

como um ponto arbitrario suficientemente distante da regido de inacdo, de tal modo que se pode
atribuir V* = V., no intervalo x € [x.,). Logo, visando obter a solu¢do Gtima para todo x > 0,
faz-se necessdrio resolver (5.24) com % = 1 no intervalo x € (x,%), tarefa esta que pode ser

realizada via integracdo numérica.

Todavia, devido as ndo linearidades da equacdo (5.24), sua integracdo numérica pode ser
muito complexa, sendo, portanto, conveniente a adocao de uma aproximacao para viabilizar esta
tarefa. Para tanto, pode-se reduzir a ordem de (5.24) por meio da suposi¢do de que V;, seja uma
fungdo conhecida no intervalo x € (xp,x.). Considera-se entdo V;. = v(x) em que v(x) é dada pela

combinagdo convexa entre V', (x;) € Vi (X ). Desse modo, a equagdo (5.24) torna-se
1
ZBZ(V;)z + (—D(x) (Bo& — A& %x) —ARx) v

+ <R+ %sz(x)) av* — %v(x) (Ro®+Q6%x*) —ROx* =0 (6.3)

para x;, < x < X.. Enfim, emprega-se V*(x;) como condicéo inicial para se realizar a integracao
numérica de (6.3) e, a partir da solu¢do encontrada, a politica 6tima de controle u* € obtida no

intervalo x € (xp, X ) por meio de (5.23).

O erro induzido por esta aproximagao pode ser avaliado com o auxilio do teorema de veri-
ficacdo e da equacdo de HJB em (5.20). O exemplo a seguir calcula a solucdo 6tima completa do
problema de controle de um sistema CVIU escalar e confere numericamente se tal solucdo satisfaz

a equacao de HJB correspondente.

Exemplo: Considere o modelo CVIU

1 1 1
dXt = (—EXt—EM[) dr + (1+§|Mt|) dVVt, X() :O, (643)
com custo associado N .
V* (x) = inf E* / e O (X242 ) as|. (6.4b)
u(+) 0 10

Primeiramente, utiliza-se (6.1) e calcula-se x, = 1. Sendo assim, V* estd completamente
determinado no intervalo x € [—1, 1]. Em seguida, escolhe-se, para este exemplo, x., = 10, permi-
tindo a considerac@o de que V* estd completamente determinado nos intervalos x € (—oo, —10] €
x € [10,00).
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Conforme mencionado no inicio desta sec@o, devido a simetria, apenas o semiplano posi-
tivo precisa ser levado em conta no desenvolvimento numérico da solucdo e na apresentacao dos
resultados. Assim, procede-se a integra¢do numérica de (6.3) no intervalo x € (1, 10) e obtém-se a
politica 6tima de controle para este mesmo intervalo por meio de (5.23). A Figura 5 exibe a solugao

Otima para uma janela de observacdo dex =0ax=11.

120

Xp Xoo 7

100 ’
80F /

V *eof
401

20

Figura 5 — Custo 6timo no semiplano positivo para x.. = 10.

Na Figura 5, a linha continua preta corresponde ao custo 6timo. A funcdo quadratica Vj,
dada por (5.22), estd representada pela linha tracejada azul, e a func¢do quadrética V., em (5.25) pela
vermelha. A primeira quadrdtica coincide com o custo 6timo dentro da regido de inag@o, x € [0, 1], e
a segunda fornece o comportamento assintético do custo 6timo em um ponto x distante da regido de
inagdo, o que significa, neste exemplo, x € [10,00). No intervalo x € (1, 10), o custo 6timo foi obtido
por meio do procedimento de aproximagdo explicado no inicio desta se¢do. Note que a integracdo
numérica produz uma solucao que se afasta de Vj para alcancar V., de maneira suave, preservando a

convexidade da fungdo valor. A Figura 6 apresenta o erro desta aproximacgao para a solu¢do 6tima.

x107°

xb Xoo

Erro
N S [}

:

X

Figura 6 — Erro da solu¢do 6tima no semiplano positivo para x.. = 10.
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O erro apresentado na Figura 6 corresponde a diferenca relativa entre os lados esquerdo e
direito da equacio de HIB em (5.20). Uma magnitude de erro de 107! ¢ observada na regiio de
aproximagdes numéricas, o que é comparavel em escala com a soluc@o exata em [0,x,]. Portanto,
para o caso escalar, o procedimento de aproximar a derivada segunda V. utilizando uma combina-
cdo convexa € adequado para proporcionar bons resultados. Mesmo assim, se houver um interesse
em melhorar a precisdo da solu¢do, pode-se reajustar a aproximacao da derivada segunda e verificar

novamente a equacdo de HJB.

No que concerne a politica 6tima de controle, a Figura 7 exprime o resultado obtido. A
linha continua preta corresponde ao controle 6timo, ficando evidente a inacdo u* = 0 no intervalo
x € [0,1]. O controle afim u., dado por (5.26), estd representado pela linha tracejada vermelha e
indica o comportamento assint6tico do controle 6timo distante da regido de inagdo, ou seja, para
x € [10,00). No intervalo x € (1,10), o controle 6timo foi obtido de (5.23) a partir dos valores de

VI e V. oriundos da integracdo numérica de (6.3).

Xp Xoo

Figura 7 — Controle 6timo no semiplano positivo para x.. = 10.

Do ponto de vista do controle, o resultado ndo € tao suave quando comparado ao que foi
observado no custo. Entretanto, é possivel melhorar a suavidade do controle, escolhendo valores
maiores para x... A Figura 8 corrobora esta afirmagdo. Note que, ao escolher x., = 20 e x. = 30, as
aproximagdes em verde e em vermelho, respectivamente, sdo obtidas para o controle 6timo. Ambas
tendem a se comportar de forma mais suave e de acordo com a soluc¢do assintética afim. A avaliagdo

do erro para estes casos € exibida na Figura 9.

Comentario 6.1. O comportamento do controle otimo observado na Figura 8 sugere um proce-
dimento simples para a obtengcdo de uma solugcdo subotima para o problema. Esta poderia ser
construida a partir de uma aproximagdo linear por partes em que a solugcdo exata u* =0 em [0, x|
é conectada a solucdo assintotica s em [Xe,0) por meio de uma reta auxiliar. Observe que este

procedimento evitaria a integragcdo numérica de (5.24) para o intervalo (xp,Xe).
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1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35
X

Figura 8 — Aproximacdes do controle 6timo para xe = 10, Xc = 20 ou x. = 30.

16

x107° X107
Xp Xoo Xp Xoo

Erro

0 5 10 15 20 25 30 35 0 5 10 15 20 25 30 35
X X

(a) Considerando x., = 20. (b) Considerando x.. = 30.

Figura 9 — Erro da solu¢do 6tima no semiplano positivo.

6.2 Aproximagdes para o Caso Multidimensional

Os resultados dos Lemas 5.1 e 5.2 sdo vélidos, independentemente da dimensao do sistema.
O Lema 5.1 afirma que as fronteiras da regido de inagdo estdo completamente determinadas por
hiperplanos paralelos e simétricos em relacdo a origem, sendo a solu¢do 6tima dentro desta regido
obtida por uma equacdo de Lyapunov a tempo continuo. Por outro lado, o Lema 5.2 relaciona a
solucdo 6tima a um tipo de equagdo modificada de Riccati a tempo continuo, porém, valida apenas

quando o estado x do sistema estiver muito distante da regido de inacao.
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O principal obstiaculo para se completar a solucdo 6tima do problema multidimensional
(5.1) incide na resolucdo direta da equacdo (5.13) com as condi¢des de contorno fornecidas pelas
solugdes assintdticas e de inacdo. Deste modo, por se tratar de uma resolucio extremamente com-
plexa, seja do ponto de vista analitico ou numérico, € razodvel buscar uma solu¢do subdtima para

esta regido do espacgo de estados.

A luz do Comentirio 6.1, esta solucdo sub6tima poderia ser construida por meio de uma in-
terpolacdo numérica afim entre as solu¢des de controle determinadas analiticamente, conectando,
assim, o controle de inacdo u* = 0 com o controle assint6tico afim u*(x) = —Kewx F Mew. Isso
produziria uma simples aproximagdo linear por partes para o controle 6timo do problema multidi-
mensional, evitando a resolu¢do de (5.13). A Figura 10 ilustra esta aproximagao para um problema

bidimensional.

Figura 10 — Aproximacao linear por partes para a politica de controle 6timo de um sistema CVIU
bidimensional.

Note na Figura 10 a solu¢@o 6tima de inagdo representada pelo plano azul, a solucio 6tima
assintética em vermelho e, finalmente, a aproximacao afim, em branco, construida por interpolacao

para se completar a solugdo.
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6.3 Comparacdes de Desempenho entre Controladores

Considere um sistema escalar, linear e invariante no tempo, operando em torno do ponto
de equilibrio (x.,u,) = (0,0), cujo estado evolui de acordo com a seguinte equacgdo diferencial
estocdéstica

dZ, = (—AZ;+v)dt +dW,, t>0, (6.5)

sendo A um parametro desconhecido do sistema. Para fins de modelagem, considere também que

A pertenga a um intervalo conhecido Iy = [a,b],coma,b € Re 0 < a < b < oo.

Assim, o objetivo desta se¢do é comparar o desempenho do controlador CVIU com o dos
controladores LQG padrao e LQR robusto, levando-se em conta o sistema estavel descrito em (6.5)
e avaliando-se o custo invariante no tempo V* obtido pela atuacdo de cada um dos controladores.
Em todos os experimentos, o valor de V* € calculado via simulacdes de Monte Carlo com 50
realizacOes. Ressalte-se que, uma vez finalizado o projeto do controlador CVIU e estabelecida sua
lei de controle, a simulacdo da atuacdo deste controlador no sistema (6.5) corresponderd a uma

tarefa simples do ponto de vista computacional.

6.3.1 O Controlador CVIU e o LQG padrao

Seja Iy = [%,5]. Assim, um modelo CVIU do sistema real (6.5) pode ser construido para
alguma estimativa de A pertencente ao intervalo 4. Denota-se esta estimativa por A e a equacdo do
modelo é dada por

dX, = (—AX; +u;) dt + (1+ 6 |u;|) dW, (6.6)

em que & € um parametro de ajuste.

A fim de estabelecer uma maneira formal para medir a discrepancia entre o sistema real e o

modelo utilizado para representa-lo, define-se
0=A—A, (6.7)

de modo que quanto maior for o valor de d, maior serd a discrepancia.

Suponha, entdo, que um projetista estime A = 2 e note que & € [—%, 3] neste experimento.
Deste modo, com o propdsito de se comparar a solugdo 6tima fornecida pelo modelo CVIU e pelo
modelo LQG padrido, pode-se avaliar o desempenho dos controladores em diferentes cendrios de

discrepéncia, isto €, para diferentes valores de 6.

Para a estimativa A = 2, o ganho obtido pelo modelo LQG foi de —0,4142, permitindo,
assim, a simulagc@o do sistema sob a atuac@o do controlador LQG padrdo. No caso do modelo
CVIU, as avaliagdes foram realizadas para diferentes ajustes do parametro 6. A Figura 11 exibe os

resultados para quatro cendrios distintos, a saber, 6 = 0,25, =1,0 =2¢ 0 = 3.
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Figura 11 — Comparagdes de desempenho entre as politicas de controle CVIU, LQG e malha aberta.

Note que quando 6 = 0,25, o custo obtido pelo controlador LQG é sempre menor do que
aqueles obtidos pelo controlador CVIU, independentemente do ajuste de 6. Todavia, quando 6 = 1,
ha uma gama de valores de 6 que torna o desempenho do CVIU melhor que o do LQG. A medida
que & aumenta, essa gama de valores torna-se ainda maior, como pode ser visto no gréfico para
0 = 2. Finalmente, quando 6 = 3, a discrepancia do modelo é tdo grande que o controlador LQG
fornece resultados piores que os produzidos pelo sistema em malha aberta. Neste caso, a utilizagdo
do modelo CVIU ¢é sempre melhor que a do LQG, independentemente do ajuste de &, sendo ainda

melhor utilizar um controlador CVIU, em vez de manter o sistema em malha aberta.

O grafico 6 x & na Figura 12 resume todos os cendrios possiveis de discrepancia para este
experimento e indica quando € melhor usar um ou outro modelo. A luz do Comentério 5.2, o ajuste
6 = 0 foi excluido das simula¢des comparativas, uma vez que as atuagdes dos controladores CVIU

e LQG seriam equivalentes em todos os cendrios.
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Figura 12 — Resumo das comparacdes de desempenho entre os controladores CVIU e LQG padrao.

6.3.2 O Controlador CVIU e o LQR Robusto

Sejaly = [%, %] Para os propésitos deste experimento, consideram-se trés estimativas dife-
rentes A de A para a construcio do modelo CVIU, a saber, A = %,% e %, e compara-se a solu¢ao

6tima fornecida pelo modelo CVIU e pelo modelo LQR robusto.

A abordagem utilizada para projetar um ganho LQR robusto depende da consideracdo de
parametros incertos em (6.5). Neste caso particular, segundo (BOYD et al., 1994), a matriz dina-

mica € modelada por meio de uma representacdo politopica dada por
1 5
A(a):a§+(1—a)§, 0<a<l, acR.

Assim, para sintetizar um ganho LQR robusto, emprega-se um controle robusto .775 por
realimentacdo de estados fundamentado na otimizacdo por desigualdades matriciais lineares. O
ganho 6timo LQR robusto sob estabilidade quadratica pode ser obtido, considerando a equacio de

saida

X+ u

[

\/;
para se obter de forma equivalente o custo quadratico. As condi¢cdes das desigualdades foram pro-
gramadas em MATLAB, versdo 7.0.1 (R14), utilizando os pacotes Yalmip (LOFBERG, 2004) e
SeDuMi (STURM, 1999). Desse modo, para o intervalo I fornecido, o ganho LQR robusto obtido
foi —0,618, permitindo, deste modo, a simulagdo do sistema sob a atuacao do controlador robusto.
E importante frisar que este nao € um modelo LQG e, portanto, hd uma certa dessintonia com o
problema original. Ainda assim, as comparagdes realizadas aqui servem de base para um estudo

inicial e motivam a investigacao de novos experimentos comparativos.
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Os trés graficos 6 X A na Figura 13 resumem os cendrios deste experimento e indicam para
qual deles é melhor adotar um ou outro modelo. Em cada gréfico, o lado direito é favoravel ao

controlador CVIU, e o esquerdo ao LQR robusto.

j " ~
J _ A =05
1.8} 3 e A=15]4
N - —A=25
161 Ry b
* *
14 7VRubu.\'t() < VCVI U / ]
: /
12} ! 4
/
o 1! ! ]
R
: * *
0.8 / VCVIU < VRobusto )
/
0.6 q
0.4r . R
02 i
S 7
,,,,,, v
0.5 1 15 2 25

Figura 13 — Resumo das comparac¢des de desempenho entre os controladores CVIU e LQR robusto.

Note que para A = 0,5 e um ajuste adequado de &, o controlador CVIU apresenta um

desempenho melhor do que o controlador LQR robusto para qualquer valor de A no intervalo 4.
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CONCLUSAO

Esta tese apresenta um modelo para lidar com o problema de controle de sistemas esto-
casticos continuos com dinamicas pouco conhecidas. O modelo proposto, que surge como uma
alternativa a abordagem robusta normalmente empregada neste contexto, ¢ denominado Modelo
CVIU, do inglés “Control Variations Increase Uncertainty”, significando que as variagdes do con-

trole aumentam a incerteza do estado do sistema.

A utilizacdo da programacao dindmica para projetar um controlador 6timo com relagdo
ao modelo CVIU remete a dificil tarefa de se resolver a equagdo de Hamilton-Jacobi-Bellman
associada ao problema. A nido diferenciabilidade do hamiltoniano do sistema requer ferramentas
da andlise de fun¢des ndo suaves para o tratamento adequado da otimizacdo. Ademais, algumas
hipéteses sdo introduzidas sobre o custo do sistema para demonstrar que a fun¢do valor é convexa,

o que permite a deducdo da politica 6tima de controle por realimentacdo de estados.

Revela-se, entdo, uma regido no espaco de estados em que a otimalidade sugere que se
mantenha constante a agdo de controle, enquanto o estado do sistema permanecer dentro desta
regido. Fazendo uso de uma nomenclatura ja consagrada no campo da economia, esta regido €
chamada de Regido de Inagdo, e a consequéncia de sua existéncia € o surgimento de uma espécie de
politica cautelosa de controle, caracterizada por um sinal de controle que alterna entre periodos de
constancia e periodos de variacdo. Este comportamento nao é observado no tradicional controlador

robusto, o que torna a abordagem CVIU promissora.

Visando aprofundar o assunto, o problema de controle 6timo de um modelo CVIU ¢ for-
mulado, em um cendrio de horizonte de tempo infinito, como um problema de custo quadratico
descontado. Assim, busca-se estudar as solu¢des dtimas invariantes no tempo relacionadas ao con-
trolador CVIU, de sorte que férmulas fechadas sdo derivadas analiticamente via equacdo de HJB

para o problema de controle 6timo estocdstico, resultando em fungdes quadriticas que cobrem
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parte do espago de estados. Dentro da regido de inagdo, a solu¢@o pode ser obtida por meio de uma
equagdo de Lyapunov. Em regides suficientemente distantes da regido de inag@o, obtém-se solucdes

assintdticas ao se resolver um tipo de equacao modificada de Riccati.

Contudo, encontrar a solu¢do completa do problema implica em resolver uma complicada
equagdo diferencial parcial ndo linear produzida pela minimizacao da hamiltoniano. Desse modo,
impulsionadas pela solu¢do, ainda que parcial, da equagdo de HJB, algumas aproximacdes numéri-
cas sdo propostas, possibilitando a resolu¢do completa para o caso escalar, ilustrada e analisada em
um exemplo simples, e fomentando uma ideia inicial de como aproximacdes elementares podem

ser aplicadas para lidar com o caso multidimensional.

A partir do projeto de controle completo para um modelo CVIU escalar, foram realizadas
as primeiras comparagdes de desempenho entre o controlador CVIU e outros mais tradicionais, a
saber, os controladores LQG padriao e LQR robusto. Avaliou-se o desempenho de cada controla-
dor ao atuar em um sistema estdvel com dindmica linear, porém com um parametro incerto. Os
experimentos numéricos levaram em conta diferentes niveis de discrepancia entre o valor real do
parametro e o seu valor estimado para a composi¢cdo do modelo. Na compara¢do com o controlador
LQG padrao, observa-se que, para estimativas ruins do parametro incerto do sistema, o controlador

obtido pelo modelo CVIU produz melhores resultados.

No que tange a comparagdo com o controlador robusto, a maior parte dos cendrios ava-
liados apontou ser mais vantajoso o uso do controlador CVIU. Todavia, hd de se ressaltar que os
experimentos realizados com o controlador robusto niao sao completamente equipardveis com os do
controlador CVIU, quando se leva em conta a natureza do problema. De fato, o controlador robusto
considerou uma formulacdo LQR do problema. Ainda assim, os resultados apresentados servem de

base para um estudo inicial e motivam a investigacdo de novos experimentos.

Evidentemente, os experimentos numéricos realizados até o momento ndo sio suficientes
para uma avaliacao ampla e profunda do desempenho do controlador CVIU. Na verdade, diversas
situagdes ainda precisam ser exploradas, o que jd indica a necessidade de trabalhos futuros. E
fundamental que se realizem mais experimentos comparativos entre as abordagens CVIU e LQG,
sem contar a vasta quantidade de controladores robustos que poderiam ser confrontados. De mais
a mais, para caminhar em direcdo a generalizacdo da teoria de controladores CVIU, faz-se mister
consolidar a andlise do caso multidimensional, avaliando as aproximagdes propostas e realizando
novos experimentos em sistemas mais complexos, bem como incorporar no desenvolvimento do

modelo a possibilidade de haver multiplas entradas de controle.

E importante frisar que o projeto do controlador CVIU para o caso multidimensional, tal
como foi realizado, passa pela resolucdao de uma equacgdo peculiar, semelhante a de Riccati, porém,

com um termo dependente da prépria solucao da equacdo. Esta equacdo ainda precisa ser investi-
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gada e, possivelmente, algum método iterativo ou de relaxacao deverd ser aplicado em sua resolu-
¢do. Oportuna e apropriadamente, a eficiéncia e a velocidade de convergéncia destes métodos, ou
até mesmo as situagdes em que nao ha convergéncia, necessitariam ser estudadas, apontando mais

campos de pesquisa para trabalhos futuros.

Em contrapartida, deve-se levar em conta também a possibilidade de se resolver diretamente
a equacao de HJB associada ao modelo CVIU, utilizando técnicas de aproximac¢ao da fungao valor,
o que facilitaria significativamente o projeto do controlador CVIU para o caso multidimensional.
Destacam-se, neste contexto, as técnicas de programacgdo semidefinida e otimizagdo polinomial,
as quais procuram contornar o problema da maldi¢do da dimensionalidade, oriundo de algoritmos

envolvendo programacao dinamica.

Por fim, € de bom alvitre salientar que alguns aspectos relevantes da teoria dos controla-
dores CVIU encontram-se intimamente ligados a andlise de estabilidade que nao foi contemplada
detalhadamente nesta tese. E primordial que um estudo completo e abrangente de estabilidade seja
elaborado futuramente, propiciando maior seguranca no uso da abordagem CVIU para lidar com

problemas de controle de sistemas estocdsticos continuos com dinamicas pouco conhecidas.



78

REFERENCIAS

ABEL, A. B.; EBERLY, J. C. A unified model of investment under uncertainty. American Economic
Review, v. 84, p. 1369-1384, 1994.

ABOU-KANDIL, H.; FREILING, G.; IONESCU, V.; JANK, G. Matrix Riccati Equations in Con-
trol and Systems Theory. [S.1.]: Birkhduser Basel, 2003.

BARMISH, B. R. New Tools for Robustness of Linear Systems. New York: Macmillan Publishing
Company, 1994.

BARTLE, R. G. The Elements of Integration and Lebesgue Measure. [S.1.]: John Wiley & Sons
Inc., 1966.

BENSOUSSAN, A. Lecture on stochastic control. In: Nonlinear Filtering and Stochastic Control.
New York: Springer-Verlag, 1982, (Lecture Notes in Mathematics, v. 972).

BHATTACHARYYA, S. P.; CHAPELLAT, H.; KEEL, L. H. Robust Control: The Parametric Ap-
proach. New Jersey: Prentice-Hall Publishing Co., 1995.

BOYD, S.; El Ghaoui, L.; FERON, E.; BALAKRISHNAN, V. Linear Matrix Inequalities in System
and Control Theory. Philadelphia: SIAM Studies in Applied Mathematics, 1994.

BOYD, S.; VANDENBERGHE, L. Convex Optimization. [S.l.]: Cambridge University Press, 2004.

BRAINARD, W. C. Uncertainty and the effectiveness of policy. American Economic Review, v. 57,
n. 2, p. 411425, 1967.

BROCK, W. A.; DURLAUF, S. N.; WEST, K. D. Model uncertainty and policy evaluation: Some
theory and empirics. Journal of Econometrics, v. 136, p. 629-664, 2007.

CALMON, A. P. Variacdo do Controle como Fonte de Incerteza. Dissertagdo (Mestrado) — Uni-
versidade Estadual de Campinas, Campinas, SP, Brasil, Maio 2009.

CALMON, A. P; VALLEE, T.; VAL, J. B. R. do. Control variation as a source of uncertainty:
Single input case. In: American Control Conference. St. Louis, MO: [s.n.], 2009. p. 4416-4421.



Referéncias 79

CLARKE, F. H. Optimization and Nonsmooth Analysis. [S.1.]: Society for Industrial and Applied
Mathematics, 1987.

DAVIS, M. H. A. Linear Estimation and Stochastic Control. [S.1.]: Chapman and Hall, 1977.

DULLERUD, G.; PAGANINI, E. Course in Robust Control Theory. New York: Springer-Verlag,
2000.

FRANCIS, B. A. A Course in 7, Control Theory. New York: Springer-Verlag, 1987. (Lectures
Notes in Control and Information Sciences, v. 88).

FU, M.; BARABANOYV, N. E.; LI, H. Robust .7, analysis and control of linear systems with
integral quadratic constraints. In: European Control Conference. [S.1.: s.n.], 1995.

GIANNONI, M. P. Does model uncertainty justify caution? Robust optimal monetary policy in a
forward-looking model. Macroeconomic Dynamics, v. 6, p. 111-144, February 2002.

HANSON, F. B. Applied Stochastic Processes and Control for Jump-Diffusions: Modeling, Analy-
sis, and Computation. [S.1.]: SIAM, 2007.

KALLIANPUR, G. Stochastic Filtering Theory. [S.1.]: Springer, 1980.

LEITEMO, K.; SODERSTROM, U. Robust monetary policy in a small open economy. Journal of
Economic Dynamics & Control, v. 32, n. 10, p. 3218-3252, October 2008.

LEVIN, A.; WIELAND, V.; WILLIAMS, J. C. The performance of forecast-based monetary policy
rules under model uncertainty. American Economic Review, v. 93, n. 3, p. 622—645, June 2003.

LJUNG, L. System Identification: Theory for the User. 2. ed. New Jersey: Prentice Hall, 1999.

LOFBERG, J. YALMIP: A toolbox for modeling and optimization in MATLAB. In: IEEE Int.
Symp. on Comput. Aided Control Syst. Des. Taipei, Taiwan: [s.n.], 2004. p. 284-289. Disponivel
em: <http://control.ee.ethz.ch/~joloef/yalmip.php>.

LUTKEPOHL, H. Handbook of Matrices. England: John Wiley & Sons Inc., 1996.

OKSENDAL, B. Stochastic Differential Equations: an Introduction with Applications. 6. ed. Ber-
lin: Springer, 2007.

ONATSKI, A.; WILLIAMS, N. Modeling model uncertainty. Journal of the European Economic
Association, v. 1, p. 1087-1122, March 2003.

SCARSINI, M. Multivariate convex orderings, dependence and stochastic equality. Journal of Ap-
plied Probability, v. 35, p. 93—103, 1998.

SOUTO, R. E. Processos de Difusdo Controlada: um Estudo sobre Sistemas em que a Variagdo
do Controle Aumenta a Incerteza. Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Estadual de Campinas,
Campinas, SP, Brasil, Marco 2010.

STOKEY, N. L. The Economics of Inaction - Stochastic Control Models with Fixed Costs. New
Jersey: Princeton University Press, 2009.



Referéncias 80

STURM, J. E. Using SeDuMi 1.02, a MATLAB toolbox for optimization over symmetric cones.
Optim. Method Softw., v. 11, n. 1-4, p. 625-653, 1999. Disponivel em: <http://sedumi.ie.lehigh.
edu/>.

WANG, S. D.; KUO, T. S.; HSU, C. F. Trace bounds on the solution of the algebraic matrix Riccati
and Lyapunov equation. IEEE Transactions on Automatic Control, v. 31, n. 7, p. 654-656, July
1986.

YONG, J.; ZHOU, X. Y. Stochastic Controls - Hamiltonian Systems and HJB Equations. New
York: Springer, 1999.

ZHOU, K.; DOYLE, J. C. Essentials of Robust Control. [S.1.]: Prentice Hall, 1997.

ZHOU, K.; DOYLE, J. C.; GLOVER, K. Robust and Optimal Control. New Jersey: Prentice Hall,
1996.

Texto fixado em conformidade com o atual Acordo Ortogréafico da Lingua Portuguesa que passou
a viger no Brasil a partir de 1° de janeiro de 2009 (Decreto n° 6.583, de 29 de setembro de 2008).



