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Resumo

Recentemente, foi proposta e analisada na literatura uma abordagem inovadora
de baixo custo para a construcao de radares meteoroldgicos, com base em duas
antenas fixas de feixe largo. Verificou-se na ocasiao que uma quantidade muito
elevada de amostras de sinal seria necesséria para garantir a abordagem proposta um
desempenho satisfatério. Por outro lado, vislumbrou-se que tal problema poderia
ser amenizado pelo uso de antenas adicionais. Este trabalho constitui um primeiro
passo nesse sentido, ao estender a proposta em questao de duas para trés antenas.
Um detector 6timo ¢é projetado para o novo radar, bem como suas probabilidades
de deteccao e falso alarme sao obtidas na forma de expressoes analiticas fechadas.
Além disso, como termo de comparacao, dois esquemas subo6timos de deteccao sao
também projetados e avaliados. No primeiro esquema subdétimo, aplica-se o detector
6timo conhecido para duas antenas a cada um dos trés pares de antenas do radar, e
combinam-se entao as decisoes parciais via regra da maioria. No segundo esquema,
melhor que o primeiro, aplica-se também o detector étimo para duas antenas a cada
par de antenas do radar. Entretanto, em lugar de se tomar e combinar as decisoes
parciais, utilizam-se as variaveis de decisao parciais como base para um novo teste de
hipdteses por razao de verossimilhanca. As probabilidades de deteccao e falso alarme
de cada esquema subdtimo sao obtidas analiticamente. O detector 6timo projetado
mostra-se consideravelmente superior aos detectores subdtimos investigados.

Palavras-chave: antenas fixas, arranjo de antenas, coeficiente de correlacao, de-
tector 6timo, radar meteorolégico, regra da maioria, probabilidade de deteccao,
probabilidade de falso alarme, teste por razao de verossimilhanca.



Abstract

Recently, an innovative low-cost framework was proposed and analyzed in the lite-
rature for the construction of meteorological radars, based on two fixed wide-beam
antennas. It has then been found that a very large amount of signal samples would
be required to ensure an adequate performance for the proposed framework. On
the other hand, it has been envisaged that such problem can be alleviated by using
additional antennas. This work gives a first step in this direction, by extending
the referred proposal from two to three antennas. An optimal detector is designed
for the new radar, and its detection and false-alarm probabilities are derived in
analytical closed form. Moreover, as a term of comparison, two suboptimal detec-
tion schemes are also designed and evaluated. In the first suboptimal scheme, the
known two-antenna optimal detector is applied to each of the three pairs of an-
tennas, with the partial decisions being combined via majority rule. In the second
scheme, better than the first one, the known two-antenna optimal detector is also
applied to each antenna pair. However, instead of taking and combining the partial
decisions, the partial decision variables are used as a basis for a new likelihood-ratio
hypothesis test. The detection and false-alarm probabilities of each suboptimal
scheme are derived analytically. The optimal detector proves to be much superior
to the investigated suboptimal schemes.

Keywords: antenna arrays, correlation coefficient, detection probability, false-
alarm probability, fixed antennas, likelihood ratio test, majority rule, meteorological
radar, optimal detector.
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Capitulo

Introducao

Nas ultimas décadas, as aplicacoes de radar tém proporcionado avancos importantes
em diferentes areas tecnolégicas, dentre as quais podem-se destacar sensoriamento remoto,
meteorologia, controle de trafego aéreo, monitoramento espacial e seguranca nacional. O
acronimo RADAR provém da sigla em inglés para RAdio Detection And Ranging, e seu
principio de funcionamento esta baseado na emissao de ondas eletromagnéticas de alta
frequéncia. As ondas emitidas pelo radar sao refletidas, e os ecos correspondentes sao
entao capturados por uma ou mais antenas receptoras. Por fim, sao utilizados algoritmos
de deteccao e estimagao de dados para determinar a distancia, velocidade radial e a posi¢ao
em azimute dos alvos de interesse. Neste capitulo sao apresentados brevemente alguns
conceitos béasicos sobre os parametros fisicos de um radar, sua construcao, técnicas de
deteccao e métricas de desempenho, bem como os principais tipos de radar utilizados em
aplicagoes meteorologicas, objeto desta Dissertacao.

1.1 Tipos de Radar em Aplicacoes Meteorolégicas

No que se refere a quantidade e funcao das antenas, os radares sao classificados em
monoestatico, biestatico ou multiestatico. O radar monoestatico utiliza uma tinica antena
para transmissao e recepc¢ao. O radar biestdtico utiliza duas antenas: uma para transmis-
sao, outra para recepcao. Nesse caso, as antenas transmissora e receptora sao tipicamente
separadas por uma distancia muito maior que o comprimento de cada antena. O radar
multiestatico é uma generalizacao do radar biestatico, com mais de uma antena sendo em-
pregada na recepgao ou na transmissao ou em ambas [1, 5]. Neste trabalho, considera-se
o uso de um radar multiestatico.

No que se refere a estrutura e ao modo de operagao das antenas, trés tipos principais de
radar sao utilizados em aplica¢oes meteorologicas: (i) radar girante de feixe estreito, (ii)
arranjo de antenas e (iii) antenas espagadas. No radar girante de feixe estreito, utiliza-se
uma antena em formato de corneta incidindo sobre um refletor parabdlico. Quanto maior o
tamanho do aparato, mais estreito é o feixe resultante da antena. A varredura em azimute
¢é obtida girando-se a antena por meio de um motor, e a varredura em elevacao é obtida
alterando-se a inclinacao da antena a cada giro. Por conta disso, o tempo de varredura é
relativamente elevado — 15 a 25 minutos, dependendo da configuracao do radar [14, 13].
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Além disso, essa abordagem exige uma grande robustez mecanica e um elevado custo de
manutenc¢ao do sistema girante. Por outro lado, no arranjo de antenas, um feixe estreito é
obtido através do controle apropriado das fases e amplitudes de cada um dentre multiplos
(dezenas, centenas ou até milhares) elementos irradiantes que compdem o sistema. Assim,
a posicao do feixe pode ser ajustada eletronicamente, de modo que o tempo de varredura
é infimo, em geral da ordem de microssegundos [16]. Todavia, essa abordagem tem um
elevado custo de implementacao por necessitar de multiplos elementos de antena. Por fim,
a terceira abordagem, denominada antenas espacadas, é na verdade um uso especifico do
arranjo de antenas. Em particular, apenas alguns poucos elementos irradiantes do arranjo
sao utilizados, a fim de determinar as componentes radiaias de velocidade do fenomeno
meteorolégico em questdao, como o vento ou um tornado [15]. Para tanto, empregam-se
técnicas de interferometria, combinando-se adequadamente as informagoes de amplitude
e fase dos sinais recebidos por duas ou mais antenas.

Neste trabalho, em lugar dos esquemas mencionados no paragrafo anterior, considera-
se uma abordagem inovadora de baixo custo introduzida recentemente na literatura [8, 7],
baseada originalmente em duas antenas fixas de feixe largo. Mais especificamente, estende-
se tal abordagem por meio do acréscimo de uma terceira antena, como detalhado nos
proximos capitulos.

1.2 Pulso de Transmissao

O sinal transmitido por um sistema de radar pode ser do tipo continuo ou pulsado. Em
radares do tipo continuo, como o préprio nome indica, o sinal é transmitido continuamente,
enquanto o receptor interpreta os ecos provenientes dos alvos. Para que isso seja viavel, um
radar do tipo continuo deve operar necessariamente no modo biestatico ou multiestatico.
Esse tipo de radar é utilizado para medir velocidade, por modular continuamente a fase [3].
Por outro lado, em radares do tipo pulsado, o sinal eletromagnético é transmitido durante
um curto intervalo de tempo, conhecido como largura de pulso (7). Durante esse tempo, a
funcao de recepcao encontra-se desligada e isolada, a fim de se proteger os componentes do
receptor dos sinais de alta poténcia do transmissor. Em seguida, a recepc¢ao é habilitada
para amostrar os possiveis ecos provenientes dos alvos e, nessa ocasiao, o circuito de
transmissao permanece desligado [4]. O intervalo de tempo entre o inicio de dois pulsos
de transmissao adjacentes é chamado de tempo entre pulsos (7Tp). A Figura 1.1 ilustra
esse processo, mostrando o nivel de poténcia recebida dado em Watts [W], versus o tempo
transcorrido dado em expressado em segundos [s]. Neste trabalho, considera-se o uso de
um radar do tipo pulsado.
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Tp Tp

Figura 1.1: Operagao de um radar pulsado.

1.3 Resolucao Nominal

Qualquer sistema de radar apresenta o que se denomina célula de resolucdao, definida a
partir da capacidade de o radar resolver (ou seja, distinguir) alvos separados em alcance,
azimute ou elevacao, como observado na Figura 1.2. Definem-se resolucao em alcance
(0), resolucao em azimute (6,) e resolucao em elevagao (#,.) como sendo a distancia
minima (linear ou angular, conforme o caso) entre dois alvos tais que o radar ainda
consiga detecta-los em separado. Ou seja, se a distancia entre os alvos é menor que a
resolucao em questao, entao o radar os reconhece como sendo um alvo tnico. A resolugao
em alcance para radares que utilizam compressao de pulso é dada por [10]

c
5= AT (1.1)
em que ¢ ¢ a velocidade da luz e Af é a largura de banda do sinal transmitido. Por sua
vez, as resolucoes angulares 0 e 0,. sao determinadas pelas larguras de feixe de 3 dB! —
em elevacao e em azimute, respectivamente — associadas a antena empregada [2].

ITal largura equivale ao espacamento angular entre dois pontos com metade da poténcia méxima
central.
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Figura 1.2: Célula de resolugao de um radar.

1.4 Parametros de Desempenho

Em sistemas de radar, o sinal transmitido é afetado por diversos fatores, dentre os
quais ruido térmico. Assim, devido a presenca de ruido, o sinal recebido pelo radar
possui um comportamento aleatério. Além disso, o proprio eco proveniente dos alvos pode
ter caracteristicas inerentemente aleatorias, dependendo da natureza desses alvos, como
ocorre para alvos distribuidos, a exemplo de nuvens e chuva [11]. Tipicamente, o processo
de deteccao é efetuado comparando-se a amplitude do sinal recebido com um determinado
limiar, denominado limiar de deteccao ou limiar de decisao. Os sinais acima desse limiar
sao interpretados como retornos provenientes de alvos, enquanto que os sinais abaixo desse
limiar sao interpretados como ruido, ou seja, auséncia de alvo [10]. A Figura 1.3 ilustra
esse Processo.

Devido a natureza aleatéria dos sinais envolvidos, o desempenho de um radar é ca-
racterizado de forma probabilistica. Nesse sentido, definem-se duas probabilidades funda-
mentais: (i) a probabilidade de que um alvo existente seja detectado como tal, chamada
de probabilidade de detecgao (PD) e (ii) a probabilidade de que ruido seja interpretado
erroneamente como alvo, chamada de probabilidade de falso alarme (PFA). Na pratica,
para uma dada aplicagao, deseja-se que o detector cumpra simultaneamente um valor
maximo de PFA e um valor minimo de PD. Por outro lado, para um dado detector, ha
um compromisso intrinseco entre os valores obtidos para PD e PFA, ajustado pela esco-
lha do limiar de deteccao. Aumentando-se o limiar, reduz-se PFA, mas também reduz-se
PD; reduzindo-se o limiar, aumenta-se PD, mas também aumenta-se PFA. Um caminho
“trivial” para aumentar PD e reduzir (ou nado aumentar, ao menos) PFA é elevar a po-
téncia de transmissao do radar em relacao a poténcia do ruido. Evidentemente, isso gera
um aumento no consumo de energia e, por sua vez, nos custos de implementacao. Dai a
importancia de se aperfeicoar o projeto do detector, auferindo-se assim um ganho real de
desempenho para um dada poténcia de transmissao disponivel.
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Figura 1.3: Sinal recebido e processo de deteccao.

A Figura 1.4 ajuda a esclarecer os conceitos de PD e PFA. Em particular, com o
exemplo, considera-se na figura que os eventos de auséncia de alvo (apenas ruido, em
azul) e presenga de alvo (sinal4+ruido, em vermelho) sao descritos por fungées densidade
de probabilidade (FDPs) Gaussianas. Na literatura, as condigbes de auséncia e presenca
de alvo sao normalmente identificadas como hipétese H e hipétese H;, respectivamente.
Observa-se que, uma vez fixado o limiar de deteccao, é possivel determinar PFA e PD
em termos das FDPs de cada hipdtese, como sendo as areas das regioes hachuradas nas
Figuras 1.4a e 1.4b, respectivamente. Na pratica, a determinacao dos parametros esta-
tisticos do sinal recebido sob as hipdéteses Hy e H; pode ser muito complicada, o que
dificulta a andlise de desempenho do radar. Em muitos casos, as estatisticas envolvidas
nao sao Gaussianas, dificultando ainda mais o processo. Nesses casos, quando apropri-
ado, costuma-se adotar uma aproximacao Gaussiana para facilitar a analise. Esse tipo de
aproximacao sera adotado em alguns esquemas de detecgao explorados neste trabalho.
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Figura 1.4: Parametros de desempenho de um radar (PD e PFA).

1.5 Objetivos e Contribuicoes

Este trabalho tem como objetivo projetar e analisar trés detectores — um 6timo e
dois subdtimos — para um radar meteorolégico com trés antenas fixas de feixe largo. Os
detectores propostos constituem a extensao de uma abordagem inovadora de baixo custo
introduzida em [8, 7], originalmente com duas antenas receptoras. Nessa abordagem, o
processo de deteccao se baseia no grau de correlagao entre os sinais recebidos por cada
antena. Quanta maior a presenca do alvo meteorolégico — tal presenca vai depender do
volume fisico, do tipo de forma e da sua composicao —, mais correlacionados hao de ser os
sinais das antenas. Em particular, quando nao ha alvo, os sinais recebidos pelas antenas
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sao mutuamente descorrelacionados.

O detector 6timo é projetado a partir de um teste de hipéteses por razao de veros-
similhanca. Alternativamente, duas estratégias subdtimas sao propostas. Na primeira
estratégia, denominada Detector Subdtimo 1, aplica-se o detector 6timo para duas an-
tenas apresentado em [8] a cada par de antenas do novo radar, e combinam-se entao as
decisbes parciais via regra da maioria. A fim de melhorar o desempenho, na segunda
estratégia subotima, denominada Detector Subdtimo 2, utilizam-se as variaveis de decisao
(as varidveis de decisdo, nao as decisoes!) parciais desses mesmos detectores 6timos para
duas antenas a fim de compor um novo teste de hipdteses por razao de verossimilhanca.
Expressoes analiticas sao obtidas para as probabilidades de deteccao e de falso alarme de
cada detector projetado. As expressoes obtidas sao validadas por meio de simulacao.

Em ultima instancia, este trabalho visa quantificar como o uso de uma terceira antenal
pode aliviar a quantidade de amostras necessarias para garantir um desempenho satis-
fatério a abordagem inovadora para radares meteoroldgicos introduzida em [8, 7]. Além
disso, apresenta-se também uma andlise preliminar de deteccao 6tima para o caso geral
de um ntmero arbitrario N de antenas. Desse modo, espera-se que os métodos e resulta-
dos desta Dissertacao possam servir de referéncia para futuras investigagoes e avangos na
area de sistemas de radar, sendo possivelmente estendidos e aperfeicoados para além de
aplicacoes meteorologicas.

1.6 Estrutura da Dissertacao

O restante desta Dissertacao esta organizado como segue. O Capitulo 2 revisita a
detecgao 6tima para duas antenas realizada em [8], apresentando as principais expressoes
que definem o desempenho desse detector. No Capitulo 3, elabora-se a deteccao subé-
tima para trés antenas, conforme as duas estratégias mencionadas na ultima secao. O
Capitulo 4 descreve o projeto e a analise do detector 6timo para trés antenas, contribui-
¢ao central deste trabalho. Além disso, apresenta também uma investigacao preliminar
do detector 6timo para um nimero arbitrario de antenas. No Capitulo 5 sao discutidos
alguns resultados numeéricos a fim de se comparar o desempenho dos varios detectores
investigados. Por ultimo, o Capitulo 6 apresenta as principais conclusoes do trabalho,
alguns comentarios finais dos resultados obtidos e propostas para trabalhos futuros.
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Capitulo

Deteccao Otima com Duas Antenas Fixas

Radares meteorologicos tradicionais se baseiam em uma tnica antena girante de feixe
estreito [13]. No entanto, essa abordagem pode ser muito custosa, pois requer um apa-
rato mecanico enorme e extremamente robusto. Além disso, pode ser inadequada para
previsdes do tempo de curto prazo (nowcasting), ja que seu ciclo de varredura é muito
demorado. A fim de contornar esse problema, uma abordagem inovadora de varredura
rapida e baixo custo foi introduzida em [7]. A nova abordagem se baseia no uso de duas
antenas fixas de feixe largo. A ideia central é que tais antenas, mesmo sendo de feixe largo,
possam prover resolucao angular de feixe estreito, explorando-se para tanto a correlagao
mutua entre os sinais recebidos pelas antenas. Mais especificamente, se existe um alvo
meteorolégico (nuvem ou chuva, por exemplo) na regiao de interseccao entre as células de
resolucao das duas antenas, entao os sinais recebidos por elas devem ser correlacionados
entre si. Do contrario, se nao existe alvo na regiao de intersec¢ao, entao os sinais sao
mutuamente independentes. Assim, o grau de correlagao entre os sinais recebidos pelas
duas antenas prové a base para um algoritmo de deteccao do radar. Quanto maior a corre-
lagao, melhor o desempenho esperado. Em [7], essa correlagao foi obtida analiticamente
em termos de parametros fisicos do radar, como linha de base entre as antenas, largura
de banda de frequéncia e diretividade das antenas. Em [8], o detector timo para o radar
em questao foi projetado e analisado em termos das probabilidades de detecgao e de falso
alarme.

Neste capitulo sao apresentados os principais resultados associados ao detector 6timo
do radar meteoroldgico com duas antenas fixas proposto em [8]. Mais especificamente, os
seguintes aspectos sao revisitados:

m Modelagem estocastica do sistema;

m Formulacao do teste de hipoteses;

m Definigao do critério de decisao;

m Determinagao da variavel de decisao;
m Analise de desempenho do detector.

Como ja mencionado, nos capitulos subsequentes, esse detector servird de base para o
) bl

projeto de um detector 6timo e de dois detectores subotimos que exploram uma terceira

antena.
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Figura 2.1: Vista superior do sistema de radar com duas antenas fixas.
2.1 Modelagem Estocastica do Sistema

Na Figura 2.1, mostra-se a vista superior do sistema de radar, constituido por duas
antenas fixas de feixe largo separadas por uma linha de base de comprimento B. Pode-
se notar que, a um dado alcance, o valor de ¢ e o feixe de cada antena definem uma
faixa curva, correspondente a célula de resolucdo da antena. Observe também que as
células de resolugao das duas antenas apresentam uma regiao de intersecgao (hachurada),
cuja extensao angular estabelece a resolucao em azimute 6,.s do radar. Como descrito
em [7], o sinal recebido em cada antena resulta da soma de ecos provenientes de uma
grande quantidade de particulas de espalhadores dentro da célula de resolucao. Esses
espalhadores representam o fenomeno meteorolégico sob observagao (chuva ou nuvens,
por exemplo). Assim, os sinais recebidos pelas antenas 1 e 2 podem ser representados
respectivamente como

St =X1i + Y (2.1a)
Sai =Xo; + Y2, (2.1b)
em que 7 ¢ um indice temporal discreto (¢ = 1,2,...,n), n é a quantidade de amostras

observadas em cada antena, Xi; e Xy; sao as componentes em fase para as antenas 1 e 2,
respectivamente, e Yj; e Ys; sao as componentes em quadratura correspondentes. Como
discutido em [7], Xy; e Y3; sao mutuamente independentes, bem como Xo; e Yy, Além
disso, Sy; e So; sao independentes de Sy, e Ss,,, Vi # m — considerando que o intervalo
de repeticao de pulso é muito maior que tempo de coeréncia associado ao movimento
aleatério dos espalhadores. Por outro lado, Xi; e Xo; (bem como Yj; e Ys;) podem ser
mutuamente independentes ou apresentar certo coeficiente de correlacao p, dependendo
da existéncia ou nao de alvo na regiao de interseccao entre as células de resolucao das
antenas, respectivamente. Sob condigoes bem gerais, Sy; e So; podem ser modelados como
processos Gaussianos brancos circularmente simétricos e identicamente distribuidos [7],
de modo que Xy;, X, Y1; e Yo tém média nula e mesma variancia o?. Quando hé alvo
na regiao de interseccao, Si; e Sy; sao correlacionados; caso contrario, sao independentes.
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A fim de simplificar a notacao, agrupam-se as componentes em fase e quadratura
referentes as multiplas observacoes de sinal nas antenas 1 e 2 como

X ={Xq1,Xo1,..., X1p, Xon} (2.2a)
X: {}/117}/21a"'7}/1n7}/2n}- (22b)

Na andlise que segue, fz(-) denota a FDP de uma varidvel aleatdria genérica Z, E{-}
denota média estatistica, VAR{-} denota variancia e COV{-, -} denota covariancia.

2.2 Formulacao do Teste de Hipdteses

O problema da deteccao em sistemas de radar consiste essencialmente em se decidir
pela presenca ou auséncia de alvo. No radar em questao, a deteccao é feita para cada
regiao de interseccao entre as células de resolucao das duas antenas. Assim, com base nas
observagoes X e Y, deve-se decidir por uma dentre as seguintes hipdteses:

m Hipdtese Hy: nao existe alvo. Nesse caso, X e Y sao formados por componentes
Gaussianas mutuamente independentes com média nula e variancia o2.

m Hipdtese Hi: existe alvo. Nesse caso, as componentes de X e Y sao também Gaus-
sianas de média nula e variancia o2, mas agora X;; e Xo; (bem como Yj; e Ya;) s@o
mutuamente correlacionados, com coeficiente de correlacao p.

Para encontrar a PD e a PFA do sistema de radar em questao, é necessario caracterizar
as FDPs conjuntas das observacoes em (2.2) condicionadas a cada hipdtese, Hy e Hq. A
partir do modelo sistémico descrito na tltima secao, e levando-se em conta que as amostras
sdo independentes para instantes distintos, tais FDPs podem ser obtidas como [8]

Z?:l(X1¢2+X21‘2+Y1¢2+Y2i2)
exp | — 5o
XY [Hy) =L n 2.3
fX,X (— —| 0) [(271')20'4] ( )
[ 2?21(X1i2+X2z‘2+Y1¢2+Y2i2)*QPZ?:1(X1¢X2¢+Y1iy2i)
P 202157
fxy (X, Y[ Hy) =— L (24)

[(2m)20*]" (1 = p?)"

2.3 Definicao do Critério de Decisao

Em um teste de hipdteses bindrio simples, a decisao 6tima — aquela que fornece ma-
xima PD para uma dada PFA — é fornecida pelo critério de Neyman-Pearson, equivalente
ao chamado teste por razao de verossimilhanca (TRV) [6]. Segundo esse critério, decide-
se pela hipdtese H; se a razao de verossimilhanca A(X,Y) entre as hipdteses H; e H
exceder um certo limiar 7/, e pela hipdtese Hy caso contrario, ou seja,

o Pry OV P 05
Jxy XY Ho) 47 |

AX,Y)

Substituindo-se (2.3) e (2.4) em (2.5), tem-se para o cendrio em questao que

20 07 1 (X1 X2+ V1Y) —p% 7, (X1i? 4+ X2i 2412 42:%)
P 27"
AXY) = a7 . (2.6)
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2.4 Determinacao da Variavel de Decisao

E possivel reescrever o critério de decisao definido por (2.5) e (2.6) em termos de uma
funcao mais simples das observagoes X e Y, a qual serd confrontada em tltima instancia
com um novo limiar de decisao correspondente . A essa funcao da-se o nome de varidvel
de decisao, denotada aqui por D, 3. Levando-se em conta que a fungao exponencial
(em (2.6)) é monotonicamente crescente, uma possibilidade é estabelecer

i1 (X1 X + Y1Yy; i (X0 + X + Y + Y5,
DM:QZH( 1 n2 1Y) _p2171( 1 ; i+ Vo7 @7

de modo que a regra de decisao em (2.5) pode ser reformulada como

2.5 Analise de Desempenho do Detector

Considerando-se um niimero n muito grande de amostras, tem-se, pelo Teorema Cen-
tral do Limite [9], que a varidvel de decisao D,, 5 pode ser aproximada por uma varidvel
Gaussiana. Nesse caso, sua caracterizacao estatistica é inteiramente fornecida em termos
de média e variancia. Apds as devidas consideragoes e manipulacoes algébricas feitas
em [8], os resultados finais de média e variancia de D,, 5 condicionados as hipéteses Hy e
‘H, sao dados por

E{Dy2|Ho} = —4po” (2.9)
E{Dy»H.} =0 (2.10)
1 2 4
VAR {D,,5|Ho} = W (2.11)
(—1+ )"0

8
VAR{D,2|H:} = (2.12)

Quando a variavel de decisao é Gaussiana, sabe-se que a PD e a PFA de um detector
bindrio genérico sao dadas por [10]

[ 7~ E{Dna|Hi}
PFA =Q ( \/VAR{DM\'Hl}) (2.13)

[ 7= E{Dna|Ho}
e (VVAR{Dngmo}) | .

em que Q(z) £ [(1/v/2r) exp(—t?/2)dt é a funcdo de distribuicdo cumulativa comple-
mentar de uma varidvel normal padrao (média nula e variancia unitaria). Finalmente,
substituindo-se (2.9)—(2.12) em (2.14) e (2.13), a PD e a PFA do detector étimo com duas
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antenas sao obtidas como

4 2
pra — [ 127 (2.15)
8(1+p2)ot
v
PD=Q | ——1 2.16
Q TR (2.16)

n

2.6 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentados a modelagem, o projeto e a analise de um detector
6timo para um radar meteorologico com duas antenas fixas de feixe largo. Os resulta-
dos apresentados sao reproducoes de uma proposta inovadora de baixo custo e varredura
rapida proposta em [8, 7] para radares meteorolégicos. Nos capitulos que seguem, tal
proposta é estendida para acomodar uma terceira antena adicional, melhorando o desem-
penho do radar.
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Capitulo

Deteccao Subdtima com Tres Antenas Fixas

Neste capitulo, com base na abordagem introduzida em [8, 7] para duas antenas,
descreve-se a estrutura e o modo de funcionamento de um radar meteorolégico composto
por trés antenas fixas de feixe largo. Além disso, sao apresentados dois projetos de de-
tectores subdtimos para o novo radar. Ambos os detectores sao analisados em termos de
suas probabilidades de deteccao e de falso alarme.

3.1 Descricao do Sistema

Neste trabalho, considera-se um radar multiestatico composto, por trés antenas fixas
de feixe largo. As antenas encontram-se alinhadas e separadas duas a duas por uma
determinada linha de base B na direcao de azimute, como mostrado na Figura 3.1. Como
o radar é multiestatico, o mesmo arranjo linear é utilizado para transmissao e recepcao.
Além disso, o sinal transmitido pelo radar é do tipo pulsado, e se faz compressao de pulso
na recepcao. Observa-se na figura que as células de resolucao das trés antenas apresentam
uma regiao de intersecgao (regiao hachurada). Essa regiao determina a resolu¢ao em
azimute .. do radar. Note que 6, diminui com o aumento de B.

Assim como ocorre no radar com duas antenas analisado no capitulo anterior, o sinal
recebido por cada antena resulta da soma de ecos provenientes de uma grande quantidade
de espalhadores dentro da célula de resolugao. Com a inclusao de uma terceira antena, os
sinais recebidos pelas antenas 1, 2 e 3 podem ser escritos respectivamente como

Sli :Xli + j}/h (3.1&)
So; =Xo; + JYa; (3.1b)
Sz =X3; + Y, (3.1c)
em que ¢ representa o tempo discreto (i = 1,2,...,n), n o numero de amostras observadas

em cada antena, Xj; é a componente em fase da k-ésima antena (kK = 1,2,3) e Y; é a
componente em quadratura correspondente. A partir das mesmas consideracoes feitas
em [7] para duas antenas, pode-se mostrar que Xy; e Y;; sdo mutuamente independentes,
bem como Xy; e Yy;, e também Xj3; e Y3;. Além disso, Si;, So; e S3; sdo independentes
de Sim, Som € S3m, Vi # m, considerando que o intervalo de repeticao de pulso é muito
maior que o tempo de coeréncia associado ao movimento randomico dos espalhadores [12].
Por outro lado, Xj; e Xj; (bem como Yj; e Y};) podem ser mutuamente independentes ou
apresentar certo coeficiente de correlacao py, (k,1) € {(1,2),(1,3),(2,3)}, dependendo
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Figura 3.1: Vista superior do radar meteoroldgico proposto, composto por um arranjo linear de
trés antenas fixas de feixe largo.

da existéncia ou auseéncia de alvo na regiao de interseccao entre as células de resolucao.
Finalmente, sob condi¢oes bem gerais, S;, S9; e S3; sao processos Gaussianos brancos
circularmente simétricos e identicamente distribuidos, de modo que Xy;, Xo;, X3;, Y1, Yo
e Y3; tém média nula e mesma variancia %, como demonstrado em [7]. Nesse trabalho,
uma andlise abrangente dos parametros py,; e o2 foi apresentada em termos dos parametros
fisicos do radar. Portanto, nenhuma discussao adicional envolvendo tais parametros sera
apresentada aqui. Em vez disso, o objetivo desta Dissertagao é projetar e analisar o
detector 6timo e dois detectores subotimos para o radar em questao, em termos de valores
arbitrarios de pia, p13, pas € 02. Os detectores subdtimos sao apresentados neste capitulo;
o 60timo, no capitulo seguinte.

3.2 Projeto e Analise dos Detectores Subdtimos

A fim de aliviar a notagao, as observagoes referentes aos sinais em (3.1) podem ser
representadas de forma compacta como

X = {Xu1, Xo1, X1, -+, Xin, Xog, Xzn} (3.2a)
X: {}/1173/217}/;317-“7}/1117}/2717}/:371}- (32b)

3.2.1 Teste de Hipodteses

Como ja mencionado no capitulo anterior, a questao central da deteccao em sistemas
de radar é decidir pela presenca ou auséncia de alvo. No radar considerado, a questao
¢ posta sobre cada regiao de interseccao entre as células de resolugao das trés antenas,
para diversas combinacoes de alcance. Desse modo, varre-se todo o setor iluminado pelas
antenas. Trata-se de um teste de hipdteses binario simples, baseado nas observacoes X e
Y, como segue:
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Figura 3.2: Diagrama de blocos dos detectores 6timo e subdétimos.

m Hipotese Hy: nao existe alvo. Nesse caso, de acordo com o modelo de radar descrito
na secao anterior, X e Y sao formados por componentes Gaussianas mutuamente
independentes com média nula e variancia o2.

m Hipotese H;: existe alvo. Nesse caso, X e Y sao ainda independentes entre si, mas
agora as componentes Xy; e Xj; (bem como Yy, e Yy), (k1) € {(1,2),(1,3),(2,3)},
sdo variaveis conjuntamente Gaussianas com média nula, variancia o? e coeficiente
de correlagao py;.

3.2.2 Detector Subdtimo 1

3.2.2.1 Critério e Variaveis de Decisao

Os dois detectores subétimos propostos neste trabalho estao ilustrados na Fig. 3.2, bem
como o detector 6timo a ser considerado no préoximo capitulo. No detector subétimo 1, os
sinais de cada par (k,[) de antenas, (k,l) € {(1,2),(1,3),(2,3)}, originam uma variavel
de decisao parcial D, j;, obtida exatamente como no detector 6timo para duas antenas
proposto em [8], apresentado no capitulo anterior. Mais especificamente, D,, 12, Dy 13 €
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PFA

Pr[Dp12 >y |Ho] Pr[D, 13 > v |Ho]

Pr[Dp 23 > v |H,]

Pr[Dp1, > v |Hi1] Pr[Dy15 >y |H;]

Pr[Dp 23 >y |H;]

Figura 3.3: Célculo da PFA e PD para o detector sub6timo 1.

D,, 23 sao obtidas como [§]

1 - - 2 2 2 2
Dy, 12 = 2 Z_Zl (X1 Xoi + Y1,Y2:) — p12 Z_Zl (Xu + Xoi” + Yi" + Yy ) (3.3)
1 - - 2 2 2 2
D13 == 2 ; (X1 X3 + Y1,Ys) — pis ; (X1® + X% + Y32 + Y3?) (3.4)
1 n n
Dy, 23 = 2 Z (X9 X3 + Y5;Y3) — pog Z (X2i2 + X532 + Yo, 2 + Y3i2) . (3.5)
i=1 i=1

A partir de Dy, 12, Dy 13 € D, 03, tomam-se entao decisoes parciais, comparando-se cada
variavel com um certo limiar v, assim como em (2.8). Posteriormente, a regra da maioria
é aplicada sobre as decisoes parciais com o intuito de se obter a decisao final do sistema.
Assim, decide-se por H; se pelo menos duas das decisoes parciais tiverem decidido por
H1. Caso contrario, decide-se por H,.

3.2.2.2 Desempenho do Detector

Como ilustrado na regiao hachurada da Fig. 3.3, a decisao por H; corresponde a uniao
das interseccoes entre cada par de eventos Dy, 12 > v, Dy, 13 > v € Dy 23 > 7. Desse modo,
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PFA e PD podem ser formuladas como

PFA =Pr[(Dp12 > vYN Dyas > 7)
U(Dpasz >N Dyog > )
U (Dna3 >N Do > ) [Hol (3.6)
PD =Pr[(Dp12 >N Dyys > )
U (Dypasz >N Dyog > )
U (Dn2s >N Dy > ) [Hal. (3.7)

Considerando-se o cdlculo da probabilidade de eventos nao disjuntos [6], as expressoes (3.6)
e (3.7) podem ser reescritas como

PFA = Pr[(Dy1s > ) N (Dors > ) [Ho]
+Pr[(Dniz > 7) N (Dn2s > 7) [Hol
+Pr[(Dns > ) N (Dnaz2 > 7) [Ho)

—2Pr[(Dpa2 > ) N (Dpas > 7) N (Do > ) |[Ho) (3.8)
PD =Pr[(Dniz2 >7) N (Dpas > 7) [Hi]
+Pr[(Dniz > 7) N (Dnaz > ) |Hi]
+Pr[(Dn2s > 7) N (Dna2 >7) [Hal
—2Pr[(Dpa2 > ) N (Dpaz > ) N (Dpas > ) |Hi), (3.9)

e, portanto, representadas em termos das FDPs conjuntas de D,, 12, Dy 13 € D), 23 como

PRA= [ [ fouuss (Duz, DusalHa) dD, 12 Do
v Y

+/ / JDni2,Dnos (D2, Dnas|Ho) dDy 12 dDy, 93
v Y

+/ / I Dy 13D (Dn,13, D3| Ho) dDy a3 dDy, 23
v Y

2 [ [ [ oussbisspin (Dusz, Duss, DosalHa) dDyiz dDss Do (310
v Y

PD :/ / fDn,lz,Dn,lg (Dn,127 Dn,13’7‘ll) an,12 an,13
v Y

+/ / I D2, Dnos (D2, Dnas|Hi) dDy 12 dD;, 93
v Y

+/ / JDnisDnos (Dns, Dnas|Hi) dDy 13 dDy, 93
v Y

(e.) o (e.@)
_2/ / / fDn,lg,Dn713,Dn723 (Dn,127 Dn,137 Dn,23‘Hl) an,lZ an,13 an,QS-
il vy v
(3.11)
Faz-se entao necessario especificar tais FDPs conjuntas para cada uma das hipdteses.

Para um nimero n de amostras suficientemente elevado, segue, pelo Teorema Central do
Limite, que D, 12, Dy13 € Dy 23 se aproximam de varidveis conjuntamente Gaussianas.
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Tabela 3.1: Elementos do vetor de médias e da matriz de covariancia de D,, 12, Dy 13 € Dy 23,
condicionados as hipoteses Hg e Hi.

P 2
My, = —40%p1o mip, =0
Ma1H, = —402013 Majp, =0
M3|H, = —402023 M3|H, = 0
Cupm, = % (1+ p3,) Cipy, =80 (=14 )" /n
Caoppyy = 8%4 (14 pls) Cooppy, = 80 (=1 4 0%3)2 /n
Cs3j34, = % (14 p33) O33|7-£1 = 80" (-1+ ,0%3)2 /n

Crapn, = %,012P13 Cropm, = T (,012P13( 1+ piy + P13>

—2p93 (— 1 + P12 + 013) + 012P13923)
Cuapn, = 47%4,012/)23 Ciapmy = (012023 (=14 piy + p33)
—2p13 (— 1 + 012 + /)23) + /)12/)13/)23)
CQ3|’H0 = 4%4,013023 C23|H1 = (;013023 ( I+ P13 + ;023)
—2p12 (— 1 + P13 + :023) + plap13pas)

Assim, é suficiente determinar o vetor de média

my
m2 | my (3.12)
ms
e a matriz (simétrica) de covariancia
Cn Crz Cis
CE2 | Cy Cpn Cy|. (3.13)
Cis Cas Css

O procedimento matemaéatico para se determinar m e C' em termos dos parametros de
entrada do sistema (p12, p13, po3 € 02) é muito extenso e entediante, como descrito no
Apéndice A. Os resultados finais estao apresentados na Tabela 3.1, que lista os elementos
de m e C para cada uma das hipoteses, Ho e Hy. As FDPs conjuntas correspondentes,
necessarias em (3.10) e (3.11), sao dadas por

1
fouanss Pz Puss) = orqaras
1 D12—m1 T -1 D12_m1
1[D, . , 3.14
e [ 2 [ Dz —mo Y| Dpaz —ma )
1
fons2.D0zs (Drazs Dras) = Gsrqoens

L'| Dpio—m ! 1| Dniz—m
—= ’ C ’ 3.15
o [ 2 [ Dyos—ms | % [ Dyas—mg (319)
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1
Dyis3, Dno3) = m—5+v—7~
fDn,13)Dn,23 ( 13 ,23) (271’)2 det (03)
1| Dypig—mo g 1| Dnjaz—mo
—— ’ C ’ 3.16
P [ 2 [ Dy 23 — mg > | Dnas—ms (3.16)
1
Dya2, Dyasy Dpos) = m—a——mr
fDn,lz,Dn,ls,Dn,m ( 12 13 ,23) (271‘)3 det (C)
T
Dn,12 —nmy Dn,12 —my
X €Xp ) D3 —ma C™' | Dpis—ma ; (3.17)
Dn,23 —ms Dn,23 —ms
em que
Cii Cho a | Cu Cis a | Coa Ca3
C, 2 , Oy 2 , O3 & 3.18
: [ Coo Co |" 7 Oy O |” 7 | Oy Oy (3-18)

e [-]7 indica transposicao. Aparentemente, ndo ha solucio em forma fechada para PFA e
PD dadas em (3.10) e (3.11), de modo que essas expressoes devem ser avaliadas numeri-
camente.

3.2.3 Detector Subotimo 2
3.2.3.1 Critério de Decisao

No detector subdtimo 1, a decisao final é tomada a partir de variaveis de decisao
parciais Dy, 12, D, 13 € D, 23 para cada par de antenas. Na verdade, partindo-se dessas
mesmas variaveis, é possivel melhorar a decisao. Isso é feito no detector subdtimo 2, como
ilustrado na Figura 3.2. Para tanto, em vez de se tomar e combinar (via regra da maioria
ou qualquer outra regra) as decisoes parciais, usam-se as variaveis de decis@o parciais para
compor um novo teste de hipéteses segundo o critério de Neyman-Pearson.

Como ja mencionado na secao 3.2.2, para um numero suficientemente elevado de amos-
tras, Dy 12, Dp13 € Dy, 23 podem ser aproximadas por varidveis Gaussianas com PDF con-
junta dada em (3.17), estando o vetor de média e a matriz de covariancia definidos na
Tabela 3.1 para cada hipotese, Hy e Hi. Segundo o critério de Neyman-Pearson, decide-
se pela hipdtese H; se a razao de verossimilhanca A (D, 12, Dy 13, Dy, 23) for maior que um
certo limiar +/, e pela hipétese H, caso contrario, ou seja,

H
A fDn,12,Dn,13,Dn,23 (Dn,l?v Dn,137 Dn,23|rH1> >1 ’Y/ (3.19)
—_— < . .
fDn,12yDn,137Dn,23 (Dn,12a Dn,13a Dn,QS‘HO) HO

A (Dn,127 Dn,137 Dn,23)

Substituindo-se (3.17) em (3.19), tem-se

Dn,12 — M1 H, g Dn,12 — M1H,
€xXp 7% Dn,13 — M2, Cf}.[l -1 Dn,lg — Ma|H,
det(Cyy,) Dy 23 — migpu, Dy 23 — mgpy,
A(Dp 12, D3, Dy o3) = {det(C’H )} = ,
1 Dy12 — man, D2 — myn,
exp 7% Dn,13 — M2, C’;[; Dn)lg — M2|H, ]
Dy, 23 — majn, Dy 23 — m3j,

(3.20)

em que os valores das médias e das matrizes de covariancia condicionados a cada hipdtese
estao dados na Tabela 3.1.
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3.2.3.2 Variavel de Decisao

A fim de simplificar a anélise de desempenho, e considerando que a fun¢ao exponencial
¢ monotonicamente crescente, uma variavel de decisao Dg,, pode ser definida a partir
de (3.20) como

/
Dguy = Dy sun, (3.21)
em que
T T
1 Dyp2 — mypn, ) Dyp2 — myn, Dy 12 ) Dy, 12
D, = —3 Dy 13 — maopn, Cu, | Dnaz—mgp, | — | Dnas Cuoy | Dnas )
Dy, 23 — ma3jp, Dy, 23 — m3j, Dy, 03 Dy, 03
(3.22)

e Kgyup € uma constante dada por

Ksub = 2 (Chajpy 2Cazjrty — 2C12120 Ciajao Cosirte + Chrzjity “Casjae + Crajre (Casiae > — Coyrte Casjits )
X (Cuzppy *Cogaey, — 2C1212, Crgp, Cosjey + Craiae, “Caspy + Crappy (Cosjay 2 — Cozpauy 033|(H1 ))),
3.23

escolhida de modo a cancelar o denominador de Dj,, em (3.22). Assim, comparar a
razao de verossimilhanga original A(D;, 12, Dy, 13, Dy 23) com um limiar 7’ é equivalente a
comparar a variavel de decisao Dg,;, com outro limiar correspondente . Portanto, a regra
de decisao em (3.19) pode ser reescrita como

H
Dgyy 2 7. (3.24)
Ho

Apos as devidas simplificagoes, a variavel de decisao Dg,;, é reduzida para

DSub = l)n,lQ2 Ac + Dn,12 Bc + l)n,l?)2 Cc + Dn,lS Dc + Dn,232 Ec + Dn,23 Fc
+ Dp12Dy 13 Ge + Dy 12Dy 03 He + Dy, 13Dy, 93 1o, (3.25)

em que A, B., C., D., E., F,, G., H. e I. sao constantes que dependem dos vetores de
médias e das matrizes de covariancia condicionais de D,, 12, Dy, 13 € D, 23, fornecidos na
Tabela 3.1. Mais especificamente, tais constantes sao dadas pelas seguintes expressoes:
Ac = (—2C1221, Crzjae, Caspy (Cosaee > — Core Cazpry ) + Crzpps “Casiay (Cazpre > — Cozpre Casaeg )

— Casjp, 2 (013\7{0 2022\7{0 = 2C12134, Cr13130 C23170 + Cr213,0 2033|7—L0 - (C'um1 - Cumo)

X (Casatg ® — Cozjry Caajato ) + Coziaty (Chapry 2 (Caspate > — Corty Caaprty ) + Casiaey (Chspay 2Cozjas

—2C12130 C13110 Coaiite + Cr2imo Cazite — (Ciprs — Ciija ) (Cozpre > — Coorte Ca3iate )

(3.26)

Be =2 (Cuga, *Conpry — 20121, Crappes Coaat, + Crzps *Cazaey + Crapps (Coapaey * = Coppey oy )
% (=Clasjao 211119 — Cromte Caajre Majry + Coirte (Cisjaee Moy + Crzjato M3 ) + Cozjity
X (033\7-10 min, — Ciaa, M3|n, )) (3.27)

Ce = (—2C1213, Ci33, Cazprey (Cuspao > — Chapao Cssire ) + Crzppy “Casay (Criae * — Chapae Caspis )
+ Cla, 2 (022|7-L1 Ci31n, i Ci31n, 2022|7—L0 + 2C1212, Ci3, Cosjme — Crapm, Cosjn i (012\7-10 2
+ Ciipro (Cozppy — Coziag ) Caapre ) + Crappy (Cozpaen 2 (Cazpre > — Ciapro Casiaeg ) + Casia
X (—022\1-11 C131%, ‘4 C13134, 2022\7—10 — 2012134, C1317 Co317 + Cr1j210 C231210 >+ (012|7-[0 2+ Cr1n,
X (Cazpry — Cozpry ) Caajy ) (3.28)
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D, =2 (Ci334, *Cazaty — 2C1234; Cisjaey Cospry + Cizaes “Casiaey + Crijpy (Cosjaey © — Cozpray Caapay )
X (_Ol2|’H0 033\7{0 HiHo — Clsmo 2#2|H0 + Clsmo (023\7—[0 P1He T C12|H0 H3|Ho) + CllIHo
X

(Casjay 2130 — Cosfro H3ji, ) (3.29)

Ee = (Cugjae, *Cozppey (Crzpan > — Cripao Ca21mt0 ) — 2C12021, Chspaes Casprty (Chziae > — Chapaeo Cazps )
+ Crap, 2 (=Chspage *Coorg + Caaats (Chopre > — Chifao Co2ato ) + 2C 120340 Cr3iate Cosis
— Cr134 Cospn >+ (—C’lzmg >+ Cr1110 Co27, ) CB3|7—L0) + Crim, (023|7-£1 2 (OI2|H0 i Crpo Coz1n )
+ Cagn, <C13\H0 2022\7—[0 + C3j3, (_012|’}-L0 e Chrim, Cozin, ) — 2C1211,0 C13170 C23124,
+ Ciipro Cosiy > + (Crzpe > — Crajmy Coaio ) Casas ) (3.30)
F. =2(Cispa, *Coiaey — 2C12p21, Chzjaey Caspry + Cropay *Caziae + Crappy (Cosagy 2 — Coappy Caspy )
X (023|7-10 (012|7{0 miyH, — Cll|7—to ma|H, ) + ClSH—LO (_022|H0 mijH, + Clzmo ma|H, )
X (=Chzppy >+ Criate Colt ) M3, ) (3.31)

Ge = =2 (Ciz12, 2Cozpmty (Czpro Cospe — Crzjre Caairte ) + Cropy Cazias (Craaeo Cospas
— Cha240 C331340 ) + Cr1a, (Cosjm, 2 Cao3, Csapar ) (Chapao Cosiry — Chyate Ca3ia )
+ Cra34, Ca34, (Csago *Cazprte — 2C120240 Cr3pre Caspre + Ciipre Cospre - + (Crzjaey
— Chpte Co21310 ) C31300 ) — Chsaey Cosjay (Clsjao 2C22|7-10 + 2 (Cia134, — Cray ) Crsjro Cosiae
+ Ciap (—2C1912, + Cr2iag ) Cazpry + Crpre (Cosja > — Cooirtg Caaiig ) (3.32)

He =2 (Cizi31, *Cozppty (Cizjao Co2imy — Czfro Cospre ) + Cripry (Cozpry > — Cooay Cazaey )
X (C13a10 Co2121s — Cr21210 C23210 ) + Ciziaty (2C12121, Cosjrty (—Chajme Coziate + Crzjae Co3jats )
— Coazy (Cuspre *Cazimty — 20121200 Crajay Cosiree + Cripre Cosiaeg © + (Crzpaey
— Ci1jre Cozpt ) Cs3i ) + Crz2paes (Crzpas Casiay (Casjao Cazm — Crzpmy Caspig ) + Cosan,

X (Ciaae Coaite — 2C12210 Crro Cosjro + Crpre Cosirty > + (Cizjat > — Cree Co2iy ) 033\(7-10 )))
3.33

I = =2 (Cuzpp, *Cozpty (Chapaee Crape — Crijao Caspr ) + Crzpy “Caspay (Crzirg Craae
— Chipao Casire ) — Crzpy Crsies (Caspry “Coziae — 2C121200 Crsjay Cosire + Crajry Cosng
+ 20933, (Cumg Cisiro — Ciine Czsmo) + (012\?-[0 i Cri, Co2pn ) 033\7-10) + Crim,
X (Cazppy % (Cropre Crapre — Crapro Cosio ) + Cozas Cazias (—Ch2ime Crapre + Crapro Cosian )
+ Cozpn, (013|7-L0 2C'22|91-10 — 2C1213, C1317 Co31#0 + Cr1j2t, Co31210 >+ (Cmmo 2
— Ciipao Co2i2 ) O3 ))) - (3.34)

3.2.3.3 Desempenho do Detector

Observa-se em (3.25) que a variavel de decisao Dg,;, ¢ uma soma ponderada de D, 12,
D, 13 e D, 23, dos seus valores quadraticos Dn,122, Dn,132 e Dn,2321 e dos termos cruzados
Dy12Dy 13, Dyi2Dyos € Dy 13Dy 03. Como resultado, mesmo para um numero arbitra-
riamente elevado de amostras — quando D,, 12, Dy 13 € D, 23 se aproximam de varidveis
Gaussianas — Dgu NAO pode ser também aproximado por uma Gaussiana. Em vez disso,
a determinagao da FDP de Dg,, deve ser feita via forga bruta, por meio de uma transfor-
magao de varidveis. Em particular, adota-se aqui a transformacao de (D, 12, Dy.13, Dp.23)
para (Dy12, Dyis, D).

A fim de facilitar o entendimento da transformagao, denota-se como W (-, -, ) a fungao
que mapeia D, 12, Dy 13 € D, 93 em Dg,, definida explicitamente por (3.25), e como
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Wi, e Wol(+,-,+) as duas raizes (sdo duas por conta do termo quadritico) que
mapeiam D, 12, Dy, 13 € Dgyp de volta em D, 93, obtidas como

1

Wl_l (Dn,12a Dn,137DSub) = ﬁ (*Hch,12 - Ich,l?; - Fc + (4Ec (* (Ach,122) - Bch,12 - C(c-Dn,132
- Gch,13Dn,12 - DCDn,13 + DSub) + (* (Hch,12) - Ich,13 - Fc) 2) 1/2>
(3.35)
1
WQ_l (Dn,12a Dn,137DSub) = ﬁ (*Hch,12 - Ich,l?) - Fc - (4Ec (* (Ach,122) - Bch,12 - C(c-Dn,132
- Gch,13Dn,12 - DCDn,13 + DSub) + (* (Hch,12) - Ich,13 - Fc) 2) 1/2> .
(3.36)

A partir dessas definigoes, a FDP conjunta de D, 12, Dy, 13 € Dgyp, pode ser escrita como

SDy12. D5 Doy (Pna2, Dy D 23)
fDn,127Dn,137DSub (D7"712’Dn’13’DSUb) - 8 - T:’iet(t])| | |

Dn,23:W1_1(Dn,lz,Dn,ls,Dsub)

IDp12.Dnrs,Dn oz (DPnii2, D13, D 23)

" det(J)]

)

D7L,23:W271(D71,127Dn,137DSub)

(3.37)

em que a PDF conjunta de D,, 12, D, 13 € D, 23 é definida por (3.17) e pelos parametros
na Tabela 3.1, J representa a matriz Jacobiana da transformacao, dada por

O0Dn12  0Dpji12  0Dn 12
0Dy 12 O0Dnj13  ODp 23

o 0Dn13  0Dpi13 0Dnas
J = ODn12  0Dpj13 ODnp23 ? (3’38)

0Dsyb,  9Dsup, ODsup
ODn12  0Dpj13 ODnp23

e det(-) representa a operagao de determinante. Apds as devidas simplificagoes, obtém-se

det(J) = Fo+ H.Dy 19 + 1Dy 13+ 2E.D,, 9. (3.39)

Uma vez definida a FDP conjunta de Dgyp, Dy 12 € D), 13, como em (3.37), é possivel
encontrar a PFA e a PD do detector integrando-se tal PDF sobre todo o suporte de D,, 12
e D, 13, e para Dg,, variando entre o limiar « e infinito. Assim, tem-se finalmente que

PFA - / / / fDn,127Dn,137DSub (Dn,127 Dn,137 DSU5|HO) dDqulQ an,13 dDSUb (340)
o —00 J —00

PD = / / / fDn,lz,D7L,13,DSub(Dn,127Dn,13,DSub|H1) an,12 an713 dDSub- (3.41)
Y —0o0 J —00

Aparentemente, nao é possivel obter solugao fechada para essas expressoes, de modo que
se deve recorrer a rotinas numéricas de integracao.

3.3 Conclusoes

Neste capitulo foram apresentados e analisados dois detectores subdtimos para um
radar meteoroldgico com trés antenas fixas de feixe largo.
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O primeiro detector foi projetado com base nas decisoes parciais majoritarias de de-
tectores otimos aplicados a cada par de antenas do radar. Desse modo, o radar acusa
uma detecgao se e somente se pelo menos duas decisoes parciais indica a presenca de
alvo. Determinou-se uma expressao geral para a probabilidade do evento de detecgao, em
termos de eventos conjuntos envolvendo as variaveis de decisao parciais. Com base nessa
expressao, foram obtidas formulagoes integrais para as probabilidades de deteccao e de
falso alarme do detector.

No segundo detector, em lugar de se combinar as decisoes parciais para cada par de
antenas, um novo teste de Neyman-Pearson foi elaborado sobre as trés variaveis de deci-
sao parciais, a fim de maximizar a probabilidade de deteccao. Desse processo, resultou
uma nova variavel de decisao. Em particular, mostrou-se que tal variavel nao deve ser
aproximada por uma distribuicao Gaussiana, diferentemente do primeiro detector. Em
vez disso, efetuou-se uma transformagao de variaveis convencional e, a partir dessa trans-
formacao, deduziram-se formulagoes analiticas para as probabilidades de deteccao e de
falso alarme do detector, novamente obtidas em forma integral.

No proximo capitulo, seréa detalhado o desenvolvimento de um detector 6timo para o
radar com trés antenas, bem como sera apresentada uma andlise preliminar correspondente
para um radar com N antenas.
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Capitulo

Deteccao Otima com Trés Antenas Fixas

No Capitulo 2 foi apresentado o detector 6timo para um radar meteorolégico com
duas antenas fixas de feixe largo, reproduzindo-se uma abordagem inovadora de baixo
custo proposta em [8, 7|. Este capitulo estende tal proposta, projetando e analisando o
detector étimo correspondente para o caso de trés antenas fixas. O intuito é avaliar como
o acréscimo de uma terceira antena pode reduzir o nimero minimo de amostras de sinal
necessario para garantir um bom desempenho a nova abordagem. Além disso, apresenta-
se uma analise preliminar do detector 6timo para o caso geral de um numero arbitrario
de antenas.

4.1 Teste de Hipdteses

O modelo sistémico do radar em questao é idéntico ao descrito na Se¢ao 3.1. Com base
nesse modelo, as FDPs conjuntas das observagoes X e Y definidas em (3.2), condicionadas
as hipdteses Hy e Hi, podem ser escritas respectivamente como

exp [_% Doy (X?Mﬁiiz + X?Mﬁizz)}

fxy (X, Y|Ho) = [(27)3 det(Myy,)]"

(4.1)

exp [_% D it (X?M;&Xi + X?Miixz’)]

[(27)? det(My,)]" ’
com X, = [X1; Xo; Xsi]T e Y, = [Yi; Yo Y37, Além disso, My, e My, representam as
matrizes de covariancia condicionais de X1;, Xo; e X3; (ou, equivalentemente, de Yy;, Ys;
e Y3;), dadas por

fxy (X, Y[Hy) = (4.2)

1 00
My, =ac>0 10 (4.3)
0 01
I pi2 p13
My, =0 pi2 1 pas |- (4.4)
p13 pa3 1

4.2 Critério de Decisao

Segundo o critério 6timo de Neyman-Pearson, ja apresentado nos capitulos anteriores,
decide-se pela hipétese H; se a razao de verossimilhanca A(X,Y) entre as hipdteses H; e
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Ho exceder um certo limiar 4/, e pela hipdtese Hy caso contrério, ou seja,

H
A(X,K) 2 fﬂ(zvz’}[l) >1 7/' (4'5)

fry (X Y[Ho) 47

4.3 Variavel de Decisao

A partir de (4.5), é possivel destrinchar melhor a regra de decisao em termos das
observagoes X e Y. O intuito é obter uma varidvel de decisao D,, 3 mais simples que a
razao de verossimilhanca original. O processo estd ilustrado na Fig. 3.2. Substituindo-
se (4.1) e (4.2) em (4.5), e realizando-se as devidas simplificacoes, obtém-se que

det(My,) " 1 ¢ H —1 —1

AX)Y)= | ———= —— S. — S, 4.6
) [det(/\/lm)} o [ 2 ; (S = M) ] )
em que S; = [Sy; Sy S3i]¥, com [-]# indicando conjugado transposto. A fim de simplificar
a analise, escalona-se a variavel de decisao como

Dy =D, 3Kp, (4.7)
em que .
Dia 2 57 (ST (Ml — M) ) (19
i=1
e Kp é uma constante dada por
Kp £ 0% (1= pYy — ply — 2p12p13P23 — P33) (4.9)

escolhida de modo a cancelar o denominador de D, ; em (4.8). Uma vez que a fungao
exponencial é mondtona e crescente, confrontar A(X,Y) com um limiar v/, como em (4.5),
¢ equivalente a confrontar D, 3 com outro limiar v. A normalizacao por n em (4.8) é
arbitraria. Finalmente, a regra de decisao em (4.5) pode ser reescrita como

D,s 2 7. (4.10)

4.4 Desempenho do Detector

Considerando-se um numero n de amostras suficientemente elevado, segue, pelo Te-
orema Central do Limite, que a varidvel de decisao D, 3 definida em (4.7) se aproxima
de uma Gaussiana. Desse modo, a caracterizacao de D,, 3 requer apenas a determinacao
de sua média e variancia, sob cada uma das hipdteses, Hy e H;. Para tanto, expande-
se (4.7), obtendo-se uma representacao para D,, 3 explicitamente em termos das multiplas
componentes em fase e em quadratura do vetor de observacoes, a saber:

Dy 3 = A(2p12 — 2p13p23) + B (2p13 — 2p12pa3) + C (2p23 — 2p12p13)
+ D (—p12® + prapizpas) + E (—p13® + prapisps) + F (—pas® + proprapes) »  (4.11)
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em que
A — Z?:l (Xu)?i% + Y1, Y2) (4.12)
B Yoy (Xlan3i +Y71;Y3) (4.13)
O — Z?:l (X2 X35 + Y5,Y5) (4.14)
D— Yo (X1z‘2n+ X0 + Y12 + Vo) (4.15)
E— Yoy (X2 + XZL‘Z + Y12 + Y32) (4.16)
r_ Z?zl (X9 + XZ‘Q + Ya,® + Y3,?) (4.17)
n

representam varidveis auxiliares. Pode-se notar que D, 3 ocorre na forma de uma soma
ponderada dessas variaveis, com os pesos sendo dados em funcao dos coeficientes de co-
rrelagao pia, p13 € po3 entre cada par de antenas. Portanto, a média e a variancia de D,, 3
podem ser obtidas a partir do vetor de médias p e da matriz (simétrica) de covariancia X
das varidveis auxiliares, definidos como

R
E{B}
E{C}

"= | E{D}
E{E}

| E{F} |

lI>

(4.18)

VAR{A} COV{A,B} COV{A,C} COV{A,D} COV{A,E} COV{AF} ]
COV{A,B} VAR{B} COV{B,C} COV{B,D} COV{B,E} COV{B, F}
COV{A,C} COV{B,C} VAR{C} COV{C,D} COV{C,E} COV{C,F}
COV{A,D} COV{B,D} COV{C,D} VAR{D} COV{D,E} COV{D,F}
COV{A,E} COV{B,E} COV{C,E} COV{D,E} VAR{E} COV{E,F}
COV{A,F} COV{B,F} COV{C,F} COV{D,F} COV{E,F} VAR{F} |

(4.19)
Apés uma série extensa e entediante de manipulacoes e simplificagoes algébricas, deta-
lhadas no Apéndice B, o vetor de médias e a matriz de covariancia sao obtidos como
na Tabela 4.1, para cada uma das hipoteses, Hy e Hi. Finalmente, utilizando-se esses
resultados em (4.11), apds algumas simplificagoes, a média e a variancia condicionais da
variavel de decisao D,, 3 podem ser determinadas como

\g|
(1>

E {Dn,S \7‘[0 } = 40° (3/312,013023 - ,0122 - ,0132 - P232) (4.20)
E{Dy3[H1} =0 (4.21)
8ot

VARA{D,3|Ho } = o (P12 + Pls — 4ptaprspas + pos + (P15 + pis) 2
— 2p1ap13p23 (3 + 20%5 + 2053) + pia (1+ 2055 + pT3 (2 +6p3;) )] (4.22)

8ot
VAR{Dy 3 |H1} = n (P%z + iy + P%:&) (_1 + ply + Pis — 2p12prapas + Pgs) % (423)
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[ ] 28
E{A} 0 202 1o
E{B} 0 20213
E{C} 0 207 pa3
E{D} 40 40
E{E} 10? 10?
E{F} 40 40
VAR{A} | = = (15 )
VAR{B} | %= 2 (1+ p1a?)
VAR {C} % %4 (1+ p2s®)
VAR({D} | = 52 (14 p1p?)
VAR{E} [ 5= 5% (1 + piz?)
VAR{F} [ 5= 5% (1 4 pag?)
COV {4, B} 0 % (p12p13 + p23)
COV{A,C} | O 29 (p1apas + p13)
COV{A,D} || 0 Soeiz
COV{AE} | O 1% (p13pas + pr2)
COV{A,F} || O 19 (pr13pes + pr2)
COV{B,C} || 0 2 (p13pas + p12)
COV{B, D} 0 % (p12p23 + p13)
COV{B,E} || 0 B
COV{B,F} || 0 1 (p1apas + prs)
CoOv{C,D} || 0 n4 (p12p13 + p23)
COV{C,E} | 0 19 (p1ap1s + pas)
COV{C,F} | 0 Bopas
COV{D, E} % % (1 + p12® + p13% + pa3?)
COV{D,F} || 2= | 2 (1+ p1o® + p1s® + p2s?)
COV {E, F} || 2= [ 22 (1 + p1® + p1s® + p23?)

Tabela 4.1: Elementos do vetor de médias e da matriz de covariancia das varidveis auxiliares A,
B, C, D, E e F, condicionados as hipéteses Hg e H;.
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Antena 1 ﬂ

B Interseccao
entre células de
Antena 2 > resolucio
B

Antena 3 <

Antena N %

Figura 4.1: Vista superior do radar meteorolégico com N antenas.

Substituindo-se (4.20)-(4.23) em (2.13) e (2.14), a PFA e a PD do detector 6timo para
trés antenas sao obtidas em forma fechada como

v — 4 (3p13pasp12 — pia — pis — p33) 0

PFA =
@ \/(ﬂ‘ﬁ—4ﬂ13p23p{’2+((Gp§3+2)ﬂf3+2p§3+1)p?2—2013023(2p§3+2p§3+3)p12+p%3+p§3+(p?3+p§3)2)(804)
(4.24)
~
PD=Q : (4.25)

\/804(P%2+P?3+P33)(*prﬁp%ﬂﬁa*2P12plsp2s)"‘
n

4.5 Deteccao Otima com N Antenas

Este secao apresenta uma investigacao preliminar do detector 6timo para o caso geral
de um radar com um numero arbitrario N de antenas fixas. O detector é devidamente
projetado, ou seja, a sua variavel de decisao é especificada em termos das observacoes de
sinal nas antenas. Por outro lado, nao se obtéem expressoes analiticas para as probabilida-
des de deteccao e de falso alarme. Essa segunda tarefa requer um tratamento matematico
de maior complexidade, devendo ser objeto de trabalhos futuros.

A Figura 4.1 apresenta o sistema de radar generalizado, composto por N antenas
alinhadas, com antenas adjacentes estando separadas por uma linha de base de compri-
mento B. Da mesma forma que nos sistemas com duas ou trés antenas ja apresentados,
cada antena possui uma célula de resolucao individual, delimitada por suas resolucoes em
alcance e angular. Uma regiao é formada a partir da interseccao das células de resolugao
das varias antenas, determinando a resolucao em azimute #,.s do radar. Pode-se notar
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que a amplitude da regiao de intersecao diminui com o aumento do niimero de antenas, o
que deve ser considerado na pratica para o dimensionamento adequado do sistema.

Seguindo o mesmo procedimento apresentado na Secao 3.1 para trés antenas, os sinais
recebidos por cada uma das N antenas podem ser escritos como

Shi = Xni + JYhis (4.26)
em que o subindice h identifica a antena (h = 1,2,..., N) e o subindice i denota o tempo
discreto (i = 1,2, ...,n), com n sendo o nimero de amostras observadas por cada antena.

Como discutido em [7], X}; (componentes em fase) e Yj,; (componentes em quadratura)
sao independentes entre si. Além disso, Sy; e Sy; sao independentes de Sy; e Spi, Vi # k.
Sob condigoes bem gerais, mostra-se ainda que Sy;, So;, . . ., Sni sao processos Gaussianos
brancos circularmente simétricos e identicamente distribuidos, de modo que Xj; e Y}; sao
varidveis Gaussianas de média nula e mesma variancia o2 [7]. Por outro lado, Xj; e Xj;
(bem como Yj; e Y};), Yh # [, podem ser mutuamente independentes (se nao existe alvo,
ou seja, sob a hipétese Hy) ou apresentar certo coeficiente de correlacao pp; (se existe
alvo, ou seja, sob a hipdtese H;). Em outras palavras, as matrizes de covariancia de
X4, Xoi, - .., Xni (ou, equivalentemente, de Y7;, Y, ..., Yy;), condicionadas as hipoteses
Ho e Hi, sao dadas respectivamente por

(100 ... 0]
010 0
Mpypg =00 01 0 (4.27)
i 000 ... 1 1 ven
[ 1 p opis .. pin
piz2 1 po3 P2N
My, =0 | P13 p23 1 P3N | . (4.28)
| PIN P2N P3N --- 1

Agrupando-se as componentes em fase e em quadratura das N antenas, obtém-se uma
representacao compacta para os sinais observados:

X ={Xu,Xo1,..., Xn1, Xa2, Xoo, ..., Xvo, -+, X, Xon, -+, Xvn } (4.29)
Z - {}/117}/217 s 7YN17}/127}627 s 7YN27 e 73/171,7}/2717 s 7YNTL} . (430)

Com base no modelo sistémico apresentado, as observagoes X e Y seguem uma distribuigao
Gaussiana multivariavel. Considerando-se a independéncia entre as componentes em fase
e quadratura, a independéncia entre amostras para instantes distintos e as matrizes de
covariancia condicionais em (4.27) e (4.28), as FDPs conjuntas condicionais de X e Y para
cada hipdtese podem ser obtidas como

o
XY = —7§ x.T X +v.” “y.
fxy (X, Y [Ho) [(ZW)Ndet (MN\HO)]nexp 9 P (—z MN|H0 X+ X, MN\’HO —z)
(4.31)
1 1«
XY = —= x.T “1x 4+v.7T -y,
Jaor G = 1m0 dor (M )] P | 2 2 (X" Mavpe, X+ Y3 Mivip, ~ Y5 |

(4.32)
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em que X; = [Xy; XQZ XnilTeY, = [YM Yo -+ Y] . Alternativamente, utilizando-se
notagao complexa S; 2 [S1; S+ SNZ] , (4.31) e (4.32) reduzem para

1 [ ]
X.Y — —= H ey .
(X, X[Ho) [ (2m)N det (MNlHo)] n P L 2 ; (52 Mt ﬁl)_ 3
B 1 __1 - H —1 _
fxy (X, Y|Hy) = oY det (V)] 0P | 2 Z (8" M, §i)_ L (434)

A partir desses resultados, atendendo-se ao critério 6timo de Neyman-Pearson, a razao
de verossimilhanca é construida como

Ay - D YY) [det (MNmo)] o [_; Enj(ﬁﬁ (Mase, ™ — Mape, ) 59|

ny (X Y‘,Ho) det (MN|H1) i—1
(4.35)
de modo que a varidvel de decisao D,, xy pode ser definida como
Dy n=— Z T ( My, ™ = Myp, 1) S)) (4.36)
e a regra de decisao como
Hy
D,n 2 7. (4.37)
Ho

4.6 Conclusoes

Neste capitulo foi apresentado o detector 6timo para trés antenas fixas, com base em
um teste de hipdteses por razao de verosimilhanga. A fim de facilitar a caracterizagao
da variavel de decisao, foram definidas diversas variaveis auxiliares, tendo-se encontrado
o vetor de médias e a matriz de covariancia correspondentes. Com base nessa descri¢ao,
foram obtidas expressoes fechadas para a PD e a PFA do detector 6timo, dadas em funcao
do nimero de amostras, do limiar de deteccao e dos coeficientes de correlacao entre cada
par de sinais. Por fim, o projeto do detector 6timo foi estendido para o caso geral de N
antenas. No entanto, PD e PFA nao foram determinadas para esse caso, devido a grande
complexidade da analise.

No préximo capitulo sera realizada uma comparacao de desempenho entre os detectores
6timo e subdtimos propostos nesta Dissertacgao.
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Capitulo

Resultados Numeéricos

Neste capitulo sao confrontados resultados analiticos e simulados para cada esquema
de deteccao proposto, variando-se a quantidade de amostras e os valores dos coeficien-
tes de correlacao entre os sinais recebidos pelas antenas. Os célculos foram feitos em
MATHEMATICA® e as simulacoes foram feitas em MATLAB®.

As Figuras 5.1a, 5.1b e 5.1c ilustram o desempenho dos detectores 6timo, subétimo 1
e subotimo 2, respectivamente, apresentando PD e PFA em funcao do limiar de decisao
~v. Como exemplo, foram adotados os seguintes valores de parametros: 100 amostras
(n = 100), variancia unitdria para as componentes em fase e em quadratura (o2 = 1) e
coeficientes de correlacao iguais a p12 = 0.3, p13 = 0.1 e pog = 0.2. As figuras incluem
curvas tedricas, obtidas a partir das expressoes analiticas deste trabalho — (3.10), (3.11),
(3.40), (3.41), (4.24) e (4.25) —, e curvas obtidas por simulagao de Monte Carlo. Note
como teoria e simulacao estao em perfeito acordo em todos os casos apresentados, o
que atesta a validade das expressoes analiticas deduzidas. A Fig. 5.1d reapresenta o
desempenho dos detectores, desta vez com PD dada em funcao de PFA, para o mesmo
cenario anterior. Nessa figura, observa-se como o detector 6timo é consideravelmente
superior aos detectores subotimos propostos — sobretudo ao detector subétimo 1 —,
fornecendo o maior valor de PD para cada valor PFA. Para uma PFA de 10~4, por exemplo,
os detectores 6timo, sub6timo 2 e sub6timo 1 apresentam uma PD em torno de 91%, 87%
e 40%, respectivamente. Como esperado, o detector sub6timo 1 tem o pior desempenho.

E interessante quantificar como o grau de superioridade do detector 6timo em relagao
a cada detector subdétimo evolui a medida que se aumenta o nimero de amostras ou os
valores dos coeficientes de correlagao. Isso é apresentado nas Figuras 5.2 e 5.3.

A Figura 5.2 mostra PD versus PFA para 100, 500, 1000 e 1500 amostras, fixando-se
os coeficientes de correlagao (p12 = p13 = pa3 = 0.1) e a variancia (62 = 1). Obviamente,
como atestado na figura, o desempenho de todos os detectores melhora a medida que se
aumenta o nimero de amostras, sendo liderado pelo detector 6timo, seguido dos detectores
subdtimos 2 e 1, nessa ordem. Por outro lado, menos 6bvio é o fato de que os desempe-
nhos dos trés detectores se distanciam mutuamente a medida que o nimero de amostras
aumenta. Por exemplo, para uma PD fixa de 80%, os valores observados de PFA para os
detectores 6timo, subdtimo 2 e sub6timo 1 com n = 100 sao 6.33 x 1072, 7.52 x 1072 ¢
1.21 x 107!, respectivamente; com n = 500, sao 3.23 x 1075, 8.26 x 1076 ¢ 8.97 x 107?;
com n = 1000, 8.76 x 10712, 2.27 x 107" ¢ 1.01 x 107%; e com n = 1500, 1.18 x 10~'7,
2.09 x 10716 ¢ 1.31 x 107!2. Assim, para n variando de 100 a 1500, a PFA do detector
6timo varia de 0 a 1 ordem de grandeza inferior a PFA do detector sub6timo 2, e de 1 a
5 ordens de grandeza inferior a PFA do detector subdtimo 1. Em suma, quanto maior o
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nimero de amostras, melhor é o detector 6timo em relagao a cada detector subétimo, e
melhor é o detector sub6timo 2 em relagao ao detector subdétimo 1.

A Figura 5.3 mostra PD versus PFA para coeficientes de correlagao iguais a 0.01, 0.1, 0.5
e 0.9, fixando-se o nimero de amostras (n = 100) e a variancia (62 = 1). Observa-se um
comportamento similar ao do caso anterior. Ou seja, a medida que o valor dos coeficien-
tes de correlagao aumenta, os desempenhos dos trés detectores melhoram e se distanciam
mutuamente. Por exemplo, para uma PD fixa de 80%, os valores observados de PFA para
os detectores 6timo, subdtimo 2 e subdtimo 1 com pia = pi3 = pa3 = 0.01 sao 7.27 x 1071,
7.30 x 107! e 7.37 x 1071, respectivamente; com p1s = p13 = pa3 = 0.1, sdo 6.33 x 1072,
7.52 x 1072 e 1.21 x 107%; com p1a = p13 = pog = 0.5, 6.29 x 1072, 527 x 1072 ¢
3.21 x 107%6; e com p1z = p13 = paz = 0.9, 1.28 x 1074, 1.24 x 1073 e 1.23 x 10726,
Assim, para o valor dos coeficientes de correlacao variando de 0.01 a 0.9, a PFA do de-
tector 6timo varia de 0 a 2 ordens de grandeza inferior & PFA do detector subdtimo 2, e
de 0 a 15 ordens de grandeza inferior a PFA do detector subétimo 1. Em suma, quanto
maior o valor dos coeficientes de correlacao, melhor é o detector étimo em relacao a cada
detector subdtimo, e melhor é o detector subotimo 2 em relacao ao detector subdtimo 1.
Em particular, observa-se que para valores muito baixos do coeficiente de correlagao (0.01,
no exemplo), os desempenhos dos detectores subdtimos se aproximam do étimo.

A Figura 5.4 apresenta uma comparacao de desempenho entre o detector 6timo de
duas antenas em [8] e o detector 6timo de trés antenas desenvolvido nesta Dissertagao.
Mais especificamente, avalia-se o impacto do nimero de amostras (200, 300, 400 e 500)
sobre o desempenho de cada detector, fixando-se os valores dos coeficientes de correlagao
(p12 = 0.3, p13 = 0.1 e py3 = 0.2) e da variancia (0> = 1). Novamente, observa-se
que os desempenhos dos detectores melhoram e se distanciam mutuamente a medida que
o numero de amostras aumenta. Por exemplo, para uma PD fixa de 80%, os valores
observados de PFA para os detectores 6timos de duas e trés antenas com n = 200 sao
2.93x 1077 e 1.99 x 1071, respectivamente; com n = 300, sao 1.51 x 1071 e 2.40 x 10~15;
com n = 400, 7.22 x 107" e 2.45 x 1072°; e com n = 500, 3.42 x 10717 e 2.63 x 10~%.
Assim, para n variando de 200 a 500, a PFA do detector 6timo de trés antenas varia de
3 a 8 ordens de grandeza inferior a PFA do detector 6timo de duas antenas. Em suma,
quanto maior o niimero de amostras, melhor é o detector 6timo de trés antenas em relacao
ao detector 6timo de duas antenas.

Por fim, a Figura 5.5 compara os detectores 6timos de duas e trés antenas para dife-
rentes valores de coeficientes de correlagao, fixando-se o nimero de amostras (n = 500) e a
variancia (02 = 1). Além disso, fixa-se também o coeficiente de correlagao entre as antenas
1L e2 (p12 =0.3). O comportamento observado é similar ao do caso anterior. Ou seja, a
medida que os valores dos coeficientes de correlagao p;3 e po3 aumentam, o desempenho do
detector 6timo de trés antenas melhora, distanciando-se do de duas antenas. Por exem-
plo, para uma PD fixa de 80%, o valor observado de PFA para o detector étimo de trés
antenas com pjo = 0.3, p13 = 0.1 e py3 = 0.2 é 2.63 x 1072%; com p13 = p13 = pa3 = 0.3, é
4.53 x 10747; e com p1a = 0.3, p13 = 0.9 € pa3 = 0.99, 4.41 x 10~ 3. Por outro lado, a PFA
do detector étimo de duas antenas é 3.45 x 107! em todos os casos, uma vez que o valor
de p1o € fixo. Assim, nesses casos, a PFA do detector 6timo de trés antenas varia de 8 a
96 ordens de grandeza inferior & PFA do detector 6timo de duas antenas. Note que, para
o caso especial em que o sinal da terceira antena é completamente descorrelacionado dos
sinais das antenas 1 e 2 (p1a = 0.3, p13 = pa3 = 0), os dois detectores apresentam o mesmo
desempenho. Isso é esperado, uma vez que esse caso representa um cendrio degenerado
em que a terceira antena nao sinaliza quando da presenca de alvo, nao trazendo ganho
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Figura 5.1: PD versus PFA versus limiar de deteccdo (n = 100, 02 =1, p12 = 0.3, p13 = 0.1 ¢

p23 = 0.2).

algum, portanto.
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Figura 5.2: PD versus PFA (02 = 1, p1a = p13 = p23 = 0.1).
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Figura 5.3: PD versus PFA (n = 100, 02 = 1).
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Figura 5.4: PD versus PFA: detecgdo étima com duas ou trés antenas (0° = 1,pjo 0.3,

P13 = 0.1e P23 = 02)
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Figura 5.5: PD versus PFA: detecgdo étima com
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Capitulo

Conclusoes e Perspectivas

Recentemente, em [8, 7], foi proposta uma abordagem inovadora para a construgao de
radares meteorolégicos, com base em duas antenas fixas de feixe largo. A grande vantagem
dessa nova abordagem frente a abordagem tradicional — uma antena girante de feixe
estreito — é o menor custo e o menor tempo de varredura. Por outro lado, verificou-
se na ocasiao que uma quantidade muito elevada de amostras dos sinais recebidos pelas
antenas seria necessaria para o funcionamento a contento da nova proposta de radar. Além
disso, sinalizou-se entao o uso de antenas adicionais como uma estratégia promissora de
se contornar a exigéncia por muitas amostras.

Esta Dissertacao representa um primeiro esfor¢o rumo ao uso de multiplas antenas em
radares meteorologicos sob essa nova abordagem. Mais especificamente, foi adicionada
uma terceira antena ao radar, e foram projetados e analisados um detector 6timo e dois
detectores sub6timos para o sistema. As probabilidades de deteccao e de falso alarme cor-
respondentes foram obtidas em forma fechada para o detector 6timo e em forma integral
para os detectores subdtimos. Além disso, uma série de exemplos numéricos foram apre-
sentados e discutidos, indicando uma vantagem crescente para o detector étimo de trés
antenas frente aos detectores subdétimos, e ao detector 6timo de duas antenas a medida
que o numero de amostras ou o grau de correlagao entre os sinais aumenta. Por fim, mas
nao menos importante, o projeto do detector 6timo foi generalizado para o caso de um
nimero arbitrario de antenas, embora a andlise de desempenho tenha sido adiada nesse
caso, por ser muito complexa.

Trabalhos Futuros

Um desdobramento natural e relevante deste trabalho é analisar o desempenho do
detector 6timo projetado para o caso geral com um nimero arbitrario de antenas. Embora
a variavel de decisao desse detector tenha sido plenamente especificada em (4.36) em
termos dos sinais das antenas e das matrizes de covariancia associadas, a caracterizagao
estatistica de tal variavel, necessaria ao calculo das probabilidades de deteccao e de falso
alarme, é desafiadora. Mais especificamente, o desafio é encontrar a média e a variancia
dessa variavel de decisao. Nos casos com duas e trés antenas, o problema é mais simples,
ja que a variavel de decisao pode ser expandida na forma de uma funcao explicita de uma
quantidade finita de sinais das antenas, como feito em (4.11) para trés antenas. Assim, a
média e a variancia podem ser calculadas com base em relagoes fundamentais da teoria
de probabilidade (tal procedimento é extenso e entediante, mesmo para esses casos!). Por
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outro lado, com um niimero arbitrario de antenas, fica dificil (sendo impossivel) expandir
a formulagdo original (matricial) para a varidvel de decisao na forma de uma fungio
explicita dos varios sinais das antenas. Nesse caso, a solucao parece demandar um novo
arcabougo matematico, em que a notacao matricial seja a linguagem nativa. A busca por
esse arcabouco e pela solugao decorrente devem ser objeto de trabalhos futuros.
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Apéndice

Caracterizacao das Variaveis de Decisao
D12, Dy 13 € Dy 93

Conforme apresentado no Capitulo 3, as varidveis de decisao D, 12, Dy 13 € Dy, 23 sao
definidas como

1 n n
Dy 12 = 2 Z (X1 X9 + Y1:Y%:) — p12 Z (X1i2 + Xoi? 4+ Y12 + Y2i2) (A1)
i=1 i=1
1 n n
Di 13 = 2 Z (X1 X5 + Y1, Ys) — pis Z (X1i2 + X537+ Y + YgiQ) (A.2)
i=1 i=1
1 n n
Dpoz=—[2) (XoiXs; + Yo;Ys;) — Xoi2 + X32 + Vo2 + V3,2 A3
3= 2(234—23) ,0232(2+3+2+3)> (A.3)

i=1 =1

e cada uma delas constitui (para n — co) uma varidvel Gaussiana com certa média e va-
riancia. Vale lembrar que todos os processos envolvidos sao independentes para instantes
de tempo distintos, e que as componentes em fase (X;, Xo; e X3;) sdo independentes das
componentes em quadratura (Yy;, Ys; e Y3;). Por outro lado, Xi;, Xo; e X3;, assim como
Yii, Y5 e Y3, podem ser independentes ou correlacionadas, dependendo da auséncia ou
presenca de alvo na regiao de interseccao entre as células de resolugao das antenas. A
caracterizagao das variaveis de decisao D,, 12, D, 13 € D, 03 serd realizada nas secoes a
seguir.

A.1 Vetor de Médias

O vetor de médias m para D, 12, Dy 13 € D,, 23 é definido como

my E {Dn,12}
mo E {Dn,13} . (A4)
ms E {Dn,23}

A

[I>

m



Apéndice A. Caracterizagao das Varidveis de Decisao D), 12, Dy 13 € Dy 23 57

A.1.1 Meédia de Dn,12

Aplicando-se o operador de média em (A.1), tem-se que
1 . 1 .
E{Dy12} =—E {2 Zl X1:Xoi + Yu@} —-E {p12 Zl X2+ X5+ Y2+ YQ%} . (A5)

Sabendo-se que a média da soma de n varidveis aleatérias identicamente distribuidas é
igual a n vezes a média de uma das variaveis aleatérias, segue que

E{Dn12} =2 E{X1; Xo; + Y1, Yai} — p12 B{X}, + X5, + Y + Y5} (A.6)

Entao, fazendo-se uso do modelo estocastico descrito no Capitulo 3, e condicionando-se a
média de D, 12 as hipéteses Hy e Hi, obtém-se, respectivamente,

M, = — 40°p1a (A7)
mipp, =2 (202[)12) — P12 (402) =0. (A.8)

A.1.2 Meédia de Dn713

Aplicando-se o operador de média em (A.2), tem-se que
1 - 1 -
E{Dy1s} =—F {2 ; X1 X3 + Ylyg} —-E {p13 ; X2+ X5+ Y2+ Ygi} (A.9)

Sabendo-se que a média da soma de n varidveis aleatorias identicamente distribuidas é
igual a n vezes a média de uma das variaveis aleatorias, segue que

E{D,13} =2 E{X; X35 + Y1,Y3:} —p13 E {Xi + X32i + Y2+ Y;),QZ} (A.10)

Entao, fazendo-se uso do modelo estocastico descrito no Capitulo 3, e condicionando-se a
média de D,, ;3 as hipdteses Hy e H;, obtém-se, respectivamente,

m2|H0 = — 40'2p13 (All)
Moy, =2 (202/)13) — P13 (402) = 0. (A.12)

A.1.3 Meédia de Dn723

Aplicando-se o operador de média em (A.3), tem-se que

i=1 =1

1 - 1 -
E{Dy2}=—F {2 > XoiXsi+ Ym} - B {ng D X5+ X+ Y+ 1@3} (A.13)

Sabendo-se que a média da soma de n varidveis aleatorias identicamente distribuidas é
igual a n vezes a média de uma das variaveis aleatérias, segue que

E{D,23} =2 E{X0: X3 + Yo;Y3;} — pos E{X3, + X5, + Yy, + Yy } (A.14)

Entao, fazendo-se uso do modelo estocastico descrito no Capitulo 3, e condicionando-se a
média de D,, o3 as hipdteses Hy e H;, obtém-se, respectivamente,

mgiH, = — 40'2p23 (A15)

Mapp, =2 (20°p23) — pas (40%) = 0. (A.16)
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A.2 Matriz de Covariancia
A matriz de covariancia C para D,, 12, Dy 13 € D), 23 € denotada como

Cll C(12 013
C = 012 022 023 . (A.17)
C’13 023 033

A.2.1 Variancia de Dn712, Dn,13 e Dn723

Aplicando-se a defini¢ao de variancia em (A.1), e sabendo-se que a variancia da soma
de n variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas é n vezes a variancia
de uma das variaveis, tem-se que

1
VARA{D, 12} = o [E { (2 (X1 X9 + Y1,Y2:) — p12 (X121 + X22i + Yﬁ + }/221)) 2}
—E {2 (X1 Xoi + YiiYai) — pra (X3 + X5, + Y5+ Y5) 1 2] (A.18)

Expandindo-se (A.18), chega-se a

VAR{D, 12} = % [8 E{X1:X0:Y1,Yo:} + 4 E{ X7, X5} + 4 E{Y Y5}

—4pp E {X?iXQi} —4pp E {Xlngi} —4pp E {X1¢X2iY12Z-}

—4pp E {XiYuYzz} —4pp E {XQQZYMYQZ} —4pp E {Yﬁym}

+ 01y E{X1i} — 4p1o E{ X1 X0:Y5 } — 4p12 E{Y1,Y50}

+ 210%2 E {X121X22@} + P?z E {Xgli} + 2:0?2 E {X121Y121} + 2:0%2 E {X22@Y121}
+ 210%2 E {X121Y221} + 210%2 E {XQQZYQQZ} + 2:0%2 E {Y12@Y22@} + P%Q E {th}
+pto B{Y5} = (2(E{X1: X2} + E{Y1.Yai}) — pr2 (E{ X7} + E{X3,}

BV +E{2))’]. (A19)

Utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 3, e aplicando-se a hipdtese H,
em (A.19), tem-se que

1
Chijpo = VAR { Dy 10| Ho} = - [3p%204 + 3p2,0t + 2p2,0t + 2000 + 2p2,0" + 4ot + 4ot
+3p§204 + 3pf204 + 2p%204 + 2p§204 + 2p2204 — (—p12 (402)) 2} .

(A.20)

Expressoes correspondentes podem ser formuladas para as variancias de D, 13 e D), o3.
Assim, apés as devidas simplificacoes, as variancias de D,, 12, D13 € D,, 23 sob a hipdtese
H, sao obtidas respectivamente como

4

8o
Ciipny = VAR Dy 12|Ho} = o (1+ piy) (A.21)

4

8o
Coopy = VAR Dy 13| Ho} = e (1+ pis) (A.22)

4

8o
Caajro = VAR { D s|Ho} = —— (1+ p33) - (A.23)
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Similarmente, utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 3, e aplicando-se a
hipétese H; em (A.19), tem-se que

1
Crapy = VAR{Dy ol Ha} = — [=120"p}, + 40 (267, + 1) +40° (207, +1) +8 (0% pn2)
- 1204&2 - 404P%2 - 404P%2 - 404P%2 - 404P%2 - 12040%2
+ 30" piy + 30" ply + 2007, — 120 iy + 20%pT, (207, + 1)
+ 207 piy + 30 iy + 20%pTy + 20% Py + 2071, (201, + 1)
+30'4p%2 — (2 (20'2p12) — P12 (40’2)) 2:| . (A24)
Expressoes correspondentes podem ser formuladas para as variancias de D,, 13 e D), 23. Da

mesma forma, apds as devidas simplificacoes, as variancias de D, 12, Dy 13 € Dy, 23 sob a
hipétese H; sao obtidas respectivamente como

8ot
Cripts = VAR { Dol Ha} = —— (=14 phy) ?

4

8c
Cogpp, = VAR{D,, 13/ H1} = o (_1 + 033) 2

4

8c
Csgip, = VAR { D3| Ha} = o (—1 + ,033) g

A.2.2 COV{D, 12, D, 13}

A partir de (A.1) e (A.2), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. ¢ igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

1
COV{D, 12, Dpas} = ECOV {2 (X1 X9 + Y1,;Y5;) — pr2 (X12, + XQQZ' + Y122 + YQQZ) ;2
X (X1 Xsi + YiYs) — pis (X5 + X5, + Y3+ Y5) ) (A.25)

Usando-se a definicao de covariancia, segue que

1
COV {Dy 12, Dy13} = - [E { (2 (X1 Xos + Y1Y2;:) — p12 (X127, + X5+ Y+ Yz%))
X (2 (X1 Xai + Y1 Ya) — prs (X5, + X5, + Y+ Y5)) }
— E{2(X0uXoi + Y1iYos) — p1o (X5 + X5, + Y, + Y5) }
x E{(2(X1: X3 + YiiYai) — p1s (X7, + X5+ Y5+ Y5) } . (A26)
Entao, simplificando-se (A.26), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 3,

a covariancia entre D,, 15 e D, 13 condicionada as hipdteses Hy e H; pode ser obtida
respectivamente como

4ot

Clzmo = COV{Dn,m Dn,13|HO} = 7012P13

4ot
Ciojy, = COV {Dn12, Dy 13| H1} = o (Plzpls (P%Q + 9%3 - 1)

+p12p1spig — 2 (Pla + pis — 1) pas) - (A.27)
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A.2.3 COV{D,12, D23}

A partir de (A.1) e (A.3), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

COV {Dy12, Dpas} = %COV {2 (X1 X0 + Y13Ya:) — pr2 (X7, + X5, + Y+ Y5) , 2
X (Xoi X3 + Ya;Yai) — pos (X5 + X3, + Y + Yy | (A.28)
Usando-se a definicao de covariancia, segue que
COV {Dy 12, Dy g3} = % [E { (2 (X1 X9 + Y1,Y5) — pr2 (XM + X5 + Y2+ YQ%))
X (2( X9 Xsi + YaiYsi) — pos (X3, + X5, + Y5 + Y5))) }
— E{2(X0uXoi + YiiYos) — pro (X5 + X5, + Y, + Y5)) }
X E{(2(XoiXai + YaiYai) — pos (X5 + X5+ Y5, + Y5) }] . (A29)

Entao, simplificando-se (A.29), e utilizando-se o modelo estocéstico descrito no Capitulo 3,
a covariancia entre D, 1o e D, 23 condicionada as hipéteses Ho e H; pode ser obtida
respectivamente como

404
013\710 = COV{Dn 12 n23|H0} = —p12p23
o
C113|’H1 = COV {Dn 127 n 23|H1} - (P12P23 (p12 + ,023 ].)
+P12P13P23 —2(pty + 3 — 1) p1s) - (A.30)

A.2.4 COV {Dy13, Dyas}

A partir de (A.2) e (A.3), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que
COV {Dy13, Dpos} = %COV {2 (X1 X5 4+ Y13Ys:) — pus (X7 + X5 + Y+ Y5) 2

X (X0 Xai + Yo Yai) — pos (X3 + X5+ Y + V) }. (A.31)
Usando-se a defini¢ao de covariancia, segue que
COV {D,13, Dpos} = % [E{(2(X1uXs + YiiYs) — pis (X3 + X5, + Y2+ Y5))
X (2(X0i X3 + YaiYsi) — pos (X3, + X5, + Y5 + Yy)) }
—E {2 (X1 X3 + Y13 Y3:) — pi3 (Xlzz + X5+ Y+ 3/?322)}
x E{(2(Xoi X3 + YY) — pos (X3, + X5, + Yo + Y5) } . (A32)
Entao, simplificando-se (A.32), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 3,

a covariancia entre D,, 13 e D, 03 condicionada as hipdteses Hy e H; pode ser obtida
respectivamente como

4ot
023\7{0 = COV {Dn,137 n23|H0} = —P13023

o
Casiy, = COV {Dp3, Dpos|Hi} = (P13023 (P13 + P33 — 1)

+P12P13P23 —2 (013 + P23 - 1) P12) . (A.33)
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Apéndice B

Caracterizacao da Variavel de Decisao Dy, 3

No Capitulo 4, a varidvel de decisao D, 3 foi definida como

Dn,3 =A (2P12 - 2p13p23) +B (2P13 - 2,012P23) +C (2P23 - 2;012/013)
+ D (—P122 + ;012p13;023) +FE (—0132 + P12013P23) + F (—0232 + P12P13P23) , (B.1)

em termos das seguintes variaveis auxiliares:

o (XuiXo + Y1 Ya)

A= - (B.2)
B— Yoy (X1iXa 4+ Y1:Y3) (B.3)
O = Z?zl (Xzz')?&' + Y5, Y3;) (B.4)
D Yoy (X1i2n+ X2 + V1,2 + Yo%) (B.5)
o S (Xt + XZiZ + Y12 + Y3:?) (B.6)
r— Z?:l (X% + Xgﬂ + Y2, + }/331'2)' (B.7)

Considerando-se um nimero suficientemente elevado de amostras, segue, pelo Teorema
central do Limite, que D,, 3 pode ser considerada como uma varidvel aleatéria Gaussiana.
Assim, para sua completa caracterizacao, basta encontrar a média e a variancia. Um bom
caminho é determinar o vetor de médias e a matriz de covariancia das varidveis auxiliares
A, B,C, D, E e F. Esse processo sera apresentado nas secoes a seguir.

B.1 Vetor de Médias

O vetor de médias i1 correspondente as variaveis auxiliares é definido como

E{A} ]
E{B}
E{C}
=1 E{D}
E{E}
E{F}

>
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B.1.1 Meédia de A

Aplicando-se o operador de média em (B.2), e sabendo-se que a média da soma de n
variaveis aleatérias i.i.d. é igual a n vezes a média de uma das variaveis, tem-se que

Z?:l (X1 X9 + Y1,;Ys;)
n

E{A} =E { } = E{X1;Xoi + Y1, Y2} (B.9)

Assim, utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a média de A condicio-
nada as hipéteses Hy e H; € obtida respectivamente como

E{A|Ho} =0 (B.10)

E{A[H:} = 2p120”. (B.11)

B.1.2 Meédia de B

Aplicando-se o operador de média em (B.3), e sabendo-se que a média da soma de n
variaveis aleatérias i.i.d. é igual a n vezes a média de uma das variaveis, tem-se que

o (X1iXsi + Y1, Y3)
n

B{B} = E { } CE{X Xyt WYa) (B12)

Assim, utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a média de B condicio-
nada as hipéteses Hy e H, ¢é obtida respectivamente como

E{B|Ho} =0 (B.13)

E{B[H1} = 2p130%. (B.14)

B.1.3 Meédia de C

Aplicando-se o operador de média em (B.4), e sabendo-se que a média da soma de n
variaveis aleatérias i.i.d. é igual a n vezes a média de uma das variaveis, tem-se que

Yo (XX + Yo Y3)
n

E{C} =E { } = E{ X0 X3 + Y2, Y3} (B.15)

Assim, utilizando-se o modelo estocéastico descrito no Capitulo 4, a média de C' condicio-
nada as hipéteses Hy e H, ¢é obtida respectivamente como

E{C|H,} = 0. (B.16)

E{C|H.1} = 2pa30°. (B.17)
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B.1.4 Meédiade D, E e F

Aplicando-se o operador de média em (B.5), e sabendo-se que a média da soma de n
variaveis aleatérias i.i.d. é igual a n vezes a média de uma das variaveis, tem-se que

oy (XT + X5+ Y5 +Y5)
n

E{D} :E{ }=E{X§+X§i+Y§+Y2§}. (B.18)

Assim, utilizando-se o modelo estocéastico descrito no Capitulo 4, a média de C' condicio-
nada as hipéteses Hy e H; € obtida como

E{D|H,} = 40° (B.19)
E{D|H,} = 40°.

Com base em (B.5), (B.6) e (B.7), é possivel verificar que D, FE e F' tém mesma média, de
modo que

(B.20)

E{D|Ho} = E{E|Ho} = E{F|H,} = 40> (B.21)

E{D/H,} = E{E|H.} = E{F|H,} = 40°. (B.22)

B.2 Média de D, 3

Aplicando-se o operador de média em (B.1), tem-se que

E{Dy3} = (2012 — 2p13p23) E{A} + (2013 — 2p12p23) E{B} + (2025 — 2p12p13) E{C}

(pr2p1spas — pla) B{DY} + (p12p13p23 — pis) E{F} + (p12p13p23 — pis) E{E}.
(B.23)

Finalmente, utilizando-se as médias ja determinadas para as variaveis auxiliares, a média
de D, 3 condicionada as hipéteses Hy e H; é obtida respectivamente como

E {Dn,3|HO} = 40? (3013ﬂ23p12 - pfg - P%g, - p§3) (B.24)

E{D,s/H:} =0. (B.25)

B.3 Matriz de Covariancia

A matriz de covariancia correspondente as varidveis auxiliares é definida como

VAR {A}
COV {4, B}
COV {4,C}
COV {4, D}
COV {4, B}

COV {A, F}

COV {4, B}
VAR {B}
COV {B,C}

COV {B, D}

COV {B,E}
COV {B, F}

COV {4,C}
COV {B,C}
VAR{C}
COV {C, D}
CoV{C, E}
CoV {C, F}

COV {4, D}
COV {B, D}
Ccov{C, D}
VAR {D}
COV {D, E}
COV {D, F}

COV {4, E}
COV {B, B}
CovV {C, E}
COV {D, E}
VAR {E}
COV {E, F}

COV {A,F} ]
COV {B, F}
CoV {C, F}
COV {D, F}
COV {E, F}
VAR {F} |
(B.26)
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B.3.1 Variancia de A

A partir de (B.2), e sabendo-se que a variancia da soma de n variaveis aleatorias i.i.d. é
igual a n vezes a variancia de uma das variaveis, tem-se que

X1 X9 + Y,Y5; 1
X2 + Y1¥2 } = E\/AR{XUX%—|—Yh-Y22-}. (B.27)

VAR{A} = nVAR { -

Usando-se a definicao de variancia, segue que
VAR{A} = E {(X1;: X0 + Y1,Y2:) >} — B> {X1, Xo; + V1, Y5, } . (B.28)

Simplificando-se (B.28), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a
variancia de A condicionada as hipéteses Hy e H; pode ser obtida respectivamente como

20*
VAR {A|Ho} = - (B.29)
20 5
VAR {A|H,} = — (1+ ply) - (B.30)

B.3.2 Variancia de B

A partir de (B.3), e sabendo-se que a variancia da soma de n variaveis aleatorias i.i.d. é
igual a n vezes a variancia de uma das variaveis, tem-se que

X1iXgi + Y1:Y3 } 1

n

VAR{B} = nVAR {

n
Usando-se a definicao de variancia, segue que

VAR{B} = E {(X1,X5; + Y1;Y3;) *} — E* {X1: X5 + Y1, Y5} (B.32)
Simplificando-se (B.32), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a
variancia de B condicionada as hipdteses Hy e H; pode ser obtida respectivamente como
204

VARA{B|H,} = e (B.33)

4

2
VAR {B[H,} = % (1+p2) - (B.34)

B.3.3 Variancia de C

A partir de (B.4), e sabendo-se que a variancia da soma de n variaveis aleatérias i.i.d. é
igual a n vezes a variancia de uma das variaveis, tem-se que

XoiXs; + Yo, Y5 }
n

1

n

VAR{C} = nVAR {
Usando-se a definicao de variancia, segue que
VAR{C} = E {( X2, X5; + Ya;Y3:) *} — E* {X0; X + Yo, Y3, } (B.36)

Simplificando-se (B.36), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a

variancia de C' condicionada as hipoteses Hy e H; pode ser obtida respectivamente como
20*

VAR {C[Ho} =~ (B.37)

4

2
VAR {C[H,} = % (1+ p33) - (B.38)
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B.3.4 Varianciade D, EF e F

A partir de (B.5), e sabendo-se que a variancia da soma de n variaveis aleatérias i.i.d. é
igual a n vezes a variancia de uma das variaveis, tem-se que

X3+ X5+ Y35+ Y5
n

1
VAR{D} = nVAR { } = ~VAR {X7+ X3+ Y+ Y5} . (B39)
Usando-se a defini¢ao de variancia, segue que

VAR{D} = [E (X3 + X5 +YE+Y2) 2 —E{ X} + X5, + Y2+ Yo . (B.A40)

Simplificando-se (B.40), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a
variancia de D condicionada as hipéteses Hg e H; pode ser obtida respectivamente como

VAR {D[H,} = 82 (B.41)
VAR {D|H, }_ (1 + i) - (B.42)

Similarmente, a partir de (B.6) e (B.7), é posswel mostrar que

8ot
VAR {E|Ho} = VAR {F|Ho} = -2 (B.43)
4
VAR{E|H,} = (1 + pis) (B.44)
4
VAR{F[H1} = = (L+ p3s) - (B.45)

B.3.5 COV {4, B}

A partir de (B.2) e (B.3), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n varidveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

1
COV{A, B} = ECOV {X]iXQZ' + V1Yo, X1 X3 + }/uyzgz} . (B.46)

Usando-se a definigao de covariancia, segue que

1
COV{A, B} = " [E{( X1 X0 + Y1:Yo) (X1 X5 + Y1, Ya:)}
—E{ X1 X0 + Y1, Yo } E{X1: X5 + Y1,Y5:}] . (B.47)

Simplificando-se (B.47), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a
covariancia entre A e B condicionada as hipdteses Hy e H; pode ser obtida respectiva-
mente como

COV{A,B|Ho} =0 (B.48)

4

2
COV {A, BIH1} = = (prapis + ps). (B.49)
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B.3.6 COV {4,C)}

A partir de (B.2) e (B.4), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

1
COV{A,C} = ECOV { X1 X0 + Y1, Yo, X0 X + Yo Yai b (B.50)
Usando-se a definicao de covariancia, segue que
1
COV{A,C} = o [EA{(X1: X0 + Y1, Y5) (X0 X5 + Yoi Ysi) }
—E{ X1 X0 + Y1,Yo, } E{ X0, X3 + Y5,Y5,}] . (B.51)

Simplificando-se (B.51), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a
covariancia entre A e C' condicionada as hipéteses Hy e H; pode ser obtida respectivamente
como

COV{A,C|Ho} =0 (B.52)

2 4
COVA{A,CH.} = % (p12p23 + p13) - (B.53)

B.3.7 COV{A,D}

A partir de (B.2) e (B.5), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

|
COV{A, D} = ~COV { X1 Xo: + YiiYar, X7, + X3 + Vi + YA} (B.54)

Usando-se a definicao de covariancia, segue que

1
COV{A, D} = — [B {(X0iXoi + YiiYas) (X5 + Xo + Y1 +Y3)

—E{X1: X + VYo E{X] + X5, + Y2+ Y5 ] (B.55)
Simplificando-se (B.55), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a

covariancia entre A e D condicionada as hipoteses Hg e H; pode ser obtida respectivamente
como

COV{A,D|Ho} =0 (B.56)
804012
COV{A,D|H,} = p— (B.57)

B.3.8 COV {4, E}

A partir de (B.2) e (B.6), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

1
COV{A,E} = ECOV { X1 Xo; + V1Yo, X7+ X5, + Y+ Y5} (B.58)
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Usando-se a definigao de covariancia, segue que
1
COV{A, B} = — [ {(X1:Xa + YaiYa) (XF, + X5 + Y3+ Y33) }
~B{ X1, Xo + V1Yo, ) E{XT + X5 + Y2 + Y21 (B.59)
Simplificando-se (B.59), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a

covariancia entre A e E' condicionada as hipéteses Hy e H; pode ser obtida respectivamente
como

COV{A, E|Ho} = 0 (B.60)
4ot
COV{A, E|H:} = — = (prz + p1spzs) - (B.61)

B.3.9 COV {A,F}

A partir de (B.2) e (B.7), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

COV{A, F} = %COV (X1 X0 4+ Y1, Yoi, X5 + X5, + Y + Y3} (B.62)
Usando-se a definicao de covariancia, segue que
COV{A, F) = - [B{(XuXor + Yi¥a) (X34 X5 + Y2 +73))
~E{ X1 Xoi + V1Yo E{XE + X2 + Y2 + Y2} (B.63)
Simplificando-se (B.63), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a
covariancia entre A e F' condicionada as hipdteses Hg e H; pode ser obtida respectivamente

Ccomo

COV{A,D|Ho} =0 (B.64)

4

COV{A, D[H,} = 22

T (P12 + p13pas) - (B.65)

B.3.10 COV{B,C}

A partir de (B.3) e (B.4), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

1
n
Usando-se a definicao de covariancia, segue que

1
COV{B,C} = I [E{(X1: X5 + Y1,Y5) (X0 X5 + Yo, Y3i) }

—E{X1; X5 + Y1, Y3 } E{ X0 X5 + Yo, Y5, 1] (B.67)

Simplificando-se (B.67), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a
covariancia entre B e C' condicionada as hipoteses H e H pode ser obtida respectivamente
como

COV{B,C|Hy} = 0. (B.68)

4

2
COV {B,C|H,} = =

— (p12 + p13p2s) - (B.69)
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B.3.11 COV{B,D}

A partir de (B.3) e (B.5), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

1
COV{B,D} = ~Cov { X1, X5 + Y1V, X7+ X5, + Y+ Yo ) (B.70)

Usando-se a definicao de covariancia, segue que

1
—E{X0uXy + Y,V  E{XE + X3+ Y2+ Y }]. (B.71)
Simplificando-se (B.71), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a co-

variancia entre B e D condicionada as hipdteses Hy e H; pode ser obtida respectivamente
como

COV{B,D[Ho} =0 (B.72)

4 4
COV{B,DH,} = % (p13 + p12p2s) (B.73)

B.3.12 COV{B, E}

A partir de (B.3) e (B.6), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

1
COV{B, E} = —COV { X, Xy + Y2iVa, Xf, + X5, + Vi + Vi) (B.74)

Usando-se a definicao de covariancia, segue que

1
COV{B, B} = — [E{(XuXai + YiiYar) (X + X5 + Vi +Y5) }

—EA{X1: Xy + Vi Y} E{XT + X5, + Y5+ Y} (B.75)
Simplificando-se (B.75), e utilizando-se o modelo estocéstico descrito no Capitulo 4, a co-
variancia entre B e E condicionada as hipdteses Hy e Hy pode ser obtida respectivamente
como

COV{B,E [Hs} =0 (B.76)

80 pus
p= R

COV {B,E M, (B.77)

B.3.13 COV{B,F}

A partir de (B.3) e (B.7), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

1
COV{B,F} = ﬁcov { X0 X3+ YiiYai, Xo,+ X5, + Yo + Y3} (B.78)
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Usando-se a definigao de covariancia, segue que
1
COV{B, F} = — [E{(X1iXa + YiiYa) (X5 + X5, + Y5 + Y33) }
~E{ X1 X5 + YuYa ) E{X2 + X2 + Y2 + Y2}]. (B.79)
Simplificando-se (B.79), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a

covariancia entre B e F' condicionada as hipoteses Hy e H pode ser obtida respectivamente
como

COV {B,F|Ho} =0 (B.80)
404
COoVv {B, F |H1} = 7 (p13 + p12p23) . (B.81)

B.3.14 COV {C,D}

A partir de (B.4) e (B.5), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

COV{C, D} = ~COV (X5 Xy + VoVis, Xi+ X 4+ VE4VE) . (B2)
Usando-se a definicao de covariancia, segue que
COV{C. D} = L [B{(Xas +¥2¥3) (X2 + X5+ 2 412))
—E{ X5 X3 + Y5, Y5} E {XIQI + X2+ YE+ Y221}] . (B.83)
Simplificando-se (B.83), e utilizando-se o modelo estocéstico descrito no Capitulo 4, a co-

variancia entre C' e D condicionada as hipdteses Hy e H1 pode ser obtida respectivamente
como

COV{C,DHy} =0 (B.84)

4

COV{C, D [H,} = 22

T (p12p13 + p23) - (B.85)

B.3.15 COV{C,E}

A partir de (B.4) e (B.6), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. ¢ igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

COV{C,E} = %COV { X0 Xai + Yoi Vs, X7, 4+ X5, + Y + Y (B.86)
Usando-se a definicao de covariancia, segue que
COV{C. B} = - [B{(XaX + Yaa) (X3 + X3+ ¥2 4 13))
—E{ X0 X + Yo Yo E{XE + X2 + Y2+ Y2}]. (B.87)
Simplificando-se (B.87), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a

covariancia entre C' e F condicionada as hipoteses H e H pode ser obtida respectivamente
como

COV{C,E|Ho} =0 (B.88)

4

4
COVI{C, EH Y} = 2

o (p12p13 + p23) - (B.89)
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B.3.16 COV{C,F}

A partir de (B.4) e (B.7), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n varidveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

1
COV{C, F} = ~COV {Xoi X3 + Yo Yas, X5+ X5, + Yo + Yy} (B.90)

Usando-se a defini¢ao de covariancia, segue que

1
COV{C,F} = - [E {(XZiXSi + Y5;Y3;) (X227, + X5+ Y5 + YE%%)}

—BE{ X0 X5 + Y5, Y5} B {X221 + X5+ Y5 + Yézz}} . (B.91)
Simplificando-se (B.91), e utilizando-se o modelo estocastico descrito no Capitulo 4, a

covariancia entre C' e F' condicionada as hipéteses Hg e H1 pode ser obtida respectivamente
como

COV{C,F|Ho} =0 (B.92)
804P23
COVA{C,F|H,} = I (B.93)

B.3.17 COV{D,E}, COV{D,F} e COV{E,F}

A partir de (B.5) e (B.6), e sabendo-se que a covariancia entre duas somas de n variaveis
aleatorias i.i.d. é igual a n vezes a covariancia entre dois termos de cada soma, tem-se que

1
COV{D, E} = —COV{ X7 + X5, + Vi + Yy, Xy + X5 + YR+ Vi) (B9Y)

Usando-se a definigao de covariancia, segue que

1
COV{D, B} = — [E{(XF, + X3, + Y5 + V5) (X7, + X5, + Vi + i)}

—E{XT 4+ X5+ Y+ YR P E{XT + X5+ Y+ Y] (B.95)
Simplificando-se (B.95), e utilizando-se o modelo estocéstico descrito no Capitulo 4, a co-
variancia entre D e E condicionada as hipdteses Hy e H1 pode ser obtida respectivamente
como

4ot
4ot 2 2
COVA{D,E|H:} = - (pTy + pis + P33 + 1) (B.97)
Similarmente, a partir de (B.5)—(B.7), é possivel mostrar que
40t
COV{D,F|Ho} =COVA{E,F|Ho} = — (B.98)
n

4 4
COVA{D,F[H,} = COV{E,F[H,} = % (P%Q + ply + P33 + 1) : (B.99)
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B.4 Variancia de D, 3

Aplicando-se a defini¢ao de variancia em (B.1), é possivel reescrever VAR{D,, 3} em
termos das variancias e covariancias das varidveis auxiliares, obtendo-se

VAR {D,, 3} = 4 (p12 — p13pas) *VAR{A} + 4 (p13 — p12pas) *VAR{B} + 4 (p23 — prap13) *VAR{C}
+ (p12p13p23 — pTa) *VAR{D} + (p12p13p23 — pi3) *VAR{E} + (p12p13p23 — p33) °
x VAR{F'} + 8 (p12 — p13p23) (p13 — p12p23) COV{A, B} + 8 (p12 — p13p2s) (p2s
—p12p13) COV{A, C} + 8 (p13 — p12p23) (p23 — p12p13) COV{B, C} + 4 (p12 — p13p23)
x (pr2p13pes — pia) COV{A, D} + 4 (p13 — p12p23) (pr2pispes — pia) COV{B, D}
+ 4 (p23 — p12p13) (P12,013P23 - ,0%2) COV{C, D} + 4p12 — p13p23 (—9%3
+p12p13p23) COV{A, E} + 4 (p13 — p12p23) (012[)13023 - P%?,) COV{B, £}
+ 4 (pas — prap1s) (pr2p1spas — pisz) COV{C, E} + 2 (p12p13pas — pia)
X (p12p13pz3 - P13) COV{D, E} +4(p12 — p13p23) (p12p13023 - P§3)
x COV{A, F'} + 4 (p13 — p12p23) (,012P13P23 - Pzg) COV{B, F} + 4 (p23 — p12p13)
x (p12p13p23 — p33) COV{C, F} + 2 (pr2p13p2s — pia) (p12p13pes — pas)
x COV{D,F}+2 (p12p13p23 — p??)) (p12p13p23 — p§3) COV{E, F}. (B.100)

Por fim, com uso dessas variancias e covariancias, determinadas anteriormente, a variancia
de D, 3 condicionada as hipdteses Hy e H; pode ser obtida respectivamente como

o
VAR D, 3|Ho} = [P12 — Ap13paspiy + pis + pos + (p%;; + Pgs) 2

+p1 ((6923 +2) pls + 2035 + 1) — 2p12p13p23 (2075 + 235 + 3)] (B.101)

8ot
VAR{D,5[Ha} = — (Pl + Pis + 1) (P12 = 2013p23p100 + Pls + Py — 1) °. (B102)
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