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Este trabaiho versa sobre dois métodos de resolugds pares
probiemas lineares dindmicos baseados eém dualidade € aque exploram
possibitigades de ég;ﬁmpes§$§0 temporal pars e53588 DLrobiemas,

9 primeiro, © ﬁéfédb.as Lagrangeang Aumentads, oOblém simulta-
neamente as solugdes dtimas dual e primail atravées da adigdo de um
termo ¢e penalidade quadrético ao Lagrangeano simples. i solugdo
g0 Lagrangeant Aumeéntado & adaptada ideia wutilizada parea 0 €830
ngo—-iinear para oblengi0 de& sepsarabitigade lemporal do probiema.

0 segundo, DecomposigiSo vie Lagrangeano Simples, determing @
solugsoc o&tima dus!l via Aproximagdo Tangenciai, expilorandeo EY
gecomposicsc temporail do Lagrengeant simpies,. & partir dai, @8

solugao otima primal & obtidas através de resolugio de subsistemas
iineares sequencialis em decourréncia da apticagdo de FPrincipio ¢e
Otimatidade de Beliman.

Ambos 0% metudos s30 gnaiisados, implementades e resultados
computscionsis S0 apresentados.
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This work is concerneg with two methods, based on duastity,
for sglving tinear gynamic problems which gxploit temporal
¢gecomposition,

Tpne first, the Augmented Lagrangean Method, obtains simulta-
neously both dual and primal optimal primal solutions by adding 8
guadratic penalty term to the ordinary Lagrancean. in order to
obtain tTemporal decomposition of the probiem, &n idea from the
pontinear case is afdapted,

The second, ihe Decomposition ¥ia Ordinary Lagrangean,
getermine the dus! optimal soiution via Tangencial Approximation,
expiniting the temporail decomposition of the simoie Lagrangean
Then, the orimat gptimal soiution ts gbtained througt the
resciution of seauencisgl tinear suybsystems according 1o the
appitcation of Beliman’s Optimality Princiole.

Both methods a&te analysed, implemented and computacionsad
resuits &are presented,
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CEPITULD

INTRODUGADR

m probiema de programagio linear dinamico (P.L.D) pode ser
apresentado na forme

T4
(FD3} Minimizar & c{t+1) x{(t+1y 4+ al{t) u{t)
Lz
5,2, x{t+1y = A{tOyx{1Ly + 8B{L)ult) {13
{7 = C{tyrRETY + D(tIult) =
[
# (03 = X (33

x{t+3y , uitr & 8 =0, ..., 71

onde & & um conjunto, (L7 reprecenis @ varigvel de estado &

TR
yarlavel ge controie no intervaio 1. 4 eguagio (1) nos diz gue 0
estTado €0 sSistema num determineado tempo cepende 40 €3taco & 4@ S8y

controle no Tempo anfterior, & eguagic (27 sugere oulras restrigtes
pare 0 problema, Caso existiream. & ecuacio {33 fornecs a] gat
inicial 6o sisetema e (FOY & fungic obletivo d0 probiema. 0
horizonte ce otimizecdo & dado por T intervaics de tempso.
Naturaimente, este probleme pode ser visto comoe um  problems

finear culs matriz de restrigdes & dads porT



0lg)

B{D) -1
CO1y i
al1y g1y -1

C(T=1) B(T-1)
A(T-1) B(T=1) -T |

onde T repreésenta a maltriz identidade de ordem n e, como um
probiema iinear, pode ser resglivido pelo método classico ¢o Simplex

Bevissado.

Todavia, gsta matriz possul carateristiceas pastante
particulares . ums delas, a mais importante ,& & sua estryture
apresentads em forma de ume " escada 7. Essa oarticularidade,
aliacda a0 fato de gque um probiems tinear ginamico pode

apresentar—-se Como um probiems Ge grande porte devidgo & 2 aGrange
gimenseie 0065 velores de estado & controte €  tonheg horizonte d4ge
gtimizagso, faz com que esta matriz seja um forte atraiivo pars
estudiosns Qgue S€ interessam em gpresentar  técnitas de rescliugan
parsg problemas de grande porte,

Da¢ss &s propor¢des gue & matriz de um (P.L.D.Y pode assumir
a2 utiiizagae simples g0 método do Simplex scarretaria um gasto

exceasivo de meméria e tempo ge 0PETraGED

A partir dsi, surgiram dusgs finhas de peESGUiss peastante
distintas Ggue proacuram expiorar , naturaimente, as ceracteristicas
e um {(P.L.D.Y . ge um lado o8 maetodns aque, hassados no simplex

reyisado, exploram a estrutura escads de matriz de restrigbes do

problemas e que S&0 @a0uil denominados wmetodos diretps (segundo
LASDON (19780 F g | por outro lado, 05 métodos gue  buscam 2
separabilidade temporal do problema, oblende subprobiemas ¢e porte
pegueng e de Tacil resolugso agui denominados, BOr  sSus vez, como




metodos indiretlos.

LAmbas as linhas Cde pesgqguisa $e pregcupam em propor  tTécnicas
que viabiiizem economia 8 membéria e/0u 98510 Ccomputaciognal {fempo
de processamento 3},

Citaremss a seguir alguns desses estudos realizadoss ate  o©

momentio.

Mptodos Diretos:

Fntre o8 métodos siretos , um dos temes bastantle expiorado foi
o de substituir o conceilc de Dase global go métode Simplex  {ou
seja, uma meatriz bésica para a mailriz dée restrigfes compiata 7 pelo
conceito de bases locais, cue associa @ cades intervaio de tempo
yma base de dimensio menocr . O primeirg trabalho dgivuilgado Toi de
Krivonoznhko e Chebotarev (18768), os guseis dessnvoliveram estudos
para probiemas com varidvels de estado tivres | em seguida, Fropoi
e Krivonoczhkeo (7878) reguziram ¢ nimero de bases loceis para tratar
g mesmo problema . Fsta mesma abordagem, aperfei¢osda  para
nrobiemas com varisdveis de estado nge negatives , fot gesenvoivida
por Woltmer (1877) e difere d0o métodoe de Krivonoihko no proCesso ge
ebtencdoc & stuslizagdo 088 beses locais

As bDases locais no método de Krivonozhko ~Chebotarev —  Propod
S50 obtidas através da decomposigsoe ds matriz bEsica num progutes de
gyas matrizes, senco @ primelire uma matriz Dbioco triangular
ynferiar conTends matrizes guadragas na sug Ciagongl principat {as
nases logeis 3 o8 & sSegunds ums matriz Dioco Trianguiar supsricr COm
elementns unitaérics na giggona! pripcipsl . Dempre oue ocorre ums
troca de colunas ¢ pasica por ume nEo-basica ) elgumas bases 1GCaIS
precisam ser stusaltzadgazs € & neste trabalho e atyalizagcio Que se
concentra 0 maior gesto computacionatl. Meste g¢asg @& troca de
varidveis entre bases adjacentes, quando possivel, & mais eficiente
gue outros esgqguemas de Troce.

4 T"FASE 1™ gesse método & ansdioga a do Simplex Cciléssicoe &0




introduzir varisdvers aertificiais & utitiza também & metodcelogla
gdas bases iocais

A fase de preparscdoc ga matriz para Obtencso das hases ioca: s
2 bastante trabalhosa , envolvendo varsas multiplicacdes de
matrizes & {(27~%) escoithas de colunas lingarmente independentes , o

gusl geraimente & feitto atraves d0 processo de eiiminagsoc de Bauss.

Mas, este trabaliho pode ser compensado pela economia g€ operasoes 2

ge memgria na FASE 1, <fsse de obtengdo da solugs3c Atima oo
problema .

Na metodoliogia de Woiimer , as baeses ipcals 586 contruidas
através de arranjos adesquados de colunas e pivoteamentos,

apresentando um resyitado andiogn ao d0 método anterior .

Entretanto, ambos 03 procedimentos causam guebra ga estruturs
escada da matriz de restri¢des com o aparecimento de eiementos nao
pulos substituinde alguns Zeros gurants 0 Brocesso ge
decomposi¢aon.

Testes reatizadeos mostraram gue O méetodsn proposto por
Krivonozhko - Propoi pode apresentar resultados melhores gusndo
comparado ap método Simpliex Revisado

Muitos foram os trabalihes desenvolvidos peara programscso
tinear de grange porite 4que Tiveram Ccomp mets a especializecia  do
método do Simplex Revisado aproveitando a e€sparsidades da matriz  te
restrigies stravés da fatoracdoc L-U no armazenaments da matriz
pbase { Lasdon , 1BEZ ¥ g  aque ohtiveram resuitegos bastants
sgtisfatériocs .

Sendo uyma submelrlz de ums maetriz e#sparsa , & matriz  pase  ge
um (P.L.D.) tTambhém deve ser esparss . Goms o métodoe Simpiex
requer, & cadsa iterac3o, & atusglizagsdo da ocoluna pBo = bD&sica
esgoinids para entrar na bsse g 2 atualizagés ¢o yetor
independente, 0o Custe compuytacicnal  por iteragidoc & igual, no
minimo, a0 custo d& resolver dois sistemas lingares

Foram baseados neste fsto gue alguns estugigsos resgiveram
seguir & linha de pesquiss voltitsde para & resolugso de sistemss

iineares de grande porte com matriz de resiricBes ssparsas , com o



propasito ge dimintr 0 trepaiho €0 Simpiex Revisado a <cads
iteragaoc .

Este caminhoe J& wvinha sendo aberto airavés de trabalihos
importantes para a resqolugko de s:stemas esparsas. Um deles & 0
trabalho de Forsythe - Moeler (18872 , o gual ytiiiza a fatoragss
-4 no processo de eiiminacso de (auss

po a@plicarmos o método de eliminacio de Gauss para sistemas

com matrizes €sparsas , & de certa forma  naturai DENSArMOsS  Eem
reordenar &% ltinhas ¢ &8s c¢colunas d¢a matriz ge tal forma a
obhtermos uma matriz , eguivalente & primeirsa, T80 opréximae guanto

possivel @ uma forma triangular {(superior ou inferior ) com 0
propésito de sceierarmos o processo de resglugdo do sistema .
Hellerman & Rarick ( 1871 , 1472 utiilizaram es5te procedimento
antes ¢e apiicarem a fatoragdo na matriz, obtendo bons resultados,
porém, causendd ¢ asparecimento de novos elementds n3E0 nuligs  na
matetz 7 W " da fatoragsdc . Saunders ( 1878 ) ecspeciatizoy esta
tecnics predizendo & regido ds matreiz 7T U T ne aqual s3pc crisdos
tals elementos REO0 nulos .

Recentemente temes 0 trabazlho de tese de douteramento de
Friediander {18882 no guat &8 autora dgscreve 03 trabalhos
desenvolvidos nesta linha . Em seu trabaihp, Friediander inftroduz
ume nova técnica de atualizagdo das fatoragdes L=u da matriz
escada de um (P.L.D. ). faca Tatoragio & feitas de tal modo gque 4§

fatores L & U manteem a sstruture escadae ds wmeliriz de restrigdes

facilitandg, dessszg forma, um methor aproveltamento desss  estryturs
na resplugso dos sistemas lineares em Ccada iteragio go Simplex
MestTe Trabeaing exlsie um Compromisss enire & estabilidade numéricsa

go algoritme & preservecas ¢& esiruturs escede da matriz,

Devemos ginds desfacar, entre 08 métodos diretos, o recente
trabalho de Tese d¢ Mestrado e {itiveira ¢ 18B% ) o guai mostira o
eficiente desempenho dos Matodos de Pontos inferigres ng resoiugan
ge problemas lineares cula matriz de restrigies & esparsa.




Meiodos Indiretos

Muitos outres metogdes surgiram proponde novas formas  de
resplugso ¢e um problemea Linear dinamico, sagundo tevantamento
feite wpor Fropei (18763. Dentre eles es5tE0 aoueles acui

denominasdos como métedos indiretos, 008 ouaie destacamos 08 metodos

de dacomposick0o em  Ccascatla . do OGradiente Proletado e . gm
particular, ¢os Muitipticedores de Hestenes & Fowelil. Como -
assinalamos, gstes metlodos procuram explgrar a decomposiGgadn

tempora! d¢o problema visando @ obtengso de subproblemas de porte
menor e cula resolugdo pode ser obtida através de algoriimos

existentes na jiteratura de programacéo mateméiica

0 métndo #a decomposigd0 em  cascata  Dbaseia-se na apiicagide
suycessiva df principio de decomposigdo de Dantzig-Wolfe a cads
intervalo 68 Tempd, 0 quail sge como T problems wmestre T para 0%
intervaios seguintes e como sSubprobiems para ¢ intervalo anterior @
gie.

L técnics da decomposigan de Dantzig-Woldfe {14 & hastanie
conhecidsa, sends eficiente pare tratar oproblemss culg matriz  de
restrigcBes spresenta uma 0Gu mais equagdes acoplando as variagvetls do
probliema .

Notemns gue na matriz de restricfes de um (P.L.D.J existem
varias ecuagdes de estato scopiando dois consecutivos vetgres geé
estado ger YEBZ, G cue csugere 2 gplicacén 8o principto ge
Dantzig-wolfe tantes vezes susntas forem as  equsgoes de estado.
Desss forma, Gria—s8 umg esiruturs multinivel para © @iaoriimo,
gndge cada subproblema & um probiems  ifinssr gstatice  Situgfo  num
nivel e que & resclivido etravés do aigoritmo do Simpilex Hevisado.
4 caga nivei ums solugio 6Lima & oblide pare o subprablamaz  em
gquestdo, o gual envia novas informaegdes para oS niveis
adlacenies.

Este métogo apresenta ums estruturs compiicada d& varios
niveis interdependentes. £ um método erimal € necessits  de ums



soiugdo bésica factivel parg ser inicializedo, sendo obrigatorio,
para issp, 8 resclucio de uma T FASE i T Nesta fase podemos
aplicar @& mesma metfodoiogia ¢& gecomposi¢ds em casceta rncturndo
yarisyeis srtificiais ap prodbliems

Sequingdgos €sta iinhe encontramos o0& trabathos de Giassgy
(1873) e Ho € Manne (1374 . Aplicande ests mesma meifodoiogta &
croblemas lineares ginEmicos com variaveis de estadg livres ests o©
trapalho ge Krivongznhko (18772 (35). Uma apiica¢gio destle metodo a
sistemas com atrasos distribuidos nas vyariaveis de estado € de¢
controte & encontrado no trabaiho de Tamura (1877) L(BOI .

Np entanto, as experiencies compuiscionais relatadas por

Giassey IP53 e Ho & Manne {3%) n&oc foram animadorss gquands
comparados 0 S8u gasto de operaghes com o0 gasto do Simplex
Revissado. Mas , em seu trabalho de tese de doutoramento, Ho
conseguiuy , através da aplicagdc de Técnicas especials , reduzir O
gasto computacional do meéetodo da decomposigac em cascata para aguem
do tempo gasto pelo Simplex Revisado., Esses autores concluiram gue
o metodo da Necomposigdoe  traz vantagens somente gquando n&d
gispomos ge computador suficientemente garande para tratar o
prablema ( F.L.D. }, apresentando uma economia de membria .5
yezes menor d0 Queé & hecessaria para o método do  Simpiex Revisado.

Distintamente, & técnica propoests por Tamura [803 & sstendida
para propiemss lingares dindmicos com e8trgsos gistribuigos, of

nyais apresentam 05 subprobiamas £ suas interconec¢des de ngturezs

mais complicada gue 0S5 demais . A agrance vantagem da tTécnics
ytilizada por Temurs €& oue e&le solucions faciimente 0 sistema dg
ecuactes sem reduzi~io & um sistems ecuivaliente com Teousgac de
esTaco” de prime:irg ordem &, conseguentemente, gm  nGmers My To
maior ge VaEriaves, obtendo, gesse forms, regugso  da cargs
computecionsal . Nesta técn:ica encentramos o estagio fTing! como
problema—mestire, 05 estaginos intermedi&drios como subproblemss-

-mestre & 0 estaeio inicial comp subproblema
J& o mligoritmo proposto por Giassey designa o estagio inigial
Como probliema-mestire, 83 gstégios intermediarios como

subprobliemas—mestire ¢ ¢ e€stagio finai como subprobiems . s



trocas o8 informeibes entre 0S5 VErios niyels & executade somente
entre niveis agdlacentes . dessa forma , a técnica de Biassey nao
pode ser &plicada diretamente & modeios com atresos distribuidos

Recentemenie encontramos os trabalhos de Ho , Lee e Sundarval
{3017, {1988}, onfe gescrevem impiementatdcs do  algoritmo de
Decomposicho de Dant2ig-Wolfe para sistemas lineares com matriz
nioco-angular ussndo processamentn paraleio nos subproblemas |, com
0 gual obtiveram bons resultsdos computacionais

Também recentemente encontramos o trabaltho de Jackson € Lynch

{381 {18872 no guat ¢ asutores propdem  a decomposigdo gp
Dantzig~Wolfe " revisada " para problemss ltineares com matriz
piococ—angular . Neste trabaliho os sutores propdem uma maneira de

selecionar coclunas para acelersr a resoclugio C0s problemas-mestre.
hpesar ¢os bons resultsdos computsciongis opbtides , o8 sutores
acreditam gue @ Técnica Oa Cdecompousigide de Dantzic—Wolfa deve ser
reservada p&ra probiemas culo tamanhg uitrapassa 08  limites do

n

"software Bisicp dC metods Simpiex

0 método do Gradiente Projetado apiicagdn & problemas lingares
ginimices basels—s8e no método Classico conhecido  por B8sSe  mMesme
nome. 0 método & do tTipe primal e & trajetéria em busca da solfugas
Gtima & Teita ailrevés de direcbes factiveis gque sBo determinadas
pela projegso de graedientes no subespaco das restrigtes ativas
hAgui o carater de decomposicdo do método verifica—-se no caicuio da
prolegdo ¢o gradiente que € feito através de ums decomposicio dusl
{g FTuncan Lagrsnaesand do probiems de arojlsgsn & 0 separaved oor
intervalos ¢e tempo 7 obtendo-se spoiughbes anaiiticas para c&de
componente 08 projiegac . G temenho do passo na otimizagsdc @
calculado com muite facilidade para problemas {ineares

Em sey trabgliho de Tese g mestradso , Armenteng (18733 faz uyms
adaptacio anaifitics deste método & programacsoe tinear dinamica,
Todevia, resultados computsciconals deste estudeo ainda néo sE0
conhecidos,

Sabembs que o método do DGradiente Proletsado gplicado &



problemas iineasres com variadveis 7 canslizadas T( wvarisveis com
timite superior e inferior ) poge ser yvisto comp o métode Simpiex
puando prolJets o gradiente nG 25psgs Ga8s variadveis oue esi&E0 nhos
seys limites ( neste ceso , supde-se& gue © probiema  nE0 DpoSSUl
sglucbes degeneradss }, ©ou sejia, Ao espago ges variaveis
nEn—-bisicas, e podemos garantir gue |, sobh determinadas condigdes
{ yvide Lasdgon [38) 2, 058 d0i1s processos  s5&0 eguivalentes a «cgada
iteragao . Portanto, podemos predizer sobre ¢ comportamente  do
método guango utitizedo na resolugdo de problemsas (FP.L.D.} aque,
semelhantemente 30 Simplex, pode apresentar proablemas de memdéria

~

devido & necessidade de armsazenamento da matriz de restrigies,

D método dos muitipiicadores de Hesienes g Powell, assim

cemumente c¢onhecido, sSerd acui  batizadoa como o métogo do
Lsgrangesno Aumeniado. £Este metodo consiste em adicionar & fungdo
penaiidade ¢e um probiema com restrigdes um termo f(inesr gque @& 0O
produte @o vetor muitistlicador o¢e Lagrange pela matr:z das

restri¢coes 4o probiems.

Este nova metogdoiogia de aborgar problemas  ¢com restrigdes
surgiu com 0S8 Irabasihos de Hestengs (1888 J e Powelil {78687, nos
gusis os autores procuravam, de maneiraes distintas, contornsr o
nrobiema ¢e estebilidede numérica gsue & encontrado ns método de

penalizagio ( vige Luenberger {(38] ) ocusndo enconiramos necessidade
ge acelierar 0 processo iterative aumentandg demasiadamente ¢
parZmetro de penalidade .

s consideraghes levantadas por Powel! sobre & convercéncis

G0 novo metodo dgespertaram 8 eaitengéc ge mulios estugdipsgs.

<

Consecuentements, muitos Trabalhos imporitanies gxplioransyd g
potencial idade do método surgiram . Dentre elesg devamos gdestacear
08 Trabaihos tfeitos por Rockefeiiar {18732,1874; £ Bertsekas

(1878,187863 .
Rockafellar apresente um extenso estudo relacionando a teoris
ge dualidade com o métodso do Lagrangeans bumentado & prove  gue O

metoda | RO 8350 CONYEXD ., toenvarge pagre aualguer fator ¢de



penallzaecdo sem & exigéncia de gue um minimo exato na variavel
primal deve Ser cfelculado para cads atuaiizagan g0 multipiicador
[ 51 1.

Bertsekas faz novos estudos e propbe novas  técnicas para
apiicacsn & problemas convexos . Dentre esses estuydos, apresenta
ym resultado sobre & taxa de convergéncia do algoritmc oue
relacions muitipiicadores o fator de pensalizs¢de ©  0u sela, ¢
yvalor atribuyigo a8 este fator influencia na rapidez com gue ¢ vyetor
multipiicador pode chegar ao seu valor dtimo (B 1.

0 método do Lagrangeano Aumentadoe & visto como um método dust,
gado cue somente @03% velores H6iimos das variavels duais & gue temos
asspciagda uma solugso factivel primal, ngue tambpém deve ser 8 &6Lima.

Ao atualizarmos O valor o multipiicador de Lagrange, estamos dando

ko w

ym passo no sentido de otimizar a fungdo dgual retacionagdsa a0
nroblema em guestiso, que Sabemos ser uma Tungdoc cdncave.
Umae ansdlise sobre a matriz hessisna da fungio dus! { wide

fuenberger {38 ) moestra gue 8 raz250 dos autovaiores gesss maltriz
¢ praxima da unigsde guando atribuimos valores suficientemente
grances ac fator e penailidsde da fungso do Lagrangeano ALumentado,
6 cue confere uma Taxa de tonvergéncia extremaments &its parsa o
método sob o ponto de vista dual .

Fsse metodo tembeém fol eivo fge inlteresses pares & resolug¢se  de
srobiemas nEC-CORVEXOS Bertsekas [81, por sus vez, prophs um
métodoe maeis giobal, apoisdo no método dos multiplicadores g no
métodn cléssico ¢a penalizagde , provando & sua convergéncie
Koe probliemas n3g convexns em geral , & comum o aparecimento
ge "gaps T ge dustidade . Em esiugos resiizados, o metoeds  do
tagrangeans Aumsntado mostrou ser wuma técnica pogerssa pary
ressiver problamas com © gaps , O Ggue seria impossivel gdg  ser
regiizade com & mplicagan do méetodo do Lagrangganc 0rdinario.

Uma interpretacdc geoméirica do problemsa ¢o " gap 7 pode ser

L

ieite através g@ fungdo de perturpagdc T com iijustragaoc do
efgito convexificante do termo guadratico da fungaso 00 Lagrangeang

tumentedo sobre 2 fungdo de perturbagdoc original. Encontiramos
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eeces estudons nos trabalhos de Stephanopoulos e Westerbpeg (18757 e
Watlanabe g gutros (18783, gste oitimo tnserindo Yma nRova
interpreta¢doc geométrica, do ponto ¢e vista dual do metlodo, através
¢g hiperboibiges—suporte 8 fungio deperturbac¢io

Ja &m 1874, encontramaes ¢ Trabetho ge Aockafeliar [48]

eastendends sSeys estucos parg probliemas N30~ CONYRKOS: neste
trabalng o autor, ac contrarieo do problems classico, permite, 8
eriori, sue 8s variaveis dusis correspondentes as equagoes  de

gesigualdace ¢o problema primal assumam Qqualisquer vaiores,.

Muitos outros trabalhos apareceram com o propdsito ge
apresentar melhorias a técnica do Lagrangeano Aumentade. Entre
eles citamps 08 Trahalhos ce Miele e putros  (19771,18727 {47,421
once propbem novas formas de atualizagd3o para multiplicador e fator
de penalidade |, @analizande propriedades dse convergéncia do
atgoritmo pare diferentes impilementagBes para o problema do  ponto
dge viste primal. Com este enfoque também encontramoes o trabaliho
de Glad (1878) [2B1.

Varias foram as @blicagtes deste método na resoluGac de
sistemas ge controie. Tripathi e  Narendra (18722 propdem  ums
mudanca no método dos muitipiicadores e descrevem ume  aplicagsio @
problemas ge controie Htimo. Giad (18738) [241 wmostra que 0 mencor
valor para & constante ¢e penalice¢s0, hecessario pars chegarmos @
soiucho é6tima de um problema de controle continuo no  tempo, cujas
fungfBes s&oc trés vezes continugamente diferencidvels, & obTIdD
atraveés oa egua¢hoc de Riccati e ¢a @ taxa o€ convergéngia para o
algoritmoe d¢ ponte de vista dust

Uma &plicache d0 métode do Lagrangeano Aumentsso na  S$0IugED
ge probiemss de fluxo ¢e cargs 6Timo em redes de energis elglrica
pode ser encontradoe nos trabailhos de tese de doutoramento de

Santos {9885 [523, onde bons resyltados foram oblidos

i métoco do Lagrangeanpg Jdumentate nBEG  s0  teve & sua
convergéncia & &5 suas propriedades demonstradas para problemes de
programasso nao-tinear . Em 1875 , Propoi e Yadykin (4B} publicam
seus estudos sobre o métode gplicasde na resclugac de oproblemas
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linsares ginimicos , onde gpresentam propriedades imporiantes que

garantem a Convergéncia d¢ método.

A pri@ri & bhastante audacCiosp pensarmos em aplicar o metods do
Lagrangeano Aumentado na resglugeo g um (P.L.D.J, visto que ]
mesmo destirdi & caracteristica lipmear do0o problema, gerando uma
funch0 Laaraengeano nao decomponivel com indmeras variadvels devido s
dindmica da estrutura do problema €, assim, complilicando ¢ PBrocesss
ge sue otimizacdo .

Togavia, dadas &5 garantias tedricas dos estudos Feitos por
Propoi e Yadykin sobre o bom desempepho do métode ¢ taxa de
convergéncia rapida para o probiema do ponto de vista dual H
sropostas foram eilaboradass ( Armentans 1878 } no sentido de

viabiltizarmos & separabilidade temporal ga funcio Lagrangeang
sumantado asiraveées de aplicacso ¢a técnica d¢e Watanabe (1878B) . Com
easag separabiiidade simpitificamos 0 problema de minimizar uma

fungi0 com muiltas variavels , criango varios problemas menores g de
facii resoiugko &8 csda estagio de tempo . Entretanto, 0S5
resultados computacionais desta técnicas aplicads a (F.L.0.) ainda

130 5850 conhecidos

£ tecnicés ¢o Lagranssaang Aumentado &aplicads 3 (F.L.0.) ngs
chamouy & atengan por S8Us Varics atrativos - primeirg , 8 go fato
ge guEe & decomposi¢idEo  temporal da Fungko LEgrengeans bAumentade

{1.A.) certamente nos proporcioneg umae grende sCconomia f& membriag g,

mels &o Gue 1530, nos fornece, @ Cc&gs €51&gi0 Ge Temeo,
supproblemas ¢& f5ci) resoiugso ;  segungo, dado o carater gual 4o
método, n&c necessitamns  Ga s conhecids " FASE 47 Bars
inicializarmos 0 processo iterativo do aigoritme, come necessilan

gs demais métodos acgui enunclados., Allado a esses doisg fatores
muito importantes, gncontrames ainda garantias sgbre &
diferenciabitidade & a8 continuidade da fungdo dual abtidae aitraveés
gessa técnicae .,

12 .



A possibliitdaede de empregarmoes uma nova técnica de
gecomposicSo pars & resciucdo ¢Ge probiemas G0 tipo (P.L.T.Y foi
trazids através de uma importante caracteristica enconirada nas
spglugfes 4timas cesses oproblemas, aqual seja: o Principio de
Otimatidade de Belliman , valido para probiemas gindmicos em aeral,
indica cue, npa opresgnga de nio-degenerescéncia, a5 variavels
nisicas ga solugdo étima de problemas (P.L.D.) devem distribuir—se
iguaimente peios intervalos de tempo Sugeringo gue, conhecidos os
valores ¢as varlaveis nio-bésicss, as variaveis basicas podem ser
faciimente calculadas alravés de "sybgistemas™ aue interagem dg
forma reCuUrsStva,

Fsta i1g6éia vem apo encontro ¢o fato de aque, na PpProgramacdc
tinear, com & obtengio do multipiicador &Timo de Lagranseg,
conseguimos determinar ©s valores otimos das yariavels ndo-bé&sicas
nrimais através ¢e simples insepegdo nos coeficientes O3 Fungaco
lagrangeano. GCom isso, obtemes feciimente a8 colunas ndo-basicas
¢, conseguentemente, as coiunas hésicas da malriz de restrigdes g0
problema na S01UGED Slima primat.

Fstes dois fatores somados indicam gue, obtids a sclugdo Otime
dual c¢e um (P.L.D.), @ obtengdo da solugao &tima primal pode 58
gar de maneira eficlente em termpos computacionais através 48
resplugSc de um sistema iinear que pode ser resolvido “por partes”.

A técnica assim sugerida nEo & uma técnice primal e necessits

ge ums n1a5§85” gue tratas Ca obhten¢ss do multtipiicador btimo do

probiema . Dessa forma, & nove técnice geve ser composte de  duas
"EASES™ . 1% obtenc3o 60 muitiplicasor Etimo Ce Lagrange: )
resClugdo g0 sSistema.,

Sengo 8 "2FASE" bastante sSimples de ser resolviga
cemputacionaimente, reguerendo abenas um rearranio d&  COIURGS
(reconhecimento das cojunas bésicas e nioc~-bpésicas) e um indicacdor
¢a Iocaiizegio dos Tsubsistemas” ns mairiz de restrigtbes  do

problema, yamos tecer alguns comentérios &acerca gas  Técnicéas @
serem empregsdsas pars & reESOIUGED d8 "1TFASE" ¢gzds B Sud carcsa
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computscional apresentar—ae significativa para a procedimento

proposio.

Dado que a8 fungko dvai de uym probiema linear @ TOncava
linear—por-parties, ou seja, ndo diferenciavel, sigumas técnicas sac
sugerigaes para a busca de sua Soiugio 6Tima . Dentre elas podemos

citar o método dos subgradientes € o0 método da Aproximacso
Tangencial, 0S5 guais se adaptam &5 caracteristicas da fungsio.

Bazaraa e Goode [ 2 3] discutem especiaimente métodos gug
ytilizam diregdes de gradiente €& subgradiente na resolugdo do
problema  dual oguando a Reiaragzo Lagrangeana € empregads  em
problemas de forma gerai., Mostram a reiagic existente enire
direcdes de gradiente e subgradiente sob o aspecte de varias
normas.

Sabemps que , em geral , 0 métcdo de diregdes de gradiente nEo
converge para @ Soiugsoc 6lima se a fung2oc a8 ser otimizadta @& nao
diferenciave!l . No entanto, atraves de uma resirigso ng  Ttamanho

g0 passsc " ona buscs unidimensional, Hazerea ¢ Goode mostram gue o

método converge sara o caso ¢a fungso ser linear-por-partes.

Por outro lado, sabemos gque o método das dire¢des  do
gradiente possul convergéncia extremamente fenta, principaiments
suando trata de fungdes ¥ mai  comporiscas T, € ums busca
unigimensionatl em funcBes ndo0 definidas expiicitamsnie reguer
bastante esforee computeacionsl .

0 método da Aproximagio Tengenciatl ( ocu méetodos de ianps~de-

~Corte £33 Y em suz forms gdysi £ eguivalente 80 Metedo de
Decomp0si050 ¢e Dantzig-wWolfe | hpresentada por Geoffrion (1887},
8 wversa0 4o metado tonsiste ns  combinagao de DualizegEo e
tinearizacso Externa como manipuischbes do probiema. Apiicado ns
resolucio de probiemes (ineares, 0 MetOsO ObLEm uma aproxXx i macido €8
fungéo dual Biraveées ds geraghso de hiperplangs-suporte, resuyitandgo
ne obten¢so 08 sSolugdL otimse dusil do problema. Suaz c¢onvergéncis
foi estudads por Keiley (1880), em <c¢ule trabsaiho o0 auior tace
algumas consideracdes quanto a0 problema de precisao compultacional
go método guando o mesmn es51s eréximo da splugsdon. 810 deve—38 gu
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fatp de qgue, aquango proximo a0 ponto ¢critico, o metodo pode gErarvw
sycessivos hiperpianos & fupgso dual geralmente c¢om tendéncia @
serem cada vYeI mais paraieios uns &8s oulros. FPara sanar esta
gificulcdade, Kelley propide ¢ use de um pardmetrp de tolerancia pars
@ parada de seu atgoritimo .

para protblemas lineares, ¢ fato da Fungao dual ser
linear~por—partes 1traz vanteaens no sentido de se&r mendor ¢ fFisco
do métoop gerar hiperplancs 7 aumericamente paralelss T na
vizinhanca 88 solugdo, com excessso scs casos em cue & fungdo dus!

n bl

apresenta-se muito syave ", Visto ser ¢bnoava iingar-por-partes

g finita, a fungdo dual pode ser recresentada por um noimero  Finilo

ge hiperpianos—-suporte, podendo-se, (dessa forma, garantir
tegricamente que o0 wmeéetodo conveErge  8m UM pumeros finito gde
LESS0S.

Para Cas0s ¢e problemas niEc-convexos aue apresentam 7 gap T de

dualidade, o método da Aproximasszo Tangencial naso €& aplicavel ,
viste cue a determinagiko do muitipiicador 6Timo n&o levara &
SO0iUga0 grimal, sendo, entretanto, aplicavel em geral parasa

problemas CONVEXGS,

A impiementasdo deate métode oode ser fejta ¢ mangira
eficiente gdada 8 existéncia de muitas rotines & muitos aigoritmos
na literatura da programag¢an linear e Gue servem €OMo apoi) pEra @
maior tarefe computacional ¢ resplugso do0 probiema-mestre 7 g0

méetado. Mg entanto, dado o namerg considergvel de  hiperplancs 2
serem geragdos guango problemas de poerte mator 850 resoivigos,
estratégcias devem ser eladboradas no sentigde ¢ge minimizar 0% gastos
pperscionais na resocliugsdo gos  problemas —mesires gye pogem
apresentar matrizes demasiadamente grangses
Deserigiee 60 Trazbatho:

Dessa formsa s nesso Trabalno diyide-se em guas etapas

gistintas, gue procuram, comoe obletive Gnico, apresentar estudos de

técnices com caracteristicas duais pare @ resolugao ge probiemas
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tineares ginamicos .

Na primeira parte incluimos 05 capituios {1 & (1| que tratam
da técnice 0o Lagrangeant Aumentado na resociugho de (P.L.D.3Y,
impilementagio & testes computacigna:s

No capitulo i1 anaiisamos 0 méiodeo do ponto de vista dusi g
sya aplicebitidade na resoiugido de probiemas iineares dindmicos
& ssparabllidace temporai ¢o problema obtida através da wutillizagso
g8 técnica de Watanabe ocasiona 0 aparecimento de um nivel
intermedi &rio no sigoritmo , fator compiicantie parsa a obtengdo ds
sug eficignecia . Para este caso , fazemos uma analise da fung3o a
ser otimicada npeste nivel demonstrando a sua diferenclabiilidade g,

consequentemente , garantindo uma implementasdo mais robusta para
o algoritmo, Einda neste capituto fazemos interpretagies
geamétricas go método na resolygsde de (P.L.D.Y sgouindg 03
trabalhos de Stiephancpoulos — Westerberg |,

Np capitulo i1t descrevemos as  técnicas de GLimizZ&a¢a0
gtilizadas na implementagdo do método , juntamente com fluxpgramss
explicativeos . Problemas-teste §30c descritos e tabelas com
resyliadoes computacionals sap apresentades

Nz segunda parte do trabaiho inciuimos os capitulos Y e V gue
tratam da técnicas de ¢gecomp0sigiy d¢p broblema vie dusligade,
a gual obtém & solugcdc atima primal atravées de T"subsistemas”™ dado
ns valores HUimos CGa s0lugcho dusl

Fsta segunds tTécnica pay! abordada, oquando aplicada a
problemas (P.L.D.2 , consists em duss fases tastanie distintas : &
fase o obtencs0 88 so0ilugs0 duail , & quie!l denominamos "% FapgE” . B

a fazse de obtengdo da soclugdo etima primal vie solugso 6Tima  duai,
Gue denominemos "E° FASE" . Na 1 FA&S gestacamss 0 2 mEToco &
Anroximacao Tengencial de Geoffrion , scepltando~0 parsg probiemas
tineares dinadmicos . desCreyvemos & maneira CoOmo  geramos os
niperplanios & TUunggo dual e a2 Trelaxagio” fos mesmos como
tratemento para sanarmecs © problema de superdimensionamento  da

matriz dge restrigbes geradse pelo metodo . B Em Fagek consiste na
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rescliucin ge um sistems linear gue apresents cCcaratteristicas
importantes e que favorecem @& sua ¢ecomposi¢cac em " subsistemas T
com consequente vantagem computacionsal . Essa  decomposi¢ic  em
"suybsistemas ~ & feita com base E€m anditise sobre 9 compartamento da
traletbria OG61ima apresentado por uma amostra de problemas do tipo
(P.L.D.Y . Os estudos da 1 e 2  FASES 50 apresentados no
capitulo V¥

No capitulo V descrevemos @& técnica do Dual-Simpiex para
problemas com variaveis canalizadas utiiizada na resolugdo do
problema-mestre advindo da gera¢dao de hiperpianos pela técnica da
tproximagdo Tangencial . £ implementacic dcGestia técnica é
importante para o métodgs proposto  ,  uma  vez que grande gasto
gperacional verificae—se nesta fase 00 algoritmo . A relaxs¢do dos
hiperplanos gerados e gue n3o estdo “atives”™ & uytlilizada para
gobteng3e de maior eficiencia computacional,

0 emprego da relaxacao das resirigdes nEo~ativas do probiema-
-mesire ¢o gigoritmo da Aproximacgdc Tangencial e quer gxlenso
trabaiho de stualizacho dos indices €23 linhase & ¢colunas da matriz
de restri¢fes resultante € , consequentemente |, dos indices das
yarlavyeis bésicas e neo—hbasicas nagueta fase dgo trabaitho . Nests
meama fase , & matlriz basica deve ser atualtizasda e sus matiriz
inversas recaiculada , garantindg , dessa forma . menor risco de
erros nuyméricos por arredondamentos no problems
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CAPITULD 11

O METODO DO LAGRANGEAND AUMENTADD

11,9 — INTRODURZIED
B utilizagdo do método do Lagrangeano Aumentado na resolugdo
de problemas OB  pProgramecso linear dinimico surgiuy como ume

conseguéncisa da teoria de dualldade existente qgue trats da
yiabtlidagde d¢o emprege do Lagranseéano ord¢linarie @ probiemss de
otimizagao. Sabemos ,desss teorla , ser a técnica do Lasgrangeand
nem sucedida quanco utiiizeca ne resolucdo ¢e problemas CONVEXDS
em gersl . todavia, sua aplica¢so @ problemss lingares nso nos
tornece, de imediasto, & SOluUgEc HTime primal  (sendoc necessaria @
sua determinacdor, pois & solug¢So dusl obptida, susndo Gnica, esté
asspciado um conlunto ¢ solugdes primais gue minimizam @& fun¢do
tagrangesano.

Lo adicionarmbs o fermn fde penalizagdo & Fungio Lagrangeano,
come yeremos 8 seguir, consegyimnos  conterner o probiema da
determinacsdo ¢ga s0iugdo dtimas primal e isto confere a0 métodoe um
fator bastante atrativo. Na segio (1.3, fazemos uma interpretagso
geométrics desse fate, onde uysaremos ¢ conceito de Ffungdo de
perturbacsoc & hiperboldides-suporte semelhantes 5% interpretsgdes
encontradaes nos Trabaihos de Stephanopoulos — Weslerbeg e Watanabs.,

Contudeo, a Bdi¢d0 ¢go termo gquadratico & fungde Leagrengeans
gestréi & sus separabilidade temporal, & cual & restitufda através
da IntrodugSc de uma novs variavel ao probliema, Conseguentemente,
um  T"nivel intermedidrio”™, gque também deve ser otimizado, g
introduzido &0 slgoritmo .

tima interpretacio gepmétrica 6o mecanlsmo de convergéncia do
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métogo ¢o Lagrangeans Aumentado @ feito na se¢do 11.494 e na B5€030

1y .8 fazemDs uma anigiise da  sue  decomposigsoc  temporal €& Cas
consecudncias advindas dessa dgecompes:{ao para o0 algoritmo - o
aparecimento do "nivel intermedidric’

11,2~ APRESENTAGED DO (P.L.D.J

seia © problema de programagao finear dindmico apressntado na
forma
T4
{(PLDZ: Minimizear I c{t+TIR(t+1Y + s8(trultd
L=
5,8 x{t+1y = A{tyx{t) + B{tiult: {13
{13 = DLTIR{t)y 4+ D(tiulis (g3
x(0) = x© (3.1
x{t+1), uyit) e« & , t=0,...,7-1% (2.27

gnoe gefinimos D conjunto

S=lCx(T+i), Ul I/ h(t+1)E x(T+10E x(t+1),u(Su(ITuly,

t=0,...,7-1}

0s wvetores c(T+1) & ¢(f) s3p vetores coeficientes da fung¢so
chietive oo problems e f(1) & um vetor dado perfencente &0 88S0ACT
m-gimensional R . A(tY, B(t), C(ty e ©D{(t> s3oc matrizes de

grgens {nxny,{ncr),{mni & (Mmer) , respectivamente

ke varitavels do problemas s3o x{(f) e w{(t) ., onde a primeirsa

& a varldave! ¢ge estade €& & segunda & & variavei de controle , ambas

ne intervalo de tempo t , pertencentes aps e€SPa(OS R & BT

i

respectivamente. Fgssas yaErisveis POSSUEm  uma relatsn  de
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interdependéncia com & variave! de estado no intervalo postlerior,
(t+1) , gue & carasterizada pels eavasdo (1.

O problema se apresenta como um probiema dindmice discrelo ¢
com horizonte "TT finite, culass condigdes iniciais s3p dadas pela

squatal {3.17.
11,3 -~ O PROBLIMA DUAL 0o (P.L.D.D
J1.3,1 — A& Fungdoc Dual

Definimos a funcdoc Lagrangeano de (PLD) como

LCx,u,p,n) = T clt+irx(t+1y + dlyulty +
t =0

4+ plt4+1y [ ox(t+1)y -~ adrynd{ty - BlLoul v ) ] + (5}
+ OR{TY [ OFCLY - ClryMf{ty - D{trulty 1 1}

onge oit+i) e A(ty, t=0,...,7T-1 , 830 ps muitiplicadores gde

dimens3o ¢ d=xn } & { Ixm }, respectivamente.

Tendo =suyas vartaveis x{ t y e uf{ t 7 separaveis no Lempo,

podemos escrever (4 ) neg forme

L{x,u,p, x> = T 0 p(t) + cl{ty — plr+#idal{t) - Al0(ty Ix{ T 7 +

T4
+ L0 oe(t) - p(T+1VB(L)Y - ALLID(LY Jul T ) +
=0
+ f péty 4+ ol Ixl ¥ -~ £ p(13¥8(0) + R(DC(0 IxC O 3 4
T4
+ T A0t oFC T € 4.1
L =0
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tego, obtemos as seguintes formas para cada intervalo de
tempd
t = O £ a.1.1 3
Ldwfoy,ull), 01,2003 = [ -pl128(0) - 2003048 318 0 +
+ £ d(0) - pC338L0 —~ AR40:3D00Y Jul O 3 + ALDIEL0

t o= 1, O Sl ( 4.1.2
LCxCey,ult),plt+12 X (1)) = [ plL) + ¢{t) -~ plu+iial{t) -
- A{gIclL) IxC t + £ gty =~ pl+1380L)Y - A(t00tr Jul t )
+ PSSR EE D

t = 7
LT, plT) = [ 9(7T) + ¢{T) 18(7y { 4,1.3 1}
Atraves 00 Lagrangeano, definimos g fungsoe dual 8o (P.L.D.:
como
(FD) $fi{p,Ad = min L{x,u,p,h’
w,u &g
gque & ¢éncava linear-por-partes [4%51 , culo gominio & §o  &8DAGO
. LimeEm) T
yetorial
O probiems dual assgogisdgo 20 propiems (FPL.L.D.Y @
{DLD) max o(p,h)
pzﬁ"
Podemos interpretar ¢ probliems  (DLDD ga seguinte Torma:

para cada valor atribuido mos vetores duais o e A, 4] yalor da
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funcao para es55e5 valeres & obiido resolvendo o probiema
(P11} min Lix,u,p A7
E AR TR N S

que Tem Como conlunto-solugcao

¥{p,A) = | (x,u}y & & / (x,u} minimiza a fungdo ( 4 3 1}

Sapemos, dpela teoris da programsecko linesr, gque o valor ds
funcip duel & um limitante inferior do valor da fung3o primal e
que, na solugdo 6tima, seus valores coincidem, Dessa forma, ao

maximizarmss (Lo |, 0 seguinte c¢ritério de otimaiidaede deve
gatar satisfeito:

Sela (p#,R*} um par de valoeres dueis fasctiveis: se @& ests
nar estiver a@a8s0Ciado o par (x*,aw} ge vaiores primais factivetls
t&l gue o velor da fungdo ooletive do (P.L.D.2 coincida cem 0
valor de {FDO’, entio {xﬁfﬁ*> & soiysso O6tTima para (P.L.D. €

# " P
(pﬁ,k 3 £ 3 solugEo Btime de  {(DLDY.

Portanto, para oue COnRSigamos aicangar a s0iugke de (P, L.0.2
atraves 45 res0iugdo de (P1) & necessiErio, em primeiro  lugar,
pensarmos num pro¢cessg ge atusiizagio 403 yaiores g40s
muyltipiicaedores gue gaerantd & Sus CORVErgeéncia, Qu Seld, QUE nos
fornpnega COM SEgUTENGa 0S8 veiores 6limos §$ 2 kﬁ. No presente
caso, temos ums fungao dual linegar -~ por— partes, tgge, hEC
dgiferencidvel, 0 gue implica em utilizarmos metodoioglas adegusadas
como, por exemplo, metodos gue wiilizam subgradientes para cailcular
direcdes fTactiveis, o0u 0 método de Aproximacio Tangencial , cula

minuyciosa descrigdo & feita np terceirg capituio.

L cada atusiizacdo gos VETOres multiplticadores Temos Gueg
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resoiver um orobiema d¢ tipo (F1), gue & um probiema extremamente
simpies de minimizar uma fung3o linear, separavel nos estégigcs  de
tempo € Cujas varisdveis 830 Tcanalizadas’.

0 processo iterativo fica simpies de ser visugiizado através
de ym tiuxograme gersal, como o €& figura abaixo.

iniciaelizar

O O
(p A7)
&
resolver (P1)
ey
+
LA 1 i
¢ atingiu sau sim P ARE
valter otimo -3
¢ i
e o

atugitzar
B, A

( figura 2.1 3

No entenio, este simples procedimente ndo nos  garanie o
fgrnecimento €8 solugde 6time prims! d0 orobiems (P.L.D.Y uma vyez
aue (Pt} arbitre 08 vBlores gas yariaveis associadas a
coeficientes nulons em ( 4.1 ), fornecendo assim  uma S0IUGE0  nao
recessariamente faotivel,

ma interpretacso geométrice deste fato, bastanie c(onhecidsa
ds teoria o8 duaiigade, utilsze © conceito oe "fun¢ao dge
perturbagdo” reifsacionads 80 problems, Esgsa interpretagao é
ytilizatse pars problemss gerais g sera usada awoui  @pgnss  para O

raen especifico da programaecao jinear.

ti1.2.8 ~ interpretagsdc Geoméirica
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Com o propdsito de facilitarmos @ notacéo, vamos CONSICErar o

propiems (P.L.D.) como um problema classico, que dendotamos por

min $(x)
(PL: s.e8., gi{x) = O
XS %X X

onde $(x>» & uma fungdo iinear com dominio no especo R e gi{x;’
matriz daes resirigdes de ordem ( m x n )} & XA, X € X vetores de
R?’%

nessg forma, escrevemes o probiema (P31} como

4

(P mi PO, A A dago
*

(=
iA
iAo
b ]

onge i{x,») & @ fungao Lagrangeanc de (PL} dade por f(x}+ATg{x>
e A o muiltiplicador ge Lagrange gde dimensade ( m x 1 7.

Para cads valor A° stribuido ao muitiplicador de Lagrangs
corresponde um valor da fungdo dusl

(FOO ¢ (x"y: min RECH SRR M
PN S

onge 4 £ elegmentsd o Ccontunio SO lLHGERD x(x")  do problemsa
(P13 .

Segundo Fverett (181 «cads soiugdo de (F1) ests associads a2
splucsn ge um (PP}, gue & denominado "prodlema  perturbado’”, g
seguinte forma:
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, ” L)
Se x“ resplve (P13} para um dado vaior N entio Fl

?

reaplve ¢ Broblems

min  fix)
(PP s.8. g(x) = ¥y y = o9(x )
¥E x = X
mealmente, se x resolve (P1)’  opara »7, temos aue F(R° )+
P 2%g(x%) € F(x) +2%g(x) , ¥ x tal aue x < xS x ;  logo,
$0x%) € $¢x) + 2°C g{x) - g(x") )
sonde temos sue F(xZ) € f(x), ¥ x t.a. xS xS x e g9{x)=g(x)

Definimes a “funcio de perturbasdo” relacionada a0 problems
(PP} como

(FPD y{y) = ing I (x> s.a, g{x) = y 1}
XS X = K
sue associa & cada "velor deg perturbasie”™ v 2 solugdo otima  ©oO
probiems {(PP). O dominio de defini¢so de {FP; & dado opelo
canjunto D = { ¥y /3 x , x 2 x = ; g gl(x) = vy 1I.
Notamos fue © valor gs fungdo de perturbagso (FP) para y=0

ros g3 & solug3c dtima de  (PLJ.

Pocdemos enunciar as seguyintes prooriedades para 2 fungaen de
perturbagso ( wver (£33 ?:

{Pi3 y{v) & convexa sobre um ¢onjunto convexo se FlxJ) e glix?
forem convexas, No caso dga (P.L.D>., (FP) & convexa binear-
por-partes.
(P11 x° minimiza 1(x, 27y para xS x S x se e somente s¢

viy) 2 vy - 20y - ¥, Y ye D ey = g(k)
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Fota uitima proprigdade nogs g1z Sque resgiver by probiema
(P 8 eguivalente a determinagrmnes o hiperplano suporte & fungao
de perturbagsio (FP) , culp ponto de Tangéncia @ yo = g(x°> , com
) - L]
ingciinsgcao  —A

4 eauyscio deste hiperpliang & dads nor

wlyy = $(x%y = 2%y = a1 = (S A% =2y (8)
Através G2 equacio (B) notamos que w(0) = 1(x°,x°) , o que
significa gue O hiperpianod wi{y) carta 0 eixp 488 orgenscss
exatamente ho valor da fungdo duail em 2% (yer figura 2.2, Dessa

farma, podemos verificar gue o valor da fungse (FD) & sempre um
limitante iaferior do valor da fungdo primal FLXDY. Logo, o
probiema dual pode ser interpretado como o problema de enconirarmos
¢ hiperplano com  inclinagdo &tima, —l*, que maximiza & Susa

intersecgan com 0 £ix0 038 ordensdas.

\
Vi{y}

Viy©)=£{x"®)

\

g .
] Q\\_,m,__,_,.\

H

3

;

H

;

H

* *
V{0)=f(x J)=¢(x

Wiy

( Tigura 2.2 3}

Anatisando 2 figurs scime, percebemos dois casos distinios:
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1“caso: caga Lrecho tinmear ge VT c¢orrespondg @ um unicCo
hiperplano com inciinacdo ~rx° gque, por sua vez, corresponds
g infinitas solugies V(y ) = 027,

2°case: pelos pontos de auebra , y , 6a fungdo TyT passam
infinitos hiperplancs wiyoi, gye correspondem &  uma snica
splugae primai ( minimp de Lex, A"} anico ).

0 primeiro ©&so gesgreye gxatamente o probtems da
indeterminacso da solugdo atime primal ao tenisrmos resnlver {PLD
stravés 6o Lagrangeano orginario,

4 aplicacdo do Lagrangeano Aumentado ng resolugso de
problemas lineares estd intrinsicamente refacionada ao probiema ¢e

o I3 . N . x -~ . *
encontrarmos @ so0lugdo étima primal aquando a inclinagdo atima, -A

g0 hiperpiano Suporte {5 em y = 0 s¢ ehnguadra nao "1%caso”
acimsa.
Py .49 - 0 METODO LAGRANGEAND AUMENTADDO - RESOLUGED DO (P.L.D.D

& FuUun¢an LEQrangesno Bumentadn relacionadsa ag probiems
(Pp.L.D.2 & definida por

(LA) mig,u,p,A,a) = L{R,u,p,A) +
T-4 7
+ (1/2%a L 0 B x{t+1r - a(tixl{y) ~ BOtult? B4
|- )
+ B FCt) - C(tIx(t) - Dltyulty BF

uma constante de pensiizacso.

1w

onde g » 0
Dessa forma, & fungao (LA) pode ser encarada como & fungso

Legrangeans 4o {(P.L.DO.J aocrescida dge termos nao~iineares

referentes as restrigdbes (1) e (23
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Um resud tads importanie assoctiado a resoiugao g prabiems
duyal obtido através da fungao (LA g gemgnsirado oor Propo: g
Yadvkin {4573 € 0o secuinte:

TEQREMA 1 -~ & Ffunoao duat definigs por

¢A(p,k> = min miy,.u,p. A, a3 {Fe3
¥, & =

& cincava, tontinuamente diferenciavel e finita para Todus 0%

yaigres d& P & A, Alem dissn,
aqzaA(s,M
= x{t+1) - ACtix(r) - B{Liu{L) (83
& pit+i) ’
EN
g ¢, (P FOEY =~ CLtIx(t) - DCtiudt)
& w1
ande x{(t+1) & ul(ty, t=0,...,7T-%, sao elementos de A{(p AJ.
A giferenciabilidade (e @A segue dgp falg ga EAOrEEsSED gm
(B2 ser constTanhte para oualguer escolihe de x{L+1 3 £ ulty em

¥ip,n3) [451.

Sessa Forme, o propiema dual & ser resgivido &

max & { oA 3 (P2
%
P.A
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Uma gas oranges ventagens g0 frabalharmos com g fungso CLAd

vem dg fato de podermos respiver o probliema (P37 faciimente tendo

em vista as caracieristicas ca fungdo dual gadas peito tegcrema
acima, apresentando aradients {B) de f5cCi1 obtengdo.
CDessa fTorma, méfodos de otimizacsdo ogue wiivtizam informagaa do

gradiente ga fungZo0 e busca unidimensional podem ser aplicadas na
resplugseo e ( P3 ) ., Como uma busca unidimensional na fungio ¢A
reayer & resolugdo ge (P2) diversas vezes, Sseguimds a3 Trabslhos
ge Miete & putros [488), 035 guais propdem  uma maneira SsSimpigs €
eficiente ge stualizacao d0s vetores dusis & anue pode ser apiicada

na resplugso de (P37,

Para o problema (PLJ, SRCES 11.3.2, a fungio Lagrangeang

Bumentado correspondente € dada pov

(LA) PoOR,e) = TOOR) + (1720 8 b8t iz

(P17 @, hy = min  _ 1 (x,A,a8)
¥E K

juag
1A

. . . T

Pogemos escrever (LA)D COms iix,x,q}zz(xik>+<1f83gix} g{xi.
Para cadga resolucdo de (P1), devemps ter as condigoes de primeira
ordem garantidas. Ou seia,
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T F(x) + 9 2(x) A 4+ 9 ¥V g(x) g{x) = O
ou T F(x) 4+ YV g(x) L A + g a{x) 3 =0 (g

A ecuagho {97 sygere aue ap atuaiizarmos O vetor

multiplicagor de Lagréange na forma

A = +
Keq Ak g gin? 10
gstamos "perseguingo’, 3 cada atualizagho, &5 condigbes
necessarias dge Ootimalidade para o nroblems (P17,

Fara @A giferentciavel, sabemos oue g9{x’) & o sey gradisnte
para x @ X{(AJ {4,381, B atuasiizagsdo segundo (100 ppge  Sser

interoretada como um "passo” do método do gradiente ordinagrio  conde

k2 n -~

g psssa & SEr O Tamanho €0 PBEBHO0.

5 stusiizacio conforme (V0) nos garante gue

o(n A

. _ JE
a k+1,q3 sA(x,Kk,a} = g gi{xy g(x? » O

o0 gue nos 1eves & Cconciustr QuE 8 fungso dus! cresce mopotonicamentes

ingependents g uma atuglizegdo para

<

fator de wmenaiidade, Logo,

™ n

-~ - #
taste fixarmes um vaelor pare 0 = = convyerscencia ge (P33 gstis

garantida.

Propoi & Yadvkin (45 mostram cug
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T-4

@ e A L) e e A0 2 /2 a B hox (t41) - ACDR (D)

k+i k
ts0
2 T4
- BCEX (O BT 4 1/2 g £ (D) - 6 (1) - DOy, (1) 47
L =40

, & lei de crescimento da funcéio dusi @A ¢ guadraticea com o

8
errg nas restrigbes.

Toda a teoria discutida relacionada & fungdo (L& esth
haseads no Seguinte teorema,  tTendo em visla gueg 0 mesms  nos
garante aue a sclugan otima encontrada para (P32 & & solugao
atima de (pLD) t45].

\ E .
TEQBEMA & - Sela Qm o ¢conlunto de todas as sglugdes Giimas  de
. £s - . , # ,
{P33; sejam § o confunto solucio de (DLDY e Z ¢ conjunto
sgiugdo de (P.L.D. . Entéc
b3 % k] * k3 #
= 2 b kY - i , V Fd
Q. G & ilp A ) > Z Xelp a0 (p a0 & 0
gnde definimos Xu(g oo i Ay, ur e 5/ {x,u} 8 spolugzo des (PO}
R interpretagac Geometrica
PFara facilitarmos & notacdo, interpretamoas novamente o
proplema (PLD)Y como um (PLY conforme secdo (1.3,
O probiema linear, asgora, sofrey em sus Fungso obletivo o
acréscimo do termo nd&o- tinear, iego, sscreyemos 0 2 problema

mogificado comg
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min  F{xy 4+ (1/2) o alK) g{x)
{PML 7} 8.8. gix) = @

x
1A
=
iA
it

0 probiems perturbago relascionade 8 {PML) 8

min  F(x) + €1/2) 8 g(x) glx)

(PEM) 5.4. g{x) = vy ; y & R
gﬁxi:;
com fTungso de perturbacao definida por
{FPM) p{y} = Int P Fix) + €1/42) ¢ g(x}Tgixk 5.8 girl=y |

X = %= K

L fungcBo (FPM) & néo-linear e satisfaz as propriedaedes (P

=)
{Pii )y da fungasd de perfturbasio {(FPY [&3]

0 tegrema © 88 Begk0 anterior 0o

of

garante gueg L hipegrpi

SH

i

b

suncrte a fTungdo (FP} po sonts vy = 0 tTampém & suporte, neste
mesmo vonto, & funglo (FPM) e este fato somade a4 carater nag
iinear desta Gliima possibiiitae & determinacdo da solugao &iims
primai stravés da obtengio ¢©a inciinaGgko otTima, - g0

niperpiano.
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Vi{y)

{ figura 2.3 1

Uma outras interpretacdo geoméetrica pars o efeito do  fermod
guadratico de fungdoc (LA) sobre & fungdo de perturbecdo (FFPy  pode

sgpr vista atravées ¢o conceilo de niperparadpoibiges-suporte {827.

Seimg s fungBoc Lagrangseno Aumentado (LA
LOX 8D = FOX) + h glx) + (1720 g g(x) T alx}.

interpretada no espago oo fungdo de perturbacao {FP}, podemos

, ]
ERCPEBVET y = gixn} 8 z = F4x) [Assim, cada Danio A o tugar
- . [ o . .
geometrict onde §A<x,h L) & uma constante { consy,
« . 2 .
sang = 20+ Ay o+ (Y/E) o v {113

gque & & eguagds de um paraboldide com concavidade voltTads para
baixo € cujo Maximo & atingido no pento vy = A" /g.

Dessa fTorma, © procedimento  do "Lagrangeang Lumentado”
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pode ser interpretado da seguyinte manegira: para um c¢certeo PN fixo,

o problema de resolyer

(P13 min bo{x, A

equivaie a encontrarmos © paraboloide de equagao (113 aue
tangencia a fungio de perturbagado (FPJ.

Pogemos notar cgue o ponto de intersecgdo do hiperparabolidide

cem o 81 X0 y = 0 também nos fornece o valor da fungdoe dual no
favd . ~ . R

ponto A e 0o processp ds stuaiizagio do muitipliicador, conforme

(103 nos gsarante a cbtengio de vaiores crescentes pare 0 probiema

gual, como mostra & figura 2.9,
Ao fazermos A = A 4+ g gix) , obtemos
N ] k
- ~A
}xk-}i - k RN
T
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Portanto, a adigso do termo guadratico na fungzo LlLagrangeang
ge um {PLY soiluciona o probiema de sncontrarmos & solugdo Grima
primai an tentarmes resciver um probiema lipegar através gg uma

seguéncia de "problemas Lagrangeanaos’

Desssg forma, podemos enunciar o procedimento iterativo aque
spolycionsg problemas linheares dindmicos via aplicacan 40 método go
Learanhgeano Aumentado,

ii.a.8 -~ 0 Algoritmo ¢go Lagrangeano Aumentado

PASGOT — Selam A€y, po{t+1), f=0,....T-%, valbres iniciais para
E 3
os multiplicadores e « um vator Fixc para a constente de
penaligade.

%
PASSOZ2 — Minimize m(x,a,pk,kk,q 7 obtendo 8 solugdo
ﬁk(t), xk<t+%), t=0,...,7T—1%.
PASBCGRE - Calcule o gracgiente dse @Aigk,kk} através de {Ha.
a & @
Se SR SO P , pare.

g ol{t+13 8 ait)

PASSO= — Atuatize 08 valores dos multinlicadores ge forma &

maximizar & fTungso dust ¢g { conforme {(BJ):

& @A
B, Lt FYTr o= op {T4Y) 40y
ks x 8 p (t+1)
x
&8 @A
}}+${€) = kat} + Voitte gara FASREOL
) & A (13

0 aigoritmo apresentado dessa forma possuyl uma gstrutura dge

"

"dois niveis” semeihante & estrutura do Tluxegrama do sigoritmo do

as



iaorangeano avresentads na S8¢H0 11.3: porem, Com  um  probiema
mais complicado & ser resolvigo gue & o de minimizarmos & Tungaco
(LAY,

A0 simpiificarmos @ resolucio de {F33, complicamcs
sensiveilmente & resolugio de (PE2), nois ac sadicignarmps o termo
guadrético &0 lLagrangeano passamos de um probleme de otimizar Uma
funedo tinesar, limitads e separave! no temps, para um probiema  gue
reguer prTimizesio de uma fungdo nio.ilinear com muitas verliaveis,
dago gsue & separabliidade temporal de (LAY & gusbhrads pelo produts
ge variaveis em tempos distintos gue aparecem no  termo  guadratico
agicionado.

Com o intulto de restaurear & separabilidade temporal percgida,
Armentano [%1 sugere & implementagso, &6 aigoriimie aoresentado

acima, d& formas proposte por  Watanabe {621 g testada com  Exito

para probiemss naoc lineares de programagso dinédmica.
it.5 - DECOMPOSICAD DO LAGHRANGEARD AUMENTADD
As tentarmos a separsbilidade temporal da Ffungao (LAD temys,

necessariamenie, Gue escrever numa " forma separaedsa’ a EXEressigo
guadraticsa

Iox(t+1) — ACEIN(T) ~ B(tlult) #° (12

sues & = Ccausadora dgos TTtermnos cruzados” gue apsrecem nesss fungao.

s iocusidade abaifo, velida para Toado yits, (12,13
OACTIR(TI+B T udto—v )y B + B x(t+1)-vet) #% =
(1780 B x(t+10-ACtx()-B(t ulty B 4
o2 b w(ti—(1/800 ACt)x{t)+BCLIu(tI+x(t+1y 1 U°
Tomamos © minimo oem v(Ll & obtemos {12.2:3
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(1723 F x(t+1)-AC)s{t-BL{Iulty #% =
= omin DB A(TIRC(EIFBLEIGUCI-yv Ity BY & R{T41d-v(ty §

wrdl}

2

}

Dessa forme, & BXPressdo (12.28) fornece uima forma separada
pgra {127, porem, incluindg um novo problams ge minimizagan a0

algoritmao.

Suybstituindoe (12.2) na fungdo {LAY, obhilemos

T—4
mix,u,p,A~,q) = min L 1 t{x{ty,uit),ple+32, 201y +
wiil =3

e[ plTY+e(TY I1xC(TY + g § AC(tIx(T)+B{Toul(t)-v<t) #2

ool oxC(T+1ymuty BT 4+ (1720 o i FCO-G(tIR< =Dl toucty #F )
GCom issoc, podemos escrever (LAY ns forma

T
mi%,e,p, A, = min [ m(t) , onge
witid L=y

DNETE t = 0, (13,13

M(GY = 1C(x(0),ufD),0C1), %400y + g & ACD)x{0)+B(D)ulDI-v(n) &> +

4 (1/27 g B f(D)-0(OIx{0)-D(0duca; §°
nEra T o= 1,...,T-1 13,27
MmOty = TCRCED,ulty, pLt+1) 20ty + g § AL (L +BltIuctI-vit) 5 +

-

+ g # ox{tI-v(t—~13 1% 4 (1/23 g B F(T-C(R(TI=DCTIu(ty BF

m(TY = § p(Ti4+c(T) Ix(T) + g U x¢Ty-v(T~1) ¥%
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As FTungdes mity, t=0,....,7, definidas acims Ss8&c gauadraticas
convexas, com mit}, t=1,....,7T, estritamente convexa, confaorme

Proprigdade £ mostrada adbal ko,

Canseguentemente, & fungso dual fica na forms

T
¢g(p,k) = min min Lomit) =
Xx,u € = wiil) i=0

T
= min [ min L omit) 3
wid by ¥,u & 5 i=0
= min V ( p,A,v,q ) (FPB)
wit?
T
onde ¥V (oA, v,q) = min I mit (FYD
Ho,u & g L=
Dessa forme, @ estrutura do  algoriimo ga Lagrangesng

fumentado, anteriormente de gdols niyeis, aaora apresenta—ag em

Tr8s nivels, mats comeiexsa, conforme figura ahaixo.

f= . .

Mo "tThivet®™ o oproblsma torne-se mais  Simples  de agr
resoiyidgo ;o 8 cada estagin dge tTemps tTemos cue resglver um probiema
de wminimizar uma Ffuncis guadratiod Cconpvexs, coma  mostramoes

stravés da Propriedade o
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iniciatizagan
[+ £ <
BN LV
lé
i
5 .
L Higg B WO <
L=
T
giualizar “w” de
modo a
min V {p,x,v,q)
Wil
¥
TV oatingiy
jtatal
seu wvalor da
Rl ML mo 7
tg-s
k£ Yaim
s - atualizacas dos
max & multiplicadoras
léstm
PARE
{ figura 2.5 1}
PROPEIDADE 1 — As fun:zbes gefinidas
fungoes guadralicas  convexas ocom mit),
CONYBKS,
Prova:
1~  Babemos Ser & soma d& Tungoes ouadra
guagdrstics COonvexa, a soma gde fungies

tineares uma fungio

uma estritamente convexs uma Fungdo es

Fodemos esc

guaid

rever,

8
ratics e & soma
T

gara t=0,...,7-1,
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2 nivel
?
wdn
<5 .
I nived
{13.1 = (12.3) 8o
t=1,...,T, gstritamentes
icas conyeras uyme fungdo
gyasdraticas  por  fungoes

dge fungctes

CONVEeEESs par

ritamente COBVERS.




HOACEIRET) 4+ BOLdutt) - v(b® = B gty - yethf

T

onde G(t) = [ a<t>§ BOt) 3 8 p Oty = o x(t),ulty 3 aue &

claramente a expressso de uma fTungiEo gusdratica convexs,

2 - Anaiogamente, podemps afirmar que H FLy = C{tyxit)y -~
- B(t>u(t>ﬁz expresse uma fungdo oyadratica convexa em {1 e
ultl.

4 - B ox(T) = vit=1) BT = k)T R(L) - 2 v t-1) k() 4+ y(t-10Tw(t-1)
para t=1,...,T, gue & umea funcio estritamente ConvERaE.

togeo, para el{t+12, »{1), vi{1) e f(t)  gadoes, podemos conctuir

que:

a’ méD0y & uma fungdo dquadratics coenvexs ( por 1,2 & 3 1.

5 mi{t) & uma fungdo auacratics esiritaemente convexe ( por 1,2,3
g 4 ) para t = 1,...,7-1

c) m{T?} & umae fung¢sdn guadratica sstritamente convexa (por 1 & 8).
Dadas a5 boas caracteristicas ¢ as facitidades am resglivermos

[ =] . .
ns probiemas dos 71 g 3 nivels”™, nossg problema sg0ra se resume
em estudarmos &8s caracteristicas gue se aopresentam ngo orobiemsa &

< . .
ser resoivido no "2 nive!l” do novo algoritmo.

Seguindo o trabaihoe de Watanabpe (821, Armentano £33

gemonsira 038 seguintes resultsdos para {P,L.D0.3

TEDQHEMA 2 - & Fung2o (FV) & convexa em relagiao em relacdo a "v’,
TEQHEME 4 — &g (FV & yme Fungko difarencisvel no ponig ¥ o=y
entao
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; % - - — -
8V (P2 ¥ 8D L 4y (v~ 1/20 AL XCTI BT Ut bR (T4 )]

& wv{(it)

pnde wl{t), x(t+1y, t=0,...,7-1, 8&0 as S0lugoes 408
subproblemas para vw{t) = wvwi{ti}. {1433

g insgavel @ importancia desses resuitados. Porém, gutros
dois fatores sao fundamentais para obitermos um bom desempenho Dara

. . ‘ L ¢ #* )

g algoritmo: a diferenciabilidade e o "bom comportamento” da
fungio {(Fy), Juntos, certamente haverd condigbes suficientes pars
yma boa eficiénecia do algoritmo. Mas, basta um mal compgrtamento
da fung &0 (FV 3 para gue 0 mesmp apresente tentidao em  syua
cohyergencia associade & um alto custo computacional em

conseauéneia da interdependéncia da resclucao dos "1%e 2% niveis”,

conforme mostra a figura 2.5,

Goviamente, a condicao  de dgiferenciabiiidade ge (F¥ Y,

juntamente com os resultados gos Teoremass 4 & B, noes di garsniias

gde convergénoia para  um  aifgoritmo gue utiiiza gireches ge
daeréscimo { comp, por exempio, a diregso de menos gradientel na
resglugda do T2 nivei " oy seia, para (F¥) diferenciével, 2
resolugcao do "2 niyei™ torna—-se mais eficasz com & possibiiidade de
ytitizarmes slgoritmos la cosnhecidos gue minimizam  fungdes  sem

repstrighes.

o Dizemss aue uma Tung3o & "pem comportada” auando a reiacac en -

tre 08 autovalores g3 matriz hessians estd proxima a unidade.
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f1.5.% A& Diferenciahiiidade ge {FV 3

Da tguatdade {12.1Y podemos escrever a funcao (FV) na

forms

Vip,hA,v,83 = min F L X,u,v¥ {16

®,0a & =

snge definimos {16
T 4
F{w,u,¥s = o0 ot(x,u,p,Aa) 4+ 0 o pdTY + cdT) Ix{T +
t=€3
+ (1/2) g & x(t+1) ~ A{tIix(t) - BCLyudt) #% +
+ (1/2) o B $(1) - CCtyx(t) - DCtyulty &5 4

+o2a b ov(t) - (1/2) § BCEIK(EIFBCIIuCt X (t41)1U0 ]

¢ a > 8 2
Sela = conjunto conforme definimes em I Temos gue:
G137 g & ym conlunto compacto.
G2 F & uymap fungido continus, pois & soma de  fungoes
. {3}
continuas
T
(%) (ay Por 1i.8, podemos tomear Flx,u,¥i = oo omits
FA— ]
- - z .
(p) Qualguer fungio definida na forma F(x) = &x - b ] &

yma fungdo guadrética de ¢lasse GC .
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£33 # F {x,u,¥’
& y(t)

= dg [y {t)~(1/23 (AL yx (4Bl yu{t)+x(t+137273

nETa to= 0O,...,7T-1%, & continua para cadas 1.

Sela o conlunto

Y{y?

H

P x4y, udtyy /4 (x{t+1y,ultiy, t=0,...,7-%, minimiza

F{x,u,v¥) sopbre § }.

apiicando o Teorema de Danskin ( Apéndice 1 3, femos  que A&
derivads girecional da fungao em (107 existe em gualguer diregsao
"s" para gualguer veter w(t}), t=0,...,7T-1, e & dada por

0D vip,A,v,gq) = min = s, & F (x,u,y?
¥ B W{w) i g v (t)
L

40 tomarmos a direcdo "s " como sendo uma das  diregfes gas
ei¥xns coordenados,  ODUEMOS

0O Vi{p,h,v,0} = min & F {x,u,¥} {172

Man £ YV
& vy

& condicdo necessaria para ous tenhamos & diferenciabilidade
ga fungio (FV¥) tratadas ng T2 nivei® @&

04 & funcioc " F T definida em (18 & ume fungio estritamente

COnNVEeXa.
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Prova: Em 14,5 vimpos gque a fungdo (FY ) &

T
¥V {p,h,v,q) = min Tomity.,
¥,k £ &5 [ s

T
boego, Fix,u,v? = L mit}). oy sela, F & soms de fungdes conve-
L=
vexas com mity, t=1%1,...,7, estritamente convexa ( conforme veri-
ficado em 11.5 3, 0 ocue nos garante & sua oconvexidade estrits.

Nesaa fprma, pera cada vit), t=0,...,T=1, o conlunto Y{(v} @
unttério: portanto, @ coendigido L4992 nos garante gque @& derijvada

direcionai em (173 & constante para todo y{t. Logo,
conciuimaos cgue (FV) e diferenciavel com
& V{p,h,¥v,q} & F{x.u
2 9 - UV oy (s ¢18)
& v {1 g v (1)
3 15
Com & sarantia dg diferenciabilidade de (FVY) no ﬂééﬂi¥8§”,

um aigoritmo eficiente deve ser utiiizado na resclucho deste nivel
para obtencdo de melhoria na convergéngia & custoe computacianal

go MétTodo do lLsgrangeann Aumentadon.
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CaPyTULD 1T

IMPLEMENTACSED DD LAGRANGEAND ABUMENTADG
TESTES E CONCLUSBES

briLt o~ INTRODUGSEO

fomo vimos ng capitule anterior, o métedo do Lagranceang
Aumentado ng resnlugido de probiemas lineares dingmicos apresenta—-se
com uma estrutura de trgs nivels, estando todos eies  interiigados.

) . . . - . o
Yimos tTampéem gue Jevemos cbter eficiencisa na resgidgan go "2

nive! 7 dads & sua forte infludncis na eficiénecia do ajgoritmo
como o um tode., A& cada atualizagse da Ffungao (FY¥Y (cepituiln
snterior) devemos 7 visitar " o ™17 nive:”™ B resgiver T T4
subproplemas. Resciver cada subproblems go "1° nivel " stgntficy
minimizZarmos ume Tun¢do auadratTica CONVEXRa CUJES Varizveis possuem
imites suyperior ¢ inferior {ou sela as variaveis $&0
"ganpalizadas’): portanto, Temos coandigfes Taveraveis para o hom

5 T3
desempenho OO0 meTodo ouando da resolycio teste nivel ",
ge  Fy

nehes  naa-lineare s

. e . , = ; =
yarios 880 03 metodos gue podemds gtiiizar nag resoiugse 4068 71 g

g Teoria basica dg orimizacéo

ki

=% niveis gentre eies destacames g3 méetodos  de  Newilion &
Grediente Conjugado . Sabemos gue, pare bdontos de inicializaghdo
préximos da solugéo o&Htims o metodo de Newildan apresents
convergéncia mais rapida e custo computacional menor gue o método
do Gradiente Conlugado . porém , para fungdes de muiias variaveis
& pontss~ de ~inicializecdn distantes da solugdo &tims , o
atgoritmo go Gradliente QConluygads { §-§ } aoresenta-se mais

"robusto” com relscEc a0 método de Newton {101, atém ds reguisitar
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menos meméria pelo falto de &ser necessarie gusrdsr  gpenss  sioyns
vetores .

Pelos motives ¢jtados acima e pelo fato de naog dispormas da
matriz Hessianas Oa fungSo (FV) & ser minimizads ho " 2° nivel”,
ascoihemeos o metode © - 6 para a implementacao  dos 17 e 27
nivels do aigoriime agqut proposte . Portantc ., damos espacial

stencio & este método descrevendo parte de sug teoris RBRE  Segunda

segd0 deste capitulo @ na $e0&0 111.3 descreyvemns 0 algoriimp do

Gradiente OConlugade wtilizado na resolucie de funghes &am
varidveis "canalizadas” (1"nfvel ) e ne se¢ic 111.4 a versio do
mesmo método utiiizado no tratamento do "2 nivel™ . Finalizamos o

capituio apresentando alguns testes realizados & suas conciusdes

bit.2 — O METODO OO0 GRADIENTE CGONJUGADD

g aigeritmo das giregbes conjugadas foi introcguzidgo
originalimente por Hestenes e Stiefel ( 1852 7 com &nfase na
aplicagso perg & resolugcio de  sistemas iineares. Ossde entfizo,
mogificaches & extensbes deste métodn tem sido apresentadas  por
varios autores . ¢itamoes dentre eles ¢35 trabainos de  Davidon
Fiecher g Powell,

0 métodn do Gradiente Conjugado eaquivaie ao método de Newton a
cadas n  p@sso0s, sendo Gue, & ceda  passs, oblém  uma  aproximagio
maior da Iinverss da matriz Hessianag da fung®0c & ser otimizads [Z81.
Fsse métTode Também basseie-se em aproximar a fungao por uma Forms
guadrética atreves da gual 0o céiculo dss diregdes c¢oniugatdas &

imediato & pode ser ecstendido para fungbes n3o-—guadraticas em geral

Seia $. g7 R funcioc de rcilssse G definida Nho  eSpPacao

. . 1
n~gdgimensional [

ODessa forma , & cada ponto X= Eﬁ, podemas representar s
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funcso f nums vizinhanga de x na forma

E{x) = (1/2) KB % - h x + G (

e
st

onde A & 3 matriz hessiana de § , de dimensdo n=n h & o vetor
gradiente , de dimensdo n & G & uma constante .

A condigio necessaria de primeira ordem da oltimizaggo diz aque

0 ponto critico de F deve ser tal aque F {(x)=0, Mas F'ix) =

hx~h = O , ou sela , © ponto critico da fungdo em (1) geve sear
splucio do sistema

A% = h (22

Se a matriz A & nBo-singular , ent20 0 ponto critico & 4nico €

. + -4
& dado por X = A& B

Sapemos Gue x_ & um panto de minimo pars F ose & somepntes  Se @
matriz & & definids positiva € a ¢lregdo de makima dgescida de T onum
pontao ¥ guaiguer &

r{x}) = =~F’'{x) = h — AKX (32

O métogo dp Gradiente GConlugadp pode ser visto camo um método
intermediario entre 0 método aue usa diregdes do tTipo (33 e o
método de Neswlon £283.

Veliamos, primeiramentse, as propriedades acercs gas girecoes

conjugadas.

Definigso - Dades uma mairiz simétrica & ¢ seEnerica y,dtzemos aue

gois vetgres &ia ﬁz, em $é; 830 A-ortfoa0nsgts , QU ConNjuUgsdcs Lam
, T X

respedtoc &8 A& , 5@ azﬁ 52=D

NOTA . Duas ohbhservaches imediatas resultam da definigdc acima

™3y ge & = 0, entic cuaisguer vetores de £ sh0 A-ortogonals;

=%y sge &

Desasa  Torms . um conjuntoe de wvetores ﬁg,ﬁ

H

T, entso ¢, e dz s&0 ortogonais

Ee
o
]

., @

E S k

“7



T
b~agriogpnais S G‘A % = 0 para P}

A proposigio abaixo & muite importante , peis nos d& garanty

a
de gue wm conlunto d& K vetores A-ortogongis garsg e espago g

e

dimensio ¥

PROPOSIGE0 : Se A & positive definida & se o conjunte de vetores

P

nae nuilaos ﬁo,ﬁi,,..,dk ¢ A-ortogonat | entas esses vetares EEL

tinearmente independentes
prova - { & imediata )

besim, sg  fTomames n yetores dg;di;.,,,ﬁpd A—-artogonais

{supondo A& definida posiTiva ) , entie gualouer wyetor ¢0 £5p&GO

sode ser escriio como uma combinagae iinear desses vetores. Em
particular , & sciucac oo sistems (£ vode ser escrite como
-+
o= o g + o g + .,. + & ¥ =
o3 i 3 ™~ T3
ande aigum 405 ai’s & neo nuio .
Ga igualdgade acime podemos escrever
B x'= o A d +ahod + ... +o hod
3 [a) £ 4 fates- 4 Ty
T T
oy aings sia ¥ o= &g§;§ éi au sejig |
T - T
Gi X 6L§1 (5
&7 T : T ;
i
d. & 4. g 8 4
+ t N T

GConseguentemente , a eguagso (47 pode ser reescrita Lomd
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met  4h
W . ; §L (g
LEG g & ¢
(N 1%
. , " +
através ge (B2 podemos  pensar  &m  oblter & a0l ueso ¥

jterativamente, onde, & cada pesso, um termo diﬂ & adicianado

cogm isso , ag finel 40 n—és3imp passc davamos esperar ter aicangsdo

nossg oblietive . £ 0 gue resuyme o tTegrema sesuinte
g . .
TEGREMAY . Sela {GL}?~G um ¢onjunto de veteres nao nutos
A-ariggonais . Para gusaiguer K E E .8 seduéncia {xk} gerads 48
forms
= [« {73
Aeer ™ K TG (7
com
r? ¢
¥k
E o= - —- . =
y T Londe h i} Ao k2 D
Qyé g

converge R&ra & Soiugdo X  ¢0 aistems (27 apds n Lass0es, 0U a4eia,

&
¥ o= K
el
Frova { yide em Luenbergser {381
Uma proprisdade mulito importante  do  wprocedimento iterative
acims & que , @ tcada passo , 0 novo seilementio da seoguéncia ﬂﬂg,é

exatamente o minimo da fungdc {1y com reiagdo & Hiregac Gk & , mais

alnds %eva & o minimo de f sohbre o espace ge gimensan ko, kdn

Para orovarmps sste resultado |, definimos primeiramente Bor

K . o
5 o subespago de E  geradoc pelc conlunto iﬁiﬂm;

%3




Lgora pOoGemos enunciar o tecrema

TEQREMALZ

f-artogonais.

{7) tem a
sobre & retla

Sela td

Ent3o,

propriedade de gue X

kg ~ ) -
L}th} uma ceduencia ae yetgres fial nuitos
™ ~
para gualauer X, E E .,a secuéncis gerada por

L minimiza & fungho auadratica 213

gssim comg sopre 3 variedade tinear %G‘i‘ g .

Prova - A prova deste

gradiente de

& faita por

i

, .\ . k
¥ no ponto ¥ deve ser ortogonal g8 verijiedsde Xg”? 8 £

nduUcEo

fTeoremsa = regume em mostrarmos Gue a

¥

- o, . A . .
For itndug¢ao , como B & vazio , & hipbtese & vergadeirs para

e . &
Kk o= 0O . Supomos entao gue Ty ¢ artoaonal a B e demonsiramos gue
k+d
5 onal & B .
Trug © crtog
Temas Mwe = Ty + aka % (g’
iy T T -
Logo ékrhm = ﬁk‘k + qu:a %7 = 0 tpor (733
T iy
g , ﬁirk«?i = g r ?akdiﬁ q( = {J paratr 4 K
. E+d . P § . L
psgstm , r, . € ortogonat a B , pois & ortasongl an chanjunto
dge vetores guye o gsra  o.a.d. 3,

Pare completsarmos

saber d& gue maneira devemoes

nasan.
Podemos
garante gue

gu coniuygads

£

verificar

P

i3

processo iterative do matodoe ., resta—nos
ge

a
rar as diregdes conjugsdas 8 Cads

[39) gue o segyinte critéric de geragioc nos

a Ccads pasSsSo , B nova diregdc obtidas & A-oryiogonal ,

, com as diregdes anteriores

B0




Para &k = § {(passe inicigl} fazemos aa= .
Para k = %1,...,n"1 g5 Ty YE L%,
T

rk a ék—;
gnde E p
§k~§.g dk—s

NotTamos que S8 hD p§ssoe kK ¢ nule, eniso devemos gatar
no atimo 40 proplems |

Logo , podemos enunciar ¢ aigsoritmo do Gradiente Conjugado da

seguinte formsa

PASS0 1 : sela K & E™ o panto inicial £ sels
. - - (
a4, T4 h Eoox, (8.1
BRSSO £ : s&e P ® 0 , PBARLD X, ¢ popito de &Timo . {9,2:3

GCaso contrario, va para o PASSD 3

PAS8G 3 : atualize Koag® ¥ 7 o d ,
T
Y
gnae o = (2.3
an ¢
i k
a = IES
ﬁk«ra ?k+1+ e ék ¢
T
- I d
4 e .
gnde Bk = {8.4)
ﬁk & ck
Faga &k = ¥ + 1 & va an FPASEQ 2 .
Como  podemes OhRErVEr ; gate alacritmp g e fFaoid

impiementagdn & converge num namerc fTinitoe de passos .
Parém , o método do Gradienie Conjugsdo €5té& suleito & e&rros
de arcvedondamentos csussdos pelas sproximagoes feitas selo

computador e , dependendo ¢a mégquina , esses erros podem ter grande
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infiudnocia na convergéneoia do algoritmo o aiém do0 mais, devemos
iembrar gue para funedes nao—guadraticas dificiimente o &lgoriimo
convergira em n bassos, dados 9% ervros & CauUsSsd0s pela GRTOXNIMELED
focatl da fungdo por uma fTorma guadratica

Entretanto, para funcbes quadralicas podemos  esSpersr  due 0
glgoritmo conviria em um nomero m de passos , comm = n

Dessa forma , devemos coansiderar gue o algoritmo acima pode
nSc convergir 8m um nimero de passos igual @ n, sendo, neste caso,

necesaarie uma reiniciatizagso do processo iterative

Portante, 8o algoritmo descrito acima gdavemgs gcrescentar um
"passn” intermedidrio aos PASSD 2 e PASSD 3

PASSD 2.9 : {reiniciatizagac ¢0 processo)

Ze k£ > n , Tagsa Koy = K8 v para o PASSO 1

Podemos encontrar &em  Luenbherger [3491 farmulas &t

rd
D
-
o
(413
rt
L
pai ]
[Xx}

cara (3.3 e (8.4 , mais convenientes computacianaliment

e
£
4o
o
o
o

grigingis

Muttos forem 65  Irabalhos reslizados oom G wrepssito de
simptificar & impiementagano deste algoritmo guando aniicado  ns
otimizagzo de funcbes ndo ouadraticas . Gomo podemos percebher . 2
cada passa temos que fTazer uma aproximacie iocal de fungdo por  uma
forma guadratice, o gue reguer aveliar ndo somente o gradiente, mas
também a8 metriz hessiana a Cads panto. Diesss forma, surgiram
cutras formulas pars as atualizagdes dadas por (9.33 & {89.493 gue
dispensam a necessidade de tais sveliaghes., Denire eias estéoc as
ia hastante conhecidas foérmuias de Sarenson-Wolfe, Fiecher-
Reeves, Pojyak—Rebire, Shanno-Prua, todas eguivalentes guando
tratam fungoes gquadraticas, mas apresentando diferentes
comportamentos pars outras fungobes.

0 metodo €e Flecher — Hesves . sor gxempio s substityi @
avatiacsao (8.3: por uma procursg unidimensionatl e ﬁ& ¢ dado, na
k—gsima itsracan , aor
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r r
k+i k+i "
I (10)
e Tk
{11.3 —  IMPLEMENTAGSD oo ™ 19 NiveL "

Para & resolugso ¢o problems situado neste "nivel™ & e8c0lha
do métogo do Gracdiente Gonlugado deveu—se também pels facitidade de
suya implementacdo para problemas com variaveis T"canglizsdas” e
pelas garantias de seu sucessp para fungles guadraticas

Gomo vimos no capitulo antertor , a fungdo & ser minimizada no
= 1° nivel! " do método 40 Lagrangeano Aumentadc & separavel nor
gatégio Ce tempo . Atraves das eguagdes (13.%12 e (13.37) , capituie
1 , vimos gue cada Tungdoc mit) & no minimo gusdratics
semi~definicga positive , pars =0 ,...,7T . Logo , como mostrs 2
tiogura 2.5, capitulo 11 , & resolucdo oo "1 nivel” impiica

resgivermos "T+17 subprobiemas gda forma

min mit {
®ha = =
i

.Y
i
et

SJ: g, St= Poudt), w0412/ { wlty,s(t+12 3 & X plt+1) 20Ty ) 1}

Fungio guadratics Convexa
0 asigoritmo ulitizado para resoiugan deste nivel 8 yma
extenssn da técnics desenvolvids por Polyak (18835 para minimizar

tyngdes restritas & conluntos 1281 .

o]
St

i11.3.1 — ARigoritmo Pars Grediente Qonlugede ¢ G~ G -
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Seia

o problems

Min Fix) = (1/22 x?a X - @Tx

$.48. | S B &E U

s
vetores de L .

Dessa fTorma enunciamos

PASBD 1

PASSD 2

i
58
EA

minimo de

PASSO 3

PAZED 4

Se xk«ri

F . PARE

fscolhs um ponto fTacoctivel para {QP} g caicuis

i -4
Sela I o conjunto de indices v fais gue
i i
% = i, g ro%
i 1 i
Seis J4 0 canjunto dos indices | Tais gue
i L
% =y, & ro= 0
i % £
= J para cuasiguer v & { I, 7 } , entdc & g

i
Caso contrério , vé ao PASSO 3

ange ?;= 5. ie TUZJT

i B SV

Faga {}ﬁ: !"i ;

{ SUBROTINA © - G 3

calocule
e
5y' & Dk £, = ﬁ% fk
T
g, = B 5 e a = ¢ /4
Kpsa™ ¥ ¥ BBy
fers T T 8 By

& infactivel , ¥a& pars o PASSO B

b4

{1,813

(2.a)

(2.5

popRtio gdg

caso conirdr i oo,



redefinyr I e § e caicutle 7t e o, onde

PABRS0 & . Selam

Jo, e e s )

1
Selam

Seia

RBecplooue Xﬁ

k+3

- %
~ k kit
k+4 * hic pk ., onde hk:
g
k
nara it & { T,J ¥ , PARE Sendg
va naras (d.a).

L

, . . i .
pe indices 3 tais auer K > oy
ket ks
o= min | (1 = x Y/ b
I ! i i ¥
Bo=omin [ Cu - % 3 /b i &
k 3 k Ty
- _ .
g, = min i ak , {k }
= xk + ak ak g V& para PALSST 1 .

calcuie

. N ) o _ i
IR 08 indlces v tais que ﬂﬁ1< %L &

S

{(4.4d7,

{5 .8’

Pogemos agora apresentar o fluxograms do slgoritmo descrito

acima .
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SUBROTINA C - ©
K = 1
i
T
calcutar
€, ay 8
K, = K Foa By
T "
&
P nao e
Kk-é-i & fartivel 5
gim
caicu%i fws
S ? 5 im
K+ ’ Lo FARE
. -+
g/ L& { 1,4 1}
pao
E o= k& + 3
(Fis, 3.1



Ag

FLUYXOGRAMA PARA © -

B7

G
iniciglizar (k =
i
RS
calcular - r = h -
—% i
-
dgeterminpar 0s ooniuntos
T e J
+
i. .
= 7 i
rs ] sim PARE g
. -3 :
e w7l L
géo
SUBROTING
£ - &G
.?&
. C?sf:ﬁia? o, f?k .
ak=mén§(.—xk,fs‘k =
= : 4+ F
e ™ Ry g, Py
{FiG 3.2
' -~ - <o - T
FMPLEMENTALED DO £ NIVEL
respivermos o problema do " 2onivel notamos  gue  cads



atuyaiizacso do vetor v(t) €€=0,...,7T-1) da fungao (FVy)J

a resoplvermps também ¢ probliema do "q® nivel”™, conforme

corresponds

6 probiems

{(PBY do capitule 11 . togo, estes dois niveis estio fortemente
o, . N
intertigados e resolvermes o "2 afvel significa resolyveErmos
simuiltaneamente o " 1 nivel " . Assim, o fTiluxograma da figura
2.5 Tica da seuguinte forma
1
ot 4
¥ + +
min m{0? min mi{t) min miT)
u{gd gty , x{t+1) (T
te,. .. T4
] I &
= *- P
atuaiize v
min Vip,A,r,al7
L
L5im
& esla ne sim i 5ARE i
ésel_g MO LMo E 3
HERY
-
atualizar b, A
- .
1 conforme 11.4.2
{ Figure 2.3
Dessa manelira, gevemos empregar esforgos no sentido ge
aptermos uyma rapidas resolucdo pars g " 2% nivel N ; gada sus

infiuyéncia sobre g eficibneia de abhordagem como um todo,

Logo , & forma de atualizarmos os valores de v{t){t=g,...,7-17

5B



B

& bastente significativa para gsse algoritimo, Demonstrads &

diferenciabiiidade da fungho {FVv) {( segao 11.5% }, podemos garantir
eficBneotia he resglugso deste Tnivel™ ap  ulitizarmos métodos
existentes na Jiteratura gque posSsuem cohvergéneita garantida.

R R B B tfuatizacao com Busca Unidimensional - dtitizagao de

Gradientes Conlugados

Expiorando o fato demonstrado no  capitulo anterior sobre &
diterenciabitidade e convexidade da fun¢do (FV), podemos apiicar um
métodn com convergéncia assegurads ng respglugdo do problems 4o g
nivel ", sssim 01 gue optamos pels ytiltizsgao go matpdo  do
Graciente Conlugads , para fungdes com variagvels irrestritas, pars
s atuslizagdo do vetor 7 v 7
Nossa escolha peloe algoritmo do Gradiente Conlugado deve-se,

principaimente, ao fato do mesmo apresentar copvergéncia mesmso

-

guango & inicializado em pontes ndo muito proximes da sclugdo otima

s também por ser um aisoritmo de facii implementagads
slt.8.8 -~ tigoritmoe §© - ©

Este glgoriime & uma versao ¢o métpdo pars probiemas ool
fungéo ndo guadraticas &  fol introduzign por Pnoiyak & Ribirs

(152 { yver Hestepes {281 7
A0  aigoritme  goresentado (85,13 & {9.4:; 287 feltas
mogificacoes ds manalrs gue NBEO necessitamps fazer uso ge (B.3) &

"

{8.4) para 6% calcutos de " = 7o i ﬁ§”

teia ¥ g fungdo 3 ser minimizads . sejlecignames oo = 3 nue

minimiza
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izk{a) = §{ X, o+ op, 3

onde , p, & @ direcdo0 conjugada ne k—-ésima lferagido

’ - . T .
g8 = @k (ak} = f <xk&akpk§ R f

donde vem que r = —f ‘(x ) & ortogonal a p e

by T z

Pres Tkt ¢ s + gék A ) News © f ki ! )
Portant G = por =1 r 0% v ok (132.1)
grtanto SIS r, ) ) 13,

Sela & definido na forma

Vi
Foflx 4 Rt ro- oy
. - e T8 Py e _ A Y
k cH 8, (13.29)
entéo,
T
6 = oTs - P $ T T Tres ! ) P ) &
= p 8 = - - ;
K k 4 &y %
“y
ou sela , 4, = - , COmo no algoritmo anterior e
®
s Z
- - i £ o~
- k Pk-&i ¢ rimi ;nic ; Pk+ﬁ ~ k+d rk g‘;c-é-z {13.32)
ko - - z
: i i
4, Ly "y

80



Dessg forma |, escreyvemos

PASBSD 1 iniclar com X selam reo= -4 ’(xx) {14.,1)
& p,7 ok,
PASSG 2 : se r = G ., PARE ! % & ponto de &timo
PASEO B - escolher a4 = 2, Que minimiza ékia) = f{ xk+ ol pk}
g fazer UL + a, B {14.2)
P e’ - ¥ {KK4£>
¥ o= k + 3 ; & K » n , va para o PASSO 1
PASSD =
?ic-@i " rk*.i-i-bk ;jk
i §%~ T
b = Tyvt i kst (19.3)
ko ior 0 ®
k
Y& psra o PAESD 2
e, pe
PondemDps e8screver i)k= P , vistg oue
I
k
.T s T - % - — -
P Thae™ Nt M B pd =g ad =0,
pois por (13,13 s&zii Py n® . Mo entanto , devido §05 &87ros de

arredondamentos & gue o métedp { £ - £ ) ssta suleito

B1



peia permanéncia da formula (14.3) para hk . Além do mais s &
condigio de oriogonaiidade acima depende excliusivamente de uma

busca unigdgimensiona!l eficiente parg 7 ak T

=

Ao apitcarmos o algoritmo (14.1) & (19.3) na resoiugdo do 7 2
nivei 7, devemos escoiher um método de buscs adeguado para 0
npoblems e que sela eficlente, pols novas avallagoes de  fungdo
sersc nKheCessarias, Parg isso decidimos Trabalhar Ccom 0o Métode ds
FALSA POSIGE0 (393 por ser um método gue se "  sgproxima 7 do
método de Newton, néo necessltando de informacdes sobre derivads
segunda d& fungso

f1i.8 - TESTES COMPUTAGIONAILS

Para os testes computacionals geramos aiguns probiemas | gue
sera0 antes gescritos , de tatl farma gueg pudéssemos avatltiar a
comportamenio do algoritmo proposto , analizando a importgncita (o

™

) o, N a : . .
Tratamento dadg a0 g nivel ? e ] tnTluenc! s i Terma ge

kil "

penatizagan ! na sua convergéncia

I T - IO Probtemas—Teste

Todos o3 oprogramas foram eiaborados obhedecsnds & 0 sstruturs
particuliar d¢ probiema (P.L.D.) spresentade no capituie (1 . Hessa
forms ., d8s5Ccrevemcs aqul apenss as matrizes & os vetores conforme
g problemsa especificado, iembrando estar o crdenamento das varis -

yels de acordo com as colunas da matriz do sistema ( vide pag.Z27.

{PT-1) N RESTRILOES-DEMANDA / ESTAGIO = M = 1

B2




NGMERD DE ESTAGIOS (72 = 4

v b VYARIAVELIS DE ESTADD / ESTAGIO = N = C
v B B v CONTROLE / ESTAGID = H = 3
L[ L [-1 o2 o C =102 173
3 0 E G = [ 4 2 -1 1
o= ui(E})ﬂ Fngh 0= uif"ﬁ’}ﬁ 40
0= uzia) = A0 o= uzﬁi&’) < B0
g= ua{%}) = B (= uB(E") % 30
e < = ¢ <
0= xi(T),xz {1) & 50 s x1\3>,x2£3> = 100
o i i ¢ - - . . . . N
0= ui{’w,vz{;},uam}_aﬁ o= u1(3},t.5253}}a;3(3;w 180
< = < ®N n< ) y o<
h= x$<k)jx2<8> X BOD 0= 31(%},x2(@f = 100

VETOR -CQEFIGCIENTE OA FUNGBED OBJETIVO:
£_311;3,@;534,?,_2,'338,_3i—E,SIE,S;%,81_51~3,?}

VETOR DAS RESTRIGHES
(BH.:;12.:;7.:85.:495,:18.:208.:98.,126.,:2858.:6.80.)

{PT-2J T

H]
o
id

1
Mt
]

1
{3
4

1l
1

T
i
oy
i
Y
el
|
o
o
pro—
1
[ R
N} o
i
it )
| —

= = 20 < <
s xi = 0= L xw_ 50
0= = ; = , =
£ *y it xié‘ . 40
R -~ = =T -
a= ?{3 = 54 0= ’K’zs, ; , Kzs"‘ BD
7 < - ol
b= % P Ko~ DU 0% X4 i Hax= B0
< - = =
0= X, 5 40 o= o ? K 70
0= x = BQD

12
< oy
0= L 20

B3




VETOR —COEFICIENTE DA FUNGEC UBJETIVO:

(MQJ?;315151Q17fm85_3:aa~?fmgza.tg:gf)i;ea“az_?iB;W‘%J%)—E;Es?;EJ—?a

-1,-3,0,2.8,-3,-1,-2,2,1,7,1,4

VETOR DAS RESTRIGHES

(8.,27.,43.,70.,17.,75.,,492. 1086, ,&.,46.,25.,40..5.,45.,5,,110.

(PT~3) T =% ;N3 R =4 M =0

K g 1 -1
a4 = Eg g = g -1
e 0 1 1
0= X =403 , i=1,...,7 o= X =70, i=19,....80
o= X, = 50, i=8,...,13 0= K = 80 , 1=27,...,28

£ FUNGED OBJETIVO:
0,2,-1,-2,3,8,8,1,8,-2,-1,1,0.58,~3,49,-1,

VETOHR -COEFIGIENT
(~3,1,-8,0,5,-1.,7.-

[E B

VETOH DAL HESTRILSBES
(30.:5.:8B0.:15.:20.:180.,65.,12..65.:%2.: 220, :80.:18. .140.

(PT-4) T o= 10 . N = 3 E=5.: ® =§
-2 -1 1T
4 = %a 8 = K g -1 &2 1
g 0 1 i
o= X = B0, =1, R 0= x. = BO , i=93%, . 5B

84




0= X = 700, i=13, . e4 o= K = BB, 1=57,...,70
0 » = o100, 1=2b,...,%0 O= x = 802 , =71,...,80

VETOR —~COEFICIERNTE DA FUNLGED OBJETIVD:
{t4,-%,0,3.,7,-5,%,-3.8,2%y,-%0,04,5,-1,3,8,6,-2.2,8,85.,3%8.-1,3,~
1,3,6,8,8,148,-2.-7,2,-3,-12,3,8,5,1.,~4,8,~-2,-1,3,~4,%1,-2,2,7.15,-7,
~%1,3,0,.8,-3,-%,-2.,2.,3,18,1,-4.40,2,-3,1.,8,8,-1,3,0.86,%.,-3

o
t
L3

VETOR DAS RESTRIGBES
(g%, ,30.,3%.,1856. .85, ,8408,,28, .87, ,38,,5%,,283, .80, ,35.,185. ,250.,
1%..84.,38.,35.,70.,%180.,83..,88..143, .45, ,23.,5.,10.,88.,140.2

(PT~5) T =20 . N =8B, R =5
77 7 DD -1 -7 0 0 0
(R B B o -1 ~1 0O
L= g o0 1 1 3 g = o o 0 -1 -1
g o0 8 1 3 g o 1 -1 @
0 0 O 0 1 0T -1 0
0= X = Z0 i=1, ;10 0= K 20 =81 L 11D
0% x = 30 , 1=11,...,30 0g x = B0, =111, 130
0= }ei = 15, (=31 B = K = 700, I & S 180
ox x £ 10, (=81, , B0 os x % BG , (=187, , 18O
0= x_ £ 30, i=183 200

VETOR -~COEFIGIENTE DA FUNGED OBJETIVE:
(12,3.-8.,8,%.,1,1,4,8,-2,1,-2,~%0,0,0,3,2,5,18,-4,3,4,5,1,1,2,7,14,
-2,5,-3.,8,8.,12,¢,6,3,%,1,1,8,-2,2,8,-3,~-7,0,8,2,%5,%,8,3,13,0,-1,
-1,4,7,%,4,-2,-7,14,4,3.3,-2,-7.,2,5,-2,14,8,%1.,8,12,%,-3,%%1,-4,0,10,
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3.17.2,-4.,5%,1,7.,4.,-8,4.,1,3.,0,8,86,-3,1,12,282.37.,-10,2,4,3.10.,22.2.,0,
i8,0,-%5,7,-2,~-7,8,%,05,-1,3,%4.,8,2,-3,%8,11,8%,-2,%V,94,4,2,1,08,-5,2,
i4,8,-7,-3,0,48,8,722,5,0,~12,-3,%6,%,-13.12,¢.,7.2,-%,-1,2.6,-2,~-7,
g,27,-14,25,%,1,6,3,0,86,2,8,3,~4,8,8,%,-1,-1,5,2,8,9,8,-5,-1,3,1.

i0,-1,-5,4,14,0,0,12,-5)

e

VETOR 0AS RESTRIGOES {"83,“25,1-73;,5.,S,,iﬁ.,%E&,—?E.,*@,,Q.;
3.,-&.,~14.,.,-2.,1.,74.,-18. ,-6.,%12.,8.,2,.,8.,-6.,1.,-1.,16.,5.,
-5,,-8.,%11.,-1.,168..2.,~%.,4..3..,2.,8.,128.,-5.,1.,-7.,-10..,-17.,
g, ,-18.,,8.,-22.,-£.,17.,8.,-3.,-5.,,-18.,8.,7.,-16,,-8.,14.,-23.,
10.,-%1.,.~318B.,323.,-8..,28.,c86..,38.,-5,.,14..,7.,86.,&22.,~11.,=42.,~7.
i8.,8«,,84.,¢8,,338.,3.,-308.,8..5,,38, 88, ,-17..,3.,7..,248.,-12..282.
gZ.,2.,4949. ,48,,33.,28.,18.)

i .5.2 - Resuliagdos Computasgcionais

s

Foi giaborado proegrama para G algoritme go agrangeang
n L

- . . : E C

Aumentado na resclucso do probliema (P.L.D.Z tratando o8 ; & =

niveis” conforme OE8SCreYEMDS Nas Seghes PhE L3 g I e 0
4

*3%nivet " conforme procedimento gescrito em I

Tabeigs apresentadas agbaixo mostram 08 dados ahtidos  sobre o
comportaments  do glgoriimo e versin oioonT Bara on

=
probiemss—Testes descrifos ne Se420 antersor.,

A& 1irgusgem utiiizadas & o FORTRAN & (s Testes regiizados £m

ym computador BDEC system—10,

ff programa "DICON"  utiitiza &3 seguintes subrotinas:

BE




HMESS - subroting GUe calcula &8 matriz hesgiansg ga fungao

Ltagrangeang Auymentado de proplemas do L1100 (P.L.D.2 nos
tempos T = 0,....,7T"1
HED - supbrotina gue atualiza & maitriz hessiana do Ltagrangeans

Fuymentaco para o primeiro gstagig & cada zrusiizagso do

muiltiolicador ¢ Lagrange

o

2]

P

e
!

subroting gue calecula & matriz hessiana da Fungan

Lagrangeane Aumentado no Olfimo estégio

VYEB - sybroting gue caicuia a parte lingar da fTorms guadratics

ga fungdoe Lagrangeano Aumentado por estagio de Tempo

GRACON - sgbrotinag suye oTimizae & fTun¢do Lagrangsano Aumentade &
cagde estagio de tempo. @ uyma impiementacac do o algoritmo
{G-G-C) secEo 111.3.%, pars funefes guadraTicas com vyariavels

CONJUG - & a impilementagaoc 4o aigoritmo (G-07 seg3e 1ii.g,
- i y - .
para resgelugcio do T2 niveil”
BUBGAE - & z impiementacioe do zlgoritme da “Felsa Fpesiglo” pars

. . I . e
sefetyar a hDuscea unidimensionai no & niveal

HAJADD - coordens a5 chemadas dags demais suybroltinas 446 programs.

Nags tabelas a8 seguir utiltizamos & seguinte nomenciatura
G . valor atribuido ac fator de penalizagio .

ITER - npamerg de (teragdes pecessasriss onoe 73 pived T o

atystizacdes do multisiicader de Lagrangse 3 AP

B7




conversBneis do aigoritmo

AV .V . nomero totail de iteragbes gastes  no "2Y nived T oate a
convergéncia do algoritmo

CPU tempo computacional gasto pars & convergéEncla g atgoritmo

£ segundos

WO - nimero de variavels de estado ¢0 probiema:

g0 - namsro de varisgveis gde controie do probiama:

ND+MD - nomero dge variaveis duals do probtema:

{x) - atingiu o niémero maximo de i1teraghes fixado para & busos
unidimensional do "E onivel™ ( da ordem de 3IND U

(%3 atingiu o namero maximoe de itteragses fTixsdo para a
conversénela do "1 nfvel” ( da ordam de Z(ND + RD} ).

(%%} - atingiy ¢ nimerc méximo ge iteragfes fixado para a
convergéncia do " nivel”™ ( da ovrdem de A(NDIMD) )

{RK¥EK J - afingiuy © naamersc méximo de tteragbes fixgado para a

convergéncia do "2 nivel™ ( da ordem de ZND ).

TAHEBELA 71 : TESTES ©oM ( PT-1 2

B+ 00N
G = .3 5 1 2.
BY.V. 332 27 43 %3 B0
1 TER g ag as G2 oz
crPy < .54 10.08 8.08 14.70 15.47

&g




iniciatizacan: Multipiicador de Lagrange igua: &80 veltor nulao.

OBSERVAGAD -

GCiarasmente, parcebemos & imporiéncia do fator de pendatizagaon

ng comportamento ¢os varios niveis do  algoritmo - para yaiores
. - s . < .
maiores deste Fator gcelerames 8 convergencia 4o TA aiyeal”
v - R A . on .
¢gificuitando, porém, a convergbneie do T nivei’ ; fatlo gy

aeasions um g9asto computacionasl gue cresce s medida aqus Lresce G

kg n

valoar deg s .

TABELA & —~ TESTES CGoM  ( PT-2

imicializacle: Muitipliicador de Lagrange igual as vetor nuio,

8 1 € 0 N
G 05 o 1. 1.8 2.5 2.0
BY V. 4 <4 25 37 50 =7
ITER g2 LER4] U4 o3 ] oz
CPU 7.8 5.589 6.285 HE. 14 2.88 18,27
OBSERVAGED -

B3




Neste caso constatamos a infiubnocia do fator de penaiizagho

. T - A .
também para o 71 nivelT, como gccorre com o gprograma  DIGON o
crescimento oo fator "o acelera 8 convergéncia do "3 nivel ™, mas

aumenta o namero de TCRUT.

TABELA 3 - TESTES COM ( FT-3

intciaiizagan: Muitipiicador de Lagrange igual an vetor nyio.

01 0 0 N

G i .5 1.5 .5 3 3.5

AV .V. o oB o4

{TER {x%) &4 R 0a {(+) {+3

CrPU 5.48 7.28 g9.4¢
ORSERVAGED -

A intiuéncia da pangiizacse Te” na convergéncias do aigoritmo

continuag como Yator preponderante, permsnecends & ODSEFVaCsEs Sabre

TABELA % -~ TEBTES COM ( PT-9

inicializagdo: Muitipiicador de Lagrange igual a0 vetor nuis.
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000N
g LBo7 o1 .05 N LB 1
AV .V, 48 45 51 54 4 57
| TER 132 B3 4 31 e g4
ey £1.8 16.8 17.74 £3.13 £21.33 30.88
OBSERVAGED
Notamos novamenie & infiluBncia do fator Tg" ma  canverganc:a
go slgoritme, sendo ogue parsa 9 = 0.0%12 atingiy ¢ seuy wvyalar olimpd
em termos de  TOPUT.
TASELA & —  TESTES GOM ( 3
inicializagdo: Multipiicador de Lggrange igual 80 veltor nulo.
I PR I
g 0ie i = 1 o, 3.
AY .V, 320 313 c68 280 251
VTER 26 £5 17 13 oy {®¥ux}
CPu 5:38.9 £:40, -07.3 5:53. 5:88.7
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ODBSERVEGCGES -

Observamos, nests Ccesg, oue yalores crescentes do Ffator de
penalizagsdo afetam & convergéncia 4o "o aivei”  do algari tmo,
comprometendo 0 bom desempenho de TDICONT, Todavia, pars  va
da penaligade a algoritmo converge demonstrands

mengires

estabilidade em Sey tempp de  CPRU,
1.8 -  CONCLUSOES

Em toogos 03 testes reglizados pudemos verificar gue valores

"granges” para 0 fator "g" aceieram @& convergdncia d0 erro nas
restricoes (¢ 0u, n0 BosSsS0 0&sS0, & gConvergénocia do "3 ivel” 3,
mes, em contrapartids, vrovocam  "mal comporfamento’  das  Tungoes
trebalhadas nos 17 e 25 niveis, causando maiores cusios

gperacionails 8o aligoritmo,

ntados, concluimos

= " . e L . o L L

; . cConvergencia rapida ng 3 nivel neoe significs gficiBngoia
g0 atgoriimo em termos gperaciorais ( GRU 3.

@ ) #* . . ,

P : existe o vaior g para o Taior ¢ge penglidade que traz 0
methor Temoo computacionsal para 0 sigoritmo;

o ) . ; . ; - n

3 coemprovando a teoria do capituio 1, SEGED P, iz 3
nivel”™ converge, mesmo pars vaiores pecyangs de "o




Como Ja& Linhamos previsto anteriormente, & convergéncioa do
niyer” 8 éxiremamentes importante para o SUCBSSED da

ia do aligoritmo. por ias¢, & tratamento utiiizado para
& sus res tH & a8 "chave” para g boa efigidncia  dp Lagrangeang

Fugaeo
bumentado. Ao concidirmos sobre as condighes de diferenciabilidade
ga fungado {FYyY ( vide se530 1i.5.01 3 isto  nos  possibiiitou

ggotarmas par

Ly

2 resoiucin deste nivei um métods aue nos garantiyu a
aceieracan de sys convergencia, apesar da "husca unidimensional’”
grigit ho

o=

yas avallagbes dessa Tungdo ( cu selsa, navos reftornos  as
niveir ™ 3. Poram, 2 medida gue obtemos vyvaiores para &5
yarigyeis primais proximos ge seus valores ptimos, a4 Convergencis
go "1° nivel!” & bastante répida, possibilitando um bom desempenio
pars DIGCON.,

Alegm dgo mais,

A g% tesies reagitzados mostram gue, Ss5iM Comg Jja demonsteado
pars snropiemas ndo—iineares { vide APENDICE 2 7, crescimentao
para o fator de penglidade § impiice em meihoria ds Taxa de
canyergencia 4o metods no nivel dusl:

55 . o programa DICON gemonstrou gue o meiodo 49 Lagrangeans
fumentedgo pode ser utiiizado ha resCiuga0c g propiemas  go
Tipo (P.L.D.? oom efigientcia compulacionagl, apresaniandn bons
resyiTados para valoares Q%

Mosso obietive neste Trabaiho fol estudarmos & viabiiidade ge
tragtarmos problemas do tipe (P.L.D.2> através de metodos duais

gue gpresentiam caracteristicas de decomposigdo.
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Nao podemgs deixar de salientar gue 0% fgados com relacan au

tempn de CPu verificados naos YaETInS teates Cam DIGON nos
ingicaram para a viabiiidgade da utiiizaegio do metodo do Lagrangeano
fumentado na resoiugdo ge oroblamas lineares dindmicos,

. . ) &
principaimente agueiesg vonseguidos atraves de 4
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SUGESTHES :

Vimos, através dos resul Tedos computacionais apresentados, gue
o fator de penaiidade exerce grande infiuéncia sobre o o
computacional do aigoritmo e gue 0 melhor velioer & ale atribuido nao
&, necessartamente, s#gueie gue traz menor nimero de iteragdes para
o "3% nivet”,

0 sigoritmo do Lagrangeano Bumentado converge pars OQuUaisSguer
yvaiores fixados para o fator "7 . porém, numericamente, valores
muito grandes de § podem causar "mal  comportamento” para  as

o

~ Lm) . . .
fungdes dos ; g 2 niveis™, bem como valores mult6 DEGUERCS O g

. : ; ~ = .
CauBam EXACESSIVD numero de iteragoes para o T3 nivel”,

Esaes fetos nos {evam a propor politicas wpara atualizagso dn
yalor da penalizagdo durante o procedimento iterativo ¢o metode com
n obletive ge podermos slcancar melhoria dos tempos  computacicrals

conseguidos, Para 1880, sugerimoes gue -

O valor da penstizashe "07 sels srusilzade & oata {Terscs0 60

gigaritmo ¢ mogdo § toarnar possivel & uTiiizacdo de yaiores grandes
gm pontos proximos da  s0iugaEo. lessa Tforme torng—sg possivel
inicializar 0o procedimento com velores pequenns de "G7, diminuindo

0% riscos g€ surgimentoe de problemas numéricoes & garantindo @

conyeraéncia d¢o silgoritmo.

A impiementacac de meiodos de otimizagso, taise como Gradliente
aroginario oy Gradientes Donlugados, pares & makimizacas da  fungsso
guat nao significa, necessariamente, meihorisa nos  Tembeos  compuy -

Teclonsis obtides { mesmoc  pare  sgueiss culo  velaor de  "HT &

7hH




pequenn ) tendo em visia, parag !5s8¢, 8 necsssidade de uvitilizagan de
huscs unidimensional e, consseguentementeg, de novas resglugbes dos
"o < P . i

i g niveis  , 0 gue pode causar malor carga computacional a0

gitgoritmo.
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CAPITULD 1V

DECOMPOSICAD  VIA  LAGHANGEANG SIMPLES

i¥v.1 -~ INTHRODUCAD

Comg la destacamos anteriorments, nogsso  trabalhoe tem como
ocbletiveo estudar a resolucio #de probiemas do Tipo {(P.L.D.J através
ge métodos Tindiretos”,

0 propbdstito da utiiizagso desta técnica vem da possibiiidsde
de obtermos, de manelra simpies e rapida, & solugse o6tlimas  primal

vig sistemas d¢ porte pem menor do Ggue o aspresentadoe pelo probiems

original

Como J& ressaitamos no Capitulo i, ao obtermds & sotugéo dusi
Gtime ¢ge um problema  {inear, depsramo-nos  com 0o probiesma U2
indetermipnsgsio da splugdo o6tima primal associads, & rigaor, a
informag30 sobre a8 sojugdo o6tima dusl sg permite especificar 0s
valores ¢as variédvels nio-bésicas primais, restsnde aindas o nem

sempre imediato trabaihg ge chtermos R valores ga vgriaveis
hidsicas da solugde Atima primal. Entretanto, no caso de probliemas
finegres dinBmicos, como veremos, @ informacho s0bre a sociucdo dual
ctime permite & obhtengdo decomposta no  tempoe ¢8 sSsolugidc  primal
corréespondente, 0 gue torng esta shorgagem pofenciaimente atrasnie,
D bom desempenho da resolugdo g0 problems duyatl do (FP.L.D. 7,
g qual denominamos rq® FASE™, & imporiante para & tTecnics agutl
proposta, tendoc em vista esta depender ds obhIencio da solugdo Glims
duat.
Esta fase resulta da resojugdoe ¢o oroblema dual do (P.L.D.Z

)

yia TAproximacic Tangencisi”T, Camo J& & sabpidno, este metodo
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envoive um coordencdor, QU® & um probiema  linear culas restricoes
sio formadas por hiperplanos—suportes 3 fungdo dual, g subproblemas
gue, neste caso, apresentam solugbes anaiitices & cada estégin de
tempo, fTato gue Trez grandes vantagens computacionais ap metodo.
Para probiemas com muites varigvelis & espersdo gue 0 meéetodo
gere um numero grande de restrigies, sends necess&ri0 GESDPIEZENMOS
anuelas ngo—ativas gurante SEi Brocesss iterativo. Em geral,
getectar guais das Esstrésﬁes { ou hiperpianos J geradas gue nao
sendo ativas podem ser el iminadas durantfe o processo dge resglucan

& um Trabalho oneroso, denendendo do problema @ ser resotvido.

Por ser um método oue utiiiza hiperplahos—suborte & Tuntdo
trateda, a ThBproximacdo Tangencial” gnnyadra-se 25 n0s8s58s
necessidades devidn ago fato da fungdo dual gg (P.L.D.Z ser uma
fungan céncava linear-por~partes.

& técnica da Aproximagido Tangencial ( Pianos—-de-Corte J surgiu

cam Keliley [331 como ume YTécnics de Jecomndsigsn, cula gstrategias

de resolugdo & 8 Relaxacio. Geoffrion [£27 apreseniou  estudos  da
técnicg em 18BY7 , culs versso &  utiilzada em nossc trabaiho.

Na S8CRBU V.2 sgzoreseniamos o metodo da fproximagac
TangentCial & sua adsptagssoe a oroplemas do  tipo (P.L.D.J., =2
estratéegia utiiizads ne implementegdo dg Aelaxegd8o e inicializacian
do processc. Na segdo I¥.3 tratamos sohre o oprocedimenio para

ohtengdo o8 soiugdo atima primel e o probliems da carscterizagcido dao

sistems & B8 resgiyida, gpbresentandgo umsa anaiise sobhre o
comporiamento geral das spiugass fde probliemss (ineares gindmicos.,
V.2 - METODD DA APROX IMACAD TANGERNCIAL

Faremos, em primeiro lugar, uma breve exposicdoe do método para
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problemas gerais e posteriormente sus  adaptagso a0
(FP.L.0.3 tratado neste tTrabasiho.
Seja o probiema primatl descrito na forma
min F{KD
(P s5.a. gi{x) = 0
¥ & 5
ande ¥ 8 Q S30 fungoes LONVERAS definidas num
n~dimensional & § um canjunto convexo,.
O problema dual ge (P2 ¢ dado por
oy max  hBiug)
[N}
gnge ndul = gnf 4 Flry + u gix: } & s Fungan dusd

w o5 '

meamn orobiema (P2,

Parsz "hY diferenciavel em oy
o seu gradiente pars X € ¥{ul). [Desss
5 BGUBCAan
L i L
niuw ) 0+ U u o~ 4y Falx 3 =

gnde x & X{u' ) = { x e & [/ ¥

mini
gescreve 0 hiperplano-suporte & fungao

A i . e S
ngo—diferenctiaved em 4 temos gue gf

neste ponto (9,381 ¢ g angiise feita o

7H

temos aqgue [4,3H,38]

forma, ao ftomarmos

FUxT) 4+ v oglx )
L
miza f{x) + U
h no ponto  u
i, .
¥ 3 &
1) @

ars vaiidsa.,

subgradientes

probiema

BSpAEGD

#B80Ciadga a0

gl %7
g o= oy
(1)
g ¥} }
Seg h
ge

:

&

f




hi{u)

N

. A . o
Seia ho{ud g representagan ga fungso

iinsarizagso externs

in
3

FLoFexdy o+ ouw oalx’

gnde X'} 2 solugko Go probilems LEYrangeanc

i .o .
com H periencente ag daminio de ho, DarE

Peig fato de ser o

intimo o0 maior

probliema (D) & egquivaliente ao problema

80

ol
s

gual

Y

i

bimitante

£(x )+uglx’)

i

inferior,

s

Cer

3]




<o

ma X Z
o

W, 2

$.a.

(PM

2°=

Dado gue pars probiemes estritamente

restricgoes de (PMJ pode se apresentar

CONVEXas {

glavado,

‘f(?i.j} + oy g{x‘j), xie KWy, ¥

nimero de

a estratégias de

resolucan adegusda para (PM2) & a RBelaragdo; fegn, © woroblems &
ser resolvido 8
[
M K Z
[
HeE o ; 3 3 }
(FM 5.8. 202 FIOx" ) + u glx’ ), e Hiuv)
-
I = 1,,..,r
Gue pode ser entendido c¢omo o probiama {(PM32 com muitas
restrigbes “relaxadas’.
Em resumo, © procedimento iterativo do metodo pode  ser
desgcrito airaves dos seavintes "passos’:
. T . R
" H
PASSOY Seja [ x’ j., tei oue xle xiu’y;
— g T4 g - B )
PASSOZ Hesolver {VM;T : seia U 2 sClussn oTims &
) - B o4
2 g valor otimg de h
. . T+ i N N .
PASEOZ Minimizar [ F{x)y + y gi{x * } spbkre &
. r+ 4 ~
Sejg X uma sSoluca0.
r e+ d a3 e+ g . e . .
PASSOS ge niu y o= 27 , pare -~ X & soiucko dTima.
caso coantrario, inftreduza a restrigaEo
-+ & 4 .
22 (x4 v g(xr+ 3 an (PM}r & v& pagra FABS0Z2.




Umg v isao geométrica deste procegimento gsta ng fTigura abaixo

5 H T+ T

{ Ticura 4.2 13

Como podemos verificar | o métoao ds Eproximacan Tangencisgi
pode ser visito como o dusi ca técnica de gecsompsigao de Danizig -~
Woife ( Programag3o Linear Generalizada - P.L.G.J [143 FPara esis
Gitimg metodo, o probiema (P & resnivigo itsrativamante peis

smoudneia de probiemas do tigo

ange A sEo pontos extiremos de 5, supondp S i{imitado,

g2




, red s . o )
Sendo U vetor o6timo dugl assodiadn 8 orestrigao (3, yma
noyva colung para o probisma (23 — (4) & gergdas & Cads VteTrEgED

através ©a resolucac ¢o subprabiema

, r+ % .
min FO4 + u gl K
o 5 =
. T+4 et . )
yisto gueg W e ¥{y } & samada 80 contunioe dos ponies giiremos
de 5. Npotamos gue g subpraobiema acima & o© probhiema Lagrangeangc

da PASS03 d0 algoritmo da Aproximacso Tangenciai.

ks Oﬂ

Dessa fTorma, se chamarmos z a yvariavel dusal assagoiada -3

restricao L= 3 entac o problems dual de (23 — (47 & 0o probiems
{PMY .
r

Dantzig [193 provouy convergéneia pars o procedimenta da PLL.G.
desde gue selam mantidas todas as colungs geradas pelo metodo. )

interpretacho dual deste resyltado & gue nenhum hipgrepland—syoorte

ki3

gerado pela "Aproximecio Tangencial” deve ser descarteado. Do
ponto ¢de vista computacional, esta hipdtese & impraticével pois 2
matriz de restrigbes g@ <PM>r pode aoresentar—se  mu Lo grande.
yeremos na Seg¢an 1V.8.9. dgue & possivel "deanrezarmas’ &%
restricBes gue nso estdo BLiVES  Nno ganto~ solugze apontado  por

(PM3 sem afetarmos & convergéencia do¢ metodo,
T

r+i " . s . N 5 r+d ‘
Desde gue U & factivel pars ¢ problema duyal {0y, h &
. - . - ﬁ‘ N .
um timitante inferior pars o valor &6timo n{y } & desde quse 7" &
. . ; ; , P o4 <
ym jimitante SUBETIor pareg 0 mesmo valor, a cundigan iy =y
ol 3 - . . R . o
nos garante cuz  hiuy 7 & g maiogr limitante inferior da fungac
FOC - . "
gysi e, portante, i & a asolygéo ge (D,
. < .
Podemos alnds pbservar gye z decresce monotonicamants,
tendo em w¥ilsta gue @& estrategia smpregads pelop meLoda na
reaplugad do problema-mestre {Pﬁ)r ] 5 HReiaxacso {vide seg&o
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IV.2.9 ), gmbore i8S0 NEO QCOTra com 05 walores (e hiu' 7.

V.2.1 0~ Adaptacidns para ( P.L.D.?

Dado aue estamos trabalhando com problemss cula Ffungdo
obletive e restrigdes s&e lingares e culas variaveis SE0
"canatizades”, as toendigtes de ¢nnvexigede pasrs o proeblsma estio
garantigas. Logo, a adeptacho do procedimento expdsio ng  SE¢&EO

anterior a0 problems ¢ P.L.D.7? & direta,.

Parag tanito, devemos considerar a fungao Lggrangeann 2 a
fungigo dus! {(FD? sssocisdas mo (P.L.D.) conforme (4.1) da segao

Pi.3., ou sela,

{(FD2 @ (p,AJ} = min LOX,u,8,x1
woLu E B

culas variayeis Booe A 550 irresiriias B Li®,u,n,n3 £

aditivamente separavel por esitidcio de tempo,

Pagra egx¥piicitarmaes o probiegma-~mesire egutvalienie, Cconsideramos

a seguinite nolagso:

it
FLa,u2 = L clt+T 8T +13 + g(tiu(t)

Lt =%
-1

g oelx,u} = § pl{t4+1 ) [wit+ty - B{T)r(LT)y — BI{t ul(t1ll
L=
T4

N oh{x,u) = ALty [FECTy - Oltrx(Ty - DUTIuitil
LoD

por {4y, segido 11.3, podemos escrever
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i, u,p,n) = F{x,u) + p gi{x,u)y + & nlx,uJ, ou sela,

@ (p,A} = min { Flx,ur + p gi{a,uy + A nix,u) 1}
W, = B

aasim, g fungdo dual jinearizada do {(P.L.D.D node  ser

representada na forms

@ (A,p,8) = inf {Fex? u¥) + p oglx?,u’y + A nox?ulo
sendo  (x',u'y = x(el.nly, oy seja, (x',u’)y & soiugio do
srobiema min  Lix,u,p ,»D

¥,u £ B

Portanto, podemos escrever o problema (DLDJ, secao t1.3, na
sun forma adsptada & ( P.L.D.D
fon ]
max 2z
<
p.t.=
?::J i J kY ",-.é z',\! 5-\
(PM) 2o, 1002 #0x S 4p al L W ren nixt u)
.0 \ . .
. 3
(x? vty e weet n
. r .
nr ¥ & | g = # - I;D‘ O = % R &
SR ¢ proplems relaxado ‘Pﬁhn} come { M}Lb para =1,

6 procedimento iterative do métode
gado

Tal ¢omo ns segd0 anterior,

da Lproximacse Tangenciai saera oroblemas do tipo (P,L.D.D é
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gor:

PASSDT seta | (x?,u'y 1T tal gue (x°,u’') @ ¥x(p’ ,a%)

PASSOE Resoiver (?Mm>p : sela {aﬁigKW&} a spluygag e

2% o valor Atime de &réi
s . r+i . red . 4 1 4 . rei
PASS03 min Lix,u,n e . Seia (X ,uw') = X(pﬁ',& b
w o, hd &&= B

. 4 S P i r+ 4 . ~ -
PAESOS S5e @ = 2 , @parel (p .S } & sclugdo dtima.
Cesh contrario, introduzir &8 restricso
= r+ i T4 £ i,
27€ F(x LU ) o+ oo oalx Th Ty e R (kT Wt
r‘ + #
em (P%LD} ; faga rFo= o o4+ e Y& para PASEQZ .

0 aigoritmo descrito acime nos indica gue a cada iteracan
gevemps resoiver, no  PASSOST, um probiema 1inhear Gue @ o proabtems
da iteragso anterior acrescido e uma nova restrigzso,
Conseguentemente, casn sgjam geradsas muites resiricbes para atingir

- . ) r
convergencia, o prohiema iPﬁLD} pode  asresentar-se  de srande
porte, sendo necessadria a uvitiiizagdo de tégnicas gue viabilizem

computacionaimente o método., Trataremos desse problema nas segies

precedeaentes.

Ao contrarioc do Passga”, o PAESD3 gferace uma

gperacionalizacso rapida & simples, dadn ser um probiems ge

gtimizar ums fTyngio linear, SEepaTaAVEl n0 tempo & culas varihveis
520 "canaiizedas”. Sua resolugdo & semeihante & descrita na segdao
IV.3.2.

Dado gue no PASSOS do algoritmo acima €  geragds QLDERnas uma
restrigso # sabendo cue 8 Ffuncio dual ge problems (P.L.O.} &
¢céncava linear-por-partes, a visao geometirica do procedimento

iterativg acima & dads stravés da filguras abaixo,

Be




ot
£y

ral 3 ¥ X

{ Figura 9,3

FPeios popntas—ge-gquebrsa ga fungag gual passam infinitos
hiperpliancs tangenied: porém, & escoihae arpitraria de um deles no
srocessno d€ linearizagso do método nao acarrels probiemas sochre @
convergéncie dg slgoariimo, dado gue g moenglenicidade g0 ¥alor ge

"

. P . ~ )
z gesté garantida neis estratégis da Relaxagko (vide 1V.Z2.4).

Trés aspectos tesricos-ocombputeciongi s devam ser oy

. . ~ , . r
destacados: a gstruture da matriz de restrigoes do iPﬁhD> ; &
maneirsa cam  Gue inicigiizamoes ¢ processo  de  geracidoc  dessas

ptugdo do

Uy

restrigchbes e @& Técnice da Helaxagdo como estratégia de re

croblemag—mestire.,

y,.2.2 — Geragiso dss Hestrigbes
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A cada iterecso do metoedo somente uma nova restrigac deve SET
o -
acreacentadsa 3 (Pﬁhm) , restrigao oue vimos ser da forma
o . : . 7 . . o
%< Fex? L udy o+ oo ek L uty o+ A ek’ L ut (5)

Seia (xo,ug} = X(QQ,KQ} yma SoiUCB0 do problema Lagrangeano
{1} opara {@a,Rﬁ) iniciais, Entés,
%< F1(x",u") + g(xojuo) + A om0 (8
€ a resirigciao inicial gerada para (PMLD>£ ou aindga,
2= F(x°, 6%y + b g(x",6%) + A n(xT 0% 4 A, (6.1
onde XG & varidve! de folea para (B,
Sela <x$;u£> = xisi,ki) ; onde ¢ ﬁii n* J €& solucio de
4 . , B .
(?ﬁLbi tego, & segunda restri¢gan gerads pars iPﬁLBi &
2% fixTLuty o+ op oa(xtuty o+ A ikt Lt (75
ou %= skt ety 4o gtk uty o+ oa ontkT ety o+ ) (7.7
ande Ki & & varilave! ge folga parag {77
Ao adotarmos o valor ge Sendo getermingda por {6.71%,
obtemos da eguagan (7.1
f(x*,u§> - f(xo,ua} =
= D igixQ,ucl - g(xifai}} + R {h<x°,ua) - h(xi,ui)i + Ka+k1
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gque e, por ngs considerada, a pEprimeirs iiaha da matriz gas

- , 2
restrigoes do problems retaxado CPMLD} .

Seguindo este racipocinio, estamos considerando gque & 2 J—-&s5ima

.. : i o r R PN
tinha gda matriz das restrigoes gde (?%Ln> P <A T & da forms

=

f(xj ,uj} - é(xﬁ,u 3= ]
=0 [ad¢x", 6"y = atx?,u?1 + a n(x®, 0% - nix? L uto1 o+ A A

s

4

ande (x7,ul)y e xtpd Ay e Kj & g variavel de folga da j~ésima

restri¢a0 gerads

2= sext L uty o+ op gtk uty o+ onGdd e

Nessa forma, ns (kK 4+ 1)~ésima iftera¢do ©o processs, & mairiz
ke d

g0 problemes <Pﬁkn} , posayi dimens3o igual @& ko ox ({n+m3T +

k + 13, podendo ser gsgcrita na forma [ My f i 3, onde My &

<t}

a matriz de ordem &k wx {(n+mi)7, "F" & 0 vetor-coluna reiacionago
yariave: de folga “ka" e | & @ matriz identidade de ordem K w K

relacionasds &5 variaveis-gde-folgs A

Iv.2.3 - inicializagdo do Processa
Entes de adotarmos algum Criterig BEra ] inlecigiizagao ga
nrocessn Of gerafapn des restriches, precisames nos ater oatrae o fatlo

de gue a FTuncio dual a ser tratada & ums fungso culas variaveils, 08

muitipliicadores de lLagrange, Sa0 tivres {conforme exposto na SReGED
RN I ingo, para gue (PMLD:%r sgia um @problema  Ccom sotyugsn
timitadsa, devemos iniciaimente limiter o dominioc da fungdo dusl de

aigums forma até gue o préprio procsesso de otimizagso opasse @

g3



forpnecer solucoes limitadas.,

£ copventente sdotarmos limites iniciais ugra as yariaveis
guais Tais wue ¢ poliegro gerado por eies gdetermine um £8pagse
suficientementie pegueno, Como, & priogri, as varigveis dusails podgeam

assumir guailsgusr vaiopres, prapemes G seguinie procedimento

heuristico para iniciatizacido do algoriime -

HEURI{ISTICA PARR INIGIRLIZAGED

PASSO1 - Seja (p°, »°) o par des veriidveis duais iniciais.
Fagas &k = 0 e defina (Ap, An) de mpgo oue

o~ Ap £ p % o5+ Ap e Ao A o= oa s AR oan (1)
PASSLE - Aplicandp o procedimente da  Aproximagac Tangencisl,
resolver (Pmka)r acrescentago das restrigoes {137 588

. * . a
{p , A 1} & soiuygag encontrada,

. £ £ k # i
PASS0Z - S¢ a soiugan (g , AN ) Ffor tal gue 5 = Ap { p < p + Ap
& e i - k- k3 ; .
Ao AN R AT+ AN, entas (o, A } & solugho de (thb}r
e solugdo dual de (P.L.D.3Y PARE.
- e #
Se & soclugao { p , A 3 Ffor asative em ajoum dos timites
fivagdaos, V& para FPARTS04,
’ & £ *

PASSOS .  Fags BT = op e 2° - & v& para PASS02

aproveitando todas as restrigoes de  linearizagido 13 geradas

nas jteragoes anteriores,

& f¥igura abhaixo resume este processo ¢e Seracsn.
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e e e

¥
3
¥
L) ~,
, 1 3 2 A
by 2 © S A PR
{ figura 4.4 7
Neyemos notar ocue se 0 orocedimento da Aproximacdo Tangencial
nSp converge paras geterminados jimites dusis  fFixados, significa

gue @ solugac blims ds (Pﬂ)LB estsd fora do poiiedro  dersdo par

Tais jimiies. Ao reipicializarmos ¢ processg (PASE04S &
. . =] N

monotonicidsade ge TyT ? geye g8 aiterads, gavendo ser

reconsigerada & partir daouyseie instante, Como & fUungao gual g

o]

concava, podemos  esperar  gue pum  ndmerg fTiniTo  dg 285808
srpcedimento proposto acime  determing ¢ poliedro  gue  contem &

spilugho HdTima do probiema em guestdo.

iv.2.9 ~ A Tecnica da HRelaxagao
Comp sabemps, o metndo o3 Aproximacao Tangencial utitiza Ccomg
estrategias deg resglugao para 0 aorobiama-mesire <Pﬂun} &
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Aelanaczo.

Hesta segao definimos & técnica da Relaxagcao,

propriedades e sSuya apiicabilidade g PMo Encontramos

Lasdon (383 05 resultados gue Seguem.

Sejla 0 problems

max Tlx)
(P $.8. gi{xﬁ =0, i=,....,m
X = §
gnde "x"

S um coniuynio CcoOnvVexo.

Definimos M= { 1,2,...,m 1 & H<c M

{F 3 5.8. § (X3 = O, i & R

-~ Procedimento da Técnica da Relaregsd -

PASSC0 Sels f
gscolna H tal gue § seja jimitads superiormente.
PASEDY Respiver (PR}, Se (P & infactivel, entdo {
infactivei . sgn&o, ochtser e solugac de PRy,
PASSOR Se gi(xﬁ} = 0, v& M - R, entdo K & s0lugEo

de (P}, caso contrérioc, va& para PASEDE.

PASS503 Segls V<o M - R contendn indices de ng minimp

restirigdc violads g s5Bl8

8

Suawp

em

I3 g yetor n-dimensional, "f7 e “gi”ség fungdes cénoavas &

= km, oande km & um valor suyficientemente grands:

atima

uma



o= [ i / gi(xm) SO0, ve R .

pPaSSOa Se (k) = f , faca R’ =RWUV , & = R’
e va pars  PASS03
PASSDS  Se F(x ) < ¥, faga R =RUV -0 , R =R"
f o= ?(xa) g v& para PASSON

O0s tTecremas abaixo pos  garaniem gue o procedimento  acims
cohverge em um hamero fFinito de "pussas”.

-4 . ” » . - .
TEOQGREMAE 1 - Se X & solugan de (P 3 e a8 restrigtes do conlunto
o T e ® - e HR”D 5 - h -
0 830 "reisxadas”, entas X% @ anlycsg de (P N hasim, 58

R, " . R - B . ‘ o .
¥ g€ s0lugac anica de (P J, entac H & soiugan anica para

jo 8
{P 3

'D Tegrems gcima nos garante o seqguinte resyitado:

_ w R ) . _ .
TEOQREABMA 2 - fix Y= f{x ; . oy sela, a Técnica da Relaxagsds nos
ggrante decréscimo no valor d¢a funggo F e, consequentemente, uma
aproXimaca0C pass0 8 passo” & solucdo de {(P).

TEQREMA 3 - 0 procedimento da Relaxacadn tTermina gdepsis aue um

. . . . B . i
nomera fTinite de problemas (B} o resolivido, nos gando

informagdo scerca d3 solugso do problemsa (P},

Jessa forma, 08 dois Gitimos "passca’ g8 Técnica da Helaxagse
an

oy

. . 7 i - .
ngs GiZeEm Gue podemos subirair de (P} a5 resirigées atives
.f

@
B . S . ®
em 4 caso a Tungad tenhag sey valor giminuido em X : 0
"PASEDNET garante gue 0 probiama (P & resolvidn em um nomero

finito de problemas (PR>4

Ls condigbes de concavidade sohre as fungdes T & g € ge
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canvexidade sghre o coniunto 5 S50 fundamentai s para a

verificagsko dos resuitades acima (381, o ngsso o proablema, &
conjuntio S & definido conforme segB0 gnteriopr: foan, 8 é
CORYEXo. 4s fungoes 9, s30 08 hiperplangs tangentes & fungzo
dual: como & FTuncio duatl & tipear-por-paries, pode ser representads

por um numerg finito ¢ge hipegrpiancs-suportie .

A cadea iterageo do méetodo da Sproximegio Tangencigl o
conjunto R & acrescido ae yma restricgiao yiolads S Temns,
gecsss forma, garantide a monotonicidade de F = zc

Dessa forma, obedecicos o8 critériaos acima, temos garantido &
convergencia €0 metodo & Aproximacgsao Tangancia! nhum nemero finito
de passos.

NG nosso probiema, acrescentar uma resirigao vigiads ago
conlunto R significa ascrescentar uma resirigso ao problema—mesire
<PMLD>r , Logao, {Pﬁhn>? pode apresentar superdimensionamento  no
casg g0 oproplems (P.L.D.7 a sgr  resplivido  ser  um  problama Com
muitas variaveis. Pogrtanto, pare viabiitizarmos compulacionaimente
¢ procedimento da Aproximagao Tangencial &€ necessaric, numa dada
fmse do algoritmo, desprezarmos as restrigées geradas e Que nao

eectio atives ny solucho dacuela fase,

Dessa forma, no capituleo ¥ apresentamos 2 Teécnics ¢a
Relaxac®o como ssirstécia utitizada ( 2 implementada y parsg ¢
tratamento das restrigoes nén—ativas de (?ﬁhn}? confuntamente

com um Fluxograms o0 méiodo .

V.3 - PROGCEGIMENTO PARA OBTENCAD DA S0LUCAD OTIMA PRIMAL

Devemos, primeiramente, lembrar alguns pontos da tTeoris da
Programagsso Linear gue nos servem ge &poio parea a resclucan  ¢essa
. — n
fase do sigoritmo - g "2 FASET.
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iy .3.1 —~ Preliminares sobre Programagso Linsar

Seia o problemsa linear na sua forme primal
min ¢ X {1)
(P s.a. & % = b (&)
x € x £ X (3)
pnge 4 ¢ uma matriz ¢e dimensdoc mx n ¢ £ um vetor finha
Twn , b €& umvetor ¢ o iuna m x 1 g Ko, X , K
yetores—gcotuna n o= 7.

Ssla 8 e N conlunteos dos ingices das colynas hasicas &

nso—basicas, respectivamente, da malr:z [ . ftraves des  um
arvranlio de colunas, podemos escrever A = f ﬁﬂ ﬁN ] ; gesosa
forma, a eguagsne (2 ficsa
B i
S S C PR (4)
B . - B .o~-4 N M
Ou A = QB) in - { & 2 i
° - - B o—-4 M
ODenotamos per b = (1% ﬁb 8 a5 o= (8% a
. 2 ™ _T . . "
DEFINIDRES 1 - Um vetor d0 tipo # = fx L5 1 & uma S0IUGED

basics de (P sé -

B " AN MW
{a;’ ¥ = b - B ¥
(p) %x. = %. ©ou .= K, i e N
3 3 3
Além disso, se tivermos % < X, S ;y i & 8, entdo X &
uma solugao bisica factivel de (P},
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DEFINICAD £ Dizemps gue ] & uma s0lugic hésica degeneradsa ge
{PY se a@aigm da s0lugso hasica feactivel Tivermos
X.oo= (¥, 3 Cu X o= (x. ) pars algum | € B
1 3 3 3
Seia S o poliedro formado pelos {imites superior e inferior
das coordenadas das varlavel o Fagrevemas & fung3o Laugrangeans

assotciada & (P}

ik, A = ¢ K + A (R~ B ¥ (%)
onge »Fe g7 € o vetpr linha dos multiplicadores de Lagrangs.,

0 probiema dual de = &

(02 max @& { A J
*
onde & (A = min L (x,~A) {(B)
W o B
ou atpda, @ (AJ) = min | (P ATaBox® o+ (M- AT + 2T}
¥ &= &

Nag tTeoria ga programacas !inear, se AB & & mairiz bEsige
gssociada & solugio Giime de {P), temos tue o muiltipiicador atimg
. -3 o
& dado por {3,381 »~ = cF e AT, Lago,

e -
o O = omin 0N BBy N (7)

® =S

g8



ODessa Torma, temos cue 0o probiems {(B) de mipimizar by
Laorangeanc, dado o sey multiplicador 6Htima, nao determina oS
yaiores das variaveis basicas primais na solugko otima; ou  sela,
no ponto de étimo de (B, xa pode possuir vaiores arhitrérios

. B 58
pertencentes ao intervalo [ x  , x 3.

Pertanto, ao resgivermos 0 problema {67 chtemoes simbiesmente

. oz ‘ o P N
08 seguintes vaiores para 8¢ variasveis piéo-bésicas 4

- N BN
x. = { ®x 3 gg {¢c — ¢ A }. 4 O
J 3 3
M BN . {8
x,o= { ¥ i, se (¢~ ¢ A 3. > DO .
B = i ]
b &= N
i B .M " .
Casop (¢ — ¢ A& i o= O, entao % gasume  gualguer vaiar
4 - .
perftencente ag intervailo [4 % }J { x 23 1o, b= N : 0 ous
caracterizas SoiugaEn 6tima miéltinta,
fig teoria de duasilidade psra programagio lineasr, sSabemos gue ag

valor 6timo do muitipiicador de Lagrange estd gssociada 0 solucan
bésica 61ima de (P} e gue, portanto, deve satisfazer as condighes
ga DEFINICAO 1.

Logo, se Temes em maocs o valor 61imo da vwvariavel dusi, kﬁf
resglivermos ¢ problems iB significe obtermos, através de {8},
g valores das  variaveis nio-basicas da solugigo STima de (P,

Reste—nos, portanto, @ tarefs de enconirarmos 0% valores  das
yvarigveis basicas da soplugea &1ims g problema  primai, o
gusis devem satisfazer & condigan  (a) ga  DEFINIGRD 1 g a
condigao de factibilidadge.,

£ seguir fazemos uma simplies adapiacio da tTeorita vists nestsa
secsn para problemas 89 tipn (p.L.0.2.
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iv.3.8 ~ ODhtengdn das vVariavels Ngo-Basicaes da Solugao Dtimsa
ge uym ( P,L.D.:

Sabembs gue probliemas de Programagso Linear Dindmicos podem
sgr vistos neturaimente como probiemas lingares. Logo, a teoria

descritas na segs0 anterior & agui estendidsa parag 0S8 RBrimeirogs.

Vimos ng segap 1i.3 eaue & funcip LBYranvesns associads @
problemas da Torma (P.L.D.D é aditivamente separiyel ne Tempo,
Loao, O grohbiemsa ge geterminarmos 08 vaglores das yariaveis

nao—-basicas Htimas primagis & tretado por estagis de Tempo.

Desaa forma, conhecidos o5 yvaiores stimos dos multipiicadores
e E 3
p (t+13 e A (T) , t=0,....7-1%1, Temos Que:

para t = 0O |

- &
LOx(O),udB),p (1), A7€B2) = [ = p (i)A40) - AT(0IC(BY 1 x(D) +
+ 0 d(py - s (nBiny - AT(moa 1 oulm
Neste ¢aso, sengan {0 yalores inittials fixados,
interessa—nos saber guais variaveis U, <B),.,.,§r {07 eatan am

segus (imites: ou seia, ebiemos uj(@) Tais oue

e H —_
seg [diQl-p (11B{O)K <8}8<5}33< O enténo u (07 = ujiﬁi

~

3
ey

S
]
it

se [ad0)-p (1)BO)Y-2(0)D(0)I > 0 entdo UNE:E

para t = 1....,7T-1 ,

3 6
Pexd{ty, udt),p {T+12,% (L) = graéx{t} XK{t) + graéu{t} it
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gnde gra@xét

Dessa forma, oblemos os

T3is gue
58 (grag (L))
* 3

<

€ (gradx(t>)j >

se fgrad (t))y. £
“ J

>

s S s S o R o

se (grad (L))

<

nars Tt o= T,

. E E.3
LEORCT Yy, udTy,p (T, n (T2 = [

E 3
& Temos seg {(c{Ti+p <T2>g< 0 entan xtiT)
g8 {c{T)+p*€T}>i> 0 entac xL{€}

EH

]

yaloares

entao
entas
entao

entan

C(tI4n (th=p  (t+1)ACT R (4300t
Gity-p (t413B(tI-A" (t3D(1)

gdas varisveis ity e it
xi(tk = % (1)
xi{t; = ?kft) (10
uL(t} = y. {1}
ui(t} = y. (%t

C(T) + p Ty 1 (T

Neste caso, conforme DEFINICGAD

suypondg gue Todas 2% variaveis nado—haésicas

(P gestio num de seus Limites.

1 ¢

faso

H H
-4 ot
- e
i
et o —_

sesd0 anterior, astamos

ga soiugao oHtima  de

hale multipiicidade ge

spiuches, umg das variaveis com coeficiente nulo deve Ter sey v¥aitor

atribeido am ym de seus Himites,

P¥.3.2 - DObtengao da Seoiugan Otimas Primsg!

para {FP.L.D.2

Apos determinarmos 88 ¥griaveis nao—p&Es51Cas da solugan primat

relativa a0 multiplicader otimo go (P.L.D.J

matriz de restrigbes do probiema de

forma

, devemos considerar &

@ rearraniarmas suas

coilunas bésicas e ndo—hasices como apresentado em (47 de I¥.3.1.
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ou sela, s 6 @& a matriz das resgirigtes do (P.L.D.J, entio

podemos obter

B 2 ~ . R
onge w8 w a%g yetares gue guardam veriavelis de estfadoe e 2 de
controie basicas € nEo—hasicas, respectivamente, para todos 05

instantes de tempo € b vetor de gimenside {(n+md T.

Eo] .
Sendo W conhecidog, escrevemos (183 como

B B
G w o= b (92,13
- N N B , R b
ande b = b — &G w ; G matriz guadrads ¢e& ardem (n+my T e G
matriz de ordem [{n+mi7T x (r-miT3,.
. . ; B .
Poasuyingo colungs iinggrmente indepgendentes, 8 matriz & &

nEn-_Singuiar: fego, o sistems (12,73 admile soiugdo 4nica.

Pare & resoiugBo deste sistems ( ou da "2FASET  de  algoritmo
agui oroposto ) fazemds uma analise d¢ comportaments das variaveis
n&sicas primsis ao lonhgo dos estagios de temod, anaglise es5ta  gus
nos trez vantagens e faciligades computacionats, VEremos nd SeGE0
seguinte Gus a gistribuigdo das variaveils D&ES:1C85 NOS estgauios d&
tempp pode possibilitar resoivermos o sistems (12,13 de faorms

recursive, atraveées de "sybsistemas interiigados’.

Y .2 .4 -~ Laracteristicas do Sistemas a8 ser Hessoivido ns "% FagE”
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Um importante resyltado relacionado & snlugZ®o Htima orimal de
Frohiemas Linsares Dinamicos & verificado anies de gescravermos o

sistema $i2.173.

Para isso, relfomamos & probiems

T4

min T oc{t+1yx{t+1) + d(tiu{L)
L=

s.a. ¥4t+1)

H

Bty (L+BCTIudT]

{p.L.D0.: 41U = Ci{tox{t4+Dotiult)
x(02 gadn
dity, x{t+1) & §, t=0,..,.,T-1

. e T 4 T o . , . "
Seia Loy (17 }t~o g politicea Gtime admissivel considerando
T , # Ty L
x{0 como #stedo inicial & sela £ ox (t+1) Ez—o a traletdria
dtima gerada por sesie poiitica 61lima,.
Definimos o orabliema tingar dindmico extraido 00 {(P,L.D0.3¥ a

nartir do &s5tagio {T-&3: ns forma

CT+T 3R T4Ty + deTrult}
s.a., K{t+1r o= A{TIx{ti4BLTIulL
Y= GlTIACTI4DiTIuCT

He
¥x{T-k} = % {(T-k}
uity, #(t+12) & 5, T=T—k, .

Devemos notar gue ¢ estado inicial de (P pertence E
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+raletprie Stims do  (F.L.T.7J.

nessa forma, enunciamos © seguinte resultado:
TEOREMA - Supondo (Pm&> , ¥ o= 1,07, naop— degenerado, a
solucio do (p.L.D.D apresents variaveis basicas distribuidas

igualmente por estégio de tempo.

Prova: gste resuiltade & uma consequéneia direta do Principio de

Gtimae!lidade de Bellman , COmo VemdDs & Seguir,

(C1) - Ao tomarmos o probiema (P ) sabemos, pelo Princioia de
Otimailicdade, Gue sua poiitica & Tima admisaivel & ty ii)ﬁ?;;&
resultando na trajetorie otima [x <t+1}3j:i“k, Por hipdtese,
iPchﬁ & n&o degenerado e, conseguentements, Ccomo um arabiema
linear, deve apresentar em Sua soiugao otims (n+mik variaveis
nésicas Culons valores nBo estao  em seus timites.
{(ges - Por outre lado, a0 tomarmes o probpiema iP?&¢£§ sahemos
tamhém ocue sSua oolitica é&tima admissivs] & a pogiiticea
N . L ., ® L. T -4 R
iy ia)jt:wa“ e traletbria oOtima [x az+%;3£quﬁi . Poi
supasigasn, QF@¢+1} tambpém & naop-degenerado g, consecuentemente,
suya solugdo &tima apressnta  (n+md)(k-1) yariaveis culos valpres
ndo estso em seus limites.

Logo, come {n+myx = (n+m) + {n+milk-17 podemos  conciu:r
de (C1) e (GE) ogue & solugso do sroblems (F_ ) pOSSUd {n+m:
yarisveis bésicas no gstéglo (T~kJ ] {n+m){k=12 variaveis

nisicas distribuidas nos estagios (T-k+1),....(FT-11.

Como esta analtise & yalids parg guaisguer (P Y, k=%1,.,..,T

conciuimos aue a propriedade scima @& verdadeira.
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0 resuyltade acima nos  chama atengaoc para caracteristicas
importantes enconiradas na matriz do sistema ¢ 2.1 ), #8 duals
nos possibilitam resoivé-lo através de "substistemas sequenclais”,

como veremos 8 ssauir.

Dado oue as variavels nEo~bésicas da solugaoe otimse orimal

550 canhecifgas { conforme visto na SeCED 1¥y.2.2 2 e ds80 gue D
namerpo o8 y¥arisgveis basicas & igual a0 nimerg de egyagbes  por
estacio de tempo, ppdemos  escrever 0% "subsistemas” confarme

definimos abagixo,

GConsideramos a saguagac (4 do (P.L.D.DY. Seiam B e B

coniunto das coiunas basicas & nado—-baésicas, regpectivamente, ga

B ™ . : A . .
matriz 8 . & g A conjunto das colunas basicas ¢ nao—pasicas,

. ) B 5] .

respecttvamente, dg matriz A e T g I conjunteo das coiunas
L " . . ) . B B

hasivcas & nso—bésicas ¢da matriz itdentidade B Ssejam Ly X . .

i . ) B " .

g Kt yariavels de controle & de estadn hasicas S nag—hasicas,

o
z

respectivamente, todos no instante de temoo i

para Tt = 0,
B B
8 ‘\;’{uo E “a!?xi—%
‘ - - A G T P = .
(B | 8 3|~ (T T e )
U i ¥ ;
O_i i__g
? ™ 1 -~
B B o
. L _<BL e e
ou g -1 i = g b, (s,
4 - BB SIS
ande o b= B - B y o+ H ,
4 4 < i
B LB . o |
& {6 :- I 1 & uma matriz de ardem on.
, ™ Y] ,
Dessa forma, dados os valores de u_ & K gaeterminamos,
, . B B
ge maneirsa Gnica, 08 valores de u_ ¢ %, procursdos.



para T = 1 ,
B o~ B I 2]
8¢ N Xi ; B N ui B a1 i }{2—}
H ; el I = : e ] i ———— =
Y i1 & 3 x” {8 g 3 UN £7 : 11 xNj b
£ ] ES =
A B . )
Como temos canhecidgas X, atrgvés de (S£> g conhegidas
= 4 ) n . n
X, oouy e X, , Oabtemos o "subsistems
B
B B ;- Yy -
(g -1 3[””5” = bz <Sz>
®
z
B
- B » ( K: ‘i NN
onde {‘f:i::s—{ﬁ;iljg—wijﬁu + T X
2 ! Zz
¥
4
= 3 B . R
e tegmr - 13 & uma matriz de ardem n.
desim, sucessiyvamente, ao resslvermos o  "subsistema” { St}
) . _ . . , B
temos & informag&s fornecidsa por (5p4} sobre & variaved Ky s &
entan podemos EB&ECPBVET §Sz> nag forma
B B gu? f..} -
s P ,_____:':_ = # Y
ig : i 3 ﬁg i}i gsif
P
. N A
. ) _teg NN N O™
onde b = b, ta A 3 " Bru, _, + I x,
[ M-a
=, EB , . R
g - 3 & ums matriz de ordem n e %1 ;1T = v & {n4my o, Ve —
tor correspondente 28 coordenadss ¢ "hT, do sistema { & 7, na
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ggquacae do estagio considerado.

As varisgvets 5 W g 2 X ocdem Ser
” t-q' -2’ L4 L P : )
interpretadas comp  Tvariaveis livres” de (St} gque, Tatribuidos”
seys yaiores otimos, determinam de maneirs Gnice o©s valores das
. . B B
varigveis u e X
Frempld: Sela a matriz de um {(P.L.D.) <com =3, N=g, M=0 £
R=3 dada na formsa
T R B B o i
0 1 c & -1
4 2 1 -1 -1 0
=1 tH 1 e g -1
3 < T -0 - 3 £
] -1 LA R - s B
* % * ® x *
onge TwT indica coluna hésica ns solugio &tima.

Bssim, podemos esorever

— —_ ! 4 j?( r:
2 1 0 J xiug | Ji u o (1

Liraves de <SG} obtemos 0s  wvalograes das yariaveis basicas

u o e X4 8 resplvemos o "subsistemea” (8 )
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_ {—1 o _?{xi<a>1 (s,)
|

Novamente, afraves de (Si) obtemos 0s valores das yarigvets

hasicsas u;ﬁ e u;ﬂ parg, & seguir, resolyvermos (Sz),

— 3 7 1 7
[ ' Eiuigz}z = b, - raoe i X£<Z>i ? o u ez =
Lo 1 v -1 0 Jlge] |2
Fo T
_ § 10 ;}—x‘m}i} (s, )
L 0 -1 ;,"2‘:33,_5
rola o Neste exempio notames aue @ respliugao de {823 independe

dga resoliugac de (81} yisto gue em  T=i a5 wvariaveis de sstado

nEn apsretsm como variaveis basicas,

- L , ,

lessa forms, respiver & "2 FASE” do atgoritmo propocsio neste
capitulo, supondo ndo—degenserescéncia para {PT—k}, significa
resolvermos o sistemsa (12,10 atraves dsg T~"syubnsistamas” <8i}

recurgivamente.

Notamos gue sSe algum {Prnk} . K=1,...,T, g geoenerado, entao

a soclugdo do tP.L.D.2 pode gpresentar yvariaveis h&sicas
gistribuidsas por periodos de  tempoe e em  numers nie uniforme,

Neste caso, algum (PT“+3><§ > 0y deve ser pab-degenersdo.

k
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FXEMPLO - — Tomamos uym (P.L.D.) g  suypomos 0 probiemsa {e 2

T-2
deganeradg . entho, pelo mengs ume Cas varijyels b&ésicas dge su4a
sglucde &iima deve estar num dos jimites, Sendo (?rﬁ) gistinto
de iPTmi}, pode Ser ou Aac-Gegeherado

< . ~ a r~ - ,
173 Seg {qu> e nav_degenerado, antsao sus  aoludas ctima
apresenta 2 {n+m) varidvels basicas "fora” de seus |limites: como

mi< (n+m? deias estdo dentre u (T-1) e % (T3, entéo nga {n+m+1)

devem estar dentre a5 varigdveis de u (T-2) e x (T-12 de tal
forma gue ( m, o+ mz> = Z{p + m). Assim, determinamos O seriogo
antre t=T-2 & t=T7 no guai existe um nimero de varisveirs hasicas
"fora de seus limites” iguai a0 nimero de eouagdes da maetriz  go

(P.L.D.2 corvespondendo ao masmo periodo.

L] . - ,
g 7 Se (P 7 g UEHEnes

“ade, sué solugdoc  otima gave
apresentar wa( 2 {n+m’ yariaveis basicas com seus valores no

intericr do coenfynto 5.

Nesta linha de racioecinio, se (Prg’ 8 fnE0. OGegenerado

ertao sus solucas otims pode apresentar:

3 3 {n+m) wvariaveis basicas entre u (7T-3)1 & x (7-27 CHEBU
P r A0 rad
<'T~2> for nao-degeneradon
4=y 2 {n+md yariaveis basicas distribuigas sntre t=7-3 &
t=7 CaEsn QQ?QE for degenerado.
Sela &8 matriz do exempio anterior. A analise acima nos induz
& pENSarmos nas Colunas basicas da solugso atims  do {P.L.DO.2

gistribuidas segundo a Tigura abaixe.
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{ Figura 1 ) (P ) degenerado, (P _ 3} & P 7

T4 T2 T B
nad-gegeneragdos,
{ * 3 indice coluna basica
Meste Ccaso, & resotucio do sistema (12.1%1) deve ser feits
através de dois "subsistemas” da seguinte forma:
-1 -1 1Ty w’] 1 0 170 4w I
g iiz §= hﬂwg‘ ii i iméﬁ‘%ﬁzﬂ} {80}
L U RSN EoE ] e o
Geterminados o8 vaiores dge uzmn e ¥ if} FRESOIVEMOS 0

-
"supsistema’ Gue abrange © periodo de tempo de T=1 @ =3, na farma

-4 o 0 'Hagz{sfg T1 27 S
: b * ! g ! {
P -4 Py 2 ; =1 4 T ey ] oo

; 2! 2 G i % ? j|e i E Pou e
% £ 0 §§>{2<2}§ g o o ﬂ.zz{i}d : o %
L LRI UL Lo o] Lo
Y el e

- 0 x @ - Do i u @ |- i o g{ xi{m‘]g

! E 4 -4 u, 2 | -1 3 i{ X, 43 ]
= Lo 4 o -1 J
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hi - L = F:iﬁ - i Ui{iﬁ + ! xim)
__1 g ,x;ﬁ>~ & i H

I ! - IR
b~ ®izy — ! L ui 2)! + i g iRt
2 Y 4
-1 g 1 H_(Ey i 3
L L X L g 4 -
gnde t}ﬂi‘ bi‘ Dz &0 a3 coordenadsas é@ yetor tndependente g9
sistema cula matriz & dada peig figura k| g h” = ﬁt‘ 023.
Para O ta8s0 da figura &, Q{)Fé%ﬂ, nao gxistem "5;;333%5"{8;;’;535“3
pois podemos notar gue somente o periodo de tempo  1=0 @ 1=3 nos

forpece © nimero de variaveis basicas { pu  agueias cCculos yalgres

n&p estio em seuys limites ) igyal a0 nimere de gauagdes,

1 -3 B -1 0 i
oo g -
T2 1 -1 - 0
-1 c * 2 o -
T2 1-1 0 -1 0
] -1 1 0 7 o -
& & x x kS )

—

{ figursg

T,
——

2 5 } odegengrados : (P
(F - £ 'RPQ} BHERBradn & g

T
pnep~decenarado,
b

a”

£ 3 ingica tolung bhésica .

Experiénclas realizadas { segdo V.3 ) indicaem gue podemos
egsperar um namero significante de probliemas (PY&} gue apresentam
nEo—-degenBrescEnci e, isto @ importante, pois & partir dests
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anadlise encontramoes facilidade computacional para resolyermos O
sistema {12.12 gue nos fornece 06 valores das variaveis basicas

da solugmn O6Tims primatl.

togo, dgada & ocorréncie de degenerescéncia  em {P?q(b, para

ataum Kk, pudemos  obter & decompasigiéo do sistems {12.13 em
"aybsistemas” representados na seguinte forma:

. % s
nefinimes k , & e 27, D=<& , k< T-1 & Rkﬁﬁ o periodo
de tempo gue compreende os estagios k, k+1,..., k+& e gue contem
{n+mi{&E+10 yariavels basicas fora de seus limites.
&3 Se Kk = 0 e & = T, ent&o devemos rescliver ¢ sistema

. . B . . . N
{(i1@.1)y tendo como matriz G , meiriz das coiunas basicas da matriz

das restrigoes do (P.L.D.J.

by S& k&= 0 efou & & T , entéo v sistema {(412.4) deve

ser resnivido através de no minimo dois "subsistemas”™, gue podem ou

nao ser igusis & ESi> s de forma reqursiva.

Seia { & 3o Tsubsistems®™ reilacignado ap  periodo 5

. =4 £ B M B w . . L
Consideramos T , B . B Iy £ Ek matrlizes d8s colunas

sipas € nac-basicas de A, B e I, respecitivamente, no instante

i

t

ge tempo K. FPara & rapresentasao de Tomamos

s
P
mom
S

novamente apenas & egyacso (1) do (P.L.D.» com 0 propdsito  de
fmcititar & notsgsc e lembramos que o mesme resultade €@ v&lido
sonsigerando tTambém a eguacdo (2) do mesmo problems.



i B £ B 70 = 1 i 7
A, By S Y 5
B B B B
§k+i Ek-@»& Ik*h?; xk-?'i C}:-rs.
s- us -
s a . K - Yew 2
- 3
L '&kéé Bk-»é s badd ®
k+Z .
ugI c
kS k+ &
B t
R Byl K+ Sago
- . . o ) . o ;B )i E ]
opde temos canhecidos 05 vaigres de L T U, ‘ Lad P e e
M e xN g
U4 s kedtt
B -
B ) x}:‘ » N 2
H -
= - R + I =
Ck Ek 5&?:{; ij » Ekuk ke k+i o K a
¥ i
K d
N £ boi
- = - + =
Ck bic akuk “k+4 xk-;ri f K b
ot ™ N o =~
- - - +
Crst Bt ™ Pre i Faw B Yeat 1§+L+1 Mesins
N T f,{ﬁ-é“'!.
Camt Particutar ;. 58 no esTégic k4 & niog existTirem Variaveis g
estado basicas, entdc poderioc aparecer "subsistemas” independentes:
istg &, & matriz 6o sistems (12,12 pogde apresentar—-se ntoco
dgiaganai .
1¥y.2.8 - Procedimento iterativo



Definimos:

§§¢é = pimero de varisdvels bésicas no peripdo ( ¢, t#6 5, & =2
5 =
¥$*é = namero de equagcBes do sistems no pericdo ( T, t+d ),

Considerando a analise feita nas sSag¢des anteriores,
ped

procedimente lterativo adotado psra & resolucio da 2 FASET
atgoritmo 2roposto neste capitulo & d8do por:
” 2 L
PASS0Y Sela { » , X )Y splucio &tima dual do (P.L.D.J;
faga t =& = §
P :
PASSOZ - Minimize L { x,u,p X )} determinando 0s wvalopres
® ot = =
variédveis nao-hésicas primais no perisdg ( T,1+5 )
& 5
PLSSOR Se Ni“ =M§"" , v& para PASS04;
caso contrario, faga & =& + 1 e vé pars PASSOZ.
PASEO0S figsolver o "subsistema”™ S?é ) {sgegdo anteriori;
fagca Tt = ¢t + & £ ¥ para PASSOD.
PASSOS - e Tt = 7 , FARE.

Casp contréariag, fagce & 0 e v& para PASSOZ.

#

Através ¢ angiise feita nests sSeg80, podembds percebsr  Qque
respiucEo dests fase do algoriimo € bastsante simples e, dadas

0
g0

gas

a
aB

caracteristicas apresentadss peio sistema, requer pesuenos gastos

gperacionais, podendo ser aplicada principaimente & problemas

norizonte grande, como verifticames no capitulo seguinte.

112

cCom




CAPITULD ¥

IMPLEMENTAGRD DA DECOMPOSIGED ViA LAGRANGEAND SIMPLES
- TESTES E CORCLUSOBES

V.1 - iNTRODUGAO

Mesta técnica para resclucdo de um (P.L.D.) via dyslidade,
gestacamos © aigoritmo em duss fases: a "1 FASE", gue & & fase de
obtengio da so0lugso btima dusl via aproximaglo tangencial & fungao
dual e & "2°FASE” que utiiiza a solug3o étima dual para obtencao
da solug3p OHtima primal através da resolugso do Lagrangeano
ordinagriec ¢o probiems & de uma sSequéncia de sistemas lineares,
conforme vimos no capituio anterior.

Como © préprie titule sugere, neste <capitulo descrevemes 8
maengira com gue implementamos sestas duss FASES. Na "1°FASE", &
caga hiperplano gerado peio método da Linearizagio Externa, um
probiema-mestre "reélaxade” deve ser resoivido, probiema que oifere

do apterior em apenas ume restricdo, & gual fo0i s&crescida. Para
respivermos {Pﬁ)? : programamos ¢ metode Dusi~Simplex  bara
proplemas cujas variéveis S&c “canalizsdas” {494 , ¢ gual

gdescrevemoas &m ¥.2 ngste programa, a8 matriz inversa ¢
atualizada através de ums anidiise de pbs-otimizagso ({BBI, onde a
inversa da matriz-base obtida para o probiema anterior &
reutitizads. Lindas nesta se¢do descrevemos a8 técnica wutilizada
para "reiaxarmos® as restrigies gque nio estho ativas na spiugdc de
um determinado (?MLQ}’ , @apresentando fluxogramas desta FASE.
4 implementac3oc ¢a "2 FASE™ 4§ descrits na segBo V.3, onde &
apresentada estimaiiva ds ocorrdncie dos “subsistemas sequenciais”
ns resociug8io desta FASE . Em V.9 gpresentsmos o8 resuitados
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computaciongis Cunseguidos i as concliusdes,

y.2 - IMPLEMENTACID DA 17 FASE”

Donsliderands 8 tearisa descrita nag secdo V.2, & fF&cid YEPMOS

gue o cusio computacionail da *{“FASE™ go método da inesarizagso

Fxterna esfd praticamente centrado na resglugdo do problema-mesire
(?H@D}', dado que & obtencBo da sotugBo pars o SBsubprodblema 8
extremamente simpies & réplda.

Relembrande ser 7 o valor miéximo da linearizaghe da funcdo
dual e ¢ 0 valor real da fun¢So dual no ponto correspondente da
r—-&sima tteracio o0 método empregado nesta FASE,numa andglise geral
desta fase apresentamos seu filunourams na forma abaixg.

inicializar
o =

g , A , r=0
A
~3
resplusdo 4o subproblems
(xr Wty e )((Pr Ar) subproblema
4+
. Al
R respiugae ds {?MLD) sroblema
solucio: (p % a""h mestre
4
_ noao & raf & im
Fosor 4 - 2= ¢ |~ PARE

{ figura 5.1 )
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A cada itera¢so do método da Aoroximac3o Tangencial temps que

r ) g

resolyer um problems (PHLB) . sue difere de {?MLD) em
spengs uma restrigio, Dezsa forma, oonhecida & solucse ds
{PMLQ)W“ g ta¢1 inicigltizarmos ¢ oprocedimento Duai-Simpiex
para &8 resciucdo de i?ﬁhb)’. Esc¢olnhemos o ssguinte slgoritmo

pars Implementagso desse "passo” -

¥.2,.1 - Atgoritms Duai~Simpiexn Lanalizado

Como Ja sabemos da teoris da Proaramac3o Linear, este
aigoritmo trabaiha com solugdes Désices oprimais infactiveis no
sentido de maximizar a fun¢do dual do problema. Antes de
descrevg—~lo, relembramos siguns aspectos importantes da teoriaz da
programagso linear necessarios pars desenvolvé-lo.

Seia © problema linear

min t X {1
(P s.8. A X = D {72
¥ =2 ¥ < ¥ {33

pnoge A& & ums matriz ge ordem {(nxm) , ¢ & um vetor—iinha {ixnl,

b oum vetor (m<%} e x ,®x , % vetoras {mx1).

Consideramos &8 tepria descrita em 1V.3.

N= CS{ AB}—dAN
2 . B

Seiam z
= P A%,

Podemos escrever, por {31 e (23,
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ex = o+ kY = O ARy s - 2N - M KN oe
=Py - p o Ny - o -y
jen 3 3 jER 3
i k4
onde B o= {57 X =5x. 1 e R o= { J /7 X = x. }
! 3 k] 2 3 3
Se E $ 30lugio factivel de (P) e 32
(2 -y > ., JeR ¢ 4 )
3 3 1
(& -y <o ., len ( 5
J i 2
- , . s -
entao X & solugan otima , K . pars (P 3.
0 problema dya! relacignado a8 (P) e eguivalente a {03 .
segBo 1V.3.%, &
Max AT - 7k +yT§
{ PD 3 $.8. »Ta - 77 +;v? = ¢
'rar‘, ;'?2 1
T T i3 - . R
onge AN, T & ¥ sko ps wvetores multipliceadores g2 Lagrangs
sssociagos &s restrigdes (2) , X< X e P N0 e8pago
yetorial £", respectivamente.
. =
PROPOSIGCARDG : Seis F spiucsce Stims ge (P cylas metriz-base
. 3 - .
gssociads 2 AB . Geia A =c’< A’)i & selam
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3 i -
" CAa -, se K o= %
S o J , 3 o4
; 0 cas0 contrario
& k3
o - (AT s ¢ , se K. * X
- } i i
! o caso contrério
. , . = = -
onde A, & 8 j~ésima coluna ga matriz A. Entio (A , 1 ¥ )
soluciong { PD 7.

0 resuitado acima {343 possibiiite relacionarmos a condigao

de otimalidade dada peio Simplex—-Canalizado & 83 condigdes de

T T T
A

factibitidade para os muitipiicadores , T €& ¥ em ( PD 3}, da

seguinie forma:

sejs x' soluc3o nmie-factivel Dara (P} tai aque (4) e
T

{5) estdao satisfelitas, isto significe guye 2 terna { X ,TT,?T>,

- 7 L - . -
com KT, T € y definidos segundo a8 proposicBe scima, & solugdo
factive] para ( PR ) { neste gaso, &a & & matriz—base sassocisds

£ P *
& soiucio ¥ J .

40 buscearmos 2 solugso de {( PD 3 'estamas, eguivalentemente,
puscando O velior maximo ds fungdo dua! smssociads & (P).

pefinindo 2T= ¢®¢ 2"y, opodemos escrever
2B AT (B}
M T = ¢®a¥ , onge A% = ¢ a®y "

117




Assim, @& funcdo dus!, segho IV.3.%, pode ser descrite como

kd B B B . E
g (xY = A p + min (¢ - 72 ) Kk + min (¢t - 20 ) K
2 B2 ot i
XS X £ X f‘;‘é e ¥
B B
ange temos (¢ -z 3 =0,

0 aigoritmo Dual-Simplex trabaiha no sentido de maximizar O
yaior da funcio dual T preservando, & cada paBs5S80, a
factibitidade dos multiplicsdores eté atingir a factibilidade
primal para & variavei X

FPartanto, partindo de uma sciugdo dual-factivel, gdevemos
atuatizar ¢ valor do muitipiicsador

T = AT 4 s ¢ B ? (7

onde & = E  deve ser tal que ¢ (M) > @ (A).

ytriitizange {7y , ontemos substituinde em (B,

(z‘)s= ATa® 16 = 2 4+ &

- {83
(2 e AT e 6 (AR = Y o+ 6

Dessa forma, ¢ vsaior da fungso dusi Tice

@ (A7) = ATp + 8(A% ) T 4 min ((cP-2"-6)x"+ (-2 60T

o<

xNS

IA

-]
&.8. .

—_

B
X
N
*x

1A

N
X
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ey =ATE + & b+ min 1 -5 1 r mn 17280k )
s P K° s xs (3)
= B, -4 . X o
gnde b = (A ) b e temos gque a soiugio do probiema min —5 X
g;_gﬁ e x°
§ dags bBOP xé , s2 & > 0
xi = 5”3 , e 5 ¢ 0 (10)
X eig'g.,xaﬁiiseé:ﬂ
- i 3 3
2 o problema min <c”- - 5 &N> xN tem como 801 ugBo
ggﬁﬁ PAE S
. ¥ ., se { e ) D
X, = 3 3 (11)
x. , se { c'?’j > 0
ande  { c")wﬂ- ¢ - 2N~» & Y
& &
Denctandoc por {xNE e {ga) gs solugdes ge {113 2 (10,

regspectivamente, podemos e€Scrayer

@ ) = A% + (N-2HOM e s (v - G- G5
= @ (AY +6 (2% Y (12)
ognds x'n = b - EN{xND*
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Ds egusgie (12 concluimos que para aumentarmes 0 valor ds
fungdo dual, devemos observar que:

{a) Se x;s b (§g>j , entsc devemos fazer & > 0

{p> Se x;ﬁ 4 §§B>i , entio devemos fazer & (0 .

Sabemos que, havendo infactibiiidade peara {(P), devemos
calcutar *5" de tal modo gue 3 atusitzagdo (7)) para a varibvel
X maximize a fun¢do dusl. De {a) & (b) 1temos gue, para Isso,
& dave seflf positive casgo hela alguma variavel primal gssumingo
yalor maior gue seuy ifimite superior e & deve ser negativo cCase

nala alguma variavel primal assumindo vaior menor gue seu |imite
inferior.

Dessa forma, pare termos © veior exato de &, supomes  gque
@(x) nBo esté nc ssu ponto de méximo: logo, existe uma variavel
bssica primal x " acugabae a #dsig&a T em A e tai
que x= [ X, ?1} . Portanto, temcs que dar *um psssc”  No

sentido de maximizar a fungdo dual.

- Procedimento iterativo pars Dual-Simpiex Canslizado

Tomamps & = 1 g = 1 (g,...,0.,1.,0,....,02 onde "17 é 2
r-ésima coovdenada de e temos  por {83 as seguintes
modificacies:
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r R ; & B8 e } =1
J 3
2 F
o= vt (13)
/ N .Y -
2™ s e toe a2 4t oB
s o
¢l = . — % A , } & N
i j »
- . . » » - L] fad
pnde A & 8 r-4sima linha stualizada dop "tablie” e c, = c,” 2, .

Assim, para garantirmos factibilidade para a nova solugdo
dual, atribufmos valores a "t até gue um dos custos relativos

ES
£

c seg anuie. 4 nova variavel hisica deverd ser agquela culo

¥

cusig relativoe € se anula primeirs,

A partir de (13), devemos considerar ¢ois Casos:

1°cas0 ) s2 % > X, devemos ter t > 0 {por (a)):

assim, T = min | tig tz i, onde

£ . .
t, = T T S com ¢ >0 e {g ) > o
PE R L 4E
r
c. A . {143
tz = R . S com cj{ g e iar % < 0
PEN Ry
r
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2°cas0 ) Se xi< 4, devemos ter 1 C 0 dpor {1y

sssim, ¢ = max | ts, ;ﬁ P, gnde

¢, - -
ta = PP S — . com aj> 0 = {f 73 { D
IER B
r
; ' (18}
t, - MEX et com ¢, < 0 @ ié > o
i H { aB } :
Foj

Desss forma, a0 caitcularmos g valor g8 "t7 alteramos 05
custos retatives gdas varlévels nao-basicas e, em particutar,

ghtemos um deles anulado.

-

Ghamameos por Xs & variave! cujo custo relativo C; foi
gnulado;: 1480, Ks deve substituir a variavsel . Hha base, & suai

v
passa & [er Custo relativo c{ s -1

*

Feits a troca de variavels na bese, gevemos atusaiizar o8
vgiores deaguetlas gue all permaneceram.

Tendo em viste gue o0s “sinasis” dos custos reiativos das
yariavels nEo—-basicas permanecem ingiterados, entio tTemns gque

stualizar somente 0 valior dg varigvel Ky g, por {133,
X, = X, . 8e > O (183
% , 88 T € 0
=y
As variagoes dps vajores ge S g X , bz e Ax
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respectivamente, acarretam variagbes nos valores das varidveis

baaicas.
SabemDs GUS

3& o+
snge % & o vaior assumido conforme (18) . A0 eagrevermos

xa = b - AN-<s>me{s> . gs(x - &x ) - XB - A Za
-3 =
_ . )
ghtemos A x' = -5° A g
"
Logo, Ak o= mCA D) A K

Das ioualdades obtidas acima podemos conciuir aue

&ﬂl
A x = TR (17
A

-

E- 3 v . : . . .
ande &? & o sismento da r~gsime linha g8 =s—ésima coluna do

"rapiegu” atualizado.

issim, s& A Ky & @& vyaris¢io npos ysiores das w¥srigyels

nisicas Gue permaneceram ns bsse, entio

s X - A X o= x4 Aséxs (18)
togo, por (173 £ (18) temes gue
*’u&
Ay X
S R 1 - B
E:::1 b3 Aa
* {1832
x* - X
# = X + & gﬁ t ; e B, 1 1

123



Dessa forme, podamos  enunciar o0 sgguinte procedimento
iterativeo

- Bigeritmo Dusi-Simplex Cangllzado -

PASSOY - Seia x splugsSo bésica dusgl factivel;
¥ = £ x , % ) conpforme (11) e (318)
] .
se X = X = x , PARRE ; «ce&so contr&rio,
sg A j / xi

> %%, va para PASS03
B

se 3 § / xi 4 X, v& pars FASSD2.
PASSQE - Calcular t = max | ta, t‘} conforme (183});
va para PAS509,
PASS03 Calculiar t = min | ti, tz} conforme (1493
va para PASSO04.
FASEDY - Atuglizagseo d0 TABLEAU:
Sefia ¥ o indice da varigvel & entrar na base;
¢’ = ¢, - t A . e N
i i i _
c, = H
¢’ = ~%
b e
K, = B, contforme (187
Trocsr & ¢coluns i pela coluna Kk ng matriz Qa;

¥ pars PASS(O?

Podemos, & partir do aigoriimo descrifo acima, FEeesclrever o
fiukograme apresentado neg figure 5.1 da sesuinte maneira:
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(=]

P

tnicializar

?\Q

¢

F=zi

+

Fd T
L R

r

resolucao do subprobdblema
) & XC p A

)

Jiolk ]

B LV

-3
4
gerar nova restrigso
conforme {4.3) e acrascentar
 od
em (Pm$}
+
2
-+
ok P
p T A
FTEE neo 2= o7

ftagurs 5.2 2
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Z

%
apiucio bésice dual fectival
X
+
fatumlizar : atuatizacso 083 variaveis
S iTABLO @ var. - basicas conforme (5.14)
sai dao dass
¥
] B B i
€ 1€ X 2T PARE
- s 4
53 * nao
coaleular Bim existe | T.g.
B 5
% =i *confor + O Y ?
e (%R, 403 > b
?;0.0
,
calcular gxiste § t.g.
* &
g oconfor - B B
sim x < ¥, 2
me {(B.44) i E. O

{ ¥iguyre 8.2 )

Reagimente, atraves 40 fiyxperama  acima, percebemos gqueg &

esforgg computacional ds "1FFABE® do eigoritmo da AproximacBo

Tangencial gsté concentragdo na resoclugsoc €O probiema-mestre

{FMLg}r cue, & medids aue npovas restrigbes s3p geradas, pode

apresentar matriz de dimensdo muite grande, causando, dessa forma,

excessivo nomero de operagdes guendo faz-s5e necessario
ns elementos de sug metriz.

"pivotear”®

Portanto, & imprescingivel relaxarmes as restrigdes nio-

-gtivas go probiema-mestire para reduzlirmos 08
computaciansals,

EXLCE85085
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Outro fato importanis pars & reducho dos gaesios computacionais

na resolucBoe do soroblema-mestre & B
pés—-otimizagso na stualizagio da

gtiiizacio da teoris de
fpverss ds matriz-hase neCessEris

Dug!-Simplex Canalizado,
Como OOfSMOS perceber ﬁ??&?éﬁ_ﬁﬁ fiaurs B.2

iterac3o do eaigoritme asagcisado & técnica da

s cads iteracio 4o sigoritmo

: 8 cada
Aproximagso
Tangencial obhtemos a matriz €88 restrig¢ies de {?ﬁkn}' acrescida
de yma tinha e, consequentemente, de uma coluna ( ver secio V.22,

Assim, adapiamos nosso probiema perfeitaments 3 seguinte sltuagao:

~ ATUALIZAGAD DA MATRIZ INVERSA DA BASE

Seia B a matriz bésica na solugio stima de (FPM )

1B
ko sdicionarmos ums restrigdo =@ (?Mhn)r . sbhtemos
ﬁ?ﬁLB}P“; s& & solugho &tims de <?%J,f ngo satisfaz & nova
restrigdo, obiemos, para (PMLD>FH, ¢ma matriz base B- inicial
que & dada por
B L _ 8o
B’ = o

E 2 {28

sende © 17 coeficiente dz variavel de foligs associada & nova

restrigidc & o yvetor dops coetficientes da novae Festrigso

reiaciaonagdos 805 indices das wvariavseis bisicas de (?ﬁLg)r
soglucen Gtima.

ha

fiessa forma, & inverss 8" & conhecida € & dade por [5B3
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- H

(8" = IR B (1)

e o
y.2.28 Belaxsgan &m {Fﬁkb}

Como vimes na segdo tV.2.2, (PM_ ) tense a tornar-se  um
problema com um nimero grande de restrigbes e, dessa forma, @
fundamental adotermps critérios gue venham facititar & sua
respiugaEo. tima maneira natural de cantornarmos 0
sypergimensionamento do orobiems & eifiminarmos a&s restrigdes de
jingarizacio que foram geradss € oue nao estso ativas na sclugsao de
determinada fase g0 processo ¢e resolugdo.

Mo nossn  probiema, dgeterminar guasis 850 88 restrigoes
nio-ativas numa dada soclugio de (Pﬁhg}? % simplesmente

reconhecer guals variadveis—de-folga das restrigBes geradas &£stdo
na base.

Conforme & Técnica gescritas em 1v.2.49. . as restrigbes
relaxadas podem ser reytilizadas Cas0 elas estelam "violadas™ numa
determinads soiucdos do problems. Mo n988¢ probiema, todsg

restricho gerads pelo aigoritmo ds Aproximagcdo Tangenciatl & uma
restricko vigiada.

Dessa forme, podemos enunciar o algoritmo da segdo Iv.2.49
da seguinte maneirs:
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Definimos

pardmetro que determine a fase em gue relaxamos 83 restricgdes
nfo—-atives 40 probiema-mesire,

conjunto de todas a5 restricles do probiema;

conjunto das restrigdes geradas peio aligoritmo da Gproximagao
Tangancial, Mo 00380 probiema, R tambéem conptém as
restricdes aue impomos &8 yaribyeis duais para 8
iniciatlizagan 00 processo (ver segdo0 1V.2.3 ).

conjunto unitério, formadp pelas restricde gerada npuma dads
iteragin.

. ri r
Sela {PMLD} 0 probiema {?Wg3} relaxado;

PASSO0 : B & tei gue a fungio dual @ & limitada:

PAS50% : Resolver (Pﬁhn>r‘ ; soter (p t ATYy

PASSOZ - Se todas a5 restrigdes de ™M - R estio satisfeitas,
("t AT & stims para (PM_ )

FASSO3 - ¥ « M~ H ; fa¢s R = Rwu ¥V, I A
e vea para PABS04

PASS0S ¢ B r = ¥ | sé§a 0 o conjunto seﬂieﬁas as restiri¢bes

geradas e "foigadas”™ .
faga R = RU Y - D e va para PASS0Y.

se r < k ¥& para PASS501.
fessa forms, ap fiuxsvgrama da figurg B.Z geyemos
acrescentar © ealgoritmo scims s Tcontarmos” k-restrigdes

geragss {(descrevemces @balxo spenas 0S5 blocos gue
fase do aiaoritmol.

1£8

interiigam &s%51a



resolyer
r problema~-mesire
(Fm 0

MMM

Py geracas 4
movYeaE restricac

t e
R=RUV-D ToEoror R
i
2 + 1= ro= k
ai.m
definir <

R ,¥v e D

{ figura 5.3 )

0s "PASSO1" & "PASS0Z” e28t3o0c embutidos nos biocos superior €
nachurago, respectivamente, do fluxograms acima.

Devemds salientar tgue a0 redefinirmos 0 conjfunto ] temos

. . R ~ r

também oue redgefinirt a matriz das restirigtes d¢o praobiema (Pﬁhb)
e, consequentemente, regrdenar 085 indices daos yetlores gue

sarmazenam 28§ vsariaveis b&sicas e 8as nao-baésicas du programa
giaborado para o algoritmo Dusi-Simpiex Canaiizado.

ApHs @& relaxagdo das restricdes nio-atives, & matriz basica

gbtida & ume submatriz da metriz bésice gnterior, cule inverss deve
ser celicuylade através de rotinss para tal §fim.
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Dessa forma, garantimos também que a <cada "k” iteragdes do
algoritmo da Aproximac¢so Tangencial desprezamos as stualizacdes
gas inversss das meirizes—basse conforme sxpostit ns se450 snterior,
para invertermos uma nova matriz: 15816 significe cue diminuimos 08

riscos de erro3 por arredonpdementos gue em  geral aparecem guando
ytitizamos €%},

m fator computacions! ocue determina 0 parsmetro "k & gue,
a cada conjunto D subtraido, devemos proceder na atualizagdo o8
matriz das resirigBes, ne reordsnagio das <coiunas DbEsicas ¢
neo-basicas & na invergsEo da matriz- base resulitante apds B
relaxagse das restrigdes. Por este fato, certamente ndo0 nos &
vantalioso aplicar a reiaxaﬂ;éa Cﬁfﬁ muit’.a frezwﬁncia.

Por outro isdo, ndc podemos trabsihar com matrizes muito
grandes na resolucio de (?ﬁhg)r , tendo em vista 0s opivoteamentos
gesnecesssarios gue iste acarretarie ao algoritmoe Dusli-Simplex.

fptrida a8 solugBo dust dtime, devemos caicular, segundo

tratamos gm iv.3.2 e i¥.3.3., 0s valores das varitaveis Dasicas
e nio—basicas da snlugsn étima orimal do (P L.D.Y.

y.3 - RESOLUCEC DA *2%Fase"

Como vimos 80 capituio anterior, & reanlugsdo da "% FagE" g0
glgoritmo de Aproximacdo Tangencial pars resnivcso de (FP.L,DB.}

apresenta, & prieri, duss etapas bastante simples de sarem
reconhecidas: & primeira refere—-se 80 c&iculo 408 vaipres das
yariayeis nso-bisicas ( conforme 1V.3.2 ¥ &, conseguentemente, e

geterminacap dos conjuntos N e B, respectivamente conjunto
das colunas nioc-bésicas e das colunas Daésicss da matriz de
restrigbes do (P.L.D.) ns soclugso btima primal: a segunds etapa
refere—-se ao céiculo dos valores das variéveis basicas primais

{conforme exposto em JV.3.3) spds um resrranio de colunas para
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nbhtengio do sisteme (12.1) , cap.iy, a ser resoivido,

»

Dessa forma, & primeira vista, 0 es6guema geral para resolugido

2

3 dado pels figqurs abaixo.

gados
& 2
p A  Btimos

4

min Lix,u,p A )

o
4 elapa”

X,u &= =B
e
resciver o sistéema .
{12.1), cap. 1V, "2 elapal
&
FPARE

{ figure 5.4 3

No entanto, &8 etapas acims mencionadas estdo interiigadas &

cags estégio de tempo t (1=0,....7-1) gevido & estruture O¢f
"subsistemas’ que 0 slistema (12.1) ds "2° etespa” em geral
spresenta. Qu seis, a cada e€5159i0 de tempo t , obtemos atraves
ga "1 etapa” o nimero gde veriavel!s Dasicas wul(t), x{(t+1) gque o

sistema (12.%1), secdo 1¥.3, sapresenta; se este numero for igual
ao nimero de eguaghes do sistems negueie instante de tempo, entdo
gefinimoes um "subsistema” de (12.1) conforme (S5, SECAD 1¥v.3.49.
Caso contrério, acrescentamos o tempo em uma unidade e comparamos 0O

i3eg



nimero o varisveis bisicas nros instantes T e t+1 com © nhumero e
pnuacBes neste mesmo periodo: caso forem iguais, oblemos um
"sybsistema” da forms <si“53 de 1v¥.3.4, Senfo, @crescentamos
novamente O tempo em uma unidade & assim procedemos sucessivamente,

conforme procedimento descritio ns SE¢E0 1¥y.3.49,

0 esguema geral do procedimento computacional desta FASE do
atgoritmo & dado na figura abaixo. Para isso, gefinimos

- Pﬁéé ~  nimerc de varlavels bésicas ng periodo (t,1+8),
&2 0, &de Z
& s .
~ RT' - nimero de eauaches oo sistema no periods (T,t+5).
ﬁ@dﬁ;
N
¥
S=t=0
3
# E-3
4 -4 M, u & B
+ i;g,
&=+ RO L+ tads
% Na "Ht
+ sim
resgiucie do
"subsistema” 8:65
3
canhecidos
* (T, ®{T+1),t=t,.... . t+é
facae t = t + &
N
LAY - - & iLm
&H=0 Py Tt =T "y PARE

{ figura 5.5 7
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Dessa forma, a resolugdo das *2° etapa” & & rescliugio de
tantos “"sudsistemss” auanios o8 spresentados peio sistema {12.11%.
cap.iv. Conforme e2stimativa & segulr, bpodemos esperear  gye O
sistema (32.1) sepresente varios Tsubsistemas” (8§ﬂ5} e,
consequentemente, um custo computascional reduzido na 3ua resolugso.
Dado sue o custo computacional da “1° etapa®™ deve ser pequeno,
podemos eSperar gue s técnice utilizada na "2% FASE™ do  algoritmo

agul proposto sels eficisnte.

V.3.1 - Estimativa sobre a Ocorréncia de NEo-Degenerescéncia

em CP

Conforme analisamoes na segdo 1V.3, capituio iV, a "2°FASE"™ do
algoritmo agqui prop0osto pode ser resolvids através de T"subsistemas
seauenciais”, consequé@ncia extraida diretaments da n&o-
gegenerescéncis de (P ) (para =aigum Kk e go Principio de
Otimalidede de Beliman -

Contudo, fica & §n§a§ég§e: £ frequenia a ocorréncta de
probiemas {i;%x} nEo-degenersdos? Podemos esperar ocue problemas
com horizonte de planelamente grande seelasm solucionados atraves
¢esta metodoiogia ?

Foi ©em ¢ intuylis ¢e respondermos & £3tas  dovidas gque
reallzamos ¥é&riss testes com problemas  do Tipo {P.L.D.J,
observando & distribuicio por estégios e/ov peripdos de tempo  das
varisveis basicses na solugho Stima de cads problema.

Nas Tabelss sbalxo s30 utilizadas as seguintes notagdes:

- T - hnorizonte de pianejamento:
- HNS5I15 : nimeroc de “subsistemas”:
- RODAD : npimero de problemes testsdos:
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namero e variadvels de estado por estagio d2 tempo.

namero de varisvels de controle por e5tagio de tempo,
Fforam testados probliemas bastante distintos, gue
foram impostas tanto na descri¢do de suas equacdes gquanio no nomero

giferengas

de vyariidvyeis e horlzonte de planglamento. g8 resyitados
yerificados estio descritos nas tabelas abaixo, &8 gquais e5t30
separagdas pels numero de varlaveis por gatagio de 1{empo dos
proplemas rodados.
TABELA 1 N = R = &Z
%
T HEISY |(NSIS:2 [MNMEIS>S |NSIS >4 (INSIS>S BODAD S 1S
ie 10 8 7 4 c 10 100
8 8 & 4 2 i 10 80
4 5 e g 10 50
TABELA £ N = R = 3
%
T WNE IR MEIErE WNEIE 8 (NEIS>4 MEIRFS RODAD NE TS
340 10 a8 8 a8 0 10 100
15 g g 5 4 g 10 B0
10 8 4 £ L L 10 80
B 8 B g i i 15 80
% 23 2 o 11 e7
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TABELAE 3 - B = R = 9
T HEISE INEIS>2 INSISrE [HNSIS)4 [(HNELSD RODAD *
MEISEX
48 10 10 g 7 7 10 140
38 3 B ] 7 153 10 100
a8 B B 5 3 o ig 80
e 2 2 2 1 ] 11 27
2 3 & c 2 1] 11 7
As tabelas acima sugerem que, & medida em gue o ndmero
estidgios aumenta, cresce 0 nimero de "supsistemas”
apresentado pelo problema. isto parece significar ague

procedimento

"% FASET

aproprisado

gp aigoritmo

a8

planeiameénto grande

¥.4 -

ge Decomposigdo

problemas  do (P.L.0.

TESTES COMPUTACIDNALS

tipo

iterativo proposto neste trabasihe

Pegra o8 Testes computscionsis giaboramos

ps programas referentes as
capituto.
em computador

o

sigoritmo tem como arguive

pacote

Tetapas”

B iinguagem utilizada & ©

DEC system—10.

gighorado na

1386

£

implementacso
TANGD!.FOR

¥ia

da
] contem

para

resglUgBo

Dualidade ]

com

"pacotes"”
"FASFS" gescritas

FORTRAN e o035 testies

noritonte

contendo

*1*FASE"

o5

seguintes

(NS18)

neste
feitas



DrOogramas:

LAGHA ~ aubrotina gue minimize 0 Lagrangeano 08 um (P.L.D.

paASDY ~ subrotine que soluciona o© problema-mesire guando O
primeiro hiperplano & gerado; agqui © problema Se resume em
minimizar uma fyngdo lingar tulas yarisvels  sio
canalizadas.

TABLO - nesta subrotina identificamos @ matriz de restrigdes
éo problema-mestrs, o “vetor-custo”, o wvetor de tTermos
indepsndentes & a matriz inversa da base:

DUAL - sybrotina contendo o algoriime Duai~Simpiex
apresentado na se¢de V.2.1 . a atualizagso da matriz
inversa G5 base & feita de acordo com com (5.187.

RELA&X ~ subrotina gue determinag a5 restrigdées g0
problema-mestre & serem reiaxadas, rearranja 08 findices
das matrizes & ¢gs vetores utilizados no programa.

 pacote elaborado na impiementagdo g8 “ngaSE“ go aigoritmd

tem como arquive FASEII.FOR g consiste des seguintas fﬁti.ﬁaS:

COORD ~ subrotina gue coordens &s chamadas das subrolinas para
esta fase go sigoritmo: recupers & soluclo dtime primal a8
cads "subsistema” resocivido. '

BASVA - esta subrotina determina ©0s valores das veriaveis
nEko-basicas primais @&ssociadas 30 vator dtimo 4o
muitiplicador d¢e Lagrange da T"1FASE™: nesta subrotina
determinamos quando um “subsistema” aparece ns "2 FASE":

AERANJ - detectado um "subsistema”, esta suybrotina €& chemace

ge forma a resrranlar colunas Dbaésicas e colunas
nio-pasicas , nagquele periodo de tempo, pars B sSua
resolucdo. A resoiucio dos "subsistemas™ & feita ‘através
das rotines DECOMP e SOLVE {203 que wutflizam @
Etiminacido de Sauss para ta! finaiidace.
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Dos probismas—testes utitizados para o métodoe do Lagrangesano
Aumentado, apenas ( PT-1 ) foi wmodificado, tendo Suas restrigdes
{ 2 3 { var segdo 11.2 )} eliminadas, 0s demais, ( PT-2 ), {PT-3 ),
{ PT-49 3 e { PT7-5 ) foram conservados para gue DOSSEMOB  combarar
os dois métodos no final deste trabslho,

¢ PT-1 )7 T=49, N=¢&, R=3 & M-=20

Vator OtUimo da Fungdo : 377.838

Spiugie Otima Primal : (20,, 17.308, 0., 3.878, 110.303, 0..
4%.454, 50., 4b5., 0., B0§., 50., 8., 3g., 25., 6., 5., O.,
0., 0.

Splughsoc Otimas Dual : { .8182324, ~.B2B4, 2.B3182, 1.788032,

2.021877, .813875, 1.1847852, 5.870485 )

¥.4.1 — Resuiltados Computacionais

Nos testes computacionais realizados utilizamos o T“pacote”
TANGD! — FASE!l, descrito ng seg¢so anterior.

Pare ceda problema tsstado, houve diferengss com rtelagdc B
etaps de resclucho ¢z "1 FASE™ 4o aigoritmo em oSue Empregamos 8
relaxecho das restrigBes nio-gtives 80 probleméa-mestre (?MLD}?;
igto deveu—~S5& 2% peculisridades apresentadas peios MESmMos.

Mas tabelias a2 segulir utilizamos 8 seguinte nomenciatursa:

- RESTR - nimero de hiperpianos gersdos peloc ailgoritmo na
"1*FASE":

- TANGD! - sigoritmo testads sem a FHeiaxagBc das restrigées
geradas;

RELAX — sgigoritmo testado com Relaxecso apds geradas um nimero
fixado de restricoes:
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- HNEiIS - pamero de “"subsistemas” spresentado peioc propiems na

"2 FASE"
- $TER - numerp fotal de itterascdes realtizades velo algoriitmo do
Duai-Simpiex Canatizado;
-  LPU - tempo computaclional medido em segundos:
- IG0L — npamerp g2 varisveils duais do problema.
Em todos 0s testes reatlzadgos tomamos Como yetor
multipliceador dg Lagrange infcial, kg , O vetor nuiop. Para os
probiemss {(PT-113, {PT-2 & {PT-3) 0 algoritmo convergi y

apreseniandd 0% seguintes resultados:

TABFLA 1 : Testes com ¢{ PT-1 )
Limites Duais Fixados : kfw 10 % Az < Af + 10, i=4,....ICcOoL
Relaxacio na "1°FASE™ . feita s cada 3 1COL restrigies
geradas.
iaﬁ-‘&ﬁi

RESTR {TER o P w NEiE c P U

TANGD! a3z 21 1.81 3 2.17
BEELAY 22 BE 1.27 3 1.80
TABELA £ - Testes ¢om { PT-2 3
3 O

i imites Duais Fixedos - ké~ 10 = Ai -4 Rf 4+ 10, i=4,...,ICOL
Rels¥acso na "1*FASE”™ . feita & tada 2 I100L restrigtes
geradas.
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aﬁr,@.sa
RESTR fTER ooP o M58 o P U
TANGDH a3 471 37.30 32 37.89
RELAX 113 430 12.7¢ 3 13.08
TABELA 3 - Testes c¢com ( F7T~3 )
o o) [

Limites Duais Fixados ki~ 18 % ki = ki + 10, i=s,. .. .200L

Retaxagho na "1 FASE"™ : feits & cads 2 I100L restricies

gersdas.
<3
i FARE
RESTHR } TER o oPow NBIS g P U
TARGDI g1 253 10.8R = 10.BB
RELAYX 83 220 4.198 4 4.4p
Obzervasas Para 035 lestes resiizados com {(PT-12,{PT~-2) £

{PT-3, 08 limites duysis fixados ipiciaimente formaram ¢ polisdro
contendo 8 s0iucE0 S6time dual para cads probiema,

Nas tabelas acima noitamos gue o TCPUT gara ¢ algoritmeo
quando aplicamos relaxasso nas restrigdes gerades &€ mMENnor gue o
"CPUT apresentado pelo algoritmo gquandoe ndo & utiijizada ests
técnpice, sendo s diferenga entre eies bastante acentusda pars
{(PT~2) & { PT-3 3. isto deve—-se, principaimente, so fatec do ndmers
de operaches, na resciugadc dos problemas—-mestres, ser bem menor
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quando utilizamos TRELAXY, visto aue 8 dimensdo da matriz de
restrigies destes nd0 wultrapsssa o limite estabelecido oelo
pardmetro gue determins a vrelaxagdo, compsnssndo sobremaners o8
gastos operacionais adicionais com o8 <cdlcuios ga inverss da
matriz bésica oue SEo0 resiizados cada vez gque o procedimento da
Relaxegdo & gpiicado.

Fm todos ©0s testes aotamos o apareciments de ¥arios
"supsistemas” na "2 FASE™ do algoritmo, o que implica em menor
gasto operacional na respolucdo desta FASE. Para £stes ©3s50%5,
podemos dizer gue o zigoriimo impiementads para & cecomposicgao 40
{ P.L.D,)Y via Aproximaggo Tangenciai mostra—-se bastante vidvel
computacionaimente.

TABELA 4 : Testes com (PT-4)
Limites Duais Fixados: AJ- 58 A7 £ 5+ | ¢ = 4. acoL

Relgiass0 hé "1%FASE" . felta ne GS5-ésima restrigho gerads.

Reinversiap da Matriz-Base : feita na Ao-ésima resirigds
gerads.
taFASE
RESTH ITER Foll I 1 LERES c P U
TEANGD (2%}
RELAX 2587 mrnmmn 4.34 .55 07 4.3E.18
{%%x) Atingiy o limite maximg de CPU = 20:00.00 wutiiizado parsa

SU8 ERECUSED Sem <onpvergir,

Bps  testes com (PT-4) obtivemos um custe compytacional
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bastante elevaco pars RELAX, associado & resclugho da "1° FASE",
sendo que para TANGDI o0 algoritmo hao convergiu para o limite de
"LPUT estabeiecido, E£ste fato deveu-3e principaimente pels
" pecessigade maior de reinversio ds msiriz-base g0 algoritmo Dual
Simpiex duranteée 0 procedimento da Aproximec:0 Tangenciail,

& atualizac30 ds matriz-base conforme (21), s=e¢io V.2.%.,
ol necesssria pars acelérar a conpvergéncia do algoritmo em termos
ge TCPUT: todavia, sua utilizagio mostrou ser bastante restrita
neste problema, S$endo que para  perémetros—gde-relaxagdo maiores 4o
sug 0 apresentado n3 tabela acima o algeritmo da Aproximacie
Tangencial n&0 convergiu .

oL

Novamente a8 "¢ FRSE™ do algoritmo proposte obteve tapida

resciugio em termos de TGPU".

Para s tTestes com (PT-B) 0 atgoriimp  da Aproximagio

Tangencial n&0 convergiu psra a sclugdo 4o sroblems dusi.

5 exigéncis de muilas reinverstes ¢& matriz-base aumentou
consideraveimente o nimero de Cper&aches 8¢ aigoritmo g8
Aproximacio Tangencial, tornango desaconseihavel! sua uliiizagao
para problemas g2 porte mwmedio & grendes conforme implementacdo
adotada neste Trabaiho, ‘

Para a reinversso ds matriz-—-base foi necessdrioco wutilizarmos
subrotina de alta precisiéo numérica ( FO4AMF/NAG — Unicamp ) gue
utiliza Decomposigdo de Househoider . Subrotinas oGue possuem a
gecomposi¢ac L-U impiementada nso tiveram Bxilo ns reinversso das
matrizes—bhase apresentades pelo probiems, supostamente devido

3

2 sug sstruturas numérica { yide apéndice 3 e 4 3,
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Considerasgtes:

& stuailzacio da inversa da mastriz-base segundo o aigoritmo do
Simplay Revisado ( gtravés da forme produto de vetores elementarss)
gxige, poP Si 86, uma periddica reinversioe da mesma com 0 propbsite
de se evitar problemss numsriceos, No slgoritmo apresentades, além
g¢a atusiizacio iterativa “revissda”™ d8 inverss ds matrii—base,
ytitizamos também & atuaiizacgdo "pds-otimizada™ & cada hiperplano
gerado, © 9Que sumenta o088 riscos de surgimento de erres  por
arredondamentos ¢8 magquina,

alisdo 80 fate scime menclionsde, 9 namero—~de-condigao
yerificado pas malirizes-pase de (PT-4) e (PT-5) ( conforme
jlustrago no apéndice 9 ) pode ter contribuige para © s&agravamento
de probliemas com @ precisac numérice do aigoritmo.

A utilizagso de varigveis—de-folgs para =& implementagdoc do
algoritmo Duai-Simpiex obrigas, necessariamente, que pelo mengs ums
yariavel—de—-folge estels na base por ocasido de geracio de uma nova
restrichbo para o problema—-mesire da *"1*FASE™ ( vide exempio
itustrativo no ApEndice 3 ).

Podemos notar, como mostramos ne  Apéndice 4, gue 2 existéncia
de colunas relacionadas as varigveis~de-folas, pa mairiz—base,
acarrets um sumenio ¢iscrepante no néimero-de-condigio da matriz.

y.5. -~ CONCLUSOES

£ tecnics proposts nos capitulos 1Y e ¥V gpars decomposicdo de

143



problemas do tipo (P.L.D.J possui aspectos bastante atrativos e
gificuldades 8 SETEM SuUpErsdas,

Dentre seus pontes strativos estdo a facilidade em ser
tpnicializado, & facitidade em ter relaxzadas as restrig¢bes geradas e
nEoc-atives em sua "1 FASE™ e as boas caracteristicas encontradas
sars uma eficiente resoluclo da "2 FASE”. Além disso, conforme

demonstramos no capituio V¥, temos garantids @ sus convergéncia,

5 TETFASE” do algoritmoc proposto apresents—se bastante
atrativa com su@ estrutura de "subsistemas sequenciats”,
facilitango & resoiucdo 60 sistema de eguacbes iineares gue fornece
o8 yalores das veriavels pasicas da splugso otime primel. Dada 8
gstimativa a@presentada na se¢s0 V.3.1 e ¢dados es gastos
operacionais verificedos, podemocs dizer que & metodologia proposta
nare & resplugiEo desta FASE & bastante eficiente e pode ser
empregaga para CiVErsos Casos.

Dos testes realizados ¢com o5 problemss menores, (PT-1), (PT-22
g (PT~3), concluimos gue 8 relaxagdo das restrighes nio~ativas deve
ser ytilizada para obtencio ge maior eficidncia computacional ©para
0 método. A atuaiizacao da matriz inversa, conforme seg¢do V.2.1,
deve ser utiiizada pars maior economia de goperagdes; poréem, um
parametro aue deferming o iimite méximo pera e©5585 stualizacdes
geve ser ¥fixedo, dependendo do problema  tratade, pars que uma
reinversso precise da matriz—base sela reslizade peripdicamente @,
consequentemente, selam minimizados o035 riscos g surgimento de
erros numéricos no algoriimo, cgusados por arredondamentos 40
computador.

Nos testes para (PT-4) 8 (PT-8) o sigoriimo exigiuv um grande
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numern de reinversces ds matriz—-base, causando sua sobrecarga
pperacionat .

Dessa fTorma, pars probiemas de porte maior @& necessario  a
impiementatao de técnicas mais “robustas”™ ( ou mais estbveis
numericamente ) para 3 resolu¢ho do problema-mestire,
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Sygeanties:

A técnica de decomposi¢io preposts no capituio 1y e
Impiementeada conforme descricio desfe capituio deve ser modificads
gquanto a0 trataments dade & resolugdo do probiema-mesire (PM 7 com
0 propésito de se evitar o0 Surgimento de problemas numéricos e para

cbtencso de malior eflciéncia computacional Iimenor LCPUY.

A inicializac8o da técnice proposta neste trabalho deve ser
mantidas até gue um numero de hiperplanocs igual a dimens3o do
problemsa tratado sels garado. 4 partir dai sugerimos resgliver o
problema-mestire a partir do sev dusi com o prophsito de evitarmos o
manelo da atusiizacso da inversa conforme segle V.2.1.

0 método Simplex Revisado pode ser empregado na resolugclo 4o
problema gual dos problemas—mestre (PM) e deve ser impiementado
prevendo mais establiidade numérics 80 algoritmo. Para 1isaso
Sugerimos gue 0 caiculo ¢a matriz—base, 8 cada lteragdo, seia feito
através da decomposigdo L-U spresentads ns forma produto  [33].

A reiaxa¢s0 das restrigcdes ndo-etivas pode ser empregads
convenientemente com & finalidade ge evitarmos problemas de meméria
computacional ( dado gque para probiemas grandes ¢ @igoritmo deve
gerar muitas restri¢des na "7 FASE™) e maior custo cperacional.

A @adogs0c de um algoritmo gque dispensa a utiiizacho de
variaveis—de—-foiga na resolucdo do probigma-mestre eyita o
surgimentoc de matrizes-pase com nimero-de-condic3c grande, conforme
lustrado no apéndice 9, e consegquentemente o sgravemento de
probiemas de estabilidade numéricse. Com este propbsite sugerimos
8 adogao do Método de Karmakar ([(32°) aplicado 8o dua!l do
problema-mestre,.
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CONCLUSRO

L origem d¢ nosa0s €8tudos esth relacionads com 0 Interesse em
resolvermos o problemd 08 indeterminseZo ¢2 solugdoe HtUima primsl de
ge um (P.L.D.) tendo conhecida sua solucgio otima duatl. Fara
tanto, anailisamos 0 comportamento & carectisticas fFundamentais de
métodos do tipo dual, buscande sus viabilidade computacional e
explorandeo, essenciaimente, possibilidades de resoiver © problema
stravés ¢a decomposigdo temporsl 4o mesmo,

Em sua primeira parte, mais especificamente nos estudos sSobre
o metodo 40 Lagranseanoe Aumentado, UTivemos & oportunidade de
demonstrar que esse método possibilita resolver problemas do tipo
(P.L.D.) através 0a Cecomp0si¢z0 tsmporal! dg fun¢do Lsgrangeano
dumentado associada, Incluindo propricgdadges importantes pars  as
fungdes apresentadas tals como diferenciabliidade, em todos 05 Seus
nivels, convexidafde parse 0s "1 & &% niveis™ e concavidade para &
funci3o dual retacionads a0 problems asumentsds (ou 73° nivel™).
Esses propriedades s50 fundamentsis peara & garantia ¢ COnvergéncia
go atgoritmo, Em particular, 8 diferenciabiiidade demonstrads
pars a funcio do "2 nivel™ & fundamenta! para o0 bom desempenho
computacionsal g0 Lagrangesns Aumentado, pois e8sa propriedade
passibilita & implementacdo de métodes Tropustos” para resolucdo
geste nivel, gerantinde convergéncia e eficiénclis para o sligoritmo.

0s resuitados obtidos indicam gque o méetogoe sofre grande
infiuéncia do valor adotsdo pars o fator de penalidacde sobre seus
gastos computacionsis, eXistindg sempre um vaior dgue Ihe contere
meihor desempenho,

Em seu nivel dual (3° nivel), o método &presents ums Tuncio
cténcave, diferenciavel, apresentando melhor convergéncla gsra
valores crescentes do fator de pensalidade 9, 0 que sugere
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{semeihantemente 805 problemas nso-lincares ) que @ funcsoc neste
nivel possyl hessianag numericamente estsvel pars esses  MESMOS
valores de §

Dessa forma, 0 método d0 Leagrangeano Aumentsgdo demonstirou,
além dos bons resuitsdos computacionals, possuif muitas proprieda-
des importantes gue 0 tTornam um método com potencial gde meihorias

em termos ¢e ¢8s8tos8 operacionais, que pode ser supliorado.

Na segunda parte 40 trsbaliho sxpioramos o método 0o lLagrange-

ano simpies para obtengso de decompcsicdo de proplemas fipneares
gingmicos. A novsa abordagem tem como fundamentio a descobertsd da
possibliidace de gnocontrearmos, dada @ s0iuUCED atima dual do

problema, & s0iu¢do o6tima primal atravées da decomposicao de seu
3istema de equagdes em "subsistemss secguenciais” distribuidos

uniformemente por estégios de tempo. Esss decomposic¢csoe foi
provada na presenga de nao-degenerescEncia wutilizando um  dos
conceitos basicos da Programagie Dindmica, o Principio gde

Otimalidage de Belliman.

Ocorrendo degenerescéncia, comprovamos que & sSo0jlucdo OHtima
primal pode ser obtida astravés de “subsistemss seguenciais™ dis-
tripuigos ndo uniformemente por pericdos ge tempo.

Dessa forma, & técnica de decomposicdo via Lagrangeano simpies
fol apresentada em Guas fases: s "1° FASE", ds obtencs0 g8 soiugdo
ftima dual, e 8 "2° FASE™, da obtencio 98 sclucdo primatl.

Testes resiizados com umsa gams variads ge probiemss do  tipo
(P.L.D.? aspontsram sobre & uytitidade da metodoiocgta proposia para &
*2® FASE™ pars probiemas com horizonte grande, & 4usl apressntou
viabiiidgede e eficigncia computacional pars 035 testes realizados.

Pars a resplugSo ga "1° FASE”™ fol implementsda a técnica da
Aproximacio Tangenciai de Heoffrion pars a gual foram introduzidos
limites artificials inicigis pare as vaerlavels duais do problema e
utilizada & relaxacdo das restrighes geradas € nao-ativas com ©

propbésito de chtengSo de viabiliidade € malor eficiénciea computs-
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cionatl,

0Os problemas testsdos comprovaram sobre a necessidade da
relaxe¢so das restrigdes ni&o-ativas para obten¢3o de menores gastos
com operacbes gquando do emprego da técnica da dproximeg o
Tangancliat na resolucdo da  "1° FASE™ do alteocritmo prepasté

& wuttitzscde G0 algoritmo duai-simplex na resolucho do
Probiema—-Mestre exiglu, psras o685 probiemss com maior dimensio, maior
nimero de reinversbes da matriz-base, © gque acarretou aumento na
cerga computacionail g0 algoritmo em sus "1 FASE™, & necessidade
ge muyltass relnverstss esté relacionsds com problemas de precisis
pumérica devido a provavels erros por arredondamentos causados
pels méguline & gue podem ser avitedos,.

Dessa forma, apesar da técnica proposta vig lLagrangeano
Simples possulr convergéncia teoricamente assegurada, & uma técnica
gue exige cuidados especiais na implementagso ¢o algoritmo para a
resclugso da "1 FASE™. Sua viabilidade computacionat depende
essenciaimente ds obtencado de eficiéncia computacional na resolugis
¢a "1°FASE™, dado que & eficidncia da resolucio da "2° FASE" ests
garantida.

Anédlise Compsratliva:

0 Método do Lsgrangeano Aumentado fol introduzido ( Hestenes e
Poweli 7 com O propisitc de se gyvitar probiemsas de mal-condicicnas -
mento no MeLodo das Penalidades gquando a este Gltimo s&c apiicados
valores grandes ao fator de penalizecdo. Desse forma, & um método
que deve ser expiorado uvtilizendo essa caracteristica que ihe @
essencial. Aplicado a programae¢&o iinear dinamica, seu algoritmo
apresenta em seus niveis, dua! e primal, problemas 2 serem
stimizedos cuias fungfes apresentam importantes propriedades gue
garantem seu bom desempenho computacional.

Por sua vez, o Metodo €2 Decomposiglo vis Lagrangeang Simples
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pode spresentar convergéncia lents em sua "1° FASE™ gevido a
carscteristica da tecnics da Aproximscdo Tangencial de gerar varios
hiperpiancs pare atingir & s86iucho dus! do problema. Por este
motivo, & Felgxagio das restrigbes geradas pelo procedimente e
nso—-ativas & npecessaria, tanto ¢o ponto-de-vista de minimizar @8
ytiiizagho de membdéria guanto o de economizar 0 namero de Operacgées.
& "2 FASE"™ deve ser faciimente resolvidsa ¢evido & carascteris -
tica d0 sistema, reiacionado 38 cpiunas bisicss da matriz das res -
teigfes dgo (P.L.D.), de apresesntar "subsistemas”™ gque podem ser
resolividos seguencigimente; gssa FASE deve exigir poucps gastos

gperacionais,

Ambos ©0s métodos trabalham com dualidade e n30c nscessitam de
umoa Tase preliminar para inicializar o procedimento. 0 Método do
Lagrangeano Aumentado determina simuitanesmente 8s solucies dua! e
primal do probiems, 80 contraric do Métedo ds Decomposigdo via
Lagrangeano Simples gque as obtém separadamente.

Dos resuitados computacicnsls obtidos, podemos observar que,
distintamente do segundo método abordado, 0 Método do Legrangesne
Aumentado apresents boa taxa de convergéncia em seu nivel dual:
sua carge computacional esta relscionada principsimente com as
opera¢tes necessarias persa & avellacsy da fungdao duel em cade
ponte, apresentando—se crescente & medida em que Cresce o veior do
parametro de penalizacio.

0 Método da Decomposi¢ao vie Lagrangeenp Simples apresents
*  Fasg™ -
determibacho da solugdo Htimas duatl g8 fase relacionadas & deter -

grands trabaiho compuisciaonsgi ng resolucdo  da "4

2

minagdo da sojugac Stima primal € bastante eficiente, apresentando
tempo de LPU pequeno.

Numericamente, 0 &lgoritmo do lLagrangeano Aumentado apresen -
touy—se bem comportado pare valores "néo muito grandes”™ do fator de
penalizagdo. ¥aiores mulloc pequencs pera o mesmo F8tor causaram
convergéncia lents para © aigoritme em s8eu nivei dusl e menor
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precisiko numérica para & Solugso encontrada.

0 sigoritmo ¢a Decomposicdn via Lagrangeann Simpies apresentow
probiemss de precis3o numérica em sua "31° FASE" nos  testes com
{(PT~4) & {PT-5), requisitands frequentes reinvarsoss das mairizes -

nases 2, conssquentemente, tempo de LPU grande,

Dessa forma, o8 resuyltados computacionais comprovam 3 anglise
tebrica sobre 8 estrutura € comportamento de ambos o8 métodos aguld
abordados: exceto com relacdo aos probliemas humerlcos apresen -

tegos na "1 FASE"™ do segundo método, 08 quals se sobrepuseram 38
nossas expectativas.

Ambos 08 metodos sbordados neste trabalho apresentam
possibitidgades de meihoria em sey desempenho computacional & serem
expioradas. Para 0s testes apresentados, o método do Lagrangeane
Aumentado mostrou tempos computacionals menores dgo gue 0s
apresentados pela técnica via Lagrangeano Simples.
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Contribuyicdes 40 Trabainho:

Fste trabaino teve como objetive s&nglisgr & Dpropor NOoVas
técnicas duais ns resplucdo ¢e oprobiemas iineares dinBmicos,
srocurando & decomposigBo temporsl do prodilems, tendo em vista o
psrobiema g8 indeterminacgdo d2 spolucdo HTimse primal vis aplicacido do
Legrangesand simples .

Fara iS850, gnalisamos uma nova estrutura para o algoriimo 4o
Lagrangeano Aumentado, verificande propriedades das fungdes nos
seys varios niveis as gusis garasntiram sua boa convergencla.
Estas propriedades possibilitaram uma novae implemeniagano para o
metodo, culo comportamento foi  analisado através de testes
computacionais.

Sobre @ hipétese de nio-degenerescéncia, foi possivel mostrar
gue ¢S5 velores das variaveis basicas pertencentes 3 so0lugso oHtims
primal de probiemas lineares dindmicos podem ser obtidos através de
gecomposigioc temporai G0 sistema d¢ eguagdes, conhecendo 0S vaiores
dtimos das variaveis nio-bisicas corressondentes,

Ghtigs & solugBo btima duatl, 08 walores das veriaveis
nao—-hésicas forsm faciimente 0btidos através de um simples e répido
srobiems e minimizar 0 lLagrangesno gssocisde g (PLL.D.L 2.

Ansiise sobre a distribuigso das variadveis pasicas da saslucso

6tima primel ge probiemss linesres dindmicos indicaram pare 8
viabitidage ¢2 aplicagio deste novo procedimento.

& technica proposts foi impiementada, utitizande Aproximagaso
Tangential pare obtengio da solugdc dtima dusi; testies

computacionais mostirsram sus eficiéncia computacionsl .
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APENOIGCE 1

Seia Fi{x,u) definida para u = g -] X € §, § egapaco

tepoidgico.

hipéteses: 5 & compacts, F & @& F sa0 fungSes continuas.
a .
%
Definimos & {u) = min F{x,u’
nE R
¥{uy = 1 x / x minimiza Fi{x,u) sobre § 1}
TEQREMAY : ¢ Danskin [ 13 3 )} Sob as hipdisses acimse, 8 derivada

girgciagnagl de ¢ gxiste em aysliguer ﬁ%?‘eﬁéﬁ 8 , parag oguysiquer U &=
£ e & dada por

04 (u,8) = min
w & Hiud L

n g 3

51 & Fi{yw,u)l
2 6”&

TEGREMAZ - { wyer Lasdon [ 38 1 2 Assumidas a8s hipiieses acims,

N e M - I u‘
sele & F = giix). & funchio @ & diferencigve! em 4 se £ somente
&y
3
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>
s Caids ﬁx constantie sobre  XK{u 3. Meste c©a8s0, 8 gerivads

&
percial e ¢ @

& @ = gi{x{u&)> , para guslguer X & X<y ).

COROLARID - Sob as hiphteses @acima, se F(xsugﬁ -

& minimizads sobre
g - . . k3
5 em um 4nico ponto  x{u ) , entso ¢ & diferencisvel am 4

., Com
- 3
derivadas parciais & F | = g (x(u ).
g u ! =
i ofy=y
Ltogo, & garantia ge convexidade esirita de F assegura 8

giferenciabilidade de ¢

*
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A PENDILGE 2

SOBRE A CONVERGENCIA DO METODO DO LAGRANGEAND AUMENTADGD
MA RESOLUGEO DE PRODLEMAS NMEO-LINEARES

Consideremos problemss ngo-lingares na forma

minimize F{x}

S.&. R{x}) = O (1)
onde K e En, hix) Em e ¥, h e cz.
. » . =
Seims A um minimo locad cde {13, dsasumindg X ponto
e
reguiar, ents0 existe X , multipiiceador ge laarange, tal nue
(e}

T f(x) + T W nex) = 0

%
2 & nhessiang do Legrangeans T{x) = F{u) + {x 3? ni{x?}

LTy = R x )+ 05T HixH

& semidefinide positiva sobre ¢ subspacn tangente

M= i x /v h(x*} x = 01

E::)
gevemops supor LK 3

Para gesenvolvermos & Teoris que ssgue,
conyexidage gstrite

temps garantide 2

gefinide positivsa: assim,
s

g0 isgrangeans P{n? em &
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&
Dessa forma, % & também minimoe locel pare ¢ problema
® T
minimiza F{xy 4+ (A Y hix) {3

tendo em vista gcue o mesmo satisfaz a8s condigfes suficientes de
primetlrs s segunda ordem para minimo local. 4i1ém d¢ mais, pare

»
qualauer XA suficientemente préximo de A

+ AT

, & funcEo F{x +
g

n{x? tera um minimo local X oproximo a X% . 1810 segue dg¢

fato de gue, pelo Teorema de Fungdo Implicita, &8 ecuacho

7 f(x) + AT h(x) = O (ay

E ) . & ) ra . t
tem uma so0lug30 X prdéxims de X ayangdns A a2sth préuimo gde A

* » e - -~ -
pois Li{x 3 & nag~singuiar &, na spglugao X, a hessiana Fix) +
+ 2T H(x) & definida positiva.

Basim, temos quye, locaimente, gxiste uma correspongéncia

biunitvoca entre A & X ao solucicnarmes o problieama irrestrilo

minimize f{(x) + AT hix? {5

Mais aindas. ests correspondencie & ¢ontinuamente ¢gliferenciavel
I3517.

& -
nefinimos, ng vizinhangae dg A g fungao dusal

7

@ (A) = minimo [ F(x)> + A" nixy )} (87
b4

- i *
para X prorime de X

Denotamos por %{(Ah} & Gplca sojugde ge (B2 na vizinhancs
-3
ge £ . 0s secuintes lemss SEo demonstrados & Luenberger { 38 1.
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LEMA 1 2 fungdo dua!l tem gyradiente
T (A = nlxA)T

LEMA 2 - & hessiang da funcBo dua!l &

=7 R LT A P Ry (7>
onde L{x{X),x) denota o dependincia da hessliansg 40 Lagrangesno
sobre A .

Descde gue L xn)) & definiga positiva e desde que
2
T on{xdni) possuyl posto completo na vizinhanga ge X , £ntdo, peio
LEMA 2, a hessiana (7)) & definids negsativa.

fJefinimos a8 fungao lagrangeang Aumentadn rejacionsada &0
problemsa {1} na forme

(xR, e) = FUx) 4 ATh(x) + 8 ntx)TR(x)Y, @ > O

= -
*, 8

¥

& hessisna de %A. ho par ¥

Fexmy + WTu(™) + g 97 n(x 3T
LTy g 7 oni 2T oni

i

E 3 -3
iA{x A

#

-3
Existe o tsl gue LA ¢ cdefinida positiva para tado g >
L3
q*, pois iﬁ & & spma de  L{x ), aue & definida positiva na
k-2 3
subspego tangente §, com 2 matriz F hix T h(x 3 guye &

semidefinigda positive ( vide Luenberger {393 ).
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Logo, o35 LEHAS 1 g podem ser apiicadns 8o probplems
sgquivalente 80 preobiema {17

minitmize fTix} + g h(x)Th{x)
8.8, Rix) = O {8’

tendo em vista tA(x,k,q} SEr 0 SRy Lagrangeano 2 possuir hessianag

* * ]
iA definide positiva, pars Tod0e 6 > g ; no par X LS

F

Definimos a fungdo dual relacionada ap propiema (8)

@, ) = min [ F(x) + ARG + @ nOO TR ) (g)
%
L *
na vizinhanga de X , A
Bpiticands os LEMAS 1 e 2 , temos gue hi{x{Xx}) & 9 gradiente
ge ¢ e sua hessliana &

M

T on(x(AI) I L{xOAI, A0 & 6 ¥ n(x(A}9 nix)) 179 nix ) €103

. % ®
0s autovalores da matriz nessiana (10} n& S0iugaED x . X

descrevem o "ocomporismento” da fungso dusl {B) e, consecuygentemen—
e, geterminam & Texs geé Convergencia Gos métodos cue sodem  ser
aplicados N8 Sus Maximizacao.

Luenberger [ 38 1 mostirae gue & razac enire o mMeior € o menor
putoveiores dg matriz em (50 & dads por
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1/ 4+ g . gnde W € w 550 o malor € 0 menor autovalores ge
i/ + 8

- 3 = 3
< h(x*) L *{x XYY p(y ), wmue £ a nessiagna s fungdo dual 40
sroblams {53,

LY

Dessa forma, Temos pue 3 megida oue 8 constante g cresce, &
raz5p acima tende para 8 uynidade, implicando em ripida convergéncia

para o problems de meximizar ¢A
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8 PENDIGE 3

ILUSTRAGCED ITERATIVA DA TECNICA DA APROXIMAGIOD TANGENCIAL
EM FROBLEMAS DO TiPO (P.L.D.)

No sxemple Ssue segue desenvolyemos aigumas iteracdes da
técnics da8 Aproximacido Tangencial com ¢ propdsito de verificarmos @
infiuéngia ds introdugsos de yarisveis—-de-fnigas na matriz—base,
utilizads pelo aigoriime Duai~Simplex, nas guesibes sobre

condgicionamento numérico da matriz.

Seia 0 problema ng forma min { F{x) s.a. gi{xy=0 1} com f
.4
e g fungbes lineares
min Exg + xz + Bxa - 8x4 + iﬂxg
S.8, X, + xa - x4 + Ex§= 5
X, + axg + Ex4 + x5= g
¥ = 7 ¥ £ 8B
i 4
<% =
*, = 10 x5 = 3
xa = 3 x‘ =4 , ot R .5
{ soiugasd : x£=? , xzzﬁ ; xs=% . x4=3 . x5=8 }

Sejam Ai g Az os multipiicadores ¢de Lagrange do gproblems.
Logo, a fungdD Lagrangeans associada &

Lin,Ai = ¢ Exs + X, + Bxs - Ex4 + 38;5} + A&( X, + X, 7K +

&
+ Ex‘ - 5 3 4 Raf hy + Exa + Exﬁ + Ae T g )
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Léx, Ay = ( 2 + Ki)x! + {1 + xzixz + { 3 =+ A‘ + a&z)xs +
{ -2 - Aﬁ + Ekz}x‘ + { 10 + Eki + kz)xﬁ - 511 - Skz

inicializagdb: kziki,kz}=(m,§) 2

the iteragBo : wminimizando L{xX,AN} na veriavel % 6%tamaé

XK, = X, = Ky = Hg = g e X = 5

Desss forma, O primeiro hiperplano gerado  #

2% = fGx) + A g(x) = -10 - DA, + A, (ht)

g dgevemos resolver o Probiema-Mestire <PM}1

. fa]
mih - 2
5.8 z°+ 0N - A = =10
. . . , =
-1 = ki < 310
-1 = A < 10°
4
= - - - >
Fazendo zQa 10 5ﬁhis+ Az Ka { AQ, 0 3 &nceﬁtrafga g8
solugdo Kim =-140° kzz 10 2 k9= ¢ e [ ~-10 + 1=10
2 i1teracde : minimizando L(x,A) encontrames & sciucdo
. 7o, x2= xa= x¢r§ s Ky © 2
Lpogo, 0 segundo hiperplano gerado @ zcs 44 + Sksm axz {hZ)
g deveEmos resoiver {PM)2
min I0A = A 4+ A
£ z 2
s.8, —1Bx 4+ TAh_ - A+ A = BS
st 2 8 s ®
- “l <
10 0= Ai, Az = 18
-
A, oA, 20
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"Tapleay” iniciail: -18 7 =1 1 g 54 -~ PS5x10°
10 -1 1 0 g
Gase iniciat = LN ; entra ne bDase X,
"rableau”™ Final : 1 -7/1B 1738 -17%8 §{~54 - ?x1ﬂsl /18
g £8/8 4/8 5/8 !
cuja solugdo & A= =54 - 7 x 100 , A, = -i0, A= D =X,
18 18
3% iteracis : minimizende L{x,AN) obtemos

X, 27 xz=§ﬁ, xa=i, x4=5 e xbﬁa

e o novo hiperplans gerado é zo = 47 4+ 4&1 + !8%2 {(h3)

Resplvyemos {PM)E

min T — A 4+ A
4 Z =
5.8, -18L 4+ TFA - A 4+ A = K4
4 z k: 4 L3
~14§1 - 25&2 - Aaa + As s 57
- e s
A= 8 ; 1= 3,4,5

1S

"Tabteau” inicial:
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1+ ~7/8 17%B ~1/18 o {~54 -~ 7=10°1 /18
0 -ig/8 -2/8 -7/5 1 15 - 184x10°

5
o 263 4/3 5/9 D

*Tanieau” ¥Final:

3 0 1171849 -138/ ~7/3B8! -10887/353%¢2
] 1 1782 7/184 -8/1841 ~135/184
G g 18/48 41782 i3/82
4% iteragao minimizando Li{x,x) obtemos
X, = 7., x2= Ko = g, xa= 1, x‘= 5
e ¢ novo hiperplisng gerado @ zQ = 7 - Eki + 3&2 {h4g3

Dessa forme, (?%Eﬁ &€ dado por

min 10N - A 4 A
% Z B
&.8. ~38k$ + ?kz - A + k4 = B4
—M‘;ai - ’25%_2 - }ka + }\5 = §7
- BA - gx - K A = 17
Bi z 33 o
- e -
10 = Ai, Az < 10
Az . + = 3.,4,5,8B

"Tableau” inicial -
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8 11/ 184 ~-15/368 -7/{3E68 -108R81/38%12

0 3 1782 F/iES ~-87/1849 ~135/184
6 o ~-1/e -1f4 -1/9 1 ~& . 253288
0 o 18/48 41/82 13/82 ]

*Tabieau” final
1 g 3/82 -1/46 8 - 7/82 —-2.3841818
g 1 5/486 2/23 Y] - B/495 1.07872849
g H Pl 3 k] ~-gE/23 37.013073
0 0 3/23 7/23 3] 13/23

g lteragas : mipimizaendoe Lix,A}) obitemos

xiz 7., xzz x3= Ko™ x5= g
& Temos 0 novo hiperpiano 20 = 14 4+ Eki - OA

Aseim, <9ﬁ>5 £ (Pﬁ}4 sdicionado da nove restricdo.

ftualizands (b5} no

"Tableau”™ iniclai

"tableau”

164

gnteriar obiemos

{hB3



% i g/8e ~1/48 o - 7782 g ~2.38491816
4] 4 5748 2/23 g - 49/48 & 1.07872649
4] g 2 i 3 ~82/23 o 37.013473
1k b ~21/23 ~28/23 g 24/23 1 ~15.487443
0 g 3723 7/23 8 13/23 g
Verifticamos { nemerc—ge-condicio gas matrizes—base gos

"tablesu's” sapresentados no exemplo acima

3” iteragso : Seja & meiriz-base . COND : nGmero dge condiggo.

-18 a
1 COND{A) = 28.873

-14

IO

fimicialy = {

-18 7
Adfirnals = -4 ""35_! CORD{(A} = 7.4835

5% iteracdo

o [ -18 7 g "1 7
Atinicialy = 14  -1§ 0 | COND(AY = 2B.E278
3‘ -8 - g 1 j
-18 7 o
Afinaly = 14 -15 ; COND(A) = 105.P2831
-8 -2 o
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5% iteragio

-18 7 & 0

Al inaly = —14 -5 3 g CONDC(ADY =  120.0827
- 8 - e G g
=12 18 Y 1

Como podgemoes notar, 8 entrada de yma verlavei-de—-folgs como
uma warisavel baésica, no sigoritmo Dusi—-Simpiex, opde contribuir
fortemente para pliorar o numero-de—-condigao da matriz—base.
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4 PENDICE 9

Meste apéndice verificamos ¢ nimero-de-condiglo para salgumas
matrizes—hases uytilizadas peig aigoritmo Dusi-Simplex durante 8
rgsptucdo do eroblema-mestre da técnica da Aprowimagdo Tangencial.
Nestas matrizes, @ Oitima linha sempre refere—-se =ags ceoaficisntes

das varigvels bésicas na fungso obietivo.

T Para o probiema—-teste {PT~11), 2 matriz—hase g¢btida ds
retaxagso das restrigfes nBo-ativas pa vigsésima restricdo gerada
peio sigoritmo @

350 1498 =80 ~-50 -10 g ] 1] - ] i

238 -14o g -100 -50 Z80 =4y 110 ~-1 g g
50 140 ~-50 ~50 140 it} -540 50 -1 ] g
54 140 50 —-100 50 150 g g -3 {H] i
1850 240 ~1040 ~-131800 g e 30 110 -3 g 15

358 140 -1400 ~50 -50 1850 30 118 -1 g ]
30 160 g g a 2480 ~5{ 540 -1 a g
34 ERAIE =53 i 40 150 30 110 -1 i g
350 140 100 -8006  -3i0 200 -50 o -1 o0
230 180 -100  ~266 -180 100 0 50 -1 3 o

- —i20 -85 4d 35 ~i5 145 -7 -8 3 g T

0 namerco-ge-condicso deste matriz-base & £8BBZ
as 8" e 10 colunas =30 referentes g verigveis-de-foiga: ]

g% coiuna & relative & varldvei-gde-folgas Ga restricio que gescreve
z° e @ 10° coluna & relative & yagriavei~de—~folga da altima
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restrigso gereda antes dg vrelaxagdo.
0 nomero-de-condig30 ¢a matriz acima tomando-se &penas Ccomo
elementos o8 coeficientes das restri¢cdes geradas & £8,898 .

2 - ©Pare o probiema-teste (PT-2) 1tomamos & matriz—bDase obtida Ca
primeira relaxecso na vigésima restrigdo gerada descremos e5sa
& 5]

matriz por BM = [ c D ] sendo
210 - 180 o a0 §0 120
340 -1 g0 -78 -£28 -i120 180
270 -1 —-180 -7 O 70 g0
4 = 260 -1 80 -~Z2140 g 130 50
200 -1 -84 -3140 -1460 70 ~-70
200 -1 ~1i24 =4 -50 ~gl 50
- =00 -1 -120 g 5] ~60 ~%14 j
- 210 % 180 0 -1B0 8O 50 ]
70 -4 1286 =140 g ~§540 1840
270 -1 120 -84 0 70 120
£ = 340 =1 128 4] -70 a 50
e74 -1 128 —148 ] 76 50
274 -3 g0 g b -850 180
200 -1 80 -78 -850 70 180
=210 1 -0 58 30 ~18 -44
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[ -180 140 50 10 0 0 0 0
5! 80 50  ~-4D 40 o D 0
~-3120 80 g0 ~40 40 -i120 o o
g = -40 280 100 0 -40 40 0 o
-120 140 -50 10 0 o D o
o 280 80 -140 40 0 o 0
-4ag =h 180 0 -40 40 o g ]
] o0 210 40  -4D 40 =40 0 o]
-80 140 140 -40 40  -8D 0 g
i 140 140 140 g -40 o 5
D = -160 210 140 -40 g ~-80 0 0
g 210 100 -40 40 0 o o
~120 140 40 50 -40 -120 0 o
-120 70 o -3D B o 1 Y
80 =-155  -B5 20 -5 10 o i

& matriz BM assim definids possui pumerco-de—condigasn igual 8

3iez.z . Movamente temos a presengs Ge $UBS Colunas assogiadss 335
varisveis~de~folga : & gue pertence & restricio oue descreye ° e
aguelsa gue pertence s uitima restri¢do gerada.

Ao eliminarmos B8 COlUNES GQUE POSSUBm  BDENES elementos
Uunigedges e Zeros, scbtiemos uma matriz Culo numero-ge-
~-condighn & 16,3272,

3 - Para 0o problema—teste (PT-4) tomaemos & matriz-base na 88
restricgiéo gergte & por ocasién da guarte relaxacac das restrigdes
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nEp-ativas, Definimos esss matriz por BM4, sendo
A4 B84
G =
BM ca D4

ancde A4, B4, 09 2 049 estio definidas abaixo.

A matriz BM9 assim definida possuyi namerog-de-condicap iguali

& 51087 .,00. Novamente temps @ presen¢ce de Urgés colunas
associadas @ varlaveis-de-folgas : & gue pertence =& restrigdo gue
gescreve 2° , outra relacionada & v&riégvel—-de-folga da 23
restricio e aguele gue pertence & Gitime restri¢gao gerads .

4o eiiminarmos as c0lunas <que posSsuem &penas elementos
unidades e 2eros, obtemos uma matriz culo numero-ge-
-condigao & £8B,3408 .

Z80 BOD -320 50 -80 ] s8 B -1400 ~300 g g4d I ipg -1
28D 290 -3PO0 ~BD -BD ~80 -18D -180 ~31B0 -260 80 80 -140 =170 -1
350 18D -450 -EB0  ~BO -240 g 140 -100 -300 -%820 380 -300 -170 0 -1
g 8D -240 -£20 o 180 -BD 50 ~104 g &0 gy ~1080 -170 -1
o gg ~180 -180 o =160 o ~gap B0 ~300 8 PO ~3DBD —100 ~3
o 4180 -<00 g -180 ~8O &0 B0 350 -30§ -~%83 240 ~230 -170 73
~-86 180 5 -180 -BD -50 -3180 -1S0 -30f -120 30 g g -1
280 —4400 —BU 5 -80h ~BO ~-180 -100 -390 120 20 -200 3z -1
143 -80 -80 ~-BG ~80 ~-80 | U ~60 50 -300 -18d 853 =30 -¥70 -1
A4 = Y0 340 -320 -I180 -80 -BO —éﬁﬂ 5 g -306 g 240 g n =9
~-70 4 -240 -89 ~80 -£40 50 -1 ~-B50 -100 5 B49 -19€ 370
g 80 -400 -BD g0 -24b 55 ~70 -850 300 60 80 7 -7 =1
7O 80 ~320 -I1B0 ~80 80 50 -&80 50 -200 -180 240 g g8 -3
340 -BO —-180 -1B0 —180 g =108 g 180 -300 g0 240 -300 -i1B0 1

. £80 g -840 -80 -BE -240 &0 80 =180 -i100 & gag =200 3 -1
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C4

B4

i

b 3¢

1450
'
14g
140
198
2310
bRo1t)
7E
78

70
70

R 1]
100

| -~180

150
180

388
180
BD
20
100
-81

&0

B
50

50
150

~50
~54
-50

1440
&0

~¥80
~AG0
~400
-80
~-3e0
~-320
~320
-850
~320
~Z%0
~-180
~188
80
s =13]
284

120

-30
~80
~30
-128
80
~Z80
-80

50
~88
-1

~ 180

=180
87

188
100
140
180
50
s
50
180
50
50
150
100
g
50

gd -80

a8 -248
320 -240
g g
~%80 -180
g -80

a g
-80 180
-840 g
-8 a4
¢  -80
-g0 —~188
~ 180 80
gl e
4% 45

g g
2084  -BEQ
-i00 -8B0
g —-80

5] 20
180 -840
ag -B0
-840 -188
g ~-8p0
-1g8  -80
o ~-8D

0 g
1098 180
g ~180

G -8R

¢ -i20
~858  ~80
] o
-100 B0
50 o
~-50 ~ED
150 -138
150 31t0
-100  BD
-100 418
150 -80
100 ~180
180 ~-70
) o

18 50
-200 -50
-100 B8
0 zoo
-1g80 80
8 8B

. 0 5B
-£00 100
-100  -58
-1p0 50
-280  -540
~180 o
B 108
-200 50
8 5D
~100 o
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~-50 -200
-84 -360
g -200
~-150 -200
o o

89 ~200
~208 -340
~50 -300
g =100
-0 -300
~-50 -20b
=58 -200
~3180 -30D
1400 -300
55 2358
-£80 o
~140 180
-238 -&D
-14d 240
-213 120
-2148 -BO
~144 80
-140 50
-210 58
-i40 18O
g 128
~gil g
~-144 )
~23% 240
2180 G

B0
3]
B0
~ 10
80
g

50

128
120
120
igd
179

123
78

bt

320
80
180
40
320
328
80
220
320
E£0
g0
240
320
80
- 180

80

-58
- 150
-Z35
-108
-280

-i54
=150

~180
=100
-200
-300
7o
~30
-300
100
~300
-390
=-1448
=130
- 3200
g
1406

-218
78
-70
348
—-14g
144

70
140

~170
=178
30
=170
3n
-170
-170
130
-178
-840
24ai
73
~170
38
67
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D4

]

~130
- Y40
=330

10§
-130
~%130
-580
-380
=130
- 380

-5

37

54
360

70
~349
=574
- 3100

~300
-1G0
50
=140
50
50
50
~100

g
150
&8
100
1ao0
&0
~1a0
50
~B0
100
50
~150
104

-85

100
~ 180
200
108
0
240
120
4]
100
1846
280
1460

-160
-B0
~80

¥
—gi
o
-18D
~18g
20
-85

-80
-80

g4

-300
=158
- 1080

~Z80
~100

-850

100

-280
g5
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[y
150

B0
200
-50
240
00

50
150
180

=30
200

210
=140
140
~140
~280
-~Z80
~g%0
“ 340
~ 140
=230
~14{
-~210
~140
=140

178

EE 1Y
~5140

70
70
70
~27
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