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Resumo

Esta dissertacao aborda os problemas de analise de estabilidade local, estima-
tiva de regiao de atracao e estabilizacao local por realimentacao de estados
para sistemas nao lineares continuos no tempo representados por modelos ne-
bulosos Takagi-Sugeno (T-S). Para certificar a estabilidade local e projetar o
controlador, condigoes suficientes, expressas em termos de desigualdade ma-
triciais lineares (do inglés, Linear Matrixz Inequalities — LMIs) dependentes
de parametros sao fornecidas, tendo como base matrizes de Lyapunov e va-
riaveis de folga polinomiais homogéneas de grau arbitrario. Utilizando-se uma
representacao politopica para a derivada das func¢oes de pertinéncia do mo-
delo TS, evita-se a necessidade do estabelecimento de limitantes para a taxa
de variacdo. Como contribuicdo adicional, propoe-se que termos nao linea-
res da matriz Jacobiana associada ao modelo TS sejam substituidos, sempre
que possivel, pela correspondente série de Taylor truncada em uma ordem
pré-determinada, evitando a defini¢do de um novo conjunto de parametros in-
certos, o que aumentaria a complexidade da representacao. Exemplos empres-
tados da literatura T—S sao utilizados para ilustrar que os métodos propostos
fornecem melhores resultados que outras abordagens, em termos de maiores
estimativas para as regides de atracao, tanto no caso de andlise de estabili-
dade, quanto na sintese de controle estabilizante por realimentacao de estados.
Nesta dissertacao também foi feito um estudo sobre o uso de programacao li-
near, como alternativa aos resolvedores especializados em LMIs, para a analise

de estabilidade de sistemas lineares incertos.

Palavras-chave: Modelos nebulosos Takagi-Sugeno. Estabilidade local. Reali-

mentacao de estados. Desigualdades matriciais lineares.



Abstract

This dissertation addresses the problems of local stability analysis, estimation
of domains of attraction, and local state-feedback stabilization for continuous-
time nonlinear systems represented by Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy models. Suf-
ficient conditions, expressed in terms of parameter-dependent Linear Matrix
Inequalities (LMIs), are given to certify the local stability and for control de-
sign, based on homogenous polynomial Lyapunov matrices and slack variables
of arbitrary degree. By using a polytopic representation for the time-derivative
of the membership functions of the T-S model, upper bounds for the varia-
tion rates are not required. As an additional contribution, nonlinear terms of
the Jacobian matrix associated with the T—S model are replaced, whenever
possible, by the corresponding Taylor series, truncated at a predetermined or-
der, avoiding the definition of a new set of uncertain parameters, which would
increase the complexity of the representation. Examples borrowed from the
T-S literature are used to illustrate that the proposed methods provide better
results than other approaches in terms of larger estimates for the regions of
attraction, both in the case of stability analysis and in the synthesis of state-
feedback stabilizing controllers. A study about the use of linear programming,
as an alternative to specialized LMI solvers, for stability analysis of uncertain

linear systems is also included in the dissertation.

Key-words: Takagi-Sugeno fuzzy models. Local stability. State-feedback. Li-

near matrix inequalities.
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1 Introducao

O estudo da regidao de atragdo de um ponto de equilibrio de sistemas nao
lineares é um desafio arduo, sendo que, em muitos casos, nao é possivel obter uma repre-
sentagao exata. Nas tltimas décadas, modelos nebulosos Takagi-Sugeno (T-S) (TAKAGI;
SUGENO, 1985) tém sido empregados com sucesso na representagdo de sistemas nao
lineares em diversos contextos. A técnica conhecida como ndo linearidade de setor local
(TANAKA; WANG, 2001) permite a exata representacao de uma classe ampla de sistemas
nao lineares por uma combinac¢ao de modelos lineares definidos em um conjunto compacto
do espago de estados (considerando-se apenas os estados envolvidos na nao linearidade).
Assim, diversas técnicas baseadas no método direto de Lyapunov e em Desigualdades
Matriciais Lineares (do inglés, Linear Matriz Inequalities — LMIs) (BOYD et al., 1994)
tém sido desenvolvidas para tratar os problemas de analise de estabilidade e projeto de
controladores de sistemas nao lineares representados por modelos nebulosos T—S. Além
disso, abordagens baseadas em tais técnicas também proveem superficies de nivel que for-
necem regioes invariantes (contrativas) no espago de estados como estimativas da regiao
de atracao do ponto de equilibrio.

Para investigar a estabilidade e sintetizar controladores para sistemas nebulo-
sos TS, o uso de fungoes quadraticas com uma matriz de Lyapunov constante (indepen-
dente das funcoes de pertinéncia) tem sido amplamente explorado (TANAKA; WANG,
2001; FENG, 2006), fornecendo em alguns casos procedimentos convergentes em termos
de LMIs (isto é, condigoes suficientes que se tornam assintoticamente necessarias) (MON-
TAGNER et al., 2009; SALA; ARINO, 2007). Contudo, essa abordagem pode fornecer
resultados conservadores em muitos casos. Como uma alternativa menos conservadora
para fungoes quadraticas com uma matriz de Lyapunov constante (TANAKA; WANG,
2001), fungoes nebulosas de Lyapunov (isto é, dependentes das fungoes de pertinéncia)
(TANAKA et al., 2003) tém sido propostas no contexto de sistemas nebulosos T-S dis-
cretos (GUERRA; VERMEIREN, 2004) e continuos no tempo (TANAKA et al., 2001;
TANAKA et al., 2003; MOZELLI et al., 2009).

Uma das maiores dificuldades em lidar com fung¢oes nebulosas de Lyapunov
no dominio do tempo continuo é a presenga explicita das derivadas no tempo das fungoes
de pertinéncia (que dependem dos estados) nas condigoes de estabilidade e de sintese de
controladores. A solu¢do mais simples para este caso consiste no uso de limitantes supe-
riores para as derivadas no tempo das fungoes de pertinéncia, como proposto em Mozelli
et al. (2009), Tognetti et al. (2011), Xie et al. (2015). No entanto, ndo ha garantia quanto
a estabilidade, caso a regiao em que os limitantes sao validos nao seja conhecida. Isto

porque, uma vez que os limitantes sao definidos a priori, se a caracteristica local inerente
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do modelo nebuloso T—S nao é levada em consideracao, a regiao na qual a estabilidade
é efetivamente verificada pode ser muito restrita. Desta maneira, essa estratégia também
torna-se ineficiente para o projeto de controladores, pois, uma vez que o valor efetivo
dos limitantes nao pode ser conhecido de antemao, surge a necessidade de se realizar um
teste a posteriori para verificar se o dominio de validade do modelo esta completamente
contido na regiao onde tais limitantes sao validos. Esse inconveniente foi parcialmente
contornado recentemente por meio da proposicao de condi¢oes de estabilidade e estabili-
zabilidade local que levam em consideragao as caracteristicas inerentes da representacao
de sistemas nao lineares por modelos nebulosos TS, garantindo a estabilidade da origem
e produzindo uma estimativa da regiao de atracio (BERNAL; GUERRA, 2010; PAN et
al., 2012b; GUERRA et al., 2012; LEE et al., 2012; LEE; KIM, 2014; LEE et al., 2014;
KIM et al., 2016; MARQUEZ et al., 2017; HU et al., 2019).

Para apresentar o problema de estabilizacao local em termos de LMIs, sdo im-
postos limitantes absolutos nas derivadas parciais das fung¢oes de pertinéncia (BERNAL;
GUERRA, 2010; PAN et al., 2012b; GUERRA et al., 2012; MARQUEZ et al., 2017; HU
et al., 2019). Ou, inspirado por Tanaka et al. (2001), uma representagao politopica do
gradiente das fungoes de pertinéncia é considerada (LEE et al., 2012; LEE; KIM, 2014;
LEE et al., 2014; KIM et al., 2016; CAMPOS, 2015). Em ambos os casos, a estimativa
da regiao de atracao é baseada em superficies de nivel da fungao de Lyapunov. Resulta-
dos menos conservadores para estabilidade local também tém sido obtidos por meio da
representacio de modelos nebulosos por produto de tensores (ARINO; SALA, 2007) ou
por estruturas multi-simplex (TOGNETTTI et al., 2011), utilizando técnicas de relaxa-
¢oes como os somatoérios nebulosos multidimensionais (BERNAL; GUERRA, 2010; LEE;
KIM, 2014; LEE et al., 2014; HU et al., 2019) e matrizes homogéneas polinomialmente
dependentes de parametros (LEE; JOO, 2014; KIM et al., 2016).

Em Lee et al. (2012), Lee e Kim (2014), a interse¢ao do dominio de validade do
modelo TS com o espago definido pelos limitantes das derivadas no tempo das funcoes de
pertinéncia é levada em conta nas condigoes de analise e de sintese, provendo estimativas
mais precisas para a regiao de atracao. Porém, nao ha uma maneira tinica de definir os
valores dos limitantes superiores usados na sintese. Em Pan et al. (2012b), Pan et al.
(2012a), MArqueZ et al. (2017), sugestoes para os limitantes superiores sao propostas,
enquanto que em Guerra et al. (2012), um limitante para o sinal de entrada (saturagio)
¢ imposto. Embora alguns trabalhos referentes a analise de estabilidade evitem o uso de
limitantes na derivada no tempo das fungoes de pertinéncia (LEE et al., 2014), extensoes
para o projeto de controladores ainda ¢ uma questao em aberto.

Vale destacar que, no dominio do tempo discreto, modelos nebulosos T—S nao
apresentam o desafio de representacao da taxa de variagao. Assim, resultados para esti-
mativas de regiao de atracao e sintese de controladores em diversos cendarios podem ser
encontrados na literatura (KLUG et al., 2015a; KLUG et al., 2015b; DONG et al., 2011).
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Nesse contexto, este trabalho propoe novas condigoes para analise de estabi-
lidade local e estimativa de regides de atracao, assim como técnicas de projeto de con-
troladores por realimentacao de estados, para sistemas nao lineares continuos no tempo
representados por modelos nebulosos T—S obtidos a partir da técnica de nao linearidade
de setor local. Para tanto, sdo utilizadas fun¢des nebulosas de Lyapunov construidas com
matrizes homogéneas polinomialmente dependentes de parametros. Além disso, uma nova
manipulacao por produto de Kronecker nas derivadas no tempo da funcao de Lyapunov,
juntamente com o uso de relaxagoes e do Lema de Finsler (DE OLIVEIRA; SKELTON,
2001), viabilizam a obtencao de condigoes na forma de LMIs dependentes de parametros.
O gradiente das funcoes de pertinéncia é modelado em termos de um politopo e, como
outra novidade, os termos nao lineares da matriz Jacobiana sao representados, sempre
que possivel, por meio de uma expansao em série de Taylor truncada em uma ordem
pré-determinada, evitando assim a introducao de mais um dominio de pardmetros e,
como consequéncia, o aumento da complexidade da representagao. As vantagens dessa
abordagem tornam-se mais evidentes quando os termos nao lineares da matriz Jacobiana
possuem a mesma estrutura que os termos das fungoes de pertinéncia, como, por exemplo,
em sistemas nao lineares com campo vetorial polinomial.

Quanto a sintese de controladores, este trabalho também propoe uma técnica
de projeto em que o conhecimento explicito dos limitantes das derivadas no tempo das
fungoes de pertinéncia nao é requerido. Condigoes de anélise de estabilidade local (GO-
MES et al., 2019), que explicitamente consideram o dominio de validade do modelo TS
representado como um politopo nas condicoes de estabilidade, sao estendidas para prover
condigoes de sintese para sistemas nebulosos T-S. Devido a dificuldade de manipulacao
das condic¢oes para a formulagdo de um problema de otimizacao baseado em LMIs para
o projeto de controladores, ¢ proposto um procedimento de dois estagios. No primeiro
estagio, uma lei de controle estabilizante por realimentacao de estados é computada para
o sistema dual. Embora o controlador projetado nao apresente garantias de estabilidade
para o sistema original, esse controlador ¢ utilizado como um dado de entrada em uma
segunda condi¢ao de projeto que, se satisfeita, garante a estabilidade em malha fechada
do sistema nebuloso T-S original e prové uma estimativa do dominio de atracao dentro
da regiao de validade do modelo.

No primeiro estagio, as condi¢oes sao dadas em termos de desigualdades de-
pendentes de parametros com uma variavel escalar, tornando-se lineares para valores fixos
dessa variavel. O segundo estdgio, que requer um ganho estabilizante de realimentagao de
estados dependente das fungoes de pertinéncia conhecido, é formulado em termos de LMIs
dependentes de parametros com variaveis de folga. Ambos os estagios podem ser resolvi-
dos por meio de relaxagoes LMIs, baseadas em matrizes polinomiais homogéneas de grau
arbitrario. Uma solugao factivel no segundo estagio prové um controlador estabilizante de

realimentacao de estados e uma estimativa do dominio de atragao, que é certificada por
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meio da funcao de Lyapunov dependente das fungdes de pertinéncia dentro da regiao de
validade do modelo nebuloso T-S. A funcao de Lyapunov também garante a estabilidade
da malha fechada com o controlador inicial e, portanto, garante a mesma estimativa para
a regiao de atracao. Diversos exemplos numéricos encontrados na literatura sao aborda-
dos neste manuscrito, de forma a ilustrar que os métodos propostos, tanto para analise
de estabilidade local, quanto para a sintese de controle por realimentacao de estados, po-
dem prover melhores resultados, em termos de maiores estimativas da regiao de atracao,
quando comparados com outras abordagens disponiveis na literatura.

Outro objeto de estudo deste trabalho trata dos métodos utilizados para lidar
com problemas de andlise de estabilidade e controle em geral, com particular protagonismo
para o uso de LMIs (BOYD et al., 1994; OLIVEIRA; PERES, 2010). Os métodos mais
populares, cujo surgimento pode ser atribuido aos grandes avancos computacionais das
ultimas décadas, sao baseados em programacao semi-definida. Porém, diversos métodos
matematicos e computacionais podem ser utilizados para a resolu¢ao do problema como,
por exemplo, decomposi¢do em soma de quadrados (PARRILO; LALL, 2003; PAPACH-
RISTODOULOU et al., 2013), ou parametrizacoes baseadas em matrizes de Gram (CHESI
et al., 2009). Além disso, estratégias baseadas em testes de positividade para polindmios
(usando, por exemplo, B-splines, que sao uma base de fungdes polinomiais por partes (HI-
LHORST et al., 2016), ou bases de Bernstein (BOUDAUD et al., 2008; LETH et al., 2016))
também podem ser utilizadas (KAMYAR; PEET, 2015). Entretanto, o custo computacio-
nal requerido para a resolucao dessas condigoes é muito alto, inviabilizando o tratamento
de sistemas de grandes dimensdes (muitos estados ou muitos pardmetros incertos). Esse
fato é devido, principalmente, ao niimero excessivo de variaveis de otimizagao e restri¢oes
(linhas de LMIs).

Com base no exposto acima, nesta dissertacdo sao propostos métodos para
certificar a estabilidade robusta de sistemas lineares incertos invariantes no tempo por
meio de fungoes de Lyapunov polinomiais homogéneas, porém sem utilizar programagao
semi-definida para resolver as LMIs. A estratégia consiste em utilizar condi¢oes LMIs bem
conhecidas na literatura, mas substituindo a resolucao tradicional com programagcao semi-
definida (LMI solvers) por um conjunto de restrigoes lineares. Para este fim, é empregado
o teorema de Gershgorin, construindo-se restri¢gdes lineares sobre os elementos da LMI que
garantem a negatividade (ou positividade). Embora as condigoes resultantes sejam ape-
nas suficientes, a técnica permite o aumento da eficiéncia computacional em dois sentidos.
O primeiro esta relacionado ao fato de que os métodos de pontos interiores, largamente
utilizados para resolver problemas de otimizacao linear, conica e semi-definida, possuem
uma eficiéncia maior ao lidar com programagao linear (BEN-TAL; NEMIROVSKI, 2001).
Em segundo lugar o método permite que resolvedores de programacao linear baseados no
bem conhecido método simpler também possam ser empregados, aumentando ainda mais

as dimensoes possiveis de serem tratadas. A fim de diminuir o niimero de restri¢coes do



Capitulo 1. Introdugdo 21

problema, outra proposta apresentada é a verificacao da positividade da matriz de Lyapu-
nov a posteriori, resolvendo-se primeiro o problema sem essa restricao. Se uma solucao é
encontrada, verifica-se se a matriz de Lyapunov é definida positiva (com testes mais sim-
ples, que envolvem apenas calculo de autovalores) e, em caso afirmativo, a estabilidade
robusta é comprovada.

A estrutura desta dissertacao e as descrigoes resumidas de cada capitulo sao

apresentadas a seguir.

Capitulo 2: Introduz a classe de sistemas nao lineares estudada nesta dissertacao. Tam-
bém sao apresentados conceitos referentes a modelos nebulosos e, em seguida, é
descrita a classe de modelos nebulosos T—S. Uma breve discussao sobre a técnica de
nao linearidade de setor local leva a apresentacao de um algoritmo para a obtencao
do modelo nebuloso T—S a partir de um sistema nao linear continuo no tempo com
as caracteristicas apresentadas no inicio do capitulo. Em seguida, sdo apresenta-
das diferentes representacoes para o dominio de validade do modelo nebuloso T-S,
utilizadas para as condigoes de analise e de sintese propostas neste trabalho. Por
fim, sdo apresentados lemas e definigoes da literatura, que servem como base para

a apresentacao dos resultados propostos.

Capitulo 3: Sao apresentadas novas condi¢oes em termos de LMIs dependentes de pa-
rametros para a andalise de estabilidade local e estimativa de regiao de atracao de
sistemas nao lineares representados por modelos nebulosos T—S por meio da técnica
de nao linearidade de setor. Para isto, é utilizada uma propriedade especifica do
produto de Kronecker, além de variaveis de otimizacao com dependéncia polinomial
homogénea nos parametros, relaxagoes para testes de positividade de polinémios
homogéneos e o Lema de Finsler. O gradiente das fungoes de pertinéncia é mode-
lado em termos de um politopo e, como outra novidade, os termos nao lineares da
matriz Jacobiana sao representados por meio de uma expansao em série de Taylor

truncada em uma ordem pré-determinada.

Capitulo 4: E apresentada uma nova estratégia de controle por realimentacéo de estados
para sistemas continuos nao lineares representados por modelos nebulosos T-S. A
abordagem consiste em um procedimento de dois estagios, que, ao final do segundo
estagio, caso as condigoes sejam satisfeitas, garante-se a estabilidade em malha fe-
chada do sistema nebuloso T—S original, obtendo-se um controlador estabilizante por
realimentacao de estados e uma estimativa da regiao de atragdo dentro do dominio

de validade do modelo.

Capitulo 5: Enuncia um método para certificar a estabilidade robusta de sistemas line-
ares incertos invariantes no tempo por meio de fungoes de Lyapunov polinomiais

homogéneas, porém sem utilizar programagao semi-definida para resolver as LMIs.
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Capitulo 6: Sao apresentadas as conclusoes da dissertacao, além de perspectivas para
trabalhos futuros e relagao dos artigos produzidos no decorrer desta pesquisa de

mestrado.
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2 Fundamentos matematicos

Neste capitulo sao introduzidos os conceitos fundamentais para que o leitor
se familiarize com a classe de sistemas nédo lineares a ser tratada, assim como é feita
uma discussao a respeito de sistemas nebulosos Takagi-Sugeno (T—S) e a técnica de nao
linearidade de setor. Neste contexto, é apresentada a definicdo de sistemas nebulosos T—
S, com um algoritmo para a obtencao de modelos T-S a partir de um sistema nao linear
utilizando a técnica de nao linearidade de setor e a definicio do dominio de validade
no espaco de estados. Também sao apresentadas maneiras equivalentes de representar o
dominio de validade do modelo e, por fim, sdo expostos alguns fundamentos utilizados
para a manipulacdo e programagcao de desigualdades matriciais e para a introducao de

variaveis de folga.

2.1 Sistemas nao lineares

Um sistema é nao linear quando nao é possivel aplicar o principio da super-
posicao, ou seja, a resposta a combinacao linear de duas entradas nao corresponde a
combinagao linear das duas respostas (OGATA, 1990). A grande maioria dos sistemas fi-
sicos possui dindmica nao linear e, por isso, o estudo desses sistemas torna-se praticamente
inevitavel do ponto de vista da engenharia.

Ao se representar um sistema nao linear em termos de equagoes de estado,
consideram-se os pontos de equilibrio para a analise da dindmica. Para um sistema sem
entradas for¢adas, um ponto de equilibrio, segundo Khalil (2002), é definido como um
ponto x = x* tal que sempre que o estado comecar em z*, permanece em z* para todo
tempo futuro. Caso o sistema tenha mais de um ponto de equilibrio, estes podem ser
analisados localmente no espago de estados. A Teoria de Lyapunov classifica os pontos
de equilibrio quanto a estabilidade, podendo ser instaveis, estaveis ou assintoticamente
estaveis.

A classe de sistemas nao lineares investigada neste trabalho é descrita por

w(t) = f(x(t))x(t) + g(xt))ult), (2.1)
sendo que x(t) € R™ representa o vetor de estados, u(t) € R™ é o vetor de entradas
forcadas, f(z(t)) € R™™ e g(x(t)) € R™™ sao funcoes limitadas e suaves em uma
regiao compacta do espaco de estados. Para entrada nula, a origem deve ser um ponto de
equilibrio, isto é, f(0) = 0.

Consideram-se regioes no espaco de estados que contenham um tinico ponto de
equilibrio do sistema nao linear, supondo que a origem do espaco de estados é esse ponto

de interesse. Se necessario, uma mudanca de coordenadas pode ser utilizada.
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2.2 Modelos nebulosos

O conceito primordial para a formulagdo de modelos nebulosos (em inglés, fuzzy
models) é dado pelos conjuntos nebulosos (ZADEH, 1965). Esses denominam classes que
tém como caracteristica intrinseca a continuidade dos graus de associacao. Por exemplo,
considere o conjunto (precisamente conhecido) de niimeros naturais maiores que 10, {n €
IN : n > 10}. Este conjunto claramente inclui {n = 11,12,...,00} e nao inclui {n =
1,2,...,10}. Por outro lado, o cendrio torna-se ambiguo quando se tenta caracterizar os
nimeros muito maiores que 10, pois este conjunto nao remete ao senso matematico usual.
Note que o niimero 11 esta pouco associado a esse conjunto, enquanto que 1000000 tem
maior probabilidade de associacao. Portanto, o grau de associacdo muda a medida que
sdo considerados niimeros maiores. A légica nebulosa (ZADEH, 1965) surgiu para lidar
com essa classe de conjuntos ou sistemas de forma quantitativa.

A légica nebulosa possibilita a caracterizacao de conjuntos parciais, associados
a uma determinada faixa de probabilidade de adesao a um conceito. Assim, cada elemento
do conjunto possui um grau de associagao, atribuido por uma funcao que leva a um
intervalo real, por exemplo, entre 0 e 1. Quanto mais proximo de 1 estiver o valor da
funcao, maior o grau de associa¢do com o conjunto.

Um sistema dinamico pode ser caracterizado como nebuloso se as entradas,
saidas e estados apresentarem comportamento regido pela légica nebulosa. Observe que
sistemas nebulosos podem aparentar semelhanca com sistemas estocasticos, porém nao
ha informagcoes estatisticas sobre as varidveis em sistemas nebulosos, apenas valores das
fungoes de associagao. Ainda segundo Zadeh (1965), é possivel verificar que a nogao de
convexidade pode ser estendida para conjuntos nebulosos, o que é 1til em aplicagoes que
envolvem problemas de otimizacao.

Neste contexto, modelos nebulosos podem ser utilizados com a finalidade de
construir representacoes locais de sistemas nao lineares como uma composicao de siste-
mas lineares. Assim, o agrupamento desses sistemas lineares gera um modelo completo
equivalente ao sistema nao linear em questao. Uma das técnicas para gerar esse tipo de

representacao, utilizada neste trabalho, é apresentada a seguir.

2.3 Sistemas nebulosos Takagi-Sugeno

O modelo nebuloso proposto por Takagi e Sugeno é descrito por regras nebu-
losas do tipo SE-ENTAO, que representam relacoes locais lineares entre as entradas e as
saidas de sistemas nao lineares (TANAKA; WANG, 2001). Nesse modelo, a dindmica local
de cada regra nebulosa é expressa por um sistema linear. As N regras do modelo nebuloso
T-S para a classe de sistemas continuos nao lineares dada em (2.1) sdo apresentadas a

seguir.
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Sistema nebuloso continuo no tempo. Regras do modelo:
SE z,(t) é My e -+ e z,(t) é M;,, ENTAO

#(t) = Aw(t) + Buu(t), i=12,...,N, (2.2)

sendo que M;; representam os conjuntos nebulosos, z(t) = [z1(t) -+ 2,(t)]" é o vetor
das variaveis premissas, que podem ser fungoes dos estados, de disturbios externos ou
do tempo. Os vetores z(t) € R" e u(t) € R™ sao, respectivamente, os estados e as
entradas do sistema e as matrizes do modelo sdo tais que A; € R"™ e B; € R™™. A
quantidade de regras do modelo nebuloso TS esta diretamente relacionada ao nimero de
variaveis premissas do modelo, N = 2P. Neste trabalho, as variaveis premissas dependem
dos estados e, consequentemente, do tempo.

O grau de associagao da varidvel premissa z;(¢) ao conjunto nebuloso M;; é
dado por M;;(z;(t)). Desta maneira, é possivel obter as fun¢oes peso das associacoes para

cada subsistema linear A;x(t) + B;u(t) que compoe o modelo nebuloso TS, dadas por
p .
wi(2(t) = [T My;(%(®)), i=1,2,...,N.
j=1

Finalmente, as func¢oes de associacdo, ou fungoes de pertinéncia, normalizadas de cada

subsistema linear no modelo nebuloso T—S sao dadas por

on(a(t) = <DLy, (2.3)
lej(z(t))

Uma vez que as fungoes peso «;(z(t)) assumem sempre valores nao negativos, as fung¢oes
de associagdo pertencem ao simplex unitario, isto é, a(z(t)) € Ay, sendo Ay o simplex

unitario definido como
N
Ay={¢eR":>&=1, £>0,i=1,...,N}. (2.4)
i—1

Portanto, para um dado par de entradas e saidas z(t) e u(t), os sistemas nebulosos TS

sao representados no espaco de estados por
N
() =Y ai(2(t) (Aix(t) + Biu(t)), olt) € Ay, Yt >0. (2.5)
i=1

A fim de simplificar a notacao e tornar a leitura deste manuscrito mais fluida,
a dependéncia no tempo é omitida a partir deste ponto. Além disso, pelo mesmo motivo,

fica implicita a dependéncia de o em termos de z.
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2.4 Na3ao linearidade de setor local

A modelagem por nao linearidade de setor local (TANAKA; WANG, 2001),
também conhecida como modelagem por vértices (SALA, 2009), é uma metodologia siste-
matica utilizada para obter representacoes de sistemas nao lineares na forma de sistemas
nebulosos T—S dentro de uma regiao compacta no espago de estados que compdem as
nao linearidades. Essa técnica garante a representagao exata do sistema, uma vez que o
modelo nebuloso TS obtido é equivalente ao modelo nao linear original para todos os
pontos dentro do dominio de validade definido no espaco de estados. Nesse cenario, o
modelo obtido consiste na combinagao convexa de modelos lineares variantes no tempo,
tendo, como uma das principais vantagens, a possibilidade de se utilizarem ferramentas
de programacao semi-definida para a analise de estabilidade e o projeto de controladores
a partir de LMIs.

A obtencao de um modelo nebuloso T—S por meio da técnica de nao linearidade
de setor local tem como requisito minimo a definicao da regiao X de validade do modelo no
espaco de estados. Para sistemas fisicos, essa regiao é definida levando-se em consideragao
os limites de atuacao do sistema, e deve ser convexa e conter a origem. Conhecendo a
regiao de validade, o modelo nebuloso T-S pode ser obtido conforme o procedimento

apresentado na préxima secao.

2.5 Modelagem nebulosa T-S por nao linearidade de setor local

Considere o sistema nao linear (2.1), em que a origem é um ponto de equilibrio.
O modelo nebuloso T—S, obtido a partir da técnica de nao linearidade de setor local, que
representa de forma exata este sistema nao linear dentro da regiao de modelagem, é obtido

por meio dos passos listados a seguir.

1. Escolher as p variaveis premissas z(z). Cada elemento de z(x) equivale a um termo
distinto em f(x) e g(z) que gera nao linearidades no sistema original. Observe que
pode haver mais de uma opg¢ao de escolha das variaveis premissa para o mesmo
sistema nao linear. Vale lembrar que a quantidade de regras N do modelo nebuloso

T-S é determinada pelo niimero de variaveis premissas, N = 2P,

2. Conhecendo-se a regiao X de validade do modelo, obter os valores minimos e

maximos de cada variavel premissa, isto é,
2z = min{z;}, Z; = max{z}, i=1,2,...,N.

Impoem-se limites para as demais varidveis de estado, para garantir que X seja

compacto.
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3. Obter os graus de associagio M;;(z;(x)) para cada varidvel premissa

M (2(z)) = Zi_”j)%f Mio(z:(2)) = 1 — My (zi(2)), i=1,2,....p.

4. Obter as N fungbdes de associagao do modelo nebuloso T—S

o =[] I] M, (z(2)) - My, (z:(x)), i=1,2,--- N,

=1 =1

4. A partir dos limitantes das varidveis premissas, obter os vértices A; e B; do mo-
delo nebuloso T—S. Para tanto, devem ser aplicadas as N combinacoes diferentes
dos valores méaximos e minimos de todas as variaveis premissas em f(z) e g(z) do

modelo ndo linear.

5. Por fim, utilizar os dados obtidos nos itens anteriores para montar o modelo nebuloso
T-S na forma (2.5)

2.6 Dominio de validade do modelo T-S

O dominio de validade do modelo nebuloso T-S (2.5) é dado pelo politopo
(conjunto poliedral limitado) (BOYD et al., 1994)

X:{xER":angck, kzl,...,q}, (2.6)

coma, € R"ec, € R, k=1, ---,q, conhecidos. Observe que as restri¢oes lineares que
definem X garantem que 0 € X. Ademais, X também pode ser descrito, utilizando um
algoritmo de enumeracao de vértices (AVIS; FUKUDA, 1992), como

X = co{h*,h? ... h"}, (2.7)

sendo que os vetores h, i = 1,--- , k podem ser obtidos sistematicamente por meio das
restrigoes lineares em (2.6). Como consequéncia, qualquer x € X pode ser representado

por

Ty =Y yh, v € A, (2.8)
k=1

2.7 Resultados auxiliares

Nesta secao sao apresentados resultados literatura utilizados nas manipula-
¢oOes algébricas necessarias para a para obtencao e sustentacao das provas dos resultados
propostos neste trabalho. Primeiramente, é apresentado o Complemento de Schur, que
permite transformar restrigoes nao lineares que definem espacos convexos em LMIs. Em

seguida, tem-se o Lema de Finsler, que ¢é utilizado para introduzir variaveis de folga e,
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assim, proporcionar a diminui¢do do conservadorismo das condi¢ées propostas. Por fim, é
apresentado o Teorema Circular de Gershgorin, que serve como base para a proposta de
um método baseado em programacao linear para resolucao de problemas de otimizacao que
envolvam LMIs sem a necessidade do uso de ferramentas de programacao semi-definida.
Do Teorema Circular de Gershgorin, deriva-se a definicao de matriz diagonalmente do-
minante, utilizada nos capitulos subsequentes para produzir um teste suficiente para a

positividade de uma matriz.

Lema 2.1 (Complemento de Schur). (BOYD et al., 1994) Sejam as matrizes A = AT €
R™" B c RV™ e C = CT € R™™. Entdo, as sequintes desiqualdades matriciais sao

equivalentes:

A B

>0
BT C

2. A>0eC—BTA'B>0
3. C>0eA—BC BT >0.

Lema 2.2 (Lema de Finsler). (SKELTON et al., 1998; DE OLIVEIRA; SKELTON,
2001) Considere w € R™, D € R™™ , B € R™"™ com p(B) < n e B, representando uma

base para o espago nulo de B (BB, =0). Entdo, as sequintes condigoes sio equivalentes:
i. wIDw <0, Yw#0, Bw=0;
ii. BIDB, < 0;
ii. X e R™™: D+ XB+B'XT <.

Teorema 2.1 (Teorema de estabilidade de Lyapunov). (KHALIL, 2002) Seja x =0 um
ponto de equilibrio para o sistema & = f(x) e X € R™ um dominio contendo a origem.

Seja V(x) uma fungdo escalar continua diferencidvel tal que
V(0)=0, V() >0 VeeX —{0}eV(z)<0 Vzecx—{0}.
Entao a origem do sistema € assintoticamente estdvel.

Definig¢ao 2.1 (Matriz diagonalmente dominante e discos de Gershgorin). (HORN; JOHN-
SON, 1985) Seja M = MT € R™"™. A matriz M é diagonalmente dominante se

lmii| > R,
e ¢ estritamente diagonalmente dominante se

|mz‘i\ > R;,
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com
n
Ri: Z \mij\, VZ:L...,H
J=Lij#i
definindo os raios dos discos D; de Gershgorin, centrados em my;, i =1,...,n, isto €,

DZI{Z€C|Z—mM‘§RZ}

A Definigao 2.1, derivada do Teorema de Gershgorin, afirma que todo autovalor
de M esta dentro de algum disco de Gershgorin de M. Esse resultado é utilizado no

Capitulo 5 para produzir um teste suficiente para certificar a positividade de uma matriz.

Observagao 2.1. Para a apresentagcao dos resultados deste trabalho, a notacio X,(cv)
¢ utilizada para representar uma matriz polinomial homogénea' de grau g em . O caso
g = 1 equivale a matriz com dependéncia afim em «. Por exemplo, wma matriz incerta

com N = 3 vértices e grau g = 1 é dada por
Xi(a) = a1 Xi00 + a2 Xo10 + a3 Xoo,

enquanto uma matriz com N = 2 vértices e grau g = 2 é representada por
Xo(a) = Q%XQO + oo X + CI%XOQ-

Note que cada matriz coeficiente é indexada pelos expoentes do mondmio correspondente.

Mais detalhes dessa notag¢io podem ser encontrados em Oliveira e Peres (2007).

2.8 Testes de dimensao finita

Todas as condigdes propostas neste trabalho foram formuladas em termos de
variaveis matriciais com dependéncia polinomial homogénea nos parametros incertos, re-
sultando em desigualdades polinomiais que precisam ser verificadas para todos os valores
dos parametros. Esses testes sao de dificil solucao e, assim, uma alternativa para resolvé-
los de forma eficiente, embora algum conservadorismo possa ser introduzido, é por meio do
uso de relaxagoes. Por exemplo, é possivel usar o Teorema de Pélya, que permite formular
os testes em termos de um conjunto finito de LMIs (programaveis) (POWERS; REZ-
NICK, 2001; SCHERER, 2005). O pacote computacional Robust LMI Parser (ROLMIP)
aplica relaxagoes de Pélya e extrai o conjunto finito de LMIs a partir das desigualdades
polinomiais. Uma vantagem de utilizar o ROLMIP ¢é que as condi¢oes propostas podem
ser apresentadas em termos de desigualdades matriciais polinomiais, nao sendo necessario
definir nenhum tipo de notagao (em geral complexa) para fornecer as condigoes suficientes

em termos de LMIs finitas.

1 Um polinémio é homogéneo se todos os seus mondémios tém o mesmo grau.
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As rotinas desenvolvidas para este trabalho foram implementadas no Matlab
versao 9.4.0.813654 (R2018a), utilizando-se o Yalmip (LOFBERG, 2004) e os solvers Se-
DuMi (STURM, 1999) e Mosek (MOSEK ApS, 2015) por meio da interface ROLMIP
(versao 3.0) (AGULHARI et al., 2019) em um computador Intel Core (TM) i7-7700 CPU
@ 3.60GHz x 8 com 16GB RAM.
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3 Analise de estabilidade local e estimativa

de regiao de atracao

Neste capitulo sdo propostas novas condi¢oes para analise de estabilidade local
e estimativa de regiao de atracao para sistemas nao lineares continuos no tempo represen-
tados por modelos nebulosos Takagi—Sugeno na forma (2.5). Para esse fim, sdo utilizadas
funcoes nebulosas de Lyapunov com dependéncia polinomial homogénea de grau arbitra-
rio nos parametros. Como novidade técnica, é proposta uma manipulacao na derivada no
tempo da matriz de Lyapunov utilizando uma propriedade do produto de Kronecker, que
permite obter condigoes LMI por meio de relaxagoes e do Lema de Finsler. Considera-se
que o gradiente das fungoes de associacao pertence a um politopo e, como outra pequena
contribuicao, os termos nao lineares da matriz Jacobiana sao representados por meio de
uma expansao em série de Taylor truncada em uma ordem pré-determinada, o que evita a
introducao de um novo conjunto de parametros incertos e, como consequéncia, possibilita

a diminuicao da complexidade computacional associada a resolucao do problema.

3.1 Analise de estabilidade

O sistema nao linear continuo no tempo (2.1), sem entradas forgadas explicitas,
é dado por
T = f(x)z. (3.1)

Assim, o modelo nebuloso T—S obtido a partir da técnica de nao linearidade de setor que
representa exatamente o sistema nao linear (3.1) dentro de uma regiao compacta X em

torno da origem no espacgo de estados, ¢ dado por
N
=Y o;(2(x) Az = Ala)z, «a€ Ay. (3.2)
i=1

Considere a fun¢ao de Lyapunov quadratica nos estados
V(z) = 2" P,(a), (3.3)

com P,(c) uma matriz de Lyapunov polinomial homogénea de grau g (OLIVEIRA; PE-
RES, 2007).
Define-se o gradiente da matriz de Lyapunov P,(«) em relagao as funcoes de

associagao v como
_ |9B(e)  9F(e)

day 7 day

Van(O‘)
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Além disso, supoe-se que &(z) pode ser representado da seguinte forma:

9
i) =IO, J0) = V.a(z) = Yb(a) (3.4)
b(z) € Ao [Vaa(2)], = g;‘j

uma vez que as variaveis premissas dependem dos estados, com as matrizes J; obtidas
por meio da técnica de nao linearidade de setor local aplicada sobre a(z) no dominio
X (TANAKA; WANG, 2001).

A primeira contribuicao deste trabalho é apresentada no teorema a seguir, que

fornece uma condicao de andlise de estabilidade baseada na fungao de Lyapunov (3.3).

Teorema 3.1. Se existir uma matriz polinomial homogénea Py(a) = P,(a)" > 0 de grau
g tal que
A()"Py(a) + Py()A(a) + Vo Pyla)(J(0)A(a)z, ® I,) < 0 (3.5)

para todo o € Ay, 0 € Ay e v € Ay, entdo a origem do sistema nebuloso T-S (3.2) é

assintoticamente estavel.
Prova 3.1. A derivada no tempo da fungio de Lyapunov (3.3) é dada por

V(z) = iT Py(a)x + 2T Py(a)i + 2T P,(a)x
=t (A(a)TPg(a) + Py(o)A(ar) + Pg(a)) x

e € negativa para todo x # 0 se, e somente se,
A(Q)"Py(a) + Py(a)A(a) + Py(a) < 0

para todo o € Ay .

Computando P,(«), tem-se

a1,
Py) =Y i [VaPy(a)], = VaPya)(@ ® L), a®1, =

anly,
Substituindo & em (3.4) por (3.2) e, em sequida, x por x., dado em (2.8), tem-se
a=J(0)A(a)z,,

de forma que '
Pyla) = Vo Py(a)(J(0)Ale)zy ® 1),

concluindo-se a prova.

O resultado do Teorema 3.1 pode ser melhorado ao se explorar a soma nula
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das derivadas no tempo das variaveis premissas. De fato, note que

N
Yaiz)=0 = 1"J(0)A(a)z =0, (3.6)
i=1

A T
com 1 = {1 1 - 1} , uma vez que

ZNjai(z) =1Ta=1"J(0)i = 17 J(0)A(a)x = 0.

i=1
O préximo teorema utiliza o resultado (3.6) e introduz varidveis de folga na
condigao de estabilidade por meio do Lema de Finsler (DE OLIVEIRA; SKELTON, 2001).

Teorema 3.2. Se existirem matrizes polinomiais homogéneas P,(a) = P,(a)T > 0, e

Xa(a, 0,7) € RPN+ de graus g e d = (dy, dg, d,), respectivamente, tais que

D + Xa(ov, 0,7)B + B Xy(a,0,7)" <0, (3.7)
Aa) —I —(1T®1,)
| (JOAQ)z, ®1,) 0 —I ’
0 P,(a) 0.5V,P(a)
D = Pg(a) 0 0 9
0.5VaP)(a) 0 0

para todo o« € Ay, 0 € Ay ey € Ay, entao, a origem do sistema nebuloso T-S (3.2) é

assintoticamente estdvel.

Prova 3.2. Observe que (3.5) pode ser reescrita na forma BEDB, <0, com

I
BL - A(Oé)
J(0)A(a)z, @ I,

Além disso, também note que,

s, _ [Al@) = A0) = (17 © L)JO A, © 1) _
S @A)z @ 1) - (JO)Al)z, @ 1) ’
devido a propriedade do produto misto* do produto de Kronecker e (3.6), conforme seque
(1" ® 1,)(J(0)A(a)z, @ I,) = 1T J(0) A()z, @ I, = 0@ I,, = 0.

Finalmente, aplicando o Lema de Finsler, tem-se (3.7).

Observagao 3.1. As condigoes do Teorema 3.2 sao mais complexas do que as condigoes
do Teorema 3.1, pois possuem mais varidveis de otimizacdo devido da varidvel matricial
Xa(a,0,7). Contudo, quando consideram-se os mesmos graus g e d nos dois teoremas,

resultados menos conservadores sao esperados do Teorema 3.2.

2 (A® B)(C® D) = (AC) ® (BD), em que A, B, C e D possuem dimensoes apropriadas.
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3.2 Estimativa de regiao de atracao

As condigoes dos Teoremas 3.1 e 3.2 apenas garantem que a funcao de Lya-
punov é positiva com a derivada no tempo negativa dentro do dominio de validade do
modelo nebuloso T-S. Para prover uma estimativa do dominio de atragdo, supoe-se que

o maior conjunto invariante contido no politopo X é definido como
= {x eR": 2P, (a)z < 1}.

A restrigao Q € X ¢é garantida (BOYD et al., 1994) se af Py(a)tar < ¢, k=1,...,q.

Aplicando o complemento de Schur nessas restrigoes, tem-se

P
Q(TO‘) >0, k=1,....q VoeAy. (3.8)
ay Cz

Entre varias possibilidades, o aumento do volume de €2 pode ser obtido adotando-

se o seguinte critério (KAPILA; GRIGORIADIS, 2002)
min (t'r(W)) (3.9)

sujeito a (3.8) e
Py(a) <W (3.10)

Devido a (3.10), o volume de 2 também é aumentado.

3.2.1 Computo de estimativa de regido de atracao

A representacao do conjunto invariante 2 é obtida para todos os exemplos
apresentados nos Capitulos 3 e 4, conforme o seguinte procedimento: uma vez que P,(«)
¢ determinada, uma representacao grafica de €2 é obtida por meio de uma grade fina
sobre a regiao X', em que, basicamente, sao avaliados todos os pontos que satisfazem
:cTPg(a):c < 1. Para sistemas com dois estados, utilizando a fungao contour do Matlab, o
contorno da regiao factivel, que é um poligono, pode ser determinado e tragado, enquanto
a fungao polyarea calcula a area. Quando tratar-se sistemas com trés estados, a superficie
da regiao factivel é determinada e tragada utilizando-se a fun¢ao pcontour3 e o respectivo

volume ¢ obtido a partir da funcao pvolume do Matlab.

3.3 Resultados principais

Os proximos coroldrios proveem condigoes de estabilidade (baseadas nos Teo-
remas 3.1 e 3.2, respectivamente), assim como um procedimento para a maximizagao de

) dentro do dominio de validade do modelo nebuloso T-S.
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Corolario 3.1. Se existir uma matriz polinomial homogénea P,(a) = Py(a)” > 0 de grau

g que seja solugao de
min (tr(W)) sujeito a (3.5), (3.8) e (3.10)

para todo o € Ay, 0 € Ay ey € Ay, entdo a origem é um ponto de equilibrio assintotica-
mente estavel e ) C X € um conjunto invariante contido na regiao de atracao do sistema

nao linear (3.1).

Corolério 3.2. Se existirem matrizes polinomiais homogéneas Py(a) = P,(a)” > 0, e
Xa(a,0,7) € RPVE2>nNH) de graus g e d = (da, dg,d,), respectivamente, que sejam
solucao de

min (tr(W)) sujeito a (3.7), (3.8) e (3.10)

para todo o € Ay, 0 € Ay ey € Ay, entdo a origem é um ponto de equilibrio assintotica-
mente estavel e 2 C X € um conjunto invariante contido na regiao de atrac¢ao do sistema

nao linear (3.1).

3.4 Tratamento especial para a matriz Jacobiana

Como visto em (3.4), a matriz J(f) pertence a um politopo cujo nimero de
vértices depende da quantidade de termos (fungoes dos estados) independentes na matriz
Jacobiana. Isto significa que o niimero de parametros 6; necessario para representar o
envelope convexo de J(#) aumenta com o nimero de termos independentes em V,«/(z),
podendo no pior caso ser igual a 2"V. Portanto, essa abordagem se torna proibitiva do
ponto de vista computacional para valores grandes de n e N. Para reduzir a complexidade
e, possivelmente, o conservadorismo, V,a(z) pode ser representada diretamente em termos
de x, por meio de uma expansao em série de Taylor truncada em um determinado grau,
sem a necessidade de criar o vetor de parametros 6 € Ay, conforme mostrado a seguir.

Sejam os termos dependentes dos estados em V,«(z) representados por

w(z) =[ev,(2) ... 29,(@)]",

em que p é o numero de termos independentes. Para cada zy,(z), = é diretamente subs-

tituido por z se o termo ¢é polinomial. Caso contrario,
v, (x) = i + 6:(By),

tal que @; é a série de Taylor de zy,(x) truncada em um determinado grau e J;(3;) o

residuo, descrito por
51(62) = 62152 + 6i2éi7 v/BZ S A27

com

0; = max(zy,(z) — &;), §; = min(zy,(z) — ;). (3.11)
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Apos isso, x é substituido por x.,, assim como é feito para os termos polinomiais, isto é,

Zvi(x’Y) = Zvi(l‘)a T = Ty, Y - A,Q.

Nesta representacao, o termo J(#) nos Teoremas 3.1 e 3.2 pode ser substituido
por
J(, B) = Vea(zy). (3.12)

Note que no caso desses termos serem polinomiais, nao ha necessidade de
parametros ¢;. Por outro lado, se a expansao em série de Taylor for aplicada, os limites
em (3.11) podem ser obtidos por um processo de otimizacao linear local. Considerando o
numero de parametros adicionais, note que a estratégia que utiliza expansao em série de
Taylor introduz, no maximo, 2p pardmetros incertos, enquanto a definicdo da matriz J(0)
requer 2P, sendo p o nimero de termos independentes. Assim, claramente, o crescimento
linear do nimero de parametros incertos adicionais da abordagem por série de Taylor

pode ser vantajoso ao lidar-se com um numero alto de regras nos modelos nebulosos T-S.

3.5 Exemplos numéricos

Exemplo 3.1. Considere o sistema nao linear (CAMPOS, 2015) dado por

1 1

T —%(240:51 — d4x 25 — 2225 + 2973) + 229 + Z:c%
1

Ty = —gxi’ — 1—60(144:52 — 40z 7z + 210723)

comzeX ={zeR*: |x;|<b, i=1,2, be R}
Para a escolha particular das variaveis premissas

2 =22, 2y =23,
obtém-se um modelo nebuloso T-S com 4 regras, isto é, o € Ay, construido sobre o
dominio de validade X, em que v € A4. A matriz Jacobiana das fungoes de pertinéncia
possui 16 vértices quando utilizada a abordagem com J(€), enquanto o método proposto
neste trabalho, que utiliza J(7v), é construido no® simplex de « e possui grau 3.
Apés a escolha das varidveis premissas, o sistema nao linear pode ser reescrito

como & = A(z)x, com

11z 11z 212 z
i 202+ 401_ éoQ 247
A(’Z) = ﬁ g 4 ﬁ 212122
8 10 4 160

3 A varidvel 8 nio é necessaria, pois o sistema possui apenas termos polinomiais.



Capitulo 3. Andlise de estabilidade local e estimativa de regido de atracdo 37

Considerando o dominio de validade X do modelo nebuloso T—S, obtém-se os limitantes
das varidveis premissas, Z; = max(z;) e z; = min(z;), ¢ = 1, 2. Assim, as matrizes dindmicas

correspondentes a cada uma das quatro regras do modelo nebuloso T-S sao dadas por
Ay = A2y, 29), A= A(21,72), A3 =A(Z1,22), As=A(Z1,7%2)

e as funcoes de pertinéncia sao tais que

(21 — 21) (22 — 29) (21— 21)(Z2 — 29)
(Z1 —21)(Z2 — 25) (Z1 — 21)(Z2 — 25)
( (Z1 — 1) (22 — 29) _ (Z1—2)(F — =)

T GG -2 T GG - 2)

ay(z) = as(z) =

as

A matriz Jacobiana das fungdes de pertinéncia é dada por

—2v 22 T 2vy; —Z12v, T 2y,

da(z, zy) B 1 —2v, + 2v, 20 Z12v, — Zv,

Ox (71— 21)(Z2 — 2y) — v, Fa — 2vy —2v, + 212w, |

ZV3 - ZV1§2 ZV4 - §12V2

de forma que os termos em funcao dos estados na Jacobiana sao

2y, = Py =2z, 2y, = = 20175, 2y, = Os = 2x9, 2y, = = 2x7x9.
Para a abordagem com J(6), obtém-se os limitantes (zy, = min(zy,) e Zy, = max(zy,),
i=1,2,3,4) de zy dentro da regiao de validade do modelo nebuloso T-S e, em seguida,
os 16 vértices de J(f) sao obtidos.

J13:J(§V172V27§V37§V4)7 J14:J(ZV172V27ZV372V4) ‘]15:‘]2 172V27ZV372V4

Y

= J(2v,: 2,1 295 2v,); = J(2v,,2v,: 2v,, Zv4), = J(2v,: 2v,: 295, 2v,);

= J(2v,,2v,: 794, Zv4), :J( V1r 2V2) 2V;50 204) :J(é 13 2V31 2055 294);

= J(zv,,2v,, Zvs: 2v,), :J(zvl,zv2,zv3,zv4), = J(Zv, 2v,, 2945 29,),

Jio = J(§v1,§v2,§v3,7v4), Jit = J(Zv,s 2vys Zvss 2y, ) = J(Zv,, 2v,, 2vs, 2v.),
)

).

J16 — J( V17 ZVQu 2V37 ZV4

Na abordagem J(7) proposta, dado que todos os termos dependentes dos estados na matriz
Jacobiana sao polinomiais para este exemplo, basta obter as representacoes politopicas

dos estados z; e x5 a partir de z, isto é,

71
-1 -1 1 1
T, = L1 — V2 ’
Loy —1 1 -1 1 Y3

Va4
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e substituir diretamente na matriz Jacobiana.

Neste exemplo, sempre que existir a matriz polinomial de varidveis de folga
Xy(a, 0,7), os seguintes graus sao utilizados: d = (g,0,0), em que g é o grau da matriz
Py(a).

Os dados obtidos para a primeira parte deste experimento sao apresentados
nas Tabelas 1 e 2, em que avaliou-se o custo computacional em termos do niimero de
linhas de LMIs (L) e do nimero de variaveis escalares (V'), assim como o maximo valor
de b em X, denotado por byay, tal que |z;| < bpax. O problema de estabilidade prové uma
solucao factivel para o modelo nebuloso TS considerado. Observe que, para cada valor de
bmax, tem-se um modelo nebuloso T—S distinto. Os resultados apresentados referem-se aos
Corolarios 3.1 e 3.2, respectivamente, em que o grau g de Py(«) é modificado no decorrer

dos testes.

Tabela 1 — Numero de linhas de LMIs L, nimero de variaveis V' e dominio de validade
dos estados by associados ao Corolario 3.1 com J(f) e J(v) para diferentes
valores do grau ¢g de P;(«), para o Exemplo 3.1.

J(0) J(v)

L 'V buax| L V  byax
1344 15 1.96 | 464 15 1.94
2720 33 2.00 | 960 33 1.95
4800 63 2.00 | 1720 63 1.97

Wl N~

Tabela 2 — Numero de linhas de LMIs L, nimero de variaveis V' e dominio de validade
dos estados b,y associados ao Corolario 3.2 com J(f) e J(v) para diferentes
valores do grau ¢g de P;(«), para o Exemplo 3.1.

J(0) J(v)
L V bmax L V bmax
7744 495 1.96 | 2464 495 1.94
15520 1233 2.00 | 4960 1233 1.95
27200 2463 2.00 | 8720 2463 1.98

W N |

Como ¢é possivel verificar, embora os métodos baseados tanto em J(#) quanto
em J(7v) utilizem o mesmo nimero de varidveis para cada valor de g, a abordagem com
J(7), para ambos os Corolarios 3.1 e 3.2, demanda um menor custo computacional, uma
vez que menos linhas de LMIs sdo requeridas. Por outro lado, o uso de J(6) sempre prové
resultados maiores para by,.,, mostrando que a abordagem proposta ¢ mais conservadora
em termos do aumento de by.x, neste exemplo, para os valores de g considerados.

A segunda parte do experimento consiste em obter estimativas para a regiao de
atracao. Para que existam solucgoes factiveis para todos os graus da matriz de Lyapunov,
o menor valor de by, obtido nas Tabelas 1 e 2, isto é, b = 1.94, foi escolhido para definir

o dominio de validade do modelo nebuloso T-S. As Tabelas 3 e 4 mostram os valores do
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tr(W) e as dreas A correspondentes as estimativas da regiao de atragdo dentro do dominio

de validade do modelo (conforme ilustra a Figura 1 para g = 3).

Tabela 3 — Valores do tr(WW) e area A das estimativas de regiao de atragao com b = 1.94
para o Corolario 3.1 com J(0) e J(v) para diferentes valores do grau g de
P,(a), para o Exemplo 3.1.

J(0) J(7)
W) | A | aW) | A
1.1608 | 6.4564 | 1.3854 | 5.7299
1.0415 | 7.2377 | 1.2693 | 6.1128
1.0114 | 7.3032 | 1.1062 | 6.7791

W N~

Tabela 4 — Valores do tr(WW) e area A das estimativas de regiao de atragao com b = 1.94
para o Corolario 3.2 com J(0) e J(v) para diferentes valores do grau g de
P,(a), para o Exemplo 3.1.

J(0) J(7)
W) A | W) | A
1.1608 | 6.4564 | 1.3854 | 5.7300
1.0415 | 7.2370 | 1.2693 | 6.1128
1.0017 | 7.4025 | 1.0673 | 6.9759

W N~

T 7 *%:1
(a) Corolério 3.1 (b) Corolario 3.2
Figura 1 — Dominio de validade X do modelo nebuloso T—S (pontilhado preto) com b =
1.94, retrato de fase (setas cinza claro) e estimativas da regido de atracao

utilizando o Corolario 3.1 e o Corolario 3.2 com J(f) (azul continuo) e
J(v) (vermelho tracejado) com grau g = 3 de P(«a), para o Exemplo 3.1.

Como é possivel verificar nas Tabelas 3 e 4, o Corolario 3.2 sempre produz va-
lores menores (ou, pelo menos, iguais) para o tr(W) em comparagao com o Corolario 3.1,
reforcando as vantagens de se fazer uso de variaveis de folga para diminuir o conservado-

rismo. Por outro lado, a complexidade computacional é significativamente maior. Outro
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fato que pode ser constatado é que a abordagem com J() sempre prové maiores areas
para a estimativa da regiao de atracao, como corroborado pela Figura 1, sendo menos
conservadora para este exemplo.

A Tabela 5 apresenta uma comparacao entre os Corolarios 3.1 e 3.2 utilizando
J(0), e o Teorema 6.1 de (CAMPOS, 2015), o Teorema 2 de (LEE et al., 2012), e o
Teorema 2 de (LEE et al., 2014) considerando b = 2. As curvas obtidas para as estimativas
das regioes de invariancia baseadas em P,(«) sao apresentadas na Figura 2 para os graus
g = 2 e g = 3. Observe-se que, pelas trajetorias do retrato de fase, aparentemente o

sistema nao linear é globalmente assintoticamente estavel.

Tabela 5 — Ntimero de linhas de LMIs L, nimero de varidveis V, area A da estima-
tiva da regiao de atracdo contida no dominio de validade X do modelo T—
S com b =2egrau g = {2,3} de P,(«) para o Corolario 3.2 com J(#),
Teorema 6.1 (CAMPOS, 2015), Teorema 2 (LEE et al., 2012) e Teo-
rema 2 (LEE et al., 2014) com 20 iteracoes, para o Exemplo 3.1.

g=2 g=3
L Vv A L Vv A
Corolario 3.2 15640 1233 6.1847 | 27440 2463 6.8551
Teo. 6.1 (CAMPOS, 2015) | 5140 944 6.1096 | 10280 3776 6.3085
Teo. 2 (LEE et al., 2012) 140 128 5.8893 - - -
Teo. 2 (LEE et al., 2014) | 327804 1844 3.3956 | 655604 7364 5.1160

-7 N
P . %
o % \
S H
Toof/ 7
H 7t
\ 7 /7
\ H (o s
\\\\ : . S
N ., P

Iy I
(a) g =2 (b)g=3
Figura 2 — Dominio de validade X do modelo nebuloso T-S com b = 2 e estimativa
da regiao de atragdo considerando P,(«) de graus g = 2 e ¢ = 3 para o

Corolario 3.2 (azul continuo) com J(#), Teorema 6.1 (CAMPOS, 2015)
(verde trago-ponto), Teorema 2 de (LEE et al., 2012) (magenta tracejado)
e Teorema 2 de (LEE et al., 2014) com 20 iteragoes (vermelho pontilhado),
para o Exemplo 3.1.

E possivel notar que o Corolario 3.2 demanda um custo computacional maior

que Campos (2015, Teorema 6.1) e Lee et al. (2012, Teorema 2), mas prové estimativas



Capitulo 3. Andlise de estabilidade local e estimativa de regido de atracdo 41

maiores que todos os demais métodos em comparagao para a regiao de invariancia, tanto

para g = 2, quanto para g = 3.
Exemplo 3.2. Considere o sistema nao linear

l"l = —2l‘1 + 4l‘2
A(1 — sen(xy))
2

$2:—(1+ )l‘l—ZZL‘Q,

com X = {x € R?: |z;| < m/2}, com x5 limitado artificialmente e com pontos de equilibrio

44+ A
em (0,0) e em (2@, %), AN#£ —4, N e[-5,-3].

Escolhendo A = 20 (em que a origem passa a ser o tnico ponto de equilibrio)
e z = sen(x;) como varidvel premissa, obtém-se o modelo nebuloso TS na forma (3.2)

encontrado em Lee et al. (2012, Exemplo 2), com

-2 4 —2 4
Al == A2 —
-1 =2 21 =2
1
al:ﬂ%@ﬂ oy —1—an.

As derivadas parciais das funcoes de associacao em relacdo a x; contém o
termo nao linear nao polinomial cos(z), de forma que a matriz Jacobiana das fungdes de

pertinéncia é dada por
da | 0.5cos(x1) 0
ox —0.5cos(x1) 0 ’

Para a abordagem com J(€), tem-se

00 05 0
J(0) =0 +0 ,
=0 {o 0] 2[—0.5 0]

ou seja, a matriz Jacobiana tem apenas dois vértices e grau um em 6. Por outro lado,
para a abordagem proposta com J(7), a série de Taylor de cos(x;), truncada na terceira

ordem e o respectivo residuo sado dados por

2 4
@zl—%—i—%, § = cos(zy) — .

Dessa maneira, a matriz Jacobiana tem grau quatro em 7 e grau um no parametro (3,
referente ao residuo. Neste exemplo, para a variavel de folga X,(«, 8,7), foi utilizado o
graud = (g—1,0,1), em que g = 2 é o grau de Py(«).

Como ¢ corroborado pela Tabela 6, a modelagem da matriz Jacobina para a
abordagem J(7y) tem maior custo computacional. Porém, quanto ao conservadorismo, J(6)
fornece menores areas para as estimativas da regiao de atracdao, como também é possivel

ver na Figura 3.
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Tabela 6 — Numero de linhas de LMIs L, nimero de variaveis V' e area A da estimativa da
regiao de atragao associados ao Corolario 3.2 com J(f) e J(y) para o grau
g =2 de Py(«), para o Exemplo 3.2.

L 74 A
J(0) | 3972 396 4.5418
J(7) | 32388 780 b5.1361

w2 |

Lo O0f

ST

w2 |

-/2 0 7r/‘2
L1
Figura 3 — Dominio de validade X do modelo nebuloso T-S e estimativa da regiao de
atragdo com Py(a) de grau g = 2 Corolario 3.2 com J(f) (azul continuo) e
J(7v) (vermelho tracejado), para o Exemplo 3.2.

Tabela 7 — Ntumero de linhas de LMIs L, niimero de variaveis V', area A da estimativa da
regiao de atragao contida no dominio de validade X do modelo T—S com grau
g = 2 de P,(a) para o Corolario 3.2 com J(y), Teorema 6.1 (CAMPOS,
2015), Teorema 2 (LEE et al., 2012) e Teorema 2 (LEE et al., 2014) com
20 iteragoes, para o Exemplo 3.2.

L \% A
Corolério 3.2 32388 780 5.1361
Teo. 2 (LEE et al., 2012) R4 40  5.0104
Teo. 6.1 (CAMPOS, 2015) | 876 252  4.7814
Teo. 2 (LEE et al., 2014) | 15640 1775 4.2664

A partir da Figura 4 e da Tabela 7, verifica-se que o método proposto apre-
senta maior estimativa para a regiao de atracao que os demais métodos da literatura em

comparagao, embora sujeito a um custo maior.

Exemplo 3.3. O sistema de Lorenz resulta do primeiro estudo numérico do caos. Foi
modelado por Edward Lorenz mo final da década de 1950, a partir de um estudo sobre
as correntes de ar na atmosfera (LORENZ, 1963). A Teoria do Caos tem aplica¢io em

imumeros problemas de engenharia, economia, biologia e muitas outras dreas de estudo.
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w2 [

Lo O0f

w2 | ; §
-m/2 0 /2

Figura 4 — Dominio de validade X do modelo nebuloso TS e estimativa da regiao de atra-
cao considerando P,(«) de grau g = 2 para o Corolério 3.2 (azul continuo)
com J(v), Teorema 6.1 (CAMPOS, 2015) (verde trago-ponto), Teorema 2
de (LEE et al., 2012) (magenta tracejado) e Teorema 2 de (LEE et al., 2014)
com 20 iteragoes (vermelho pontilhado), para o Exemplo 3.2.

Considere as equagoes dinamicas que descrevem o sistema cadtico de Lorenz

T —0x1 + 029
jfg = |PpT1 — T2 —X1X3| , (313)
.’,t'3 —6373 + X122

que possui um ponto de equilibrio na origem quando p < 1.

Para a escolha particular de z = x; como variavel premissa, obtém-se o mesmo
modelo nebuloso TS (3.2) que em Lee et al. (2014), com

Al =1 p -1 7|, A2 = | P -1 -z,
0 -7 —f 0 = -f
—T + T T+ 7

o = Qg =
2371 7

QTI s XI{.TERHIJH E[—fl,fl]}

e matriz Jacobiana das fungdes de pertinéncia dada por

oL {—1 0 0] |
2t1 {1 0 0
Escolhendo-se (o, p, 5) = (20.1, 0.2, 23.6), de forma que a origem do sistema
cadtico de Lorenz é um ponto de equilibrio assintoticamente estével (no caso, trata-se do
tinico ponto de equilibrio), foram realizadas simulagoes computacionais a fim de comparar
a abordagem proposta com o método iterativo apresentado em Lee et al. (2014). Foi
utilizado o mesmo cenério que no artigo em comparagao, isto é, Ty = 7 para o valor

, T
maximo (em mddulo) do estado z; e g = 3 para o grau de Py(a). Além disso, foram

realizadas 20 iteragOes para o algoritmo iterativo em comparagao.
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Tabela 8 — Ntimero de linhas de LMIs L, nimero de variaveis V' e volume V da estimativa
da regiao de atragao contida no dominio de validade X do modelo T—S com
Ty = 7, grau g = 3 de Py(«a) e grau d = (2¢,0,0) de X,4(«,0,v) para o
Corolario 3.2 e Teorema 2 (LEE et al., 2014) com 20 iteragoes, para o
Exemplo 3.3.

L % )%
Corolario 3.2 9744 786  1012.2616
Teo. 2 (LEE et al., 2014) | 60975 17343  486.2368

(a) Corolério 3.2 (b) Teorema 2 (LEE et al., 2014)

Figura 5 — Estimativas da regido de atrac@o considerando P,(a) de grau g = 3 para o
Corolario 3.2 com J(0) e Teorema 2 (LEE et al., 2014) com 20 iteragdes,
para o Exemplo 3.3.

Como resultado, foram obtidas as estimativas da regiao de atracao, apresenta-
das na Figura 5, e os respectivos volumes V e complexidade computacional (em termos de
L e V), conforme visto na Tabela 8. Para o Teorema 2 de Lee et al. (2014), o ntimero de
variaveis e de linhas de LMIs computado equivale a apenas uma iteracao. Para o Corola-
rio 3.2 proposto, o grau considerado para a variavel de folga Xy(«, 0, 7) foi d = (2g,0,0),
sendo que g é o grau da matriz de Lyapunov. Observe que a abordagem proposta nao so
produz melhores estimativas para a regiao de atragao, como também demanda um menor

custo computacional (L e V menores) quando comparado com o Teorema 2 de Lee et al.
(2014).

3.6 Conclusao

Um novo método para certificar a estabilidade local e prover uma estimativa
do dominio de atracao pra sistemas nao lineares continuos no tempo representados por
modelos nebulosos T—S foi proposto. A estabilidade local foi garantida por meio de con-
digdes LMIs dependentes de pardmetros, com matrizes de Lyapunov e variaveis de folga

polinomiais homogéneas de graus arbitrarios. A representacao politépica da derivada no
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tempo das func¢oes de pertinéncia foi aprimorada e uma nova técnica, que consiste em re-
presentar os termos nao lineares da Jacobiana por meio de expansoes em série de Taylor,
também foi proposta. Exemplos numéricos ilustram as vantagens do método proposto,
tanto em termos de melhores estimativas para a regiao de atracao, quanto em menor
custo computacional (nimero de linhas de LMIs e de varidveis) quando comparado com

outras abordagens da literatura.
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4 Estabilizacao por realimentacao de estados

Neste capitulo é proposta uma estratégia para lidar com o problema de sintese
de controladores localmente estabilizantes, por realimentagdo de estados, para sistemas
nebulosos T—S continuos no tempo. A abordagem apresentada nao requer o conhecimento
prévio de limitantes para as derivadas no tempo das func¢oes de pertinéncia e é obtida
a partir da extensao de condigoes de estabilidade local similares as apresentadas no Ca-
pitulo 3. Por se tratar de um problema de dificil manipulagao algébrica, no sentido de
proverem-se condi¢oes de projeto em termos de LMIs, é proposto um procedimento de
dois estagios. No primeiro estdgio é computada uma lei de controle estabilizante de rea-
limentacao de estados para o sistema dual. No caso de factibilidade, o ganho calculado é
utilizado como parametro de entrada para a condi¢ao do segundo estagio que, se factivel,
garante a estabilidade, prové um controlador de realimentacao de estados estabilizante e

uma estimativa da regidao de atragdo para o sistema nebuloso TS original.

4.1 Outra abordagem para a analise de estabilidade

No Capitulo 3 foi apresentada uma abordagem para a andlise de estabilidade
do sistema nao linear continuo no tempo sem entradas forcadas (3.1). Para a sintese de
controladores, é proposto neste capitulo uma condicao de analise também baseada na

funcao nebulosa de Lyapunov (3.3).

Lema 4.1. Se existir uma matriz polinomial homogénea P,(a) = P,(a)" > 0 de grau g

tal que
He(A(a)TPg(a) + (%)VMPQ(Q)J(H)A(Q)) <0, (4.1)
o) = 0P)(a)x,  OP;(a)z,
Vo) = |20 OBl 4.2

seja satisfeita para todo o« € A, 0 € Ay ey € A\, entao a origem do sistema nebuloso (3.2)

€ assintoticamente estdavel.

Prova 4.1. Para o sistema (3.2) com u = 0, a derivada no tempo da fungao de Lyapunov
em (3.3) € dada por

V(z) = 2" Py(a)z + 2" P,(a)i + 27 Py(a)x
= 2" (A(a)"Py(a) + Py(a)A(a) + Py(a)) .

Considerando apenas o termo quadrdtico em x envolvendo P,(«), utilizando (2.8), (3.4)
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e (4.2), tem-se

) OP, oP,
o' Py(o)x = x” ( 8g<a)d1 +-+ g<a>dN) x
€31

N o 0P« N[ OF(a '
::pT(;di 801- )):p:Zx ( 801- ))xai

= 2"V, Py(a)J(0)A(a)z

= xT(He((%)vmpg(a)J(e)A(a)))x (4.3)

Portanto, se a condigio (4.1) € satisfeita para todo o € A, 0 € Ay e v € A, entdo

: 1
V(w) = 27 (He(A(a)" Py(a) + (§)VmPg(a)J(0)A(a)))x <0
e a prova estd completa.

Observe que entre o segundo e o terceiro passo apresentados em (4.3), o estado
x (que multiplica ¢;) é substituido por ., que é valido no dominio X'. Note que essa é a
principal diferenca em relacao ao Teorema 3.1, nao sendo utilizado o produto de Kronecker,

pois o mesmo dificulta a derivacdo de condi¢oes de sintese.

4.2 Controle estabilizante por realimentacao de estados

O objetivo deste capitulo consiste em projetar uma lei de controle de realimen-

tagao de estados u = K («)x tal que a origem do sistema nebuloso T—S em malha fechada

i = (Aa) + B(a)K(a))z, Vz€ X, (4.4)
seja assintoticamente estavel, além de prover uma estimativa para a regiao de atragao
dentro de X. Assim, a primeira contribuicdo para resolver o problema consiste em uma
condicao de sintese de realimentacao de estados que assegura a estabilidade assintotica

da origem do sistema dual de (4.4), isto é, de

T
0= (A(@) + B(a)Ka(a) ) v, VveX. (4.5)

Acld(a)
Teorema 4.1. Se existirem matrizes polinomiais homogéneas Py(a) = Py(a)T > 0,

Lq(a), de graus g e d, respectivamente, uma matriz S e um escalar & tais que

1
.m(Amﬂuw+<§vwammﬂwmwT+Bmwaw)~*

Ld<OJ)TB<Oé>T 0

[&@»+@quvwgmﬁ_s ﬁs)<o (16)

2
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seja satisfeita para todo o € Ay, 0 € Ny ey € A, entdo Ky(a) = Ly(a)S™ é um ganho

de realimentacio de estados que garante a estabilidade assintdtica do sistema dual (4.5).
Prova 4.2. Multiplicando (4.6) a direita por By e a esquerda por BL, com

I
B,
2

Il
42
/
<Y
£
+

3>J<0>%Pg<a>T) o

tem-se
1
He( A@)Py(@) + (5)Var Py(@)J(B)Ala) + Bla)La(a)S P, a)

1
+(B)La(@)S T 0) Vo Py(@)" ) <0

Considerando Ky(a) = Lg(a)S™!, entdo

1
He (Aclm)Pg(a) - <5>vag<a>J<e>Add<a>T) <0

e, logo,

He (Auy(0)Py(a)) + Pyfa) < 0
o que comprova a estabilidade assintdtica da origem do sistema (4.5).

A primeira observacao a ser feita sobre as condi¢oes do Teorema 4.1 é que
as manipulagdes algébricas propostas nao funcionam (ou, pelo menos, ndo de maneira
imediata) se o sistema primal (4.4) for considerado. Nesse caso, seriam necessarias trans-
formagoes de congruéncia envolvendo a inversa da matriz de Lyapunov, além de que seria
muito mais dificil lidar com a manipulagio de P,(«), utilizando o modelo dado em (4.3).

A estratégia de tratar a estabilizacao do sistema dual (4.5) proposta nesta dis-
sertagao é motivada pelo fato de que a estabilidade do sistema original (4.4) é equivalente
no caso de fungoes de pertinéncia com taxas de varia¢ao arbitrarias (HU; BLANCHINI,
2010). Embora nada possa ser garantido no que se refere a equivaléncia no caso de taxas
limitadas, os exemplos numéricos investigados no final deste capitulo mostram que esta
heuristica prové um bom ponto de inicio para o teorema apresentado a seguir, que fornece

condigoes para o célculo do controlador para o sistema original (4.4).

Teorema 4.2. Seja Ky(«) um ganho de realimentagdao de estados polinomial homogéneo
de grau d dado. Se existirem matrizes polinomiais homogéneas Py(a) = P,(a)” > 0,

Fy(a), Gy(a) de grau g, Lq(a) de grau d e uma matriz H tais que

Q-+ He(XB) <0, (4.7)
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seja satisfeita para todo o € Ay, 0 € Ay e v € Ay, com @, X e B dadas por

?q *
Q- Fy(a) = Fy()" + Gy(a) (A(e) + B(a)Ka(a)) —Gy(a) = Gy(a)" *
. :
B(a)® (Fg(a)T + ()7 (Q)TVMPQ(&)T) B(a)'Gy(e)" 0
XT"=1lo o 1],
B=|Lia) — HK4(a) 0 —H],

b0 = He ((A<a>T + K@) B0)") Fy(0)] + (5)Van Pyfe)T(6) (A(0) + B<a>Kd<a>>) ,

entio K(a) = H 'Lyg(a) € um ganho de realimentacio de estados que garante que a

origem do sistema nebuloso T-S em malha fechada (4.4) € assintoticamente estavel.

Prova 4.3. Multiplicando (4.7) a direita por By e a esquerda por BL, com

B, = 0
HilLd(Oz) — Kd(a)

S ~N O

e assumindo K(a) = H ' Ly(a) e Ag(a) = A(a) + B(a)K(a), tem-se

He(Aa0)TFy(0)T + (5) Ve Py @)T(0) Aul) . <0 43

Fy(a) = Fy(@)" + Gy(a)Aa(e) —Gy(a) = Gy(a)"

Multiplicando (4.8) por T a esquerda e por TT a direita, com
T=[1 Aua)]
obtém-se
He (Acma)TPg(a) " éwawg(au(emd(a)) <0

e, entao,

He (Aa(a)" Py(a)) + Py(a) <0,

o que prova que K(a) é um ganho estabilizante. Por outro lado, executando os mesmos

passos, porém utilizando

I 00
B =
. 1010

obtém-se He(Acld(a)TPg(a)) + P,(a) <0, o que permite concluir que a matriz de Lyapu-

nov Py(a) também prova que Kq(o) € um ganho estabilizante.
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Se as condigoes do Teorema 4.2 fornecerem uma solucao factivel, o ganho
sintetizado K(«a) €, de fato, estabilizante, certificado pela matriz de Lyapunov P,(a).
Adicionalmente, é interessante notar que a mesma matriz de Lyapunov também garante
que o ganho Ky(a) dado a priori (computado para o sistema dual) é estabilizante. Como
consequéncia, a estimativa da regido de atragdo, conforme proposto em (3.2), é vélida
para ambos os ganhos.

Uma propriedade interessante do Teorema 4.2 é que o ganho K («) resultante
pode ser usado como um novo dado de entrada, possibilitando a implementacao de um
procedimento iterativo, o que pode melhorar as estimativas para a regiao de atragdo em

termos de volumes maiores.

4.3 Resultado principal

O proximo corolario prové condi¢oes de sintese associadas com a maximizagao
de ) dentro do dominio de validade do modelo nebuloso T-S, agrupando os resultados

obtidos neste capitulo.

Corolario 4.1. Seja Ky(«) um ganho de realimentagao de estados polinomial homogéneo
de grau d dado. Se existirem matrizes polinomiais homogéneas Py(a) = P,(a)” > 0,

Fy(a), Gy(a) de grau g, Lq(a) de grau d e uma matriz H tais que
min tr(W) sujeito a (3.8), (3.10) e (4.7),

seja satisfeito para todo o € Ay, 0 € Ay e v € A, entio K(a) = H 'Lyg(a) é um ganho
de realimentacao de estados que garante que a origem do sistema nebuloso T-S em malha
fechada (4.4) é assintoticamente estavel e Q@ C X dado por (3.2) € um conjunto invariante

que fornece uma estimativa da regido de atragdao.

4.4 Exemplos numéricos

Exemplo 4.1. Considere o sistema nao linear

24+a 2-—a

' - + 5 sen(x) —4 1
r= 19 21 TH110+b 10—10 u,
CEE) sen(zy) -2 9 + 9 sen(z;)

que pode ser exatamente representado pelo modelo nebuloso T-S (3.2) na regico compacta
X={reR®: |z <7/2,i=1,2}, com

— —4 -2 —4 1
A= L Ay = . B =
-1 =2 20 =2 10
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ay(z) = H%n(xl)’ as(z) =1 —ay(z).

As escolhas particulares a = —4 e b = 1 reproduzem Lee et al. (2012, Exem-
plo 7) e Lee e Kim (2014, Exemplo 3). A Figura 6 apresenta a estimativa da regiao
invariante para o sistema em malha fechada utilizando o Corolario 4.1, em que Ky(«) é
computado com o Teorema 4.1. Nesse cenario, g = 3 foi escolhido como grau de P,(«),
d = g foi a escolha para o grau de Ly(«), e fixou-se £ = 10. Para ilustrar a dindmica do
sistema nebuloso T—S, algumas trajetorias para diferentes condigdes iniciais também sao

apresentadas na figura.

Figura 6 — Estimativa da regiao de atracao obtida com o método proposto (magenta con-
tinuo), dominio de validade do modelo (cinza pontilhado) e trajetérias (preto
trago-ponto) iniciando em o e terminando na origem (quadrado amarelo), para
o Exemplo 4.1.

A Figura 7 e a Tabela 9 apresentam uma comparagao, em termos de estimativas
da regiao de atracao e respectivas areas, entre o método proposto e os métodos Lee et
al. (2012, Teorema 6) (com ¢ = ¢o = 5) e Lee e Kim (2014, Teorema 2) (com ¢ = 3
e ¢ = ¢ = 172.0994). Ademais, a Tabela 9 também apresenta o nimero de varidveis
escalares V' e de linhas de LMIs L para cada método (incluindo o Teorema 4.1). Nao foi

obtida solugao factivel para as condi¢oes de Pan et al. (2012b, Teorema 2) neste exemplo.

Tabela 9 — Areas das estimativas para a regiao de atracao A, nimero de variaveis escalares
V' e nimero de linhas de LMIs L para cada condicao, para o Exemplo 4.1.

A V| L
Teorema 4.1 - 24 | 168
Corolario 4.1 3.9215 | 40 | 392

Lee et al. (2012, Teorema 6) | 2.9982 | 44 | 30

Lee e Kim (2014, Teorema 2) | 2.9432 | 129 | 180

Como pode ser visto na Tabela 9, a abordagem proposta prové ganhos estabili-
zantes associados com melhores estimativas da regiao de atragao, mas, em contrapartida,

apresenta um aumento significativo da complexidade computacional em termos de L.
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w2

-2 ¢

Figura 7 — Estimativas da regiao de atragao obtidas com o método proposto (magenta
continuo), Lee et al. (2012, Teorema 6) (azul tracejado), e Lee e Kim (2014,
Teorema 2) (verde trago-ponto), e dominio de validade do modelo (cinza pon-
tilhado), para o Exemplo 4.1.

Exemplo 4.2. Considere o sistema nao linear

7 3
——— —sen(x;) —4 0
Al P R T !
5 ?sen(xl) -2 2 . isen(xl)

que pode ser exatamente representado pelo modelo nebuloso T-S (3.2) na regido compacta
X={reR®: |z <7/2,i=1,2}, com

-5 —4 -2 —4
) AQ = ) Bl
-1 -2 20 =2

a(z) = ———  an(z) =1 —ay(2),

I
—_

o <@
S |
S
V)

I
| — |
w O
| |

conforme apresentado em Pan et al. (2012b, Exemplo 4).

A Figura 8 (a) mostra a estimativa para a regido de atragao obtida a partir
do Corolario 4.1 utilizando grau g = 3 para a matriz de Lyapunov e d = g para o grau de
Ly(«), assim como trajetérias partindo de pontos iniciais na fronteira da regiao estimada,
evidenciando a propriedade de invariancia. No primeiro estagio ¢ utilizado o Teorema 4.1
com g = 3 ed = g como graus de Py(a) e Ly(a), respectivamente, além de £ = 10.
Na Figura 8 (b), sdo apresentadas as estimativas da regiao de atragdo obtidas para o
Corolério 4.1 nas mesmas condigoes da Figura 8 (a), o Teorema 6 de Lee et al. (2012)
com ¢ = ¢y = 5, 0 Teorema 2 de Pan et al. (2012b) (reprodugao da curva apresentada no
artigo) e o Teorema 2 de Lee e Kim (2014) (utilizando grau ¢ = 3 e ¢ = 10000). Os valores
de area correspondentes as regides de atracao estimadas sao apresentadas na Tabela 10,
com o numero V de variaveis escalares e L de linhas de LMIs para cada condigdo. Assim

como no Exemplo 4.1, o método proposto prové a maior area para a regiao de atracgao.
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Figura 8 — Dominio de validade X do modelo nebuloso T—S (pontilhado preto), trajetorias
(preto trago-ponto) iniciando em o e terminando na origem (quadrado amarelo)
e estimativas da regiao de atragao utilizando o Corolério 4.1 proposto (magenta
continuo), Lee et al. (2012, Theorem 6) (azul tracejado), Lee e Kim (2014,
Theorem 2) (verde trago-ponto) e Pan et al. (2012b, Theorem 2) (vermelho
pontilhado), para o Exemplo 4.2.

Tabela 10 — Areas das estimativas para a regiao de atracao A, nimero de varidveis escala-
res V' e nimero de linhas de LMIs L para cada condigao, para o Exemplo 4.2.

A V L
Teorema 4.1 — 27 | 224
Corolario 4.1 7.7244 | 40 | 344

(LEE et al., 2012, Teorema 6) | 6.8524 | 44 | 30
(LEE; KIM, 2014, Teorema 2) | 6.6008 | 129 | 180
(PAN et al., 2012b, Teorema 2) | 52738 | 22 | 32

45 Conclusao

Foi apresentada uma nova estratégia para computar leis de controle de reali-
mentacao de estados para estabilizacao de sistemas nebulosos T—S. As condigbes sao dadas
em termos de LMIs dependentes de parametros e devem ser resolvidas em dois estagios.
No primeiro estagio, um ganho que estabiliza o sistema dual é obtido. No segundo estagio,
utilizando o ganho como entrada, condi¢oes suficientes proveem outro ganho de controle
de realimentacao de estados, associado com uma estimativa para a regiao de atracao do
sistema em malha fechada. A estabilidade em malha fechada do sistema e a invariancia do
dominio de atracao estimado sao certificadas por meio de uma funcao de Lyapunov nebu-
losa com dependéncia polinomial de grau arbitrario. A abordagem prové leis de controle
que garantem maiores estimativas da regiao de atracao quando comparadas com outras

técnicas, como ilustrado em exemplos emprestados da literatura.
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5 Estabilidade robusta de sistemas lineares

politopicos por meio de programacao linear

Neste capitulo é proposta uma abordagem para lidar com o problema de anélise
de estabilidade robusta de sistemas lineares continuos no tempo com incertezas politopicas
por meio de programacao linear utilizando o Teorema de Gershgorin. A técnica explora
condicoes de estabilidade robusta obtidas a partir de uma funcao de Lyapunov quadra-
tica com matriz polinomial homogénea dependente de parametros incertos, resultando em
desigualdades matriciais lineares dependentes de parametros. Porém, diferentemente dos
métodos tradicionais da literatura, que usam condigoes suficientes na forma de LMIs (re-
laxagoes) e programagao semi-definida para resolver o problema, propoe-se como principal
novidade a utilizacao do Teorema de Gershgorin e de programacao linear na construcao de
um certificado de estabilidade robusta, com o teste de positividade da matriz de Lyapunov

realizado a posteriori.

5.1 Estabilidade robusta

Sistemas lineares politopicos continuos no tempo podem ser representados em

espaco de estados como

T = A(a)z, (5.1)

sendo = € R™ o vetor de estados e A(a) € R™™ a matriz dindmica incerta com estrutura
politépica, o que significa que A(«) pode ser escrita como uma combinagao convexa de N

vértices conhecidos, isto é

N
Ala) = ZO%Az, o€ Ay (5.2)
=1
N
Av2{aeRY: Y ai=10;>0/i=1.. N} (5.3)

i=1

A estabilidade robusta de (5.1) é assegurada se todos os autovalores de A(«) estiverem

localizados no semiplano esquerdo aberto do plano complexo, ou seja, se todos os auto-
valores tiverem parte real negativa.

Uma condicao de estabilidade robusta equivalente pode ser obtida a partir da

existéncia da funcao de Lyapunov

v(z) = 27 P(a)w, (5.4)
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com P(a) = P(a)T > 0, P(a) € R™" que verifique

v(r) = i P(a)x + 2" P(a)d

(5.5)
=27 (A(0)"P(a) + P(a)A(a))z < 0, o€ Ay,

garantindo assim a estabilidade assintética da origem para todo @ € Ay. Em outras
palavras, A(«) é Hurwitz estdvel para todo a € Ay se, e somente se, existir P(a) =
P(a) > 0 tal que

Al(a)'P(a) + P(a)A(a) <0, Va € Ay. (5.6)

A condi¢do (5.6) é uma LMI dependente de pardmetros (ou LMI robusta),
e precisa ser verificada para todo a € Ay, com a matriz P(«) dependendo de maneira
genérica de «, o que produz um problema de dificil solucao, pois é de dimensao infinita.
Porém, existem diversas abordagens (relaxagoes) para a construgao de um conjunto finito
de restrigoes na forma de LMIs, desigualdades ou equacgoes algébricas que, no caso de
haver solucao factivel, asseguram a factibilidade da LMI robusta para todo a € Ay.
Basicamente, impoe-se uma estrutura para P(«) e, a seguir, desenvolvem-se condigdes
suficientes para que (5.6) seja véilida em todo o dominio incerto.

A estabilidade quadréatica consiste em atestar a estabilidade do sistema (5.1)
por meio da construgdo de uma fungao de Lyapunov para o caso em que P(a) = P,Va €

Ay, conforme enuncia o préximo lema.

Lema 5.1. (HORISBERGER; BELANGER, 1976) O sistema (5.1) é estdvel Vo € Ay

se existir wma matriz P = PT > 0 tal que
ATP+PA; <0, i=1,...,N. (5.7)

No Lema 5.1, a estabilidade do sistema (5.1) é certificada para todo a € Ay,
mesmo com as LMIs testadas apenas nos vértices do politopo. Este resultado é estendido
para o caso em que P(«a) tem estrutura com dependéncia afim, fornecendo o teste de

estabilidade apresentado a seguir.

Lema 5.2. (RAMOS; PERES, 2002) Se existirem matrizes P, = PT > 0,i=1,...,N

tais que

ATP, + PA; <0, i=1,...,N
ATP+ PjA;+ ATP,+ PA; <0, i=1,....N—1, j=i+1,....N

entdo uma matriz de Lyapunov dependente de parametros que certifica a estabilidade do

sistema (5.1) para todo o € Ay é dada por

P(a) = P(a)’, P(a)= ;aiPi, a € Ay. (5.8)
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Uma outra abordagem que pode ser utilizada para certificar a estabilidade de
T
(5.1) com P(«) afim é baseada na introdugao de varidveis de folga X = {X 1 XQ} em

(5.6) por meio do Lema de Finsler.

Lema 5.3. (DE OLIVEIRA; SKELTON, 2001) Se existirem matrizes P; = P! > 0,
1=1,...., N e Xy, Xy tais que

X1 A+ ATXT P — X, + AT XT

P+ XoA; — XT X, — XTI
entio P(a) dada por (5.8) € tal que (5.6) € verificada Vo € A.

A aplicacao do Lema de Finsler diretamente nas condi¢oes do Lema 5.2 produz

mais uma condicao suficiente de estabilidade.
Lema 5.4. (LEITE; PERES, 2003) Se existirem matrizes P; = PiT >0 e Xy, Xojy1 =
1,...,N tais que
XA + ATXE P — X + AT XT

¢y *
(I)21 (I)22
(1311 = A?le; + leAi + Afo; + XliAj’

<0, i=1,.,N—1, j=i+1,..,N

Dyy = — Xy — X5, — Xoj — X7,
entao P(a) dada por (5.8) é uma fungio de Lyapunov dependente de parametros que

certifica a estabilidade do sistema (5.1) para todo o € A.

5.2 Resultados principais

Com base no Teorema de Gershgorin, foi apresentada a Defini¢ao 2.1, a partir
da qual sao obtidas condigoes para produzir um teste suficiente para a positividade de

uma matriz, conforme apresentado no lema a seguir.
Lema 5.5. Uma matriz M = MT € R™™" ¢ definida positiva se
m; > 0, i1=1,....n, j7=1+1,....n
n
My > Z myj, 2:1,...,71.
J=Lj#
Com base no Lema 5.5, sao apresentadas na sequéncia condigoes suficientes na

forma de um numero finito de desigualdades lineares escalares para testar a positividade

de uma matriz polinomial homogénea de grau genérico.



Capitulo 5. FEstabilidade robusta de sistemas lineares politépicos por meio de programacao linear 57

Lema 5.6. Seja My(a) = M,(a)” uma matriz polinomial homogénea de grau g em a €
An. My(o) € definida positiva se todas as matrizes coeficientes associadas a todos os

monomios satisfizerem as condicoes do Lema 5.5, ou seja, forem definidas positivas.

Prova 5.1. A prova do Lema 5.6 é imediata, observando que todos os mondomios sao nao
negativos (todos os «; sao nao negativos) e que as desigualdades escalares garantem que
as matrizes coeficientes sao definidas positivas. Note que mno Lema 5.5 o maodulo nao é
mais considerado na condi¢io que define o disco de Gershgorin. Assim, a formula¢do do

problema é simplificada, ao preco de algum conservadorismo.

Em funcao do teste de positividade estabelecido pelo Lema 5.6, formulou-se
uma nova condi¢ao de estabilidade robusta, baseada puramente em restri¢coes lineares,
como mostra o proximo teorema. Para um resultado mais geral, a matriz de Lyapunov é
considerada de grau genérico g. Note que, sempre que o sistema for estavel, existe uma
matriz polinomial homogénea de grau finito ¢ solugao da desigualdade de Lyapunov (5.6)
(OLIVEIRA; PERES, 2007).

Teorema 5.1. Se existirem matrizes polinomiais homogéneas P,(a) = Py(a)T e Qg41(a) =
Qg+1(a)T, de graus g e g + 1, respectivamente, tais que a positividade de Qg41(c) seja

verificada utilizando as condigoes do Lema 5.6 e
A()"Py(a) + Py(a)A(a) + Qgi1(a) = 0, (5.9)

entdo testam-se todos os coeficientes associados aos monomios de Py(a). Se forem defi-

nidos positivos, o sistema (5.1) € robustamente estdvel.

A existéncia de uma solugao para (5.9) garante que A(a)” Py(a)+P,(a)A(a) <
0, pois Qg+1() é uma matriz definida positiva. Ademais, a factibilidade do teste P,(a) > 0
realizado a posteriori certifica a estabilidade robusta do sistema. A varidvel () 41(c) nao
¢é estritamente necessaria, uma vez que as condicoes do Lema 5.6 podem ser aplicadas

diretamente na desigualdade de Lyapunov, como propoe o préximo teorema.

Teorema 5.2. Se existir uma matriz polinomial homogénea P,(«) = P,(a)” de grau g

tal que todos os coeficientes matriciais do polinomio
~(A(@)"Py(@) + Py(a)A(e)) > 0 (5.10)

sejam definidos positivos utilizando as condigoes do Lema 5.5, entao testam-se todos os
coeficientes associados aos monomios de Py(a). Se forem definidos positivos, o sistema

(5.1) € robustamente estdvel.

Embora o Teorema 5.2 tenha menor complexidade que o Teorema 5.1, devido

a exclusao de Q,11(), os experimentos numéricos mostram que a presenga dessa varidvel
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extra é crucial para propiciar melhores resultados, de certa forma compensando o con-
servadorismo associado as condig¢oes do Lema 5.5. Nos Teoremas 5.1 e 5.2, o teste da
positividade de P,(«a) é realizado apds uma solucao ter sido obtida, e, portanto, todas as
matrizes coeficientes sdo conhecidas, reduzindo a avaliacdo a um simples teste de sinal
dos autovalores. Como uma abordagem para melhorar o teste de positividade de P(a),
pode-se utilizar relaxagoes de Pélya, isto ¢, testar os coeficientes de (a;+. ..+ ay)?P, (),
com d (inteiro) crescente (OLIVEIRA; PERES, 2005).

Os Teoremas 5.1 e 5.2, portanto, propoem abordagens para a certificagdo da
estabilidade de sistemas continuos lineares incertos utilizando apenas desigualdades e
igualdades lineares escalares, com caracteristicas de esparsidade. Essa estratégia possibi-
lita o uso de resolvedores especializados em programacao linear, como os que utilizam
o método Simplex (por exemplo, o CPLEX). Neste contexto, os resolvedores baseados

em métodos de pontos interiores podem ser mais eficientes do que quando aplicados a
programacao semi-definida (BEN-TAL; NEMIROVSKI, 2001).

5.3 Exemplos numéricos

Nesta se¢ao sao apresentados os resultados numéricos obtidos a partir de uma
base de dados! de sistemas incertos estéveis criados randomicamente nos quais o autovalor
com maior parte real \y.x (computado por meio de uma grade fina no espago paramétrico)
esté posicionado em —107% e —10 e N vértices, com N =2 e 30 e n = 2, 10 e 20 estados.
Para os Teoremas 5.1 e 5.2, foi utilizado o ROLMIP (AGULHARI et al., 2019) apenas
para extrair os coeficientes das matrizes polinomiais homogéneas e, entao, construir as
restricoes lineares por meio do Lema 5.5.

As Tabelas 11 e 12 apresentam dados referentes a comparacao entre os mé-
todos propostos neste trabalho e condigbes da literatura (Lemas 1-4 da Segdo 5.1, por
programagcao semi-definida) para sistemas de 2 estados e 2 vértices, avaliando a eficiéncia
dos solvers SeDuMi e Mosek.

Tabela 11 — Nimero V' de varidveis escalares e L de restrigoes (linhas de LMIs, no caso dos
Lemas 5.1-5.4) para sistemas de 2 estados e 2 vértices utilizando os Lemas
5.1, 5.2, 5.3 e 5.4 e os Teoremas 5.1 e 5.2 propostos com g = 2.

‘ L.51 L.52 L.53 L.54 T.51 T.52
V 3 6 14 22 33 9
L 12 20 40 56 36 12

Conforme mostra a Tabela 11, o Teorema 5.1 é o que utiliza mais variaveis para

resolver o problema, seguido dos Lemas 5.4 e 5.3 e do Teorema 5.2, nessa ordem. Porém,

1 A base de dados utilizada pode ser acessada em: <http://www.dt.fee.unicamp.br/~ricfow/programs,/

SBAI2019/baseSistemasSBAI19.zip>
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Tabela 12 — Porcentagem de sistemas estaveis (e) e tempo de processamento computaci-
onal (t) para sistemas de 2 estados e 2 vértices para os Lemas 5.1, 5.2, 5.3 e
5.4 e os Teoremas 5.1 e 5.2 propostos com g = 2, com A\pq = {—0.001, —10}
e os solvers SeDuMi e Mosek.

solver SeDuMi Mosek
Amax e(%) t(ms) | e(%) t(ms)
—0.001 | 93 20.2 93 1.7
L.51 | —10 96 12.8 96 1.4
—0.001 | 99 21.3 99 2.8
L.52 | —10 100 14.4 100 1.7
—0.001 | 99 20.9 94 2.2
L.53 | =10 100 17.9 100 1.7
—0.001 | 99 23.4 97 2.4
L.54 | —10 100 19.9 100 2.3
—0.001 | 87 10.9 95 1.9
T.51 | —10 99 7.3 99 1.5
—0.001 | 86 9.9 82 1.2
T.52 | —10 99 3.4 99 1.2

os teoremas propostos (com g = 2) usam uma quantidade menor ou igual de restrigoes
que os lemas em comparacao, exceto pelos Lemas 5.1 e 5.2 em relagao ao Teorema 5.2. O
aumento de g pode melhorar a efetividade das condi¢bes propostas mas, por outro lado,
implica em maior esfor¢co computacional, com mais variaveis e restricoes. Esse efeito é
menos acentuado no Teorema 5.2, que nao possui a variavel auxiliar.

Embora a Tabela 11 mostre que, em alguns casos, os Teoremas 5.1 e 5.2 deman-
dam mais restri¢coes, vale lembrar que sao desigualdades escalares, enquanto nas outras
condigbes (Lemas 5.1-5.4) tratam-se de linhas de desigualdades matriciais. Isto justifica
o fato de os custos computacionais dos teoremas propostos serem, na maioria das vezes,
menores que os dos lemas em comparacao. Tais grandezas podem ser vistas na Tabela 12,
em que, no melhor caso, o método proposto resolve o problema 5.85 vezes mais rapido que
os demais utilizando o solver SeDuMi e 2 vezes mais rapido com o Mosek. Por ter sido o
mais eficiente dos solvers nos testes, apenas o Mosek ¢é utilizado a partir deste ponto.

Os Teoremas propostos certificam a estabilidade de uma quantidade menor de
sistemas quando comparados com os Lemas 5.1-5.4, o que é explicado pela aplicagcao da
condicao de positividade do Lema 5.5. Um ntimero menor de sistemas estaveis ¢ identi-
ficado para Apax = —0.001 (mais préximo de zero). Porém, para um autovalor maximo
mais distante do eixo imaginario do plano complexo, os Teoremas propostos passam a ser
competitivos.

A Tabela 13 apresenta os resultados obtidos para sistemas com 10 estados e 2
vértices. Nota-se que os Lemas 5.1 e 5.2 demandam tempos menores de resolugao, porém
o Teorema 5.1 com g = 2 certifica mais sistemas estaveis que todos os demais métodos,

sendo o menos conservador neste cenario. Em contrapartida, o Teorema 5.2 obteve a menor
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Tabela 13 — Porcentagem de sistemas estéveis (e), tempo de processamento computacional
(), nimero V' de variaveis escalares e L de restri¢oes (linhas de LMIs, no caso
dos Lemas 5.1-5.4) para sistemas de 10 estados e 2 vértices para os Lemas

5.1, 5.2, 5.3 e 5.4 e para os Teoremas 5.1 e 5.2 propostos com g = 2, com
Amaz = {—0.001, —10}.

Amax e(%) tms) VL
L.5.1 :(1]'0001 g; g:g 55 300
L. 5.2 :(1]'0001 ?go 2:2 110 500
L. 5.3 :(1]6001 ?go g;g 310 1000
L.5.4 :(1]'0001 91)810 ?g:g 510 1400
T.5.1 :(1]'0001 ?20 gé 605 660
T. 5.2 :(1]'0001 gg 12? 165 220

quantidade de sistemas estaveis. O fato do Teorema 5.1 apresentar melhores resultados

que o Teorema 5.2 pode ser justificado pela presenca de Qg41(c).

Tabela 14 — Porcentagem de sistemas estéveis (e), tempo de processamento computacional
(), nimero V' de variaveis escalares e L de restri¢oes (linhas de LMIs, no caso
dos Lemas 5.1-5.4) para sistemas de 2 estados e 30 vértices para os Lemas
5.1, 5.2, 5.3 e 5.4 e para os Teoremas 5.1 e 5.2 propostos com g = 1 e

L.51 L.52 L.53 L.54 T.51 T.52

Amax = —0.001.
e(%) |75
t(ms) | 4.4
V 3
L 124

91
66.8
90
495

85

11.8

98

600

91

257.1
330
7560

84 65
29.9 7.2
2880 90
4185 1325

Na Tabela 14 (2 estados e 30 vértices), observa-se o conservadorismo dos teo-

remas propostos ao se aumentar o nimero de parametros incertos nos sistemas, visto que

esses certificam uma quantidade maior de sistemas estaveis apenas quando comparados

ao Teorema 5.1 e ao Lema 5.1. Por outro lado, o Teorema 5.2 mostra-se vantajoso, em

termos de eficiéncia computacional, quando comparado com os demais métodos que tam-

bém utilizam matrizes de Lyapunov afins (Lemas 5.2-5.4). O Teorema 5.1, diferente do

Teorema 5.2, apresenta custo computacional maior que o Lema 5.3, podendo ser menos

vantajoso também nesse quesito.

A Tabela 15 apresenta os resultados para 20 estados e 2 vértices. Como é

possivel verificar, o Teorema 5.1 certifica a estabilidade de todos os sistemas, da mesma

forma que o Lema 5.2, porém com o menor tempo computacional. Finalmente, é impor-
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Tabela 15 — Porcentagem de sistemas estéveis (e), tempo de processamento computacional
(), nimero V' de variaveis escalares e L de restri¢oes (linhas de LMIs, no caso
dos Lemas 5.1-5.4) para sistemas de 20 estados e 2 vértices para os Lemas 5.1,
5.2, 5.3 e 5.4 e para o Teorema 5.1 proposto, com g = 1, para Aypax = —0.001.

L.51 L.52 L.53 L.54 T.5.1
e(%) |70 100 80 90 100
t(ms) | 34.6 1069 4584 14285 101.6
1% 210 420 1220 2020 1680
L 1200 2000 4000 5600 1890

tante observar que o Teorema 5.1 é o mais vantajoso quanto ao custo computacional, se
comparado com os métodos que também utilizam matrizes de Lyapunov afins, embora o
nimero de variaveis sempre tenha sido maior (com excegao do caso da Tabela 15). Isso
corrobora o argumento de que os métodos de pontos interiores possuem maior eficiéncia

quando aplicados a programacao linear.

5.4 Conclusao

Neste capitulo foi proposta uma nova abordagem para certificacao de estabi-
lidade de sistemas dindmicos incertos continuos no tempo. Ao contrario das propostas
conhecidas, que resolvem este tipo de problema utilizando LMI solvers e programagao
semi-definida, a estratégia apresentada utiliza-se unicamente de restri¢oes lineares escala-
res, com base no Teorema de Gershgorin. Como outra novidade, a positividade da matriz
de Lyapunov nao é imposta com restrigoes, mas sim verificada a posteriori. Foi utilizada
uma base de sistemas garantidamente estaveis, a partir da qual obtiveram-se resultados
computacionais, tanto dos teoremas propostos quanto de condigoes da literatura resolvidas
por programagcao semi-definida. Foi mostrado que, para sistemas com um maior nimero
de estados, a técnica proposta é competitiva com os demais métodos da literatura, tanto
em relacao a certificacao de estabilidade dos sistemas, quanto a eficiéncia computacional.
Entretanto, para sistemas com muitos parametros incertos, o conservadorismo é maior
e também ha desvantagens quanto ao custo computacional. A extensao da metodologia
proposta para analisar a estabilidade de sistemas discretos, ou outras LMIs dependentes

de pardmetros, como as apresentadas nos Capitulos 3 e 4, é imediata.
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6 Consideracoes finais

Neste trabalho foram tratados sistemas nao lineares continuos no tempo re-
presentados por modelos nebulosos Takagi-Sugeno (T—S) por meio da técnica de nao
linearidade de setor local. Foram propostas técnicas que proveem certificados de estabili-
dade local e estimativas para a regiao de atracao a partir de condicoes LMIs dependentes
de parametros, com matrizes de Lyapunov e variaveis de folga polinomiais homogéneas de
graus arbitrarios. As novidades dos métodos apresentados sao o uso de uma manipulagao
por meio do produto de Kronecker nas derivadas no tempo das fungoes de associacao, e a
proposicao de uma abordagem para a representacao politopica da derivada no tempo das
fungoes de pertinéncia, representando-se os termos nao lineares da Jacobiana por meio de
expansoes em série de Taylor truncada em uma ordem pré-determinada. A principal van-
tagem dos métodos propostos é que, ao contrario da maioria dos resultados encontrados
na literatura, nao é requerido um conhecimento prévio de limitantes para as derivadas no
tempo das fungoes de pertinéncia.

Utilizando uma das condicoes de analise de estabilidade proposta como ponto
de partida, foi fornecida uma nova estratégia para computar leis de controle por realimen-
tacao de estados para a estabilizacao de sistemas T-S. A condi¢ao de projeto é realizada
em dois estagios. No primeiro obtém-se um ganho de realimentacao de estados que esta-
biliza o sistema dual. O ganho obtido ¢ utilizado como parametro de entrada do segundo
estagio, composto por condigoes suficientes que, se factiveis, fornecem um ganho de re-
alimentacao de estados que estabiliza o sistema original. Assim como nas condi¢oes de
analise, o método apresentado nao requer um conhecimento prévio de limitantes para
as derivadas no tempo das fungoes de pertinéncia, o que é uma vantagem ainda maior
no contexto de sintese de leis de controle. As condigoes apresentadas sdo formuladas em
termos de LMIs dependentes de parametros com busca em um parametro escalar.

Tanto para a analise de estabilidade, quanto para a estabilizacao, a estimativa
da regiao de invariancia foi obtida a partir de um problema de otimizacao composto pe-
las condigoes propostas e condi¢oes adicionais que fazem com que a regido estimada seja
maximizada dentro do dominio de validade do modelo T-S. Para comprovar a efetividade
dos métodos propostos, foram utilizados exemplos numéricos da literatura que permitem
comparar os resultados deste trabalho com outras abordagens existentes. Verificou-se que
a abordagem proposta que faz uso de expansoes em série de Taylor para a representagao
politéopica da matriz Jacobiana das fung¢oes de pertinéncia permite diminuir o custo com-
putacional, o que pode ser vantajoso para sistemas com muitos estados ou muitos termos
nao lineares. Além disso, foi possivel verificar que os métodos propostos, tanto para ana-

lise de estabilidade, quanto para estabilizacao, sempre fornecem maiores estimativas para
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a regiao de atracao que os métodos em comparagao para os exemplos verificados, em geral
ao preco de um maior esforgo computacional.

Por fim, foi apresentada uma abordagem que lida com o problema de anélise de
estabilidade robusta de sistemas lineares continuos no tempo com incertezas politopicas.
A técnica proposta consiste em utilizar o Teorema de Gershgorin e programacao linear
para obter um certificado de estabilidade robusta por meio de restri¢oes lineares, com
o teste de positividade da matriz de Lyapunov realizado a posteriori. Desta maneira, é
dispensado o uso de LMI solvers e de programacao semi-definida. Utilizando-se uma base
de sistemas garantidamente estaveis, foram feitos experimentos computacionais com o
método proposto e com técnicas da literatura que utilizam programagao semi-definida.
Foi possivel verificar que a técnica proposta é mais vantajosa que as demais, tanto em
relacdo a certificacdo de estabilidade, quanto a eficiéncia computacional, quando tratados
sistemas com um maior nimero de estados. Por outro lado, para sistemas com muitos
parametros incertos, o método proposto ¢ mais conservador e, em alguns casos, mais

custoso que os demais.

Perspectivas

Como trabalhos futuros sugere-se a investigacao dos seguintes aspectos:

1. Obtencao de uma lei de controle por realimentacao de estados para sistemas nao
lineares representados por modelos T—S a partir das condigoes do Capitulo 3, que
utiliza a nova manipulacao por produto de Kronecker nas derivadas no tempo da

funcao de Lyapunov.

2. Utilizar as técnicas propostas para tratar problemas similares no ambito de filtragem

de sistemas nao lineares representados por modelos T-S.

3. Estender as condigoes propostas para calcular ganhos estabilizantes por realimen-

tagao de saida.

4. Estender os métodos de analise de estabilidade e controle para computar as normas

HQ € Hoo.
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