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Resumo

Nesta dissertação são estudados sistemas lineares positivos, isto é, sistemas lineares com

variáveis de estado e de saída não negativas, para qualquer condição inicial e entrada

não negativas. Mais precisamente, pretende-se abordar os problemas de síntese de con-

troladores para sistemas discretos positivos lineares com parâmetros variantes no tempo

(LPV, do inglês Linear Parameter-Varying) por meio de metodologias baseadas em desi-

gualdades matriciais lineares (em inglês, Linear Matrix Inequalities — LMIs). Para este

fim, consideram-se como critérios de desempenho as normas H∞ e H2. Investiga-se o pro-

jeto de controladores por realimentação estática de saída e de estados. Como primeira

contribuição, propõe-se um procedimento iterativo, baseado em LMIs dependentes de pa-

râmetros, para a estabilização e controle H∞ e H2 dos sistemas discretos positivos LPV.

Dentre as principais características do método iterativo, destaca-se o emprego do ganho

diretamente como uma variável de otimização, em vez de adotar mudanças de variáveis.

Esse atributo da recuperação do ganho é muito vantajoso no âmbito de sistemas positivos,

uma vez que possibilita eliminar a imposição de estruturas diagonais sobre as matrizes

envolvidas na recuperação do ganho para satisfazer a restrição de positividade aplicada

ao sistema em malha fechada. Outra vantagem é a possibilidade de o método proposto

poder ser particularizado para lidar com sistemas politópicos invariantes no tempo e sis-

temas chaveados (com regra de chaveamento arbitrária), permitindo, ainda, o emprego

de estruturas especiais no ganho, tais como descentralização ou restrições sobre o módulo

dos elementos, sem restringir qualquer outra variável do problema. Outras propriedades

interessantes da técnica proposta são listadas a seguir: o emprego de relaxações aplicadas

de maneira combinada às condições de estabilidade e positividade para reduzir o grau

de conservadorismo do procedimento iterativo; a garantia de convergência local do algo-

ritmo; a proposição de condições iniciais adequadas que garantem a existência de soluções

factíveis a cada iteração. Como segunda contribuição, apresenta-se nesta dissertação uma

condição LMI associada a uma busca em um parâmetro escalar restrito a um intervalo

bem definido para síntese de controladores por realimentação de estados no contexto de

sistemas lineares positivos chaveados discretos no tempo, capaz de prover controladores

dependentes e independentes de modos. Finalmente, exemplos numéricos ilustram a apli-

cabilidade e a flexibilidade dos métodos propostos, bem como a eficiência das abordagens

quando comparadas com outras técnicas existentes na literatura.

Palavras-chaves: Sistemas lineares positivos; sistemas chaveados; parâmetros variantes

no tempo; controle por realimentação estática de saída; realimentação de estados; desi-

gualdades matriciais lineares.



Abstract

Linear positive systems are investigated in this dissertation, that is, linear systems whose

state and output variables are non-negative for any non-negative input and non-negative

initial condition. More precisely, the problem of control synthesis for linear parameter-

varying (LPV) discrete-time positive systems is addressed by means of linear matrix in-

equality (LMI) based methodologies. To this aim, performance criteria such as theH∞ and

H2 norms are taken into account. The static state and output feedback control design is

investigated. As first contribution, an iterative procedure based in parameter-dependent

LMIs is proposed to solve the problems of stabilization and H∞ and H2 control of LPV

discrete-time positive systems. Among the main features of the iterative method, one can

highlight the use of the control gain directly as optimization variable, instead of adopting

the usual change of variables. This particularity of gain synthesis is very advantageous

in the context of positive systems, since it eliminates the need of diagonal structures

in the variables related to the gain recovery, required to satisfy the positiveness con-

straint applied to the closed-loop system. Another benefit is that the proposed method

can be particularized to deal with time-invariant polytopic systems and switched systems

(with arbitrary switching rule), also allowing the employment of particular structures in

the gain, such as decentralization or module limitation of the gain entries, without con-

straining other variables of the problem. Further interesting properties of the proposed

technique are listed as follows: the employment of relaxations applied jointly to the sta-

bility and positivity conditions to reduce the conservativeness of the iterative procedure;

the guarantee of local convergence of the synthesis algorithm; the proposition of appro-

priate initial conditions that assure the existence of feasible solution at each iteration.

As a second contribution, this dissertation presents an LMI condition combined with a

scalar parameter search, with the scalar parameter confined to a well-defined interval,

for the design of state-feedback controllers for discrete-time positive switched systems,

that is capable of providing mode-dependent and mode-independent controllers. Finally,

numerical examples illustrate the applicability and flexibility of the proposed methods,

as well as the efficiency of the proposed approach when compared with other techniques

from the literature.

Keywords: Linear positive systems; switched systems; time-varying parameters; static

output-feedback control; state-feedback control; linear matrix inequalities.
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1 Introdução

O estudo de sistemas dinâmicos tem sido impulsionado com o advento de

ferramentas computacionais cada vez mais poderosas, viabilizando o uso de modelos ma-

temáticos complexos, capazes de atender a demandas de controle mais exigentes. Em

particular, os problemas de controle e análise de estabilidade de sistemas dinâmicos sujei-

tos às mais variadas adversidades (incertezas, saturação de sinais, imprecisão de medidas,

falhas de sensores e atuadores) vêm recebendo grande atenção. Nesse cenário, destacam-se

as técnicas de otimização baseadas em programação semidefinida, sobretudo as formula-

ções expressas em termos de desigualdades matriciais lineares (em inglês, Linear Matrix

Inequalities — LMIs). Veja, por exemplo, (BOYD et al., 1994; El Ghaoui; NICULESCU,

2000) e também (OLIVEIRA; PERES, 2010) para uma introdução ao tema.

Fundamentadas pela teoria de Lyapunov (LYAPUNOV, 1992), isto é, pela

construção de funções de Lyapunov que certifiquem a estabilidade em malha fechada (e

eventualmente garantam outras propriedades) do sistema, inúmeros resultados surgiram

nas últimas décadas envolvendo o projeto de controladores, filtros ou simplesmente testes

conclusivos sobre a estabilidade de sistemas lineares incertos. Desde a função quadrática

nos estados com uma matriz constante de Lyapunov associada à incerteza presente no

modelo (estabilidade quadrática), até a construção de funções polinomiais homogêneas

em termos do estado ou do parâmetro incerto, um elenco enorme de métodos e condições

baseados em LMIs foi desenvolvido, tratando de sistemas contínuos, discretos, híbridos,

etc., sujeitos a diversas perturbações.

Muitas vezes, entretanto, no projeto de controladores as restrições emergem

não apenas de critérios de desempenho ou de perturbações externas, mas sim como con-

sequência imediata da natureza do sistema em si. Uma vasta gama de problemas de

engenharia, por exemplo, possui como restrição adicional a não-negatividade dos esta-

dos (DAYAWANSA; MARTIN, 1999; BENZAOUIA; TADEO, 2008). Sistemas cujas va-

riáveis de estado assumem apenas valores não-negativos, chamados de sistemas positi-

vos (FARINA; RINALDI, 2000), podem ser encontrados nas mais diversas áreas como

engenharia, biologia, medicina, ciências sociais e economia (CACCETTA; RUMCHEV,

2000).

A teoria de sistemas positivos está enraizada no estudo de matrizes não-

negativas, cujo pilar é o famoso Teorema de Perron-Frobenius (HORN; JOHNSON, 1991).

Iniciado por Luenberger (1979), o estudo de sistemas positivos ainda é uma área em aberto

para pesquisas, pois muitos dos resultados bem estabelecidos para sistemas lineares não

podem ser aplicados diretamente aos sistemas positivos, uma vez que esses são definidos

em cones e não no espaço linear (CACCETTA; RUMCHEV, 2000). Não obstante, segundo
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Ebihara et al. (2018), a restrição de positividade intrínseca ao sistema em malha fechada

dificulta a síntese, podendo entretanto, para algumas situações, ser contornada com a “es-

tabilidade diagonal”. Essa afirmação se baseia no conhecimento bem estabelecido de que

sistemas positivos admitem estrutura diagonal para a matriz de Lyapunov que certifica a

estabilidade assintótica do sistema.

No que se refere a sistemas positivos, por ora, existem condições necessárias

e suficientes apenas para estabilização e controle H∞ por realimentação de estados para

sistemas precisamente conhecidos. Dentre os trabalhos que abordam sistemas lineares

invariantes no tempo (em inglês, Linear Time Invariant — LTI), vale mencionar (TA-

NAKA; LANGBORT, 2011), no qual é mostrada a prova de que a LMI do Lema de

Kalman-Yakubovich-Popov (KYP), considerando o desempenho H∞, admite a matriz de

Lyapunov com estrutura diagonal em sistemas positivos. Na mesma linha, em Ebihara et

al. (2014) apresenta-se uma prova alternativa para demonstrar que a matriz de Lyapu-

nov nas LMIs do tipo KYP e nas desigualdades de Lyapunov pode ser diagonal, e ainda

ser relaxada para não-simétrica no caso de sistemas positivos. Finalmente, uma aplica-

ção interessante é investigada por Hernandez-Vargas et al. (2011), em que a dinâmica do

tratamento de uma mutação viral é representada por meio de um sistema linear positivo

chaveado.

Em relação à realimentação estática de saída, conforme afirmado por Bhat-

tacharyya e Patra (2018), são poucos os trabalhos presentes na literatura que propõem

solução para esse problema de controle no âmbito de sistemas positivos. O artigo de Bhat-

tacharyya e Patra (2018) utiliza um método iterativo baseado em LMIs para tratar a

realimentação de saída para sistemas LTI positivos no tempo contínuo.

No caso do controle H2 existe um desafio ainda maior, pois segundo Ebihara

et al. (2018), acredita-se que a síntese do controlador H2 por realimentação de estados sob

restrições de positividade seja um problema não convexo. Em Deaecto e Geromel (2017)

são apresentados métodos que fornecem uma função de chaveamento globalmente assin-

toticamente estável e um conjunto de ganhos de realimentação de estados que assegura a

positividade e um custo garantido H2 para sistemas chaveados contínuos no tempo. Ainda

em relação à norma H2, em Ebihara et al. (2018) é tratada a síntese H2 por realimen-

tação de estados para sistemas discretos invariantes no tempo precisamente conhecidos,

considerando a restrição de positividade nas matrizes de malha fechada.

Diante do exposto, neste trabalho é proposta uma nova abordagem iterativa,

baseada em LMIs dependentes de parâmetros, para a estabilização e controleH∞ eH2 por

realimentação estática de saída para tratar sistemas discretos positivos lineares com pa-

râmetros variantes no tempo (LPV, do inglês Linear Parameter-Varying). As condições

também podem tratar o problema de realimentação de estados e, com pequenas modi-

ficações, considerar sistemas chaveados (com chaveamento arbirário), ou invariantes no

tempo. Além disso, desenvolve-se outro método de síntese, também baseado em LMIs, no
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contexto de sistemas lineares positivos chaveados discretos no tempo.

Uma descrição resumida dos capítulos que compõem a dissertação é apresen-

tada na sequência.

Capítulo 2: Apresenta a definição do problema estudado, assim como conceitos relaci-

onados à estabilidade de sistemas positivos discretos, condições LMIs para análise

de estabilidade e cômputo das normas H2 e H∞ de sistemas LPV, além de alguns

lemas auxiliares utilizados no decorrer deste trabalho.

Capítulo 3: A primeira contribuição desta dissertação, a qual consiste em um proce-

dimento iterativo baseado em LMIs dependentes de parâmetros, para tratar a es-

tabilização de sistemas LPV positivos, é apresentada. Ademais, é mostrado o de-

senvolvimento de uma condição LMI para abordar a síntese de controladores por

realimentação de estados para sistemas lineares positivos chaveados discretos no

tempo. A eficiência dos métodos propostos é averiguada por meio de exemplos nu-

méricos estatísticos ou retirados da literatura.

Capítulo 4: Discorre sobre as condições desenvolvidas para a síntese de controladores

H2 e H∞, as quais são resolvidas mediante o uso de procedimentos iterativos. Os

algoritmos utilizados para obter os controladores H2 e H∞ baseiam-se nas mesmas

relaxações para redução de conservadorismo e possuem estrutura similar, consis-

tindo de três etapas: garantia da estabilidade, verificação da positividade e otimi-

zação do custo garantido. Além disso, são destacadas as características principais

das condições propostas e, em seguida, experimentos numéricos ilustram a eficácia

das abordagens desenvolvidas quando comparadas a outras técnicas disponíveis na

literatura.

Capítulo 5: Contém as conclusões, perspectivas para trabalhos futuros e relação dos

artigos produzidos ao longo do desenvolvimento do mestrado.
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2 Fundamentos Matemáticos

Neste capítulo são introduzidos fundamentos teóricos para tornar viável a fa-

milizarização com o problema investigado, isto é, o controle por realimentação estática

de saída e de estados de sistemas discretos positivos. Na sequência, apresenta-se a defi-

nição do problema, em conjunto com as restrições que envolvem os sistemas positivos.

Adicionalmente, alguns conceitos relacionados à estabilidade e critérios de desempenho

são relembrados. Por fim, detalha-se uma extensão no contexto de sistemas positivos e é

feita a apresentação dos lemas auxiliares empregados nesta dissertação.

2.1 Sistemas positivos discretos no tempo

Considere um sistema linear discreto invariante no tempo dado por

x(k + 1) = Ax(k) + Bw(k)

y(k) = Cx(k) + Dw(k)
(2.1)

em que x(k) ∈ R
nx , w(k) ∈ R

nw e y(k) ∈ R
ny são, respectivamente, o vetor de estados,

o vetor de entradas e o de saídas do sistema; A, B, C e D são matrizes do sistema

precisamente conhecidas (independente de parâmetros).

A seguir são apresentadas as definições de sistemas positivos que podem ser

encontradas em Farina e Rinaldi (2000).

Definição 2.1. Um sistema é dito externamente positivo se para cada entrada não nega-

tiva w(k) e condição inicial nula x(0) = 0, o vetor de saída y(k) pertence ao quadrante

positivo, ou seja, y(k) ∈ R
nx
+ , ∀k ∈ Z+.

Definição 2.2. Um sistema é dito internamente positivo se para cada entrada não nega-

tiva w(k) e condição inicial não negativa x(0), o vetor de estados x(k) e o vetor de saídas

y(k) pertencem ao quadrante positivo, ∀k ∈ Z+.

Das definições anteriores, está claro que um sistema é externamente positivo so-

mente se é internamente positivo, mas o contrário não é válido. Neste trabalho considera-se

o cenário de sistemas internamente positivos (denominados simplesmente sistemas posi-

tivos).

Outra definição de positividade de sistemas lineares discretos no tempo, des-

crita em termos de matrizes de espaço de estados, é reproduzida a seguir (FARINA;

RINALDI, 2000).

Definição 2.3. O sistema (2.1) é positivo se, e somente se, A ≥ 0, B ≥ 0, C ≥ 0 e

D ≥ 0.
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Adicionalmente, para projetar controladores estabilizantes, faz-se necessário a

introdução da definição de estabilidade assintótica, descrita na sequência em termos de

LMIs.

Lema 2.1. O sistema (2.1) é assintoticamente estável se, e somente se, existir uma matriz

de Lyapunov diagonal definida positiva P tal que

A′P A− P ≺ 0. (2.2)

2.2 Definição do problema

Embora as definições apresentadas tenham sido estabelecidas para sistemas

precisamente conhecidos, com intuito de ser mais abrangente, nesta dissertação será tra-

tado o caso de sistemas lineares afetados por parâmetros incertos variantes no tempo1.

Assim, considere o seguinte sistema LPV positivo discreto no tempo

G ,







x(k + 1) = A(α(k))x(k) + B(α(k))u(k) + E(α(k))w(k),

z(k) = Cz(α(k))x(k) + Dz(α(k))u(k) + Ez(α(k))w(k),

y(k) = Cy(α(k))x(k) + Ey(α(k))w(k),

(2.3)

em que x(k) ∈ R
nx é o vetor de estados, u(k) ∈ R

nu é a entrada de controle, w(k) ∈ R
nw

é a entrada de ruído, z(k) ∈ R
nz é a saída controlada, y(k) ∈ R

ny é a saída medida e

α(k) = [α1(k), . . . , αN(k)]′ é um vetor de parâmetros variantes no tempo, o qual pertence

ao simplex unitário de dimensão N dado por

Λ ,

{

ζ ∈ R
N :

N∑

i=1

ζi = 1, ζi ≥ 0, i = 1, . . . , N

}

, ∀k ∈ Z+.

As matrizes do espaço de estados podem ser escritas como uma combinação

convexa de N vértices conhecidos Mi

M(α(k)) =
N∑

i=1

αi(k)Mi, α(k) ∈ Λ.

Esta dissertação aborda, dentre outros, o problema de projeto de uma lei de

controle de realimentação estática de saída definida por

u(k) = L(α(k))y(k), (2.4)

para o sistema LPV politópico (2.3). O sistema LPV de malha fechada resultante é dado

por

Gcl ,







x(k + 1) = Acl(α(k))x(k) + Bcl(α(k))w(k),

z(k) = Ccl(α(k))x(k) + Dcl(α(k))w(k),
(2.5)

1 Observe que os sistemas LTI podem ser tratados como um caso particular dos sistemas LPV.
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em que
Acl(α(k)) = A(α(k)) + B(α(k))L(α(k))Cy(α(k)),

Bcl(α(k)) = E(α(k)) + B(α(k))L(α(k))Ey(α(k)),

Ccl(α(k)) = Cz(α(k)) + Dz(α(k))L(α(k))Cy(α(k)),

Dcl(α(k)) = Ez(α(k)) + Dz(α(k))L(α(k))Ey(α(k)).

(2.6)

O propósito do controlador obtido é assegurar a estabilidade assintótica e garantir a

positividade em malha fechada do sistema.

Uma condição suficiente para verificar a estabilidade assintótica do sistema

LPV discreto (2.5), que pode ser vista como uma extensão da Lema 2.1 para sistemas

LPV politópicos, é apresentada a seguir (DAAFOUZ; BERNUSSOU, 2001).

Lema 2.2. O sistema (2.5) é assintoticamente estável se existir uma matriz simétrica e

definida positiva P (α(k)), tal que

Acl(α(k))P (α(k))A′
cl(α(k))− P (α(k + 1)) ≺ 0, ∀α(k) ∈ Λ (2.7)

ou, equivalentemente (por complemento de Schur)



P (α(k + 1)) ⋆

P (α(k))A′
cl(α(k)) P (α(k))



 ≻ 0, ∀α(k) ∈ Λ. (2.8)

Além de garantir a estabilidade de sistemas LPV, a condição apresentada no

Lema 2.2 é necessária e suficiente para garantir a Schur estabilidade de sistemas LTIs

politópicos admitindo-se α(k + 1) = α(k) = α, ou seja, ao satisfazer o Lema 2.2 é possível

assegurar que os autovalores da matriz dinâmica Acl(α(k)) estão dentro do círculo de raio

unitário. Note que a estrutura da matriz P (α(k)) não está definida a priori no Lema 2.2

e, além disso, buscar por uma solução para o Lema 2.2 caracteriza um problema de

otimização de dimensão infinita, uma vez que as LMIs dependentes de parâmetros (2.7)

ou (2.8) devem ser satisfeitas para todos valores de α(k) ∈ Λ. Diante disso, na Seção

3.1.3, são expostas as estratégias adotadas para obter LMIs finitas (condições suficientes

que, se verificadas, garantem a validade de (2.7) e (2.8) para todo α(k) ∈ Λ), tornando o

problema computacionalmente programável.

Além de garantir a estabilidade assintótica e a positividade, deseja-se conside-

rar no projeto critérios de desempenho, como as normas H∞ e H2, citadas na sequência.

2.3 Cômputo de normas

Para o projeto de controladores, pretende-se adotar a minimização de um li-

mitante superior, custo garantido, para a norma H∞ e para a norma H2 do sistema em

malha fechada. Assim, esta seção almeja apresentar algumas definições e condições LMIs

bem estabelecidas relacionadas ao cômputo das normas.
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2.3.1 Análise da norma H∞
Em termos de resposta em frequência a norma H∞ pode ser interpretada, no

caso monovariável (uma entrada e uma saída), como o maior ganho possível que o sistema

pode fornecer para entradas senoidais. Assim, o controle H∞ pode ser empregado para

atenuar efeitos causados por distúrbios externos.

A normaH∞ do sistema (2.5) é definida como a razão entre as raízes quadradas

da energia da saída z(k) e da energia da entrada exógena w(k) para o pior cenário do

sinal de entrada w(k) ∈ ℓ2 (DE CAIGNY et al., 2010), conforme apresentado a seguir.

‖Gcl‖∞ , sup
‖w(k)‖

2
6=0

‖z(k)‖2

‖w(k)‖2

, ∀α(k)

Uma forma de se calcular a norma H∞ do sistema (2.5) é solucionando um problema

de otimização baseado em LMIs dependentes de parâmetros. De modo geral, condições

que relacionam um limitante para a norma H∞ com a existência de uma solução são

conhecidas como bounded real lemmas. A seguir é apresentado o bounded real lemma para

sistemas LPV discretos no tempo, utilizando uma função de Lyapunov dependente de

parâmetros (DE SOUZA et al., 2006, Lema 3).

Lema 2.3. O sistema LPV discreto no tempo (2.5) é estável e satisfaz ‖Gcl‖∞ < γ

se existir uma matriz simétrica definida positiva P (α(k)), tal que a LMI dependente de

parâmetros2











P (α(k + 1)) ⋆ ⋆ ⋆

P (α(k))A′
cl(α(k)) P (α(k)) ⋆ ⋆

B′
cl(α(k)) 0 γI ⋆

0 Ccl(α(k))P (α(k)) Dcl(α(k)) γI











≻ 0 (2.9)

seja assegurada para todo (α(k), α(k + 1)) ∈ Λ× Λ.

2.3.2 Análise da norma H2

Uma especificação muito importante em sistemas de controle é a área ao qua-

drado da soma das respostas impulsivas computadas em todas as saídas, conhecida como

normaH2. Assim, o controleH2 é comumente empregado para minimizar a energia da res-

posta ao impulso do sistema. Se o sistema (2.5) for assintoticamente estável, a norma H2 é

definida por (BARBOSA et al., 2002).

‖Gcl‖2
2 = lim

T →∞
sup E

{

1

T

T∑

k=0

z′(k)z(k)

}

2 O símbolo ⋆ representa um bloco simétrico em uma matriz.
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em que T é um inteiro positivo que representa o horizonte de tempo e E{·} é a esperança

matemática. Na sequência, apresenta-se uma condição LMI dependente de parâmetros,

conforme mostrado em De Caigny et al. (2010), a qual fornece um limitante superior para

a norma H2 em um horizonte infinito.

Lema 2.4. Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P (α(k)) e M(α(k)), tais

que



P (α(k + 1))− Acl(α(k))P (α(k))A′

cl(α(k)) ⋆

Bcl(α(k)) I



 ≻ 0 (2.10)

e 


M(α(k))−Dcl(α(k))D′

cl(α(k)) ⋆

P (α(k))C ′
cl(α(k)) P (α(k))



 ≻ 0 (2.11)

para todo (α(k), α(k + 1)) ∈ Λ× Λ, então o sistema (2.5) é assintoticamente estável e

||Gcl||22 ≤ Tr (M(α(k))) .

2.4 Extensão para sistemas positivos chaveados

Além de tratar o caso de sistemas LPV positivos discretos, o método de sín-

tese de controladores desenvolvido nesta dissertação pode ser adaptado para tratar a

estabilização de outras classes de sistemas lineares como, por exemplo, a classe caracteri-

zada pela existência de “chaveamentos” entre subsistemas ou modos de operação. Nesse

sentido, sabendo que muitos problemas de engenharia, além de serem inerentemente mul-

timodais, necessitando de vários modelos dinâmicos para descrever com precisão razoável

o comportamento do sistema sob estudo, têm como restrição adicional a não-negatividade

dos estados (DAYAWANSA; MARTIN, 1999; BENZAOUIA; TADEO, 2008), o que torna

os sistemas positivos chaveados uma extensão interessante a ser abordada. Diante disso,

considere o sistema linear positivo chaveado discreto no tempo

x(k + 1) = Aǫ(k)x(k) + Bǫ(k)u(k) (2.12)

em que Aǫ(k) ∈ R
n×n, Bǫ(k) ∈ R

n×m, x(k) é o vetor de estados, u(k) é o vetor de entradas

de controle e ǫ(k) : N→ {1, 2, . . . , S} é a função de chaveamento que seleciona arbitrari-

amente o subsistema (modo de operação) linear que está ativo a cada instante de tempo,

sendo S o número de subsistemas. Ao admitir a seguinte lei de controle

u(k) = Kǫ(k)x(k) (2.13)

objetiva-se estabilizar assintoticamente e garantir a positividade do sistema chaveado em

malha-fechada

x(k + 1) = Aclǫ(k)x(k), (2.14)
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em que Aclǫ(k) = Aǫ(k) + Bǫ(k)Kǫ(k).

Uma condição necessária e suficiente para que o sistema em malha fechada (2.14)

seja positivo é dada pela Definição 2.3 para todo ǫ(k).

Adicionalmente, a estabilidade assintótica de um sistema chaveado em malha

fechada pode ser certificada por um resultado de Daafouz et al. (2002), descrito a seguir.

Lema 2.5. O sistema chaveado (2.14) é assintoticamente estável se existirem matrizes

simétricas definidas positivas Pi, i = 1, . . . , N , tais que

A′
cli

PjAcli − Pi ≺ 0, i, j = 1, . . . , N. (2.15)

Aplicando o complemento de Schur em (2.15), obtém-se a condição equivalente




Pi A′

cli
Pj

⋆ Pj



 ≻ 0, i, j = 1, . . . , N. (2.16)

Ao fazer uma transformação de congruência em (2.16), com Xi = P −1
i , obtém-se o se-

guinte resultado



Xi XiA

′
cli

⋆ Xj



 ≻ 0, i, j = 1, . . . , N. (2.17)

2.5 Lemas auxiliares

A seguir apresentam-se dois lemas auxiliares utilizados na construção e de-

monstração de condições propostas nesta dissertação. Esses lemas possibilitam eliminar

variáveis e não linearidades, bem como acrescentar variáveis extras, aumentando assim a

liberdade na busca por soluções factíveis e ainda separar as matrizes de Lyapunov das

matrizes pertencentes ao sistema. Na sequência, o Lema da Projeção (GAHINET; AP-

KARIAN, 1994; IWASAKI; SKELTON, 1994) é mostrado.

Lema 2.6. (Lema da Projeção) Dadas as matrizes W e Y com n colunas e Q = Q′ ∈
R

n×n, existe uma matriz não estruturada F que satisfaz

Q + W′FY + Y′F′W ≺ 0 (2.18)

se, e somente se, as desigualdades de projeção são satisfeitas

N′
W QNW ≺ 0, (2.19)

N′
Y QNY ≺ 0, (2.20)

em que NW e NY são matrizes arbitrárias cujas colunas formam uma base para o espaço

nulo de W e Y, respectivamente.

O Lema de Finsler (DE OLIVEIRA; SKELTON, 2001), descrito a seguir, tam-
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bém pode ser utilizado para estender condições de análise para a síntese de controladores

e filtros.

Lema 2.7. (Lema de Finsler) Considere w ∈ R
n, Q ∈ R

n×n e B ∈ R
m×n, com

rank(B) < n e B⊥ uma base para o espaço nulo de B, isto é, BB⊥ = 0. As seguintes

condições são equivalentes

1. w′Qw, ∀w 6= 0 : Bw = 0;

2. B⊥′QB⊥ ≺ 0;

3. ∃µ ∈ R : Q− µB′B ≺ 0;

4. ∃X ∈ R
n×m : Q+ XB + B′X ′ ≺ 0.



27

3 Estabilização de Sistemas Positivos

Neste capítulo, apresentam-se os principais resultados referentes ao caso de

estabilização de sistemas positivos discretos no tempo (LPV, LTI e chaveados). Inicial-

mente, discorre-se de modo sucinto sobre o método do qual as técnicas propostas neste

trabalho derivam. Na sequência, a condição desenvolvida para estabilização é apresen-

tada. As principais aplicações e vantagens da técnica proposta, bem como informações

em relação à obtenção dos testes de dimensão finita são fornecidas. Finalmente, exemplos

numéricos ilustram a aplicabilidade da abordagem proposta.

3.1 Estabilização de sistemas LPV positivos por realimentação es-

tática de saída

Nesta seção apresenta-se uma adaptação do método de Felipe (2017) para abor-

dar a realimentação estática de saída em sistemas LPV positivos discretos no tempo, em

que as matrizes do sistema são dependentes de parâmetros variantes no tempo pertencen-

tes a um domínio politópico. Nesta dissertação, consideram-se apenas variações arbitrárias

(os parâmetros podem atingir, de um instante a outro, qualquer ponto no domínio). A

extensão dos resultados para tratar o caso de variações limitadas é imediata.

Em Felipe (2017) trata-se do problema de estabilização robusta de sistemas

lineares incertos invariantes no tempo por realimentação estática de saída e estados. O

procedimento de síntese em Felipe (2017) ocorre por meio de um algoritmo iterativo com

convergência local baseado em LMIs. O principal diferencial dessa estratégia é tratar o

ganho de controle diretamente como uma variável de otimização, ao invés de transformar

o produto entre a matriz de Lyapunov (ou a variável de folga) e o ganho de controle em

uma nova variável, como geralmente ocorre nos métodos disponíveis na literatura (BOYD

et al., 1994).

A principal motivação para desenvolver uma extensão do método de Felipe

(2017) para o projeto de controladores no contexto de sistemas positivos, é evitar a ne-

cessidade de impor estruturas nas variáveis matriciais do problema, necessariamente di-

agonais para síntese do ganho na maioria dos trabalhos sobre sistemas positivos. Essa

imposição decorre da restrição de positividade ao sistema em malha fechada, quando o

ganho é obtido por mudanças de variáveis. No caso de estabilidade quadrática, quando

uma única matriz de Lyapunov é utilizada para garantir a estabilidade em malha fechada

para todos os parâmetros incertos, a restrição é ainda mais severa, pois a própria matriz

de Lyapunov, empregada para a recuperação do ganho, deve ser diagonal.
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Observação 3.1. Como destacado em Ebihara et al. (2014), em termos de síntese, é pos-

sível escolher a matriz de Lyapunov como simétrica (e até com estrutura arbitrária), o que

resulta em condições menos conservadoras e garante a positividade do sistema realimen-

tado pela lei de controle determinada. Não obstante, em termos de análise de estabilidade,

uma matriz de Lyapunov diagonal é necessária e suficiente para garantir a estabilidade

do sistema positivo em malha-fechada.

O teorema apresentado na sequência é baseado em um dos resultados de Fe-

lipe (2017), tendo como principal diferença a inclusão da restrição (3.2), responsável por

garantir a positividade em malha fechada.

Teorema 3.1. Para dadas matrizes dependentes de parâmetros1 Yei(ᾱ(k)), i = 1, 2, 3,

se existirem matrizes dependentes de parâmetros simétricas definidas positivas P (ᾱ(k)),

matrizes dependentes de parâmetros Xei(ᾱ(k)), i = 1, 2, 3, e L(α(k)) tais que

Qe(ᾱ(k)) + Xe(ᾱ(k))Be(ᾱ(k)) + B′
e(ᾱ(k))X ′

e(ᾱ(k)) ≺ 0, (3.1)

Acl(α(k)) ≥ 0 (3.2)

para todo ᾱ(k) = (α(k), α(k + 1)) ∈ Λ× Λ e todo k ∈ Z+, em que

Be(ᾱ(k)) =
[

Ye1(ᾱ(k)) Ye2(ᾱ(k)) Ye3(ᾱ(k))
]

,

Xe(ᾱ(k)) =
[

X ′
e1(ᾱ(k)) X ′

e2(ᾱ(k)) X ′
e3(ᾱ(k))

]′
,

Qe(ᾱ(k)) =








−P (α(k)) ⋆ ⋆

0 P (α(k + 1)) ⋆

Acl(α(k)) −I 0








, (3.3)

sendo Acl(α(k)) e Ccl(α(k)) definidas em (2.6), então L(α(k)) é um ganho de controle por

realimentação estática de saída que assegura a estabilidade e a positividade do sistema em

malha fechada.

Demonstração. Perceba que, conforme a Definição 2.3, a condição em (3.2) garante a

positividade do sistema em malha fechada (2.5). Em relação à estabilidade robusta,

a factibilidade de (3.1) implica que Ye3(ᾱ(k)) possui posto completo. Assim, considere

Be(ᾱ(k)) = Ye3(ᾱ(k))
[

−F (ᾱ(k)) −G(ᾱ(k)) I
]

e pré e pós-multiplique (3.1) respectiva-

mente por B⊥′(ᾱ(k)) e B⊥(ᾱ(k)) com

B⊥′(ᾱ(k)) =




I 0 F ′(ᾱ(k))

0 I G′(ᾱ(k))



 ,

1 O vetor de parâmetros ᾱ(k) representa ᾱ(k) = (α(k), α(k + 1)).
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para obter a seguinte condição equivalente



−P (α(k)) + He(Acl(α(k))F (ᾱ(k))) ⋆

G′(ᾱ(k))Acl(α(k))− F (ᾱ(k)) P (α(k + 1))−He(G(ᾱ(k)))



 ≺ 0, (3.4)

Multiplicando (3.4) pela direita por N(α(k)) e pela esquerda por

N′(α(k)) =
[

I A′
cl(α(k))

]

,

tem-se

−P (α(k)) + A′
cl(α(k))P (α(k + 1))Acl(α(k)) ≺ 0, (3.5)

que é equivalente ao resultado apresentado no Lema 2.2.

3.1.1 Principais aplicações da técnica

O Teorema 3.1 pode ser estendido para abranger diferentes tipos de controle

e outras classes de sistemas. Por exemplo, para tratar a estabilização por realimentação

de estados, é possível adaptar diretamente o Teorema 3.1, como segue no Corolário 3.1.

Corolário 3.1 (Realimentação de estados). Para dadas matrizes dependentes de parâ-

metros Yei(ᾱ(k)), i = 1, 2, 3, se existirem matrizes dependentes de parâmetros simétricas

definidas positivas P (α(k)), matrizes dependentes de parâmetros Xi(ᾱ(k)) com i = 1, 2, 3

e L(α(k)), considerando Cy(α(k)) = I e Ey(α(k)) = 0, tais que (3.1) e (3.2) sejam vá-

lidas, então L(α(k)) é um ganho escalonado de realimentação de estados que assegura a

positividade do sistema em malha fechada.

O Teorema 3.1 e o Corolário 3.1 podem ser moldados para sintetizar controla-

dores estáticos robustos para sistemas LTI incertos, como mostrado na próxima observa-

ção.

Observação 3.2 (Sistemas LTI). Se o sistema (2.3) for LTI (matrizes M(α(k)) = M(α),

∀k ≥ 0, α ∈ Λ), então o projeto de um controlador robusto (independente de parâmetros)

L que estabiliza o sistema (2.3) e garante a positividade do sistema em malha fechada,

é obtido solucionando (3.1) e (3.2), fazendo α(k + 1) = α(k) = α (i.e., retirando a

dependência no tempo de todas as matrizes dependentes de parâmetros).

Além das extensões apresentadas, é possível adequar o Teorema 3.1 para que

este possa ser utilizado no âmbito de sistemas lineares positivos chaveados discretos no

tempo, como descrito no corolário a seguir.

Corolário 3.2 (Sistemas positivos chaveados). O projeto de controladores para sistemas

chaveados na forma (2.12) pode ser feito adaptando o Teorema 3.1 com a substituição

da dependência do parâmetro variante no tempo α(k) pela lei de chaveamento ǫ(k) nas

variáveis de decisão.
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3.1.2 Método iterativo

Note que, no Teorema 3.1, os valores de Be(ᾱ(k)) são fixados (não são variáveis

e sim um dado do problema de otimização), assim como em Felipe et al. (2016), para evitar

que (3.1) seja um problema de desigualdade matricial bilinear (do inglês, Bilinear Matrix

Inequality — BMI). Entretanto, fazer escolhas apropriadas para Yei(ᾱ(k)), i = 1, . . . , 3,

as quais garantam a existência de resultados factíveis, não é trivial. Diante disso, uma

interessante alternativa, adotada em Felipe et al. (2016), que é a introdução de uma

relaxação no problema de estabilização, é adaptada para este trabalho.

A relaxação consiste em resolver (3.1) substituindo Acl(α(k)) por Ā(α(k)) =

(1 − r)Acl(α(k)), com r ∈ (−∞, 1]. Para r ∈ [0, 1), a estabilidade de Ā(α(k)) assegura

que 1/(1 − r) é um limitante superior para o máximo valor absoluto dos autovalores de

Acl(α) no caso LTI e para a taxa de decaimento no caso LPV. Isso significa que garantir

a estabilidade de Ā(α(k)) é menos restritivo que garantir a estabilidade de Acl(α). Por

outro lado, se r ≤ 0, a estabilidade de Ā(α(k)) implica a estabilidade de Acl(α(k)).

Finalmente, é importante destacar que para a escolha particular Be(ᾱ(k)) =

Be =
[

0 I −I
]

, isto é, Ye1(ᾱ(k)) = 0, Ye2(ᾱ(k)) = I e Ye3(ᾱ(k)) = −I, sempre

existe um r finito suficientemente grande para o qual a condição (3.1) é verificada com

Acl(α(k)) = Ā(α(k)) = (1−r)Acl(α(k)). Assim, observe que, como mostrado em Felipe et

al. (2016), Be(ᾱ(k)) e X ′
e(ᾱ(k)) são intercambiáveis, uma vez que He(Xe(ᾱ(k))Be(ᾱ(k))) =

He(B′
e(ᾱ(k))X ′

e(ᾱ(k))) e todos os possíveis valores para X ′
e(ᾱ(k)) são escolhas válidas para

Be(ᾱ(k)). Supondo então, r = 1 (Ā(α(k)) = 0), X ′
e(ᾱ(k)) = −1/2Be0, e aplicando o com-

plemento de Schur em (3.1), obtém-se







−P (α(k)) ⋆ ⋆

0 P (α(k + 1))− I ⋆

0 0 −I







≺ 0. (3.6)

Como sempre existe P (α(k)) = P (α(k + 1)) = νI, ν ∈ (0, 1) tal que (3.6)

seja satisfeita, é válido afirmar que Be =
[

0 I −I
]

é uma escolha inicial que garante

a factibilidade do problema para r = 1. Deste modo, definido Be(ᾱ(k)), é então possível

resolver o Teorema 3.1, por meio do procedimento iterativo descrito a seguir.

De modo sucinto, para utilizar o Algoritmo 1 é preciso informar as matrizes

do sistema, o número desejado de iterações máximas, itmax, além de fornecer a condição

inicial para Be(ᾱ(k)), ou seja, Be0 =
[

0 I −I
]

. O procedimento consiste em aplicar uma

relaxação na restrição de estabilização, resolvendo (3.1) com a substituição de Acl(α(k))

por Ā(α(k)) = (1−r)Acl(α(k)), minimizando r, com a atualização de Be(α(k)) = X ′
e(α(k))

a cada iteração, enquanto r > 0. Quando r ≤ 0, a estabilidade assintótica de Acl(α(k))

é garantida e pode-se finalizar o processo. Note que, embora seja possível atribuir outras

condições iniciais, Be0, determinadas escolhas podem acarretar a não factibilidade do
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Teorema 3.1, nesse caso, o algoritmo se encerra sem fornecer uma solução estabilizante.

Algoritmo 1: Procedimento iterativo para estabilização de sistemas

positivos discretos no tempo

1 Função Estab-1phase(A(α(k)), B(α(k)), C(α(k)), itmax)

2 Inicialização de Be0, m← 0;

3 enquanto m < itmax faça

4 m← m + 1; Ām = (1− rm)Acl(α(k));

5 minimize r sujeito a Qe(ᾱ(k), Ām) + He(Xe(ᾱ(k))Be(ᾱ(k))) ≺ 0,

P (α(k)) ≻ 0, A(α(k)) + B(α(k))L(α(k))C(α(k)) ≥ 0;

6 se factível então

7 Ām = Acl(α(k));

8 se r ≤ 0 então

9 resolva Qe(ᾱ(k), Ām) + He(Xe(ᾱ(k))Be(ᾱ(k))) ≺ 0, P (α(k)) ≻ 0,

A(α(k)) + B(α(k))L(α(k))C(α(k)) ≥ 0;

10 se factível então

11 retorna(L(α(k)));

12 fim

13 fim

14 senão

15 Abandone;

16 fim

17 Be(ᾱ(k))← X ′
e(ᾱ(k));

18 fim

19 fim

3.1.3 Testes de dimensão finita

Como α(k) ∈ Λ para todo k ≥ 0, a dependência no tempo associada a todas as

matrizes no Teorema 3.1 pode ser suprimida. Neste trabalho, os parâmetros que variam

com o tempo são considerados arbitrariamente rápidos, isto é, α(k+1) pode ser modelado

como pertencente a um outro simplex α(k + 1) = β(k) ∈ Λ. Ademais, o Teorema 3.1 e as

condições propostas na Seção 3.1.1 constituem problemas de dimensão infinita que devem

ser resolvidos para todo (α(k), α(k + 1)) ∈ Λ× Λ, ou seja, não são computacionalmente

programáveis. Uma maneira de superar essa questão é por meio do uso das aproximações

polinomiais, as quais se converteram em uma ferramenta muito eficaz para solucionar

problemas em termos das, assim chamadas, relaxações (OLIVEIRA; PERES, 2007). A

positividade ou negatividade das desigualdades polinomiais, resultantes da fixação das

variáveis de otimização na forma de polinômios homogêneos, pode ser verificada em termos

de um conjunto finito de LMIs. Dentre outras formas, estes conjuntos de LMIs podem ser
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obtidos automaticamente por meio do parser ROLMIP (Robust LMI Parser) (AGULHARI

et al., 2012).

No tocante aos graus das variáveis, para P (α(k)) e P (α(k + 1)) nos exemplos

numéricos apresentados nesta dissertação, escolheu-se grau um, e para Xei(ᾱ(k)), i =

1, 2, 3, o grau é um em ambos parâmetros α(k) e β(k) = α(k+1). No caso dos controladores

de ganho escalonado, também impôs-se grau um a L(α(k)) e, se desejado um controlador

robusto (independente de parâmetros), foi fixado grau zero.

Nesta dissertação, todas as rotinas foram programadas em Matlab (R2017b)

empregando os analisadores ROLMIP (AGULHARI et al., 2012) e Yalmip (LÖFBERG,

2004) e o solucionador Mosek (MOSEK ApS, 2015).

3.1.4 Exemplos numéricos

Nesta seção, os métodos propostos para estabilização por realimentação está-

tica de saída e estados são submetidos a exemplos de comparação estatística. O desempe-

nho das técnicas de estabilização propostas neste capítulo é avaliado para diferentes es-

truturas das variáveis de folga, Xei(ᾱ(k)), i = 1, 2, 3. Além disso, verifica-se a capacidade

da abordagem fornecer ganhos de realimentação de estados com restrições de estrutura

como, por exemplo, descentralizados.

Exemplo 3.1. O objetivo deste exemplo é realizar uma comparação das condições de

projeto dadas em Ebihara et al. (2014), com o método exposto nesta dissertação para

tratar a estabilização robusta por realimentação de estados para sistemas LTI e LPV.

Além disso, uma análise do desempenho da condição proposta, considerando diferentes

estruturas para as variáveis de folga, também é feita. Para este fim, testes de estabilização

numérica são implementados utilizando um banco de dados de sistemas positivos politópi-

cos2, criado para viabilizar tais comparações estatísticas. Essa base de dados é composta

por sistemas que são instáveis em malha aberta, robustamente estabilizáveis e positivos

por algum ganho de realimentação de estados, mas não estabilizáveis quadraticamente

(isto é, não admitem uma matriz de Lyapunov constante que verifique a estabilidade do

sistema em malha fechada). Os testes foram aplicados para sistemas com as seguintes

dimensões: nx ∈ {2, 3} estados e N ∈ {2, . . . , 5} vértices e uma entrada (nu = 1). Para

cada combinação de nx e N , a base contém 50 conjuntos diferentes de sistemas.

As condições LMIs (24), (25) e (27) propostas em Ebihara et al. (2014) (res-

pectivamente chamadas de E(24), E(25) e E(27) ao longo do texto) foram adaptadas para

tratar o problema de estabilização por realimentação de estados, para os casos LPV e

LTI, tornando assim possível a comparação com o Algoritmo 1 (A1) apresentado nesta
2 Em <http://www.dt.fee.unicamp.br/~cfmorais/PositiveSystemsBasis> podem ser encontradas a base

de dados utilizada nos exemplos, a função para a leitura da base e a rotina necessária para gerar uma

base estabilizável por controladores descentralizados.
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Tabela 1 – Resultados da estabilização robusta de sistemas LTI e LPV por realimentação
de estados, obtidos pelas condições LMIs propostas em Ebihara et al. (2014)
(respectivamente E(25) e E(27)) e pelo método proposto no Algoritmo 1 (A1),
adotando 5 como número máximo de iterações e as variáveis de folga Xei(ᾱ(k)),
i = 1, 2, 3, com estrutura cheia (‘f’), simétrica (‘s’), ou diagonal (‘d’).

LPV LTI
nx N E(25) E(27) A1(s,f) A1(d) E(25) E(27) A1(s,f) A1(d)

2

2 40 39 50 48 40 40 50 47
3 39 38 50 49 39 39 50 48
4 40 39 50 49 40 40 50 50
5 39 38 50 48 39 39 50 48

3

2 44 44 50 49 44 44 50 49
3 43 42 50 50 43 43 50 50
4 47 47 50 50 47 47 50 50
5 43 43 50 49 43 43 50 49

Total(%) 83.75 82.5 100 98 83.75 83.75 100 97.75

dissertação.

Na Tabela 1 é possível verificar o número de sistemas estabilizados pelos mé-

todos adaptados de Ebihara et al. (2014) e pelo método apresentado neste trabalho para

as estruturas cheia, simétrica e diagonal das variáveis de folga, admitindo no máximo 5

iterações. A condição fornecida pela desigualdade (24) de Ebihara et al. (2014), baseada

na estabilidade quadrada, não foi apresentada na Tabela 1, pois não é capaz de estabilizar

nenhum sistema fornecido pela base utilizada.

A porcentagem total de sistemas estabilizados na Tabela 1 evidencia a van-

tagem de utilizar a técnica proposta, pois esta consegue estabilizar mais sistemas que os

métodos comparados (EBIHARA et al., 2014) para ambos os casos LTI e LPV, sejam

as variáveis de folga com estrutura cheia, diagonal ou simétrica, admitindo um número

pequeno de iterações, em média, 1.79 e 1.83 para o caso LPV, utilizando A1(s,f) e A1(d),

respectivamente. Por sua vez, na abordagem LTI a média foi 1.78 e 1.82 iterações, para

A1(s,f) e A1(d), nessa ordem.

Como é possível observar na Tabela 1 os melhores resultados são obtidos ao

utilizar variáveis de folga com estrutura simétrica ou cheia.

Exemplo 3.2. Deseja-se avaliar o desempenho das técnicas utilizadas no exemplo anterior

para obter ganhos robustos de realimentação de estados com alguns elementos específi-

cos zerados, tratando por exemplo, o problema de descentralização, em que a estrutura

utilizada é representada por Ldc. A base utilizada previamente é adaptada para garantir

a existência de tais ganhos. Neste exemplo, adota-se apenas a estrutura simétrica nas

variáveis de folga, visto que a mesma proporcionou melhores resultados no Exemplo 3.1.

Os resultados obtidos são mostrados nas Tabelas 2, 3 e 4.
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Tabela 2 – Resultados da estabilização de sistemas LTI e LPV de ordem nx = 2 obtidos
pelas condições LMIs propostas em Ebihara et al. (2014) (respectivamente
E(25) e E(27)) e pelo método proposto no Algoritmo 1 (A1), usando no má-
ximo 5 iterações e variáveis de folga com estrutura simétrica (‘s’), com ganho
robusto descentralizado, empregando as estruturas (Ldc) [l1 0] e [0 l2].

LPV LTI

nx Ldc N E(25) E(27) A1(s) E(25) E(27) A1(s)

2

[

l1 0
]

2 12 9 50 12 12 50
3 13 11 50 13 13 50
4 13 12 50 13 13 50
5 14 12 50 14 14 50

[

0 l2
]

2 21 19 50 21 21 50
3 23 20 50 23 23 50
4 15 14 49 15 15 49
5 12 11 50 12 12 50

Total(%) 30.75 27 99.75 30.75 30.75 99.75

Tabela 3 – Resultados da estabilização de sistemas LTI e LPV de ordem nx = 3 obtidos
pelas condições LMIs propostas em Ebihara et al. (2014) (respectivamente
E(25) e E(27)) e pelo método proposto no Algoritmo 1 (A1), usando no má-
ximo 5 iterações e variáveis de folga com estrutura simétrica (‘s’), com ganho
robusto descentralizado, empregando as estruturas (Ldc) [l1 0 0], [0 l2 0] e
[0 0 l3].

LPV LTI

nx Ldc N E(25) E(27) A1(s) E(25) E(27) A1(s)

3

[

l1 0 0
]

2 12 12 50 12 12 50
3 7 6 50 7 7 50
4 9 7 50 9 9 50
5 10 10 50 10 10 50

[

0 l2 0
]

2 7 5 50 7 7 50
3 11 11 50 11 11 50
4 5 4 50 5 5 50
5 9 7 50 9 9 50

[

0 0 l3
]

2 10 10 50 10 10 50
3 10 9 50 10 10 50
4 3 3 50 3 3 50
5 8 8 50 8 8 50

Total(%) 15.75 14.25 100 15.75 15.75 100
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Tabela 4 – Resultados da estabilização de sistemas LTI e LPV de ordem nx = 3 obtidos
pelas condições LMIs propostas em Ebihara et al. (2014) (respectivamente
E(25) e E(27)) e pelo método proposto no Algoritmo 1 (A1), usando no má-
ximo 5 iterações e variáveis de folga com estrutura simétrica (‘s’), com ganho
robusto descentralizado, empregando as estruturas (Ldc) [1 1 0], [1 0 1] e [0 1 1].

LPV LTI

nx Ldc N E(25) E(27) A1(s) E(25) E(27) A1(s)

3

[

l1 l2 0
]

2 30 27 50 30 30 50
3 27 25 50 27 27 50
4 31 29 50 31 31 50
5 24 24 50 24 24 50

[

l1 0 l3
]

2 29 29 50 29 29 50
3 25 24 50 25 25 50
4 27 26 50 27 27 50
5 30 30 50 30 30 50

[

0 l2 l3
]

2 24 23 50 24 24 50
3 30 29 50 30 30 50
4 26 25 50 26 26 50
5 28 28 50 28 28 50

Total(%) 54.75 53.5 100 54.75 54.75 100

A vantagem em utilizar o método proposto no âmbito de ganhos descentrali-

zados é clara ao analisar os resultados expostos nas Tabelas 2, 3 e 4. A técnica proposta

consegue estabilizar praticamente a totalidade dos sistemas testados com uma média de

2.05 iterações no caso LTI e 2.07 iterações no LPV. Em contrapartida, as condições apre-

sentadas em Ebihara et al. (2014, desigualdades (25) e (27)) não conseguem estabilizar,

em média, 30% das combinações testadas.

Exemplo 3.3. A técnica proposta é aplicada para tratar a estabilização por realimentação

estática de saída para sistemas LTI e LPV, utilizando leis de controle independentes dos

valores dos parâmetros (controle robusto) e no caso em que se supõe a leitura em tempo

real dos parâmetros (controle escalonado ou gain scheduling). Neste exemplo, comparam-

se os resultados obtidos para diferentes estruturas das variáveis de folga, Xei(ᾱ(k)), i =

1, 2, 3, de modo que todas sejam ora diagonais (‘d’), simétricas (‘s’) ou cheias (‘f’). Os

resultados são apresentados na Tabela 5.
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Tabela 5 – Resultados da estabilização de sistemas LTI e LPV por realimentação estática
de saída, adotando 5 como número máximo de iterações na técnica proposta
e as variáveis de folga Xei(ᾱ(k)), i = 1, 2, 3, com estrutura diagonal (‘d’),
simétrica (‘s’) ou cheia (‘f’).

LPV LTI
Robusto Escalonado Robusto

nx N A1(f) A1(s) A1(d) A1(f) A1(s) A1(d) A1(f) A1(s) A1(d)

2

2 49 49 41 50 50 47 49 49 37
3 49 50 39 50 50 49 49 50 41
4 50 50 45 50 50 49 50 50 42
5 50 50 45 50 50 49 50 50 45

3

2 50 50 37 50 50 49 49 50 32
3 50 50 43 50 50 50 50 50 38
4 50 50 46 50 50 50 50 50 40
5 50 50 45 50 50 49 50 50 44

Total (%) 99.5 99.75 85.25 100 100 98 99.25 99.75 79.75

Embora seja comum intuir que um maior número de variáveis escalares propor-

ciona melhores resultados em um problema de otimização, isso nem sempre é verdade em

um algoritmo iterativo, como pode ser visto na Tabela 5. Apesar da abordagem proposta

produzir resultados superiores empregando variáveis de folga com estrutura simétrica em

vez de estrutura diagonal, a porcentagem total de sistemas estabilizados utilizando va-

riáveis cheias é inferior à porcentagem obtida pela estrutura simétrica. Como trata-se

de um método iterativo que busca soluções em um espaço não convexo, não é possível

saber a priori qual estrutura fornece a melhor solução. Na primeira iteração, de fato, há

vantagem em utilizar um maior número de variáveis. Contudo, passado esta, nada mais

pode-se afirmar, visto que o espaço de solução não é mais o mesmo, estando sujeito a

diferentes mínimos locais. Ademais, vale ressaltar que o uso de outras condições inicias

Be0, diferentes da proposta neste trabalho, também acarretariam mudanças na solução

final.

Finalmente, na Tabela 5 observa-se também um maior número de sistemas

estabilizados ao utilizar o ganho escalonado, sendo a média de iterações para o caso LPV

robusto igual a 2.12, 2.07 e 2.18 para A1(f), A1(s) e A1(d), respectivamente, enquanto

para o ganho escalonado é de 1.78, 1.78 e 1.82 iterações. Por sua vez, para a abordagem

LTI a média obtida é de 2.05, 2.06 e 2.10 iterações para A1(f), A1(s) e A1(d), nessa ordem.

Exemplo 3.4. Considere o projeto de um ganho robusto por realimentação de estados

para estabilizar o sistema LPV politópico discreto positivo (2.3) cujos vértices das matrizes

são

A1 =




6.29 3.58

5.28 2.79



, A2 =




1.11 a

2.37 2.35



, B1 =




7

6



, B2 =




b

3



.

O objetivo deste exemplo é comparar o conservadorismo do Algoritmo 1 (A1), usando
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diferentes estruturas (s = simétrica, d = diagonal e c = cheia) nas variáveis de folga

Xi(ᾱ(k)), i = 1, 2, 3 do Teorema 3.1, com as condições (24), (25) e (27) de Ebihara et al.

(2014) (respectivamente chamadas de E24, E25 e E27) adaptadas para tratar o caso de

estabilização de sistemas LPV positivos. A eficiência dos métodos é avaliada pela família

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

0

0.5

1

1.5

2

2.5

a

b

A1(s,c)
A1(d)

E

Figura 1 – Região estabilizável obtida com o Algoritmo 1 (A1) utilizando Xi(ᾱ(k)) si-
métrica (s) ou cheia (c) (◦); diagonal (d) (▽); e com Ebihara et al. (2014)
(∗).

de sistemas variantes no tempo que podem ser estabilizados, ou seja, quanto maior a área

no plano a× b relacionada a soluções factíveis, menor é o conservadorismo do método.

É possível observar na Figura 1 que os três métodos da literatura provêm os

mesmos resultados, estabilizando um conjunto menor de sistemas que o método proposto,

Algoritmo 1. Adicionalmente, note que o Algoritmo 1 produz uma maior área de estabi-

lização quando emprega mais variáveis escalares no problema de otimização (estruturas

cheia e simétrica em vez de diagonal em Xi(ᾱ(k)), i = 1, 2, 3).

Quando o valor dos parâmetros variantes no tempo está disponível em tempo

real (por medição ou estimação), resultados menos conservadores podem ser obtidos com

o emprego de controladores dependentes de parâmetros (escalonados). Diferentemente

das condições da literatura, a técnica proposta permite produzir ganhos escalonados sem

alterar as demais variáveis do problema. A Figura 2 ilustra como a área de estabiliza-

ção obtida pelo Algoritmo 1 (com estrutura simétrica nas variáveis de folga) aumenta

significativamente com o emprego de ganhos escalonados.

Para ilustrar a aplicabilidade do método proposto na síntese de controladores

robustos por realimentação estática de saída, considere a = 2.4, b = 2.4 e

Cy1 =




1 0.1

0 1



 , Cy2 =




1 0.4

0 1



 . (3.7)
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Figura 2 – Região estabilizável obtida com Algoritmo 1 com Xi(ᾱ(k)) simétrica para a
síntese de ganhos escalonados (L(α(k)) – ×) e robustos (L – ◦).

Neste caso, mesmo considerando o problema de realimentação de estados, os métodos

de (EBIHARA et al., 2014) não são capazes de prover um ganho que estabilize e man-

tenha a positividade do sistema em malha-fechada. Entretanto, mesmo que E24, E25 ou

E27 produzissem uma solução factível para o par (a, b) considerando o problema de re-

alimentação de estados, não seria possível adaptar o sistema ou as condições de síntese

para computar um controle por realimentação de saída, uma vez que a matriz Cy(α(k))

é politópica e variante no tempo. No entanto, o Algoritmo 1 com Xi(ᾱ(k)), i = 1, 2, 3

simétricas, produz o seguinte ganho robusto

L =
[

−0.7900 −0.4650
]

. (3.8)

O comportamento das trajetórias das saídas e dos estados do sistema (2.3) em malha-

fechada com o controlador (3.8) pode ser visto na Figura 3 para uma condição inicial

x(0) = [1 2]′ e um vetor de parâmetros α(k) que varia de acordo com a seguinte função:

α1(k) =
sin(0.4k) + 1

2
, α2(k) = 1− α1(k).

Observe que a saída em malha-aberta é instável, porém tanto os estados quanto as saídas

em malha-fechada são positivos e tendem assintoticamente para zero.
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Figura 3 – Trajetórias dos parâmetros variantes no tempo (α(k)); da saída em malha
aberta (log10 (y(k))); da saída (y(k)) e dos estados (x(k)) em malha-fechada
com o ganho (3.8) para o exemplo.

3.1.4.1 Conclusões parciais

Os exemplos numéricos apresentados neste capítulo mostram que o método

proposto é muito eficiente em termos estatísticos, conseguindo estabilizar quase 100% dos

sistemas testados. Observou-se que mesmo nos casos mais complexos (tais como realimen-

tação estática de saída ou de estados usando ganhos descentralizados), o procedimento

iterativo foi capaz de prover resultados superiores aos obtidos pelos outros métodos da

literatura, assim como nos exemplos mais simples (realimentação de estados com ganhos

sem restrição de estrutura).

3.2 Estabilização de sistemas lineares positivos chaveados discretos

no tempo por realimentação de estados

Os métodos disponíveis na literatura que tratam a síntese de controladores

estabilizantes por realimentação de estados para sistemas lineares positivos chaveados

discretos no tempo, com lei de chaveamento arbitrária, em geral são baseados em progra-

mação linear (LIU et al., 2017; LI; ZHANG, 2019; XIANG et al., 2017). Com o intuito de

fornecer um método de síntese baseado em LMIs aplicado a esse contexto, para comparar

com o Corolário 3.2, foi desenvolvida uma nova condição baseada nos resultados de Morais

et al. (2013).
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Em Morais et al. (2013), para projetar leis de controle dependentes e indepen-

dentes de modos, as matrizes de ganho são determinadas a partir das variáveis de folga

introduzidas nas condições de síntese, sem impor restrições à matriz de Lyapunov. Para

reduzir ainda mais o conservadorismo, uma busca em um parâmetro escalar restrito a um

intervalo bem definido é adotada nas condições.

O teorema a seguir consiste em uma nova condição LMI para a síntese de

controladores estabilizantes por realimentação de estados para o sistema (2.12), que pode

ser interpretada como a adaptação da condição de Morais et al. (2013) para tratar sistemas

lineares positivos chaveados discretos no tempo.

Teorema 3.2. Para um valor dado do parâmetro escalar ξ ∈ (−1, 1), se existirem matrizes

simétricas definidas positivas Pi ∈ R
n×n, matrizes Gi ∈ R

n×n diagonais e matrizes Zi ∈
R

m×n, com i = 1, . . . , N , tais que




ξAiGi + ξG′

iA
′
i + ξBiZi + ξZ ′

iB
′
i − Pj −ξG′

i + AiGi + BiZi

⋆ Pi −Gi −G′
i



 ≺ 0 (3.9)

AiGi + BiZi ≥ 0, (3.10)

para todo i, j = 1, . . . , N , então Ki = ZiG
−1
i assegura a estabilidade assintótica e a

positividade do sistema chaveado em malha fechada (2.14).

Prova: Admitindo que as condições (3.9) e (3.10) sejam factíveis, o bloco (2, 2) da desi-

gualdade (3.9) implica que

Gi + G′
i ≻ Pi ≻ 0 (3.11)

e, logo, a existência das matrizes inversas G−1
i , i = 1, . . . , N , é assegurada. Multiplicando

(3.10) à direita por G−1
i , obtém-se

Ai + BiZiG
−1
i ≥ 0, (3.12)

que corresponde à condição do Lema 2.3, garantindo assim, a positividade do sistema de

malha fechada com Ki = ZiG
−1
i . Além disso, a condição (3.9) pode ser reescrita na forma




−Pj 0

0 Pi





︸ ︷︷ ︸

Q

+




ξI

I



G′
i

[

(Ai + BiZiGi
−1)′ −I

]

︸ ︷︷ ︸

W

+




Ai + BiZiGi

−1

−I



Gi

[

ξI I
]

︸ ︷︷ ︸

Y

≺ 0 (3.13)

Portanto, pelo Lema 2.6, a condição (3.9) é equivalente a

N ′
W QNW =




I

(Ai + BiZiGi
−1)′





′ 


−Pj 0

0 Pi








I

(Ai + BiZiGi
−1)′





= −Pj + (Ai + BiZiGi
−1)Pi(Ai + BiZiGi

−1)′ ≺ 0

(3.14)
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em que N ′
W é o espaço nulo, dado por N ′

W =
[

I Ai + BiZiGi
−1
]

. Na sequência, por meio

de um complemento de Schur, tem-se



−Pi Pi(Ai + BiZiGi

−1)′

⋆ −Pj



 ≺ 0, (3.15)

que equivale à condição (2.17) do Lema 2.5, garantindo, assim, a estabilidade assintótica

do sistema de malha fechada com Ki = ZiG
−1
i .

Por sua vez, a escolha de N ′
Y =

[

I −ξI
]

produz

N ′
Y QNY =




I

−ξI





′ 


−Pj 0

0 Pi








I

−ξI



 = −Pj + ξ2Pi ≺ 0.

Fazendo o somatório da última desigualdade para todo i, j = 1, . . . , N , tem-se

N∑

i=1

N∑

j=1

(−Pj + ξ2Pi) = −P + ξ2P ≺ 0, P = N
N∑

ℓ=1

Pℓ ≻ 0. (3.16)

De fato, a desigualdade (3.16) é válida para todo ξ ∈ (−1, 1).

3.2.1 Principais aplicações da técnica

A síntese do controlador pode ser adaptada de forma que a lei de controle

(2.13) seja independente de modos. Para tal, basta adequar o Teorema 3.2 assumindo que

Gi = G e Zi = Z para todo i, j = 1, . . . , N .

3.2.2 Exemplos numéricos

Exemplo 3.5. Este é um exemplo adaptado de Ebihara et al. (2014). Considere um

sistema chaveado que possa ser descrito como (2.12), com as seguintes matrizes:

A1 =











0.4 0.5 0.1 0.2

0.4 0.1 0.1 0.5

0.4 0.4 0.3 0.3

0.2 0.5 0 0.3











, B1 =











0.1 0.5

0.3 0.7

0.1 0.5

0.3 0.8











,

A2 =











0.3 0.2 0.4 0.1

0.3 0.3 0.3 0.1

0.1 0.4 0.1 0.1

0.2 0.3 0.5 0.5











, B2 =











0.8 0.4

0.6 0.7

0.9 1

0.3 1











.

O objetivo é avaliar o grau de conservadorismo das condições de síntese pro-

postas, comparando as abordagens dependente e independente de modos e a influência

do valor do parâmetro escalar ξ sobre os resultados obtidos. Para tanto, as matrizes A1

e A2 são multiplicadas por um escalar ̺ e determina-se o máximo valor de ̺ associado,
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associado a uma solução factível para as condições dependente e independente de modos,

obtidas por meio do Teorema 3.2, utilizando diferentes escolhas de ξ ∈ [−0.9, 0.9], com

19 valores igualmente espaçados no intervalo. Posteriormente, faz-se a comparação para

os valores de ̺ obtidos com as técnicas provindas do Algoritmo 1 adaptado de acordo com

o Corolário 3.2.

Na Figura 4 é possível verificar os resultados proporcionados pelas abordagens

baseadas no Teorema 3.2. Note que, embora a escolha trivial para o parâmetro escalar

seja ξ = 0, observou-se que valores de ξ diferentes de zero produzem resultados menos

conservadores. No caso dependente de modos o maior valor obtido foi ̺ = 2.5048 para

ξ = −0.1. Na abordagem de ganho independente de modos o maior valor obtido foi

̺ = 1.2901 para ξ = 0.2. De fato, realizar a busca no escalar ξ é uma estratégia útil, pois

pode produzir resultados com diferentes níveis de conservadorismo. Por exemplo, note que

a diferença percentual entre os valores máximo e mínimo de ̺ obtidos com o Teorema 3.2,

considerando todos os 19 testes foi de 26.4% no caso dependente de modos e 22.49%

no independente. Por outro lado, ao utilizar o método iterativo descrito no Algoritmo 1

baseado no Corolário 3.2, obtém-se para o caso independente de modos ̺ = 1.3069 e

para o dependente ̺ = 2.6319. Em ambas as abordagens, dependente e independente

de modos, as estratégias oriundas do Algoritmo 1 têm um desempenho melhor, uma vez

que permitem estabilizar mais sistemas do que os estabilizáveis pelo Teorema 3.2 (e,

consequentemente, fornecem valores maiores para ̺).
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Figura 4 – Máximos valores de ̺ obtidos com o teste de 19 valores de ξ ∈ [−0.9, 0.9]
igualmente espaçados para as abordagens dependente (linha vermelha) e inde-
pendente de modos (linha azul), baseadas no Teorema 3.2 para o Exemplo 1.

De modo geral, os métodos dependentes de modos fornecem maiores valores de

̺ do que os obtidos com o caso independente. Isso indica que um controlador dependente

de modos consegue certificar a estabilidade de uma quantidade maior de sistemas chave-
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ados. Perante isto, pode-se afirmar que resultados menos conservadores são produzidos

com o controlador dependente de modos. Assim, faz mais sentido restringir o uso das

abordagens independente de modos para situações nas quais as informações a respeito

dos modos não estejam disponíveis para a realimentação.

Para verificar as vantagens da introdução da variável de folga G (ou Gi no caso

dependente de modos) à condição de projeto apresentada na Seção 3.2, considere ξ = 0

no Teorema 3.2 e as seguintes escolhas particulares: Gi = G′
i = Pi (diagonal para todo

i = 1, . . . , N) ou, para o caso independente, G = G′ = P (diagonal). Nesse caso, como é

comum na literatura, os ganhos de controle são determinados diretamente em termos da

matriz de Lyapunov. Repetindo os testes para as condições sem variáveis de folga tem-se

no caso dependente de modos ̺ = 2.4489 e no independente ̺ = 1.2651. Como é possível

verificar, para ambos os casos, os valores de ̺ são inferiores aos obtidos com as condições

propostas no Teorema 3.2. Embora a diferença não seja tão expressiva, esses resultados

indicam uma melhoria com o uso das variáveis de folga G ou Gi.

Exemplo 3.6. Este exemplo foi retirado de Liu et al. (2017). Considere o sistema linear

chaveado discreto no tempo (2.12), representado pelas seguintes matrizes

A1 =




−0.3 0.5

0.8 0.6



 , B1 =




0.5 0.4

0.3 0.3



 , A2 =




0.6 0.5

0.4 0.1



 , B2 =




−0.2 −0.3

−0.4 −0.4



 . (3.17)

O objetivo deste exemplo é projetar controladores estabilizantes por realimen-

tação de estados e comparar os resultados da resposta temporal dos estados do sistema em

malha fechada com os resultados reportados em Liu et al. (2017), mostrados na sequência.

Kℓ1 =




0.3467 −0.4784

0.3467 −0.4784



 , Kℓ2 =




0.3024 0.0966

0.3024 0.0966



 . (3.18)

Considerando a abordagem dependente de modos, por meio do Teorema 3.2

com ξ = −0.9 (parâmetro escalar associado à melhor resposta no domínio do tempo, em

termos de tempo de estabilização), os seguintes ganhos foram produzidos

K1(T3.2) =




11.1342 3.8889

−12.7347 −5.3115



 , K2(T3.2) =




−3.6667 −2.3506

3.8671 2.1676



 . (3.19)

Ainda para o caso dependente de modos, ao adotar o Algoritmo 1 adaptado

para tratar sistemas chaveados pelo Corolário 3.2, obtém-se

K1(A1) =




12.0164 2.0073

−13.7260 −3.1025



 , K2(A1) =




−2.2294 −3.4004

2.5826 3.0447



 . (3.20)

Abordando o caso independente de modos, por meio do Teorema 3.2, admitindo

ξ = 0.9, obtém-se o seguinte ganho robusto

K(T3.2) =




0.7361 −4.5083

0.0562 4.4899



 . (3.21)
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Por outro lado, por meio do Algoritmo 1 adaptado com o Corolário 3.2, o

ganho independente de modos é dado por

K(A1) =




1.5352 −2.4733

−1.0358 2.2200



 . (3.22)

Na sequência, ao utilizar a lei de chaveamento fornecida em Liu et al. (2017),

com estado inicial x0 = [10 20]′, foram obtidas as respostas temporais dos estados dos

sistemas em malha fechada para os controladores dependentes e independentes de modos

projetados pelo Teorema 3.2 e Algoritmo 1 adaptado com o Corolário 3.2, assim como

para o ganho dependente de modos reportado em Liu et al. (2017).

Diante dos gráficos apresentados na Figura 5, constata-se que os controladores

sintetizados por meio das abordagens propostas nesta dissertação provêm para este caso

melhores respostas temporais, em termos de uma convergência mais rápida para a origem,

embora não tenham sido projetados para isso.
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Figura 5 – Respostas temporais obtidas para o sistema (4.30) do Exemplo 3.6 em malha-
fechada utilizando controladores dependentes e independentes de modos obti-
dos pelo Teorema 3.2 (respectivamente, Ki(T3.2) e K(T3.2) - curva contínua
verde) e pelo Algoritmo 1 (Ki(A1) e K(A1) - curva tracejada azul) e o con-
trolador independente de modos reportado em Liu et al. (2017) (Kℓ - curva
pontilhada em cinza).

É importante enfatizar que os controladores independentes de modos (3.22)

e (3.21) provêm um desempenho temporal melhor do que a resposta associada ao método
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de Liu et al. (2017) (dependente de modos). Isso significa que, mesmo utilizando menos

informações a respeito do sistema (conhecimento do modo atual de operação do sistema

chaveado), as abordagens propostas proporcionam uma convergência mais rápida.
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Figura 6 – Respostas temporais obtidas para o sistema (4.30) do Exemplo 3.6 em malha-
fechada com controladores dependentes de modo sintetizados pelo Teorema 3.2
com ξ ∈ [−0.9, 0.9].

Adicionalmente, nota-se que as técnicas propostas também podem ser benefi-

ciadas caso a informação a respeito dos modos esteja disponível para realimentação. Nesse

caso, o resultado é ainda melhor, como pode ser observado nos gráficos da Figura 5.

Além disso, usando o Teorema 3.2, diferentes comportamentos para a resposta

temporal são obtidos dependendo do ganho sintetizado para cada valor do parâmetro

escalar ξ. Para ilustrar essa variedade de soluções obtidas, são apresentadas nas Figuras 6

e 7 as respostas temporais associadas aos controladores dependentes e independentes

de modos sintetizados pelo Teorema 3.2 com 19 valores de ξ ∈ [−0.9, 0.9] igualmente

espaçados. Note que, apesar da escolha trivial para o parâmetro escalar ser ξ = 0 (linha

contínua em azul nas figuras), os melhores resultados são obtidos para valores de ξ 6= 0.
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Figura 7 – Respostas temporais obtidas para o sistema (4.30) do Exemplo 3.6 em malha-
fechada com controladores independentes de modo sintetizado pelo Teo-
rema 3.2 com ξ ∈ [−0.9, 0.9].

Embora a resposta temporal para uma determinada lei de chaveamento tenha

sido investigada, tanto este trabalho como o de Liu et al. (2017) tratam o caso de sistemas

com lei de chaveamento arbitrária. Nesse sentido, no exemplo a seguir uma aplicação mais

realista dos controladores é explorada impondo-se uma lei de chaveamento arbitrária.

Exemplo 3.7. Neste exemplo compara-se o método de Liu et al. (2017) aos controladores

estabilizantes por realimentação de estados, baseados3 no Teorema 3.2, para o sistema

(4.30) utilizando uma lei de chaveamento arbitrária com modos de operação escolhidos

com auxílio de um gerador pseudo-aleatório4.

Os resultados obtidos com uma simulação de Monte Carlo de 5×104 realizações

para um horizonte de 20 amostras são apresentados na Figura 8.

Observe que as respostas temporais médias produzidas, tanto pelo controla-

dor dependente de modos (curva vermelha na Figura 8) quanto pelo independente de

modos (curva verde), convergem mais rapidamente para zero do que as respostas obti-

das aplicando-se o controlador dependente de modos computado pelo método de Liu et

al. (2017) (curva azul). Todavia, mesmo que o desvio padrão das primeiras amostras do

segundo estado em malha fechada com o controlador independente de modos (3.21) seja

maior do que o desvio padrão referente ao controlador dependente de modos de Liu et al.

(2017), o método proposto pode ser considerado vantajoso, pois requer uma lei de controle

mais simples.
3 Os resultados do Algoritmo 1 não foram apresentados neste exemplo.
4 Neste trabalho, utilizou-se a função randi() do software Matlab.
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Figura 8 – Trajetórias médias dos estados do sistema (4.30) em malha fechada e desvios
padrões associados (áreas sombreadas) obtidos por meio de uma simulação de
Monte Carlo para os controladores dependente e independente de modos obti-
dos pelo Teorema 3.2 (respectivamente Ki(T3.2) - curva vermelha e K(T3.2) -
curva verde) e pelo método de Liu et al. (2017) (em azul) para o Exemplo 3.7.

3.2.2.1 Conclusões parciais

Por meio da condição LMI proposta no Teorema 3.2 e pelo método iterativo

descrito no Algoritmo 1 adaptado com Corolário 3.2 foi possível obter controladores por

realimentação de estados dependentes e independentes de modos para sistemas chaveados

positivos. A introdução do parâmetro escalar nas condições de projeto do Teorema 3.2

mostrou-se vantajosa, uma vez que resultados menos conservadores e diferentes compor-

tamentos temporais são obtidos dependendo do ganho sintetizado para cada valor de ξ.

Como esperado, verificou-se que os controladores dependentes de modos fornecem solu-

ções menos conservadoras quando comparados aos independentes. Os exemplos numéricos

comprovam a eficácia de ambas as abordagens propostas, assegurando a positividade e

garantindo uma boa resposta temporal para o sistema positivo chaveado em malha fe-

chada.

Por fim, nota-se que os resultados fornecidos pelo Teorema 3.2 são em geral

inferiores aos do Algoritmo 1, mas representam uma alternativa mais simples (busca

escalar de um único parâmetro em intervalo conhecido e solução de LMIs) à resolução

iterativa de conjuntos de LMIs.
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4 Controle H∞ e H2

Com base na técnica iterativa apresentada no Capítulo 3, foram desenvolvidos

métodos para a síntese de controladores H∞ e H2 por realimentação estática de saída

para tratar sistemas LPV politópicos. Assim, nas próximas seções, pretende-se introduzir

as condições para a obtenção de tais controladores. Além disso, as principais extensões

das técnicas são descritas e, finalmente, por meio de exemplos retirados da literatura, são

feitas comparações numéricas de modo a demonstrar a eficácia dos métodos propostos.

4.1 Controle H∞ por realimentação estática de saída

O seguinte teorema apresenta uma condição suficiente para o controle H∞ por

realimentação estática de saída de sistemas positivos discretos no tempo, em termos de

condições LMIs dependentes de parâmetro.

Teorema 4.1. Para dadas matrizes Yγi
(ᾱ(k)), i = 1, 2, 3, se existirem matrizes depen-

dentes de parâmetros simétricas definidas positivas P (α(k)), matrizes dependentes de pa-

râmetros Xγi
(ᾱ(k)), i = 1, 2, 3, e L(α(k)) tais que

Qγ(ᾱ(k)) + Xγ(ᾱ(k))Bγ(ᾱ(k)) + B′
γ(ᾱ(k))X ′

γ(ᾱ(k)) ≺ 0 (4.1)

Acl(α(k)) ≥ 0, Bcl(α(k)) ≥ 0, Ccl(α(k)) ≥ 0, Dcl(α(k)) ≥ 0 (4.2)

para todo ᾱ(k) = (α(k), α(k + 1)) ∈ Λ× Λ e todo k ∈ Z+, em que

Bγ(ᾱ(k)) =
[

Yγ1(ᾱ(k)) Yγ2(ᾱ(k)) 0 0 Yγ3(ᾱ(k))
]

,

Xγ(ᾱ(k)) =
[

X ′
γ1

(ᾱ(k)) X ′
γ2

(ᾱ(k)) 0 0 X ′
γ3

(ᾱ(k))
]′

,

Qγ(ᾱ(k)) =














−P (α(k + 1)) ⋆ ⋆ ⋆ ⋆

0 P (α(k)) ⋆ ⋆ ⋆

0 0 −γI ⋆ ⋆

B′
cl(α(k)) 0 D′

cl(α(k)) −γI ⋆

A′
cl(α(k)) −I C ′

cl(α(k)) 0 0














, (4.3)

com Acl(α(k)), Bcl(α(k)), Ccl(α(k)), e Dcl(α(k)) dadas em (2.6), então γ é um custo

garantido H∞ para o sistema (2.3) e L(α(k)) é um ganho escalonado de realimentação

estática de saída, o qual assegura simultaneamente a positividade e a estabilidade assin-

tótica do sistema (2.3) em malha fechada.
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Demonstração. Primeiramente, note que (4.2) garante a positividade do sistema (2.3) em

malha fechada. Com respeito à garantia de estabilidade e ao limitante para a norma H∞,

a factibilidade de (4.1) implica que Yγ3(ᾱ(k)) possui posto completo. Assim, considere as

seguintes mudanças de variáveis Bγ(ᾱ(k)) = Yγ3(ᾱ(k))
[

−F (ᾱ(k)) −G(ᾱ(k)) 0 0 I
]

e pré e pós-multiplique (4.1) por respectivamente B⊥′(ᾱ(k)) e B⊥(ᾱ(k)) em que

B⊥′(ᾱ(k)) =











I 0 0 0 F ′(ᾱ(k))

0 I 0 0 G′(ᾱ(k))

0 0 I 0 0

0 0 0 I 0











,

para obter










−P (α(k + 1)) + He(Acl(α(k))F (ᾱ(k))) ⋆

G′(ᾱ(k))A′
cl(α(k))− F (ᾱ(k)) P (α(k))− He(G(ᾱ(k)))

Ccl(α(k))F (ᾱ(k)) Ccl(α(k))G(ᾱ(k))

B′
cl(α(k)) 0

⋆ ⋆

⋆ ⋆

−γI ⋆

D′
cl(α(k)) −γI











≺ 0, (4.4)

Multiplicando (4.4) à direita por N(α(k)) e à esquerda por

N′(α(k)) =








I Acl(α(k)) 0 0

0 Ccl(α(k)) I 0

0 0 0 I








,

obtém-se








Acl(α(k))P (α(k))A′
cl(α(k))− P (α(k + 1))

Ccl(α(k))P (α(k))A′
cl(α(k))

B′
cl(α(k))

⋆ ⋆

−γI + Ccl(α(k))P (α(k))C ′
cl(α(k)) ⋆

D′
cl(α(k)) −γI







≺ 0, (4.5)

que é equivalente, por complemento de Schur, ao bounded real lemma (2.9) aplicado ao

sistema (2.3) em malha fechada.

Note que o Teorema 4.1 permite projetar controladores escalonados, descen-

tralizados e com elementos limitados em norma (situação adequada, por exemplo, para

limitar a magnitude dos sinais de controle e evitar a saturação de atuadores em situações

práticas), bastando para isso incluir restrições lineares no projeto, as quais são impostas

diretamente às variáveis do ganho L(α(k)).
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4.1.1 Método iterativo

No Capítulo 3 foi relatada a inserção de uma relaxação, almejando facilitar o

problema de estabilização, como discutido em Felipe et al. (2016). Essa mesma aborda-

gem é estendida para o controle H∞. Ademais, uma segunda relaxação associada com a

positividade do sistema em malha fechada é adotada.

Primeiramente, é preciso destacar a necessidade de se fornecer um valor inicial

apropriado para Bγ(ᾱ(k)) no Teorema 4.1, permitindo que o algoritmo proposto a seguir

parta de uma condição inicial garantidamente factível. Assim, na sequência demonstra-se

que para a escolha particular Bγ(ᾱ(k)) = Bγ =
[

0 I 0 0 −I
]

, isto é, Yγ1(ᾱ(k)) = 0,

Yγ2(ᾱ(k)) = I, e Yγ3(ᾱ(k)) = −I, sempre existe um r finito e um γ suficientemente

grande para os quais (4.1) é satisfeita para todo Acl(α(k)) = Ā = (1 − r)Acl(α(k)).

Supondo então, r = 1 (Ā = 0), X ′
γ(ᾱ(k)) = −1/2Bγ0, e aplicando o complemento de

Schur em (4.1), obtém-se








−P (α(k + 1)) 0 0

0 P (α(k))− I 0

0 0 −I








︸ ︷︷ ︸

T1

−








0 Bcl(α(k))

0 0

C ′
cl(α(k)) 0











−γI Dcl(α(k))

D′
cl(α(k)) −γI





−1 


0 0 Ccl(α(k))

B′
cl(α(k)) 0 0





︸ ︷︷ ︸

T2

≺ 0,

a partir da qual nota-se que γ → ∞ implica em T2 → 0. Assim, existe ao menos uma

matriz P (α(k)) satisfazendo P (α(k)) = P (α(k + 1)) = νI, ν ∈ (0, 1), tal que T1 ≺ 0 seja

válida.

Assumido Bγ = Bγ0, pode-se empregar um procedimento iterativo como o des-

crito pelo Algoritmo 2 para obter a melhor solução em termos das escolhas das condições

iniciais e da correspondente solução das LMIs. O procedimento iterativo empregado para

a síntese do controlador H∞ pode ser dividido em três fases:

Fase 1: Inicialize Bγ(ᾱ(k)) = Bγ0 =
[

0 I 0 0 −I
]

, inclua uma relaxação na restri-

ção de positividade, impondo1 Acl(α(k)) ≥ p1, Bcl(α(k)) ≥ p1, Ccl(α(k)) ≥ p1,

Dcl(α(k)) ≥ p1 com p ∈ R em vez de (4.2), e aplique uma relaxação na restri-

ção de estabilização, resolvendo (4.1) com a substituição de Acl(α(k)) por Ā =

(1− r)Acl(α(k)). Verifique a factibilidade, uma vez que para Bγ(ᾱ(k)) diferente do

apresentado, podem existir combinações que resultem na infactibilidade. Simulta-

neamente minimize r e maximize p (impondo pesos diferentes para cada uma dessas
1 O símbolo 1 representa uma matriz de dimensões adequadas composta por elementos unitários.
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variáveis de otimização2) e atualize Bγ(ᾱ(k)) = X ′
γ(ᾱ(k)) a cada iteração, enquanto

r > 0. Quando r ≤ 0, a estabilidade assintótica de Acl(α(k)) é garantida. Prossiga

então para a Fase 2.

Fase 2: Resolva (4.1) sem a relaxação na restrição de estabilidade (Ā = Acl(α(k)), ou

seja, a variável de otimização r que aparece na Fase 1 é eliminada na Fase 2) e

mantenha a relaxação nas restrições de positividade, solucionando Acl(α(k)) ≥ p1,

Bcl(α(k)) ≥ p1, Ccl(α(k)) ≥ p1, Dcl(α(k)) ≥ p1 em vez de (4.2). Maximize p e

atualize Bγ(ᾱ(k)) = X ′
γ(ᾱ(k)) até que p ≥ 0, implicando que a positividade do

sistema em malhada fechada é assegurada. Prossiga então para a Fase 3.

Fase 3: Todas as relaxações são retiradas (as variáveis de otimização p e r são elimi-

nadas). Solucione o Teorema 4.1 (condições (4.1) e (4.2)) minimizando γm = γ e

atualizando Bγ(ᾱ(k)) = X ′
γ(ᾱ(k)) até que |γm − γm−1| < tolγ, em que tolγ é uma

tolerância pré-especificada.

Observação 4.1. Na Fase 3, os níveis de relaxação (em termos dos escalares r e p) são

completamente removidos. A eliminação da relaxação da estabilidade é, de fato, necessá-

ria, caso contrário γ não seria um custo válido para o sistema (2.3) em malha fechada

(vale ressaltar que um sistema com matriz dinâmica (1 − r)Acl(α(k)) está associado a

uma norma H∞ diferente da norma do sistema com Acl(α(k))). O procedimento itera-

tivo proposto neste trabalho também inclui como critério de parada o número máximo de

iterações, itmax.

Observação 4.2. O custo garantidoH∞ dado por γ pode ser minimizado no procedimento

iterativo de duas maneiras:

1. O parâmetro γ é um valor conhecido atribuído pelo projetista na inicialização do al-

goritmo. Na Fase 3 realiza-se um procedimento de bissecção em que o limite máximo

é o próprio valor de γ utilizado nas duas fases anteriores, o mínimo valor é zero e o

valor a ser testado é a média entre os dois. Caso a solução seja factível o limitante

superior é atualizado para o último valor testado, caso contrário, o limitante inferior

recebe o último valor testado. O procedimento se repete até que a diferença entre os

limitantes máximo e mínimo satisfaça um critério pré-estabelecido.

2. O parâmetro γ é uma variável livre do problema nas duas primeiras fases e a variável

de otimização na terceira fase.

Os experimentos numéricos apresentados nesta dissertação utilizam o método 1, para o

qual foram encontrados os melhores resultados.
2 Para as simulações realizadas nesta dissertação, foram utilizados os pesos 0.95 para r e 0.05 para p no

Algoritmo 2.
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Algoritmo 2: Procedimento iterativo controle H∞

1 Função Hinf-3phases(A, B, E, Cz , Dz, Ez , Cy, Ey(α(k)), tol, itmax)

2 Inicialização de Bγ0, γ1 ← 105, γ0 ← 0, m← 0, fase← 1;

3 enquanto m < itmax & |γm − γm−1| ≥ tol faça

4 m← m + 1; Ā = (1− r)Acl(α(k));

5 se fase =1 então

6 minimize r e maximize p sujeito a

Qγ(ᾱ(k), Ā) + He(Xγ(ᾱ(k))Bγ(ᾱ(k))) ≺ 0, P (α(k)) ≻ 0,

Acl(α(k)) ≥ p1, Bcl(α(k)) ≥ p1, Ccl(α(k)) ≥ p1, Dcl(α(k)) ≥ p1;

7 se factível então

8 Ām = Acl(α(k));

9 se r ≤ 0 então

10 fase← 2;

11 fim

12 Bγm
(ᾱ(k))← X ′

γ(ᾱ(k));

13 senão

14 Abandone;

15 fim

16 senão se fase=2 então

17 maximize p sujeito a

18 Qγ(ᾱ(k), Ā) + He(Xγ(ᾱ(k))Bγ(ᾱ(k))) ≺ 0, P (α(k)) ≻ 0, Acl(α(k)) ≥ p1,

Bcl(α(k)) ≥ p1, Ccl(α(k)) ≥ p1, Dcl(α(k)) ≥ p1;

19 se factível & p ≥ 0 então

20 fase← 3;

21 fim

22 Bγm
(ᾱ(k))← X ′

γ(ᾱ(k));

23 senão

24 minimize γ sujeito a

25 Qγ(ᾱ(k), Ā) + He(Xγ(ᾱ(k))Bγ(ᾱ(k))) ≺ 0, P (α(k)) ≻ 0, Acl(α(k)) ≥ 0,

Bcl(α(k)) ≥ 0, Ccl(α(k)) ≥ 0, Dcl(α(k)) ≥ 0;

26 se factível então

27 γm = γ;

28 fim

29 Bγ(ᾱ(k))← X ′
γ(ᾱ(k));

30 fim

31 fim

32 fim
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4.2 Controle H2 por realimentação estática de saída

Nesta seção, uma condição suficiente para o controle H2 por realimentação es-

tática de saída do sistema (2.3), considerando Ey(α(k)) nula, é descrita pelo Teorema 4.2.

Teorema 4.2. Para dadas matrizes dependentes de parâmetros Yi(ᾱ(k)), i = 1, 2, . . . , 6,

se existirem matrizes dependentes de parâmetros simétricas definidas positivas M(α(k)),

matrizes dependentes de parâmetros simétricas definidas positivas P (ᾱ(k)), matrizes de-

pendentes de parâmetros Xi(ᾱ(k)), i = 1, 2, . . . , 6, e L(α(k)) tais que as restrições (4.2),

Qg(ᾱ(k)) + Xg(ᾱ(k))Bg(ᾱ(k)) + B′
g(ᾱ(k))X ′

g(ᾱ(k)) ≺ 0, (4.6)

Qt(ᾱ(k)) + Xt(ᾱ(k))Bt(ᾱ(k)) + B′
t(ᾱ(k))X ′

t (ᾱ(k)) ≺ 0, (4.7)

Tr(M(α(k))) < ρ2, (4.8)

para todo ᾱ(k) = (α(k), α(k + 1)) ∈ Λ× Λ e todo k ∈ Z+, em que

Bg(ᾱ(k)) =
[

Y1(ᾱ(k)) Y2(ᾱ(k)) 0 Y3(ᾱ(k))
]

,

Bt(ᾱ(k)) =
[

Y4(ᾱ(k)) Y5(ᾱ(k)) Y6(ᾱ(k))
]

,

Xg(ᾱ(k)) =
[

X ′
1(ᾱ(k)) X ′

2(ᾱ(k)) 0 X ′
3(α(k))

]′
,

Xt(ᾱ(k)) =
[

X ′
4(ᾱ(k)) X ′

5(ᾱ(k)) X ′
6(ᾱ(k))

]′
,

Qg(ᾱ(k)) =











−P (α(k + 1)) ⋆ ⋆ ⋆

0 P (α(k)) ⋆ ⋆

B′
cl(α(k)) 0 −I 0

A′
cl(α(k)) −I 0 0











, (4.9)

Qt(ᾱ(k)) =








−M(α(k)) + Dcl(α(k))D′
cl(α(k)) ⋆ ⋆

0 P (α(k)) ⋆

C ′
cl(α(k)) −I 0







, (4.10)

com Acl(α(k)), Bcl(α(k)), Ccl(α(k)), e Dcl(α(k)) dadas em (2.6), então ρ é um custo

garantido H2 para o sistema (2.3) em malha fechada e L(α(k)) é um ganho escalonado

de realimentação estática de saída, o qual assegura simultaneamente a positividade e a

estabilidade assintótica do sistema (2.3) em malha fechada.

Demonstração. Sabendo de antemão que (4.2) garante a positividade do sistema (2.3)

em malha fechada, basta assegurar que ρ é um limitante superior para a norma H2 do

sistema. Como a factibilidade de (4.6) implica que Y3(ᾱ(k)) possui posto completo, é
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possível considerar Bg(ᾱ(k)) = Yγ3(ᾱ(k))
[

−F (ᾱ(k)) −G(ᾱ(k)) 0 I
]

. Assim, pré e pós-

multiplicando (4.6) respectivamente por B⊥
g

′(ᾱ(k)) e B⊥
g (ᾱ(k)) com

B⊥
g

′(ᾱ(k)) =








I 0 0 F ′(ᾱ(k))

0 I 0 G′(ᾱ(k))

0 0 I 0








obtém-se







−P (α(k + 1)) + F ′(ᾱ(k))A′
cl(α(k)) + Acl(α(k))F (ᾱ(k))

G′(ᾱ(k))A′
cl(α(k))− F (ᾱ(k))

B′
cl(α(k))

⋆ ⋆

P (α(k))−G′(ᾱ(k))−G(ᾱ(k)) ⋆

0 −I







≺ 0, (4.11)

Multiplicando (4.11) à direita por Ng(α(k)) e à esquerda por

Ng(α(k))′ =




I Acl(α(k)) 0

0 0 I



 ,

tem-se 


Acl(α(k))P (α(k))A′

cl(α(k))− P (α(k + 1)) ⋆

B′
cl(α(k)) −I



 ≺ 0 (4.12)

equivalente ao gramiano de controlabilidade (2.10).

A prova para demonstrar (4.7) e (4.8) segue a mesma linha. Uma vez que,

se (4.7) for factível é assegurado que Y6(ᾱ(k)) possui posto completo, tornando válida

a seguinte escolha Bg(ᾱ(k)) = Y6(ᾱ(k))
[

−H(ᾱ(k)) −J(ᾱ(k)) I
]

. Na sequência, pré e

pós-multiplicando (4.7) por B⊥
t

′(ᾱ(k)) e B⊥
t (ᾱ(k)) com

B⊥
t

′(ᾱ(k)) =




I 0 H ′(ᾱ(k))

0 I J ′(ᾱ(k))





e ainda, multiplicando o resultado à direita por Nt(α(k)) e à esquerda por

N′
t(α(k)) =

[

I A′
cl(α(k))

]

,

obtém-se

−M(α(k)) + Dcl(α(k))D′
cl(α(k)) + Ccl(α(k))P (α(k))C ′

cl(α(k)) ≺ 0 (4.13)

que é equivalente, por complemento de Schur, à condição (2.11).
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4.2.1 Método iterativo

O algoritmo iterativo elaborado para sintetizar o controlador H2 se assemelha

ao do controle H∞, mantendo as mesmas relaxações e estrutura. Assim, como nos Teore-

mas 3.1 e 4.1, apresentados anteriormente, é preciso fornecer parâmetros iniciais para o

presente método. No caso da condição fornecida pelo Teorema 4.2, é necessário inicializar

os valores de Bg(ᾱ(k)) e Bt(ᾱ(k)). Desse modo, pretende-se demonstrar que as escolhas

iniciais

Bg(ᾱ(k)) = Bg0 =
[

0 σI 0 −(1/σ)I
]

, Bt(ᾱ(k)) = Bt0 =
[

0 σI −(1/σ)I
]

, (4.14)

com3

σ > max
{i=1,...,nx}, {α(k)∈Λ}

{√

λBi(α(k)), 1
}

(4.15)

são escolhas válidas (no sentido de garantirem uma solução inicial factível para o Teo-

rema 4.2) no controle H2. Assim como feito na Seção 4.1.1, substituindo Acl(α(k)) por

Ā = (1 − r)Acl(α(k)), fazendo X ′
g(ᾱ(k)) = −1/2Bg0 e X ′

t (ᾱ(k)) = −1/2Bt0, aplica-se o

complemento de Schur em (4.6) e em (4.7), respectivamente, obtendo




−P (α(k + 1)) + Bcl(α(k))B′

cl(α(k)) ⋆

0 P (α(k))− σ2I



 ≺ 0, (4.16)




−M(α(k)) + Dcl(α(k))D′

cl(α(k)) + Ccl(α(k))C ′
cl(α(k)) ⋆

0 P (α(k))− σ2I



 ≺ 0. (4.17)

Supondo σ > 1, é possível provar que existe ao menos uma solução constante para a

matriz de Lyapunov, tal que P (α(k)) = P (α(k + 1)) = εI, com ε ∈ (1, σ2). Assim, pode-

se inferir que o bloco (2,2) de (4.16) é sempre negativo para o intervalo de existência de

ε. Em contrapartida, o bloco (1,1) de (4.16) implica em

0 � Bcl(α(k))B′
cl(α(k)) ≺ P (α(k + 1)) = εI ≺ σ2I.

Aplicando uma transformação de similaridade para diagonalizar Bcl(α(k))B′
cl(α(k)), tem-

se

T −1(Bcl(α(k))B′
cl(α(k)))T ≺ T −1(εI)T ≺ T −1(σ2I)T

que equivale a







λB1(α(k))
. . .

λBnx
(α(k))







≺








ε
. . .

ε







≺








σ2

. . .

σ2








(4.18)

3 λBi(α(k)) , i = 1, . . . , n denota o i-ésimo autovalor da matriz Bcl(α(k))Bcl(α(k))′.
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Sabendo que σ > 1, ε ∈ (1, σ2) e que (4.18) devem ser asseguradas, as seguintes escolhas

particulares

σ >
√

ε > max
{i=1,...,nx}, {α(k)∈Λ}

{√

λBi(α(k)), 1
}

(4.19)

para os parâmetros σ e ε garantem que (4.16) sempre tem uma solução válida, para as

condições iniciais propostas.

Por outro lado, a partir de (4.17) é possível obter as seguintes restrições

M(α(k)) ≻ Dcl(α(k))D′
cl(α(k)) + Ccl(α(k))C ′

cl(α(k))
︸ ︷︷ ︸

T

(4.20)

P (α(k)) ≺ σ2I (4.21)

Admitindo-se novamente a existência de P (α(k)) = P (α(k + 1)) = εI com ε < σ2 a

restrição (4.21) é satisfeita.

Considerando ε, tal que (4.19) seja verdadeira, a desigualdade (4.20) é assegu-

rada pela condição (4.13), pois para P (α(k)) = εI, com ε ∈ (1, σ2) e σ > 1, tem-se

T ≺ Dcl(α(k))D′
cl(α(k)) + Ccl(α(k))P (α(k))C ′

cl(α(k))

Então, para uma escolha apropriada de σ que satisfaça (4.19), assegura-se a

existência de ao menos uma matriz de Lyapunov: P (α(k)) = P (α(k + 1)) = εI positiva

que satisfaz as condições (4.16) e (4.17).

Observação 4.3. Note que, caso a matriz Ey(α(k)) seja diferente de zero, a matriz

Bcl(α(k)) torna-se dependente do ganho L(α(k)) e, consequentemente, as condições ini-

ciais que garantem a factibilidade do algoritmo não poderiam ser determinadas a pri-

ori. É possível utilizar o Teorema 4.2 para fornecer controladores para um sistema com

Ey(α(k)) 6= 0, mas nesse caso, a factibilidade para a escolha inicial B0 demonstrada an-

teriormente não é garantida.

Assim como no controle H∞, utiliza-se um algoritmo iterativo para que, a

partir dos valores iniciais especificados para as variáveis Bg(ᾱ(k)) e Bt(ᾱ(k)), seja possível

aplicar o Teorema 4.2 para prover um controlador H2. O procedimento iterativo, descrito

com detalhes no Algoritmo 3, também pode ser dividido em três fases:

Fase 1: Inicialize Bg(ᾱ(k)) e Bt(ᾱ(k))

Bg(ᾱ(k)) = Bg0 =
[

0 σI 0 −(1/σ)I
]

, Bt(ᾱ(k)) = Bt0 =
[

0 σI −(1/σ)I
]

,

com

σ > max
{i=1,...,nx}, {α(k)∈Λ}

√

λBi(α(k)),

relaxe a restrição de positividade, solucionando Acl(α(k)) ≥ p1, Bcl(α(k)) ≥ p1,

Ccl(α(k)) ≥ p1, Dcl(α(k)) ≥ p1, com p ∈ R, em vez de (4.2) e aplique uma relaxação
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na restrição de estabilização, resolvendo (4.6) e (4.7) com a substituição de Acl(α(k))

por Ā = (1−r)Acl(α(k)). Simultaneamente minimize r e maximize p (impondo pesos

diferentes para cada uma dessas variáveis de otimização4) e atualize Bg(ᾱ(k)) =

X ′
g(ᾱ(k)) e Bt(ᾱ(k)) = X ′

t (ᾱ(k)) até que p ≥ 0 a cada iteração, enquanto r > 0.

Quando r ≤ 0, a estabilidade assintótica de Acl(α(k)) é garantida. Prossiga então

para a Fase 2.

Fase 2: Resolva (4.6) e (4.7) sem a relaxação na restrição de estabilidade e mantenha a re-

laxação nas restrições de positividade, solucionando Acl(α(k)) ≥ p1, Bcl(α(k)) ≥ p1,

Ccl(α(k)) ≥ p1, Dcl(α(k)) ≥ p1 em vez de (4.2). Maximize p e atualize Bg(ᾱ(k)) =

X ′
g(ᾱ(k)) e Bt(ᾱ(k)) = X ′

t (ᾱ(k)) até que p ≥ 0, implicando que a positividade do

sistema em malhada fechada é assegurada. Prossiga para a Fase 3.

Fase 3: Todas as relaxações são retiradas. Solucione o Teorema 4.2 (condições (4.2),

(4.6), (4.7) e (4.8)) minimizando ρm = ρ e atualizando Bg(ᾱ(k)) = X ′
g(ᾱ(k)) e

Bt(ᾱ(k)) = X ′
t (ᾱ(k)) até que |ρm − ρm−1| < tolρ, em que tolρ é uma tolerância

pré-especificada.

Assim como no casoH∞, o custo garantidoH2 dado por ρ pode ser minimizado

no procedimento iterativo de duas maneiras: bisseção e tratando ρ como uma variável de

otimização do programa (para mais detalhes, veja a Observação 4.2).

4.3 Testes de dimensão finita

As condições propostas neste capítulo foram programadas utilizando as mes-

mas ferramentas mencionadas no início da Seção 3.1.3.

Em relação aos graus das variáveis, para P (α(k)) e P (α(k + 1)) foi escolhido

grau um, e para Xi(ᾱ(k)), i = 1, 2, . . . , 7, o grau é um em ambos parâmetros α(k) e

β(k) = α(k + 1). No caso dos controladores de ganho escalonado, também impõe-se grau

um a L(α(k)) e grau zero para controlador robusto.

4.4 Principais aplicações da técnica

É possível adaptar os Teoremas 4.1 e 4.2 para tratar a estabilização por reali-

mentação de estados utilizando Cy(α(k)) = I e Ey(α(k)) = 0, assim como feito no Coro-

lário 3.1. Para o projeto de controladores H2 e H∞ para sistemas positivos LTI incertos

basta omitir a dependência no tempo de todas as matrizes dependentes de parâmetros e

sintetizar um ganho robusto (grau de L(α) = 0), assim como descrito na Observação 3.2.
4 Para as simulações realizadas nesta dissertação, foram utilizados os pesos 0.99 para r e 0.01 para p no

Algoritmo 3.
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Algoritmo 3: Procedimento iterativo controle H2

1 Função H2-3phases(A, B, E, Cz , Dz , Ez(α(k)), tol, itmax)

2 Inicialização de Bg0, Bt0, m← 0, Qt(rm) = Qt((1− rm)Acl(α(k))), fase← 1
3 enquanto m < itmax & |ρm − ρm−1| ≥ tol faça
4 m← m + 1; Ā = (1− r)Acl(α(k));
5 se fase =1 então
6 minimize r e maximize p sujeito a

Qt(ᾱ(k), Ā) + He(Xt(ᾱ(k))Bt(ᾱ(k))) ≺ 0,
Qg(ᾱ(k), Ā) + He(Xg(ᾱ(k))Bg(ᾱ(k))) ≺ 0, P (α(k)) ≻ 0,
Acl(α(k)) ≥ p1, Bcl(α(k)) ≥ p1, Ccl(α(k)) ≥ p1, Dcl(α(k)) ≥ p1;

7 se factível então
8 Ām = Acl(α(k));
9 se r ≤ 0 então

10 fase← 2;
11 fim
12 Bt(ᾱ(k))← X ′

t (ᾱ(k)); Bg(ᾱ(k))← X ′
g(ᾱ(k));

13 senão
14 Abandone;
15 fim
16 senão se fase=2 então
17 maximize p sujeito a Qt(ᾱ(k), Ā) + He(Xt(ᾱ(k))Bt(ᾱ(k))) ≺ 0,

Qg(ᾱ(k), Ā) + He(Xg(ᾱ(k))Bg(ᾱ(k))) ≺ 0, P (α(k)) ≻ 0,
Acl(α(k)) ≥ p1, Bcl(α(k)) ≥ p1, Ccl(α(k)) ≥ p1, Dcl(α(k)) ≥ p1;

18 se factível & p ≥ 0 então
19 fase← 3;
20 fim
21 Bt(ᾱ(k))← X ′

t (ᾱ(k)); Bg(ᾱ(k))← X ′
g(ᾱ(k));

22 senão
23 minimize ρ sujeito a Qt(ᾱ(k), Ā) + He(Xt(ᾱ(k))Bt(ᾱ(k))) ≺ 0,

Qg(ᾱ(k), Ā) + He(Xg(ᾱ(k))Bg(ᾱ(k))) ≺ 0, P (α(k)) ≻ 0,
Acl(α(k)) ≥ p1, Bcl(α(k)) ≥ p1, Ccl(α(k)) ≥ p1, Dcl(α(k)) ≥ p1;

24 se factível então
25 ρ = ρm; retorna(ρ);
26 fim
27 Bt(ᾱ(k))← X ′

t (ᾱ(k)); Bg(ᾱ(k))← X ′
g(ᾱ(k));

28 fim
29 fim
30 fim

4.5 Exemplos numéricos

Nesta seção são apresentados exemplos retirados da literatura e outros ex-

perimentos numéricos randômicos criados especialmente para explorar as aplicações dos

métodos descritos nesse capítulo para o projeto de controladores H2 e H∞ no contexto

de sistemas positivos discretos no tempo.
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4.5.1 Critério de desempenho H∞
Na sequência, emprega-se o Algoritmo 2 para computar controladores robustos

por realimentação de estados e de saída, objetivando minimizar o limitante superior da

norma H∞ do sistema em malha fechada. Na resolução dos exemplos apresentados nesta

seção, foi utilizada uma matriz P (α(k)) diagonal para a execução do Algoritmo 2.

Exemplo 4.1. Este exemplo foi retirado de Ebihara et al. (2014). Considere o sistema

positivo LTI politópico discreto no tempo

A1 =











0.4 0.5 0.1 0.2

0.4 0.1 0.1 0.5

0.4 0.4 0.3 0.3

0.2 0.5 0.0 0.3











, B1 =











0.1 0.5

0.3 0.7

0.1 0.5

0.3 0.8











, E1 =











0.9

0.1

0.9

0.4











,

Cz1
=
[

0.1 0.2 0.2 0.5
]

, Dz1
=
[

0.8 0.6
]

, Ez1
=
[

0.1
]

,

A2 =











0.3 0.2 0.4 0.1

0.3 0.3 0.3 0.1

0.1 0.4 0.1 0.1

0.2 0.3 0.5 0.5











, B2 =











0.8 0.4

0.6 0.7

0.9 1.0

0.3 1.0











, E2 =











0.9

0.7

0.7

0.4











,

Cz2
=
[

0.5 0.7 0.4 0.0
]

, Dz2
=
[

0.3 0.7
]

, Ez2
=
[

0.1
]

.

(4.22)

Neste exemplo, deseja-se projetar um controlador H∞ robusto por realimentação de esta-

dos estruturado na forma

K =




k11 k12 0 0

k21 k22 0 0



 .

e comparar os resultados fornecidos pelo método proposto com os resultados obtidos pelas

condições apresentadas em (EBIHARA et al., 2014).

Conforme reportado no artigo original, a condição (24) de Ebihara et al. (2014)

fornece o seguinte ganho

K =




0.1667 −0.0140 0 0

−0.2500 −0.1368 0 0



 ,

associado com um custo garantido H∞ de 33.0912, e uma norma H∞ de pior caso em

malha fechada de 7.1548, enquanto que a desigualdade (25) proposta nesse mesmo artigo

provê

L =




0.1667 −0.2105 0 0

−0.2500 −0.0526 0 0



 , (4.23)

correspondente a um custo garantido H∞ de 6.6884 e uma norma H∞ de pior caso em

malha fechada 6.0228. Por outro lado, o procedimento iterativo elaborado neste trabalho,

com variáveis de folga Xi(α), i = 1, 2, 3 cheias, feita a inicialização de γ = 8, produz

um controlador igual ao obtido em (4.23), porém associado a um custo garantido H∞ de
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γ = 6.6762 para 10 iterações, γ = 6.3236 para 30 iterações, γ = 6.2088 para 60 iterações e

γ = 6.1899 para 90 iterações, ou seja, fornece estimativas mais próximas da norma de pior

caso (6.0228). Observe que, após 10 iterações, o resultado é melhor do que o apresentado

em Ebihara et al. (2014).

Exemplo 4.2. Considere o seguinte sistema LTI positivo politópico discreto no tempo.

A1 =




6.29 3.58

5.28 2.79



 , B1 =




7

6



 , E1 =




0.1

0.05



 , Ez1
=




0.1

0.1



 , Cz1
= Cz2

= I

A2 =




1.11 1.23

2.37 2.35



 , B2 =




1

3



 , E2 =




0.05

0



 , Ez2
= 5Ez1

, Dz1
= Dz2

= 0.

(4.24)

O objetivo é calcular um controlador robusto por realimentação de estados que

minimize o limitante superior da norma H∞ do sistema de malha fechada.

Para este sistema, nenhum dos métodos apresentados em Ebihara et al. (2014)

conseguiu prover uma solução factível, mesmo sem impor nehuma restrição de estrutura

ao ganho. Em contrapartida, o método iterativo proposto neste trabalho gera estimativas

diferentes para o custo garantido H∞ de acordo com a escolha da estrutura das variáveis

de folga Xi(α), i = 1, 2, 3, como mostrado na Tabela 6.

Tabela 6 – Valores dos custos garantidos H∞ (γ) calculados para o Exemplo 4.2 com a
técnica proposta com m iterações (itmax = 40 e γ0 fornecido) utilizando as
seguintes estruturas para as variáveis de folga Xi(α), i = 1, 2, 3: ‘d’ (diagonal),
‘s’ (simétrica) e ‘f’ (cheia).

X1,2,3(α) γ0 γ m L
d 65 52.6886 33 [−0.790 − 0.465]
f 8 6.1266 40 [−0.790 − 0.465]
s 8 5.1748 31 [−0.790 − 0.465]

Note que, na primeira iteração, é possível assegurar que, quanto mais com-

plexa a estrutura, melhores os resultados, pois o caso com mais variáveis escalares sempre

inclui o caso com menos variáveis como solução particular. No entanto, como o método

é iterativo, procurando uma solução em um espaço não convexo, não é possível saber a

priori qual estrutura fornece a melhor solução. Neste exemplo em particular, a estrutura

simétrica, que possui menos variáveis escalares que a estrutura cheia, proporcionou o me-

lhor resultado. Vale ressaltar que assim como para o algoritmo de estabilização, o uso de

uma outra condição inicial, neste caso Bγ0, pode gerar diferentes soluções.

Exemplo 4.3. Este exemplo tem como motivação prática a exploração a longo prazo

de um estoque de peixes de modo sustentável, baseando-se no modelo de Ladino et al.

(2016).

O modelo em questão descreve a dinâmica populacional de uma espécie de

peixes estruturada em dois estágios ou duas subpopulações, a pré-recruta (ovos, larvas
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e juvenis), x1(k), e a explorável (recrutas ou adultos), x2(k), cuja relação é baseada no

recrutamento5.

A seguir, apresentam-se premissas e parâmetros característicos à dinâmica po-

pulacional modelada que podem ser encontrados com mais detalhes em Ladino et al.

(2016).

1. A população total no tempo k ∈ N é dividida em duas subpopulações: população

pré-recruta x1(k) ≥ 0 e população explorável x2(k) ≥ 0 .

2. A taxa de reprodução da população adulta, única considerada capaz de se reprodu-

zir, é δ > 0.

3. A taxa de mortalidade por causas naturais é representada por µ ∈ (0, 1) e, por

simplicidade, é adotada a mesma para ambas as subpopulações.

4. O número máximo de recrutas produzidos é representado por σ > 0.

5. O parâmetro β é o estoque necessário para se produzir, em média, um recrutamento

igual a σ/2.

6. O número total de recrutas depende somente do tamanho da população de pré-

recrutas. Assim, é usada a relação:

R =
σx1(k)

β + x1(k)
< x1(k)

7. O parâmetro q > 0 é chamado de coeficiente de capturabilidade. Quanto maior a

eficiência da técnica de pesca utilizada, maior o valor de q.

8. O esforço de captura medido é dado por E > 0. Na pesca, isto refere-se, por exemplo,

ao número de barcos por dia.

9. A taxa de mortalidade por captura, F , proporcional ao esforço de captura, é dada

por: F = qE.

10. A taxa de mortalidade total da população explorável consiste, então, na soma das

taxas de mortalidade por causas naturais e por captura, ou seja, µ + F .

Após ambientar o leitor com o problema, apresenta-se na sequência, o modelo

dinâmico que descreve o comportamento do estoque de peixes, dado pelas equações a

diferenças não lineares (LADINO et al., 2016)

x1(k + 1) = x1(k) + δx2(k)− σx1(k)

β + x1(k)
− µx1(k)

x2(k + 1) = x2(k) +
σx1(k)

β + x1(k)
− (µ + F )x2(k)

(4.25)

5 Evento pelo qual os novos indivíduos de uma espécie se tornam parte da população explorável.
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Lema 4.1. O sistema 4.25 é significativo biologicamente se, e somente se (LADINO et

al., 2016)
1− µ− σ

β
≥ 0

1− µ− F ≥ 0
(4.26)

Na sequência expõe-se, de modo sucinto, a prova do Lema 4.1 elaborada por La-

dino et al. (2016).

No instante inicial, a população de pré-recrutas satisfaz x1(k) ≥ 0. Dada a

evolução do sistema do instante k para k + 1, a fração µx1(k) morre por causas naturais,

ao passo que σx1(k)/(β + x1(k)) torna-se parte da população explorável. Assim, a soma

dessas parcelas não pode exceder o estoque inicial de pré-recrutas x1(k), isto é, a condição

x1(k)− µx1(k)− σx1(k)

β + x1(k)
≥ 0, ∀x1(k) ≥ 0 (4.27)

deve ser satisfeita. Note que ao dividir (4.27) por x1(k) e, posteriormente, analisar a

expressão em x1(k) = 0, obtém-se a inequação superior de (4.26).

Analogamente, seja x2(k) ≥ 0 a quantidade da população de recrutas no ins-

tante k. Com a passagem de k para k + 1, a parcela µx2(k) morre de causas naturais,

enquanto a quantia Fx2(k) é capturada. Deste modo, a soma dessas parcelas não pode

ultrapassar o estoque inicial de x2(k), ou seja,

x2(k)− µx2(k)− Fx2(k) ≥ 0, ∀x2(k) ≥ 0. (4.28)

Perceba que a divisão de (4.28) por x2(k) resulta na desigualdade inferior de (4.26).

Em relação à existência de pontos de equilíbrio, segundo Ladino et al. (2016)

o sistema (4.25) possui um ponto de equilíbrio trivial P1 = (0, 0) (estado de extinção)

para todos valores positivos dos parâmetros. Entretanto, somente se R0 > 1, existe um

segundo ponto de equilíbrio não trivial P2 = (x∗
1, x∗

2) (estado de coexistência), localmente

assintoticamente estável, com x2 > 0 e y2 > 0, em que

(x∗
1, x∗

2) =

(

σ

µ
(R0 − 1),

σ

δ − (µ + F )
(R0 − 1)

)

, R0 =
δ

µ + F
− µβ

σ
. (4.29)

Diante do exposto, para aplicar a técnica proposta neste trabalho, é necessário, primeira-

mente, linearizar o modelo. Para tal, opta-se por utilizar o jacobiano, assim como realizado

por Pedrosa (2018). Deste modo, obtém-se o sistema linearizado em torno do ponto de

equilíbrio P2

A =








1− µ− σβ

(β + x∗
1)2

δ

σβ

(β + x∗
1)2

1− µ− F








, B =




0

−qx∗
2



 . (4.30)

Adotam-se os parâmetros: α = 64, β = 102, µ = 0.3, q = 0.1 e E = 1.6, que satisfazem

(4.26). Além disso, visto que mudanças ambientais podem delimitar o período e o sucesso



Capítulo 4. Controle H∞ e H2 63

reprodutivo na maioria dos peixes (VAZZOLER, 1981), no modelo trabalhado, considera-

se que a constante da taxa de reprodução δ não é um valor precisamente conhecido, e sim

uma incerteza pertencente ao intervalo [0.7, 0.9].

Assim, com o intuito de projetar um controlador robusto às incertezas, pretende-

se otimizar o critério de desempenho H∞ na síntese do ganho por realimentação de es-

tados estabilizante. Para isso, considere as seguintes matrizes de ruído e saída: Czi
= I,

Ei = 0.5Bi, Dzi
= 0, Ezi

=
[

0.5 0.5
]′

, com i = 1, 2.

Definidos os valores dos parâmetros e estabelecido o projeto de controle é então

possível utilizar a técnica proposta, bem como a de Ebihara et al. (2014, desigualdade

(25)), denotada E(25), a fim de verificar os custos garantidos H∞. Na Tabela 7, são apre-

sentados os valores dos custos garantidos H∞, utilizando a técnica proposta(Algoritmo 2)

e a condição E(25) (EBIHARA et al., 2014). O controlador, obtido por meio do Algo-

ritmo 2, também é mostrado.

Tabela 7 – Custos garantidos H∞ associados aos ganhos descentralizados de realimenta-
ção de estados com diferentes estruturas Ldc referentes ao Exemplo 4.3 obtidos
pela condição LMI (25) de Ebihara et al. (2014), E(25), e pelo método pro-
posto no Algoritmo 2, A2, utilizando no máximo 30 iterações e variáveis de
folga com estrutura simétrica (‘s’).

Ldc E(25) A2 (γinit) LA2
[

l1 l2
]

8.9544 8.2378 (10)
[

0.0201 0.0776
]

[

l1 0
]

34.6321 30.7617 (40)
[

0.0225 0
]

[

0 l2
]

12.0785 11.5070 (13)
[

0 0.0776
]

Para este exemplo, no Algoritmo 2, foi definido um número de iterações má-

ximas iguais a 30, sendo necessárias 15 iterações para obter as soluções apresentadas.

Na Tabela 7 é possível verificar que a abordagem proposta, Algoritmo 2, provê,

para este exemplo, menores valores para o custo garantidoH∞ em todas situações testadas

quando comparada ao método de Ebihara et al. (2014, desigualdade (25)).

4.5.1.1 Conclusões parciais

Os resultados obtidos por meio dos exemplos numéricos mostraram que a téc-

nica proposta pode obter melhores estimativas do custo garantido quando comparada com

outros métodos da literatura. Ademais, o método proposto se mostrou capaz de forne-

cer soluções para sistemas em que outras abordagens falham ou nem mesmo podem ser

aplicadas.
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4.5.2 Critério de desempenho H2

O Teorema 4.2 é aplicado nos exemplos a seguir para computar controladores

robustos por realimentação de estados para minimizar o limitante superior da normaH2 do

sistema em malha fechada. Para empregar o Algoritmo 3 na resolução, utilizou-se uma

matriz P (α(k)) com estrutura simétrica e variáveis de folga também simétricas.

Exemplo 4.4. Considere o sistema LTI positivo discreto no tempo, retirado do Exem-

plo 1 de Ebihara et al. (2018). O objetivo é projetar um controlador robusto H2 por

realimentação de estados.

A =














0.33 0.36 0.36 0.28 0.08

0.28 0.21 0.25 0.32 0.08

0.11 0.23 0.31 0.36 0.06

0.10 0.00 0.32 0.27 0.13

0.26 0.31 0.28 0.06 0.36














, B =














0.10 0.04

0.08 0.28

0.83 −0.16

−0.02 −0.24

−0.03 −0.15














, E =














0.67

0.07

0.53

0.15

0.36














Cz =








0.40 0.17 0.51 0.03 0.80

0.92 0.81 0.74 0.39 0.95

0.35 0.02 0.68 0.35 0.07








, Dz =








0.26 −0.09

−0.01 0.41

−0.54 0.15








, Ez = 0.

Conforme o reportado em Ebihara et al. (2018), a condição de projeto dada pelas desi-

gualdades (12) e (14) de Ebihara et al. (2018) provê um ganho

K =




−0.1888 −0.3350 −0.2964 −0.4484 −0.1207

−0.2918 −0.3002 0.4001 −0.9622 −0.2512





associado a um custo garantido H2 de 3.7558, e uma norma H2 em malha fechada de

3.3278. Enquanto, a condição proposta (com ρ0 = 270 e itmax = 15) fornece, após 13

iterações, um ganho

L =




−0.2146 −0.3990 −0.5160 −0.4484 0.0155

−0.4258 −0.6322 −0.7394 −0.9621 0.4553



 (4.31)

correspondente a um custo garantido H2 de 3.3495, e uma norma H2 em malha fechada

de 3.3476.

Perceba que, embora a norma H2 de pior caso, obtida pelo método proposto,

seja maior que a resultante de Ebihara et al. (2018), a diferença (gap) entre o limitante

superior computado (custo garantido) e a norma de pior caso do sistema é de 0.0019, em

oposição à do método de Ebihara et al. (2018) correspondente a 0.428 que representa um

aumento de 42.61%. Diante disso, é possível afirmar que o método proposto provê, para

este exemplo, uma estimação mais acurada do custo garantido real.

Exemplo 4.5. Considere o sistema LTI positivo discreto no tempo, que pode ser encon-

trado no Exemplo 5.2 de Ebihara et al. (2018). A intenção é computar um controlador
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robusto por realimentação de estados que minimize o limitante superior da norma H2 do

sistema de malha fechada.

A =














0.35 0.28 0.34 0.14 0.02

0.25 0.29 0.32 0.33 0.11

0.24 0.17 0.30 0.18 0.35

0.24 0.08 0.34 0.03 0.14

0.04 0.35 0.11 0.15 0.16














, B =














0.42 −0.46

0.51 −0.60

0.93 0.11

−0.75 −0.72

−0.55 −0.32














, E =














0.04 0.92 0.37

0.34 0.61 0.64

0.52 0.01 0.99

0.30 0.06 0.50

0.55 0.66 0.62














Cz =








0.05 0.36 0.08 0.24 0.03

0.63 0.30 0.97 0.21 0.05

0.07 0.91 0.16 0.63 0.10








, Dz =








0.55 −0.04

0.50 0.41

−0.46 0.61








, Ez = 0.

O ganho obtido pelo método de Ebihara et al. (2018) é dado por

K =




−0.0727 −0.2180 −0.1137 −0.2072 0.0273

0.2500 0.2980 0.4367 0.1152 0.0684



 , (4.32)

resultando em um custo garantido H2 de 4.1355, e uma norma H2 em malha fechada de

3.7106.

Por sua vez, a técnica proposta nessa dissertação (com ρ0 = 60 e itmax = 15)

apresenta, após 10 iterações, um custo garantidoH2 de 3.6829, e uma normaH2 em malha

fechada de 3.6551 relacionada com o seguinte ganho

L =




−0.0727 −0.2180 −0.1137 −0.2072 −0.0550

0.2500 0.2980 0.4367 0.1152 −0.0068



 . (4.33)

Neste exemplo, o método proposto não só provê um gap menor, 0.0278, em

relação ao de Ebihara et al. (2018), 0.4249, equivalendo a uma melhoria de 39.71%, como

também um menor custo garantido e uma menor norma H2 em malha fechada.

Exemplo 4.6. Considere novamente o Exemplo 4.1. Entretanto, em vez de computar um

controlador H∞, o objetivo é projetar um ganho robusto de realimentação de estados que

minimize a norma H2. Para fins de comparação, a condição de Ebihara et al. (2018) é

aplicada, resultando em um custo garantido H2 de 1.8793, uma norma H2 de pior caso

em malha fechada de 1.2023 associados ao seguinte ganho

K =




0.1667 −0.0606 −0.1905 −0.1591

−0.2500 −0.1169 0.0714 0.0682



 . (4.34)

Por outro lado, a estratégia apresentada neste trabalho (com ρ0 = 170 e itmax = 15)

obtém, após 15 iterações, um custo garantido H2 de 1.2461 e uma norma H2 de pior caso

em malha fechada de 1.2023 obtida com o seguinte controlador

L =




0.1667 −0.2105 −0.1905 −0.1591

−0.2500 −0.0526 0.0714 0.0682



 . (4.35)
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Uma vez mais, embora o valor da norma H2 em malha fechada seja o mesmo

para ambas as técnicas comparadas, o método proposto provê um ganho que proporciona

um gap menor de 0.0438, quando comparado ao de Ebihara et al. (2018), correspondente

a 0.677, o que significa uma acurácia 63.32% maior.

4.5.2.1 Conclusões parciais

Nos exemplos numéricos é possível notar que, em geral, os controladores obti-

dos pelo método proposto são similares aos fornecidos por Ebihara et al. (2018), provendo

uma norma H2 em malha fechada praticamente igual. No entanto, a estimativa para o

cômputo do custo garantido fornecida pela técnica desta dissertação, mesmo para os casos

de sistemas precisamente conhecidos, é melhor.
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5 Considerações Finais

Este trabalho tem como principal contribuição a proposição de uma nova abor-

dagem iterativa, baseada em LMIs dependentes de parâmetros, para a estabilização e

controle H∞ e H2 por realimentação estática de saída para tratar sistemas LPV positivos

discretos no tempo. Ademais, é desenvolvido outro método de síntese, também baseado

em LMIs, no contexto de sistemas lineares positivos chaveados discretos no tempo.

Uma vantagem do método iterativo desta dissertação, quando comparado às

outras técnicas disponíveis na literatura, é tratar o ganho diretamente como uma variável

de otimização, ao invés de se valer de mudanças de variáveis. Outra característica, que me-

rece destaque, é o fornecimento de condições iniciais que garantem a existência de soluções

factíveis a cada iteração. Além disso, é possível tratar o projeto de controladores robustos

para sistemas sistemas LTI politópicos, problemas de controle por realimentação de esta-

dos, controle de sistemas chaveados com regra de chaveamento arbitrária (dependente ou

independente de modos) e impor estruturas particulares ao ganho, tais como descentra-

lização ou restrição em módulo sobre os elementos do ganho, sem afetar qualquer outra

variável do problema.

Os algoritmos de projeto de controladores H∞ e H2 são divididos em três

etapas: estabilização, positividade e otimização do custo garantido. Nas duas primeiras

fases, são empregadas relaxações nas condições que testam a positividade das matrizes

de malha fechada e na taxa de decaimento (permitindo que esta viole o limite superior

unitário, de maneira que no caso LTI os polos possam ser, ao longo das iterações, alocados

fora do círculo de raio unitário centrado na origem do plano complexo), para facilitar a

busca por soluções estabilizadoras. Na última etapa, as relaxações são eliminadas para que

o controlador projetado seja de fato uma solução estabilizante que assegure a positividade

do sistema testado e o custo garantido computado seja realmente um limitante superior

para o sistema em malha fechada.

A estratégia de controle H∞ tem como benefício a possibilidade de considerar

as matrízes de ruído na medida Ey(α(k)) e de saída Cy(α(k)) como politópicas e variantes

no tempo, enquanto outras técnicas da literatura exigem que Ey(α(k)) seja nula e Cy(α(k))

seja independente de parâmetros, muitas vezes impondo uma estrutura particular ou que

exista uma transformação de similaridade adequada para produzir uma forma específica

que permita obter um ganho de realimentação de saída. Poder considerar incertezas nas

matrizes Ey(α(k)) e Cy(α(k)) é útil para representar, por exemplo, sistemas positivos

controlados via rede de comunicação semi-confiável, cujas matrizes de saída são geralmente

afetadas por incertezas que modelam atrasos ou perda de pacotes.

Em relação ao controle H2, também existe a vantagem de considerar que a
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matriz de saída Cy(α(k)) seja politópica variante no tempo com elementos genéricos.

Entretanto, vale ressaltar que no caso de matriz Ey(α(k)) 6= 0 não há garantia da facti-

bilidade inicial do algoritmo, pois as condições iniciais que asseguram a factibilidade do

algoritmo na primeira iteração não poderiam ser estabelecidas a priori, por depender do

ganho, que é uma variável do problema.

No que se refere à estabilização de sistemas LTI e LPV politópicos, a aborda-

gem se mostrou notoriamente eficiente em termos estatísticos. No projeto de controlador

H∞ a estratégia adotada não só obteve menores custo garantidos quando comparada às

demais, como foi capaz de fornecer soluções para sistemas em que outras técnicas falha-

ram. No contexto de controle H2, os custos garantidos computados pelo procedimento

proposto, associados aos ganhos fornecidos, mostraram-se estimativas mais acuradas da

norma em malha fechada, inclusive no projeto para sistemas LTI precisamente conhecidos,

conforme ilustrado pelos experimentos numéricos. Em contrapartida, para a obtenção de

soluções menos conservadoras, demanda-se um esforço computacional maior em termos de

linhas de LMIs, variáveis de otimização e tempo computacional em relação às condições

presentes na literatura.

Perspectivas

Para trabalhos futuros, é possível propor:

1. A investigação de um procedimento iterativo similar em termos de condições LMIs

derivadas de diferentes formulações. Uma possibilidade é se basear na condição

fornecida por Ebihara et al. (2014), em especial para estabilização e controle H∞, a

qual aproveita o fato de que, de acordo com o Teorema de Perron–Frobenius (HORN;

JOHNSON, 1985), toda matriz dinâmica positiva discreta Ad é Schur estável se e

somente se Ad − I é Hurwitz estável. Isso também implica que um sistema discreto

Gd com matrizes {Ad, Bd, Cd, Dd} é estável e satisfaz ‖Gd‖∞ < γ se e somente

se o sistema contínuo Gc com matrizes {(Ad − I), Bd, Cd, Dd} é estável e satisfaz

‖Gc‖∞ < γ.

2. O projeto de controle usando condições duais (isto é, considerando um sistema

com dinâmica descrita pela matriz A′
cl(α(k))) para comparar com os resultados

obtidos pelo método primal (baseado na condição LMI (2.7) para estabilização e

no gramiano de controlabilidade (2.10) no caso H2), nos casos de estabilização e de

controle H2 (no caso de controle H∞, não há diferenças significativas entre as duas

possibilidades).

3. Estudar extensões empregando a norma L1.

4. Tratar sistemas lineares positivos sujeitos a saltos markovianos.
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5. Utilizar a técnica proposta para tratar problemas similares, no âmbito de filtragem

ou controle por realimentação dinâmica de sistemas positivos discretos.
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