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RESUMO

Neste trabalho é analisado o problema de flambagem de placas que
levam em conta o efeito da deformagdo por cortante, usando o método dos
elementos de contorno com aproximacgao das integrais de dominio pelos métodos da
Reciprocidade Dual e da Integracdo Radial. A necessidade de discretizacao e
integracao de células de dominio é substituida por tratamentos numéricos usando
integrais de contorno e fungdes de base radial referenciadas a pontos distribuidos no
dominio e ao longo do contorno. Para resolugdo do problema de autovalor e
obtencdo das cargas criticas, sao utilizados o método da iteracdo inversa e o
quociente de Rayleigh. Para a aplicagcdo do Método da Reciprocidade Dual, foram
necessarias as primeiras e segundas derivadas das solugbes fundamentais de
placas com efeito de cortante, gerando entdo integrais singulares de ordem
supersingular e hypersingular, as quais tiveram seu grau de singularidade diminuido
utilizando o operador tangente e foram calculadas com o método fornecido por Gao
(2006). Foram analisados os problemas de flambagem de placas quadradas com ou
sem furo, retangulares, triangulares e esconsas. As placas foram solicitadas por
carga uniaxial, biaxial e de cisalhamento. Os valores para a razdo entre a espessura
e o lado da placa variam entre 0,001 e 0,2. Os resultados sdo comparados com 0s
obtidos pela literatura.

Palavras chave: Placas (Engenharia), Métodos de elementos de contorno,
Flambagem (Mecénica)



ABSTRACT

In this study, the plate buckling problem is analyzed, considering the effect
of shear deformation. The boundary element method is applied in conjunction with
the domain integral approximation, using the Dual Reciprocity and Radial Integration
methods. The discretization and integration of domain cells are obviated by numerical
treatments using boundary integrals and radial basis functions referenced to points
distributed in the domain and along the boundary. The inverse iteration method and
Rayleigh quotient iteration are used to solve the eigenvalue problem and obtain the
critical loads. The first and second derivatives of the fundamental solutions of plates
under shear deformation are required to implement the Dual Reciprocity Method.
Thus, supersingular and hypersingular integrals are generated. The tangent operator
is used to reduce the singularity degree of the integrals, which are subsequently
calculated using the method of Gao (2006). The buckling problems of square with or
without hole, rectangular, triangular and skew plates were analyzed. The plates were
subjected to uniaxial, biaxial and shear loads. The values for the ratio between the
thickness and the side of the plate range from 0.001 to 0.2. The results are compared
with those reported in the literature.

Keywords: Plates (Engineering), Boundary element methods, Buckling
(Mechanics)
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1 INTRODUGAO

Na literatura sdo encontrados diversos métodos numéricos que tratam a
flambagem de placas, entre eles pode-se destacar o método dos elementos de
contorno (PURBOLAKSONO e ALIABADI, 2005; SOARES JR. e PALERMO JR.,
2017), elementos finitos (EL-SAWY e NAZMY, 2001; REDDY, 2002), faixas finitas
(MIZUSAWA, 1993; DAWE e ROUFAEIL, 1982), os métodos sem malha (BUI et al,
2011; KATSIKADELIS e BABOUSKQOS, 2007) entre outros (BROWN e YETTRAM,
1986; NERANTZAKI e KATSIKADELIS,1996 ). Na Figura 1, gerada com o auxilio do
software Gnuplot (WILLIAMS et al., 2019), é ilustrado o modo de flambagem de uma

placa retangular simplesmente apoiada no contorno, de comprimento “a” duas vezes

maior que a largura “b”, obtido de maneira numérica.

Figura 1 — Placa retangular a/b = 2 com carga uniaxial — Modo de flambagem

Fonte: O autor (2020)

O calculo preciso das cargas criticas de placas finas ou espessas é de
grande importancia na engenharia, uma vez que diversos tipos de elementos
estruturais podem ser compostos de placas sujeitas a flambagem. Entre eles pode-

se citar as almas e mesas de perfis metalicos utilizados em projetos da construcéao
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civil como galpdes, torres, passarelas, estadios, edificios, residéncias, etc. Placas
também sdo utilizadas em veiculos os quais o peso tem grande influéncia em sua
performance, como avides, navios e automoveis (REDDY, 2002). Na aplicacdo do
método dos elementos finitos para obtencao das cargas criticas de flambagem de
placas, € necessaria a completa discretizacdo do contorno e do dominio do
problema. Dependendo do tamanho do projeto, o calculo de uma estrutura com um
namero elevado de graus de liberdade pode consumir recursos computacionais
significantes, conforme analisado por Poole, Lie e Mandel (2003). Os estudos de
métodos numéricos que removem a integracdo de dominio buscam diminuir o tempo
de célculo da estrutura e a meméria utilizada para processamento, possibilitando a
analise estrutural para uma quantidade maior de computadores e consequentemente
de usuarios.

O método dos elementos de contorno é uma alternativa robusta
introduzida por Nardini e Brebbia (1983). Tendo como base a utilizagcao de equacoes
integrais para resolugao do problema, o método possibilita a remogéo da integragéo
de dominio em diversos tipos de problemas que n&o possuem efeitos ndo lineares,
como problemas de potencial da equagcao de Laplace, problemas de elasticidade
com auséncia de forgas de corpo, entre outros. A Figura 2 mostra uma malha do
método dos elementos de contorno e uma malha do método dos elementos finitos

para problemas homogéneos.

Figura 2 — Malha para elementos de contorno (a) e elementos finitos (b)

(@) (b)

Fonte: O autor (2020).

Contudo, em problemas n&o lineares, o método dos elementos de

contorno ao ser aplicado em sua forma tradicional também necessita de células de
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dominio quando a carga de dominio possui uma distribuicdo nao uniforme, podendo-
se citar problemas de potencial com a equacado de Poisson, problemas de
elasticidade com forcas de corpo e o problema tratado no presente trabalho, a
flambagem de placas que levam em conta o efeito da deformagé&o por cortante.

Técnicas foram desenvolvidas para remover a necessidade da
discretizacdo de dominio, podendo-se citar o Método da Reciprocidade Dual
(NARDINI e BREBBIA, 1983; PARTRIDGE, BREBBIA e WROBEL, 1992) o Método
da Multipla Reciprocidade (NOWAK e BREBBIA, 1989), o Método da Equacéo
Analoga (YIOTIS e KATSIKADELIS, 2008), o Método da Integracao Radial (GAO,
2002) entre outros (WEN, ALIABADI e ROOKE, 1998). Dentre os citados, o mais
divulgado continua sendo o Método da Reciprocidade Dual (MRD) introduzido por
Nardini e Brebbia (1983), aplicado com sucesso em diversos tipos de problemas de
engenharia, entre eles problemas de potencial (WROBEL, BREBBIA e NARDINI,
1986), elasticidade bidimensionais (YAN et al., 2008) e tridimensionais (ZHOU et al.,
2012), acusticos (LEE, WU e ZHANG, 1994), vibracao (AGNANTIARIS, POLYZOS e
BESKOS, 2001), flambagem (ELZEIN e SYNGELLAKIS, 1992), simulagdo de
campos magnéticos (PEKMEN e TEZER-SEZGIN, 2013), mecanica dos fluidos
(RAHAIM e KASSAB, 1996) entre outros (FRIEDRICH, 1999). O MRD remove a
necessidade da discretizacao e integracdo de células de dominio, deixando apenas
a necessidade da discretizagdo de pontos ao longo do contorno e dominio do
problema.

Figura 3 — Malha com células de dominio (a) e Método da Reciprocidade Dual (b)

(@) (b)
L $ 9 ® e ®

L & ® L ® ®
Fonte: O autor (2020).
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Este beneficio diminui a quantidade de memoéria necesséaria para
construcdo da malha de calculo, com a consequente reducdo dos recursos
computacionais e a manutengdo do intuito inicial do método dos elementos de
contorno, ao obter uma formulacdo apenas com integrais de contorno. Isto é
possivel devido ao fato dos termos ndo lineares ao longo do dominio serem
aproximados por uma funcdo de base radial normalmente de forma simples,
podendo-se usar como exemplo a fungéo f(r) = 1 + r, a qual € indicada por Partridge,
Brebbia e Wrobel (1992). Uma vez que a funcdo da distribuicdo de cargas de
dominio € conhecida, utiliza-se do teorema da reciprocidade e de solugdes
particulares obtidas resolvendo-se a equacao diferencial do problema quando a
carga de dominio € conhecida e igual a funcéo radial escolhida para aproximacao.
As solugbes particulares sdo Unicas para cada tipo de problema e dependem da
fungdo de aproximagdao escolhida, sendo esta uma das dificuldades para
implementagédo do método. Apesar de existirem estudos sobre a influéncia do tipo da
funcédo de aproximagao na solugéo do problema (PARTRIDGE, 2000), ndo existem
limitacbes para a escolha da funcdo aproximadora, na literatura encontram-se
trabalhos que investigam fungdes lineares, polinomiais, multiquadraticas,
exponenciais, logaritimicas, ‘thin plate splines” e as “augmented thin plate splines”,
as quais apresentaram melhores resultados.

Com relacdao a utilizaggo do MRD em problemas de placas, séo
encontrados diversos trabalhos na literatura. Kamiya e Sawaki (1988) trataram o
problema de flexdo de placas com a teoria de Kirchhoff. Silva e Venturini (1988)
estudaram o problema de flexdo de placas em fundacao elastica. Sawaki, Takeuchi
e Kamiya (1990) abordaram o problema de flexdo de placas com grandes
deslocamentos. Elzein e Syngellakis (1992) resolveram o problema de flambagem e
obtiveram as cargas criticas de placas com a teoria de Kirchhoff. Davies e Moslehy
(1994) conseguiram as frequéncias naturais e os modos de vibragao para problemas
de flexdo de placas teoria de Kirchhoff. Lin, Duffield e Shih (1999) resolveram
problemas de flambagem de placas finas circulares e retangulares. Wen, Aliabadi e
Young (2005) apresentaram resultados para problemas de flexdo de placas que
levam em conta o efeito da deformagcdo por cortante utilizando o Método da
Integracédo Direta e o MRD. Wang, Ji e Tanaka (2000) resolveram o problema de
grandes deslocamentos em flexdo de placas baseando-se nas equacgdes de von
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Karman. Purbolaksono e Aliabadi (2005) compararam os resultados entre a
formulacéo da flambagem de placas que levam em conta o efeito da deformacéao por
cortante quando tratadas por células de dominio e pelo MRD. Supriyono e Aliabadi
(2007) resolveram problemas de flexdo de placas levando em conta os efeitos da
nao-linearidade fisica e geométrica. Purbolaksono e Aliabadi (2010) estudaram
problemas de flexdo de placas com a teoria de grandes deslocamentos. Yan, Feng e
Zhou (2010) resolveram problemas de flexdo de placas finas utilizando-se as
vantagens do MRD e dos métodos sem malha. Purbolaksono, Dirgantara e Aliabadi
(2012) analisaram problemas de fratura em placas levando em conta as n&o-
linearidades fisica e geométrica. Useche e Albuquerque (2012) realizaram a analise
de dindmica em placas que levam em conta o efeito da deformacéo por cortante. Di
Pisa e Aliabadi (2013) estudaram o crescimento de fraturas em problemas de
associacao de placas. Useche (2014) realizou a analise de vibracbes em cascas
espessas. Pomeranz e Hamill (2014) compararam o Método da Solucdo
Fundamental de Bessel e o MRD em problemas de flexdo de placas em fundagéo
elastica. Ugurlu (2015) realizou a andlise de vibracdo linear de placas finas
acopladas a fluidos. Seche e Albuquerque (2015) realizaram analise dindmica
transiente em cascas que levam em conta o efeito da deformagdo por cortante
utilizando. Useche e Harnish (2016) analisaram problemas de vibracdo em cascas
que levam em conta o efeito da deformacéo por cortante.

Além do MRD, outro método de reducdo de malhas é estudado no
presente trabalho, sendo este o Método da Integracdo Radial (MIR) introduzido por
Gao (2002). Gao mostrou algumas vantagens que o MIR tem com relagdo ao MRD,
podendo-se citar a ndo necessidade de solugdes particulares, facil escolha de
fungdes de aproximacdo e a sua implementagcdo ser mais rapida com relagédo ao
MRD. Estas vantagens atrairam a atencao de outros pesquisadores, 0 que levou o
MIR a ser utilizado em diversos problemas de engenharia, como problemas de
transferéncia de calor nos trabalhos de Gao (2006), Yang e Gao (2010), conveccao
no trabalho de Wang et al. (2017), difusdo nos trabalhos de Al-Jawary (2012) e Peng
(2019), elasticidade nos trabalhos de Gao (2002) e Yang et al. (2015), acusticos no
trabalho de Qu (2013), vibracdo no trabalho de Zheng, Gao e Zhang (2016), flexao
de placas finas no artigo de Albuquerque, Sollero e Paiva (2007) e espessas na tese
de Santana (2014), flambagem de placas finas no artigo de Doval, Albuquerque e
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Sollero (2010), flambagem de compédsitos laminados na tese de Doval (2013) e
flambagem de cascas finas no trabalho de Albuquerque e Aliabadi (2008).

Soares Jr. e Palermo Jr. (2017) apresentaram uma nova proposta para o
problema de flambagem de placas com efeito de cortante, fazendo-se o uso apenas
das primeiras derivadas dos deslocamentos transversais, mas utilizando células de
dominio para célculo das integrais de dominio. O presente trabalho visa aplicar o
MRD e o MIR no problema de flambagem de placas que levam em conta o efeito da
deformacao por cortante, removendo a necessidade da discretizacdo de células de
dominio do trabalho de Soares Jr. e Palermo Jr. (2017).



24

1.1 OBJETIVOS

O presente trabalho apresenta uma aplicacao computacional que remove
a integracao de dominio do problema de flambagem de placas levando em conta o
efeito da deformagéo por cortante utilizando o método dos elementos de contorno
com Reciprocidade Dual e Integragdo Radial. Ap6s o desenvolvimento desta
aplicacao, foi feita a determinacdo das cargas de flambagem de placas solicitadas
por cargas uniaxiais, biaxiais e de cisalhamento, com geometrias retangulares,
esconsas, triangulares e também placas quadradas com furo quadrado e circular.

A influéncia do efeito da deformacéao por cortante na carga de flambagem
também foi verificada variando-se o aspecto de espessura de h/a = 0,001 até h/a =

0,2, onde “h” é a espessura da placa e “a” € a largura da placa.

Os objetivos do presente trabalho podem ser resumidos em:

e A aplicagédo do MRD e o MIR no problema de placas que levam em
conta o efeito da deformacao por cortante, removendo-se o uso de
células de dominio;

e O calculo das cargas criticas de flambagem de placas com diversas
geometrias, tipos de carga e aspectos de espessura h/a;

e Aidentificacdo das vantagens e desvantagens da utilizacdo do MRD e
do MIR e a comparagéo das solug¢des obtidas por estes métodos;

e O estudo de técnicas para melhorar a precisdo dos resultados, como
0 uso do operador tangente para reduzir o grau de singularidade de

integrais singulares;

Para cumprir estes objetivos foi desenvolvido um software na linguagem
Fortran 90, por meio do ambiente de desenvolvimento Visual Studio em conjunto
com o compilador Intel Fortran. Também foi criado um gerador de malhas para
auxiliar na andlise de convergéncia dos resultados obtidos.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 REVISAO SOBRE O PROBLEMA DE INSTABILIDADE DE PLACAS NAO
PERFURADAS

Bryan (1891) analisou o problema de flambagem de placas aplicando o
método da energia para estabilidade e mostrou uma aplicagcédo em partes de navios.
Timoshenko (1932) verificou a estabilidade das placas de perfis metalicos quando
solicitadas a flexdo. Seydel (1933) resolveu o problema de flambagem de placas
finas quando solicitadas por cisalhamento. Way (1936) utilizando o método da
energia, apresentou resultados para flambagem de placas solicitadas por carga de
cisalhamento e flexao. Iguchi (1938) apresentou solugdes para placas retangulares
solicitadas por cisalhamento e cargas combinadas.

Batdorf e Houbolt (1944) resolveram o problema de flambagem de uma
placa retangular de tamanho infinito solicitada por cargas combinadas. Batdorf e
Stein (1947) analisaram o problema de flambagem de placa retangular solicitada por
cargas combinadas. Libove et al. (1949) solucionaram o problema de flambagem de
placas retangulares solicitadas por cargas lineares.

Gerard e Becker (1957) utilizando o método da energia apresentaram as
cargas criticas de placas com diversos tipos de cargas e condi¢cdées de contorno. As
solugdes analiticas de problemas de flambagem de placas retangulares e circulares
com diversos tipos de condigdes de contorno e também de solicitacdo podem ser
encontradas no livro de Timoshenko e Gere (1961).

lyengar e Narasimhan (1965) resolveram o problema de flambagem de
placas retangulares com borda engastada e simplesmente apoiada. Johns (1971)
apresentou resultados para placas isotrdpicas e ortotrdpicas. Hinton (1978) calculou
as cargas criticas de placas solicitadas por carga uniaxial e biaxial utilizando método
das faixas finitas.

Dawe e Roupaeil (1982) calcularam as cargas criticas de placas
solicitadas por carga uniaxial e biaxial utilizando método das faixas finitas. Pekdz
(1986) desenvolveu um método de dimensionamento de perfis formados a frio
levando em conta instabilidade. Sakiyama e Matsuda (1987) solucionaram o
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problema de flambagem de placas de Mindlin retangulares com condi¢cées de
contorno variadas.

Tham e Szeto (1990) resolveram o problema de flambagem de placas
com dominio arbitrario utilizando o método das faixas finitas. Mizusawa (1993)
mostrou o efeito da deformacéao por cortante utilizando uma teoria de alta ordem e o
método das faixas finitas. Xiang et al. (1993) solucionaram diversos problemas de
placas retangulares que levam em conta o efeito da deformag&o por cortante com
cargas biaxiais e uniaxiais. Bank e Yin (1996) analisaram problemas de flambagem
de placas ortotrépicas com bordas livres. Liew, Xiang e Kitipornchai (1996)
abordaram de forma analitica o problema de flambagem de placas de Mindlin com
borda livre.

Reddy (2002) resolveu utilizando o método da energia problemas de
placas que levam em conta o efeito da deformacéo por cortante mostrando que a
carga critica diminui quando a espessura aumenta. Reddy (2003) mostra em seu
livro diversas solugbes para problemas de flambagem de placas ortotrépicas e
também de compdsitos laminados. Xiang e Wei (2004) abordaram problemas de
placas com espessura varidvel levando em conta a teoria de Mindlin. Aydogdu e Ece
(2005) analisaram o efeito de apoios "ndo ideais" ( que permitem um pequeno
deslocamento ) na carga critica de placas isotrépicas.

Shufrin e Eisenberger (2005) analisaram o problema de placas
retangulares utilizando a teoria de placas que levam em conta a deformagédo por
cortante de alta ordem e compararam com a teoria classica. Kang e Leissa (2005)
resolveram o problema de flambagem de placas retangulares quando solicitadas por
carga linearmente distribuida em diversas condi¢cdes de contorno. Hwang e Lee
(2006) abordaram o problema de placas ortotrdpicas cargas linearmente distribuidas.

Shufrin e Eisenberger (2007) verificaram o problema de flambagem por
cisalhamento em placas finas utilizando o método de Kantorovich. Wang e Aung
(2007) mostraram as cargas criticas de placas espessas de dominio triangular.
Hosseini-Hashemi, Khorshidi e Amabili (2008) apresentaram as solu¢des analiticas
para diversos problemas de flambagem de placas retangulares, levando em conta a
teoria de Mindlin. Kim, Thai e Lee (2009) analisaram problemas de placas
ortotrépicas utilizando uma teoria refinada de duas variaveis. Vrcelj e Bradford
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(2008) utilizaram o método das faixas finitas com splines para resolver problemas de
flambagem de placas.

Jalali e Naei (2010) calcularam cargas criticas de placas espessas
circulares com espessura variavel. Vrcelj e Bradford (2010) analisaram problemas de
perfis de paredes delgadas utilizando o método das faixas finitas com splines. Bui,
Nguyen e Zhang (2011) aplicaram um método sem malha para resolver problemas
de placas de Mindlin e Reissner. Ferreira et al. (2011) utilizaram funcdes de base
radial para calcular problemas de flambagem de placas que levam o efeito da
deformacao por cortante.

Hosseini-Hashemi, Atashipour e Fadaee (2012) apresentaram as
solugbes analiticas para flambagem de placas que utilizam a teoria de Reddy.
Sayyad e Ghugal (2012) analisaram problemas de flambagem de placas isotrdpicas
usando uma teoria que leva em conta o efeito da deformacéo por cortante do tipo
exponencial.

Yang et al. (2013) utilizaram o método dos elementos finitos para obter os
modos de flambagem e cargas criticas de placas que levam em conta o efeito da
deformagdo por cortante. Fazzolari, Banerjee e Boscolo (2013) resolveram
problemas de compodsitos laminados utilizando uma teoria de deformacao por
cortante de alta ordem. Thai e Choi (2013) encontraram solucdes analiticas para
flexao, flambagem e vibragcédo de placas espessas com uma teoria refinada de duas
variaveis.

Millar e Mora (2015) utilizaram o método dos elementos finitos com malha
triangular para obter as cargas criticas de placas de kirchhoff. Ghannadpour, Ovesy
e Zia-Dehkordi (2015) resolveram o problema de flambagem de placas utilizando o
método de faixas finitas exato. Juhasz e Szekrényes (2015) resolveram problemas
de placas ortotropicas retangulares.

Moslemi, Neya e Amiri (2016) calcularam o problema de flambagem de
placas espessas baseado na teoria da elasticidade em trés dimensbes e
compararam os resultados obtidos pelas teorias de Reissner e Mindlin.

Ruocco et al. (2017) usaram o método de Kantorovich para obter as
solucdes analiticas para o problema de flambagem de placas espessas utilizando a
teoria de Mindlin. Park e Choi (2018) mostraram as solugdes analiticas para os

problemas de flexado, flambagem e vibracao livre de placas espessas. Mousavi,
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Azhari e Saadatpour (2019) utilizaram o método de Galerkin livre de elementos para

calcular problemas de flambagem de placas espessas.

2.2 REVISAO SOBRE O PROBLEMA DE INSTABILIDADE DE PLACAS
PERFURADAS

Levy, Woolley e Kroll (1947) apresentaram um método numérico para
analise da carga critica de flambagem de placas quadradas com furo circular com
reforco ou sem reforgo, quando solicitadas por uma carga uniforme uniaxial. Kroll
(1949) realizou a analise numérica de placas quadradas com furo circular com ou
sem reforco quando solicitadas por carga de cisalhamento.

Schlack (1964) analisou de maneira experimental e numérica utilizando o
método de Ritz o comportamento de placas retangulares com furos circulares
quando solicitadas por deslocamento uniforme na borda. Kawai et al. (1967)
verificaram a concentracdo de tensbées em uma placa retangular com furo circular
utilizando o método da energia. Yoshiki et al. (1967) analisaram de maneira
numérica e experimental as cargas criticas de placas retangulares com furo circular
em posi¢cdes excentricas. Schlack (1968) novamente faz uma série de testes
experimentais com placas perfuradas quando solicitadas por deslocamento uniforme
na borda e compara com resultados teéricos. Bulson (1969) apresentou em seu livro
uma revisao dos resultados obtidos por outros autores para a flambagem de placas
com furo circular.

Yu e Davis (1971) analisaram de maneira analitica e experimental a
flambagem de placas com furos enrijecidos. Vann (1971) verificou de forma
experimental e numérica utilizando o método dos elementos finitos o problema de
placas quadradas simplesmente apoiadas com furo circular central. Ritchie e Rhodes
(1975) realizaram um extenso estudo sobre os resultados obtidos por outros autores
da carga critica de placas com furo circular central, comparando resultados teéricos
com diversos valores obtidos de maneira experimental. Uenoya e Redwood(1978)
calcularam pelo método dos elementos finitos as cargas criticas de placas com furo
circular solicitadas por cisalhamento.

Narayanan (1981) analisou de maneira experimental placas com furos
circulares quando solicitadas por carga de cisalhamento. Narayanan e Avanessian
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(1983) verificaram de maneira experimental placas com furo circular quando
solicitadas por cisalhamento. Chow e Narayanan (1984) analisaram de maneira
numérica placas com furo circular e retangular excéntrico.

Narayanan e Avanessian (1984) utilizaram o método dos elementos finitos
para calcular as cargas criticas de de placas com furos circular e retangular
excéntricos quando a placa é solicitada por cisalhamento. Narayanan e Chow (1984)
verificaram de maneira numérica e experimental placas com furo circular e
retangular quando solicitadas por carga uniforme uniaxial. Nemeth (1984) analisou
de maneira numérica placas com furo circular quando solicitadas por carga uniforme
uniaxial. Roberts e Azizian (1984) utilizaram o método dos elementos finitos para
analisar placas com furo circular quando solicitada por carga uniforme e
cisalhamento obtendo as cargas criticas para placas finas e moderadamente
espessas.

Nemeth, Stein e Johnson (1986) analisaram placas com furos circulares e
retangulares e obtiveram as cargas criticas para diversos tipos de carga. Narayanan
e Avanessian (1986) utilizaram o método dos elementos finitos para obter as cargas
criticas de placas solicitadas por carga de cisalhamento e compararam com alguns
testes experimentais. Sabir e Chow (1986) utilizaram o método dos elementos finitos
para calcular as cargas criticas de placas solicitadas por cargas de cisalhamento e
compressao uniforme onde os furos foram localizados de maneira excéntrica. Brown,
Yettram e Burnett (1987) verificaram de maneira numérica placas com furos
retangulares.

Nemeth (1988) abordou de maneira numérica e experimental placas
ortotropicas com furo circular central. Lee, Lin e Lin (1989) analisaram placas
ortotrépicas com furo circular central quando solicitada por carga uniforme biaxial.
Chang e Chiang (1990) resolveram problemas de placas finas e moderadamente
espessas com furo retangular pelo método dos elementos finitos. Shimizu, Yoshida e
Enomoto (1991) calcularam placas com furos circulares e retangulares quando
solicitadas por tensao uniaxial.

Sabir e Davies (1997) determinaram as frequéncias naturais e as cargas
criticas de placas perfuradas utilizando o método dos elementos finitos. Prabhakara
e Datta (1997) utilizaram o método dos elementos finitos para determinar as
frequéncias naturais e as cargas criticas de flambagem de placas perfuradas por
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diversos tipos de furos. Shanmugam et al. (1999) realizaram uma proposta de
férmula para o dimensionamento de placas perfuradas por furos circulares e
retangulares.

El-Sawy e Nazmy (2001) usaram o método dos elementos finitos para
obter as cargas criticas de placas perfuradas por furos excéntricos. EI-Sawy, Nazmy
e Martini (2004) novamente utilizaram o método dos elementos finitos para
determinar as cargas criticas de placas perfuradas por furos excéntricos mas agora
levando em conta a plasticidade.

El-Sawy e Martini (2007) empregaram o método dos elementos finitos
para calcular as cargas criticas de placas perfuradas quando solicitada por carga
biaxial. Onkar, Upadhyay e Yadav (2007) analisaram placas de compdsitos
laminados perfuradas por furos circulares centrais quando solicitadas por carga
uniaxial uniforme. Paik (2007) utilizou o método dos elementos finitos para analisar
placas com furo circular central quando solicitadas por carga uniaxial uniforme.

Komur e Sonmez (2008) fizeram o uso do metodo dos elementos finitos e
obtiveram as cargas criticas de placas perfuradas por furos circulares em posicao
excéntrica e quando solicitadas por carga linearmente distribuida.

Kim, Choe e Paik (2009) utilizaram o método dos elementos finitos para
obter as cargas criticas de placas com furo circular com ou sem reforgo. Pellegrino,
Maiorana e Modena (2009) avaliaram um placas com furo circular ou retangular
excéntricos quando solicitadas por cargas de cisalhamento. Maiorana, Pellegrino e
Modena (2009) analisaram o problema de placas com furos excéntricos quando
solicitadas por carga axial e momento fletor. Wang et al. (2009) verificaram placas
com furos circulares e furos longos com borda circular e mediante os resultados
numericos fizeram uma proposta para uma formula simplificada. Cheng e Zhao
(2010) abordaram problemas de placas finas e moderadamente espessas com furos
circulares reforcados ou nao.

Maiorana, Pellegrino e Modena (2011) realizaram testes em placas com
furos circulares excéntricos solicitadas por compresséao e flexdo levando em conta a
plasticidade. Shanmugam et al. (2011) estudaram placas esconsas perfuradas
quando solicitadas por compresséo. Tajdari et al. (2011) verificaram a influéncia do
tipo de apoio em placas perfuradas quando solicitadas por carga linearmente
distribuida. Zhong, Pan e Yu (2011) calcularam problemas de placas finas e
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moderadamente espessas com furo circular usando o método dos elementos de
quadratura.

Cheng e Wang (2013) verificaram de maneira experimental e numérica
placas com furos. Rocha et al. (2013) analisaram placas com diversos tipos de furos
utilizando o método dos elementos finitos.

Jayashankarbabu e Karisiddappa (2013) estudaram placas finas ou
moderadamente espessas com furos excéntricos. Real et al. (2013) verificaram
problemas de placas retangulares com furo circular central quando solicitadas por
carga uniformemente distribuida.

Jana (2016) analisou a melhor posicao possivel para o furo circular em
placas retangulares para obtencdo da maior resisténcia. Serror, Hamed Mourad
(2016) verificaram de maneira numérica a resisténcia de almas de vigas com furos
circulares e retangulares. Pham (2017) verificou de maneira numérica placas com

furos circulares e retangulares quando solicitadas ao cisalhamento.

2.3 REV[SAO SOBRE A INSTABILIDADE DE PLACAS QUANDO TRATADAS
PELO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Gospodinov e Ljutskanov (1982) desenvolveram uma aplicagdo em
Fortran para solucéo do problema de flambagem de placas finas (teoria de Kirchhoff)
utilizando o método dos elementos de contorno. Bezine, Cimetiere e Gelbert (1985)
verificaram o problema de flambagem de placas com a teoria de Kirchhoff, onde o
método de resolucdo foi chamado de Método da Equacado Integral. Liu (1987)
mostrou uma proposta de nova formulagdo para a resolugcdo de problemas de
flambagem de placas finas, utilizando-se de células de dominio para resolver
problemas de placas quadradas e circulares. Irschik, Heuer e Ziegler (1987)
utiizaram o método dos elementos de contorno em problemas de placas
retangulares solicitadas por flexdo. Syngellakis e Kang (1987) resolveram o
problema de flambagem de placas utilizando células de dominio triangulares e
resolveram problemas de placas retangulares e triangulares. Tanaka e Miyazaki
(1988) estudaram o problema de flambagem de placas fazendo o acoplamento de
placas finas para obter a carga critica de um perfil tubular. Shi (1990) utilizou o
método dos elementos de contorno para resolver problemas de vibracdo e
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flambagem de placas ortotrépicas, levando em conta a teoria de Kirchhoff.
Syngellakis et al. (1991) compararam os resultados obtidos pelo método dos
elementos de contorno com resultados experimentais para flambagem de placas
retangulares. Elzein e Syngellakis (1992) utilizaram o método dos elementos de
contorno com Reciprocidade Dual em problemas de flambage placas finas, obtendo-
se resultados para placas com diversas geometrias e tipos de solicitacao.
Syngellakis e Elzein (1994) desenvolveram uma aplicacdo em Fortran baseada no
método dos elementos de contorno para solugcdo de problemas de flambagem de
placas de geometria quadrada, circular, esconsa e triangular.

Marczak (1995) aplicou o método dos elementos de contorno para
resolver problemas de placas finas e espessas utilizando células de dominio. Chang-
Jun e Rong (1996) resolveram problemas de placas em forma de anel com borda
simplesmente apoiada e engastada. Nerantzaki e Katsikadelis (1996) usaram o
Método da Equacao Analoga em conjunto com o método dos elementos de contorno
para obter as cargas criticas de placas com espessura variavel. Lin, Duffield e Shih
(1999) utilizaram o MRD para analizar placas finas com carga linear. Purbolaksono e
Aliabadi (2005) fizeram o uso do MRD para resolver problemas de instabilidade de
placas espessas utilizando a segunda derivada do deslocamento transversal.

Katsikadelis e Babouskous (2007) aplicaram o Método da Equacao
Analoga em problemas de péds-buckling em placas finas quadradas. Chinnaboon,
Chucheepsakul e Katsikadelis (2007) resolveram problemas de flambagem de
placas finas utilizando o Método da Equacgao Anéloga.

Albugquerque, Baiz e Aliabadi (2008) analisaram problemas de flambagem
de compdsitos laminados utilizando o método dos elementos de contorno. Yiotis e
Katsikadelis (2008) utilizaram o Método da Equacdo Analoga para resolver
problemas de flambagem de placas finas quadradas simplesmente apoiadas e
engastadas. Baiz e Aliabadi (2009) realizaram o acoplamento de placas espessas
para calcular as cargas criticas de perfis estruturais metalicos.

Doval, Albuquerque e Sollero (2012) usaram o método dos elementos de
contorno em conjunto com o MIR para resolver problemas de flambagem de placas
finas perfuradas feitas de compositos laminados. Doval (2013) utilizou o MIR para
resolver problemas de flambagem placas finas isotropicas e anisotrépicas com furo

retangular excéntrico e central.
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Katsikadelis (2014) mostra problemas de flexao, flambagem e vibragcéao
em placas finas e espessas utilizando o método dos elementos de contorno. Ele
também descreve o Método da Equacdo Analoga para placas com espessura
constante e variavel.

Soares Jr. e Palermo Jr. (2017) apresentaram uma nova formulacéo para
solucdo de problemas de flambagem de placas que levam em conta o efeito da
deformacdo por cortante utilizando o teorema da divergéncia para obter uma
formulagcdo dependente apenas das primeiras derivadas do deslocamento

transversal, as integrais de dominio foram calculadas utilizando células de dominio.

2.4 REVISAO SOBRE O METODO DA RECIPROCIDADE DUAL

Nardini e Brebbia (1983) publicaram um artigo o qual utilizava o método
dos elementos de contorno para analisar vibragcbes em elementos estruturais em 2D.
Embora ainda ndo nomeando a técnica de Reciprocidade Dual, pela primeira vez as
integrais de dominio foram calculadas com o auxilio de uma funcao aproximadora e
o teorema da reciprocidade, mas neste trabalho n&o foram utilizados pontos de
dominio. Apesar de ndo ser a parte principal do artigo, a remocao das integrais de
dominio chamaram a atencdo dos autores e de outros pesquisadores. Brebbia e
Nardini (1983) resolveram o0 mesmo problema de vibra¢des, mas agora reduzindo a
modelagem a um problema de autovalor. A técnica da Reciprocidade Dual foi
aplicada nas integrais de dominio, mas ainda nao utilizando pontos de dominio.

Nardini e Brebbia (1985) resolveram problemas de dindmica em
problemas de vigas com diversas geometrias.

Brebbia e Nardini (1986) pela primeira vez chamaram o método da
conversao das integrais de dominio para integrais de contorno aproximadas de
Reciprocidade Dual e resolveram problemas de transferéncia de calor e de dinamica
em problemas com dominio finito, infinito e semi-infinito. Wrobel, Telles e Brebbia
(1986) calcularam problemas de diffusdo apresentando um método que utiliza-se da
Reciprocidade Dual. Wrobel, Brebbia e Nardini (1986) aplicaram o MRD para
resolver problemas de transferéncia de calor transiente. Nardini e Brebbia (1986)
utilizaram da Reciprocidade Dual para resolver problemas dindmicos transientes.



34

Wrobel e Brebbia (1987) resolveram problemas de difusdo nao lineares
utilizando o MRD para as integrais de dominio e a técnica de Newton-Raphson de
forma iterativa.

Kamiya e Sawaki (1988) usaram a Reciprocidade Dual para resolver
problemas de flexdo de placas com base na teoria classica de Kirchhoff. Houve
convergéncia a medida que se aumentava o numero de pontos no dominio e
também os elementos de contorno. Niku e Brebbia (1988) mostraram a aplicacdo do
MRD em problemas de potencial, apresentando as soluc¢des particulares para a
funcéo de aproximagéo f = r. Silva e Venturini (1988) aplicaram o MRD para resolver
o problema de flexao de placas em uma fundacgao elastica.

Sawaki, Takeuchi e Kamiya (1990) aplicaram o MRD para resolver o
problema de flexao de placas finas com grandes deslocamentos.

Wrobel e Defigueiredo (1991) utilizaram o MRD para problemas de
conveccgao e diffusdo. Kontoni, Partridge e Brebbia (1991) resolveram problemas de
Helmholtz por uma andlise de autovalor, utilizando o MRD. Partridge, Brebbia e
Wrobel (1992) descreveram em seu livro o MRD apresentando a parte tedrica,
cédigos computacionais na linguagem Fortran e a resolucao de diversos problemas
de engenharia, como transferéncia de calor, elasticidade em duas dimensdes e
problemas de dindmica.

Nowak e Partridge (1992) realizaram uma comparacédo entre o MRD e o
método da multipla reciprocidade em problemas de potencial regidos pela equagéo
de Poisson. Elzein e Syngellakis (1992) utilizaram o método dos elementos de
contorno com Reciprocidade Dual para calcular os parametros criticos de flambagem
de placas finas (teoria classica) com diversas condicbes de contorno e
carregamentos. Gramann, Matzig e Osswald (1992) calcularam problemas de
transferéncia de calor utilizando o MRD, para simular o comportamento da mistura
de polimeros. Harrouni et al. (1992) resolveram o problema do fluxo de Darcy em
meio heterogéneo utilizando o MRD. Kontoni (1992) aplicou o MRD para realizar a
andlise dindmica em problemas elastoplésticos. Wrobel e Brebbia (1992) explicaram
o MRD com detalhes em seu livro, para problemas de transferéncia de calor.

Singh e Kalra (1993) utilizaram o MRD para problemas de transferéncia
de calor transiente com integracdo no tempo. Zhu e Zhang (1993) resolveram
problemas de potencial de dominio infinito usando o MRD. ZHU (1993) resolveu
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problemas de refracdo e difracdo de ondas utilizando o MRD. Kontoni e Beskos
(1993) realizaram a andlise dindmica transiente em problemas elastoplasticos
utilizando o MRD. Zhang (1993) em sua dissertacdo de mestrado realizou uma
revisdo da bibliografia e revisitou os problemas de potencial utilizando o MRD.
Fedelinski, Aliabadi e Rooke (1993) utilizaram o MRD em problemas de fratura.
Yamada e Wrobel (1993) analisaram as propriedades das funcdes radiais
gaussianas e sua utilizacdo no MRD.

Karur e Ramachandran (1994) avaliaram diversos tipos de fungdes radiais
de aproximacado do MRD, entre as testadas foram a ‘thin plate splines”, a funcéo
linear e a funcao linear com parametro R. Zhu, Satravaha e Lu (1994) resolveram
problemas de difusdo com dependéncia do tempo utilizando o MRD. Cheng, Lafe e
Grilli (1994) apresentaram fungbes de aproximagdo diferentes das utilizadas
normalmente, realizando o calculo com fung¢des de aproximacao globais. As funcdes
de aproximacado globais apresentaram melhores resultados, mas a matriz de
coeficientes pode se tornar singular, piorando o desempenho para alguns tipos de
problemas. Zhang e Zhu (1994) mostraram que nem sempre a funcéo linear pode
representar corretamente a carga de dominio, sugerindo a utilizacdo de funcdes
polinomiais. Davis et al. (1994) utilizaram o MRD para simular a transferéncia de
calor no processamento de polimeros. Yamada, Wrobel e Power (1994) analisaram
as propriedades da convergéncia do MRD, chegando na conclusao que o método é
convergente, quando o termo ndo homogéneo é representado por uma funcao
continua. Partridge (1994) comparou as funcbées de aproximacgao radiais locais com
as funcdes globais, chegando a conclusdo de que as funcbes globais podem dar
resultados melhores, mas muito dependentes do tipo de problema. Davies e Moslehy
(1994) encontraram as frequéncias naturais e seus modos de vibracdo de placas
finas (teoria classica), utilizando o MRD. Lee, Wu e Zhang (1994) resolveram
problemas de radiagao acustica utilizando o MRD.

Zhu, Zhang e Marchant (1995) resolveram problemas de transferéncia de
calor com microondas ( o termo ndo homogéneo € uma funcdo exponencial ) e
encontraram respostas para diversos exemplos, utilizando o MRD. Weng e Rahman
(1995) analisaram as matrizes geradas pelo MRD e concluiram que elas sao cheias
e nao simétricas. Zhu e Zhang (1995) resolveu problemas de refracao e difracdo de
ondas curtas utilizando o MRD. Harrouni et al. (1995) abordaram o problema do fluxo
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de Darcy em meio heterogéneo utilizando o MRD, mas desta vez utilizando func¢des
de aproximagéao globais.

Zhu e Satravaha (1996) resolveram problemas de transferéncia de calor
transiente com termos nao lineares, utilizando o MRD com transformada de laplace,
resolvendo uma série de exemplos. HU et al. (1996) utilizaram método dos
elementos de contorno com Reciprocidade Dual para estudar as caracteristicas da
transferéncia de calor dentro de uma ferramenta de moldagem de epoxi. Singh e
Kalra (1996) calcularam problemas de difusdo transiente utilizando o MRD. Zhu e
Satravaha (1996) novamente utilizando o MRD com transformada de laplace
resolveram problemas de difusdo transiente com termos néo lineares. Harrouni et al.
(1996) aplicaram o MRD para equagdo de poisson e resolveram problemas de
obtencdo de parametros para um aquifero heterogéneo. Niku e Adey (1996)
analisaram o custo computacional do MRD com relacao ao método dos elementos
finitos. Rahaim e Kassab (1996) resolveram problemas de fluxo laminar de fluidos
incompressiveis utilizando o MRD.

Roy e Girilli (1997) utilizaram o MRD para calcular problemas de fluxo de
aguas subterrdneas, em meio poroso. Harrouni et al. (1997) resolveram problemas
de fluxo de aguas subterraneas em duas dimensdes utilizando o MRD. Chen e
Wong (1997) abordaram problemas de autovalor unidimensionais utilizando o MRD.
Jumarhon, Amini e Chen (1997) mostraram a convergéncia das fung¢des radiais “thin
plate splines” quando sao resolvidos problemas da equacao de Poisson, utilizando o
MRD. Eldho e Rao (1997) calcularam problemas de transporte de contaminantes
bidimensionais, utilizando o MRD.

Kurgan (1998) calculou problemas de campo magnetostatico com regido
permeavel ndo homogénea, utilizando o MRD. Zhu e Liu (1998) utilizaram o MRD
com transformada de laplace para problemas de difusdo com termos nao lineares,
utilizando fungdes de aproximacdo multiquadraticas. Perrey-Debain, Gervais e
Guilbaud (1998) resolveram a equacdo de Helmholtz para analisar problemas de
propagacao acustica em meios ndo homogéneos utilizando o MRD. Zhu (1998)
utilizaram o MRD com transformada de laplace para resolver problemas de difusdo
transientes, com difusividade constante. Mostrando também a conexao entre o MRD
com transformada de laplace e os métodos que utilizam solugbes fundamentais

dependentes do tempo. Sarler e Kuhn (1998) abordaram problemas de difusdo e
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convecgao com nao linearidade nas propriedades do material analisado, utilizando o
MRD. Chino e Tosaka (1998) aplicaram o MRD para resolver a equacao de Burger,
testando diversos tipos de fungbes de aproximacao polinomiais. Zhu (1998)
aplicaram o MRD com transformada de laplace para resolver problemas de difusdo
utilizando como fungbes de aproximagado as ‘thin plate splines” aumentadas,
obtendo melhores resultados. Duraiswami, Sarkar e Chahine (1998) resolveram
problemas relacionadas com a tomografia de impedancia elétrica em duas e trés
dimensodes, utilizando fungbes de aproximagao polinomiais, exponenciais e outras.
Lu, Liu e Zeng (1998) avaliaram a propagacao da temperatura em tecidos biolégicos,
concluindo que o MRD ¢é eficiente para este tipo de problema. Friedrich (1998)
utiizou o MRD em problemas de conveccado e diffusdo transientes para avaliar a
degradacao na forma de hieroglifos e sinais arqueologicos.

Friedrich (1999) desenvolveu o software “CFDlab” para resolver de forma
gréfica problemas de Laplace, Poisson, conveccéo e difusao utilizando o MRD. Wen,
Aliabadi e Rooke (1999) realizaram a analise em trés dimensdes da dinamica da
fratura utilizando o MRD. Sarler e Kuhn (1999) mostraram que as funcbes de
aproximacado do tipo ‘thin plate splines” aumentadas apresentam resultados
melhores do que a propostas lineares ou polinomiais, em problemas das equacdes
de Navier—Stokes incompressiveis. Singh e Tanaka (1999) resolveram problemas de
difusdo transientes nao lineares utilizando o MRD e apresentaram diversos métodos
de integracdo no tempo. Divo, Kassab e Cavalleri (1999) utilizaram o MRD para
prever a ablacdo em aletas de misseis resolvendo um problema néo linear. Perrey-
Debain (1999) realizou uma analise de convergéncia nos problemas da equacgao de
Helmholtz, utilizando o MRD. Chen (1999) propés que poderia melhorar o0s
resultados em problemas com equagbes diferénciais parciais convertendo o
problema em uma equagdo de Helmholtz modificada, no ambito da Reciprocidade
Dual. Lin, Duffield e Shih (1999) utilizaram o MRD para calcular as cargas criticas
de flambagem de placas finas retangulares e circulares, realizando também
comparagdées com o método dos elementos finitos. Wen, Aliabadi € Young (1999)
usaram o método da integracao direta e o MRD para o célculo de flexao de placas
que levam em conta o efeito da deformacé&o por cortante.

Liu e Xu (2000) utilizaram o MRD para realizar o diagnéstico de estados
térmicos de corpos bioldgicos, determinando-se as condicdes fisioldgicas de tecidos
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como a pele. Blobner, Hribersek e Kuhn (2000) aplicaram o MRD em problemas de
fluxo de fluidos e transferéncia de calor. Lu (2000) aplicou o MRD e realizou a
simulacdo numérica da transferéncia de calor transiente cristais semi-transparentes.
Zhu, Liu e Chen (2000) realizaram um modelo numérico para simular a refracao e
difracdo de ondas utilizando o MRD. Partridge (2000) avaliou a performance de
diversas funcdes de aproximacao na resolucdo de problemas de transferéncia de
calor com o MRD, foram verificadas funcdes radiais lineares, cubicas, ‘“thin plate
splines”, multiquadraticas e “thin plate splines” aumentadas. Cheng, Young, e Tsai
(2000) resolveram problemas da equacéo de Poisson utilizando o MRD. Wen et al.
(2000) aplicaram com sucesso o MRD para problemas de flexao de placas e cascas
que levam em conta o efeito da deformagéo por cortante, mostrando as solugdes
particulares para a funcéo radial de aproximacéo linear. Partridge e Sensale (2000)
usaram o0 método das solucbes fundamentais com Reciprocidade Dual para
solucionar problemas de difusao e conveccao. Power e Mingo (2000) fizeram uso do
MRD com divisdo em sub-dominios para resolver sistemas de equagdes de Navier—
Stoke em duas dimensdes. Power e Mingo (2000) utilizaram o MRD com divisdo em
sub-dominios para resolver problemas de conveccao térmica. Itagaki (2000) aplicou
o MRD em problemas de auto valor do tipo Helmholtz ndo uniformes. Deng e Liu
(2000) resolveram o problema de transferéncia de calor transiente em corpos
bioldgicos com fluxo de calor sinusoidal na superficie. Qiu e Fisher (2000) simularam
reacOes de eletrolise utilizando a Reciprocidade Dual e relataram melhorias nos
resultados com relacdo ao método das diferéncas finitas. Perrey-Debain, Gervais e
Guilbaud (2000) utilizaram o MRD para as equacdes da propagacdao de ondas
acusticas. Tanaka e Singh (2000) utilizaram o MRD para resolver problemas de
transferéncia de calor reversa. Tanaka e Chen (2000) resolveram problemas
elastodinamicos com carga periédica utilizando o MRD. Wang, Ji e Tanaka (2000)
aplicaram o MRD para resolver o problema de flexdo de placas com grandes
deslocamentos utilizando as equacdes de Von Karman.

Tanaka e Chen (2001) acoplaram o MRD e o método da quadratura
diferencial para resolver problemas de difusdo transiente. Singh e Tanaka (2001)
aplicaram o MRD para resolver problemas de transferéncia de calor em versos.
Ghadiali, Halpern e Gaver (2001) utilizaram o MRD para avaliar transporte de

tensoativos em superficies. Florez e Power (2001) realizaram uma comparagao entre
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0 uso de elementos continuos e descontinuos no MRD para solucdo das equacgdes
de navier-stokes em duas dimensdes. Pérez-Gavilan e Aliabadi (2001) utilizaram o
MRD para resolver problemas de elasticidade em duas dimensdes. Agnantiaris,
Polyzos e Beskos (2001) usaram o MRD para resolver problemas de vibragao livre.
Fan e Lu (2002) fizeram uso do MRD com transformada de Laplace para
resolver problemas de difusdo e transferéncia de calor. Florez e Power (2002)
utilizaram um método de multidominios com Reciprocidade Dual para resolver as
equacoes de Navier-Stokes em duas dimensdes. Young et al. (2002) mostraram a
solugéo do fluxo de Stokes utilizando o MRD iterativo. Biatecki, Jurgas e Kuhn (2002)
propuseram uma versdo do MRD o qual ndo h& necessidade da inversdo das
matrizes principais afim de diminuir o custo computacional em problemas de larga
escala. Rodriguez e Power (2002) resolveram a equagao de Poisson utilizando um
MRD adaptivo para refinamento de malha. Chen e Tanaka (2002) resolveram
problemas de conducao de calor inversos utilizando a Reciprocidade Dual. Horikane
et al. (2002) resolver uma equacao de Laplace em trés dimensdes utilizando MRD.
Albuquerque, Sollero e Fedelinski (2003) aplicaram o MRD em problemas
de fratura anisotrépicos. Wang, Tan e Zhou (2003) elaboraram formulacdes
alternativas para a Reciprocidade Dual nas equacdes de Poisson axissimétricas.
Ang, Clements e Vahdati (2003) utilizaram o MRD para resolver relacionados a
equacao diferencial parcial eliptica em meio anisotrépico ndo homogéneo. Chien,
Chen e Chuang (2003) aplicaram o MRD em problemas elastodindmicos transientes.
Ang (2003) resolveu problemas de um sistema Brusselador néo linear relacionados a
difusdo. Shanazari e Chen (2003) acoplaram o método de sobreposicao de Schwartz
e o MRD para calcular problemas de Poisson. Farcas et al. (2003) resolveram
problemas de Cauchy associados a equagado de poisson utilizando o MRD.
Matsumoto, Tanaka e Tsukamoto (2003) aplicaram o MRD problemas potenciais de
duas dimensodes testando varias distribuicdes de fonte de calor no dominio.
Behbahani-NIA e Kowsary (2004) resolveram problemas de conducao de
calor em versos do MRD. Farcas et al. (2004) utilizaram o MRD identificagdo da
condutividade hidraulica no fluxo de aquiferos. Sarler et al. (2004) solucionaram
problemas de conveccéo natural nos meios porosos de Darcy—Brinkman utilizando a
Reciprocidade Dual. Natalini e Popov (2004) aplicaram uma estratégia multidominio
melhorar o esforco computacional o célculo de derivadas parciais de alta ordem no
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MRD. Medeiros, Partridge e Brandao (2004) aplicaram o meétodo das solugdes
fundamentais com Reciprocidade Dual em problemas de elasticidade em duas
dimensdes. Bai e Lu (2004) desenvolveram maneiras eliminar a singularidade em
fungbes de aproximagdo que utilizam a expressdo 1/r como base e resolveram
problemas de transferéncia de calor. Deng e Liu (2004) resolveram problemas de
transferéncia de calor transiente multidimensionais envolvendo o congelamento de
tecidos biologicos. Rap et al. (2004) aplicaram o MRD em problemas de conveccgéao e
difusdo de Cauchy.

Wen, Aliabadi e Young (2005) usaram o MRD em problemas de flexdo de
placas de Reissner com grandes deslocamentos. ANG (2005) aplicou o MRD em
problemas de difusdo de calor anisotropicos. Portapila e Power (2005) resolveram
problemas de transferéncia de calor, de difusdo e convecgdo utilizando a
Reciprocidade Dual e realizaram a comparacao de duas fungdes radiais diferentes, a
fungéo basica linear e a “thin plate spline”. Amado et al. (2005) aplicaram o método
da reciprocidade do dual com transformada de Laplace na modelagem de problemas
de difuséo transientes para simulagdo de tratamento com laser. Vera-Tudela e Telles
(2005) utilizaram o MRD para resolver problemas e fratura elastodinamicos. Choo
(2005) resolveu problemas de condugao de calor em meio anisotropico utilizando a
Reciprocidade Dual.

Marin et al. (2006) encontraram solugdes para o problema de Cauchy
para equagbes do tipo Helmholtz com coeficientes variaveis utilizando a
Reciprocidade Dual. Tanaka, Matsumoto e Takakuwa (2006) resolveram problemas
de conducdo de calor transiente em materiais nédo lineares utilizando a
Reciprocidade Dual. Baranoglu e Mengi (2006) utilizaram o MRD para problemas de
viscoelasticidade thermal. Lu e Wu (2006) realizaram analise dindmica de problemas
bidimensionais de fratura utilizando a Reciprocidade Dual. Ang (2006) calculou
problemas de conducdo de calor transiente para materiais em contato por uma
interface imperfeita utilizando o MRD.

Ang (2007) realizou a andlise elastodinamica de um bimaterial com
interface imperfeita viscoelastica usando o MRD e uma formulagdo hypersingular.
Supriyono e Aliabadi (2007) resolveram problemas de flexdo de placas que levam
em conta o efeito da deformagédo por cortante com nao linearidade geométrica e
fisica utilizando o MRD. Bozkaya (2007) calculou problemas de difusdo e conveccao
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transientes utilizando a Reciprocidade Dual. Natalini e Popov (2007) abordaram
problemas de adveccao-difusdo em trés dimensodes utilizando a Reciprocidade Dual
e mostraram que adicionando pontos internos os erros absoluto e relativo diminuem.
Gospavic et al. (2007) realizaram uma modelagem da interacdo entre laser e
material utilizando o MRD.

Zhou, Zhang e Chen (2008) utilizaram o MRD para analisar interagbes
fototermais em terapia por laser em tecidos bioldégicos com geometria complexa.
Gospavic, Popov e Todorovic (2008) usaram o MRD com multidominio para resolver
a equacao de Schrédinger. Dehghan e Mirzaei (2008) aplicaram o MRD para
resolver a equagcdo de Sebo-Gordon em duas dimensdes. Yan et al. (2008)
resolveram problemas de elasticidade em trés dimensdes com forgcas de corpo
utilizando o MRD e compararam seus resultados com o método dos elementos
finitos e também com solucbes analiticas. Ang e Ooi (2008) calcularam problemas
de transferéncia de calor em problemas axisimétricos. Tosecky et al. (2008)
resolveram problemas de dindmica em trés dimensdes utilizando o MRD. Tanaka,
Kurokawa e Matsumoto (2008) aplicaram o MRD em problemas de transferéncia de
calor transiente em sélidos anisotrdpicos.

Yan et al. (2009) utilizaram as vantagens do método dos elementos de
contorno, dos métodos sem malha e também do MRD para analisar problemas de
vibracdo Livre. Wen e Khonsari (2009) resolveram problemas de transferéncia de
calor transiente com fonte de calor em movimento utilizando o MRD. Zhu, Liu e
Marchant (2009) apresentaram um modelo ndo linear para representar a difragdo e
refracdo de ondas governadas pela equacdo de Boussinesq, utilizando o MRD.
Dehghan e Mirzaei (2009) apresentaram um método numérico para resolver a
equacao de Cahn-Hilliard em uma dimenséao, utilizando o MRD. Choi e Balaras
(2009) utilizaram o MRD para resolver as equacdes de navier-stokes em duas
dimensdes com fluxo incompressivel transiente. Hsiao, Chang e Wen (2009)
utiizaram o MRD para verificar problema propagacdao de ondas em cilindros
circulares.

Dehghan e Ghesmati (2010) aplicaram o MRD para resolver a equacao de
Klein-Gordon néo linear. Yan, Feng e Zhou (2010) desenvolveram um método sem
malha para problemas de elasticidade combinando o MRD, o método dos elementos
de contorno hibrido e 0 método dos pontos de interpolacao radial. Chen e Shanazari
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(2010) acoplaram o método de sobreposicao de Schwarz com o MRD para resolver
problemas da equacao de Poisson. Dobroskok e Linkov (2010) combinaram o
método da variavel complexa e o MRD para resolver problemas de fluxo de calor em
meio composto. Li, Huang e Miao (2010) utilizaram o MRD hibrido para obter um
método sem malha para resolver problemas de autovalor acusticos. Meral e Tezer-
Sezgin (2010) aplicaram o MRD para resolver a equagéo da oscilagdo de ondas nao
linear. Gimgim e Tezer-Sezgin (2010) resolveram problemas de conveccdo de
nanofluidos com fonte de calor utilizando o MRD. Purbolaksono e Aliabadi (2010)
aplicaram o MRD na analise de grandes deslocamentos em placas que levam em
conta o efeito da deformacéao por cortante, utilizando o método de Euler. Yun e Ang
(2010) aplicaram o MRD para problemas axissimétricos de conducao de calor em
solido ndo homogéneo.

Ghadimi e Dashtimanesh (2011) acoplaram o método das diferencas
finitas e o MRD para resolver as equacoes Navier—Stokes em duas dimensdes. Yan,
Feng e Zhou (2011) desenvolveram um método sem malha acoplando o MRD o
método da interpolacdo de pontos radiais e 0 método dos elementos de contorno
para resolver problemas de flexdao de placas de Kirchhoff. Javaran, Khaji e
Moharrami (2011) resolveram problemas elastodindmicos transientes utilizando o
MRD com funcdes radiais de aproximagao de Fourier. Zhou et al. (2011) resolveram
problemas da equacdo de Poisson em trés dimensdes utilizando o MRD com
fungdes radiais de aproximacao com forma variavel. Meral e Tezer-Sezgin (2011)
realizaram uma comparacao entre o MRD e o método da quadratura diferencial para
equacodes de reacao-difusdo nao lineares.

Florez et al. (2012) utilizaram fun¢des de interpolagcao radiais de Hermite
para resolver problemas das equacdes de navier-stokes utilizando o MRD com
multidominio. Purbolaksono, Dirgantara e Aliabadi (2012) analisaram problemas de
fratura levando em conta a nao-linearidade geométrica em placas que levam em
conta o efeito da deformacao por cortante utilizando o MRD. Fahmy (2012) analisou
o esforco viscoeldstico e magnetotérmico em um sélido ndo homogéneo
anisotropico utilizando o MRD. Soltankoohi, Gatmiri e Noorzad (2012) apresentaram
um método para analisar a difracdo, refracdo e a dissipacao do atrito em ondas de
agua utilizando o método da reciprocidade. Useche e Albuquerque (2012) realizaram

uma analise dindmica em placas que levam em conta o efeito da deformacéo por
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cortante utilizando o MRD. Solekhudin e Ang (2012) resolveram uma equacgao de
Helmholtz modificada para analisar o fluxo de agua em solos n&o saturados
utilizando o MRD. Zhou et al. (2012) utilizaram o MRD para resolver problemas
elasticidade em trés dimensdes nao homogéneos e compararam com o método dos
elementos finitos. Al-Gahtani (2012) apresentou um método sem malha acoplando o
método das solug¢des fundamentais com o MRD para problemas de elasticidade em
duas dimensbes. Yun e Ang (2012) aplicaram o MRD para analisar problemas
axissimeétricos termo elastostéticos de materiais ndo homogéneos.

Di Pisa e Aliabadi (2013) analisaram um problema do crescimento de
fraturas devido a fadiga em estruturas de placas acopladas utilizando o MRD.
Pekmen e Tezer-Sezgin (2013) solucionaram o problema da convecgao livre em
meio poroso solicitados pelo efeito de campo magnético utilizando o MRD. Liu e
Zhao (2013) realizaram a simulagdo de um reservatério de petrdleo utilizando o
MRD. Fahmy (2013) realizar uma simulagao de problemas de termoelasticidade com
efeito de campo magnético utilizando o MRD. Alsoy-Akgln e Tezer-Sezgin (2013)
resolveram problemas de transferéncia de calor por convecgdo com o objetivo de
simular o comportamento da eliminagdo de lixo nuclear, crescimento de cristais e
oceanografia. Tezer-Sezgin, Bozkaya e Ttrk (2013) resolveram o problema do fluxo
de fluido biomagnetico entre duas placas paralelas sob o efeito de campo magnético
onde o fluido € assumido como newtoniano e incompressivel, comparando 0s
resultados com os métodos da Reciprocidade Dual e dos Elementos Finitos.

Pekmen e Tezer-Sezgin (2014) estudaram o comportamento de um fluxo
hidrodinamico e a transferéncia de calor em uma cavidade quadrada sob o efeito de
um campo magnético externo utilizando o MRD. Useche (2014) utilizaram o MRD
para realizar uma anadlise de vibragdo em cascas que levam em conta o efeito da
deformacdo por cortante. GUmgim e Tezer-Sezgin (2014) usaram o MRD para
resolver o problema do fluxo de convecgao em nanofluidos em invélucros com
paredes moéveis. Aydin e Tezer-Sezgin (2014) simularam utilizando o MRD o fluxo
magneto-hidrodinamico em um tubo sob a influéncia de um campo magnético
transversal quando o meio externo também esta conduzindo eletricidade. Pomeranz
e Hamill (2014) realizaram uma comparacao o MRD e o método das solugcdes
fundamentais em problemas de placas finas apoiadas em uma fundacéo eléstica.
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Ugurlu (2015) realizou a analise de vibragdo linear de placas finas
acopladas a fluidos utilizando o MRD. Yu et al. (2015) resolveram problemas de
condugao de calor transiente e compararam seus resultados com o método dos
elementos finitos. Useche e Albuquerque (2015) realizaram analise dindmica
transiente em cascas que levam em conta o efeito da deformagdo por cortante
utilizando o MRD. Caruso, Portapila e Power (2015) fizeram uma proposta de um
método que considera apenas integrais regulares e interpolacdo de fungdes radiais
de maneira local juntamente com o MRD e testaram varios tipos de problemas como
problemas de conveccao, difusdo e da equacdo de poisson. Solekhudin e Ang
(2015) apresentaram uma simulagédo da infiltragdo de raizes de canais periddicos
trapezoidais governados pela equagdo de Helmholtz, utilizando o MRD. Chuang,
Yueh e Huang (2015) usaram o método dos elementos de contorno dual acoplado
ao MRD para determinar o espalhamento de onda por um sistema cilindrico
concéntrico. Dehghan e Shirzadi (2015) utilizaram o MRD para resolver equagdes
diferenciais parciais estocasticas.

Useche e Harnish (2016) analisaram problemas de vibragcdo em cascas
que levam em conta o efeito da deformacéao por cortante utilizando o MRD. Galvis e
Sollero (2016) analisaram propagacao de fraturas em materiais policristalinos
utilizando o MRD. Senel e Tezer-Sezgin (2016) apresentaram solucdes das
Equacdes de Stokes e Navier-Stokes em cavidades sob o efeito de um campo
magnético de fonte pontual externa utilizando o MRD. Oglakkaya e Bozkaya (2016)
resolveram o problema de um fluxo de conveccao em um invélucro semi-anelar com
um fluxo de calor constante sob o efeito de um campo magnético inclinado,
utilizando o MRD. Caruso, Portapila e Power (2016) realizaram uma proposta de
método para solugcdo de problemas de conveccdo, difusdo, das equacbes de
Helmholtz e Poisson o qual todas as integrais sdo regulares, o novo método
apresentado foi chamado de MRD Regular Localizado. Luo, Qiao e Li (2016)
acoplaram um método de Galerkin multiwavelet e o MRD para solucdo da equacao
de poisson. Yan et al. (2016) apresentaram o novo Método dos N6s de Contorno
Hibridos com Reciprocidade Dual e realizaram testes em problemas de elasticidade.

GUimgim e Wrobel (2017) resolveram problemas fluxo de Stokes
transiente utilizando MRD. Yan, Yu e Lv (2017) utilizaram o método dos ndés de

contorno com Reciprocidade Dual para resolver problemas de conveccgao-difuséo.
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Kovarik et al. (2017) acoplaram ao Método do Contorno Singular com o MRD
obtendo-se um método sem malha para resolver problemas de difuséo transiente.

Oglakkaya e Bozkaya (2018) utilizaram o MRD para resolver problemas
de um fluxo de conveccao Sob o Efeito de um campo magnético externo. Al-Bayati e
Wrobel (2018) resolveram problemas de conveccao-difusdo-reagdo com campo de
velocidade variavel usando o MRD com diferentes fun¢des de aproximacao Radial.
Fahmy (2018) mostrou que o MRD pode ser utilizado em problemas de otimizagéao
da forma de elementos estruturais. Chen et al. (2018) acoplaram o MRD com o
algoritmo de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno para identificar condigbes de
contorno dependentes do tempo para problemas de conducéo de calor transiente
em 2D em materiais com gradiente funcional. Hamzehei-Javaran e Khaji (2018)
utilizaram o MRD com fungbes de formado tipo Fourier complexa para resolver
problemas de elasticidade em duas dimensdes estaticos ou dindmicos.

Aydin e Tezer-Sezgin (2018) analisaram o fluxo magnetohidrodinamico
direto e problemas de Cauchy em um duto retangular com parede superior
escorregadia e perturbada utilizando o MRD. Fendoglu, Bozkaya e Tezer-Sezgin
(2018) compararam o método dos elementos de contorno convencional com o MRD
para problemas de conveccao-difusao-reacao transientes. Al-Bayati e Wrobel (2018)
apresentaram uma nova formulagcdo do MRD para problemas de convecgao-difusao-
reacdo transientes com velocidade variavel utilizando o método das Diferengas
Finitas para aproximar a primeira derivada dos potenciais. Zhou et al. (2018)
apresentaram o MRD com integracdo precisa para resolver problemas
tridimensionais de conducéao de calor transiente.

Com os estudos realizados no presente trabalho, Soares Jr., Palermo Jr.
e Wrobel (2019a) aplicaram o MRD na formulacédo antes proposta por Soares Jr. €
Palermo Jr. (2017) para resolver problemas de flambagem de placas que levam em
conta o efeito da deformacgéo por cortante. O método foi aplicado integrando-se no
contorno as derivadas primeiras e segundas das solugbes fundamentais. Os
resultados mostraram que o MRD pode ser aplicado em placas retangulares e
também placas com furo quadrado central.
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2.5 REVISAO SOBRE O METODO DA INTEGRAGCAO RADIAL

Venturini (1988) fez uso de coordenadas polares para calcular integrais
de dominio no método dos elementos de contorno realizando a integracao analitica
das cargas de domingo.

Wen, Aliabadi e Rooke (1998) aléem de utilizarem coordenadas polares,
aplicaram fungbes de base radial para aproximar todo o nucleo da integral de
dominio e depois usou um método analitico para calcular a integral de dominio.

Gao (2002) utilizou coordenadas polares e funcdes de base radial para
converter integrais de dominio para integrais radiais e de contorno aproximadas,
utilizando a integracdo numérica. Gao chamou este método de "Método da
Integracédo Radial" (MIR) e apresentou as vantangens com relagdo a outros métodos
de reducao de malha, como o MRD. Gao (2003) aplicou o MIR para resolver
problemas de termoelasticidade.

Albuquerque et al. (2006) calculou problemas de placas anisotrépicas
utilizando a teoria de Kirchhoff e o MIR. Gao (2006) resolveu problemas de
transferéncia de calor usando o MIR.

Gao (2007) abordou problemas de elasticidade nédo lineares e néao-
homogéneos utilizando o MIR. Albuquerque, Sollero e Paiva (2007) aplicaram o MIR
em problemas de dindmica em placas anisotropicas. Albuquerque e Aliabadi (2008)
apresentaram uma formulacdo baseada no MIR para solucdo de problemas de
cascas finas.

Albuguerque e Aliabadi (2010) resolveram problemas de compositos
laminados com a teoria de cascas finas, utilizando o MIR. Yang e Gao (2010)
abordaram problemas de transferéncia de calor transiente usando o MIR, foram
mostrados resultados problemas de geometria retangular com furo circular. Jesus,
Albuquerqgue e Sollero (2010) mostraram que o custo computacional do MIR € maior
que outros métodos de reducao de malha, em problemas de transferéncia de calor.

Yang, Gao e Liu (2011) calcularam as integrais radiais do MIR de maneira
analitica para diminuir o custo computacional, para problemas de transferéncia de
calor com coeficiente varidveis em duas e trés dimensfes. Zhang et al. (2011)

resolveram problemas de fratura em trés dimensdes usando o MIR.
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Al-Jawary e Wrobel (2012) abordaram problemas de conducao de calor
com coeficientes variaveis, utilizando o MIR.

Peng, Cui e Gao (2013) aplicaram o MIR em problemas de fluxo viscoso e
mostraram que o MIR pode ter um custo computacional maior em comparacao as
células de dominio, enquanto a integracdo por células demorou 6 segundos para
computar, o MIR demorou 243 segundos, os autores justificaram que esta diferenca
é devido a utilizacado da integracdo numérica de Gauss nas integrais radiais. Qu et
al. (2013) resolveram problemas acusticos em trés dimensdes utilizando o MIR.
Doval (2013) aplicou o MIR em problemas de flambagem de placas de compdésitos
laminados onde a teoria de placas utilizada foi a teoria classica, resolvendo
problemas com furo quadrado, retangular e sem furo.

Santana (2014) calculou problemas de flexdo de placas espessas
isotrépicas e ortotropicas utilizando o MIR. Yu et al. (2014) analisaram problemas de
congelamento e solidificagédo utilizando o MIR. Yang, Liu e Gao (2014) apresentaram
as solucbes analiticas para integracdo radial em problemas de materiais
funcionalmente graduados.

Yang et al. (2015) apresentaram as solugbes analiticas para integracéo
radial em problemas de elasticidade. Gao (2015) aplicaram o MIR em problemas
termoelasticos de duas e trés dimensdes.

Zheng, Gao e Zhang (2016) resolveram problemas de vibragdo em
estruturas de duas e trés dimensoes. Feng et al. (2016) apresentaram as solugdes
analiticas para integracdo radial em problemas de transferéncia de calor transiente
em trés dimensdes.

Yang et al. (2017) implementaram o MIR para resolver problemas de
conducgao de calor ndo-lineares com condutividade dependente da temperatura. Qu
et al. (2017) analisaram a influéncia da temperatura em problemas tridimensionais
de elasticidade utilizando o MIR.

Cui et al. (2018) utilizaram o MIR para resolver problemas tridimensionais
de conducao de calor, utilizando elementos de superficie poligonais. Peng et al.
(2018) usaram o MIR para resolver problemas de conducdo e convecgao de calor
bidimensionais e tridimensionais. Zheng et al. (2018) realizaram uma andlise de
fratura dindmica em problemas tridimensionais com carga térmica usando o MIR.

Najarzadeh, Movahedian e Azhari (2018) usaram o MIR para resolver problemas de
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flambagem de placas finas com geometria concava. Cui et al. (2018) resolveram
problemas de conducéao de calor transiente utilizando o MIR.

Yang et al. (2019) aplicaram o MIR para calcular problemas de condugéo
de calor transiente em materiais compésitos utilizando o MIR. Yang et al. (2019b)
implementaram o MIR para resolver problemas de condugdo de calor inversa.
Najarzadeh, Movahedian e Azhari (2019) usaram o MIR para analisar problemas da
equacdo da onda escalar. Al-Bayati e Wrobel (2019) resolveram problemas
bidimensionais ndo homogéneos de reacao-difusao-conveccao usando o MIR. Peng
et al. (2019) analisaram problemas de conveccgao-difusao transientes usando o MIR.

Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020) aplicaram o MIR para problemas
de flambagem de placas que levam em conta o efeito da deformacao por cortante.
Foram resolvidas placas de geometria quadrada com e sem furo, triangular e

esconsa.
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3 TEORIA DE PLACAS

Placas sao estruturas planas, onde a espessura é de ordem pequena
quando comparada com as outras dimensbes. As teorias de placas foram
desenvolvidas com o intuito de reduzir o problema de elasticidade de trés dimensdes
para um problema de duas dimensdes, diminuindo a dificuldade para a obtencéo de
solugcbes analiticas. Diversas teorias foram propostas para descrever o
comportamento de placas, podendo-se citar a teoria proposta por Kirchhoff (1850),
também conhecida como teoria classica, foi formulada assumindo um problema de
placas finas com pequenos deslocamentos sem levar em consideragéo o efeito da
deformacao por cortante. Baseando-se nas hipéteses de Kirchhoff, Love (1888)
apresentou solucdes para problemas de vibracédo de cascas finas.

Von-Karman (1910) desenvolveu uma teoria para descrever grandes
deslocamentos em placas delgadas. A teoria de Reissner (1945) leva em conta o
efeito da deformacéao por cortante, assumindo tensdes de cisalhamento ao longo da
espessura, podendo-se resolver problemas de placas finas e moderadamente
espessas.

Mindlin (1951) propds uma teoria similar a de Reissner, mas com um fator
de correcao para distribuicAo da tensao de cisalhamento diferente. Wang et al.
(2001) mostrou as diferengas entre os resultados das teorias propostas por Reissner
e Mindlin.

Reddy (1984) propds a teoria que leva em conta o efeito da deformagéo
por cortante de terceira ordem, assumindo uma variagdo quadratica das
deformacgdes por cortante ao longo da espessura e com isso dispensando o uso do
fator de correcao de cortante, fornecendo um aumento na precisdo em relagdao a

solucao das teorias de primeira ordem.

3.1 TEORIA CLASSICA

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) assumem uma placa de
espessura fina com relagdo as outras dimensées e que os deslocamentos
transversais sdo pequenos quando comparados com a espessura. O efeito da
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deformacao por cortante é desconsiderado. A teoria classica requer duas condicdes
de contorno. As seguintes hipdteses propostas por Kirchhoff (1850) sao

consideradas:

1) Qualquer linha reta que era originalmente perpendicular a superficie
média da placa permanece reta e perpendicular a superficie média apdés a
deformacao.

2) Todos os elementos da superficie média nao sofrem qualquer

deformacéao.

As equacdes da teoria classica sdo baseadas no campo de
deslocamentos dado pela equacéo 3.1:

Pg = —Wgq
Ug = —ZWq (3.1)
u; = w(x,y)

As rotagbes sdo dadas pelas derivadas dos deslocamentos transversais.

Pode-se observar o comportamento das equagdes 3.1 na Figura 4:

Figura 4 — Elemento deformado para teoria de Kirchhoff

Fonte: O autor (2020).
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As deformacgdes fora do eixo médio sdo dadas pela equagéao 3.2:
Eap = —X3Wpqp (32)
As deformacdes por cortante e, €5 € &,; SA0 omitidas pela teoria classica,

mas as tensoes o,; € 0,; Sa0 utilizadas para determinar os esfor¢os de cortante. As

tensdes podem ser encontradas utilizando-se a lei de Hooke:

E
Oqp = —1=.2 X3 (vWﬁgSaﬁ + (- v)wlaﬁ)
2 (3.3)
[ gt = LGt =)
Og3 = _h/z%ﬁ,ﬁ X3 = —2(1 —v2) W BRa

Os esforgos unitarios de momento e cortante s&o obtidos integrando-se as
tensdes ao longo da espessura da placa, conforme equagéao 3.4:

h/2
Mgp = j OqpX3 dX3
e (3.4)

h/2
Qq = f Oa3X3 dX3
-h/2

Os momentos e cortantes sdo dados pela equacgao 3.5:

MaB = _D[Udaﬁw'gg + (1 - U)W,aﬁ]

Q0 = ~DW yp (3.5)

Onde D € o médulo de rigidez a flexao da placa, dado pela equagéo 3.6:

D= Eh3
T 12(1 - v?)

(3.6)

Para encontrar as equacdes de equilibrio pode-se recorrer ao elemento
diferencial do problema de placas. Na Figura 5 pode-se verificar os esforgos
unitarios que estdo uniformemente distribuidos ao longo da geometria diferencial,

mas foram ilustrados de maneira pontual para facilitar a visualizagao.
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Figura 5 — Elemento diferencial do problema de placas

Fonte: O autor (2020).

Concentrando-se os esforcos de cortante na geometria diferencial e
realizando-se o equilibrio do elemento diferencial na direcao x;:

E:Fx3 =0 (3.7)

Q1dx; — (Qq + Qu1dx;)dx; + Qudxy — (Q, + QZ,deZ)dxl —qdx;dx, =0

Simplificando a equacao 3.7 encontra-se uma equacao de equilibrio que
relaciona a cortante com a carga distribuida:

Qa1+t 0Qz22+tq=0 (3.8)

Concentrando-se o a distribuicao uniforme de momentos e realizando o

dxz

somatério de momentos em torno do eixo x;, desconsiderando os residuos de -

pode-se encontrar a equagao 3.9:
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ZMll =0
_Mlzdxz - Mzzdxl + (MZZ + Mzzlzde)dxl (3'9)
+(M12 + Mlzyldxl)dxz - dexldxz =0

Simplificando a equacédo 3.9, encontra-se uma equacao de equilibrio que

relaciona a cortante com as derivadas dos momentos:
M12,1 + M22,2 =0Q; (31 0)

Aplicando a notagdo indicial, as equacdes de equilibrio da teoria classica

sao dadas pela equacgao 3.11:

M[ﬁ’zx,ﬁ —Q;=0

Qaatq=0 (311)

Manipulando o sistema de equagbes 3.11, substituindo o momento na
derivada da cortante pode-se encontrar a equagao 3.12:

(Mga) , = —4q
(3.12)
(M11,1 + 1‘/121,2)’1 + (M12,1 + Mzz,z)’2 =—q

Substituindo as relagées de momento com as derivadas do deslocamento
transversal da equacao 3.5 encontra-se a equacao diferencial da teoria classica:

q
z (3.13)

[W,1111 T Woi21 T Winq2 + W,2222] =

A equacéo 3.13 pode ser escrita utilizando-se o operador biharmonico:

AW = Waqpp = 1 (3.14)
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3.2 TEORIA DE REISSNER

A teoria classica apresenta limitagées a medida que a espessura da placa
aumenta, pois a deformacdo por cortante comeca a ter influéncia na solugédo do
problema. No caso do presente trabalho, as cargas criticas obtidas pelo problema de
flambagem apresentaram grande diferenca entre as placas com espessura fina e as
placas moderadamente espessas.

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) alertaram sobre os desvios
gerados pela teoria classica nas solugdes de placas com furos de tamanho de ordem
da espessura da placa. Devido a estes problemas, Reissner (1945) apresentou sua
teoria de placas que considera o efeito da deformacao por cortante.

Reissner assume uma placa isotrépica e que os deslocamentos
transversais sdo pequenos quando comparados com a espessura. A superficie
média é considerada indeformavel. Diferentemente da teoria classica, qualquer linha
reta que era originalmente perpendicular a superficie média da placa permanece
reta, mas nao necessariamente perpendicular a superficie média apbés a
deformacao. A teoria de Reissner requer trés condicdes de contorno.

Reissner admitiu as seguintes relagdes tensao-deformacéo:

1
€11 = Ugq = A (011 —v(op, + 033))

Exp = Upp = E (022 — v(011 + 033))
1

€12 =Upp HUyq = 6012 (3.15)
1

€13 = @1 tUzq = 5013
1

€23 =Py T U3y = ;23

A Figura 6 ilustra o comportamento de um segmento normal a superficie

média apds a deformacéo da placa:
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Figura 6 — Elemento deformado conforme a teoria de Reissner

) ol

Fonte: O autor (2020).

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) mostraram que as tensdes nas
faces superior e inferior da placa s&o dadas pela equacéo 3.16:

0-33 = _q paT‘a X3 = _E
033 =0 para x3 =+

(3.16)

>N =

Oqz = 0 para x3 = iz

As tensdes em funcdo dos esforcos unitarios sdao dadas pela equacao
3.17:

12Mp
O-aﬁ = h3 x3
30 2x3\°
Og3 = Z_hixll - ( h3) l = Gegz (3.17)
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De forma andloga a teoria classica, ao se realizar o equilibrio do elemento

diferencial pode-se encontrar as equacdes de equilibrio 3.18:

Qa,a +qg=0
Mﬁa,ﬁ —Qz=0

(3.18)

Reissner (1945) definiu rotactes e deslocamentos médios adotando que o
trabalho ao longo da espessura, gerado pela multiplicagdo das tensdes o;; € 0s
deslocamentos u; € igual ao produto dos esforgos solicitantes M.z, @, pelos

deslocamentos medios ¢;, w:

h/2
f aa[;uﬁdx3 = Ma[g (p[g
(3.19)

n/2
j OqaUzdxs = Quw
—h/2

Reissner (1945) definiu deslocamentos e rotagdes generalizados que sao
obtidos realizando-se uma média ponderada dos mesmos ao longo da espessura.

Substituindo os esforcos solicitantes na equacao 3.19 pode-se obter a equagéo 3.20:

(3.20)

Isolando-se os deslocamentos médios, é possivel obter as equacdes:

12 h/2
Pa = FI UgXzdxs
—h/2

3 fh/z [ 2x3\°
w=_— usz |1 — <—> ]dx
2h) h 3

(3.21)

Ao substituir as tensbes de cisalhamento o,; nas equacgbes 3.15,
Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) mostraram as rotagdes em funcéo da
cortante ( a equacao 3.22 também pode ser encontrada em Ribeiro (1976) ):
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2
Pog = —W hQa

“ 5D —v) (3:22)

Utilizando as relacdes tensao-deformacao 3.15 pode-se expressar as

tensdes em funcao dos deslocamentos:
E (1-v) 2v (1-v%)
O-“B = —1 — 172 72 (ua”g + uﬁ,a + —1 — vu9'96“3 - —(1 n 17)(1 — U) (ua”g + vuﬁ_a) 50!,8

N E (tp + ) 3qv |2 2x3+1(2x3>35
2(1 + v) e T Ve 37 h "3\n ) |0

(3.23)

Os esforgos solicitantes sdo encontrados integrando-se as tensdes ao

longo da espessura:

h/2
j OqpX3dxs = Myg
2 (3.24)

/2
f Oq3dx3 = Qg
—h/2

Como exemplo, pode-se substituir a equagédo 3.23 na equacgao 3.24 para

encontrar os esforgos solicitantes:

E 3qu [2 2x3  1.2x3\°
nj2 12 (1 — 2 (w1 +viz) - 41 -v)|3 Rt §( h3) ]>x3 g
M, = X
=] y - ; (3.25)

v
My, = D(‘Pm + V‘Pz,z) + mq

Realizando-se a mesma operacao para todas as tensdes, obtém-se as

equacbes de momento e cortante:

D(1—-v) 2v vq
Map = =5 ($ap + Ppa+ =5 Oy + DY

D(1—v)A?
a= 2

(3.26)
(Pa +Wg)

Onde:
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k2
22 = 1245 (3.27)

k% é o fator de correcdo de cortante utilizado nas teorias de placas que
levam em conta o efeito da deformacgao por cortante de primeira ordem, sendo que

para a teoria de Reissner o valor de k* € dado pela equagéo 3.28:

5

szeissner = g (328)
Para a teoria de Mindlin, k? é dado pela equagéo 3.29:
2
K2 pinauin = 12 (3.29)

O sistema de equagdes diferenciais da teoria de placas de Reissner pode ser

visto em Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959), dado pela equacao 3.30:

h? gh? v
My ==D(wy; +vwy,) + T Gia— 0=

h? gh? v
My, = =D(Wap +vwy) + ?Qz,z TT0d-v)

h2
My, =D —v)w,, — E(QLZ +Qz1)

2 W2 (3.30)
(2 29
Ql - D(V W),l + 10V Ql 10(1 _ U) q,l
h? h?
— 2 V2 -
QZ - D(V W),Z + 10V QZ 10(1 _ U) q,2
h? (2 —
DA*w =q — (2-v) Viq

10(1 —v)
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4 APLICAGAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE ELEMENTOS DE
CONTORNO A FLAMBAGEM DE PLACAS LEVANDO EM CONTA O EFEITO DA
DEFORMACAO POR CORTANTE

4.1 EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO

As equacgbes integrais de contorno podem ser deduzidas utilizando-se
métodos como o teorema da reciprocidade de Betti, conforme os trabalhos de Karam
(1986) e Soares Jr. (2015) e o método dos residuos ponderados, conforme Ribeiro
(1992). A equacéo integral de contorno de deslocamentos para a flambagem de
placas espessas foi inicialmente utilizada no método dos elementos de contorno por

Purbolaksono e Aliabadi (2005), sendo dada pela equacéo 4.1:

Cij (xXDu; (x") + f [Tij(x,,x)uj (x) — Uij(x’,x)tj(x)]dr‘(x)
r

5 ou, (4.1)
= f.f Ul-3(x’,X) [C[ + aT(Naﬁ @)l dQ(X)
Q

Onde T;; e U;; séo as solugbes fundamentais de forgas de superficie e
deslocamento dadas por Weeén (1982), respectivamente. O deslocamento
transversal € dado por u;. As solicitagdes na placa sao dadas pela carga distribuida
q e pela distribuicdo das tensGes normais N,z. A nova proposta de Soares Jr. e
Palermo Jr. (2017) aplica o teorema da divergéncia na integral de dominio da
equacao 4.1, obtendo-se apenas as primeiras derivadas do deslocamento

transversal, conforme a equagéao 4.2:

HU ) d dus(X) B
3(x', X) E Neg OXB doX) = -
Q

- f 1 (N g (¥t 5 (X Uy (', ) AT (x) — f f N (O35 (X) Up (', X)AOUX)
r Q

(4.2)
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Substituindo a equacao 4.2 na equacao 4.1, obtém-se a equacao integral

dos deslocamentos que utiliza a primeira derivada dos deslocamentos transversais:

Cij(xDu; (x") + f [T:; (', 0w (x) — Uy (x', x) ¢ (x)]dT (x) = -+

r

- [[ ae0vace 0d000) + [ nuONgp O OV, D1 4 I
Q

r

- ff Nas (XDt (X Uiz o (x', X)dUX)
Q

Onde x’ € um ponto fonte pertencente ao contorno, x € um ponto campo
pertencente ao contorno, X’ é um ponto fonte pertencente ao dominio e X € um
ponto campo pertencente ao dominio. Observa-se a presenca de duas integrais
relacionadas ao efeito da nédo linearidade geométrica, uma integral de dominio e
outra no contorno. A equacao 4.3 mostra a proposta de Soares Jr. e Palermo Jr.
(2017), ao utilizar a primeira derivada da solugado fundamental ao invés da segunda,
pode-se obter uma precisdo maior dos resultados.

A segunda equacao integral utilizada para se formar um problema de
autovalor é dada pela primeira derivada do deslocamento perpendicular ao plano da
placa, mostrada pela equacgéo 4.4:

us, (X = J {na(x) [Map (X', %) ]ug(x) + ng () 5 — [Qg;;(X' 2)Jus (x) +-

r

d 9 d
—a—xy[uw(x',x)]tﬁ(x) s [Uss (X', x)]t3(x)} dr(x) — g a—Xy[U33(X’,X)]q(X)dQ(X) (4.4)

f na(x)zva,;(x)ug,xx) (U (0, 1T GO + ff N OO0 5 (0) 5 [ugga(X' 0]daw)

r

As duas equacbes 4.3 e 4.4 (a de deslocamento e de derivadas do
deslocamento transversal), formam um problema de autovalor o qual a menor
autovalor é dado pela carga critica da placa analisada. Ja foi demonstrada a
estabilidade desta analise no trabalho de Soares Jr. e Palermo Jr. (2017), quando
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utilizadas células de dominio para calcular as integrais de dominio. As equacoes 4.3
e 4.4 estao escritas de forma simplificada, pois ndo incluem as condi¢coes naturais do
problema de flambagem, demonstradas em de Soares Jr. € Palermo Jr. (2017). Para
incluir as condi¢des naturais, o contorno T pode ser dividido em duas partes, uma
pelo contorno com deslocamentos prescritos (I, = borda simplesmente apoiada ou

engastada) e outra pelo contorno com deslocamentos nao prescritos (I, = borda

livre). Aplicando-se as condigdes naturais na equacgado 4.3 pode-se encontrar a
equacao 4.5:

Cii (XN (x) + f [T (', )y (x) — Uy (x', )t (x)]dT(x) = -+

r

- f f 1O UL G, X)dO(X) + j 10 (0)Nag (113 g (DU (¢, )AL + - (4.5)
Q

r

- j e (N g (113, () Ui (', 1) AT () — ff Nep ()t 5 () Uis o (', X)AQ(X)
Q

Tnp

Por meio da aplicacdo das condicbes naturais na equacao 4.4 pode-se
encontrar a equacgao 4.6:

Uz, (X') = f {na(X) [M3ap (X', %) ]ug(x) + ng(x) 5 — [Qg;;(X' 2)Jus (x) +-

r

d d 0
e m o [Usp (X', 0) | tp(x) — =— [Us3 (X', x)]t3(x) { dT () —ﬂ—[Uss(X’,X)]q(X)dQ(X)
axy axy A E)Xy (4 6)

J na(x)Na;;(X)ugg(x) [U33(X’ x)]dr(x) + J na(x)Na;;(x)uag(x) [U33(X’ x)]dr (x)

r an

ff N (00U 50 = [Ussa(X' 0]dax)

Em problemas com deslocamentos prescritos ( borda simplesmente
apoiada ou engastada ) a aplicacdo das condigdes naturais ndo gera nenhuma
diferenca na solucdo do problema, mas quando o problema apresenta
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deslocamentos nao prescritos ( borda livre ) as solugdes divergem caso nao sejam
aplicadas as condicbes naturais. A aplicacdo das condigcbes naturais gera
modificacbes no calculo das integrais de contorno relacionadas com a nao
linearidade geomeétrica, necessitando a integracdo de uma integral de contorno

adicional ao longo do contorno com deslocamentos nao prescritos.

4.2 SOLUCOES FUNDAMENTAIS PARA A EQUAGCAO INTEGRAL DE
DESLOCAMENTOS

As solugdes fundamentais de deslocamentos utilizadas nas equacgdes
integrais 4.3 e 4.4 sao dadas pela equacao 4.7:

1
Uap = guper —oy (8B — (1 =M@In(@) ~ DIgg — [84(2) + 2(1 = V)]rar}
1
w3 = —U3, = — (2In(z) — Drry, (4.7)
U; 1 [(1 =v)z2(n(z) — 1) — 8In(2)]

33 = 8nD(1 — v)A?

As solucdes fundamentais de forca de superficie utilizadas equacdes
integrais 4.3 e 4.4 sdo dadas pela equacgéo 4.8:

1
T;ﬁ =-7— [(4A(Z) +2zK, +1— v)(SaBr_n + T_Bna) + (44(z) + 1 + V)1,

—2(8BA(2) + 2zK; + 1 — v)r,ar,ﬁr,n]

a3 = 5= (B(2)ng — A(2)1atn) (4.8)

., —(1-v) 1+v
T3, = 8 [(2 o In(z) — 1) Nng + 27:0(7:71]

T35 = —r
33 27_[7_ n

Onde:

2 1 1 1
z=2r; A(z) =Ky(2)+ o [Kl(z) — Z]' B(z) = Ky(2) + Z [Kl(z) - ;] (4.9)
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As funcdes K,(z) € K,(z) sao funcdes de Bessel modificadas de segunda

espécie, para pequenos argumentos estas fungcées sdo mostradas nas equacoes

410e4.11:

o= [y =)+ [+ - ()] 522

+[—y+1+%—ln(§) %
+[—V+1+%+%—ln(g) & /4"

1
ko= -m QST
3/
_[—y+1+%—ln(§) (212!/.4;! -

1 1 (220
_[ (Z) e

—y+14+-+-—1
y+1+s+-—In

2/ 2131
Onde y é a constante de EULER:

y = 0,5772156649

@y

(4.10)

(4.11)

(4.12)

As derivadas dos termos das solugbes fundamentais sédo dadas por 4.13:

or, Sap — 1,75

axﬁ T
or, Tyl
ox, r
04 _ T’“( K, + 24)
ox, T #h
0B T,
—=——"(zK, + 4)

0x, r

(4.13)



64

5 APLICACAO DO METODO DA RECIPROCIDADE DUAL

O tratamento adicional dado por este trabalho é a conversao das integrais
de dominio para integrais de contorno equivalentes utilizando-se o Método da
Reciprocidade Dual (MRD), apresentado por Nardini e Brebbia (1983).

O método tem base na aproximagdo das cargas de dominio por uma
funcéo radial, onde a escolha da funcao é dada como livre pelos autores do método.
Existem diversos tipos de funcdo de aproximacdo, como as funcgdes lineares,
quadraticas, multiquadraticas, “thin plate splines”, exponenciais, entre outras.

No presente trabalho, é feita a aproximagdo das tensdes normais
multiplicadas pelas derivadas dos deslocamentos transversais por uma fungdo de
base radial escolhida, da forma mostrada pelas equacoes 5.1 e 5.2:

bg(X) = Ngpg(X X
o (X) = Nog (X)uuz 5 (X) 1)

N+L

bp(X) = ) afif™ (5.2)

m=1

A aproximacao do produto das tensées normais obtidas pelo problema de
estado plano pelas derivadas do deslocamento transversal é feita distribuindo pontos
de MRD ao longo do contorno (N) e dominio (L) do problema.

Cada linha do sistema de equacdes € obtida fixando um ponto fonte e
variando-se a distancia r com relagao a todos os outros pontos de MRD, avaliando a
funcdo radial em cada raio diferente.

Como os valores das tensdes normais e as derivadas dos deslocamentos
transversais sdo conhecidos, seus valores nodais sdo utilizados como referéncia
para aproximagao. As incégnitas deste sistema sdo os valores de ap' necessarios

para aplicagdo do MRD.

[F1lag")=[Nagus ] (5:3)
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Segundo o sistema na equagao 5.3, os coeficientes aj' sédo dados pela

equacao 5.4:
[ag']=[Nogus ] [F17* (5.4)

O MRD também necessita de solugbes particulares #; as quais sao
obtidas substituindo-se na equagéo diferencial do problema o valor da carga
distribuida no dominio pela funcdo de base radial f(r) escolhida, isto € mostrado
pelas equacdes 5.5 até 5.7. A equacéo diferencial de equilibrio de placas espessas

pode ser encontrada em Palermo Jr. (2000).

V(T = = £(r) (5.5)

V2(ls) = ————F(r) — V2 (5.6)
D(1 —v)A?

e = ba (5.7)

As fungbdes de aproximacao testadas no presente trabalho sdo dadas

pelas equacgdes 5.8 € 5.9:

Fl=f(r)=1+r (5.8)

F2=sf(r)=14+r+1r2+7r3 (5.9)

Resolvendo-se as equagbes de diferenciais 5.5 e 5.6 para as fungdes f(r)
das equacébes 5.8 e 5.9, obtém-se as solucbes particulares de deslocamentos ii;,

dadas pelas equacdes 5.10 € 5.11:
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o>

( 1/r® r*
ad==|7=*+-72|"
D\16 45)"
fMf=1+r=

o 2 r2+r3 1 r4+ r°
Luf“ D(1—wA2\4 " 9) D\6a ' 225

1 r3_|_r4+r5+r6
“D\16 745 96 " 175) "=

(5.10)

]R3

(6.11)

w3

[
|G
m=1+r+r2+r3=>{A ) ) r2+r3+r4+r5 L r4+r5+r6+ ;
\"* TDa—waz\4 "9 167 25) D\64 ' 225 576 ' 1225

Multiplicando as solucbes particulares de momento e cortante pelos
cossenos diretores encontra-se as solugdes particulares de forcas de superficie
dadas pelas equacdes 5.12 € 5.13:

fa = Maﬁnﬁ (512)

f3 = Qﬁnﬁ (513)

Em que momentos e cortantes sdo dados pelas equacdes 5.14 e 5.15:

( r’ r 5 ) rr r3
M11_<§+E>(r,1 +vry?) + 1_+E>(1+")
r2 r3 X X r2 rd
M22—<§+E>(T2 +UT1)+ E+—5>(1+U)
" R R 2 3
fMf=14+1r=1 M12:M21=(1—v)<—+1— T1T> (5.14)
2
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ff=1+r+r2+73

r2 ¥ ot N R S
Moy = (o tamt et oo | (2 o) + [ e =+ o | (L +

u <8+15+24+35)(r‘1 +W‘2)+<16+45 96 175)( v)
2

4 5 2 3 4 5

(r? + 2)+r+r+r+r (1+v)
Tz TV 16 ' 45 " 96 ' 175 v

_ _ r2 3 ot 1 (5.15)
= My =My =1 -v) §+—+—+— L)

15 24 35
~ r P r*
&= <§ T E) 1

" r r¥ r*
L=\7+ 275"

Utilizando as solugdes particulares, observa-se a equacao integral dos

r
15 24 35

+

12
3
12
3

+

deslocamentos dada pela equacédo 4.3, na maioria dos trabalhos a aplicagcdo do
MRD é direta, utilizando-se as matrizes formadas pelas solucées fundamentais de
forca de superficie e deslocamentos para aproximar a integral de dominio. Como
neste trabalho a solugdo fundamental da integral de dominio da equacao 4.3 € dada
pela primeira derivada dos deslocamentos (U;3,), 0 MRD sera aplicado utilizando a
derivada da equacéo integral de deslocamentos. A equacao 5.16 mostra a derivada
da equacao integral de deslocamentos ja com as solugbes particulares e a
aproximagao das tensdes normais multiplicadas pelas derivadas dos deslocamentos

transversais por uma fungéo radial:

cally(x') = f [0 GO Miap 6 (', AT C0) + g () Qi (' DA () + -+
) (5.16)

= Ui () = Ui g 0 DB Jr ) - || jﬂ [0 Ui 5 (', X)dQ(X)

O coeficiente escalar ¢ é igual a 1 caso o ponto fonte esteja no dominio e
igual a 0.5 caso o ponto fonte esteja em uma parte suave do contorno. Isolando a
integral de dominio da equacdo 5.16 e substituindo na equacdo integral dos

deslocamentos 4.3 obtém-se a equacgéo 5.17:
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Cii () (x") + f [T (', ) (x) — Uy (', )t () ]dT (x) = ---.
r

N+L

= f Mg (X)Nap ()uz g () U3 (x", x)dI (x) + z ag' {cﬁ% (x") + -
r m=1

(5.17)

e — f [na(x)Miaﬂjg (x, 05" (x) + ng(x) Qi (x', x)03 (x) + -
r

e =Usp o (', X)EF (%) — Upz o (x', 0) 5 () |dT (%)}

A equacdo 5.17 € dada pela equacao integral dos deslocamentos com
aproximagéo da integral de dominio utilizando o MRD. O termo diagonal ;" € dado

pela primeira derivada das solugcbes particulares de deslocamento dadas pelas
equacdes 5.18 e 5.19:

I{“ 1 3r2+4r3 +1 r3+r4‘ Say — Taly
{”“'V_D 16 a5 )@y Tp\16 T 15 r (5.18)

L 2 r_l_r2 1 1‘3_|_r4
\“* “pa—wn2z\2"3)" " D\16 "35)"

<

ff=1+r+r’+r3=

(. 1 3r2+4r3+5r4+6r5 +1 1“3_|_r4_|_r5_|_r6 Say — Taly
!u“'y “D\16 45 " 96 "175) "y Tp\16 " 25 T 96 ' 175 r (5.19)

L 2 1‘_|_r2_|_1'3_|_4 1 r3_|_r4_|_r5_|_r6
Lu3'V_D(1—v)/12 27374 5 ) T p\16 745 96 ' 175) "

As derivadas primeiras das solugbes fundamentais de forga de superficie
sdo hypersingulares. Para diminuir o grau de singularidade destas solugdes
fundamentais foi utilizado o operador tangente estudado em Palermo Jr. (2012).
Reduzindo-se as integrais hypersingulares para integrais do tipo Cauchy e as
integrais do tipo Cauchy se tornaram singulares logaritmicas. A derivada da equagao
integral dos deslocamentos transversais, com a aplicacdo do operador tangente fica
conforme a equacao 5.20:
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u3,y(X’) = f{MSaB(X,vx)Dya[uﬁ(x)] + QSﬁnyuﬁ(x) + QSB(X,! x)Dﬁy[uﬁ(x)] +
r

6
[0 01 )tp ) = 5 U e, 00| drco) - ﬂ . (U (' 01g(0dA0) + - (5:20)

f na(x)zvaﬁ<x>u3g<x) MUNCORITIOR ff Nag (K01t (X) 5 [Ugga(X' x)]daw)
r

A derivada da equagéo integral dos deslocamentos nos eixos x;e x,, com

a aplicacao do operador tangente fica conforme a equacao 5.21:

0
Uy, (X)) = f {Mpaﬁ(X’,x)Dya[uﬁ(x)] +1,Q,5 (X', x)up(x) + ng a—Xy [QPB(X',x)]ug(x)
T

9 9 d
...—a—xy[Uw(X’,x)]tﬁ(x) —E[U33(X’,x)]t3(x)} dr(x) —ifm[um(xc)()]q()()dg(x)+ - (5.21)

f P CON g ()t () 5 — [pg(X' 0]dre) + ff N 0003500 5 [M(X',X)]da(X)

r

As primeiras derivadas das solucbes fundamentais sdo dadas pelas

equagodes 5.22-5.32:

1
U, = m{—(4A(z) + 42K, (2) + 1= V)7 8o + 2(8A(2) + 22K, (2) + 1 = VIrgrpr 522)

—(44(2) +1 - V)(sayr,ﬁ + 7:0!6,8}’)}

1
U23,y = _Uéka,y = % (6ay(2 In(z) - 1) + 27:]/7:0()

(5.23)
U L (1 1 ! 5.24
33Y = 4mD n(z) = )TTV nD(1 —v)/lzrr'y (5.24)
r
JF Tpﬁ,yuﬁdF = jl: Qpﬁnqu + MpaﬁDya[uﬁ] dar + [egayMpaﬁuﬁ]O (525)
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r
fr T3ﬁ‘yuﬁdF = .[; Q3ﬁnyuﬁ + M3aﬁDya[uﬁ] dar + [e3ayM3aﬁuB]0 (526)
r
f Ta3yUzdl = f Q3pDyplusldr + [espy, Qapus) (5.27)
r r
/12
Tasy = 5—(—(2K:(@) + A@)r, ne + (2K1 (2) + 4A@)T ot = ADTn0ey 5.28)
— A(z)tany)
Onde:
1|(zK1(z) 1-v
Mpap = —— || —5—+——+ 4@ | [(8pp = 21p7p)1a + 8parg]
(5.29)
1+v
+ TSaBr,p + A(z)(&aﬁrp — Zr,ﬁr,pr,a)
/12
Qpp =5 [B(2)8p5 — Al2)r7, | (5.30)
1 1
Magp = —— [(1 +1)8apIn(2) + (1 — v) (r,arﬁ _ Esaﬁ)] (5.31)
_ 1 (5.32)
Qsp = =578 :

Onde e;,, € o tensor alternante dado pela equagéo 5.33:

1se 3ay = 123,231,312
e3qy = {0 se dois indices forem iguais (5.33)
—1se 3ay = 321,213,132

As integrais do tipo Cauchy foram calculadas utilizando o método da

subtracdo de singularidade dado por Guiggiani (1991) e as integrais logaritmicas
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foram calculadas utilizando a técnica da transformacédo de Telles, abordada em
Telles (1987).

Para aproximar a integral de dominio da equagéao integral da derivada dos
deslocamentos transversais deve-se utilizar a segunda derivada das solugdes
fundamentais de forcas de superficie e deslocamentos, uma vez que a solucao
fundamental da integral de dominio da equacéao 4.4 é dada pela segunda derivada
dos deslocamentos transversais (Uss,s). Devido a essa diferenga, uma equagéo
integral da segunda derivada dos deslocamentos transversais torna-se necessaria

para utilizar o MRD:

clizh(x") + f [ (X M3qap,0 (', X)UF (x) + 15 (x) Q3,0 (x', )BT (x) + -+
r (5.34)

Uy (& OB — Uy (', 1) ()] AT () = f fﬂ F 0. (', X))

Utilizando a equacéao 5.34 pode-se introduzir o MRD na equacao integral
da derivada dos deslocamentos transversais 4.4, obtendo-se a equagao 5.35:

gusy (x) = f{na(X)Maaﬁ,y(x’. g (x) +ng(x)Qzp, (X', Xuz(x) + -
r

e =Uspy (6", )t () = Us (', x)t3 (x) }dT (x) _jna(x)NaB(x)u3,ﬁ(x)Ui3,y(xl'x)dr(x) +o
r

(5.35)
N+L

.t Z ag {cﬁgf‘yg(x’) + J [na(x)Mwl;‘yg(x',x)ﬁ;;"(x) + ng(x)Q3p,0(x", 1)U (x) +..
r

m=1

e =Uspg e (', X)EF () — Usz e (x, x)fgn(x)]dl“(x)}

O coeficiente ‘g’ tem valor de 1 quando o ponto fonte encontra-se no
dominio e 0.5 quando o ponto fonte situa-se em uma parte suave do contorno. O
termo diagonal 3, € dado pela segunda derivada das solugbes particulares de

deslocamento dadas pelas equagdes 5.36 e 5.37:
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ff=1+r=
A 2 1 Sy TOa\ 1(1 1, 1, 1, (5.36)
ey = 5y (377 + 5+ 5 t) ~ (g7 + 357 ety + 30 45 70)

M=14+r+ri+ri=

. 2 4r3+3r2+2r+1 N r4+r3+r2+r Say = Taly N
Yar “pa—pz\s T2 T3 2) ey T (5T T3 r (5.37)

N 1[(3r? N 4r3 N 5r* N 6r® N r® N r* N r° N 8\ (Say = Taly
L “Tp|\16 Ta5 T96 T175) Y T\16 " 45 T 96 " 175 r

As derivadas segundas das solugbes fundamentais de forcas de

superficie e deslocamentos sdo dadas pelas equagdes 5.38-5.41:

1
Tisye = ﬁ(”.g”y + 8,070 + ner, — 41‘_n1791jy) (5.38)

. —-1-v)[.1+v
T3ay0 = 8112 1—v (5]/9 - 47‘.],7‘.9) Ng + Oay (_47‘.97:71 + 2”9) — AT Tamy (5.39)

+ 16t91jatn1jy + 8q9 (—41jn1jy + ZnV) - 4n97ja1jy - 41ja7jn6y9]
] 1 1 1

Uss o = m(rﬂ ry +1n(2) 8,0 — ang) - AT (8p0-2r1,)  (5.40)
U;a,)/e = 87D (_250!]/7'.9 - 26}’97:6! - 27:]/66(9 + 47:)/7:“7:9) (541)

O grau de singularidade destas solucbes fundamentais € supersingular
para T334 € hypersingular para as solugoes T34, € Usz,g. Inicialmente, para tratar
simultaneamente estas integrais, foi utilizado o cédigo em Fortran fornecido por Gao
(2006), mas notou-se que o método de Gao nao apresentava uma precisao
suficiente para o MRD em integrais supersingulares calculadas em elementos
curvos, isto foi verificado em problemas com furo circular.

Para melhorar a precisdo da integracdo em elementos curvos utilizou-se
novamento o operador tangente, diminuindo o grau das singularidades de

supersingular para hypersingular, as quais ndo apresentaram problemas em
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elementos curvos quando utilizado o método de Gao. A aplicacdo do operador
tangente é feita derivando-se o nucleo das solugcées fundamentais obtidas nas
equacoes 5.25, 5.26 e 5.27. As integrais com operador tangente utilizadas no MRD
para segunda derivada das solu¢des fundamentais sdo dadas pelas equagoes 5.42
e 5.43:

r
f T35'y9quF = f MMB'BDW[uB] + Q3/3.9n]/uﬁ dar + [€3ayM3aﬁ,9uB]0 (542)
r r
r
f T33,9usdl :f Q3p,0Dyplusldl + [e3ﬁyQ3ﬁ,9u3]0 (5.43)
r r
Onde:

1
Msap9 = ~ar [(L+v)8ap79 + (1 =) (8ag —Toro)rp + (L —v)(8gg —TpTo)re]  (5.44)

1

21r?

Qspo = — (=2rgrg + 8p0) (5.45)

O desenvolvimento da aplicacdo do operador tangente é realizado no

capitulo 7.
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6 A APLICACAO NUMERICA DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

6.1 DISCRETIZACAO DO PROBLEMA EM ELEMENTOS QUADRATICOS

Utilizando-se as equagdes integrais de contorno 4.3 e 4.4 é possivel
aplicar o método dos elementos de contorno de forma numérica. No presente
trabalho, o contorno € discretizado utilizando-se elementos de contorno quadraticos.
A Figura 7 mostra um problema de placa discretizado com 4 elementos de contorno

quadraticos:

Figura 7 — Discretizacdo de um problema de placa

10 9 8 7|6
119 ®;
12 |1 2 3|4

Fonte: O autor (2020).

As integrais das equacdes 4.3 e 4.4 tornam-se somatérios da contribuigao
da integracdo de cada elemento de contorno. Para integrar cada elemento, as
coordenadas cartesianas sao convertidas para coordenadas intrinsicas, isto
possibilita o uso de técnicas de integracao numéricas com maior facilidade. Segundo
Kane (1994), para elementos quadraticos, as fungdes a serem integradas no método
dos elementos de contorno podem ser consideradas complexas, isto faz com que a
obtencdo de uma solucdo utilizando integragdo analitica seja dificil. Devido a este
problema, o processo de integracao dos elementos de contorno adotado no presente
trabalho foi a integracdo numérica de Gauss, com tratamento para integrais
singulares quando necessario. A Figura 8 mostra o processo de conversdo de
coordenadas cartesianas para coordenadas intrinsicas:
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Figura 8 — Mudanca de coordenadas para o elemento isoparamétrico
(x2,y2)

Fonte: O autor (2020).

Desenvolvendo-se a equacgédo 4.3 em soma de integrais estendidas aos
elementos de contorno, utilizando-se elementos quadraticos e células de dominio

pode-se encontrar a equacéo 6.1:

Nelem 3 1

%Czj(x’)uj(x’)+ z z [T (x, )y (x) = Uy (', )6 ) [N (€)] (§)dE = -+,
n=1 k=1_-

1

Nelem 1
= O eV s s Uiy G 2 O + 6.1)
n=1 —q

Ncel

B Z ﬂﬂ Nep(X)uz p(X) Uiz o (X", X)d Qe (X)

c=1 ¢

As funcdes de forma para a utilizacdo de elementos quadraticos sao

dadas pela equacao 6.2.
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1

AGEEHGESY

M) = G+ DA 6.2)
1

Ns() =58C +1)

Na Figura 9 pode-se ver a plotagem das fungbes de forma ao longo da

coordenada intrinsica.

Figura 9 — Plotagem das funcdes de forma
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Fonte: O autor (2020).

As coordenadas x e y dos elementos de contorno s&o convertidas para a
coordenada intrinseca ¢ realizando-se o0 somatério dos nds do elemento

multiplicados pelas fungbes de forma.

3
X(©) = ) N(©)x

3
y() = ) N,
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Expandindo-se o0 somatério da equacao 6.3 pode-se encontrar a equacgao
6.4:

x(§) = %f(f - Dx+ €+ DA - x, +%$€(f + Dxs

Y@ =36 ~ Dy + @ + D - Oy, + 586 + Dy
Na equacgédo 6.4, x; € a coordenada x do primeiro ndé do elemento de
contorno, x, é a coordenada x do né central e x; € a coordenada x do né final.
Analogamente para a coordenada y dos nos do elemento de contorno define-se y;,

y2 € ys. Apartir das funcdes x(¢) e y(¢) pode-se definir as parcelas da solugéo

fundamental a ser integrada, na equacgao 6.5 mostra-se a componente x do raio r(¢):

dx(§) = x(§) — xf (6.5)

Em que xf é a coordenada x do ponto fonte. Na equacao 6.6 mostra-se a

componente y do raio r(¢):

dy(§) = y(&) — yf (6.6)

Onde yf € a coordenada y do ponto fonte. O raio r(§) € entdo calculado na
equagao 6.7:

r(§) = Vdx(§)? + dy(§)? (6.7)
A derivada do raio com relacéo a x é dada pela equagéo 6.8:

d
=22 6.9)

A derivada do raio com relacéo a y é dada pela equacgéo 6.9:



78

dy(§)

z(f) = (s;)

(6.9)

O jacobiano da transformacgéo de coordenadas é dado pela equacgao 6.10:

J(§) = \/(d_fx(€)> ( dfy(f))2 (6.10)

A componente em relagdo a x do vetor normal ao contorno € dada pela

equacao 6.11:

xn(6) = y(©) 6.11)

1
G (df

A componente em relacdao a y do vetor normal ao contorno é dada pela
equacao 6.12:

x(§)> (6.12)

© =ny = (32
ynl&)=ny=-75\a

A derivada normal do raio é dada pela equacao 6.13:

(&) =11 (Onx +1,(Eny (6.13)
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6.2 MONTAGEM DAS MATRIZESH e G

O método consiste na montagem de matrizes contendo as contribuicoes
de cada elemento geradas pelas integrais das solu¢des fundamentais. Separando-
se as integrais de contorno principais da equacéao 4.3 pode-se obter a equacao 6.14:

f (7,0 0w, (x) — Uy (', 1)t (0] dr () (6.14)
r

Sera construida uma matriz H contendo as solugdes fundamentais de
forcas de superficie T;; e a matriz G contendo as solugbes fundamentais de
deslocamentos U;;. Realizada a discretizagdo dos nés e elementos no contorno do
problema, faz-se necessario a aplicacdo do método da colocacao do ponto fonte ao
longo do contorno, conforme os trabalhos de Jaswon (1967), Brebbia (1992) e Kane
(1994). Este método posiciona o ponto fonte em cada né do contorno, incluindo os
nds duplos. Para facilitar-se o entendimento sera adotado um problema simples com

um elemento de contorno quadratico por lado, conforme a Figura 10:

Figura 10 — Primeiro ponto fonte que sera deslocado devido canto de 90 graus

m.y ? ;.ﬁ

Fonte: O autor (2020).

O primeiro elemento tem a seguinte geometria:
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No1Elemento1X = 0. No2Elemento1X = 1,0 No3Elemento1X =2,0

No1Elemento1Y = 0. No2Elemento1Y =0. No3Elementol1Y =0.

O segundo elemento tem a seguinte geometria:

No1Elemento2X = 2,0 No2Elemento2X = 2,0 No3Elemento2X = 2,0

No1Elemento2Y = 0. No2Elemento2Y = 1,0 No3Elemento2Y = 2,0

O terceiro elemento tem a seguinte geometria:

No1Elemento3X = 2,0 No2Elemento3X = 1,0 No3Elemento3X = 0.

No1Elemento3Y = 2,0 No2Elemento3Y = 2,0 No3Elemento3Y = 2,0

O quarto elemento tem a seguinte geometria:

No1Elemento4X = 0. No2Elemento4dX =0. No3Elemento4X = 0.

No1Elemento4Y = 2,0 No2Elemento4Y = 1,0 No3Elemento4Y = 0.

Nés duplos serdao posicionados em cada canto de 90 graus a fim de
aproximar a desconexao entre as condigdes de contorno de um lado para o outro.
Sera posicionado entdo o ponto fonte em cada n6 de cada elemento, incluindo os
nds duplos. Inicialmente sera posicionado o ponto fonte no primeiro né do primeiro
elemento, conforme a Figura 10. Como o primeiro n6 do elemento 1 é duplo, o ponto

fonte deve entao ser deslocado a -2/3 da coordenada intrinsica do elemento, como
observado na Figura 11:
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Figura 11 — Deslocamento do ponto fonte para posicao -2/3 do elemento

0¥y 8 T

11 @ ®;

12 |1 2 3|4
FONE

Fonte: O autor (2020).

Isto significa que o ponto fonte tera sua coordenada modificada de x =0, y
= 0 para x = 0,333333 e y = 0. Este tratamento é feito para aproximar as
descontinuidades que aparecem nos cantos de 90 graus do problema, onde podem
aparecer condicoes de contorno que mudam de um lado para outro.

Posicionado o ponto fonte, deve-se entdo integrar cada elemento definido
no problema. Lembrando-se que o elemento que possui o ponto fonte deve ser
integrado utilizando as técnicas de integracdo singular. Os elementos que néo
possuem o ponto fonte serdo integrados utilizando a quadratura de Gauss Legendre.
O primeiro elemento a ser integrado € o elemento 1, na Figura 12 é possivel ver o

ponto fonte e o elemento a ser integrado nas coordenadas cartesianas:

Figura 12 — Elemento a ser integrado com ponto fonte interno

1 2 3
x=0 xf=0.333 x=1 xX=
y=0  yf=0 y=0 y=0

Fonte: O autor (2020).

Na Figura 13 o mesmo elemento pode ser visto agora feita a
transformacao de coordenadas cartesianas para a coordenada intrinsica:
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Figura 13 — Coordenadas isoparamétricas de cada né do elemento
1 2 3
g=-1 E=-23 §=0 g=1

Fonte: O autor (2020).

As solucbes fundamentais terdo suas parcelas calculadas para o ponto
fonte na coordenada deslocada e as coordenadas do elemento serdo as do
elemento 1. As posi¢coes na matriz H das solugcbes fundamentais a serem integradas

sao dadas pela equacgao 6.15:

Primeiro né do elemento:

1 1 1
Hyy = f T11(8) Ny ()] (E)d Hiy = f Tip(©) Ny (E)] (€)dE Hyy = j Ty (€) Ny (6)] (§)dE
Hyy = f Ty1(6) Ny (§)] (€)dE Hyy = f T2(6) Ny ()] (E)dE Hys = f Ty5(8) Ny (6)) (£)dE
-1 -1 -1

1 1 1
Hy, = f T3y (6) Ny(©) ()dE Hyy = f T3y (€) Ny ()] (E)dE Hys = f Tys(€) Ny (€)] (€)dE

Segundo n6 do elemento:

Hh = [ Tu@ MI©E Has = [ T @IS Ho = | T N
-1 -1 -1

, : : (6.15)
Hyy = f Tps (€) Ny (©)] (©)dE Hys = j Tpo(8) Ny ()] (E)dE Hayg = j T3 (€) Ny (§)] (€)dE

1 1 1
Hs, :f T31(f)N2(f)](f)df Hjg :j T32(f) N,(&)](&)dE Hsg :J Tss(f)Nz(f)](f)df

Terceiro n6 do elemento:

Hir = [ Tu@ IO Hag = [ T Ny@IEE Hro = [ Tuy(€) Ny (s
-1 -1 -1
Hr = [ T @ M@ Hig = | @ NS Hay = [ T N (O
Hyy = [ T NI Hag = [ T N©I©E Hyo = [ Ty M€ ()t
Cada contribuicdo da matriz H serd entdo multiplicada pela sua variavel
correspondente de deslocamento u e pela variavel correspondente de forca de

superficie t quando o caso for a matriz G. Na equacdo 6.16 estd um exemplo dos
termos posicionados no sistema de equacgdes:
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Hll H12 H13 H14- H15 H16 H17 H18 H19 Uy
H21 H22 H23 H24 H25 H26 H27 H28 H29 Us (616)
H31 H32 H33 H34 H35 H36 H37 H38 H39 Ug

[ U |

Observando-se a matriz H, sdo formadas 3 linhas para cada ponto fonte e
9 valores de solugdes fundamentais para cada né. Analisando o sistema de
equacoes 6.16, € possivel observar que as 3 primeiras colunas sao as trés colunas
do meio sédo devido aos valores do segundo né e as colunas da direita sdo devido a
contribuicdo O mesmo se repete para a matriz G. As equagdes mostradas em 6.16
demonstram apenas a contribuicdo de um elemento quadratico de placa, com 9
solugdes fundamentais por nd. Deve-se entdo realizar 0 mesmo procedimento ao
longo do contorno, € necessario calcular todos os elementos com relagdo ao n6 do
ponto fonte. O proximo elemento a ser integrado € o elemento 2 dado pela Figura
14.

Figura 14 — Segundo elemento a ser integrado

Elemento a
ser integrado

|
: | x=2
. e e
| |
| |
| |
| =
11 @ . @51
I 1y
! |
I |
| |
1211 2 (3140,
-@ L —® |y
1
xf=0.333 f————- |
»Eo

Fonte: O autor (2020).

Realizadas as integragcbes para todas as solugdes fundamentais de

deslocamento, é necessario posiciona-las de maneira correta na matriz H,
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7

lembrando-se que agora o elemento € subsequente ao elemento 1, quando isto
ocorre, dois tipos de posicionamento podem acontecer:
1- Quando o primeiro né do elemento integrado for duplo: Nao deve-se

sobrepor os nds dos elementos anteriores.

el el el el el el el el el e2 e2 e2 e2 e2 e2 e2 e2 e2
Hll H12 H13 H14 HIS H16 H17 HIS H19 Hll HlZ H13 H14 HlS H16 H17 H18 H19
el el el el el el el el el e2 e2 e2 e2 e2 e2 e2 e2 e2
H M} H§} M5 M HS, HS} HSy HSs HSP H$ H§} M3 H§ H§Z HS3 HS HS (6.17)
el el el el el el el el el e2 e2 e2 e2 e2 e2 e2 e2 e2
H31 H32 H33 H34 H35 H36 H37 H38 H39 H31 H32 H33 H34 H35 H36 H37 H38 H39

2- Quando o primeiro n6 do elemento integrado nao for duplo: Deve-se
sobrepor as contribuicbes do ultimo n6é do elemento anterior com a contribuicdo do

primeiro né do elemento que acaba de ser integrado.

el pel pel pel pel pel prel e2 el e2 el €2 ez pe2 pe2 pe2 pe2 ez
Hiy Hi; Hiz Hi, H{; His Hi;+Hii Hig+H; Hiy+His Hiy His Hi¢ Hi; Hig His
el el el el el el el e2 el ez el e2 e2 e2 e2 e2 e2 e2
H71 H3; H3iz Hiy His Hig Hi; +H3r Hig+Hi; Hig+H3s Hy, His Hig Hi; Hig H3s (61 8)
el el el el el el el e2 el e2 el e2 e2 e2 e2 e2 e2 e2
H$1 Hs; Hsz Hsy His H3g H$; +Hsy Hig +Hs; Hso +Hss HSp His HS HS; Hsg HEs

Na situacdo em que se encontra o problema, onde o primeiro n6 do
elemento 2 é duplo ( observando-se a Figura 11 ), ndo deve-se somar as
contribuicées dos dois elementos. A contribuicdo do elemento 2 sera colocada na
matriz principal logo apos a contribuicdo do elemento 1. O préximo elemento a ser

integrado seria o elemento 3, dado na Figura 15:

Figura 15 — Terceiro elemento a ser integrado

Elemento a
ser integrado

: x=f) ;: x=2 I
. P —————@ !
i’ 019 8 7|6,
11 @ ®;5
12 |1 2 314
[ ] ()

xf=0.333

=0

Fonte: O autor (2020).
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Novamente o elemento encontra-se adjacente a ndés duplos entdo a
contribuicao sera feita logo apds a contribuicdo do elemento 2. O ultimo elemento é

o elemento 4 dado pela Figura 16:

Figura 16 — Quarto elemento a ser integrado

Elemento a
ser integrado

| x=0

I
|y=2 !
@ L ®
09 8 716
| |
:x=0 !
1y=I :
e {
|
|
: i
112 |1~ 2 314
@ —e—o
T xf=0.333

=0

Fonte: O autor (2020).

Novamente o elemento encontra-se adjacente a ndés duplos entdao a
contribuicao sera feita logo ap6s a contribuicao do elemento 3.

Com esta ultima contribuicdo as trés primeiras linhas da matriz H estao
completas. Para montar a matriz completa é necessario posicionar o ponto fonte em
cada né de contorno e entao recalcular as contribuicbes de cada elemento. Devido a
utilizagdo de nds duplos, quando o ponto fonte estiver no primeiro né do elemento e
for duplo, a posicdo do ponto fonte deve ser modificada para -2/3 na coordenada
intrinseca. Quando o ponto fonte estiver no ultimo né do elemento e for duplo, a
posicao do ponto fonte deve ser modificada para 2/3 na coordenada intrinseca.

O primeiro ponto fonte ira gerar as linhas 1, 2 e 3 das matrizes He G. O
segundo ponto fonte ird gerar as linhas 4, 5 e 6. O sistema entdo procede para o
célculo em todos os pontos fonte, até que as matrizes, no caso deste exemplo,
estejam com 36 linhas. A Figura 17 mostra a posicao de cada ponto fonte utilizado
neste problema:



Figura 17 — Posicionamento de todos os pontos fonte

10‘9 g 7.6
11 95
12 @" 2 3|4
xf=0.333
¥r=0
L g 7] 6
1@ 5
xf=2
yf=0.333
12|1 2 A9/
® &
xf=1.666
=2
10]g 8 ©7 6
1H® ®;
1211 2 314
e ® ®
L 4 &
8 7] 0
10 ,
xf=0
Vf=1.666
11 @S
12|1 2 314
L °

10‘9 ? 7.6
ne ®;5
1 2 3
12 a\ 4

(e L ]
x=1
Y=o
10‘9 g 7.6
e pim (. 5
12 |1 2 3|4
® ® @
xf=1
=2
10.9 \;/ 7.6
e ®;5
12 |1 2 3|4
L L L ]
10.9 g 7.6
u(.) fff:‘,’ ®s
12 |1 2 3|4
L L L ]

Fonte: O autor (2020).
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10.9 ? 7.6
1He ®;
12 |1 2 @3 y
Xf=1.666
=0
&
¥ 9 8 Ny
xf=2
f=1.666
1@ 5
2|1 2 3]
L L
xf=0.333
=2
10 @9 8 7 6
1He ®;
12 |1 2 3|4
L - ®
; : @
9 8 7 6
11 ®;
xf=0
yf=0.333
12 2 5 l4
L ®

Para o exemplo dado neste capitulo, a matriz H assume a forma da

equacéo 6.19:



[Hi1
H3:
Hs3
Hii
H33
Hs:
Hii
H3:
Hsi

H;
Hg;
Hg;
Hy;
Hs;
Hg;
H;
Hg;
Hg;

Hi3
H33
Hs3
Hi3
H33
Hs;
Hi3
H3;
Hs3

Hi;
Hz;
Hs;
His
Hs;
Hs;
Hi;
Hz;
Hs;

His
Hgs
Hss
Hg
Hzs
Hgg
His
Hgs
Hss

Hig
H3g
Hsg
Hig
H3g
Hsg
Hig
H3g
Hsg

HY;
Hg;
Hg
Hy;
Hg;
Hg;
Hy;
Hg;
Hg

Hig
Hg3
Hg
Hig
Hgg
Hgg
Hig
Hg3
Hg

His
H33
Hss
His
Hs3
H33
His
H33
Hs3

Hi?
Hgt
Hg
Hi?
HE;
HgE
Hi?
Hgt
Hg

HiZ
Hg
Hg
HiZ
Hg
Hg
HiZ
Hg
Hg

Hi3
Hg%
Hs3
Hi%
Hs3
Hg%
Hi3
Hg%
Hs3

HEE
Hg;
Hg
HEg
HE;
Hg
HEE
Hg;
Hg

Hig
HgE
Hs2
HpZ
H32
Hg
Hig
Hg2
Hs2

Hig
Hgg
HE
HEg
Hsg
HgE
Hig
HgE
H2

Hi7
H37
Hs7
Hi7
H37
Hs7
Hi7
H37
Hs?

Hig
H3g
HSg
Hig
H3g
Hsg
Hig
H3g
HS3

Hi3
Hg3
H3
Hi3
Hs3
Hg3
Hi3
Hg3
H3

87

(6.19)

As solugbes fundamentais utilizadas no método dos elementos de

contorno estdo em funcao do raio, dado pela distancia entre o ponto fonte e o ponto

campo. Esta caracteristica pode gerar singularidades quando o raio é pequeno ou

zero. Nesta situagédo, os métodos convencionais como a integracdo de Gauss nao

geram uma precisdo satisfatoria, podendo causar desvios nas solugbes. Como

utiliza-se elementos quadraticos, as expressdes para as integrais dos elementos

tornam-se grandes e complexas, dificultando o processo de integracao analitica.

Devido a estes problemas, o presente trabalho adota o processo de integracao

numérica com tratamento para integrais singulares. Quando o ponto fonte estiver

fora do elemento de contorno que deve ser integrado, o processo de integracao é

regular, podendo ser utilizada a integracdo de Gauss. Um exemplo desta ocasiao

pode ser visto na Figura 18:

Elemento a

ser integrado

:H} 9 8 7 0
S —— T ——-
11 ® ®5
12 |1 2 3|4

[ ] (@) L ]

Ponto Fonte
Fonte: O autor (2020).

Figura 18 — Integracao com ponto fonte fora do elemento
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Por outro lado, quando o ponto fonte estiver dentro do elemento de
contorno que deve ser integrado, o processo de integracao € singular, devendo ser
utilizada a técnica apropriada para a ordem da singularidade. A Figura 19 mostra
esta ocasiao:

Figura 19 — Integracdo com ponto fonte dentro do elemento

Elemento a
ser integrado

i

I ~~ Ponto Fonte |
. L ® [
: 1 fj /] \./ 7 (/] I
I

A R 8 L __
11 ® ®;
12 |1 2 3|4

[ L ] L]

Fonte: O autor (2020).

Para integrais singulares de ordem In(r) (fracamente singulares), é
utilizada a transformacao proposta por Telles (1987), este tipo de singularidade

aparece nas solugdes fundamentais de deslocamento. Para as integrais singulares
de ordem (%) (tipo Cauchy), é aplicado o método da subtracdo de singularidade

proposto por Guiggiani (1991), este tipo de singularidade é encontrado nas solugdes
fundamentais de forgas de superficie.

Em alguns casos, as integrais possuem as fun¢des de Bessel modificadas
de segunda espécie, utilizadas pelos termos A(z) e B(z) dados pela equacgao 4.9.
Quando a relacao entre a espessura e o lado da placa "h/a" for maior que 0,001, o
argumento z é pequeno, entao A(z) é regular e B(z) tem uma singularidade de ordem
In(r). Quando “h/a” for igual ou menor que 0,001, o argumento z é grande, entdo as
expressdes que contém A(z) e B(z) tornam-se integrais de parte finita e para estes
casos, utilizou-se a técnica dos subelementos para integracéo.

Diferentemente do trabalho de Soares Jr. e Palermo Jr. (2017), os pontos
extremos dos elementos devem ser deslocados para -2/3 inclusive dos que néo sao
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ndés duplos. Isso € devido a utilizacao posterior das derivadas das solucbes
fundamentais para célculo do MRD, como as derivadas ndo possuem continuidade
nos nos extremos dos elementos quadraticos (coordenada ¢ = —1 e & = 1), faz-se
necessario o deslocamento do primeiro ponto de cada elemento. No exemplo dado
nesta secdo o problema tinha apenas 1 elemento por lado entdo nao foi possivel

notar esta modificacdo. Em um problema com 2 ou mais elementos por lado os

. . " 2
primeiros pontos de cada elemento devem ser deslocados para a posicao ¢ = -5

mantendo-se assim a continuidade das derivadas uma vez que estdo sendo
calculadas no interior de cada elemento. A Figura 20 mostra o posicionamento dos

pontos fonte para um problema com 3 elementos por lado:

Figura 20 — Deslocamento dos pontos fonte de canto dos elementos

1 2 3 4 5 6 7
E=-23 &=0 E=-23 &=0 =23 &=0 &=423

Fonte: O autor (2020).

A matriz H de um problema com mais de um elemento por lado pode ser

representada pela Figura 21:

Figura 21 — llustracdo da matriz de coeficientes para problemas de placas

Elemento 2

Elemento 1 ! | Elemento 3

| \ | \

B HIIHI2\HI3 HI4 HIS\HI6HI7\HIS\HI9HIIOHIITHII2\HI13\HII4\HIIS HII6\HI17 HII8S HII9\HI20HI121

}f,::::gj] H21\H22\H23 \H24 H25\H26H27 \H28|H29 \H210\H211\H212\H213\H214\H215 H216\H217 H218 H219\H220 \H221
H31\H32\H33 \H34 H35\H36\H37\H38|H39 \H310\H311\H312\H313\H314\H315 H316\H317 H318 H319\H320 H321

B H41|\H42\H43 H44 H45\H46|H47 \H48|H49 \H410\H411|\H412\H413\H414 \H415 H416\H417 H418 H419\H420 \H421

,.5,’:,'::.”2 H51\H52\H53\H54 H55\H56\H57 \H58|H59 \H510\H511 \H512\H513\H514\H515 H516\H517 H518 H519\H520 H521
Hol|\H62\H63 \Ho4 H65\H66\H67 \H68\H69 \H610\H611\H612\H613\H614 H615H616/H617 H618 H619\H620 H621

~ H71\H72\H73\H74 H75\H76\H77 \H78\H79 \H710\H711\H712\H713\H714\H715H716\H717 H718 H719\H720 \H721

1%;’;203 HS81\H82\H83 H84 H85\H86|H87 \H88|H89 \H810\H811\H812\H813\H814 H815 H816H817 H818 H819\H820 H821
H91\H92\H93 \H94 H95\H96|H97 \H98|H99 \H910\H911\H912\H913\H914 H915H916\H917 H918 H919\H920 \H921

Fonte: O autor (2020).
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O termo livre C;; deve ser incorporado na matriz [H], nos pontos fonte

deslocados para manter-se a continuidade das derivadas das solugdes
fundamentais, o valor usual 0,5 deve ser multiplicado pelas fungbes de forma
avaliadas na posi¢ao do ponto fonte e adicionado nas diagonais da contribuicdo de
cada no do elemento, obtendo-se C;; = 0,5N,(¢). Quando o ponto fonte esta na

posicao central do elemento adiciona-se C;; = 0,5 nas diagonais centrais do

elemento. Um exemplo da aplicacédo do termo livre € dado na tabela 1:

Tabela 1 — Adicao dos termos livres na matriz H

Hy; + Hyy + Hy; +
05N, (_ z> Hy, His 05N, (_ E) Hys Hyq 05N, (_ z) Hig Hig
3 3 3
H,, + Hys + Hyg +
Hyy 0.5N. (_ E) Has Hay 0.5N. (_ E) Hae Hy, 0.5N (_ z> Hag
U3 N3 N3
His + Hzg + H3g +
Hsy Hs, Hs, Hss Hs, Hsg
0,5N, (— —) 0,5N, (— —) 0,5N, (— —)
Hyy Hy, Hys Hy + 05 Hys Hye Hyy Hyg Hyo
Hgy Hs, Hgs Hg, Hss +0,5 Hsq Hs, Hsg Hsg
Hey He, Hes Hey Hes Hge + 0,5 He; Heg Heo
H,; +
Hyy Hy, Hys Hy, Hys Hyg Hyg Hyg
0,5N, (— —)
Hgg +
Hg, Hg, Hgs Hg, Hgs Hg Hg, 2 Hgg
st (-3)
Hgg +
Hyy Hy, Hys Ho, Hos Ho Hy, Hog 2
0,5N, (— —)

Fonte: O autor (2020).

6.3 MONTAGEM DA PRIMEIRA DERIVADA DAS MATRIZES He G

As matrizes [H,] e [G,] s&o preenchidas com as derivadas primeiras

derivadas das solugbes fundamentais e o procedimento € andlogo ao mostrado na
secao 6.2. Estas matrizes sdo utilizadas no MRD para aproximar a integral de
dominio da equagéo 4.3.

O ponto fonte passa por todos os nés de contorno, sempre nas posi¢cdes

da coordenada intrinsica ¢ = —g e ¢ = 0, estando dentro dos elementos quadraticos.

Isto & necessario para manter-se a continuidade das derivadas, uma vez que sao
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descontinuas nos cantos dos elementos. Integrado o elemento, a contribuicéo é feita
conforme a Figura 21.

S&o armazenadas 4 matrizes para o MRD, [H,] [H.] [G.].[G.] Para
visualizar um exemplo da montagem da matriz [H,]de derivadas primeiras das

solugdes fundamentais de forgas de superficie pode-se verificar a equagéo 22:

[f T11,1N1 J-le,lNl fT13,1N1 lel,lNZ J-T12,1N2 fT13,1N2 fT11,1N3 fT12,1N3 fT13,1N3 -i
[ s [ Toaas [ Tosas [ Toraty [ Toaabe [ Tasay [ Taials [Tanatls [Tosas | (6.20)
J-T31,1N1 fT3z,1N1 J-T33,1N1 fT31,1N2 fT32,1N2 fT33,1N2 fT31,1N3 J-T32,1N3 J-T33,1N3

No processo de integracdo das derivadas das solu¢des fundamentais é

utilizado o operador tangente para reduzir o grau de singularidade de hypersingular

(riz) para singularidade forte ou do tipo Cauchy (-). Os detalhes do

X Ie

desenvolvimento da aplicagdo do operador tangente podem ser vistos no capitulo 7.
O processo numérico do operador tangente € dado a seguir:

Usando um exemplo para melhor ilustrar a aplicagdo do operador
tangente, mostra-se a contribuigdo da matriz de derivadas da equagao 6.21:

jr Tp‘g'yquF =
(6.21)

f QppmyUp + MpapDya[ugldrl + [Mpaﬁewyuﬁ]g
r

Considerando a aproximacdo do contorno do problema por elementos

quadraticos, o primeiro termo da matriz H,gamma é dado pela equagéo 6.22:

f T11,1(5)N1(f)](f)df =J. ngnyuﬁ + M paB€3ya (;f(f)](lf)](f)dg + [ aﬁeaayuﬁ]
1
f Q11 (N, (§)](§)d¢ +f (My11(&)ez11 + My51(8)esq12) (')15(6)](5)](6)615 (6.22)

+[My11€311 + Myz1€351]10
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O valor do operador tangente da incognita de contorno Dya[uﬁ] pode ser
aproximado pela derivada da funcdo de forma dividido pelo jacobiano. A solugéo
fundamental integrada também deve ser multiplicada pelo tensor alternante. O
processo de integracao é similar as figuras 18 e 19, quando o ponto fonte pertence
ao elemento integrado € utilizada a integracdo singular, quando o ponto fonte esta
fora do elemento, a integracdo é regular.

Também € necessério adicionar as contribuicbes de canto do elemento
integrado, ou seja, os Ultimos termos da equacdo 6.22. Para isto a solugao
fundamental é avaliada com raio saindo do ponto fonte ao né inicial do elemento e
depois com raio saindo do ponto fonte ao né final do elemento.

X, — X Yi—Y
n =\[(x1_xf)2+(3’1—Yf)22 a1 = —( 1r1 f)i T2 = —( 1r1 f)

(6.23)

X3 — X Vs — Y
= \/(x3—xf) +(J’3 Yf) 7’21—(37,2 f):72,2=¥

Simplificando a equagdo 6.22 e adicionando as contribui¢cdes de canto, €
possivel obter a equacao 6.24, sendo esta a formulagédo final da aplicagcdo do

operador tangente para o primeiro termo da matriz de derivadas [H,y]

j To1a (N, (€)] (§)dE =

dN:(§) (6.24)
3z d§

—[My11(r1)ezqq + Myp1(ry)esz ] + [My11(1p)e311 + Myp1(72)e34]

] Q11(f)n1(f)N1(f)](f)df+j (M111(§ezr1 + Miz1(§)esz) —5—

Constatou-se no presente trabalho que quando a integral a ser calculada
fosse singular e multiplicada por uma funcdo de Bessel, além dos métodos
tradicionais como a subtracdo de singularidade e transformacgéo de Telles, também
foi necessaria a implementacao da técnica dos subelementos para que a precisao
destas integrais fosse satisfatoria. Os métodos de integracao singular sdo mostrados
no capitulo 8.
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6.4 MONTAGEM DA SEGUNDA DERIVADA DAS MATRIZESHe G

As matrizes [H 4] € [G,4] s@o preenchidas com as segundas derivadas
das solucdes fundamentais e o procedimento € analogo ao mostrado na secao 6.2,
mas somente serao utilizados pontos de centro do elemento e pontos internos. Estas
matrizes sao utilizadas no MRD para aproximar a integral de dominio da equacao
4.4. Sdo armazenadas 4 matrizes para o MRD, [H,:],[H,.][G}1] [G,.]- Para
visualizar um exemplo da montagem da matriz [H,,] de derivadas primeiras das

solugdes fundamentais de forcas de superficie pode-se verificar a equacao 6.25:

[ st

=
[

T32,11N1 T33,11N1

| | [raale [Toude [Toule [Ty [Toabs [Ty
6.25
f Typaiy f Tyyzly f TyyaiNy f TyponNy f Tyyoily f TyyaiNs f Typails f Ty | (8:29)

—_——

Para o presente trabalho, estas integrais foram calculadas utilizando o
cédigo em Fortran fornececido por Gao (2006), o qual usa o MIR para integrais
singulares. Estas matrizes fazem parte do MRD para aproximar a integral de dominio
da equacédo 4.4 (derivada da equacdo integral de deslocamentos transversais).
Novamente é aplicado o operador tangente para reduzir desta vez o grau de
singularidade de supersingular (%3) para hypersingular (rlz), uma vez que o metodo
de Gao mostra uma melhor precisdo para integrais hypersingulares em elementos
Curvos.

A aplicacdo do operador tangente € feita derivando-se o nucleo das
solucdes fundamentais obtidas nas equacbdes 5.26 e 5.27. A implementacao
numeérica é feita de maneira similar a secéao 6.3, a primeira contribuicao da matriz de

derivadas segundas ¢ feita utilizando a equagéo 5.41:

r
f T3ﬁ,y9u3dl" = f M3aﬂ,9Dya[uﬁ] + Q3ﬁ,9nyuﬁ ar + [e3ayM3aﬁ,9uﬁ (X)]O (626)
r r

Substituindo os indices e considerando a aproximag¢ao do contorno por
elementos quadraticos:
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1
f T31,11(5)N1(f)](f)df:

aN, (&) 1
= f_lM3aB,663ya 615 ](f)](f)df‘l'Qsﬁe“yuﬁ ar + [e3ayM3a/3’9u[3] = 6.27)

f1Q31 1(5)”1(5)1\/1(5)](8{)515"‘[ (M3111(f)e311+M3211(f)e312)aN1—(E)L](f) d¢
1 1 ’ ' & J(&)

r
+[M3111€311 + Maa1,1€321]

Simplificando a equagéo 6.27 e considerando as contribuicées de canto

de maneira anéloga a secéo 6.3, encontra-se a equacao 6.28:

dN
f U511 (DN ()] (§)dS +f (M311,1()esiq + Mz 1(§)esrz) —57— 1(6) (6.28)

—[M311,1(T1)e311 + M321,1(T1)e321] + [M311,1(7"2)e311 + M321,1(7”2)e321]

6.5 MONTAGEM DAS MATRIZES H2 e G2

As matrizes H2 e G2 contém as contribuicdes das integrais de contorno
das solugdes fundamentais da equacédo 4.4. Estas integrais sdo mostradas na

equagao 6.29:

J {na(Msapy (x', g (x) + ng(x)Qap, (x', X)uz (x) + -+
r

(6.29)

—Uszp, (X", x)tg(x) — Uss, (x', x)t3 (x)}dr(x)

Estas matrizes sdo utilizadas para encontrar as derivadas do
deslocamento transversal u3, , Diferentemente das matrizes H e G, as matrizes H2 e
G2 sao calculadas com pontos fonte no centro dos elementos de contorno
quadraticos e também nos pontos internos do problema. O processo de integragao e
discretizagdo é o mesmo da secao 6.2, conforme a equagéo 6.30:
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Nelem 3 1

D [ e lMaapy (' 20 () + 25 Qs G 3005 ) = Uy (& )65 )
(6.30)

— Uszy (x', x)t5(x) ]Nk(f)](f)df

Cada ponto fonte ira gerar duas linhas nas matrizes, uma para a derivada
do deslocamento transversal em relagdo a x e outra para derivada com relagéo a y.
Pode-se ver um exemplo da matriz H2 na equacao 6.31 onde considera-se a

contribuicdo de um elemento de contorno quadratico:

(6.31)

Iff Tl [ Tioaly [ Taat [Toaadty [Toaatts [ Tisaly [ Tay [ Toaay [0y 1|
st [ Tzt [Tzt [Tz [Ty [Tzt [ 122y |

[J-T31,2N1 T322N1 | T332N1 | T312N; | T322No | T332Na | T312N3 | Tap2N3 | T3N3 J

O preenchimento da matriz segue de maneira andloga a secédo 6.2.
Quando o ponto fonte estda dentro do dominio, estas integrais tem um
comportamento regular, mas quando o ponto fonte esta no contorno as solugdes
fundamentais apresentam um comportamento singular onde o maior grau de
singularidade foi hypersingular (Tiz). Estas integrais foram tratadas utilizando o

operador tangente para reduzir o grau de singularidade de hypersingular (riz) para

singularidade forte ou do tipo Cauchy (

R IR

). Os detalhes do desenvolvimento da

aplicacdo do operador tangente podem ser vistos no capitulo 7. A implementacao
numérica é feita de maneira similar a se¢do 6.3, para exemplificar a aplicacao,

mostra-se a primeira contribuicdo da matriz H2 utilizando a equacgao 6.32:

r
j T3'3‘qudF = f M3aBDya[uﬁ] + Q3[;nyuﬁ dr + [€3ayM3aﬁu'B]0 (632)
r r

Substituindo os indices e considerando a aproximagao do contorno por

elementos quadraticos:
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1 ! 1
f_lTSl,l(E)Nl (f)](f)df = f_l Q3ﬁnyuﬁ + M3aﬁe3ya 61'5 ](f)](f)df + [M3aﬁ83ay]r
1 1 N, (&) 1 (6.33)
:f Q31 (&N (EIN1 ()] (£)dE +f (M311()es11 +M321(f)e312)—65 ]_(E)](f)df
-1 -1

+[M311€311 + M3z1€32110

Simplificando a equagédo 6.33 e considerando de maneira analoga a
secao 6.3 as contribuigdes de canto, encontra-se a equagao 6.34:

1
j Ty 1 (N () (E)dE =

IN($) (6.34)
2z ©

—[M311(r1)e311 + M3z (r)esz1] + [M311(r2)e311 + M321(72)€321]

j Q31 (&N (N, ()] (6)dE +f (M311(§)es11 + M3pq(§)esiz) —7—

6.6 MONTAGEM DA MATRIZ MCONTH1

A matriz MCONT1 é dada pela integral de contorno relacionada com a
nao linearidade geométrica da equacao 4.3, podendo ser vista na equacao 6.35:

f ng(x)Ngp (x)uz 5(x) Uiz (x', x)dl' (x) (6.35)
r

Como esta integral faz parte da equacao 4.3, o ponto fonte passa por
todos os nés de contorno, sempre nas posicoes da coordenada intrinsica ¢ = —% e
¢ =0, estando dentro dos elementos quadraticos. Também para esta integral, a
aplicagédo das cargas de dominio N,z(x)uszz(x) serd considerada no centro do

elemento de contorno, devido a esta consideracdo a discretizacdo é dada pela
equacao 6.36:

Nelem 1

> [ meCoNag s sV 201 ) (6.36)

n=1 —1
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Como as cargas de dominio sdo conhecidas, pode-se multiplicar as
integrais pelas normais Nyz(x) no centro do elemento de contorno, deixando a matriz
final a ser multiplicada pelo vetor das derivadas do deslocamento transversal u, z(x).
A montagem da matriz MCONT1 é feita alternando-se entre os valores multiplicados
por cada derivada do deslocamento transversal. Cada ponto fonte ir4 gerar 3 linhas
e cada integracao de elemento ird gerar 2 colunas, onde ndo deve-se sobrepor 0s

nds dos elementos anteriores, conforme exemplo da equagéo 6.37:
J J J J

(N11 f Uzsny + Noy f Uzsnz) (le f Uzsng + Nap f U13n2> (637)
J J J J

Caso todos os cantos de uma placa estejam simplesmente apoiados a
integracao deve ser feita em todos os elementos de contorno. Caso exista uma parte
do contorno que esteja livre, deve-se aplicar a condicdo natural do problema de
flambagem mostrada no trabalho de Soares Jr. e Palermo Jr. (2017), na qual
consiste em adicionar mais uma integral nos elementos que passam pelo contorno

com deslocamentos n&o prescritos, conforme equacao 6.38:

f ng (x)Ngp(x)us g(x) Uz (x’, x)dl'(x) — f ng(x)Ngg (x)uz g (x)Usz(x, x)dl'(x) (6.38)
r I'np

Nas partes onde o contorno ndo contém deslocamentos prescritos a
contribuicdo do elemento integrado na matriz MCONT1 sera nula devido ao sinal

diferente das integrais da equacéao 6.38.

6.7 MONTAGEM DA MATRIZ MCONT2

A matriz MCONT2 € dada pela integral de contorno relacionada com a
nao linearidade geométrica da equacao 4.4, podendo ser vista na equacao 6.39:
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~ [ noGONg s 533, (X 3)r (o) (6.39)
r

Como esta integral faz parte da equagao 4.4, o ponto fonte passa pelos
nds centrais dos elementos de contorno e também pelos nés internos. A aplicagao
das cargas de dominio Ngs(x)usz(x) Serd considerada no centro do elemento de

contorno, devido a esta consideracao a discretizacdo é dada pela equacao 6.40:

Nelem 1

= D7 [ meGNgs s (U, 0 ) (6.40)

n=1 —1

A montagem da matriz MCONT2 € feita de maneira andloga a MCONT1
Cada ponto fonte ira gerar 2 linhas e cada integracdo de elemento ira gerar 2
colunas, onde néo deve-se sobrepor os nos dos elementos anteriores, conforme

exemplo da equagéo 6.41:

J J J J l
(1\/11 j Ussany + Noy j U33_2n2) (le j Uss ony + Ny, f U33,2n2> } (6.41)

De maneira analoga a matriz MCONT1, deve-se aplicar a condicao natural

do problema de flambagem conforme equagéo 6.42:

- f 1 (0N (s 5 () Uss (', 2)dT () + f 19 (0)Ngp (Dg () Uss, (', )dT () (6.42)
r Inp
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6.8 IMPI:EMENTAQAO NUMERICA DO MRD PARA INTEGRAIS DE DOMINIO DA
EQUACAO INTEGRAL DOS DESLOCAMENTOS

A integral de dominio da equacéo integral dos deslocamentos ( equacao

4.3) pode ser convertida para contorno utilizando a relacdo da equacao 6.43:

ﬂ Nep (X)ti3,5(X)Uj,o (x', X)dQ(X) =
Q

N+L

> g {eam () - f [0 Mg G, OB () + 1 () Qi (', V) +

m=1

(6.43)

o =Uig (6", )G () = Uiz o (x', )5 (x)]dT (%)}

Os coeficientes aj* sdo dados pela solu¢gdo de um sistema linear criado
da aproximagcdo das normais multiplicadas pelas derivadas do deslocamento
transversal por uma fungéo radial utilizando-se pontos de MRD no contorno e

dominio do problema, conforme pela equacao 6.44:
f(r)ag” = Ngﬁu:;'ﬁ (644)

O sistema de equagdes a ser resolvido é formado pela fungdo f(r)
escolhida avaliada para cada ponto fonte e ponto campo preenchendo-se a matriz
[F], as incégnitas do sistema na matriz [ay'] e os valores nodais a serem
aproximados das normais multiplicadas pelas derivadas do deslocamento

transversal sdo guardados na matriz [Nygus g|, conforme mostrado na equago 6.45:
[F1{ag']1=[Nopus 4] (6.45)

Para o problema de instabilidade de placas que levam em conta o efeito

da deformacao por cortante, serd necessario aproximar duas distribuicées diferentes

de tensdes normais multiplicadas pelas derivadas do deslocamento transversal.

[F] [ain]=[N11u3,1 + N12u3,2] (6.46)
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[F] [aln]=[N11u3,1 + N12u3,2] (6.47)

Para preencher-se a matriz [F], o raio utilizado na funcao radial f(r) &€ dado

pela equacéo 6.48:

r = JGc—x)? + (yc —yf 2 (6.48)

Na Figura 22 observa-se uma representacdo visual do raio da funcao
radial f(r):

Figura 22 — Aproximacgao das cargas de dominio nos pontos de MRD

[ ] @ [ ]
(xc,ye) |
e | o
\ |
® \ i~ @
Firy :
\
o'\ o
v ’,F
L] (@) L]
(xf,3f)

Fonte: O autor (2020).

A matriz [F] é quadrada e seu tamanho é o nimero de pontos de MRD ,
onde as linhas sdo dadas por cada ponto de MRD e as colunas sdo dadas pela
funcdo radial avaliada na distancia a cada ponto campo. As linhas do vetor de
cargas [Ngpus | séo dadas pelo valor das tensdes normais de estado plano vezes
as derivadas dos deslocamentos transversais no ponto fonte. Para a demonstragéo
da implementacao numérica, na equacao 6.49 pode-se ver um esquema da matriz

de aproximagao:
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f(21) f(r22) f(r23) af|_|Ni1uzq + Nipus,

f(r31) f(Tj32) f(r33) "a Nijusq + N12u32

f(r1) f(r2) f(riz) [“%] Nyjuzq + NipUsz,
| §| (6.49)
1]

Lembrando-se que é necessario aproximar duas distribui¢cdes diferentes
de tensbes normais multiplicadas pelas derivadas do deslocamento transversal , a

matriz da segunda aproximacao € dada pela equacéao 6.50:

f(ri) f(riz) f(ri3)
f(r21) f(r2z2) f(r23)
f(rs1) f(’j32) f(r33)

1

az] [Naauzz + Naqls,
2

a?|_|Nazusz + Npjtizy

agjl Nppugz + Npjus g

(6.50)

[ e

Resolve-se entdo este sistema de equacdes para obter-se o vetor de
coeficientes [ap'], o qual tem altura igual ao numero de pontos de MRD, os

coeficientes utilizados pelo MRD s&o dados pela equagao 6.51:
[agl]=[N9BU3'B][F]_1 (651)

Abrindo-se os coeficientes para uma abordagem simples obtém-se as
equacodes 6.52 e 6.53:

[o"]=[ N1tz + Nigtia | [F] (6.52)

[af']=[Nazuz 2 + Nayuz 1 |[F] (6.53)

Sao entdo calculadas as solugdes particulares 7l e £ avaliadas em cada
né de contorno. Conforme a Figura 23:



102

Figura 23 — Ponto fonte das solucdes particulares nos pontos de MRD

[ & ®
(xc,yc)
] ]
/ s
F:_:,’ ,/
N &
4
;" /, Fi
/@ &
'
P
J i
(xf, yf)

Fonte: O autor (2020).

Para preencher as matrizes [ii] e [t], avaliam-se as solugdes particulares
com ponto fonte em cada n6é de contorno, variando-se o ponto campo em cada
ponto de MRD. As solucbes particulares 4 sao dadas pela equacéao 5.18 ou 5.19, as
solugdes particulares £ sido dadas pela equagdo 6.54, lembrando-se que os vetores

normais utilizados nas solug¢des particulares sao avaliados no pontos fonte.

fa = IVIaBnﬁ
s A (6.54)
ts = Qpng
Abordando-se as matrizes [@i]e [f] com relacdo ao tamanho, elas tém
altura igual a trés vezes o numero de pontos no contorno e largura iqual ao numero
de pontos de MRD.

Uy Uz g3 t11 ti2 U3
[a] =2+ G [¢c] =121 22 23.. (6.55)
U3y Uzz Uzz t31 C32 t33

As matrizes [ii] e [f] sd0 entdo multiplicadas pelos coeficientes
[ag'] formando-se os vetores [flay'] e [fay'] de altura igual a trés vezes o nimero de

pontos no contorno.
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[fag'] = [2][ag'] (6.56)
[tag'] = [t][ag'] (6.57)
Lembrando-se que sao duas aproximacbes para o problema de

instabilidade de placas que levam em conta o efeito da deformacéo por cortante, os

vetores [fiay'] e [faj'] sdo dados pelas equagdes 6.58 e 6.59:

- 1_ - A A A - 1_ ~ 1 _A A ~ - - 1_
uai Uyp Up U3 aj tag t11 tiz  tg3 ai

A 2 A~ A A~ 2 ~ 2 ~ " ~ 2

uag | — Uy1 Upo Uys . aj tay — t1  ta2 t23 ag (658)
fa3 Uzg Uzz  Uzz a tas t31 f32 t33 a3

— 1_ - A A A - - 1_ ~ 1 _A A ~ - - 1_

ua; Uyg Up Ugs a; ta; t11 tiz  tg3 a;

A 2 A~ A A~ 2 ~ 2 ~ ~ ~ 2

uay | _ Uy1 Upo Uys a; ta; — t1  t22 t23 a; (659)
fas Uzg U3z U3z as tas t31 t3p 33 as

Deve-se calcular também o termo diagonal com a primeira derivada das
solucdes particulares de deslocamentos multiplicada pelo coeficiente da posicao do
ponto fonte e também pelos coeficientes [ag']. As derivadas das solucdes
particulares devem ter seus pontos fonte deslocados na mesma posicdo das
matrizes de derivadas das solugbes fundamentais, ou seja, os pontos fonte da
primeira derivada das solugdes particulares de deslocamentos devem ser
deslocados para (-2/3, 0, +2/3), conforme a Figura 24:

Figura 24 — Deslocamento dos pontos fonte para contribuicdo das diagonais

® o ®
(xc, yc)
O o
i ’
I ’
. r”: Fi2 /I .
I
’
:'.,f ®

7/

X LI .

(x5 0f)
Fonte: O autor (2020).
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As derivadas das solugdes particulares sao dadas pela equagao 6.60. A

matriz das derivadas das solugdes particulares tem a seguinte forma:

L71,)/ (r11) ﬁ1,y (r12) ﬁ1,y (r13)

[ﬁi,y] — Cij L:12,)/(7'11) a2,]/(7’12) ﬁz,y(rls) (6.60)

Uzy (r11) a3,y (r12) ﬁ3,y (T13)

Sao armazenadas duas matrizes de solugdes particulares, uma para a
derivada com relagdo a x e outra para a derivada com relagao a y.

Uy1(r11) Uq1(r12) tg1(113)

~ ]=C-- U1 (r11) Up1(r12) Uz1(713)
ijlA ~ ~

U31(r11) Usq(r12) Us1(ri3)

(6.61)

ﬁ1,2(7”11) ﬁ1,2(7"12) ﬁ1,2(7”13)
[A = C Up(1r11) Ugp(1r12) Up(Ti3)
Uz2(r11) Us2(1r12) Us(ri3)

A matriz das derivadas das solugbes particulares para contribuicao
diagonal tem altura iqual a trés vezes o numero de pontos no contorno e largura
igual ao numero de pontos de MRD. Cada ponto fonte ira gerar trés linhas nas
matrizes de derivadas de solugGes particulares. O coeficiente C;; € tem valor 0.5
caso o ponto fonte esteja no contorno e 1.0 caso o ponto fonte esteja no dominio.
Para aproximag&o da integral de dominio pelo MRD, deve-se entdo multiplicar a
matriz das derivadas das solugdes particulares pelo vetor [ay'] correspondente. Os
vetores [dlay'] e [tap'] multipicam as matrizes de derivadas das solugdes
fundamentais [H,]e [G,] respectivamente. Como sdo duas aproximagdes de
distribuicbes de tensdes no dominio, tem-se no final duas integrais diferentes que
devem ser somadas para obter-se a integral final completa.

A integral da aproximacdo de Nji(X)usz;(X) + Ny (X)uz,(X) é dada pela
equacéao 6.62:
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I = ffﬂ (N11(X)u3,1(X) + NlZ(X)u3'2(X))Ui3,1(X',X)dQ.(X) ~

(6.62)
Uiy Uy Uog afl [T1a Tiza Tisa Qraad] [Vinn Uiza Uisn piad
C; 1A12,1 1A12,1 1A12,1 a? _|T21,1 Ty21 T3 | fa? +|U21,1 Uz2q Uzss | Ealz
Uzq Uzy Uz ¢X13 T311 Tsz21 Ts31 Jlﬁaf lU31,1 Usz1 Usszq Jl taf

A integral da aproximagdo de N,,(X)us,(X) + No;(X)us,(X) é dada pela
equacao 6.63:

I, = ffﬂ (N2 (X)uz 2 (X) + Noy (X)us 1 (X)) Uiz, (x, X)dQ(X) =

- (6.63)
Uz Urz Uy [a3] [Tz T2z Tz ] [Qa3] Uiz Uizz Uiz ] [ta3]
C.. Uy Ugp Ugp |0(22 | _ |T21,2 Ty22 Tosp ||ﬁa§ | + | Uzi2 Uzapz Uszp || ta? |
il R R N v I,
! Uz, Uz U3z laZSJ |lT31,2 Ts22 Tszz Jl [UQZSJ llU31,2 Uszz Ussy Jl [taéJ

Somando-se as contribuicbes das duas integrais aproximadas, obtém-se
o resultado da aproximagdo das integrais de dominio da equagdo integral de

deslocamentos pelo MRD dada pela equacao 6.64.

f f Nog (X)tts g (X) Uz o (', X)dQ(X) = Iy + I, (6.64)
Q
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6.9 IMPLEMENTACAO I:IUMI'ERICA DO MRD PARA INTEGRAIS DE DOMINIO DA
DERIVADA DA EQUACAO INTEGRAL DOS DESLOCAMENTOS

A integral de dominio da derivada da equacéo integral dos deslocamentos

( equagéao 4.3) pode ser convertida para contorno utilizando a relagédo 6.65:

ﬂ Neap(Xuz,p(X)Us3,ay (X', X)dQX) =
Q

N+L
> ap {cﬁé?ye &)+ [ [1elMaagyo (! D) + 15 Qap 0 02 @) O
m=1 r

. —Uspye (x'JX)fZg"(x) — Uszy0 (x’,x)fgn(x)]df'(x)}

Para a conversdo da integral de dominio para o contorno utilizando o
MRD, o procedimento é o mesmo que o da equacéo integral dos deslocamentos,
para isto, foram aproveitadas as matrizes [ag'], [fiay'] e [taj'] para célculo do MRD.
Também deve-se calcular o termo diagonal com a segunda derivada das solugdes
particulares de deslocamentos multiplicada pelo coeficiente da posicdo do ponto
fonte e também pelos coeficientes [ay']. As derivadas das solugdes particulares sao
dadas pelas equacgdes 5.35 ou 5.36. A matriz das segundas derivadas das solu¢des
particulares tem a forma da equacéo 6.66:

R c ﬁ3,]/6?(7"11) ﬁ3,y9(T12) ﬁ3,y9(7”13) 6.66
[ug_yg] — YU tU3y0(r11) Usye(ri2) Usye(riz) ™ (6.66)

Sao armazenadas duas matrizes de solugdes particulares, uma para a

derivada com relagdo a x e outra para a derivada com relagao a y.

U311(r11) U311(r12) Usz11(713)
[u3.y1] = Cij |U321(121) Uz 21(ra2) Uszpq(123) -
R R R (6.67)

u3,12(7”11) u3_12(r12) u3_12(r13)
[u?»,VZ] :Cij U322(121) Usz22(T22) Uzp2(123) -
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A matriz das derivadas segundas das solugbes particulares para
contribuicdo diagonal tem altura de tamanho duas vezes o numero de pontos de
MRD e largura igual ao numero de pontos de MRD. Cada ponto fonte ir4 gerar duas
linhas na matriz. O coeficiente C;; € tem valor 0.5 caso o ponto fonte esteja no
contorno e 1.0 caso o ponto fonte esteja no dominio. Para aproximacao da integral
de dominio pelo MRD, deve-se entao multiplicar a matriz das derivadas segundas
das solugdes particulares pelo vetor [ag'] correspondente. Os vetores [fiag'] e [tay']
multiplicam as matrizes de derivadas segundas das soluges fundamentais [H,,] e
[G,6] respectivamente. Como sdo duas aproximagdes de distribuicbes de tensdes
no dominio, tem-se no final duas integrais diferentes que devem ser somadas para
obter-se a integral final completa.

A integral da aproximacdo de Nji(X)usz;(X) + Ny (X)uz,(X) é dada pela
equagao 6.68:

| fﬂ (Nia (K1t 1 (X) + Nyz (Xt 2 (X)) Ussp1 (X', X)dQUK) =

3118311 Uspy 061 T31,11T32,11 T33,11
—Cjj u321u3 21321 - = (T31.21 T3221 T3321 -

p (6.68)

+

U31,11U32,11 Usz 11 I roﬂ

~ A 2
ua% U31,21 U32,21 U33,21 tal

A integral da aproximagdo de N,,(X)us,(X) + No1(X)us,(X) é dada pela
equacao 6.69:

|| 2G50 + Noa 005,00 s ', XD d00) =
Q

21

u3 12u3 12 u3 12 062 T31,12T32,12 T33,12 U3z1,12U3212U3312 ta;

A2

ClJ U327 u3 22132 - = [T31,22 T32 2273322 - U3z1,22U3222U3322 - | | £

y (6.69)

+

~ 2
ua, 2



108

6.10 IMPLEMENTAGCAO NUMERICA DO PROBLEMA DE AUTOVALOR PARA O
MRD

Para encontrar a carga critica, € necessario montar um problema de
autovalor utilizando as duas equagbes integrais (4.3) e (4.4). Todo o processo
depende a aproximagdo das tensdes normais multiplicadas pelas derivadas dos

deslocamentos transversais [Ngpus 5]. As tensdes normais s&o obtidas resolvendo o

problema de estado plano de tensdo, mas as derivadas dos deslocamentos
transversais devem ser obtidas utilizando um processo de iteracdo. Inicialmente é
criado um vetor [DWI] que armazena as derivadas us; € usz, em cada ponto do
dominio e contorno. Como ainda ndo se sabe os valores das derivadas dos
deslocamentos transversais, € feito um chute inicial com o valor de 1, conforme

apresentado na equagéao 6.70:

D7
®
@
2

[r—————

[DWI] = (6.70)

P QU G

N — |

Com os valores iniciais de us; e us, deve-se proceder para o0 processo do
calculo de [ap']. Para a primeira iteragdo do processo de calculo de autovalor, as
matrizes do sistema de aproximacao da fungdo radial fica da conforme equacao
6.71:

[Fllag']=[Nopus ]

f(r) f(riz) f(ris) [“%] Nijus; + Nipus, (6.71)
frz1) f(rz2) f(rz3) [laf|_|Nuus1 + NizUs,
f(r31) f(’jsz) f(rsa) laf’J Nyjuzq + Nipus

Substituindo os valores iniciais, obtem-se:
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a

f(r1) f(r2) f(riz) [“}] Nip*1+ Ny x1
f(21) f(r22) f(r23) af| |Nig*1+ Npp*1 (6.72)
frs) frs) f(rss) ll gjl Mg s 14 iz v 1

Lembrando-se que é necessario aproximar duas distribuicdes diferentes
de tensdes normais multiplicadas pelas derivadas do deslocamento transversal, a

matriz da segunda aproximacao € dada pela equacéao 6.73:

f(r) f(rz2) f(ris) [“%] Ny 1+ Nyp x1
f(rz1) f(r2z2) f(ra3) |3 |= Npz ¥ 1+ Npp + 1 (6.73)
frs1) f(rs2) f(rss) |la§J| Naz #1 4 Npy + 1

Como todos os valores sao conhecidos, resolve-se o0 sistema para

encontrar os coeficientes [ay'].:
[al*]=[Nyq * 1+ Nyp * 1][F]7F
(6.74)

[a"]=[Nyz * 1+ Npq = 1][F]™*

Multiplica-se entdo os coeficientes [ay'] pelas matrizes de solugbes

particulares [ii] e [t] obtendo-se:

(6.75)
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Utilizando as matrizes da equacao anterior € possivel obter as integrais de
dominio da primeira iteragao:

|| ¥aa 003,200 + M0 200 ', ) =
Q

(6.76)
U0 a1 TUgn al [T11,1 Ty51 Ti34 ]ﬁa% [U11,1 Uizn Uiz ]ta%
[11]=C--[ﬁ2'1 Uy fipq ] a? _|Tz1,1 Ty21 Tazp | fa? +|U21,1 Uzz1 Uzza | ta?
Ulﬁ3,1 U3, U3 Jaf llT31,1 T321 Ts3. Jlﬁaf Uszi1 Uszq Uszg Jlfai"
|| 20300 + Nos 0013100 ' k) =
Q
(6.77)

a;

Uz2 Uzz Upp 2 _|T21,2 Tyyy Tiz,
N a%

2] = Cj;

Uy o Uia al [Tn,z Ti2p T3z [U11,2 Uiz2 Uszp [tz
l ] }+|U21,2 U2z Uazp I‘Aag]

2

s

{U31,2 U32,2 U33,2

]
e e |
lu3,2 U3, U3, J lT31,2 T3z, Ts3p: Jl

O vetor final com os valores da integral de dominio é calculado somando-

se os vetores [I;] e [I,]:

f f Nog ()t s (X) Ui o (', X)AQX) = [1] + L]
¢ (6.78)

[INT;] = [I] + [I;]
Também deve-se calcular a integral de contorno relacionada com a nao

linearidade geométrica:

f 19 ()N (s 5 (1) Ui (', 1) () 6.79)
r

Esta integral sera armazenada no vetor [C,] , sendo obtida multiplicando-

se a matriz com as contribuicées das integrais de contorno [MCONT,] pelo vetor de
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derivadas dos deslocamentos transversais [DWI], o processo de montagem da

matriz [MCONT; ] é mostrado na secao 6.6.
[C,] = [MCONT,][DWI] (6.80)

A equacdo integral dos deslocamentos pode entédo ser escrita conforme a
equacao 6.81:

[H][u] - [¢][t] = [C,] = [INT:] (6.81)

Aplicando as condigbes de contorno nas matrizes [H] e [G], e somando-
se as matrizes relacionadas com a nao linearidade geométrica [C;] e [INT;]o

problema reduz-se a um sistema linear:
[A][x] = [b] (6.82)

As incognitas no contorno obtidas pela resolugdo deste sistema devem
ser armazenadas em um vetor de forcas de superficie [t] e um vetor de
deslocamentos [u]. Voltando-se para a equacao integral da derivada dos
deslocamentos transversais, deve-se também calcular as integrais de dominio
utilizando os mesmos vetores [ap'], [tag'] e [tag']. As integrais de dominio da
equacao integral da derivada dos deslocamentos transversais sdo dadas pelas
equacdes 6.83 e 6.84:

j f (Nyx (XYt 1 (X) + Nuo (XYt 5 (X)) Uy (X', X)dO(X) =
Q
(6.83)

~ ~ ~ 1 Py |
U3,11U311 Uz ] [0&] [T31,11T3z,11 T3311 ] Iual
- +

] = _Cij [u3,21 U321 U321 - 0(% T31,21 T32,21 T33,21 - ﬁaf

U31,11U32,11 Usz 1 ] [fa%]

Us1,21Usz,21 Uzz 21 - taf



112

ffﬂ (N2 (X)uz2(X) + Napy (X)uz 1 (X)) Uss,y (X', X)dAX) =

(6.84)

fal

A A A 1
U3 12U312 U312 ] [az] [T31,12T32,12 T3312 ]
- +

[I,] = —C;; [ﬁg,zz U322 0322 -+ || a3 T31,22 T32,22 T33,22 -

Us1,12U32,12U33,12 ] Ifaﬂ

Qa2 Us122U32,22U3322 - | [£a2

O vetor final com os valores da integral de dominio é calculado somando-
se os vetores [I3] e [1,]:

f f Nop(X)ts 5 (XU (X', X)AQX) = [I5] + L]
Q

(6.85)
[INTZ] = [13] + [14]

Também deve-se calcular a integral de contorno relacionada com a nao

linearidade geométrica:

f ng(x)Ngp (X3 5(x)Uss, (X', X)dI'(x) (6.86)
r

Esta integral sera armazenada no vetor [C,] , sendo obtida multiplicando-
se a matriz com as contribuicées das integrais de contorno [MCONT,] pelo vetor de
derivadas dos deslocamentos transversais [DWI], o processo de montagem da

matriz [MCONT,] é mostrado na secao 6.7.
[C,] = [MCONT,][DWI] (6.87)
Os vetores [u] e [t] obtidos pela equacao integral dos deslocamentos sao

utilizados na equacao integral da derivada dos deslocamentos transversais, nas
integrais dadas pela equacgéo 6.88:
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a d
f {na(x) S [Msap (X', 20 |ug (x) + ng(x) S [Qap (X", 0)]us(x) + -
¥ Y
r (6.88)

. 6% [Usp(X',2)]t5(x) — % [Usz(X', 2)]ts (x)} dr(x)

As contribuicbes da equagédo 6.88 sdo armazenadas nas maitrizes de
derivadas das solu¢des fundamentais [H,] € [G,], sendo entdo multiplicadas pelos
vetores de solugdes [u] e [t] encontrados pela equacao integral dos deslocamentos
(equacéao 4.3). O processo de montagem das matrizes [H,] e [G,] € mostrado na
secdo 6.5. Para encontrar a derivada dos deslocamentos transversais somam-se as
contribuices das integrais de contorno e dominio. Lembrando-se que deve-se levar
em consideracdao o coeficiente de posicionamento do ponto fonte, multiplicando o
resultado por 2 caso o ponto fonte esteja no contorno e por 1 caso ele esteja no

dominio.
Cijluzy]| = {[H:1[ul = [G,][t] — [C,] + [INT,]} (6.89)

As derivadas dos deslocamentos transversais sdo armazenadas em uma

matriz [DWA], conforme equacgao 6.90:
[us, ] = [DWA] (6.90)
Para cada ponto de MRD, encontra-se uma derivada na diregdo x e uma

derivada na direcdo y. Estas derivadas sdo entdo utilizadas no calculo da carga
critica utilizando o quociente de Rayleigh:

(x(k+1)’xk)

(x(k+1),x(k+1))

Ax(+D = xk 2 =

(6.91)
[DWA][DWI]

Ner = towalipwal

Este problema é considerado um problema de raiz dupla, sendo

necessario um tratamento especialmente quando se considera problemas com
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solicitagdo de cisalhamento puro. Este tratamento é dado pela equacdo 6.92

(quando ja se passou a primeira iteracao):

[DWI][DWI]
Neq = +/[AUX1][AUX2] [AUX1] = \/W (6.92)

[AUXZ] = [AUX]-] anterior

O valor de AUX2 é AUX1 quando calculado na iteragdo anterior do
problema de autovalor, se o programa estiver na primeira iteracao o valor de N, €

0. O valor de [DW A] é entao dividido pela sua norma:

[DWA] = [oWAl 6.93
~ JIIDWAIDWA] 699

Deve-se entdo ir para a segunda iteracao substituindo o vetor [DWI]:
[DWI] = [DWA] (6.94)

Sdo entdo recalculadas as matrizes [ap'], [fag], [tag], [Ci],
[INT,], [C,], [INT,] utilizando-se o novo valor de [DWI] da iteracdo anterior, obtendo-
se as cargas criticas Ncrit e N1crit da iteracdo atual. Este processo continua até uma
condicdo de parada, no caso do presente trabalho a condigcdo é quando o erro
relativo entre os valores da carga critica atual e da carga critica anterior for menor

gue 10~%. O valor do parametro critico de flambagem é dado por 6.95:

2 2
_a Ney a”Nerq

k=2 (6.95)

O valor do parametro critico de flambagem para a segunda carga critica
(N1crit) é dado por k;.
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7 APLICACAO DO OPERADOR TANGENTE

7.1 OPERADOR TANGENTE PARA PRIMEIRA DERIVADA DAS SOLUCOES
FUNDAMENTAIS

O método do operador tangente mostrado no trabalho de Palermo Jr.
(2012) é utilizado para reduzir o grau de singularidade das primeiras derivadas das

solugbes fundamentais de forca de superficie de hypersingular (riz) para
singularidades do tipo Cauchy (%). A aplicacdo do método para a formulagdo de

instabilidade de placas que leva em conta o efeito da deformacdo por cortante é
mostrado a seguir. Inicialmente considerando a equacao integral da derivada dos

deslocamentos transversais com carga de dominio nula:

d d
u3‘y =IET3]‘L€} ar — IEU3}t] ar (7.1)
r r

Separando as parcelas da equacao 7.1 encontra-se a equacao 7.2:

d 0
U3,y = f E’[&ﬁuﬁ + a_xyT33u3dF +

As relagbes das forgcas de superficie com o momento fletor e a cortante
sao dados pelas equacbes 7.3 e 7.4:

T3q = M3apng (7.3)

T33 = Q3png (7.4)
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Aplicando as relagcbes das equacgdes 7.3 e 7.4 na equacéo 7.2 pode-se

obter a equagao 7.5:

0 0
Uz, = f Ng=— i M3aﬁuﬁ + ng —Q3ﬁu3dF +
r

d 0
—_ f a—ny3BtB + a_ny33t3 dF
r

Para poder escrever a equacdo 7.5 em termos do operador tangente
adiciona-se e subtrai-se ao mesmo tempo os termos da equagéo 7.6:

U3y

"J\

d d d
< axy M3aﬁ a aM3aB> uﬁ +nyEM3aﬁuﬁ dar

g J 7.6
+j Tlﬁ a ny@ng usz + TlV@Q3ﬁU3 dar ( . )
r

Segundo Timoshenko (1959) ao se realizar o equilibrio das forcas no
elemento infinitesimal de placa, é possivel obter a equagéao 7.7:

Q3pp+q=0

7.7
M3aﬁ,a - Q3,8 =0 ( )

Utilizando-se as equacdes de equilibrio na equacao 7.6 e adimitindo-se
que Qs;, =0 quando ndo existem cargas transversais € possivel encontrar a

equagao 7.8:



117

d d
u3’y = f (naaMM{B — TL),EMga/g)’Uﬁ + nyQ3ﬁuB dar
r

9] 0
+f (Tl’ga—nyg,/g - ny@Q3ﬁ>u3 dr (78)
r

0 d
— _U -
faxy 3ﬁtﬁ+axy Ussts dl
r

Segundo Palermo Jr. (2012) o operador tangente pode ser escrito
conforme a equagao 7.9:

Dpm[f] = Ny fm = Nnfp (7.9)

Observando esta relagdo na equacgédo 7.8 pode-se substituir o operador
tangente das fungdes momento e cortante, obtendo-se a equacgéo 7.10:

Uzy = J(DaV[MBaBDuB + 1, Q3pup dl' +
r

(7.10)

0 d
+f(Dﬁy[Q33Du3 dar — fﬁug’ﬁtﬁ +WU33t3 dar
T r Y Y

Apartir do trabalho de Palermo Jr. (2012) pode-se obter a relagdo 7.11:

| Dl @1geadr = [esay F 9@, + [ £EIDyelgGlar

" i (7.11)
_, %9 14dg

Dya [g(f)] - e3yaE - eSya](f) df

Onde ez, € 0 tensor alternante dado pela equagédo 5.33. Utilizando a

relacdo da equacgdo 7.11 na equacdo 7.10 pode-se obter a equacao integral da
derivada dos deslocamentos com o operador tangente.
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Uy, (X') = f (Mg (X', 00D, [t ()] + Qs g () +
r

3 P , (7.12)
+ leg(X’, x)D,B)/ [U,3 (.X')] - W [U3ﬁ (X” ,X')]tﬁ (.X') - (’)T [U33(X , .X')]t3 (.X')} dF(x)
14 14

[e3ayM3a,B’u/3 (X)]g + [eSEstﬁu3 (X)]g

Onde os termos finais da equacgao 7.12 sao as contribuicées de canto que
para o MRD devem ser consideradas para todos os elementos de contorno.
Adicionando-se as integrais de dominio encontra-se a equacao integral final da
derivada dos deslocamentos com o operador tangente dada pela equacéao 7.13.

Uy, (X') = f (Map (X' 00D, [ (0] + Qg (1) +
T

0 d
+ Qap (X', 0Dy [ (00 = 5 = [Up (X, )]t () = 5= [Uaa X', x)]tg(x)} dr() 713
Y Y .

[eSayMSaﬁu[s’(x)]E + [e3ﬁyQ3ﬁu3(x)]E +

f na(x)zva,;(x)ugﬁ(x) MUSCORITIOR jf N OO0 () = [Ugga(X' 0]daw)

r

A derivada da equacéo integral dos deslocamentos nos eixos x e y, com a
aplicacdo do operador tangente fica conforme a equacédo 7.14, observando-se que
s6 foi possivel aplicar o operador tangente na solucao fundamental de momento.

0
u,, (X') = j {MpaB(X’, x)Dya[uﬁ(x)] +1,Q,5 (X", x)up (x) + nga—Xy[Qpﬁ X', x)]u3(x)
r

= 5 U0 00ty ) = o s O AT + e My O,
a (7.14)
- || 55 s 00la00dacn +
0 Y

[ Mg 1) 5 [0 067 OGO + [ Mo (100 55 [0, D] )

r
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Observou-se no presente trabalho que a utilizacdo do operador tangente
para reduzir o grau da singularidade das solucdes fundamentais gera resultados de
integracdo melhores que as solugdes fundamentais convencionais. A aplicacdo do
MRD foi possivel devido a utilizagdo operador tangente, pois as solucdes

. . . . , . 1 T
fundamentais convencionais tinham um nucleo hypersingular (r_z) multiplicado por

funcbes de bessel KO e K1, necessitando-se métodos de integragdo singular
robustos. O operador tangente reduziu o grau de singularidade para integrais
singulares do tipo Cauchy (%), permitindo que estas integrais fossem calculadas
utilizando o método da subtracédo de singularidade ou o método dos subelementos.
A implementacdo numérica do operador tangente pode ser vista secdo 6.3 As

integrais com operador tangente utilizadas no MRD sao dadas pelas equacgdes 7.15-
7.21:

r
_[;- Tpﬁ,yuﬁdF = -]; Qpﬁnyuﬁ + MpaﬁDya[uﬁ] dalr + [€3ayMpaﬁu'3]0 (715)

r
f T3ﬁ'yuﬁdr = f Q35nyuﬁ + M3aﬁDya[uﬁ] dr' + [830()/M3a,8uﬁ]0 (716)
r r
r
J T33'VU3dF = j Q3BDVB[u3]dF + [e3BYQ3Bu3]0 (717)
r r
Onde:
1/zK1(z) 1-v
(7.18)

1+v

4 SapTp + A@) (8apTy — ZT,ﬁrpr,a)]

2

A
Qop =5~ [B(2)8,5 — A2, ] (7.19)
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1 1
Msop = ~ i [(1 + v)6gpIn(z) + (1 —v) (farﬁ - 566{3)] (7.20)
1

7.2 OPERADOR TANGENTE PARA SEGUNDA DERIVADA DAS SOLUCOES
FUNDAMENTAIS

No desenvolvimento do presente trabalho notou-se que o método de Gao
(2002) para solucdo de integrais super singulares (r%) em elementos curvos nao
apresentava uma precisdo suficiente para a aplicagdo do MRD, diminuindo a
precisdo na solucao de problemas de placas com furo circular. Passou-se a utilizar
0 operador tangente nas segundas derivadas das solugdes fundamentais para
reducdo do grau de singularidade para hypersingular (riz), as quais apresentaram
precisao satisfatoria para elementos curvos. A aplicacao do operador tangente na
segunda derivada das solugbes fundamentais é feita derivando-se os nucleos
obtidos para a primeira derivada. Considerando a equagéo integral da segunda

derivada dos deslocamentos transversais com carga de dominio nula:

Uze(X") = f{M3aB,9(X’:x)Dya[uﬁ(x)] + Q3penyup(x) +
r

(7.22)

0 0
+Qapa (') Dy ()] = g (U 0]t () = 5= Uy O )]t (0} o)

[eBayM3aB,9uB (X)]g + [e3ﬂyQ3B,9u3 (x)]g

As integrais com operador tangente utilizadas no MRD para segunda
derivada das solug¢des fundamentais sdo dadas pelas equacodes 7.23-7.26:

r
j Tspyoupdl = J Msqp,6Dyalup] + Qspomyup dT + [esay Maag atip], (7.23)
r r

, r
f T33,y9u3d1" = f Q3[>’,9(X :x)Dﬁy[uS]dF + [93ﬁyQ3ﬁ,9u3]0 (7.24)
r r
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Onde:

1
Msap0 = ~ A [(1+v)8ap70 + (1 = V) (800 — TaTo)Tp + (1 = v)(8pe — 757074 (7.25)

1
21T

Qapo = —5— (2719 + 8go) (7.26)
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8 METODOS DE INTEGRACAO SINGULAR

8.1 SINGULARIDADE DO TIPO 1/R

As integrais singulares de ordem (%) sdo chamadas de fortemente

singulares ou integral do tipo Cauchy. A equagédo 8.1 mostra um exemplo deste tipo
de integral singular:

11
f —dr r—20 (8.1)

4T

O tratamento deste tipo de integral singular pode ser feito utilizando-se o
método da subtracdo de singularidade, mostrado no trabalho de Guiggiani (1991),
com este método pode-se calcular a integral da equacdo 8.1 no sentido do valor
principal de Cauchy. A integral é calculada com uma parte numérica e uma parte
analitica. O método sera desenvolvido utilizando-se a expressao 8.2:

ry =[98 =90 o, M 9O 82)
-1 (§=9) -1(§—$)

Devido a subtracao da singularidade, o primeiro termo do lado direito da
equacao 8.2 é regular, podendo ser calculado com a quadratura de Gauss
convencional. O segundo termo do lado direito da equacdo 8.2 é calculado
analiticamente. Para aplicacdo do método da subtracdo de singularidade, é
necessario subtrair das fungdes de forma o valor de N(§), ou seja, a fungdo de forma
avaliada no ponto fonte, localizado na coordenada intrinsica ¢ = —1...1. Isto faz com
que a integracdo seja considerada apenas quando o ponto fonte esta dentro do
elemento de contorno. Esta manipulagéo sera feita utilizando as fun¢des de forma

usuais:

1 1
X(§) =5 8( = Dxl + (€ + (1 = a2 + 58§ + 13 (8.3)
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1 1
yE) =58 - Dyl + €+ DA -Hy2+-8(E +1)y3 (8.4)

O processo da subtracdo de cada funcado de forma avaliada no ponto

ponte é dado pelas equacdes 8.5, 8.6 € 8.7:

-1 1 - 1 -2 =
NI - MO = ¢ - D -5EE - D =52~ -9

L, P (8.5)
=5 - —E-N=5E-HE-¢-1)
N2 - N2 = E+DA-H - E+DA-D =~§+§ (8.6)
= -HE+HED
-1 j 1 —2 -
N3() - N3(E) =58CE+ D —58E+ D=5 —§ +{-9) 87

1

=SE-DE+E+D

A distancia entre o ponto fonte e 0 ponto campo com relacédo a x é dada

pela equacéao 8.8 e simplificada para 8.9:

-1 - — - — 1 - -

dx(£,6) =5 - HE - - Dxl+ = HE+HDa2+ 5 (§ = H(E +E + D3 (8.8)

- - /1 - - 1 =

(6D = (€ - D (3¢ - - Dyl + E+ DDz +5 (¢ + T+ D3) (8.9)
De maneira andloga pode-se encontrar a distancia com relagéo a y:
-1 - — - - 1 - -

Ay, ) =5 E-DE - - Y1+ E-HE+HEDY2+5E-HE+E+1)y3 (8.10)

- - 71 - - 1 -
6D = =D (36 ~F— Dyl +E+DDy2+5 ¢ +E+1y3) (8.11)

A distancia r(¢,¢) é calculada de acordo com as equagdes equacgdes 8.12-
8.14:
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FED) = [0 D)7 + dy (6 B (8.12)

"B = \/[(575) (G- x4+ DD @+ 0m)] +[€ =D (G- F- 1+ G+ DDy 24T+ 03)] (8.13)

2

"6 = If—?lj[(%(f—?—l)xw(§+E>(—1)x2+%(f+?+ 1x3) +(%(f—?—l)yl+($+?)<—1)y2+%(f+2+1)y3)2] (8.14)
A equacdo 8.14, removendo-se o termo [¢-¢| obtém-se o raio

regularizado. As derivadas do raio sdao entdo calculadas utilizando-se o raio

regularizado. A derivada com relacéo a x dada pelas equacdes 8.15 e 8.16:

dr  —  dx(§,8)
T = (8.15)
dx r($,$)
&=
E-D(3E T Dxl+ E+DHDx2+5 (¢ +E +1a3) (8.16)

_ _ _ _ 2 _ _ _ 2
-3 [(GE-F-Dxi+ G+ DDx2+5E+T+1x3) + (¢ —T— Dyl + @ +D(-Dy2 +5 (¢ +E+1)y3
2 2 2 2

A relagao (¢ —¢) pelo médulo |¢ - £| gera a fungéo sinal, a derivada do raio

com relagdo a x passa a ser conforme a equacgao 8.17.

dr -
69 =

signum(¢ — ) (3 (6~ — Dl + (¢ + H(~1x2 + 3 (¢ +E + Dx3) (8.17)

1 = - 1 - 2 1 _ _ 1 _ 2
[GE-F-Dxi+E+DEDR2+5E+F+133) + (36 -F-Dy1+ E+DH1y2+ 3¢ ++103) |

A derivada do raio com relagédo a y passa a ser conforme a equagéo 8.18:

dr = dy(,9)
— (9= - (8.18)
dy r(§,¢)
S6D-
-5 (3E-T-0y1+E+D-1y2 +5(E +E+1)y3) (8.19)

= 1[r1 < < 1 < 21 < < 1 5 z
|f—f|j[(§(€—f—1)x1+(€+€)(—1)x2+7(€+€+1)x3) +(FE-F-Dy1+ G +DEDY2Z+ 3¢ +E+13) |
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De maneira analoga pode-se obter a equacéo 8.20:

dr , -
@(§,§)=

signum(§ =) (3 (€ —§ = Dyl + (€ + D(-1y2 + 3¢ + E +1p3) (8.20)

[ 1 = - 1 - 2 1 _ _ 1 _ 2
(FE-F- DV +E+DEDR2+5E+E+D33) + (36 -F-DyL+ G +DH1y2+5¢ +E+13) |

Para calcuar o jacobiano, utiliza-se as fungbes de forma néo
regularizadas, conforme mostrado pelas equacgdes 8.21 e 8.22:

0= (L) +(=9)] 021

1 1.7 1 17
J© = J |-+ 20w+ G+ 3| + |G -yi+ 2wz agns|  (822)

Os vetores normais sao calculados com relacao as funcdes de forma nao

regularizadas, o vetor normal nx é dado pelas equacdes 8.23 e 8.24:

dx@ 1 dy(©)
o ST @ (8.23)
dx(©) (& =Dy + (~26)y2 + (£ + 2)y3
x@ _ Pt z
e —— —  (8.24)
J (6 = x1 + (—26)x2 + € + 3] +[E -yl + (202 + (€ +3)¥3]
O vetor normal ny é dado pelas equacgdes 8.25 e 8.26:
dy@ 1 dx(©
== G (8.25)
1 1
dy(©) (=1 (€ = x1 + (=26)x2 + (£ +x3)
o =ny = (8.26)

-+ cagmz + 6 + a4 [ - Dyt + <2602+ €+ D3]

A derivada normal é dada pela equacéo 8.27:
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dr(§) _dr(§,$) dr($,)
dn —  dx nx dy e (8.27)

Utilizando os termos calculados, pode-se aplicar o método da subtracao
da singularidade conforme descrito por Guiggiani (1991):

! Lg@ — g G
dé¢ = —dé + —d 8.28
-f—lf(f) ¢ -f—l &E-¢ ¢ f—l €-9 ¢ ( )

Devem ser definidas as funcdes g(¢) e g(§) para aplicacdo da subtracdo
de singularidade. Utilizando-se como exemplo uma solu¢cdo fundamental com
aplicacao no MRD pela equacéo 8.29:

. 1
U3a,y9 = @(—250!],7"’9 — 25]/97:0.’ - 27’:],5“9 + 4T:yT:aT:e) (829)

Os termos regularizados serdo definidos como uma funcdo Kk,

simplificando a solug¢ao fundamental 8.29 para a equacao 8.31:

1
k(¢,8) = 8D (—20ayTp — 26y97 0 — 21,6, + 41,7, 1) (8.30)

1

Usayo = KD 5

(8.31)

Procede-se entdo com a integracao do elemento de contorno conforme a

equacéao 8.32:

1 (e E
Usaye = f gNi(f)](f)dE (8.32)

17,

Lembrando que o jacobiano e as funcdes de forma estdo em sua forma
nao regularizada, conforme a equacéao 8.33:



127

1 1.7 1 1.7
1) = J |-+ 2w+ @+ 3| + |G-+ 2oy H G aops] (833

Observando que o raio esta sendo multiplicado pelo médulo |¢ - &

r=

|§—?|j[(§(f—?—1)x1+ E+DEDR T3 EEr0R) +(3E-F- i+ €D+ 5+ E ) | (8.34)
Substituindo o raio na equacgéao 8.32:
U;‘a,yB =
fl k(&N (§)dE (835)
h IHI4\)[(%(57571)x1+(5+€)(71)x2+%<5+5+1)x3)2+(%(&Eflm+(5+?)(71)y2+%@+5+1)y3)2]
Adotando-se r conforme a equacao 8.36:
F =
1 1 z 1 2 (8.36)
j[(i(s—E—1)x1+(f+§)(—1)x2 +5E+T+1x3) + (3¢ —T - Dyl + €+ D12 +5(5+E+1)y3)]
Substituindo o raio por ¥ na equagéo 8.35:
LGE)
saye = | T NiGJ(©dE 8.37
3a,y0 -[—1T"|f—f| l ( )
Chamando os termos da equagao 8.37 de g(¢,¢), exceto |¢ —¢]:
b RG]
f 9@, 9d¢ = f = Ni(©J(§)ag (8.38)
-1 -1
Substituindo (8.38) em (8.37) encontra-se a expressao 8.39:
. IGh)
Usayo = | Tsde (8.39)

—1|f—§|
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Para realizar a subtracdo de singularidade, avalia-se a fungdo g(¢,¢) no
ponto fonte, de acordo com a equacéao 8.40:

1 _ 1 k _’_ _
f g ds = f ¢ E)Ni(s‘)](s‘)ds‘ (8.40)
-1

-1 T

Subtraindo-se entdo a equacado 8.40 de 8.39 e adicionando o sinal

multiplicando g (¢, ¢) devido & utilizagdo do médulo para regularizar a fungéo:

Usayo = f 119(5, 2 _Slngrf(;l_ D 968D 4 (8.41)

A integral 8.41 é calculada utilizando a quadratura de Gauss convencional
devido ao seu nucleo nucleo regular. A utilizagdo do médulo simplifica a avaliagcao
da funcéo sinal somente para as derivadas do raio e para a constante. O valor de
g(&, &) é sempre igual e somente serd modificado devido ao sinal adicionado no
momento da integragdo. A valor da fungdo avaliada no ponto fonte é adicionada

conforme a equacgao 8.42:

Ui = flg(f,é)—signum(_f—?)-g(i?) i s f G (8.42)

= ¢ ¢ -9

A funcdo avaliada no ponto fonte deve ter sua integral calculada

analiticamente no sentido do valor principal de Cauchy, dado pelas equacdes 8.43-

8.45. Se a posigdo do ponto fonte for ¢ = -1, o valor da integral sera dado pela
equacéao 8.43:

dé =g&d - InJ©®) (8.43)

fl GH)
L(E-9

Se a posicdo do ponto fonte estiver no intervalo -1< ¢ <1, o valor da

integral sera dado pela equacgao 8.44:
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dé =g@E& [In(1—& —In(1 + &)] (8.44)

fl 9 &
1(E-9)

Se a posicao do ponto fonte for & = 1, o valor da integral sera dado pela

equacao 8.45:

dé =g@&8d - [~IngE)] (8.45)

flméé
L(E-9)

Onde J(¢)é o valor do jacobiano avaliado no ponto fonte.
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8.2 SINGULARIDADE DO TIPO LN(R)

Para tratar as integrais singulares de ordem In(r) é utilizada a
transformacao cubica descrita por Telles (1987). Esta transformagdo tem uma
caracteristica de zerar o jacobiano quando o ponto fonte esté perto da singularidade.
A integral em funcéo de ¢ a ser integrada é dada pela equacao 8.46:

1
| e (8.46)

E utilizada uma equacgdo clbica para realizar a transformacgdo de

coordenadas, como a equagao 8.47:

£(60) =ab®+bo%+cH +d (8.47)

A transformacédo linear de ¢ para 6 € feita impondo as seguintes

condicOes para a equacao cubica:

e 0 6=¢
— = ara 0 =¢;
@~ " (8.48)
d2
d—QSZ =0 para 6 =¢; (8.49)
(8.50)
&E=1 para 6=1;
&§=-1 para 6 =-1; (8.51)
Utilizando a equacao 8.50 e aplicando na equacao 8.47:
a-13+b-12+c+d=1
a+b+c+d=1 (8.52)

Utilizando a condic&o 8.51 e aplicando na equagao 8.47
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a(-1)3+b(-1)*—c+d=-1

(8.53)
—a+b—-—c+d=-1
Utilizando 8.50 e 8.51 encontra-se o sistema de equagodes 8.54:
a+b+c+d=1 (8.54)

—a+b—-—c+d=-1

Resolvendo o sistema de equacgdes 8.54, observa-se a equacgao 8.55:

8.55
b 4 (8.55)
Aplicando a condig&o 8.48, achando a derivada primeira:
3a6% +2b0+c=0 (8.56)
Substituindo os valores de a e b de 8.55 em 8.56 encontra-se 8.57 :
3-((c+ D)7 +2-(=d) - 7+c=0
(Ce+ D)y ree (8.57)

Aplicando a condicéo 8.49, achando a derivada segunda e substituindo os

valores de a e b encontra-se a equacéao 8.58:

6af +2b =0

_ (8.58)
6(—c+1)y+2(-d)=0

Formando-se um sistema de duas equagdes com ¢ e d como incognitas
8.59:

3-((~c+ Dy’ +2-(=d)-¥+c=0

(8.59)
6(—c+ 1)y +2(=d) =0

Resolvendo o sistema de equagdes acima:
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3y° 3y
= d 8.60
37° + 1 ( )

C =
37 +1

Substituindo os valores de 8.55 em 8.60 encontra-se 8.61:

—2

3y
-
3y +1

a =

3y
b=— 8.61
+1 = (8.61)

Lembrando-se da equacao original:

&(6) =ab®+bb%+cH+d (8.62)

Substituindo os valores finais de a,b,c e d em 8.62:

_ _2 _
£(0) = -93+(— il )-92+ AP (8.63)

37 +1 3% +1 37 +1 375 +1
Deve-se encontrar também o jacobiano desta transformacéo, como a

equacao tem apenas uma variavel, deve-se realizar a derivada primeira de 8.63:

7> — 676 + 3602
37 +1

3
J(6) = (8.64)

Substituindo o valor de &) com a transformacdo cubica na funcao

original obtém-se a equacéao 8.65:

| 11f(€)d€ =

1 1 3y 3y° 3y 3y — 676 + 362
f f— -93+<— ik )-92+ A NN ) a0
-1 3y +1 3y +1 3y +1 3y +1 3y +1

(8.65)

Ainda é necessario calcular o valor de ¥ para um valor n da posi¢ao do
ponto fonte na coordenada intrinsica. Para isto deve-se resolver o polindmio de grau
3 dado pela equacgao 8.66.
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= (8.66)

3y 3y° 3y
Y )-92+ _Zy -0+ _zy =
3y +1 3y +1

— -93+<— —
3y +1 3y +1

Para resolver este polindmio é feita a substituicdo 6 =y e multiplica-se

todos os termos por 37” + 1 obtendo-se a equacao 8.67:

_ 1 3 \ 2, 3¥ _ 37 2

Simplificando a equagéo 8.67 pode-se obter 8.68:
Y +37 =n@7 +1) (8.68)

Os coeficientes da equagédo cubica sdo dados pela equacao 8.69:

Ao = —1
a, =3
! (8.69)
a; = —31
a3 - 1

Para encontrar a raiz real da equacéao cubica pode-se utilizar as relagdes
8.70:

-1
7=?a2+S+T

S=_|R+vD
T=3R—\/5 (8.70)
D= (-0
Q=3a1_a22

9
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_ 9(12611 - 27(10 - 26123
B 54

Utilizando os coeficientes da equacado 8.70 na equacdo 8.68 pode-se

encontrar o valor de y:

y=nm =D+ =1+ -m? =D -2 =1 +n; (8.71)

Ao substituir-se 8.71 em 8.65 a transformacéao cubica de Telles é entao

mostrada na equagéao 8.72:

| Ilf(f)df -

1 1 3y 377 37\ 37 — 676 + 362
f f( — -93+<— - )-92+ g )y — a9 (8.72)
-1 \3y +1 3y +1 3y +1 3y +1 3y +1 :

onde:

Y=V =D+m -1 +n-m2-D—2-1+n;
N = posicdo do ponto fonte na coordenada intrinsica

A transformacao cubica de Telles pode ser usada em qualquer posi¢cao do

ponto fonte, nos cantos e dentro do elemento de contorno.

8.3 TRANSFORMACAO DE MONEGATO E SLOAN

A transformacgéo proposta no trabalho de Monegato e Sloan (1997) pode
ser considerada como a generalizagdo da transformacao de Telles para qualquer
grau de polindémio, sendo este inteiro e impar. De maneira similar a transformagéo de

Telles, é feita uma transformacao de coordenadas de acordo com a equagéao 8.73:

| r©ds = [ ro@y@as (8.73)

A coordenada intrinsica é substituida pela relagcado da equacao 8.74:
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1 1714
A +me-Qa- ﬂ)q‘ (8.74)

1 1y
§=y©® =n+27{@+mT+a -7} o ; ;
(IT+m)i+@Q-na

O jacobiano da transformagéo é dado pela equagéo 8.75:

) L 1 114
2“’{(1 +n)5+(1—n)5} 9_(1+n)‘11—(1—n)‘11] q
(1+ma+0A-mn)a
1 1
g_(+m)7=(1-n)
1 1
AQ+ma+@-na

J(6) = (8.75)

Onde: n é a posicao do ponto fonte na coordenada intrinsica ¢ , “q” € o
grau do polinbmio de transformagéo, sendo que se este € assumido como q = 3, é
obtida a transformacdo de Telles. No presente trabalho observou-se que uma
transformacdo quinto grau q = 5 gera resultados em geral melhores que a
transformacao cubica de Telles para qualquer nimero de pontos de Gauss. Caso for
utilizado q = 7 ou mais foi constatado que a utilizagdo de muitos pontos de Gauss (n
= 22 ou mais) pode deixar a transformacgéo instavel divergindo o resultado da
integracéao.

8.4 TECNICA DOS SUBELEMENTOS

A técnica dos subelementos é utilizada neste trabalho quando o nudcleo
das integrais do tipo Cauchy sao multiplicadas por funcées de Bessel. A técnica é

aplicada dividindo-se o elemento principal em um numero “n” de subelementos, onde
estes sao divididos entre os que nao contém o ponto fonte realizando a integracéao
regular, e o subelemento que contém o ponto fonte, aplicando-se uma técnica de
integracao singular. Esta divisdo pode ser verificada na Figura 25, onde sao

mostrados subelementos para um elemento quadratico:



136

Figura 25 — Elemento dividido em 3 subelementos
-1 -0,67 -0,33 0,33 067 1
*—s—> ——

s ]
-0.33 0 0,33

1 2 3

S

Fonte: O autor (2020).

Na Figura 25, o elemento principal foi dividido em 3 subelementos, acima
de cada n6é de cada subelemento pode-se ver a posicdo do né na coordenada
intrinsica do elemento principal. O primeiro subelemento ndo contém o ponto fonte,
entdo sua integragéo é regular. O segundo subelemento contém o ponto fonte entao
a integracao é singular e o terceiro deve ser integrado de maneira regular. Cada
subelemento € mapeado em sua prépria coordenada intrinsica e integrado de
maneira similar ao mostrado no capitulo 4, contendo o jacobiano e multiplicado pelas
funcdes de forma do subelemento quadratico.

Para recuperar-se os valores das integrais para o elemento principal,
deve-se somar as contribuicées de cada subelemento multiplicando-se pela funcéao
de forma avaliada na coordenada intrinsica do elemento principal correspondente
aos nos de cada subelemento. Para exemplificar este processo, a equacao 8.76
mostra este somatério, onde ¢,,, sdo as coordenadas intrinsicas de um subelemento

113 ”

m-.

f F(&) Ny(§)dé =

1 1 !
Ny (=1) f_ lF(sﬁ)Nl(fl)dEl + N, (—0,67) j_ 1F(§1)N2(51)d€1 + N;(-0,33) f_ 1F(<f1) N5(§1)dé, (8.76)

1 1 1
N, (~0,33) f F(&) Ny(6,)dE, + Ny (0) f F(&) Ny(£2)dE; + Ny (0,33) f F (&) Ny(&,)dE,
-1 -1 -1

1 1 1
+N1(0»33)f F(&3) N1(§5)dés +N1(0,67)J F(&3) No(&5)dés +N1(1)f F(&3) N3(§3)dés
-1 -1 -1
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Escrevendo-se em forma de somatério a equacao 8.76:

[ Fone = ZZN(&) [ e mimden 8.77)

m=1i=

O somatério da equacao 8.77 esta escrito para uma integral multiplicada

por uma funcdo de forma “a”. &, sado as coordenadas intrinsicas de cada
subelemento. ¢; sdo os valores da posicdo de cada n6 do subelemento na

coordenada intrinsica do elemento principal.

8.5 METODO DE GAO PARA INTEGRAIS SINGULARES

O método proposto por Gao (2006) € utilizado no presente trabalho para
calcular as integrais de contorno hypersingulares e supersingulares. A equacao 8.78

mostra uma integral singular de grau g:

F(rB

! (Tﬁ ) ar (8.78)
O método é baseado na integracéo radial posicionando-se o ponto fonte

dentro do elemento e distribuindo pontos campo ao longo do intervalo de integracao.

Para utilizar-se da integracao radial o diferencial dI' precisa ser expresso em termos

de dr, para isto Gao adotou a seguinte transformacao:

G ) 4
o (7 l)rﬁ

(8.79)

Onde # sd0 os vetores unitarios ao raio “r’ e [ sdo os vetores unitarios
tangentes ao contorno no ponto campo. Para avaliar as integrais singulares, a parte
nao singular dos integrandos é aproximada com polinbmios baseados na distancia

r:
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0 B N
fe) Z crm (8.80)

Onde N é a ordem dos polinbmios e C sdo os coeficientes determinados
pela colocacao do ponto campo em N + 1 pontos do ponto fonte até o ponto final do

elemento. Para determinar os coeficientes C, Gao apresentou a seguinte matriz:

1 ri(xfuxcy) rV7U(xfi,xc) | CF (f(xfl,xcz)/(f' : i) - Cio)/rl(xfp xC) (8-81)

1 ri(xfy,xc;) rN_l(xfpr)‘ {Cil} {(f_(xfl'xcl)/(f : f) - Cio)/rl(xfl,xcl)}
1 ri(xfyxey) 7 Hfyxen)] CY (f (xfr, xen) /(P - 1) = CO)/rt (xfy, xey)

Para o sistema da equacgao 8.81, xf € o ponto fonte, xc é o ponto campo e
c? é dado pela equacgao 8.82:
¢} = f(xf,xf) (8.82)

Obtidos os coeficientes (', a integral singular é aproximada pela equacéo
8.83:

r

j ! (r:) ar = i CPE™ (8.83)
r n=0

Onde F™ é dado pela equacao 8.84:

— paran—[F+1+#0

In(r*(xfy, xcy)) paran—pB+1=0

r P (xfy, xey)
Fn = { (8.84)

Gao (2006) forneceu um codigo em Fortran para aplicagdo do método de
integracao singular, o qual foi utilizado no presente trabalho. O algoritmo fornecido
por Gao para calculo de integrais singulares é mostrado a seguir.

O presente trabalho utiliza o método de Gao para integrais singulares com
ponto fonte no centro do elemento quadratico. Para calcular este tipo de integral,
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Gao separa o intervalo de integracdo em duas metades iguais, uma a direita do
ponto fonte e outra a esquerda, aplicando o método duas vezes para encontrar a
integral completa. Sera mostrada a utilizacdo do método para um elemento curvo

com as seguintes coordenadas:

x; = 0,1500000 x, = 0,1504815 x; = 0,1519214
y; = 0,2500000 y, = 0,2598017 y; = 0,2695090 (8.85)
x; = 0,1504815 y; = 0,259801

Para a primeira aplicacdo, é encontrada uma integral parcial com ¢ de 0
até 1. Para isto, no caso do elemento quadratico, a coordenada intrinsica do ponto
fonte é fixada em ¢ = 0, o intervalo da metade a direita do ponto ponte (¢ =0 até 1) é
entdo dividido em N partes, sendo N o grau do polindbmio escolhido para interpolar a
parte regular da integral. Por exemplo, se o grau do polinémio for N = 3, a funcao
sera avaliada com pontos campoem é =0,¢=1/3,§ =2/3e & =1.

Definidos os pontos para avaliagdo da fungéo, € necessario preencher as
matrizes do sistema da equagao 8.81 para encontrar os coeficientes C/*. O primeiro

coeficiente C{ é encontrado avaliando a fungéo regular no ponto fonte f(xf, xf,).

Somente para esta avaliagéo, drdn = 0, 7 - [= 1 e se a funcdo possuir as derivadas
do raio (r,(8), r,(&€)), estas sdo singulares em ¢ = 0, para contornar este problema,
Gao aplicou uma tolerancia, movendo o ponto campo para ¢ = 0,03 na coordenada

intrinsica, somente para encontrar as parcelas da derivada do raio.

Sotor = 0,03

3 3
X(owo) = ) NiGoraD%i = 0,15051076  ¥(Goco) = ) NilGaroD)yi = 0,26009429

i=1 =1
dx (Eotor) = *(Eoror) — %7 = 0,00002926  dy(Eoror) = ¥ (Eoror) — ¥y = 0,00029259 (8.86)
1(Eotor) = /Ax(Eoto1)? + Ay (Eot01)* = 0,00029404941
dx(fomz) dy(foml)
r =———= 0,099507086 r =——=10,99503685
,1 (S;otol) T({otgl) ,2 (fotol) r(fotol)

Calculadas as derivadas do raio com a tolerancia, pode-se calcular os

termos faltantes para encontrar C}:
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$o=0
3 3
dx(s‘o Z d l(s‘o — 0,000960700 y(fo Z d 1(50 = 0,00975450
i=1 i=1
2 2
J(&) = jdxd(?’) + dyd(g") = 0,0098016944 (8.87)
1 J’(fo) _ 1 dx(&) _
nx (fo) ](fo) df 0,99518511 le(fo) = —md—f = —0,098013669
A dr
f-l=1 —=0
dn

A funcgéo escolhida neste exemplo tem uma singularidade de grau -, para

encontrar C ela deve ser avaliada removendo-se o raio e o jacobiano:

1
fr) = WM(E)](%)
— 1 -
fO=NE=-50-9 (8.88)
=f(=0)=0

A funcdo regular € entdo avaliada com ponto fonte em ¢ = 0, e ponto

campo ¢ = 1/3. Obtendo-se 0s seguintes valores:

1
§1=3

3 3
X&) = Z N,(£)x; = 0,15085497  y(£) = Z Ny(£,)y; = 0,26304795

i=1 i=1

dx(&,) = x(&,) — x; = 0,00037347 dy(&,) = y(§) — y; = 0,00324625

(&) = Jdx(£)? + dy(&;)? = 0,0032676626

1161 = drx(gl)) =0,11429271  7,(xy) = dry(gl)) = 0,99344712 (8.89)
](51)=\/dx;§1) +dyd(§1) = 0,0098069339
_ L ay@) _ _ b odx()
nx(§) = sy g = 099144342 ny(§) = — = = ~013053723
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1
$1 = 3
. d 1 . d 1
l, = (£ =0,13053723 [, = y(fl)— = 0,99144342
i (g i (%)
#-1=|r (g )l +r2()1,| = 099986606 (8.90)
& = i @onx + 1,y = —0,01636708
f(fl) _c°
Tl 34007792
1(§1)

A funcéo regular é entdo avaliada com ponto fonte em ¢ = 0, e ponto

campo ¢ = 2/3. Obtendo-se os seguintes valores:

2
& =3

3 3
x($2) = Z Ni(§2)x; = 0,15133495  y(&,) = z Ni(&2)y: = 0,26628372

i=1 i=1

dx(&) = x(&,) — x; = 0,00085345 dy(&,) = y(&,) — y; = 0,00648202
(&) = Jdx(§)? + dy(&,)? = 0,0065379630

_ dx(§;) _ _ dy($,) _
r1(§2) = 6 0,13053760 1,(&;) = ) - 0,99144336

2 2
](62)=\/dx(€2) +dy(52) = 0,0098227037

g g
1 dyE) L1 odnE) (8.91)
nx(§) = s —gr = 098665091 ny(§) = — = = —0,16284925
. d 1 . d 1
l, = 2) ——— =0,16284925 [, = /(£,) —— = 0,98665091
dt (z,) 4 (&)
fol=|r,(e)l +7,(¢,)0, | = 099946644
&= @ + raE)ny = —0,03266077
G
Fl 17003833

2(52)

A funcdo regular € entdo avaliada com ponto fonte em ¢ = 0, e ponto

campo ¢ = 1. Obtendo-se os seguintes valores:
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é3=1

3 3
x(62) = ) Ni§:)x = 015192140 y(&) = ) Ny(§:)y = 0,26950900

i=1 i=1

dx(&3) = x(&3) — x; = 0,00143990  dy(&3) = y(&3) — y; = 0,00970730

11(&5) = /dx(&)? + dy(&;)? = 0,0098135103
dx(§3) dy(&3)

r1(§) = EON 0,14672629 1,(&;) = G - 0,98917713
2 2
J(&) = jdxd(?) + dyd(?) = 0,0098488820
1 ody(&) C 1 dx(E) (8.92)
nx(&;) N AR 0,98083217 ny(&;) = (AR 0,19485461
. d 1 . d 1
l, = ﬂ— = 0,19485461 [, = M— = 0,98083217
df ](53) dg ](53)
#1=|r(g,)L +7,(¢,)L)| = 099880704
&= @nx + ra(Eny = —0,04883185
f_(fz) _c°
Pl ' 20
13($3)

A matriz do sistema 8.81 € entdo preenchida com os seguintes valores:

1 n(&) nE?)(c (f(fl)/(f-l:)—CiO)/rl(s‘l)
1 n(&) n@)*{ct = ({(Ez)/(f-l)—CP)/rz(é’z)
1 713(85) n(@)?l e (F&)/ (-1 =€) /rs(E3) (8.93)
1 0,0032676690 0,00001067767 (Ci —34,0077257098
[1 0,0065379644 0,0000427449l c? =[—17,0038290015]
1 0,0098135103 0,0000963049] {3 0
Resolvendo-se o sistema, obtem-se os seguintes coeficientes:
ct —51,02523470
c? ={5212,01434488} (8.94)
c? —1276,3824119

ApoOs os coeficientes serem obtidos, deve-se realizar o somatério da
equacao 8.83 e utilizar também a equacao 8.84. Para o primeiro termo com n = 0 do

somatorio, o coeficiente a ser multiplicado é ¢?. Apartir de n = 1 deve-se multiplicar
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os coeficientes C/* encontrados pela solugdo do sistema. Os coeficientes sao

multiplicados pelo termo analitico da equacao 8.84. O somatdrio fica da seguinte

maneira:
0B N
[ L0 2% cpen -
r T n=0
0-2+1 2-2+1 3-2+1 (8.95)
0 3(6) 1 2 3(53) 37‘3(5)
= T (@) + T O

11 =287,0271

Este ainda ndo é o valor da integral final, ainda é necessério colocar os
pontos campo a esquerda do ponto fonte, ou seja, realizar novamente os célculos
utilizando como pontos campo ¢ =0, & = -1/3, £ = -2/3 e ¢ = -1 (lembrando-se que
para a primeira iteragdo, para calcular as derivadas do raio, € necessario que o
ponto campo seja movido para ¢ = -0,03). Realizando estes célculos, a matriz do

sistema 8.81 é entédo preenchida com os seguintes valores:

1 0,0032676690 0,0000106776] (Ci 68,015430188
[1 0,0065379644 0,0000427449] c? =[85,019091846] (8.96)

1 0,0098135103 0,0000963049 c? 102,02195083

Resolvendo-se o sistema, obtem-se os seguintes coeficientes:

o 50,286
Cte = i 5339,3 } (8.97)

c? —6565,4

ApoOs os coeficientes serem obtidos, deve-se realizar o somatério da

equacao 8.83

£ B N
FO0) g 2N cpen =
r r

n=0

(8.98)
12 = —184,7241
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Somando — se os valores de |1 e 12, obtém-se o valor da integral final:

f(rﬁ) ar =11 = -
—F =]1+12 =287,0271 — 184,7241
r

I (8.99)
mdf‘ = 102,303

rrﬁ

O valor da aproximagdo da integral pode ser melhorado aumentando o

grau do polinémio de aproximagao N.
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9 RESULTADOS PARA MRD

9.1 ANALISE INICIAL DE CONVERGENCIA - MRD

O primeiro teste realizado serd uma analise de convergéncia do MRD
quando é fixado o numero de elementos de contorno e aumenta-se 0 numero de
pontos de dominio. O valor do parametro critico de flambagem é dado pela equacgao
9.1:

a’N,,

= (9.1)

A carga critica da placa € dada por N, o tamanho do lado da placa é
dado por “a”. D é o mdédulo de rigidez a flexdo da placa, o médulo de Young adotado
tem o valor de 206.9 GPa, o coeficiente de Poisson adotado tem valor de 0,3. O
parametro da teoria de placas com deformacdo por cortante utilizado foi o de
Mindlin, com valor de n?/12. As placas analisadas sdo quadradas de a = 0,5 m de
lado. A carga aplicada nas placas é uniforme, com valor de 1 N, normal a secao
transversal da placa.

Os tipos de vinculacdo utilizados sao dados por (A) simplesmente
apoiado, (L) lado livre, (E) lado engastado. Todos os resultados sdo para condi¢ao
de contorno “hard”, ou seja, o giro tangencial ao canto da placa é travado.

A placa adotada para analise de convergéncia tem condicées de contorno
simplesmente apoiada nos quatro cantos e foi solicitada por carga uniaxial. Foram
fixados 256 elementos quadraticos e aumentou-se os pontos de dominio distribuidos
de maneira uniforme. Além disso, serd mostrada uma das vantagens do método
utilizado, a possibilidade de calculo dos parédmetros criticos de flambagem para
placas muito finas, de uma ordem de espessura de h/a = 0,001.

As fungbes de aproximacao testadas para MRD foram f(r) = 1+r e f(r) =
1+r+r2+r3. Os valores da tabela 2 mostram os resultados obtidos:
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Tabela 2 — Convergéncia do MRD — Flambagem Uniaxial — AAAA — h/a = 0,001

. Diferenca
Elen;eentos Pontos de Resultados Resft(JrI)ta_dos Analitica lefzz)nga (%) ¢

contorno dominio f(r) =141 14r+12413 (=14 +fr(4r-)r2=+r3
256 4 4,3563 44114 4,0000 8,1791 9,3268
256 9 4,1839 4,2155 4,0000 4,3949 5,1127
256 16 4,1024 4,1223 4,0000 2,4970 2,9663
256 25 4,0617 4,0754 4,0000 1,5202 1,8509
256 36 4,0397 4,0500 4,0000 0,9835 1,2338
256 49 4,0270 4,0351 4,0000 0,6695 0,8703
256 64 4,0191 4,0259 4,0000 0,4756 0,6442
256 81 4,0141 4,0200 4,0000 0,3503 0,4971
256 100 4,0107 4,0160 4,0000 0,2662 0,3978
256 121 4,0083 4,0132 4,0000 0,2081 0,3284
256 144 4,0067 4,0112 4,0000 0,1667 0,2787
256 169 4,0055 4,0097 4,0000 0,1367 0,2420
256 196 4,0046 4,0086 4,0000 0,1144 0,2148
256 225 4,0039 4,0078 4,0000 0,0977 0,1941
256 256 4,0034 4,0071 4,0000 0,0849 0,1779

Fonte: O autor (2020).

Foi observado que o valor do parametro critico de flambagem convergiu
para o valor analitico conforme foram adicionados pontos de dominio, melhorando
assim a aproximacao das tensdes normais e das derivadas dos deslocamentos
transversais ao longo do dominio.

Para placas muito finas, de uma ordem de espessura de h/a = 0,001, o
namero de elementos de contorno mostrou-se um ponto significativo no célculo das
cargas criticas. Este comportameto pode estar relacionado com as integrais das
funcées de Bessel, as quais tornam-se integrais de parte finita e precisam ser
calculadas utilizando a técnica dos subelementos, esta técnica € abordada no
capitulo 8.

Para o problema da placa simplesmente apoiada nos quatro lados
observou-se que a funcao f(r) = 1+r convergiu de forma mais rapida que a funcéo
com mais termos f(r) = 1+r+r2+r3, mas com apenas 64 pontos de dominio as duas
fungdes apresentaram um erro menor que 1% com relacdo a solugéo analitica.

A Figura 26 mostra o comportamento do método proposto a medida que

aumenta-se o numero de pontos de dominio.
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Figura 26 — Teste de convergéncia aumentando os pontos de dominio

Difference (%)
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Convergéncia devido o aumento de pontos de dominio de uma
placa simplesmente apoiada com carga uniaxial com aspecto h/a =

0,001 e 256 elementos de contorno

A
q A A
A

50 100 150 200 250
Numero de Pontos de Dominio

e f(r) = 145 e——f(r)=1+r+r2+r3

Fonte: O autor (2020).

O segundo teste realizado na tabela 3 serd uma analise com relagdo ao
método proposto por Purbolaksono e Aliabadi (2005), mostrando o valor dos
parametros criticos de flambagem para a mesma placa do exemplo anterior mas
com uma ordem de espessura de h/a = 0,01.

Tabela 3 — Convergéncia do MRD — Flambagem Uniaxial — AAAA — h/a = 0,01

EIen:jentos Pontos de Resultados Resultados Purbo]akso_no Dife:enga le?‘l;/f)nga

e dominio  f(r) = 141 f(r) = e Aliabadi (%) f(r) =

contorno 1+r+12413 (2005) f(r) = 1+r 1 4P +r2er3
32 25 4,040 4,121 4,189 -3,6888 -1,6599
32 36 4,019 4,092 4,141 -3,0358 -1,1911
32 49 4,009 4,078 4,060 -1,2762 0,4419
32 64 4,005 4,070 4,032 -0,6831 0,9397
32 81 3,997 4,061 3,985 0,3040 1,8778
32 100 3,994 4,057 3,999 -0,1133 1,4358

Fonte: O autor (2020).
A comparagdo com Purbolaksono e Aliabadi (2005) mostrou a

estabilidade do método, pois o valor dos paréametros criticos de flambagem
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diminuiram a medida que aumentou-se 0 numero de pontos no dominio. Convém
observar que o numero de elementos de contorno necessarios para calcular a placa
com uma ordem de espessura de h/a = 0,01 é menor do que a placa com ordem de
espessura de h/a = 0,001. Isto & devido ao fato que o célculo das integrais das
funcdes de Bessel tornam-se fracamente singulares e podem ser calculadas
utilizando a transformagéao de Telles.

9.2 MALHAS PARA PLACAS SEM FURO - MRD

Para os problemas de placas sem furo com carga uniaxial, foram testadas
as malhas da tabela 4. Na Figura 27 pode-se ver um exemplo de malha com 64
elementos de contorno e 256 pontos de dominio.

Figura 27 — Malha com 64 elementos de contorno e 256 pontos de dominio

05 ¢o

L 4

L 2K 2K 2K 2K 2K 2K 2K JX 2K 2% 2K 2K 2R 2K 2K 2
0000000000000000:
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0000000000000000:
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0000000000000000:
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L 2K 2R 2K 2K BR X 2R 2R 2K 2R 2K K 2R 2K 2K I3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fonte: O autor (2020).

Tabela 4 - MRD — Malhas para placas quadradas sem furo
Elementos de

Pontos de dominio

contorno
64 16 64 256
128 16 64 256
256 16 64 256
384 256
512 256

Fonte: O autor (2020).
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Analisou-se cada tipo de vinculacdo com os 9 tipos de malhas diferentes
da tabela 4, verificando a sensibilidade da formulacado para o nimero de elementos
de contorno e também para o numero de pontos de dominio, esta analise pode ser
verificada nos graficos da se¢éo 9.3.5.

Convém observar que para o MRD a criacao de malhas mostrou-se muito
mais simples e rapida, uma vez que nao € necessaria nenhuma ligacao entre os nés
internos, diferentemente de quando utilizam-se células de dominio retangulares por
exemplo, onde necessita-se identificar os nos de canto de cada célula de dominio da
malha. Este tipo de simplificacdo pode facilitar a criacao de malhas de problemas
mais complexos como placas com furos ou entdo de formas variadas. Na Figura 28,
pode-se notar as diferencas entre uma malha com células de dominio e uma malha

somente de pontos de dominio.

Figura 28 — Malha de células de dominio (esquerda) e malha de MRD (direita)
L 4 @ \ 2 9 O @ @ L @

e @ ‘@ @ ® e @ L ® L
Fonte: O autor (2020).

Para as tabelas 5-6 utilizou-se 256 elementos de contorno e 64 pontos de
dominio (problemas com carga uniaxial), para a tabela 7 utilizou-se 384 elementos
de contorno e 256 pontos de dominio (problemas com carga biaxial), para a tabela 8
utilizou-se 512 elementos de contorno e 256 pontos de dominio (problemas com
carga de cisalhamento). Para as tabelas 9-16 (placas retangulares) adotou-se 64
elementos de contorno para o lado menor da placae para o lado maior aumentou-se
0 numero de elementos na mesma proporcao, ex.: lado b = 0,5 tem 64 elementos e
a= 1tem 128 elementos.



9.3 RESULTADOS PARA PLACAS QUADRADAS - MRD

9.3.1 Resultados para placas quadradas com carga uniaxial - MRD

Tabela 5 — MRD — Resultados para carga uniaxial

Analitica

Células

Type h/a (a) (b) MRD-f1 MRD-f2
AAAA 0,001 4,0000 4,0127 4,0191 4,0316
Ao 0,010 39977 (c)  4,0104 4,0169 4,0299

A AB= 0,050 3,0437 3,9561 3,9624 3,9726

- 0,100 3,7838 3,7952 3,8009 3,8074

A | 0,200 3,2558 3,2643 3,2685 3,2740
AAAE 0,001 4,8471 4,8707 4,9074 4,9314

aS b 0,010 - 4,8665 4,8938 4,9122
iy g 0,050 4,7454 4,7681 4,7941 4,8097
—E Ao 0,100 4,4656 4,4858 4,5090 4,5206
-l A | 0,200 3,6115 3,6250 3,6419 3,6507
EAAA 0,001 5,7401 5,7598 5,7767 5,7868

= A bl 0,010 - 5,7539 5,7619 5,7782
ndy Al 0,050 5,5977 5,6164 5,6241 5,6423
— - 0,100 5,2171 5,2335 5,2399 5,2556
Cl_E 13 0,200 4,1364 4,1572 4,1972 4,1596
AEAE 0,001 6,7431 6,7967 6,8904 6,9542
AT 0,010 - 6,7875 6,8779 6,9424
e g 0,050 6,5238 6,5742 6,6609 6,7187
—E Bl 0,100 5,9487 5,9914 6,0663 6,1129
: A b 0,200 4,4004 4.4260 4,4762 4,5087
EAEA 0,001 7.6911 7.7542 7.8471 7.8791
T 0,010 - 7,7372 7.8327 7.8625
e b 0,050 7,2989 7,3561 7.4440 7.4675
A A 0,100 6,3698 6,4139 6,4853 6,5097
: E bl 0,200 4,3204 4,3413 4,3815 4,3942
LAAA 0,001 1,4014 (d)  1,4038 1,4072 1,4060

= A |3 0,010  1,4000(d)  1,4029 1,3992 1,3999
e ald 0,050  1,3813(d)  1,3849 1,3811 1,3837
- - 0,100  1,3270(d)  1,3442 1,3404 1,3457
SL L |7 0,200  1,2138(d)  1,2167 1,2133 1,2156
AAAL 0,001 2,3639 23690 2,3399 2,3361

A |0 0,010 23530 2,3464 23487

E L Al 0,050 22442 22520 22423 22446
- 0,100 2,0829 2,0908 2,0791 2,0852

A | 0,200 1,7105 1,7178 1,7037 1,7060
LAEA 0,001 1,6522 1,6555 1,6643 1,6592

& 0,010 - 1,6536 1,6469 1,6471

E N 0,050 1,6197 1,6245 1,6176 1,6208
0,100 1,5558 1,5604 1,5537 1,5613

L 0,200 1,3701 1,3738 1,3683 1,3710

AEAL 0,001 2,3901 23951 2,3650 2,3591

A | 0,010 - 2,3788 23717 23737

E L el 0,050 2,2667 20747 22644 22662
N 0,100 2,1010 2,1090 2,0968 21027

AL 0,200 1,7200 1,7274 1,7130 1,7151

(a

~

Hosseini-Hashemi, Khorshidi e Amabili (2012), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)

(c) Hosseini-Hashemi, Atashipour e Fadaee (2012), (d) Mizusawa (1993)
Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

150
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Tabela 6 — MRD — Resultados para carga uniaxial 2

Type h/a  Analitica (a) Células (b) MRD-f1 MRD-f2
LALA 0,001 0,9522 0,9537 0,9605 0,9588

L 0,010 - 0,9532 0,9529  0,9549

A A 0,050 0,9431 0,9449 0,9446 00,9465
0,100 0,9218 0,9236 0,9233  0,9252

L 0,200 0,8501 0,8516 0,8512  0,8530
ALAL 0,001 2,0413 2,0455 2,0152  1,9990
A 0,010 - 2,0308 2,0239 2,0238

L L 0,050 1,9457 1,9508 1,9409 1,9397
0,100 1,8216 1,8270 1,8156  1,8155

A 0,200 1,5333 1,5389 1,5253 11,5255
EEEE 0,001 10,0738 (c) 10,1605 10,2300 10,3656
TE T 0,010 10,1382 10,2764 10,3840
E - E % 0,050 9,5588 (c) 9,6326 9,7637  9,8673
\ 0,100 8,2917 (c) 8,3411 8,4547  8,5390
E 0,200 5,3156 (c) 5,3175 5,4807  5,4620

(a) Hosse}ni-lqashemi, Khorshidi e Amabili (2012), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)
(c) Kitipornchai e Xiang (1993)
Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Tabela 7 — MRD — Resultados para carga biaxial

Analitica Células

(@) (b) MRD —f1 MRD -1f2
AAAA 0,001 2,0000 2,0064 1,9983 2,0014
‘”A”” 0,005 1,9997 2,0061 1,9983 2,0006
PR 0,050 1,9718 1,9782 1,9705 1,9727
i 0,100 1,8919 1,8980 1,8907 1,8927
1111111 0,150 1,7722 1,7780 1,7712 1,7729
AEAL* 0,001 1,1431 1,1467 1,1470 1,1428
0,005 1,1412 1,1449 1,1419 1,1408
0,050 1,1119 1,1159 1,1119 1,1108
0,100 1,0641 1,0680 1,0635 1,0624
0,150 1,0049 1,0087 1,0037 1,0026
0,001 1,0548 1,0576 1,0567 1,0540
0,005 1,0535 1,0564 1,0534 1,0530
% 0,050 1,0322 1,0354 1,0318 1,0311

Type h/a

FEET

trttets

tiftttt

0100 09954 09986 09945 09938
0150 09476 09507 09462  0.9456
0,001 09321 09339 09373  0,9349
0005 09316 09335 09323 09325

i 0050 09207 09228 09214 09214

0,100  0,8977 0,8998  0,8981 0,8982
0,150  0,8650 0,8671 0,8651 0,8650
0,001 5,3036 (c) 5,3482  5,3009 5,3087
20,001 5,2970(d) 5,3460  5,3246 5,3234
0,050 5,0840(c) 5,1254 5,1075 5,1055
'3 0,100 4,5400(c) 4,5741 4,5594 4,5577
({11111 0,150 3,8727(c) 3,8992  3,8873 3,8861
(a) Hosseini-Hashemi, Khorshidi e Amabili (2012), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)
(c) Xiang, Wang e Liew (1993), (d) Dawe e Roufaeil (1982)
Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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Tabela 8 — MRD — Resultados para carga de cisalhamento

Type hia Literatura °¢'“1@ MRD_f1 MRD-f2

(9)
AAAA 0001 93400 (a) 94260 19,2794  9,3777

—-———_ 0,01 93780 (b) 9,4083 9,3295 9,3557

% 1 005 : 89979 89250 89457
i A |l 01 - 7,9201 7,8570  7,8686
——' 020 : 53269 52745 52766

cgee 0,001 14,7100 (a) 14,8702 14,7703 14,7760
Z=== 0,01 14,6155(b) 14,8109 14,7154 14,7103

0,05 : 13,5493 13,4506 13,4469
0,1 : 10,8454 10,7417 10,7410
T 0,20 - 6,1662  6,3455  6,3304
AEAE 0,001 125997 (c) 12,7360 12,8363 12,7571
~=== 0,01 12,5800 (d) 12,6947 12,6850 12,6551
\ 0,05 : 11,7923 11,7643 11,7408
.11 o - 9,7344  9,6784  9,6679
———— 0,20 - 58436 58987  5,8582
AELE 00017 84289 (e) 85001 83867 84103

m
m

A A

._._._,_
m
m
EREE Y

===, 001 8,4398 83653  8,3710
e g1 0,05 - 7,7706  7,6947  7,6996
A N 01 - 6,4888 6,4213  6,4244
———— 0,20 41638  4,1184  4,1192

_ELE 0001 7,4869 (¢) 7,5437 7,4953  7,5067

==== 0,01 7,4938  7,4492  7,4516
e~ g1 0,05 : 69230 6,8758  6,8778
o . 58095 57628  5,7646
=== 0,20 - 3,7634  3,7290  3,7299
EAAA 0,001 10,6000 (f) 10,8349 10,8321 10,8142
moe= 0,01 . 10,8083 10,7609 10,7604
i, 41 005 . 10,2089 10,1560 10,1553
e o . 8,7375 8,6809  8,6794
“=== 0,20 - 55783 55194 55193

(a) Timoshenko e Gere (1961), (b) Bui, Nguyen e Zhang (2011)
(c) Vrcelj e Bradford (2008), (d) Tham e Szeto (1990), (e) Shufrin e Eisenberger (2007)
(f) Elzein e Syngellakis (1992), (g) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Obervando-se as tabelas 5, 6, 7 e 8 é possivel verificar que o
comportamento da formulacdo é satisfatorio. Os problemas com carga uniaxial e
biaxial mostram bons resultados mesmo com uma malha pequena e também
convergiram mais rapido para a funcdo de aproximagao F1. J& os problemas com
carga de cisalhamento apresentaram bons resultados a medida que aumentou-se o

numero de elementos de contorno e convergiram mais rapido para a fungéo F2.
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9.3.2 Resultados para placas retangulares com carga uniaxial

Tabela 9 — MRD — Resultados para carga uniaxial em placas retangulares

A ¥ E |
b A A E E
a A 1 E
a/b h/b Literatura Células MRD Diferenca Literatura Células MRD Diferenca

(a) (b) (%) (a) (b) (%)

0,001 6,2499  6,2995 6,2567  0,1090 19,3380 19,8473 19,4529  0,5940
0,050 6,0346  6,0807 6,0456 0,1818 17,4347 17,6045 17,3410 -0,5372
0,100 54693 5,5067 5,4784  0,1656 13,2568 13,2916 13,0718 -1,3955
0,150 4,7305 4,7581 4,7375  0,1475 9,2233 9,3580  9,2946 0,7727

0,001 4,0000 4,0127 4,0034 0,0850 10,0737 10,1605 10,0458 -0,2769
0,050 3,9437  3,9561 3,9463  0,0669 9,5526 9,6326  9,5840 0,3282
0,100 3,7839  3,7952 3,7862  0,0599 8,2733 8,3375  8,3002 0,3252
0,150 3,5446  3,5543 3,5465  0,0548 6,7309 6,7769  6,8646 1,9858

0,001 4,3406 4,3595 4,3595  0,4351 8,3504 8,4152  8,4026 0,6255
0,050 4,2559  4,2743 4,2670  0,2598 7,9383 7,9973  7,9817 0,5463
0,100 4,0214  4,0377 4,0312  0,2430 6,9467 6,9930 6,9803 0,4836
0,150 3,6831  3,6965 3,6911  0,2184 5,7798 5,8130 5,8046 0,4294

0,001 4,0000 4,0127 4,0185  0,4637 7,8671 7,9538  8,1359 3,4165
0,050 3,9437  3,9561 3,9543  0,2679 7,4825 7,5353  7,7351 3,3760
0,100 3,7839  3,7952 3,7933  0,2492 6,5605 6,6056 6,6254 0,9894
0,150 3,5446  3,5543 3,5524  0,2203 5,4815 55117 55798 1,7934

NN = =t e e a0 00 O
OO OO NNO O OO(01Oo101Or

(a) Xiang, Wang e Liew (1993), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)
Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Tabela 10 — MRD — Resultados para carga uniaxial em placas retangulares 2
A A

b

a A A

Literatura Células Diferenca Literatura Células . o
ab h/b (a) (b) MRD (%) ¢ (a) (b) MRD  Diferenca (%)
0,5 0,05 1,4696 1,4721 1,4678 -0,1213 1,9464 1,9509 1,9444 -0,1006
0,5 0,10 1,3416 1,3433 1,3388 -0,2085 1,8233 1,8271 1,8202 -0,1700
0,5 0,45 11,2080 1,2088 1,2042 -0,3128 1,6839 1,6866 1,6796 -0,2552
1,0 0,05 1,9464 1,9508 1,9444 -0,1017 2,2452 22520 2,2433 -0,0867
1,0 0,10 1,8233 1,8271 1,8201 -0,1777 2,0852 2,0908 2,0815 -0,1762
1,0 0,15 1,6839 1,6866 1,6791 -0,2854 1,9035 1,9075 11,8981 -0,2854
1,5 0,05 21466 2,1490 2,1427 -0,1814 2,1920 12,1983 2,1883 -0,1697
1,5
1,5
2,0

Al

-
-
—

0,10 2,0007 2,0084 1,9950 -0,2833 2,0421 2,0472 2,0363 -0,2824
0,15 1,8753 1,8800 1,8264 -2,6058 1,8705 11,8741 1,8628 -0,4126
0,05 2,522 2,1737 2,1458 -0,2988 2,1960 2,2024 2,1902 -0,2662
20 0,10 2,0085 2,0182 2,0119 0,1692 2,0450 2,0502 2,0365 -0,4139
20 0,15 1,8437 1,8442 1,8561 0,6746 1,8725 11,8762 1,8618 -0,5720
25 0,05 2,903 2,2080 2,1958 0,2511 2,1961 2,2024 2,1880 -0,3695
25 0,10 2,0402 2,0549 2,0404 0,0122 2,0451 2,0503 2,0336 -0,5603
25 0,15 11,8689 1,8798 1,8639 -0,2699 1,8725 11,8762 1,8583 -0,7607
3,0 0,06 2,1920 2,1983 2,1845 -0,3426 2,1960 2,2023 2,1850 -0,5018
3,0 0,10 2,0421 2,0472 2,0300 -0,5945 2,0450 2,0502 2,0297 -0,7478
30 0,15 18705 11,8741 1,8552 -0,8186 1,8725 11,8762 1,8538 -0,9993
(a) Liew, Xiang e Kitipornchai (1996), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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Tabela 11 — MRD — Resultados para carga uniaxial em placas retangulares 3

A
b L Ei
Ta A |
ab  hib "“e(’ :)t“ra Ce(';')'as MRD  Diferenca (%)
0,5 0,056 24840 2,4932 12,4822 -0,0712
0,5 0,10 2,2948 2,3022 2,2911 -0,1615
05 0,15 2,0829 2,0883 2,0775 -0,2578
1,0 0,05 22676 2,2747 2,2657 -0,0854
1,0 0,10 2,1033 2,1090 2,0995 -0,1812
1,0 015 1,9171 1,9212 1,9115 -0,2905
1,5 0,05 22071 22136 2,2035 -0,1622
1,5 0,10 2,0536 2,0589 12,0479 -0,2768
1,5 015 18786 1,8823 1,8709 -0,4104
2,0 0,056 21964 2,2027 2,1905 -0,2683
20 0,10 2,0453 2,0504 2,0368 -0,4148
20 0,15 18726 11,8764 1,8620 -0,5666
25 0,05 21962 2,2025 2,1880 -0,3718
25 0,10 2,0451 2,0503 2,0337 -0,5589
25 0,15 18726 11,8763 1,8583 -0,7654
3,0 0,06 2,960 2,2024 2,1850 -0,5022
3,0 0,10 2,0450 2,0502 2,0297 -0,7480
30 0,15 1,8725 11,8762 1,8538 -0,9996
(a) Liew, Xiang e Kitipornchai (1996), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

9.3.3 Resultados para placas retangulares com carga biaxial - MRD

Tabela 12 — MRD — Resultados para carga biaxial em placas retangulares

X

PRLTTT

treettd

:

TTITT 1]

m

y E
g E
1_E

tifftts

a

Literatura Células . o Literatura Células Diferenca
ab h/b (a) (b) MRD Diferenca (%) (a) (b) MRD (%)
0,5 0,001 4,9999 5,0399 4,9902 -0,1939 15,6930 16,0735 15,8062 0,7210
0,5 0,050 4,8277 4,8659 4,8227 -0,1030 13,9625 14,2662 14,1169 1,1061
0,5 0,100 4,3754 4,4089 4,3716 -0,0876 10,5408 10,7230 10,6282 0,8296
0,5 0,150 3,7844 3,8122 3,7818 -0,0678 7,5254 7,6309 7,5723 0,6230
1,0 0,001 2,0000 2,0064 11,9966 -0,1690 5,3036 5,3482  5,3007 -0,0537
1,0 0,050 1,9719 1,9782 1,9689 -0,1526 5,0840 5,1254  5,1130 0,5710
1,0 0,100 1,8920 1,8980 11,8892 -0,1486 4,5400 4,5741 4,5638 0,5248
1,0 0,150 1,7723 1,7779  1,7699 -0,1354 3,8727 3,8992  3,8907 0,4652
1,5 0,001 1,4444 1,4478 1,4439 -0,0361 41212 41482  4,1324 0,2707
1,5 0,050 1,4297 1,4330 11,4292 -0,0373 3,9879 40132 4,0116 0,5935
1,5 0,100 1,3872 1,3904 1,3867 -0,0336 3,6415 3,6628  3,6619 0,5592
1,5 0,150 1,3218 1,3248 11,3213 -0,0350 3,1898 3,2067  3,2059 0,5062
2,0 0,001 1,2500 1,2525 1,2507 0,0548 3,9234 3,9479  3,9456 0,5658
2,0 0,050 1,2389 1,2414  1,2396 0,0542 3,8046 3,8276  3,8405 0,9447
2,0 0,100 1,2069 1,2093 1,2075 0,0507 3,4906 3,5100 3,5216 0,8882
20 0,150 1,1571 1,1593 1,1577 0,0491 3,0725 3,0876  3,0975 0,8122

(a) Xiang, Wang e Liew (1993), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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FITTTT

TTITTT

A A
- N

'T A A

tittttt titittt

Literatura Células Diferenca Literatura Células Diferenca
ab h/b (a) (b) MRD (%) (a) b) MRD (%)
0,5 0,05 0,9080 0,9101 0,9101 0,2219 1,1449 1,1492 1,1449 0,0008
0,5 0,10 0,8875 0,8889 0,8892 0,1869 1,0851 1,0893 11,0845 -0,0592
0,5 0,15 0,8577 0,8592 0,8589 0,1399 1,0155 1,0186 1,0143  -0,1223
1,0 0,05 0,9207 0,9227 0,9217 0,1099 1,0323 1,0352 1,0319  -0,0357
1,0 0,10 0,8977 0,8995 0,8985 0,0830 0,9954 0,9983 0,9947 -0,0750
1,0 0,15 0,8651 0,8663 0,8654 0,0385 0,9476 0,9497 0,9463  -0,1350
1,5 0,05 0,9324 0,9344 00,9341 0,1787 0,9930 0,9954 0,9927 -0,0220
1,5 0,10 0,9086 0,9105 0,9100 0,1510 0,9623 0,9648 0,9617  -0,0667
1,5 0,15 0,8747 0,8760 0,8756 0,1017 0,9208 0,9225 10,9196  -0,1308
2,0 0,05 0,9408 0,9428 00,9431 0,2469 0,9777 0,9799 0,9774  -0,0263
2,0 0,10 0,9168 0,9192 0,9188 0,2093 0,9496 0,9518 0,9488 -0,0793
2,0 0,15 0,8824 0,8873  0,8838 0,1584 0,9105 0,9121  0,9091 -0,1533
2,5 0,05 0,9467 0,9500 0,9495 0,3026 0,9709 0,9731 0,9707  -0,0251
2,5 0,10 0,9226 0,9301  0,9590 3,9428 0,9440 0,9461 00,9431 -0,0963
25 0,15 0,8878 0,8992 0,8925 0,5275 0,9061 0,9076 0,9044 -0,1886
3,0 0,05 0,9509 0,9611  0,9548 0,4155 0,9676 0,9697 0,9674 -0,0262
3,0 0,10 0,9267 0,9645 0,9513 2,6511 0,9414 0,9435 10,9403 -0,1142
3,0 0,15 0,8917 0,9053 0,9121 2,2889 0,9041 0,9055 0,9020  -0,2313

(a) Liew, Xiang e Kitipornchai (1996), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Tabela 14 — MRD — Resultados para carga biaxial em placas retangulares 3

PHTTHL

—

B

i

ETETE
ab hib ""e(’:)t“'a Ce(';')'as MRD  Diferenca (%)
05 005 1,7455 1,7549 1,7475 0,135
05 0,10 16222 16305 1,6226  0,0218
05 015 14827 14887 14817  -0,0695
10 005 1,1190 1,299 1,1125  -0,5829
10 010 10641 10677 10640  -0,0051
10 0415 10049 1,0075 10041  -0,0817
15 005 1,0148 1,0175 1,0150  0,0218
15 010 09807 09834 09804  -0,0360
15 015 09356 09375 09346  -0,1071
20 005 09860 09883 0,9860  0,0009
20 010 09564 09588 09559  -0,0573
20 015 09158 09175 09145  -0,1394
55 005 09746 09757 0,9745  -0,0074
25 0,10 09470 09622 09462  -0,0835
25 015 09084 09254 09067  -0,1815
30 005 09695 0,705 0,9693  -0,0128
30 0,0 09428 009573 09418  -0,1049
30 015 09051 00215 09031  -0,2255

(a) Liew, Xiang e Kitipornchai (1996), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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9.3.4 Resultados para placas retangulares com carga de cisalhamento — MRD

Tabela 15 — MRD — Resultados para cisalhamento em placas retangulares

—— = =
7 F

| A t | E I

S e

= | ._._A._._ f | _,_E,_,_ f

Literatura Células Diferenca Literatura Células Diferenca
ab hb (a) (b) MRD (%) (a) (b) MRD (%)

0,5 0,001 - 26,9274 26,0301 -3,3324 - 42,7394 41,6464 -2,5575
0,5 0,050 - 23,9614 23,4259 -2,2349 - 33,6784 32,6510 -3,0505
0,5 0,100 - 17,7443 17,2345 -2,8730 - 21,2577 20,4331 -3,8792
0,5 0,150 - 12,2767 11,8205 -3,7155 - 13,3468 12,7129 -4,7493
1,0 0,001 9,3400 9,4260 9,2794 -1,5559 14,7100 14,8702 14,7703 -0,6718
1,0 0,050 - 8,9979 8,9250 -0,8105 - 13,5493 13,4506 -0,7286
1,0 0,100 - 7,9200 7,8570 -0,7959 - 10,8453 10,7417 -0,9555
1,0 0,150 - 6,5963 6,5401 -0,8528 - 8,2270  8,1338 -1,1333
1,5 0,001 7,1000 7,1254 7,1165 -0,1252 11,5000 11,5923 11,5797 -0,1085
1,5 0,050 - 6,8879 6,8811 -0,0991 - 10,9795 10,7549 -2,0461
1,5 0,100 - 6,2612 6,2517 -0,1515 - 9,1297  8,9411 -2,0655
1,5 0,150 - 5,4326 5,4195 -0,2412 - 7,1367  7,0475 -1,2499
2,0 0,001 6,6000 6,6162 6,6538 0,5692 10,3400 10,3581 10,4093 0,4941
2, 0,050 - 6,4089 6,4271 0,2840 - 9,6753 9,7178 0,4396
2,0 0,100 - 5,8428 5,8568 0,2392 - 8,1421 8,1628 0,2552
20 0,150 - 5,0902 5,0986 0,1654 - 6,5061 6,5107 0,0711

(a) Timoshenko e Gere (1961), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)
Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Tabela 16 — MRD — Resultados para cisalhamento em placas retangulares 2

—— =

ATt
s kT
- WAy
ab  hib ""e(’:)t“'a Ce('g)'as MRD  Diferenca (%)
05 0,001 : 27,6157 26,9096  -2,5570
0.5 0,050 i 24.9439 239350  -4.0445
0.5 0100 i 184455 17.8668  -3.1373
0.5 0.150 ] 124725 11.9802  -3.9468
10 0001 122800 12.7360 12,8346 0,7741
10 0,050 i 117916 117647  -0,2284
10 0,100 : 9,7340  9,6786 10,5695
10 0.150 ] 7.6082  7.5402 10,8937
15 0001 11,1200 10,9085 10,8919  -0,1518
15 0,050 - 101715 101476  -0.2354
15 0,100 : 85249  8,4940 10,3623
15 0.150 ] 6.7780  6.7462 10,4699
20 0001 102100 10,1129 10,1544  0,4104
20 0050 i 9,4649  9,5008 0.3789
20 0100 : 8.0000 8,0168 0.2096
20 0150 ] 6.4202 64234 0.0495

(a) Timoshenko e Gere (1961), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)
Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Para as tabelas 15-16 onde nao houve solucdo analitica, as diferencas

foram calculadas com relagcéo as células de dominio.
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9.3.5 Graficos com o comportamento do MRD para carga uniaxial

Figura 29 — Convergéncia em placa com h/a = 0,001 com carga uniaxial — F1

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno em placa
com h/a = 0,001 no problema de flambagem uniaxial - f(r) = 1+r
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Figura 30 — Convergéncia em placa com h/a = 0,001 com carga uniaxial — F2

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno em placa
com h/a = 0,001 no problema de flambagem uniaxial - f(r) = 1+r+r2+r3
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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Figura 31 — Convergéncia em placa com h/a = 0,01 com carga uniaxial — F1

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,01 no problema de flambagem uniaxial -

f(r) = 1+4r
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Figura 32 — Convergéncia em placa com h/a = 0,01 com carga uniaxial — F2

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,01 no problema de flambagem uniaxial -
f(r) = 14r+r3+r3
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).



Figura 33 — Convergéncia em placa com h/a = 0,05 com carga uniaxial — F1

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos
de dominio em placa com h/a = 0,05 no problema de flambagem
uniaxial - f(r) = 1+r
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Figura 34 — Convergéncia em placa com h/a = 0,05 com carga uniaxial — F2

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,05 no problema de flambagem uniaxial -
f(r) = 14r+r34r®
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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Figura 35 — Convergéncia em placa com h/a = 0,1 com carga uniaxial — F1

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos
de dominio em placa com h/a = 0,1 no problema de flambagem uniaxial

- f(r) = 1+r
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Figura 36 — Convergéncia em placa com h/a = 0,1 com carga uniaxial — F2

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,1 no problema de flambagem uniaxial -
f(r) = 14r+r3+r3
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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Figura 37 — Convergéncia em placa com h/a = 0,2 com carga uniaxial — F1

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos
de dominio em placa com h/a = 0,2 no problema de flambagem uniaxial
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Figura 38 — Convergéncia em placa com h/a = 0,2 com carga uniaxial — F2

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,2 no problema de flambagem uniaxial -
f(r) = 14r+r3+r3
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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9.3.6 Comentarios sobre os problemas com carga uniaxial - MRD

Observando-se o0s graficos apresentados pode-se verificar que a
formulacéo é sensivel ao numero de elementos de contorno quando a espessura da
placa € de ordem h/a = 0,001, onde nota-se a convergéncia dos resultados a medida
que aumenta-se o numero de elementos de contorno juntamente com o numero de
pontos de dominio. Quando a placa tem aspecto de espessura de ordem h/a > 0,001
0 numero de pontos de dominio mostrou-se o fator principal para convergéncia do
problema uma vez que com um numero pequeno de elementos de contorno pode-se
obter diferengas pequenas com relagcéo aos resultados da literatura.

Os problemas com aspecto de espessura de ordem h/L > 0,001 e com
carga uniaxial podem ser resolvidos com facilidade, uma vez que precisaram de uma
malha pequena para que os resultados fossem satisfatérios.

As condicbes de contorno também influenciaram na obtengdo de
resultados, placas com condicbes engastadas convergiram mais lentamente que
placas com condi¢cdes simplesmente apoiadas.

Na grande maioria dos casos, a funcdo F1 convergiu mais rapidamente

que a funcéo F2.
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9.3.7 Graficos com o comportamento do MRD para carga biaxial

Figura 39 — Convergéncia em placa com h/a = 0,001 com carga biaxial — F1

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,001 no problema de flambagem biaxial - f(r)
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Figura 40 — Convergéncia em placa com h/a = 0,001 com carga biaxial — F2

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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Figura 41 — Convergéncia em placa com h/a = 0,01 com carga biaxial — F1
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Figura 42 — Convergéncia em placa com h/a = 0,01 com carga biaxial — F2

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,01 no problema de flambagem biaxial - f(r) =
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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Figura 43 — Convergéncia em placa com h/a = 0,05 com carga biaxial — F1

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,05 no problema de flambagem biaxial - f(r) =
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Figura 44 — Convergéncia em placa com h/a = 0,05 com carga biaxial — F2

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,05 no problema de flambagem biaxial - f(r) =
25.00 L+r+r24r®
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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Figura 45 — Convergéncia em placa com h/a = 0,1 com carga biaxial — F1

14.00

12.00

10.00

8.00

6.00

4.00

Diferenca (%)

2.00

0.00

-2.00

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,1 no problema de flambagem biaxial - f(r) =
1+r

e AAAA
e AEAL
AAAL
e ALAL
e EEEE

—

256 EL-16 PD 256 EL-64 PD 256 EL-256 320EL-256 384 EL-256 448 EL-256 PD 512 EL- 256
PD PD PD PD

Numero de elementos de contorno e pontos de dominio

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Figura 46 — Convergéncia em placa com h/a = 0,1 com carga biaxial — F2
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Figura 47 — Convergéncia em placa com h/a = 0,15 com carga biaxial — F1
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Figura 48 — Convergéncia em placa com h/a = 0,15 com carga biaxial — F2

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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9.3.8 Comentarios sobre os problemas com carga biaxial - MRD

Os problemas com carga biaxial precisaram de mais elementos de
contorno do que os problemas com carga uniaxial para que as diferencas fossem
pequenas, enquanto os problemas com carga uniaxial precisaram de no maximo 256
elementos de contorno, os problemas de carga biaxial precisaram de 384 elementos
de contorno ou mais. Quando a placa tem espessura de ordem h/L > 0,001 o
namero de pontos de dominio mostrou-se o fator principal para convergéncia do
problema uma vez que com um numero pequeno de elementos de contorno pode-se
obter diferengas pequenas com relagcéo aos resultados da literatura.

Novamente as condi¢des de contorno também influenciaram na obtencao
de resultados, placas com condicbes engastadas convergiram mais lentamente que
placas com condi¢gdes simplesmente apoiadas.

Assim como os problemas de cargas uniaxiais, para grande maioria dos

casos, a funcédo F1 convergiu mais rapidamente que a fungao F2.
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9.3.9 Graficos com o comportamento do MRD para carga de cisalhamento
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Figura 49 — Convergéncia em placa com h/a = 0,001 - cisalhamento — F1
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Figura 50 — Convergéncia em placa com h/a = 0,001 - cisalhamento — F2
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Figura 51 — Convergéncia em placa com h/a = 0,01 - cisalhamento — F1

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,01 no problema de flambagem por
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Figura 52 — Convergéncia em placa com h/a = 0,01 - cisalhamento — F2
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Figura 53 — Convergéncia em placa com h/a = 0,05 - cisalhamento — F1
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Figura 54 — Convergéncia em placa com h/a = 0,05 - cisalhamento — F2

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,05 no problema de flambagem por
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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Figura 55 — Convergéncia em placa com h/a = 0,1 - cisalhamento — F1

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,1 no problema de flambagem por
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Figura 56 — Convergéncia em placa com h/a = 0,1 - cisalhamento — F2

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,1 no problema de flambagem por
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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Figura 57 — Convergéncia em placa com h/a = 0,2 -cisalhamento — F1

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,2 no problema de flambagem por
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).

Figura 58 — Convergéncia em placa com h/a = 0,2 - cisalhamento — F2

Convergéncia devido ao aumento de elementos de contorno e pontos de
dominio em placa com h/a = 0,2 no problema de flambagem por
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019a).
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9.3.10 Comentarios sobre os problemas com carga de cisalhamento — MRD

Os problemas com carga de cisalhamento precisaram de mais elementos
de contorno do que os problemas com carga uniaxial e biaxial para que as
diferencas fossem pequenas. Quando a placa tem espessura de ordem h/L > 0,001
o numero de pontos de dominio mostrou-se o fator principal para convergéncia do
problema uma vez que com um numero pequeno de elementos de contorno pode-se
obter diferengas pequenas com relacéo aos resultados da literatura.

Novamente as condi¢des de contorno também influenciaram na obtencao
de resultados, placas com condi¢gbes engastadas convergiram mais lentamente que
placas com condi¢gdes simplesmente apoiadas. Diferentemente dos outros casos, a
funcdo F2 convergiu mais rapidamente que a funcao F1, isto pode ser devido a
complexidade da distribuicio das cargas de dominio para o problema de

cisalhamento ser maior.

9.4 RESULTADOS PARA PLACAS COM FUROS - MRD
9.4.1 Problemas com furo quadrado central - MRD

Foram resolvidos problemas de placas com furo quadrado central
solicitadas por carga uniaxial conforme a ilustracdo da Figura 59, variando-se o
aspecto d/a de 0,1 até 0,7, onde “d” é o tamanho do lado do furo e “a” € o tamanho
do lado inferior da placa. As placas estdo simplesmente apoiadas nas bordas
externas (com a condicdo “hard”) e livres nas bordas do furo. Também sera

analisada a influéncia da espessura das placas.

9.4.2 Malhas utilizadas para furo quadrado central com MRD

As malhas dadas pela tabela 18 possuem 384 elementos quadraticos nas
bordas externas e 96 elementos na borda do furo. Foram distribuidos de 836 até 984
pontos internos conforme o tamanho do furo. Os pontos internos foram posicionados
de maneira uniforme ao longo do dominio do problema. As malhas foram criadas por
um gerador de malhas desenvolvido pelo autor do presente trabalho na linguagem
Fortran 90.
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Figura 59 — Placa perfurada por furo quadrado solicitada por carga uniaxial
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Figura 60 — Malha para placa com furo quadrado d/a

O autor (2020).

Fonte



176

9.4.3 Malhas para furo quadrado central com células de dominio

Também foram calculados os problems com furo quadrado central
utilizando-se células de dominio constantes, onde o centro de gravidade da célula é
distante do contorno, ou seja, a cada 2 elementos de contorno utiliza-se 1 célula de
dominio. A Figura 61 mostra a uma malha de 448 elementos de contorno e 1344

células de dominio.

Figura 61 — Malha para placa com furo quadrado d/a = 0,4 — Células de dominio
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Fonte: Adaptado de Soares Jr. (2015).

Tabela 17 — Malhas para células de dominio com furo quadrado central

Aspecto d/a Elementos de Contorno Células de Dominio
0,1 704 6336
0,2 768 6144
0,3 832 5824
0,4 896 5376
0,5 960 4800
0,6 1024 4096
0,7 1088 3264

Fonte: O autor (2020).
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Nas tabelas 18-20 é possivel observar o comportamento da formulagdo

que utiliza o MRD, onde na coluna “EL” pode-se ver o numero de elementos, no

caso 480 elementos quadraticos, sendo 384 elementos na borda externa e 96 na

borda do furo. Os pontos de dominio estdo na coluna “PD”.Os resultados sao

comparados com os obtidos por células de dominio, usando-se as malhas da tabela

17. A funcao de aproximagao das cargas de dominio foi f(r) =1 +r.

Tabela 18 — MRD — Resultados para placas com furo quadrado 1 — Malha 1

EL PD  da h/ah:F:)I,)om h/gillgi)sm Diferenca % h/aM=R(I)),01 hgéLutl)?& Diferenca %
480 864 0,1 3,7946 3,7994 -0,1272 3,7879 3,7932 10,1406
480 836 02 34397 3,4494 -0,2821 3,4296 3,4412 10,3394
480 880 03 31713 3,1883 -0,5375 3,1575 3,1782 10,6547
480 936 04 29998 3,0297 -0,9955 2,9810 3,0153 1,1503
480 896 05 2,9069 2,9310 -0,8282 2,8881 2,9096 10,7440
480 924 06 2,8186 2,8664 1,6977 28175 2,8352 10,6280
480 984 07 1,0569 28449  -169,1660 2,800 2,7998 0,0094

Fonte: O autor (2020).
Tabela 19 — MRD — Resultados para placas com furo quadrado 2 — Malha 1

EL PO da /aM=R305 hf;éL“('fgs Diferenca % . /2”5?),1 ﬁ:’:'g; Diferenca %
480 864 0,1 3,7248 3,7313 -0,1738 3,5722 3,5819 -0,2721
480 836 02 3,3602 3,3747 -0,4304 3,2140 3,2344 -0,6352
480 880 03 3,0774 3,1034 -0,8445 2,9207 2,9577 -1,2654
480 936 04 2,8781 2,9207 -1,4797 2,6898 2,7495 -2,2199
480 896 05 2,7562 2,7820 -0,9376 2,5333 2,5670 -1,3293
480 924 06 2,6392 2,6625 -0,8811 2,3596 2,3884 -1,2224
480 984 07 2,5388 2,5629 -0,9512 2,2438 2,2716 -1,2388

Fonte: O autor (2020).
Tabela 20 — MRD — Resultados para placas com furo quadrado 3 — Malha 1

EL  PD da o Eg,z ,S:":"g’sz Diferenca %
480 864  0A 3,0712 31043 14,0777
480 83 02 27135 2,8052 -3,3791
480 880 03 23788 25138 5,6729
480 936 04  2,0842 22235 6,6819
480 896 05 19152 17185 10,2718
480 924 06 1,4944 11755 21,3382
480 984 07 08317 0,7263 12,6747

Fonte: O autor (2020).
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Decidiu-se testar uma segunda malha dobrando-se o numero de pontos

de dominio, onde verificou-se a convergéncia na maioria dos problemas:

Tabela 21 — MRD — Resultados para placas com furo quadrado 4 — Malha 2

EL  PD  da h/aniF:JI,)OO1 h/gﬂlgi)sm Diferenca % h/aM=R(I)),01 hgélu:)a,‘; Diferenca %
480 1564 0,1 3,7975 3,7994 20,0500 3,7909 3,7932 20,0607
480 1500 0,2 3,4442 3,4494 -0,1503 3,4343 3,4412 10,2021
480 1568 03 13,1854 3,1883 -0,0899 3,1723 3,1782 10,1847
480 1536 04  3,0194 3,0297 -0,3423 3,0012 3,0153 10,4696
480 1533 05 2,9066 2,9310 -0,8412 2,8879 2,9096 10,7510
480 1548 06 2,8431 2,8664 -0,8179 28198 2,8352 10,5468
480 1632 07  2,8168* 2,8449 -0,9958 28131 2,7998 0,4733

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019b).

Tabela 22 — MRD — Resultados para placas com furo quadrado 5 — Malha 2

EL PD  da /aM=R(I;),05 hf;é':“(')"jgs Diferenca % /2’":3,1 rﬁg':'gj Diferenca %
480 1564 0,1 3,7284 3,7313 -0,0769 3,5780 3,5819 10,1085
480 1500 02 13,3659 3,3747 10,2608 3,2202 3,2344 10,3784
480 1568 03 13,0957 3,1034 10,2489 2,9471 29577 10,3588
480 1536 04 12,9028 2,9207 0,6165 2,7247 2,7495 10,0084
480 1533 05  2,7565 2,7820 -0,0242 2,5346 2,5670 1,2789
480 1548 06  2,6412 2,6625 -0,8073 23614 2,3884 1,1414
480 1632 07 25730 2,5629 0,3917 22611 22716 0,4665

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019b).

Tabela 23 — MRD — Resultados para placas com furo quadrado 6 — Malha 2

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019b).

EL  PD  da /';"fg,z ,S:":"g’sz Diferenca %
480 1564 0 3,0798 3,1043 -0,7943
480 1500 02 27555 2,8052 1,8052
480 1568 03 2,479 25138 1,3677
480 1536 04  2,2025 22235 10,9538
480 1533 05  1,6960**  1,7185 -1,3296
480 1548 06  1,2087** 1,755 27468
480 1632 07  0,7813*  0,7263 7,0445

Os resultados marcados com (**) precisaram ser resolvidos com 1280

elementos de contorno (1024 elementos quadraticos para borda externa e 256 para

borda do furo) para que fossem obtidos bons resultados, estes problemas ocorreram
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na placa com furo d/a = 0,7 e aspecto de espessura h/a = 0,001, e para as placas
com furos d/a = 0,5, 0,6 e 0,7 para aspecto de espessura h/a = 0,2.

Os gréficos da Figura 62 mostram a comparacao dos resultados obtidos
pelo MRD com os obtidos pelas células de dominio:

Figura 62 — Grafico com comparacao entre as células de dominio com MRD

Comparagao entre as células de dominio e o MRD para placas com
furo quadrado central
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2019b).

Notou-se um bom comportamento da formulacdo na maioria dos casos
testados. Para problemas com furos grandes d/a >= 0,7 e aspecto de espessura h/a
= 0,001 houve a necessidade de aumentar o numero de elementos de contorno para
obter-se uma resposta satisfatoria, isto € devido a integracdo das fungdes de Bessel
com argumento grande as quais tornam-se problematicas quando a placa € muito
fina, nestes problemas de espessuras finas o numero de pontos de dominio tém
menor influéncia do que o numero de elementos de contorno. Também houve a

necessidade de aumentar-se o nimero de elementos de contorno para problemas
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com furos d/a >= 0,5 e aspecto de espessura h/a = 0,2, para estes problemas de
espessura moderada, o aumento de numero de elementos de contorno e pontos de

dominio tém influéncia similar na convergéncia dos resultados.

9.4.5 Problemas com furo circular central - MRD

Foram resolvidos problemas de placas com furo circular central solicitadas
por carga uniaxial conforme a ilustracao da Figura 63, variando-se o aspecto d/a de
0,1 até 0,7, onde “d” é o tamanho do didmetro do furo e “a” é o tamanho do lado
inferior da placa. As placas estao simplesmente apoiadas nas bordas externas (com
a condigao "hard”) e livres nas bordas do furo. Também sera analisada a influéncia

da espessura das placas.

9.4.6 Malhas utilizadas para furo circular central com MRD

As malhas possuem 384 elementos quadraticos nas bordas externas e 96
elementos na borda do furo. Foram distribuidos de 1460 até 1584 pontos internos
conforme o tamanho do furo. Os pontos internos foram posicionados de maneira

uniforme ao longo do dominio do problema.

Figura 63 — Placa perfurada com furo circular solicitada por carga uniaxial
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Fonte: Adaptado de Soares Jr. e Palermo Jr. (2018).
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Figura 64 — Malha para placa com furo circular d/a
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9.4.7 Malhas para furo circular central com células de dom

foram calculados os problems com furo circular central

Também

utilizando-se células de dominio constantes, onde o centro de gravidade da célula é

distante do contorno, ou seja, a cada 2 elementos de contorno utiliza-se 1 célula de

ao

As malhas sdo estruturadas e a forma das células mantém um padr

dominio.

distancia de dois elementos de contorno do furo, nas

retangular até chegar a

proximidades do furo o numero de células foi aumentado para melhor descrever a

A Figura 65 mostra uma malha de 208 elementos de

s

de tensdes na area.

variacao

contorno e 460 células de dominio.
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Figura 65 — Malha para placa com furo circular d/a = 0,2 — Células de dominio

rerrbaes -4

Fonte: Adaptado de Soares Jr. e Palermo Jr. (2018).

Tabela 24 — Malhas para células de dominio com furo circular central
Elementos de

Aspecto d/a Células de Dominio

Contorno
0,1 192 448
0,2 208 460
0,3 224 464
0,4 240 460
0,5 256 448
0,6 272 428
0,7 288 400

Fonte: O autor (2020).

9.4.8 Resultados para placas com furo circular central - MRD

Nas tabelas 25-27 é possivel observar o comportamento da formulacao
que utiliza o MRD, onde na coluna “EL” pode-se ver o nimero de elementos de
contorno totais, no caso 480 elementos de contorno quadraticos, sendo 384
elementos na borda externa e 96 na borda do furo. Os pontos de dominio estdo na

coluna “PD”. Os resultados sdo comparados com os obtidos por células de dominio
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usando-se as malhas da tabela 24. A funcao de aproximacao das cargas de dominio

utilizada foi a funcao f(r) =1 +r

Tabela 25 — MRD — Resultados para placas com furo circular 1

EL PD  da h/aniF:JI,)OO1 h/gﬂlgi)sm Diferenca % h/aM=R(I)),01 hgélu:)a,‘; Diferenca %
480 1584 0,1 3,8402 3,84371 -0,0908 3,8383 3,8442 -0,1547
480 1540 02 3,5162 3,51651 -0,0086 3,5150 3,5166 -0,0450
480 1460 0,3 3,2309 3,22691 0,1246 3,2297 3,2260 0,1142
480 1572 04 3,0360 3,02691 0,3005 3,0330 3,0244 0,2813
480 1488 0,5 2,9176 2,89594 0,7434 2,9110 2,8904 0,7069
480 1532 06 2,8092 2,80079 0,2994 2,8266 2,7900 1,2937
480 1528 0,7 2,7603** 2,71648 1,5876 2,7683 2,6972 2,5670
Fonte: O autor (2020).
Tabela 26 — MRD — Resultados para placas com furo circular 2
EL PD  da /aM=R(I;),05 hf;é':“(')"jgs Diferenca % /2’":3,1 rﬁg':'gj Diferenca %
480 1584 0,1 3,7890 3,7944 -0,1416 3,6423 3,6471 -0,1314
480 1540 02 3,4730 3,4742 -0,0351 3,3476 3,3481 -0,0170
480 1460 03 3,1906 3,1864 0,1315 3,0757 3,0706 0,1656
480 1572 04 2,9892 2,9799 0,3127 2,8679 2,8578 0,3533
480 1488 05 2,8501 2,8310 0,6711 2,7016 2,6829 0,6946
480 1532 0,6 2,7401 2,7024 1,3737 2,5305 2,5005 1,1852
480 1528 0,7 2,6370 2,5606 2,8982 2,2669 2,2929 -1,1445

Tabela 27 — MRD — Resultados para placas com furo circular 3

Fonte: O autor (2020).

EL  PD da o Eg,z ,S:":"g’sz Diferenca %
480 1584 0 3,1528 3,1559 20,0961
480 1540 02 29165 29152 0,0427
480 1460 03 2,601 26545 0,2124
480 1572 04  2,3884 2,4601 -3,0018
480 1488 05 19122 1,8480 3,3574
480 1532 06 13337 12738 4,4873
480 1528 07 08075 0,7799 3,4165

Fonte: O autor (2020).

Os resultados marcados com (**) precisaram ser resolvidos com 1280

elementos de contorno (1024 elementos quadraticos para borda externa e 256 para
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borda do furo) para que fossem obtidos bons resultados, estes problemas foram a
placa com furo d/a = 0,7 e aspecto de espessura h/a = 0,001.

Os gréficos da Figura 66 mostram a comparacao dos resultados obtidos
pelo MRD com os obtidos pelas células de dominio:

Figura 66 — Grafico com comparacao entre as células de dominio com MRD

Comparagao entre as células de dominio e o MRD para placas com
furo circular central
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Fonte: O autor (2020).

Notou-se um bom comportamento da formulacdo na maioria dos casos

testados. Para problemas com furos grandes d/a >= 0,7 e aspecto de espessura h/a

= 0,001 houve a necessidade de aumentar o numero de elementos de contorno para

obter-se uma resposta satisfatéria, isto € devido a integracdo das func¢des de Bessel

com argumento grande as quais tornam-se probleméticas quando a placa é muito

fina, nestes problemas de espessuras finas o numero de pontos de dominio tém

menor influéncia do que o numero de elementos de contorno.
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Os problemas com furos circulares s6 puderam ser resolvidos devido a
aplicacdo do operador tangente nas derivadas segundas das solugdes
fundamentais, uma vez que o cédigo fornecido por GAO (2006) ndo é capaz de
resolver integrais Supersingulares (rig) em elementos curvos. A diminuicdo do grau
de singularidade Supersingulares para integrais do tipo Hypersingular (%2) resolveu

o problema.
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10 O METODO DA INTEGRAGAO RADIAL

10.1 INTRODUCAO AO METODO DA INTEGRACAO RADIAL

Apesar do sucesso do MRD na conversao das integrais de dominio para
integrais de contorno aproximadas, o estudo do método revelou algumas de suas
desvantagens. A necessidade de solugbes particulares para o MRD se mostrou
como a principal desvantagem do método, uma vez que pode haver dificuldade no
célculo das mesmas para certos tipos de problemas e de fun¢des de aproximacao
conforme mostrado por Albuquerque, Sollero e Paiva (2007). Como alternativa ao
MRD, Gao (2002) apresentou o Método da Integracao Radial (MIR).

Uma das bases para formulacdo do MIR esta na utilizacdo de
coordenadas polares para auxiliar na integracdo de dominio, esta transformagéo foi
inicialmente proposta por Venturinni (1988), integrando-se as cargas de dominio de
forma analitica. A primeira vez que as coordenadas polares foram utilizadas em
conjunto com a aproximacao de funcdes de base radial foi no trabalho de WEN,
Aliabadi e Rooke (1998), propondo um método de conversao de integrais de dominio
para integrais de contorno, onde o nucleo da integral de dominio incluindo a solugéo
fundamental foi aproximado pela funcao radial.

Baseando-se em seu trabalho anterior (GAO, 2001), Gao (2002) fez o uso
de manipulagées matematicas e utilizando-se da integragdo numérica, generalizou a
aplicacdo de coordenadas polares em conjunto com fungdes de base radial para
conversdao de integrais de dominio para integrais de contorno aproximadas,
chamando o método obtido de “Método da Integracdo Radial’. Uma diferenca com o
trabalho de Wen, Aliabadi e Rooke (1998) foi que a solugdo fundamental ndo era
aproximada pela funcdo de base radial. Gao também mostrou diversas vantagens
iniciais do MIR com relacdo a outros métodos, como a reducdo de grau de
singularidade da solugdo fundamental, a escolha livre das fungbes de base radial
sem a necessidade de calculo de solugdes particulares e a sua facil implementacao
em codigos ja existentes.

No presente trabalho é estudada a aplicagdo do MIR em problemas de
placas que levam em conta o efeito da deformagdo por cortante, mostrando
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resultados em placas com diversas condi¢cdes de contorno e aspectos de espessura.
Analisou-se placas perfuradas com furos centrais quadrados e circulares. Também

sd0 mostradas as vantagens e desvantagens do MIR com relagédo ao MRD.
10.2 BASE TEORICA PARA O METODO DA INTEGRAGAO RADIAL

O método da integracao radial (MIR) serd usado para tratar as integrais
de dominio das equacdes 4.3 e 4.4. O método € elaborado em de duas premissas: a
conversdo para coordenadas polares e a utilizagdo de fung¢des de base radial para
aproximacao das cargas de dominio. Seguindo os trabalhos de Venturinni (1988),
Wen, Aliabadi e Rooke (1998) e Gao (2002) pode-se converter as coordenadas de

uma integral de dominio para coordenadas polares utilizando a relacdo 10.1:
x=rcos(8) y=rsin(0) dQ=rdrdf (10.1)

Para um dominio circular, pode-se encontrar a relagdo 10.2:

ﬂ F(x,y)dQ = fozn fOrF(r, 6)rdrd6 (10.2)
Q

Para converter a integral de dominio para coordenadas polares em um

dominio genérico, Gao (2002) propds as relagdes 10.3:

g - cos(@ dr (10.3)
r
Substituindo a equacao 10.3 na equacao 10.2 pode-se obter:
r dr
J f F(r,0yrdr D4 (10.4)
r Jo r

A derivada normal do raio é dada por 10.5:
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cos(a) = dd_:L (10.5)

Substituindo a equagédo 10.5 na equacdo 10.4 e arranjando os termos

pode-se encontrar a equacgao 10.6:

ff F(x,y)dQ =fr %Z—;(LTF(r,H)rdr> dr (10.6)
Q

Para cargas de dominio representadas por fungcbes simples como
constante e polinomial, esta integral pode ser calculada de maneira analitica.

10.3 O METODO DA INTEGRAGCAO RADIAL PARA EQUACAO INTEGRAL DOS
DESLOCAMENTOS

Inicialmente sera aplicado o MIR para a integral de dominio presente na
equacao 4.3, esta integral contém a primeira derivada das solu¢des fundamentais de
deslocamento, sendo dada pela equacéo 10.7:

I = j ] Nop (K1t 5 (X) Ui o (', X)dOL(X) (10.7)
Q

A aproximagdo das normais multiplicadas pelas derivadas do
deslocamento transversal é feita por uma funcdo de base radial utilizando-se uma
quantidade “m” de pontos no contorno e dominio do problema, conforme pela

equagao 10.8:
f(R)ag" = Ngguz g (10.8)

Substituindo a equacgéo 10.8 na equagédo 10.7 e utilizando a equagéo 10.6
pode-se converter a integral de dominio para integral de contorno utilizando o MIR:
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1d (@)
I, = Z ag' {f ;é(f Ui3‘9(r)f(R)‘rdr> dI‘} (10.9)
- r 0

A equacao 10.9 esta escrita em uma forma simplificada, para realizar a
integral radial corretamente, é necessario converter a funcdo de aproximacao f(R)

para que o raio “R” de aproximacao da funcao radial fique em funcéo do raio “r’ que

sai do ponto fonte até o elemento de contorno. Para isto pode-se usar a Figura 67:

Figura 67 — Relacdes entre a solucao fundamental e o raio de aproximacéao
0

Fonte: Adaptado de Gao (2002).

Onde “A” é o ponto de aproximacdo da fungdo de base radial, “p” é o
ponto fonte e “Q” é o ponto campo no elemento de contorno. Da Figura 2 é possivel

estabelecer a relagdo 10.10:

R=+r2+sr+R? (10.10)

Os valores de s e R sdo dados por GAO (2002):

ﬁ:\/(xp—xA)2+(yp—}’A)2 (10.11)

s = Z[ﬁl(xp —x4) + T,Z(yp —¥a)]

Utilizando como exemplo a funcdo de aproximacado f(R)=1+R, pode-se

substituir as relacdes das equacdes 10.10 e 10.11 na equacao 10.9, obtendo-se:
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I = mf Ldr fT(Q)U () {1417 + 57+ R} rdr ) dr (10.12)
1= Qg L rdn\), i30T r ST rdr .
Utilizando por exemplo a solugdo fundamental U3¢ a integral radial fica

da seguinte maneira:

L aé"fr %3_;([@) {_%[5@(2 In(Ar) — 1) + 2nenﬁ]}{1 +r2 +sr+ EZ}rdr> ar  (10.13)

A integral radial da equacao 10.13 tem grande influéncia no resultado
obtido pelo MIR. O nucleo desta integral é regular, podendo-se aplicar a integracéo
numérica de Gauss convencional. No presente trabalho adotou-se que o raio r(Q)
partira do ponto fonte até cada um dos pontos relacionados a integracao de Gauss
distribuidos dentro do elemento quadratico. Verificou-se que 4 pontos de Gauss sao
suficientes para resolver problemas com furos grandes de ordem d/L = 0,7. Desta
forma o tempo de processamento aumenta, pois deve-se realizar 4 integrais radiais

por elemento de contorno, conforme a Figura 68:

Figura 68 — Raios do ponto fonte a pontos de Gauss dentro do elemento

“=~- Pontos de integraciio
dentro do elemento de contorno

Ponto \
fonte ]

Fonte: O autor (2020).
Para cada elemento de contorno, sdo entdo marcados 4 pontos de Gauss
dentro do elemento, estes servirdo de ponto campo para 4 integrais radiais. A
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integracao de contorno é feita simultaneamente com a integral radial, percorrendo

todos os elementos de contorno, conforme a equacao 10.14:

NE 4

dr(xgq) r(xga) _
I, = Z al {z Z e — ( fo F(r,Am)dr> ](xga)wga} (10.14)

n=1a=

Onde NE é o numero de elementos de contorno, x,, sd@o os pontos de
Gauss, wy, sdo os pesos de Gauss, N € o nimero de pontos no contorno e L € o

1 dr(xga)

r(xga)’ dn
relacionados ao elemento de contorno quadratico. Cada integral radial devera ser

namero de pontos internos. Para a equacédo 10.14, e J(xgq) €stéo

resolvida utilizando uma técnica de integracdo apropriada, para as primeiras
derivadas da solugédo fundamental de deslocamentos a integral radial é regular e ndo
€ necessario um tratamento numérico além da integracdo numérica de Gauss.

Para se montar a matriz do MIR deve-se fixar um ponto fonte e o ponto de
aproximagao da fungéo de base radial. Feito isso, integra-se todos os elementos de
contorno utilizando-se a equacédo 10.14. O somatdrio da contribuicdo de todos os
elementos de contorno fica na primeira coluna da matriz principal. O ponto de
aproximacao entdo é trocado para o préximo ponto e integra-se todos os elementos
de contorno, colocando-se agora todas as contribuicdes na coluna 2 da matriz. Este
procedimento é feito até que todas as colunas da matriz sejam preenchidas, ou seja,
a integral para o ponto fonte 1 foi calculada para todos os pontos de aproximagéo da
funcao de base radial.

Pode-se entdo repetir o procedimento para todos os pontos fonte do
problema. Para encontrar-se a integral de dominio basta multiplicar a matriz final
pelos coeficientes obtidos na aproximagao por fungdo de base radial, conforme
equacgao 10.15:



192

f 1dr A)drf Ldr b A)drf LT o AT
- rdn P1,A41 . rdn p1, A4z . rdn p1,A3)
Li(p1, Uize)

L(Py Uss) f Ldr b A)drf Ldr b A)dl“f LT o, AT
1\P2, ¥i3,0) | — ~ o D2, A ~ o D2, A o2, A3
I, (ps, Uisp) r rdn r rdn r rdn

3,411 3,412 3,413
rdn rdn rdn
r r : r (1015)

Onde:

T(Xga)

F (D ) = f Ups.s () f R(r, R))rdr
0

pm = ponto fonte A, = ponto de aproximacao

A matriz da equacdo 10.15 é armazenada para ser usada posteriormente
no processo iterativo para obtencao das cargas criticas. Ela serd multiplicada pelos
coeficientes af* obtidos em cada iteracao do problema de autovalor. Substituindo a
integral de dominio convertida pelo MIR na equacao integral de deslocamentos

pode-se obter a equacao 10.16:

1
ECij(x’)uj (x") + f [T (', ) (x) — Uy (x', )t () ]dT (x) = ---.
r

= J ng(x)Ngp (uz g () Uiz (x', x)dI' (x) + - (10.16)
r

p [ 1 (1 R)rdr | dr
-, 2ol vsery@rar)ar]

m=

10.4 O METODO DA INTEGRAGAO RADIAL PARA A DERIVADA DA EQUACAO
INTEGRAL DOS DESLOCAMENTOS

Serd entdo aplicado o MIR para a integral de dominio presente na
equacao 4.4, esta integral contém a segunda derivada das solugdes fundamentais
de deslocamento, sendo dada pela equacao 10.17:

L = j j Nop (K1t 5 (X) Uss o (X', X)dQU(X) (10.17)
Q
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A aplicacdo do MIR é feita de maneira analoga a equacao integral dos
deslocamentos, a derivada da equacéo integral dos deslocamentos com MIR é dada

pela equacéo 10.18:

Gusy (x') = f {na(OMsapy (x', X)ug (x) + ng () Qapy (x', X)uz (x) + -+
r

o =Usgy (6, )t (x) = Uss (x', )t5(0) }dT (x) — f N () Neg (O 5 () U3 (6, )dl () + - (10.18)
T

v 1Ldr [ (7@
o Z al { f ;é( f Usyo () f(R)rdr) dI‘}
— r 0

De acordo com os trabalhos de Bui (1978) e Telles (1979), quando é
realizada uma integracdo de dominio em uma integral do tipo Cauchy é necessario
uma analise limite para verificar a existéncia de termos livres, a qual sera feita a
seguir. Considerando um ponto fonte no dominio, pode-se escrever a integral de

dominio da seguinte maneira:

9]
|| Nos GO 5000530, (67, 200000 = o [ BoGOUs o' OGO (10.19)
Q Y //Q

Sera entdo removido um circulo de tamanho unitario Q. ao redor do ponto

fonte e a carga de dominio dentro deste circulo sera considerada constante.

b U X' —
(')xyﬂQ o (X) U330, (X', X)dQU(X) =
(10.20)

Hﬂ_ﬂs bG(X)i(Ug?,,H(X’,X)) dQ(X) +0ixyﬂgs be(X) (U33,9(X’,X)) dQ,(X)

dx,

Aplicando o teorema da divergéncia na segunda integral do lado direito da
equacao 10.20 e considerando o termo bg(X') constante no circulo:
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ox, f be(X)Us30(X', X)dQ(X) =
- (10.21)

Il o a% (0550 0) 000 + 550 | (U330 20) mylr )

Onde I, é o contorno de um circulo de raio unitario. Convertendo a
segunda integral do lado direito da equagédo 10.21 para coordenadas polares pode-
se obter a equacao 10.22:

bl 21
f f by (X)W(U%,g (X',X)) dQ(X) + by (X" f Usso(X', X)n,rd¢ (10.22)
0-Q, Y 0

A solugéo fundamental Us3 ¢ € dada pela equagéo 10.23:

1 1 ro
Usso = 4nD (ln(z) B 5) e~ nD(1 — v)A?r (10.23)

O primeiro termo no lado direito da equacdo 10.23 é regular e nao gera
termos livres. O segundo termo tem uma singularidade forte e deve ser verificada a
existéncia de termos livres. Escrevendo a solucdo fundamental de uma maneira

conveniente:

U X', X
] j bg(X)—(U339(X’ X)) dQ(X) + b (X") f M rd@ (10.24)
O-Q¢
Simplificando a integral com relacdo a r:
] 2m _
f f by (X) 5 (Us3,0 (X', X)) dUX) + b (X") f Usz.0 (X', X)n, dop (10.25)
Q-9 Y 0

A solugédo fundamental Us; 4 € dada por:
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To

Ussp(X',X) = D — )2

(10.26)
Substituindo a equacao 10.26 na integral da equagao 10.25:

d , . 2T o
ffﬂ_ﬂsbe(X)@(Ugae(X ,X))dQ(X)+b9(X ) fo —mnydcp (10.27)

Quando r tende a 0, os valores de 74 ,n,valem:

r1 = cos(@) 1, = sen(p)

(10.28)
ny = cos(¢) n, = sen(y)
A partir da equacéao 10.28 pode-se obter a seguinte relacao:
21
f Ton,d@ = g, (10.29)
0

Utilizando a equacgéo 10.29 pode-se calcular a integral da equagao 10.27:

bg(X")6¢,

D)1 (10.30)

[ 5000 5 (Uex'30) dercx) -
Q-Q, 0xy ’

O termo da direita da equacado 10.30 é o termo livre da integracdo de
dominio quando o ponto fonte esta no dominio. Quando o ponto fonte esta no
contorno a integracdo acontece ao longo da metade de um circulo, obtendo-se o
termo livre da equagéo 10.31:

bg(x")gy

N[ o= 2o )0y
be(x)fo DA -2 = T e (10:31)

A integral da esquerda da equacéo 10.30 deve ser avaliada no sentido do
valor principal de Cauchy. O termo livre da equagado 10.31 é entdo incorporado na
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equacao integral da derivada dos deslocamentos transversais, sendo que o

coeficiente “g” vale 1 para o ponto fonte no dominio e 0,5 para o ponto fonte no

contorno:

Gusy (x') = f {na(OMsapy (x', X)ug (x) + ng () Qapy (x', X)uz (x) + -+
r

e =Usgy (', )t (X) = Uszy (x', x)t5 (x) }dI () —fna(x)Nag(x)us,g(x)Uis,y(x’,x)dF(X) +- (10.32)
r

N Ldr [ (7@ f(R)8g,

Além do termo livre, também é necessario um tratamento da integral
radial pois o termo Us; 6, (r)f(R)r contém uma singularidade do tipo Cauchy. Este
tratamente € mostrado nos trabalhos de Guiggiani e Gigante (1990) e Gao (2002). A
solugao fundamental Us; 4, € dada pela equagéo 10.33:

1 1 1
Uss.oy = %—D<56y <ln(z) - E) + T,er,y> T aDA = )i (8oy — 2107y) (10.33)

Quando multiplicados por r na integral radial, o primeiro termo do lado
direito da equacao. 10.33 é regular e 0 segundo termo necessita de um tratamento
subtraindo-se a singularidade. Para realizar este procedimento, multiplica-se a

fungéo da integral radial por r obtendo-se o termo da equagéo 10.34:
hoy(r) = (F (R)U33,6,7)1 = f(R)Us3,6y77 (10.34)

Para realizar a subtracdo de singularidade, pode-se realizar a analise

limite de hg, (1):

_ _ 1
lim hg) (1) = hgy (R) = f(R) (- DA (5ey - Zr,ar_y)> (10.35)
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A equacéao 10.35 contém as derivadas do raio pois estas sao constantes
para a integral radial. Subtraindo-se a singularidade e adicionando o termo

novamente obtém-se a equagao 10.36:

1dr ( (7@
f __<f Ussyo(Nf (R)Tdr) dr =
r 0

rdn

Ldr ( (7@ hg,(r) — hyy(R) Ldr { (7@ hy(R) (10.36)
fr__<fo ; - dr)‘“”rfr ——UO y—dr)d[‘

rdn r rdn r

A integral da esquerda pode ser calculada utilizando a quadratura de
Gauss convencional. Para a integral da direita deve ser feita a remocao de um

circulo de raio € no limite inferior da integral radial:

@ h, (R @ h, (R
j lﬂ<j Mdr) dr =f 1ﬂ(limf Mdr) dr (10.37)
r 0 r r €20 Je

rdn rdn r

A analise limite da equacao 10.37 resulta na equacao 10.38:

1d - r@1q 1d _

r rdn £-0

Substituindo o resultado na integral da equacao 10.36:

rdn

r(Q)
j - (J Uss,ve (T)f(R)rdr> dr =
r 0
(10.39)

[ < fr@ hoy (r) = hey (R |
r 0

rdn r

d L (R d
Jars [ 25 @G @)ar

A equacdo integral da derivada dos deslocamentos com o MIR com termo
livre para integral de dominio e tratamento para integral radial com singularidade
forte fica conforme equagédo 10.40, sendo esta a equagéo final a ser utilizada para
aplicacédo do MIR:
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gus, (x') = f {na(OM3ap, (&', X)ug () + 1 (1) Q3p, (x', Vs (x) + -+
r

v =Uspy (', ) tp(x) — Usg, (', x)t3(x)}dr‘(x) — f Mg (X)Neg (X)us g (X)Ujs,, (x', x)dT (x) + -

N+ ' (10.40)
S ([ 1dr( (T@hg, () — hey (R) Lar
+;1a9 UF ?%(fo - dr>dl“+fF ;%hey(R)ln(T(Q))dF
_ g SRy
IDA -1z

O operador tangente foi aplicado para reduzir o grau de singularidade das
integrais de contorno, a equacao 10.41 mostra a equacao 10.40 com a utilizacao do
operador tangente:

gu3,y(x,) = f{MSaﬁ(xlﬂx)Dya [u[f] + Q3Bnyuﬁ + Q3ﬁDyﬁ [u3] + -
r

v =Uspy (X', x)tg(x) — Ussy (7, x)t3(x)}d1‘(x) — f Mg (X)Ngp (uz g (x)Usz,, (x', x)dl (x) + -
; (10.41)

m 1dr [ ("@ hg,(r) — hg, (R) 1dr _
+Z al {jr ;500 %dr) alr+jr ~ gy (R) In(r(@)) dr

f(R)S
_ gﬁ} + [e3a}/M3aﬁuﬁ]; + [e3ByQ3ﬁu3(x)]g
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10.5 IMPLEMENTAGCAO NUMERICA DO MIR

O processo de obtengdo das cargas criticas de flambagem no MIR é
similar ao utilizado pelo MRD. Utiliza-se as equacdes 4.3 e 4.4 em sua forma
discretizada para formar um problema de autovalor. Adotou-se a discretizacédo do
problema em elementos de contorno quadraticos continuos nas partes suaves do
contorno, nos cantos usou-se elementos descontinuos movendo-se os pontos fonte
para as posi¢oes (-0,67; 0,0; +0,67), no espago (-1,+1).

O célculo das matrizes H e G da equacao 10.16 é feito de forma analoga
ao capitulo de implementacdo numeérica do MRD, elas sao preenchidas integrando-
se as solugbes fundamentais ao longo de todos os elementos de contorno para
pontos fonte no centro e na posicao -0,67 de cada elemento.

10.5.1 Implementacao numérica do problema de autovalor no MIR

Para encontrar a carga critica, € necessario encontrar primeiro as
incognitas no contorno de forgas de superficie [t] e de deslocamentos [u]. Para isso,

utiliza-se a equacao 10.16 em sua forma discretizada e ja com a aplicacao do MIR:

1 NE 1
FCo 0N+ > [ [5G0 () = Uy e 0 OO €1
n=1k=1-1
- j Ng (¥)Nep (), (Ui (', )] () + -+ (10.42)
N+L NE 4
m 1 dr(xga) r(xga) ~
_;1 ay {nzlaz;r(xga) an <L Ui3,9(7‘)f(R(r,R))rdr)](xga)wga

O processo depende a aproximacdo das tensées normais multiplicadas
pelas derivadas dos deslocamentos transversais [Nggus z]. As tensdes normais s&o
obtidas resolvendo o problema de estado plano de tensdo, mas as derivadas dos
deslocamentos transversais devem ser obtidas utilizando um processo de iteracéo.

Inicialmente é criado um vetor [DWI] que armazena as derivadas us; € uz, em cada
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ponto do dominio e contorno. Como ainda ndo se sabe os valores das derivadas dos
deslocamentos transversais, é feito um chute inicial com o valor de 1, conforme

apresentado na equagéao 10.43:

[DWI] = (10.43)

P U G U |

Com os valores iniciais de us; e us, deve-se proceder para o0 processo do
calculo de [ag']. Os coeficientes ap' sdo dados pela solugédo de um sistema linear
criado da aproximacdo das normais multiplicadas pelas derivadas do deslocamento
transversal por uma fungéo radial utilizando-se pontos de MRD no contorno e
dominio do problema, conforme pela equagao 10.44:

frag = Nggus g (10.44)

O sistema de equagdes a ser resolvido é formado pela fungcdo f(r)
escolhida avaliada para cada ponto fonte e ponto campo preenchendo-se a matriz
[F], as incégnitas do sistema na matriz [ay'] e os valores nodais a serem
aproximados das normais multiplicadas pelas derivadas do deslocamento
transversal sdo guardados na matriz [Ngﬁll3’ﬁ], conforme mostrado na equacéao

10.45:
Para o problema de instabilidade de placas que levam em conta o efeito

da deformacao por cortante, serd necessario aproximar duas distribuicées diferentes
de tensdes normais multiplicadas pelas derivadas do deslocamento transversal.
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Nijug; + Nipus,

a

f(r11) f(ri2) f(riz) [a}]
f(r21) f(rz) f(res) ai|_[Ni1uzs + Nipus, (10.46)
f(rs1) f(’?32) f(rs3) |l %Jl Nijuz + N12u32

A matriz da segunda aproximacgao é dada pela equacgao 10.47:

f(ri1) f(rz) f(rs) [“z] Npauz, + Npjug
f(rz1) f(r22) f(ra3) _|Na2uz 2 + Naquus,

f(r31) f(7j32) frss) ™ N22u3’2 -!-N21u3’1 (10.47)

Para preencher-se a matriz [F], o raio utilizado na fungao radial f(r) é dado
pela equacéo 10.48:

r=/(xc = xf)? + (yc — yf)? (10.48)
As cargas de dominio conhecidas sdo aproximadas colocando-se pontos
de aproximagao no centro dos elementos de contorno e em pontos internos. Na

Figura 69 observa-se uma representacao visual do raio da fungéo radial (r):

Figura 69 — Aproximacgao das cargas de dominio nos pontos de MRD

[ ] @ [ ]
(xc,ye) |
e | o
\ |
o \ I~ @
Firy :
\
o\ o
s
M Fiz
L (@) L]
(xf,3f)

Fonte: O autor (2020).

Substituindo os valores iniciais da equagao 10.49, obtem-se:



202

(10.49)
a

f(r1) f(r2) f(riz) [“%] Nip*1+ Ny x1
f(21) f(r22) f(r23) af| |Nig* 1+ Npp*1
f(r31) f(Tj32) frs3) ™ |l fjl Nyp+1 + N12 *1

Lembrando-se que é necessario aproximar duas distribui¢cdes diferentes
de tensdes normais multiplicadas pelas derivadas do deslocamento transversal, a
matriz da segunda aproximacao € dada pela equacéo 10.50:

f(r) f(rz2) f(ri3) [0‘%1 Ny 1+ Nyp x1
f(rz1) f(r2z2) f(rz3) |3 |= Npz ¥ 1+ Npp + 1 (10.50)
f(rs1) f(r.32) f(rs3) |la§J| Npz #1 4 Npy + 1

As tensdes normais vém da solugdo de um problema de estado plano.
Como todos os valores sdo conhecidos, resolve-se 0 sistema para encontrar 0s

coeficientes [ap']:

[ai*]=[N11 * 1+ Nyp * 1][F] (10.51)

[aF*]=[Noz * 1 + Npy * 1][F]7F
Os coeficientes obtidos sdo utilizados para aproximacao das integrais de
dominio do MIR. A primeira integral de dominio a ser aproximada € a pertencente a
equacao 4.3. Para aproximar esta integral é necessario somar o valor de duas
integrais de dominio, uma relacionada com a derivada da solu¢do fundamental com
relagdo a x (Uj3,) e outra com relagdo a y (U;3,). Estas integrais sdo aproximadas
multiplicando-se a matriz armazenada obtida pelo MIR pelos coeficientes de
aproximacao [ag'] correspondentes a direcao da derivada da solugao fundamental.
As integrais de dominio da equagédo 4.3 sdo aproximadas pelo MIR utilizando as
equacbes 10.42, onde a equacdo 10.52 mostra a integral relacionada com a

derivada com relacéo a x:
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f fﬂ (Vi (X1t 1 (X) + Nap (g2 (X)) Vs (', ) dQX) =

[ ldr ldr ldr 1
fr;aF(PyAl)drfr ———F(p;, Az)dr fr —=—F(p;, A3)dr

ldr ldr ldr
— 2 F(py Ar)dr fr ;%F(pz,Az)der ~ = F(py As)dr

ldr ldr ldr
»11(p1'U13,1)7 J; ;EF(pl,Al)dF J; ;%F(pl,Az)dF J; ;%F(pl,Ag)dF
Ii(py, Uzz1) 1dr 1dr 1dr L
0] [ e | rgune [ e |
[11] = Il(pZ'U13'1) = 1dr 1dr 1dr ]?;
hws | | Tant @A [ S FEy ) [ CGTE(py As)ar | (1052)
I1(p, Usz 1) 1drF AVdr 1drF 4p)dr 1drF( 4g)dr
LA (Ll N L N~ O
)

Onde:

r(xga)

F (P Arm) = f Uis s (D R(r, R))rdr

0

pm = ponto fonte; A,, = ponto de aproximagao

O raio r(x,,) € encontrado posicionando-se pontos de Gauss x,, dentro de

um elemento de contorno quadratico, conforme a Figura 68. Utilizando-se as
equacoes 10.50 pode-se encontrar o raio para um ponto de Gauss na coordenada

intrinsica do elemento de contorno no intervalo de -1 até 1:

3 3
x(xga) = Z Ni(xga)xi y(xgj) = Z Ni(xga)yi

dx(xga) = x(xga) —Xp

dy(xga) = ¥(¥Xga) = ¥

r(xga) = \/dx(xga)z + dY(xga)z

_ dx(xga) _ dY(xga) (1 053)
T,l(xga) = T(xga) fz(xgi) = T(xga)
d 2 d z
J© = J (G©) +(5v®)
1 d 1 /d
nx =@(Eb’(5)> ny = _@<d_fx(€)>
dr

an (xga) = r_l(xga)nx +7; (xga)ny
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No presente trabalho verificou-se que 4 pontos de Gauss sao suficientes,
entdo cada termo da matriz da equacao 10.52 é dado pelo somatério:

NE 4

1 dr(xga) (70w ]
fr L o agar = Y Y ) (fo Uis,e(r)f(R(r.R))rdr)/(xga)wga (10.54)

n=1a= 1T(Xga

Para calcular a integral radial da equacdo 10.54 pode-se utilizar a
integracdo numérica de Gauss convertendo os limites de integracao de 0 a r para os
limites -1 a 1. Para isso utilizou-se a seguinte transformacgéo:

(%ga)

r =14 = %T(xga) + >

(%ga)
2

(10.55)
]rd(f) =

Substituindo 10.55 na integral radial da equacao 10.54:

1

r(xga) _ _
f Upss (M f R(r, R))rdr = f Uis (rra () (R (v (E), R (Oya(©)dE (10.56)
0

-1

Como exemplo, substitui-se na equacao 10.56 a solucdo fundamental
Ugs: » a fungao de aproximagao de base radial f(R) = 1 + R e as relagbes da

equacao 10.55, colocando o raio da fungao radial “R” em fungéo do raio “r”:

r(xgi) 3 1 _
j Ups s (DFR(r, R))rdr = j Ugs 1 (10 () f (R (1 (6), R () (6)dE
0 -1 (10.57)

1 1 —
= | g [ @mna@) - 1)+ zm,,;]}{l + [ra(©7 + 70O + RZ}Tm@)]m(f)df

Foi observado que as derivadas do raio sdo constantes para a integral
radial, o ndcleo da integral 10.57 é regular. A integral de dominio relacionada com a
derivada na direcéo y é dada pela equagéao 10.58:
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f fﬂ (N2 (Xt 5 (X) + Nog (X115, () U 2 (', X)dQUK) =

[ 1dr ldr ldr 1
fr;aF(PyAl)drfr ———F(p;, 4z)dr fr ———F(p;, A3)dr

ldr 1dr 1ldr
;EF(PyAl)der ;%F(Pl'AZ)deF ———F(p;, As)dr

[L(P1, U13,2)]
L, (P, Uaz2) 1dr 1dr 1dr
-ar -ar ar 1
Iz(p1, Ussz) r an(pl’Al)dF fr r an(pl'Az)dF fr ran(pl'AS)dF ag
(2] = | Ly Uis2) | =| [ 14 1d 1d - (1%
pUa)| | 1ar Lar 1ar o
L(py Uzz2) Tan(pz’Al)dF fr Tan(pz’Az)dF fr ran(pZ'AS)dF 32 (10.58)
1, (p,, Usz2) ldr F(p,, Ay)dr 1dr F(p,, Ay)dr 1dr F(p,, A;)dr
T S [ SE G aar [ SR

ldr ldr 1ldr
~ 2 F(py Ar)dr fr ;@F(PZJAZ)deF ~ = F(py, As)dr

S 5 5 S— S5—

Onde:

r(xga)

F (P Arm) = f Uis2 (D (R(r, R))rdr

0

pm = ponto fonte; A,, = ponto de aproximagao

O vetor final com os valores da integral de dominio é calculado somando-

se os vetores [I;] e [L,]:

|| Mop Gus s 0V, 08000 = 121+ 1
“ (10.59)

[INT;] = [I;] + [I;]

Também deve-se calcular a integral de contorno relacionada com a nao

linearidade geométrica dada por 10.60:

Nelem 1
D [ raCONag Godus s GO G 1) (10.60

Esta integral sera armazenada no vetor [C,] , sendo obtida multiplicando-
se a matriz com as contribuicées das integrais de contorno [MCONT,] pelo vetor de

derivadas dos deslocamentos transversais [DWI]:
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[C,] = [MCONT,][DWI] (10.61)

A equacéo integral dos deslocamentos 10.42 pode entdo ser escrita da

seguinte maneira:
[H][u] — [G][t] = [C1] — [INT,] (10.62)

Aplicando as condigbes de contorno nas matrizes [H] e [G], e somando-
se as matrizes relacionadas com a nao linearidade geométrica [C;] e [INT,] o

problema reduz-se a um sistema linear:
[A][x] = [b] (10.63)

As incdgnitas no contorno obtidas pela resolugdo deste sistema devem
ser armazenadas em um vetor de forcas de superficie [t] e um vetor de
deslocamentos [u]. Encontradas estas incognitas, é necessario utilizar a equacao
4.4 em sua forma discretizada para encontrar as derivadas do deslocamento
transversal [u;,] nos nés de contorno localizados nos centros dos elementos e
também nos pontos internos. A equacao 4.4 em sua forma discretizada e com a
aplicacao do MIR é dada pela equacao 10.64:

Nelem 3 1

gus y(x ) - Z z f[ 3aB93ya k(f) + Q3BnyNk(f)](f) + Q3Be3yﬁ ;;f)

-1

— Uz (x", ) tg (N ()] (§) — Uz (X, x)t3 ()N (£)] (£) ] d§ +

Nelem 1
- Z j ng(x)Ngg (X)uz g (x)U;3, (x', x)] (£)dE + (10.64)
n=1 —1
N+L _
. 1dr [ (T@hg, (1) — hgy (R) 1dr _
+ Z ol UF ;%O; - dr> dr+fF == hgy (R In(r(Q)) dr

m=1

R)6
%} + [e3“J/M3aBuB]E + [e3ﬁyQ3Bu3 (x)]g
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As integrais de dominio da equacao integral da derivada segunda dos

deslocamentos transversais com relagao a x sao dadas pelas equagdes 10.65:

f] (N11(Xuz 1 (X) + N2 (X ug (X)) Usz 1, (X', X)dQX) =
Q

rdn
L(p1, Usz11) f 1dr 1dr

' ~ 2y Flor 4 + F2(py, A )de S F(p,4y) + F2(py, A)dlT  |[a?
13(171’U33,12) r rdn (P, Ay 20! . rdn P1, 42 P1, A2 lll

13(p2» Uss 11) = 1dr 1dr
' —— , ,A;)dl ——F(py,Ay) + F2(p,, Ay)dT
I5(p2) Uss 12) fr rdn Fpz A1) + F2(p2 A1) fr rdn (p2,A2) + F2(ps, 4,)

[ 1dr 1dr
f F(p1, A1) + F2(py, A1)dT f ;%F(pl,Az) + F2(p,, A,)dr
r r

1dr 1ldr
L ;%F(pZ!Al) +F2(p2,A1)dF fl; ;%F(pz,Az) +F2(p2,A2)dF

Onde: (10.65)

— 1
r(ega) [ B sy = f(B) (‘W (0 - me))
Flp) = |

0 r

F2(x,,%4) = UszqyIn (r(xga))f(ﬁ)

pm = ponto fonte; A,, = ponto de aproximagao

dr

_ 1
Duagy =~ (6~ 211 )
331y nD(1 — v)/lz r Ay

Para que a integral de dominio seja calculada corretamente ainda é
necessario adicionar o termo livre. O termo livre € multiplicado pelas cargas de
dominio avaliadas no ponto fonte. Como os pontos fontes da equacao 4.4 estado
situados no mesmo lugar dos pontos de aproximacdo da funcédo radial, basta
multiplicar a matriz de aproximacgao da funcéao de base radial [F] pelos coeficientes

[ag'] para encontrar o valor das cargas de dominio nos pontos fonte.

f(ri1) f(r2) f(ri3) [aﬂ f1(P1)
f(21) f(r22) f(r23) ai - f1(02) (10.66)
f(r31) f(’fsz) f(r33) ald f1(?93)

Para encontrar o termo livre é necessario multiplicar as cargas de dominio

nos pontos fonte pelo valor do termo livre encontrado.
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[ —9611
f1(P1)m
_I3Livre(p1' U33,11)_ —g01,
L3pivre (P1’ U33,12) fi(p1) D(1—v)A?
I3Livre(p2: U33,11) = £1(02) —96u1 (10.67)
Lsiore (P2 Usz.12) 22D - vz
3Livre\P2, Y3312 g6
i : | —9g012
f1(Pz)m

O termo livre € entao adicionado ao valor da integral de dominio [I5].

[I3] = [I3] + [Ls1ivre] (10.68)

As integrais de dominio da equacao integral da derivada segunda dos
deslocamentos transversais com relagcéo a y sdo dadas pelas equagdes 10.69:

ffﬂ (N2 (X)us 2 (X) + Noy (X)uz 1 (X)) Usz 2y (X', X)dQA(X) =

L %Z_;F(P1;A1)+F2(P1;A1)drj; %%F(pl,A2)+F2(p1,A2)dF
] | eronni s [ e rtns e rnai
= 2
ZEZ;ZES JF %%F(pz./hHFZ(pz,AddF fr %Z—;F(pz,Az)+F2(p2,A2)dF LJ
| L%%F(pz,/llHFZ(pz,Al)der %Z—;F(pz,Az)+F2(p2,A2)dF
| Onde: C O (1069)

— 1
r(ega) [ EWsazr™ = f(B) (‘m (0 - Zr.zr,y))
F(xp,xA) = f dr

o r
F2(xp,x4) = UszqyIn (r(xga))f(ﬁ)

pm = ponto fonte; A,, = ponto de aproximagao

_ 1
U = ———— = §,, — 21,1 )
BT a1 - v)ﬂz( roT
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Deve-se multiplicar a matriz de aproximagao da fungao de base radial [F]
pelos coeficientes [ag'] para encontrar o valor das cargas de dominio nos pontos

fonte.

f(ri1) f(r2) f(ris) [“%] f2(p1)
f(r21) f(rz2) f(rz3) as — f2(p2) (10.70)
f(r31) f(’j32) f(r33) as fz(Ps)

Para encontrar o termo livre é necessario multiplicar as cargas de dominio

nos pontos fonte pelo valor do termo livre encontrado.

) pa
—I4Livre(p1: U33,21)_ —g0,,
LyLivre (P1: U33,22) f2(py) m
I4Livre(P2: U33,21) - £ (0y) —9%21 (10.71)
Lizivre(P2, Usz 22) D(1 9_617)’12
- : . —YgO022

fz(l?z)m

O termo livre é entao adicionado ao valor da integral de dominio [I,].

(L] = [1s] + [Lasivrel (10.72)

O vetor final com os valores da integral de dominio é calculado somando-

se os vetores [I3] e [1,]:

|| Wos 00U 00, 10dO0K) = 1151+ 1]
Q

(10.73)
[INT,] = [I3] + [I,]

Também deve-se calcular a integral de contorno relacionada com a néo

linearidade geométrica 10.74:
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Nelem 1

> [ reGONgp s U5, G 0 g (10.74)

n=1 -1

Esta integral sera armazenada no vetor [C,] , sendo obtida multiplicando-
se a matriz com as contribuicdes das integrais de contorno [MCONT,] pelo vetor de

derivadas dos deslocamentos transversais [DWI]:
[C;] = [MCONT,]|[DWI] (10.75)

Os vetores [u] e [t] obtidos pela equacéo integral dos deslocamentos séao
utilizados na equacao integral da derivada dos deslocamentos transversais, nas

integrais dadas pela equacéao 10.76:

3 1
aN, aN
Z f [MBaﬁe3ya% + Q3BnyNk(€)](f) + Q3Be3yﬁ$
4 (10.76)

— Uz, (x", 0)tg (N (§)] (§) = Uszy (X', )3 ()N, (§)] (§) | d€

As contribuicbes dadas por essas integrais sdo armazenadas matrizes
das derivadas das solugdes fundamentais [H,] e [G,], estas matrizes sdo entdo
multiplicadas pelos vetores de solugdes [u] e [t] encontrados pela equacgéao integral
dos deslocamentos (equacgao 4.3). Para encontrar a derivada dos deslocamentos
transversais somam-se as contribuicdes das integrais de contorno e dominio.
Lembrando-se que deve-se levar em consideracdo o coeficiente de posicionamento
do ponto fonte, multiplicando o resultado por 2 caso o ponto fonte esteja no contorno
e por 1 caso ele esteja no dominio.

Cijlus, ]| = {[H1[W] = [G][t] = [C,] + [INT,]} (10.77)

As derivadas dos deslocamentos transversais sdo armazenadas em uma

matriz [DWA], conforme equacao 10.78:
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[us,] = [DWA] (10.78)

Para cada ponto de de aproximagado, encontra-se uma derivada na
diregcdo x e uma derivada na diregdo y. Estas derivadas sdo entdo utilizadas no
calculo da carga critica utilizando o quociente de Rayleigh:

_ (x(k+1)’xk)

(k+1) — k —
Ax X Ak (x(k+1)’x(k+1))

x+D) = [DWA]
x® = [DWI]
[DWA][DWI]

(10.79)

" [DWA][DWA]

Este problema é considerado um problema de raiz dupla, sendo
necessario um tratamento especialmente quando se considera problemas com
solicitacdo de cisalhamento puro. Este tratamento € dado por (quando ja se passou
a primeira iteragao):

Ne1 =/ [AUX1][AUX2]

_ | [pwi][DwWI] 10.80
[AUx1] = \/ [DWA][DWA] ( )

[AUXZ] = [AUXl] anterior

O valor de AUX2 é AUX1 quando calculado na iteracdo anterior do
problema de autovalor, se o programa estiver na primeira iteracdo o valor de N, €

0. O valor de [DWA] é entao dividido pela sua norma:

[DWA] = ) 10.81
~ /IIDWAI[DWA]] (10.:81)

Deve-se entdo ir para a segunda iteracdo, realizando-se as seguintes
substituicdes:
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[DWI] = [DWA] (10.82)

Sao entao recalculadas as matrizes [ag'], [Ci],
[INT,], [C], [INT,] utilizando-se o novo valor de [DWI] da iteracdo anterior, obtendo-
se as cargas criticas Ncrit e N1crit da iteragdo atual. Este processo continua até uma
condicdo de parada, no caso do presente trabalho a condicdo é quando o erro
relativo entre os valores da carga critica atual e da carga critica anterior for menor

que 10~*. O valor do parametro critico de flambagem é dado por 10.83:

achr

= 10.83
D (10.83)

O valor do parametro critico de flambagem para a segunda carga critica
(N1crit) é dado por 10.84:

a’N
ky = nzgl (10.84)




213

10.6 RESULTADOS PARA MIR

10.6.1 Resultados para placas sem furo — MIR

O valor do parametro critico de flambagem é dado pela equacéao 10.85:

(10.85)

A carga critica da placa € dada por N, o tamanho do lado da placa é
dado por “a”. D é o mdédulo de rigidez a flexao da placa, o médulo de Young adotado
tem o valor de 206,9 GPa, o coeficiente de Poisson adotado tem valor de 0,3. O
parametro da teoria de placas com deformagdo por cortante utilizado foi o de
Mindlin, com valor de 7%/12. As placas analisadas sdo quadradas de a = 0,5 m de
lado. A carga aplicada nas placas é uniforme, com valor de 1 N, normal a secao
transversal da placa.

Os tipos de vinculacdo utilizados sao dados por (A) simplesmente
apoiado, (L) lado livre, (E) lado engastado. Todos os resultados sdo para condicao
de contorno “hard”, ou seja, o giro tangencial ao canto da placa é travado.

Um teste de convergéncia foi realizado utilizando a fungdo de
aproximacao f(r) = 1 + r em uma placa quadrada simplesmente apoiada com carga
uniaxial. A malha utilizada foi de 128 elementos quadraticos e o numero de pontos
de dominio variou de 4 até 100. Para os pontos de dominio, adotou-se dois tipos de
distribuicao para a posicao dos pontos, uma uniforme e também uma distribuicao
nao uniforme. A distribuicdo ndo uniforme utilizou a rotina interna do Intel Fortran
chamada “Random Number” para modificar a posi¢éo dos pontos de forma aleatéria.
Um exemplo para as malhas utilizadas pode ser visto na Figura 70 e os resultados
estdo na tabela 28. O aumento do nimero de pontos de dominio reduziu a diferenca
para os valores esperados, mesmo para uma distribuicao ndo uniforme de pontos no
dominio. A distribuicdo uniforme convergiu mais rapidamente que a distribuicdo nao

uniforme.
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Figura 70 — Exemplo de discretizacao para o MIR usando uma distribuicao uniforme

0.5

(a) e nao uniforme (b) de pontos de dominio.
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Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).

Tabela 28 — Analise de convergéncia de placas AAAA sob carregamento uniaxial
com distribuicdo uniforme e ndo uniforme de pontos de dominio, h/a = 0,001

EL PD MIR ) MIR Analitica Diferenca (%) Di~feren_ga (%)
Uniforme Nao uniforme (a) Uniforme Nao uniforme
128 4  4,3623 4,4773 4,0000 8,30 10,66
128 9  4,1862 4,4194 4,0000 4,45 9,49
128 16  4,1031 4,2553 4,0000 2,51 6,00
128 25 4,0612 4,1622 4,0000 1,51 3,90
128 36 4,0390 4,1434 4,0000 0,97 3,46
128 49 4,0256 4,0720 4,0000 0,64 1,77
128 64 4,0176 4,0617 4,0000 0,44 1,52
128 81 4,0121 4,0410 4,0000 0,30 1,02
128 100 4,0086 4,0355 4,0000 0,21 0,88

(a) Hosseini-Hashemi, Khorshidi e Amabili (2012)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).

Nas tabelas 29-30 encontra-se os resultados para placas sem furo com

carga uniaxial. Utilizou-se 256 elementos de contorno e 256 pontos internos tanto

para MIR quanto para MRD. A funcao de aproximacéao utilizada para as tabelas 29-

32 foi a fungéo f(r) = 1 + r. Os resultados sdo comparados com os obtidos por células

de dominio e por outros autores.



Tabela 29 — MIR — Resultados para Carga uniaxial — Parte 1

Analitica Células Diferenca Diferenca
Type h/a @) (b) MRD (%) MIR (%)

AAAA 0,001 4,0000 4,0127 4,0191 0,4756  4,0194  0,4826
— A T 0,010 3,9977(c) 4,0104 4,0169 04786 4,0170 0,4814
= A Al D 0,050  3,9437 3,9561 3,9624 0,4716  3,9624  0,4713
— — 0,100 3,7838 3,7952 13,8009 0,4505 3,8010 0,4521
C A ~ 0,200 3,2558 3,2643 3,2685 0,3885 3,2685 0,3882
AAAE 0,001 4,8471 4,8707 4,9074 1,2297 4,8977 1,0332

cT A = 0,010 - 4,8665 4,8938 - 4,8934 -
. — 0,060 4,7454 4,7681 4,7941 1,0162 4,7939  1,0111
—E Al o 0,100  4,4656 4,4858 4,5090 0,9628 4,5089  0,9603
il A < 0,200 3,6115 3,6250 3,6419 0,8347 3,6418 0,8320
EAAA 0,001 5,7401 5,7598 5,7767  0,6329  5,7680  0,4831

= A g 0,010 - 5,7539 5,7619 - 5,7620 -
= A Al 0,050 55977 5,6164 5,6241 0,4692 56240 0,4678
— - 0,100  5,2171 52335 5,2399 0,4350 5,2399 0,4357
— E — 0,200 41364 41572 41972  1,4493  4,1971 1,4473
AEAE 0,001 6,7431 6,7967 6,8904 2,1374 6,8856  2,0699

A o 0,010 - 6,7875 6,8779 - 6,8769 -
— — 0,050 6,5238 6,5742 6,6609 2,0581 6,6595 2,0378
o E ER T 0,100  5,9487 5,9914 6,0663 1,9383 6,0654  1,9238
= A 0,200 4,4004 4,4260 4,4762 11,6923 44756  1,6801
EAEA 0,001 7,6911 7,7542  7,8471 1,9876  7,8475  1,9933

: E = 0,010 - 7,7372 7,8327 - 7,8307 -
— — 0,050 7,2989 7,3561 7,4440 1,9491 7,4429  1,9346
= A AT 0,100  6,3698 6,4139 6,4853 1,7816  6,4846  1,7709
= E 0,200 4,3204 43413 4,3815 11,3936  4,3812  1,3873
LAAA 0,001 1,4014(d) 1,4038 1,4072 04125 1,4009 -0,0332
Y A — 0,010 1,4000(d) 1,4029 1,3992 -0,0573 1,3993 -0,0486
> A Al < 0,050 1.3813(d) 1,3849 13811 -0,0132 1,3812 -0,0101
— o 0,100 1,3270(d) 1,3442 11,3404 0,9988 1,3404 0,9977
CL L 17 0,200 1,2138(d) 1,2167 1,2133 -0,0421 1,2133 -0,0428
AAAL 0,001 2,3639 2,3690 12,3399 -1,0246 2,3629 -0,0442

A 3 0,010 2,3530 2,3464 - 2,3451 -
L Al 0,050  2,2442 2,2520 2,2423 -0,0843 2,2424  -0,0810
< 0,100 2,0829 2,0908 2,0791 -0,1837 2,0792 -0,1765
A — 0,200 1,7105 1,7178 1,7037 -0,3966 11,7039  -0,3880
LAEA 0,001 1,6522 1,6555 11,6643  0,7271 1,6496 -0,1569

E = 0,010 - 1,6536 11,6469 - 1,6468 -
EA b= 0,050 1,6197 1,6245 1,6176 -0,1298 1,6176 -0,1288
— 0,100 1,5558 1,5604 1,5537 -0,1352 11,5537 -0,1361
L L 3 0,200 1,3701 1,3738 11,3683 -0,1322 1,3683 -0,1330
AEAL 0,001 2,3901 2,3951 2,3650 -1,0605 2,3885 -0,0649

A | 0,010 - 2,3788 2,3717 - 2,3703 -
E L ele] 0,050  2,2667 22747 2,2644 -0,1019 2,2644 -0,0994
] 0,100  2,1010 2,1090 2,0968 -0,2020 2,0969 -0,1950
A1 0200 1,7200 1,7274 17130 -0,4096 11,7131  -0,4008
LALA 0,001 0,9522 0,9537 0,9605 0,8672 0,9534 0,1246

L J 0,010 - 0,9532 0,9529 - 0,9531 -
E A \pa 0,050  0,9431 0,9449 0,9446  0,1641 0,9446  0,1629
~ 0,100 0,9218 0,9236 0,9233 0,1579 0,9232  0,1569
L -~ 0,200 0,8501 0,8516 0,8512 0,1326  0,8512  0,1323

(a) Hosseini-Hashemi, Khorshidi e Amabili (2012), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)
(c) Hosseini-Hashemi, Atashipour e Fadaee (2012), (d) Mizusawa (1993)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).
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Tabela 30 — MIR — Resultados para Carga uniaxial — Parte 2

Analitica Células Diferenca Diferenca
Type h/a @) (b) MRD (%) MIR (%)
ALAL 0,001 2,0413 2,0455 2,0152 -1,2958 2,0365 -0,2371
cr A = 0,010 - 2,0308 2,0239 - 2,0221 -
] A[b= 0,050 1,9457 1,9508 1,9409 -0,2474 1,9408 -0,2506
" = 0,100 1,8216 1,8270 1,8156 -0,3284 1,8157 -0,3272
A — 0,200 1,5333 1,6389 1,5253 -0,56224 1,5254 -0,5155
EEEE 0,001 10,0738 (c) 10,1605 10,2300 1,56270 10,2929 2,1283
~E (o 0,010 10,1382 10,2764 - 10,2719 -
:;fE ehe 0,050 19,5588 (c) 9,6326 9,7637 2,0990 9,7603 2,0645
[ . - 0,100 8,2917 (c) 8,3411 8,4547 1,9275 8,4523 1,9006
s — 0,200 5,3156(c) 5,3175 5,4807 3,0123 5,4810 3,0178

(a)

Hosseini-Hashemi, Khorshidi e Amabili (2012), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)

(c) Kitipornchai e Xiang (1993)
Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).
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Na tabela 31 encontra-se os resultados para placas sem furo com carga

biaxial onde utilizou-se 256 elementos de contorno e 256 pontos internos para MIR e

MRD.

Tabela 31 — MIR — Resultados para Carga biaxial

Analitica Células Diferenca Diferenca

Type h/a (a) (b) MRD (%) MIR (%)
AAAA 0,001 2,0000 2,0064 1,9971 -0,1439 2,0006 0,0300
1l IA‘ X 0,005 1,9997 2,0061 1,9986 -0,0542 2,0004 0,0369
E PR % 0,050 1,9718 1,9782 11,9711 -0,0339 1,9728 0,0491
& 0,100 1,8919 1,8980 1,8912 -0,0351 1,8929 0,0517
tHittte 0,150 1,7722 1,7780 1,7717 -0,0298 1,7731 0,0510
AEAL* 0,001 1,1431 1,1467 1,1509 0,6814 1,1413 -0,1534
_,‘”A””_ 0,005 1,1412 1,1449 1,1425 0,1167 1,1401 -0,1002
| ] Eg 0,050 1,1119 1,1159 1,1121 0,0188 1,1105 -0,1254
=l A |5 0,100 1,0641 1,0680 1,0637 -0,0346 1,0622 -0,1820
tHtttet 0,150 1,0049 1,0087 1,0038 -0,1066 1,0024 -0,2534
AAAL* 0,001 1,0548 1,0576 11,0597 0,4597 1,0535 -0,1253
i IA‘ FEL 0,005 1,0535 1,0564 1,0538 0,0286 1,0527 -0,0749
=l A § 0,050 1,0322 1,0354 1,0320 -0,0180 1,0313 -0,0918
ud N 0,100 0,9954 0,9986 0,9947 -0,0663 0,9939 -0,1489
JETETEIE 0,150 0,9476 0,9507 0,9464 -0,1290 0,9456 -0,2164
ALAL~ 0,001 0,9321 0,9339 0,9413 0,9805 0,9317 -0,0382
“IA”” 0,005 0,9316 0,9335 0,9320 0,0412 0,9317 0,0099
E L % 0,050 0,9207 0,9228 0,9213 0,0591 0,9206 -0,0102
A 0,100 0,8977 0,8998 0,8980 0,0306 0,8973 -0,0476
tittttt 0,150 0,8650 0,8671 0,8649 -0,0129 0,8642 -0,1000
EEEE 0,001 5,3036(c) 5,3482 5,3101 0,1221 5,3210 0,3262
“/IE' IAL 0,001 52970 (d) 5,3460 5,3169 0,3734 5,3189 0,4123
EE E% 0,050 5,0840(c) 5,1254 5,1021 0,3555 5,1007 0,3279
1 g |4 0,100 4,5400(c) 4,5741 4,5552 0,3339 4,5538 0,3035
[EEEEEE] 0,150 3,8727(c) 3,8992 3,8847 0,3078 3,8832 0,2706

(a) Hosseini-Hashemi, Khorshidi e Amabili (2012), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)
(c) Xiang, Wang e Liew (1993), (d) Dawe e Roufaeil (1982)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).
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Na tabela 32 abaixo encontra-se os resultados para placas sem furo com
carga de cisalhamento utilizando o MIR. Utilizou-se 256 elementos de contorno e
256 pontos internos. Os resultados para MRD usaram 512 elementos de contorno e
256 pontos internos.

Tabela 32 — MIR — Resultados para Carga de cisalhamento

Type  hia Literatura Ce(';)'as MRD D'f‘(’f,/‘:)"‘?a MIR D'f?;f;‘ga
AAAA 0,001 19,3400 (a) 94260 92794 -0,6532  9,3577  0,1889
0,01 93780 (b) 9,4083 93295 -05197 9,3444  -0,3593

! t

bla Al 0,05 8,9979  8,9250 - 8,9381 -

i & ; 0,1 - 7,9201 7,8570 - 7,8625 -
——— 0,20 53269 5,2745 5,2728

EEEE 0,001 14,7100 (a) 14,8702 14,7703  0,4084 14,7281 0,1228
0,01 14,6155 (b) 14,8109 14,7154 -0,6488 14,6780  0,4257

0,05 - 13,5493 13,4506 - 13,4255 -

3 0,1 - 10,8454 10,7417 - 10,7315 -

T 0,20 - 6,1662  6,3455 - 6,3689 -

AEAE 0,001 12,5997 (c) 12,7360 12,8363  1,8431 12,6289  0,2312

U
m
m
e

a1t 0,01 12,5800 (d) 12,6947 12,6850 -0,0762 12,5923  0,0981

l\E gl 0,05 - 11,7923 11,7643 - 11,6952 -

i; & { 0,1 - 9,7344 9,6784 - 9,6444 -
e 0,20 5,8436  5,8987 6,1411

AELE 0,001 8,4289(e) 8,5001 8,3867 -0,5031 8,4011 -0,3310

1 0,01 8,4398  8,3653 8,3727

He g1 0,05 - 7,7706  7,6947 - 7,7047 -
Na § ot - 6,4888  6,4213 - 6,4263 -
=== 0,20 - 4,1638  4,1184 - 4,1183 -
LELE 0,001 7,4869(e) 75437 7,4953  0,1124  7,4699  -0,2272
T 0,01 - 7,4938  7,4492 - 7,4384 -
e g1 005 - 6,9230  6,8758 - 6,8689 -
N, § ot - 58095 5,7628 - 5,7587 -
=== 0,20 - 3,7634  3,7290 - 3,7273 -
EAAA 0,001 10,6000 (f) 10,8349 10,8321 2,1427 10,7509  1,4039
T A ]t 0,01 - 10,8083 10,7609 - 10,7286 -
Ha Al 005 - 10,2089 10,1560 - 10,1339 -
e b o - 8,7375  8,6809 - 8,6663 -
zzzz 0,20 - 55783 55194 - 5,5151 -

(a) Timoshenko e Gere (1961), (b) Bui, Nguyen e Zhang (2011)
(c) Vrcelj e Bradford (2008), (d) Tham e Szeto (1990), (e) Shufrin e Eisenberger (2007)
(f) Elzein e Syngellakis (1992), (g) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).

10.6.2 Resultados para outras funcoes de aproximagcao — MIR

Na tabela 33 foram verificadas outras funcbes de aproximagdo para
problemas com carga uniaxial. Utilizou-se neste teste 128 elementos quadraticos e
64 pontos de dominio. As fung¢des foram polinomiais: f(r) = 1+r, f(r) = 1+r+r2+r8 e
também a funcdo baseada em ‘“thin plate splines”f(r) = r?In(r).
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T hi Analitica  Células f(r) = Diferenca f(r) = Diferenca f(r) = Diferenca
ype a (a) (b) 141 (%) 141412483 (%) r2In(r) (%)
AAAA 0,001 4,0000 4,0127 4,0200 0,4969 4,0233 0,5799  4,0051 0,1282
oA 1o 0,010 39977 (c) 4,0104 4,0176  0,4956 4,0210 0,5783 4,0029 0,1290
nd/y A 0,050 3,9437 3,9561 3,9630 0,4859 3,9662 0,5669 3,9486 0,1251
oA |9 0,100 3,7838 3,7952 3,8015 0,4663 3,8045 0,5435 3,7883 0,1182
- — 0,200 3,2558 3,2643 3,2691 0,4058 3,2710 0,4653 3,2589 0,0944
AAAE 0,001 4,8471 4,8707 4,8982 1,0436 4,8996 1,0710 4,8599 0,2627
Ao 0,010 - 4,8665 4,8939 - 4,8953 - 4,8557 -
i 4 0,050 4,7454 4,7681 4,7944  1,0219 4,7957 1,0486 4,7576  0,2573
a2 A E 0,100 4,4656 4,4858 4,5094 0,9710 4,5105 0,9963 4,4763 0,2386
AT 0,200 3,6115 3,6250 3,6422 00,8428 3,6429 0,8618 3,6185 0,1944
EAAA 0,001 5,7401 5,7598 5,7688  0,4970 5,7733 0,5744 57458 0,0994
A 0,010 - 5,7539 5,7628 - 5,7673 - 5,7400 -
A A 0,050 5,5977 5,6164 5,6248 0,4821 5,6291 0,5574  5,6031 0,0967
E 0,100 5,2171 5,2335 5,2407 0,4496 5,2444 0,5203 5,2218 0,0892
0,200 4,1364 4,1572  4,1978 1,4624 4,1970 1,4430 4,1517  0,3691
AEAE 0,001 6,7431 6,7967 6,8851 2,0620 6,8899 2,1306 6,7618 0,2761
~r—a 1o 0,010 - 6,7875 16,8763 - 6,8811 - 6,7527 -
pa' el 0,050 6,5238 6,5742 6,6590 2,0296 6,6636 2,0976 6,5413 0,2671
Ea N bu 0,100 5,9487 5,9914 6,0649 1,9165 6,0689 1,9807 5,9632 0,2435
- — 0,200 4,4004 4,4260 4,4754 11,6769 4,4779 1,7314  4,4091 0,1969
EAEA 0,001 7,6911 7,7542 7,8486  2,0069 7,8460 1,9742 7,7330 0,5412
- (g ~1g 0010 - 7,7372 7,8319 - 7,8292 - 7,7161 -
= la Al 0,050 7,2989 7,3561 7,4440 1,9487 7,4416 1,9171 7,3369 0,5176
=g |3 0,100 6,3698 6,4139 6,4855 1,7844 6,4837 1,7568 6,3994  0,4627
=, — 0,200 4,3204 4,3413 4,3817 11,4000 4,3811 1,3846  4,3348 0,3333
LAAA 0,001 1,4014 (d) 1,4038 1,4004 -0,0734 1,4010 -0,0267 1,3989 -0,1787
A 0,010 11,4000 (d) 1,4029 1,3993 -0,0505 1,3999 -0,0042 1,3978 -0,1541
A A 0,050 1,3813(d) 1,3849 11,3812 -0,0102 1,3818 0,0343 1,3798 -0,1064
L 0,100 1,3270 (d) 1,3442 1,3404 0,9977 1,3409 1,0394 1,3392 09112
0,200 1,2138(d) 1,2167 1,2133 -0,0429 1,2137 -0,0065 1,2124  -0,1161
AAAL 0,001 2,3639 2,3690 2,3623 -0,0698 2,3623 -0,0688 2,3610 -0,1244
- A 19 0,010 2,3530 2,3454 - 2,3454 - 2,3443 -
ns(g A3 0,050 2,2442 2,2520 2,2429 -0,0584 2,2429 -0,0598 2,2427 -0,0647
=l - 0,100 2,0829 2,0908 2,0798 -0,1507 2,0797 -0,1546  2,0808 -0,1011
- 0,200 1,7105 1,7178 1,7044  -0,3588 1,7043 -0,3663 1,7073  -0,1871
LAEA 0,001 1,6522 1,6555 1,6489 -0,2011 1,6490 -0,1949 1,6483 -0,2390
e B = 0,010 - 1,6536 1,6468 - 1,6469 - 1,6462 -
nd N Al 0,050 1,6197 1,6245 1,6176 -0,1301 1,6177 -0,1251  1,6171  -0,1589
= L - 0,100 1,5558 1,5604 1,5537 -0,1371 1,5538 -0,1319  1,5533 -0,1602
- ~ 0,200 1,3701 1,3738 1,3683 -0,1341 1,3684 -0,1262 1,3680 -0,1557
AEAL 0,001 2,3901 2,3951 2,3879 -0,0937 2,3874 -0,1136 2,3869 -0,1326
AN 0,010 - 2,3788 2,3706 - 2,3701 - 2,3699 -
L el 0,050 2,2667 2,2747 2,2650 -0,0761 2,2645 -0,0968 2,2652 -0,0676
A D 0,100 2,1010 2,1090 2,0975 -0,1685 2,0970 -0,1895 12,0988 -0,1057
0,200 1,7200 1,7274 1,7136  -0,3710 1,7133 -0,3904 11,7167  -0,1902
LALA 0,001 0,9522 0,9537 10,9529 0,0773 0,9550 0,2963 0,9503 -0,2051
L 0,010 - 0,9532 0,9531 - 0,9552 - 0,9504 -
A Al 0,050 0,9431 0,9449 10,9446 0,1624 0,9467 0,3808 0,9420 -0,1159
L 0,100 0,9218 0,9236 0,9232 0,1563 0,9252 0,3722  0,9207 -0,1155
0,200 0,8501 0,8516 0,8512 0,1315 0,8530 0,3374  0,8491 -0,1227

resultados das fungbes polinomiais foram similares, mas a funcao f(r) =

(a) Hosseini-Hashemi, Khorshidi e Amabili (2012), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)
(c) Hosseini-Hashemi, Atashipour e Fadaee (2012), (d) Mizusawa (1993), (e) Kitipornchai e Xiang (1993)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).

Observando os resultados da tabela 33 pode-se verificar que o0s

1+r

convergiu mais rapidamente que a funcao f(r) = 1+r+r2+r3. A funcdo baseada em ‘thin



219

plate splines” f(r) = r2n(r) obteve os melhores resultados das 3, convergindo mais

rapidamente com o mesmo numero de elementos de contorno e pontos de dominio.

Tabela 34 — MIR — Resultados para outras funcoées f(r) — Parte 2

T h/ Analitica Células f(r) = Diferenca f(r) = Diferenca f(r) = Diferenca
ype a (a) (b) 141 (%) 14F 412413 (%) r2n(r) (%)
AAAA 0,001 2,0413 2,0455 2,0358 -0,2717 2,0338 -0,3707 2,0370 -0,2118
A 0,010 - 2,0308 2,0222 - 2,0202 - 2,0236 -
L L 0,050 1,9457 1,9508 1,9412 -0,2310 1,9392 -0,3346 1,9431 -0,1318
A 0,100 1,8216 1,8270 1,8161 -0,3040 1,8141 -0,4125 1,8188 -0,1566
0,200 1,5333 1,5389 1,5259 -0,4878 1,5241 -0,6038 1,5298 -0,2290
AAAE 0,001 10,0738 (¢) 10,1605 10,2926 2,1258 10,3006 2,2017 10,0973  0,2331
gy 0,010 10,1382 10,2717 - 10,2797 - 10,0754 -
e i 0,060 19,5588 (¢) 19,6326  9,7601 2,0623 9,7675 2,1371 9,5751 0,1701
{ E 0,100 8,2917 (e) 8,3411 8,4523 1,8998 8,4583 1,9699 8,2946 0,0350
0,200 5,3156(e) 5,3175 5,4803 3,0050 5,4848 3,0856 5,3224 0,1275

(a) Hosseini-Hashemi, Khorshidi e Amabili (2012), (b) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)

(c) Hosseini-Hashemi, Atashipour e Fadaee (2012), (d) Mizusawa (1993), (e) Kitipornchai e Xiang (1993)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).

10.6.3 Resultados para placas esconsas — MIR

Foram obtidos resultados em placas esconsas com carga uniaxial. Foi

feito um teste de convergéncia utilizando 256 elementos de contorno quadraticos e

0s pontos de dominio variaram de 64 até 144. As placas analisadas tiveram um

aspecto a/b = 1, com angulo de inclinacao 8 = 15°, 30° e 45°, aspectos de espessura

h/b = 0,001 e a funcdo de aproximacao utilizada foi f(r) = 1+r. Estes resultados

podem ser observados na tabela 35. Um esquema das placas analisadas pode ser

visto na Figura 71.

Figura 71 — Placa esconsa com carga uniaxial

>

>

<

<

b

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).
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Tabela 35 — MIR — Resultados para placas esconsas AAAA e EEEE com carga

uniaxial
Condicao de Diferenca (%)
0 64PD 100PD 144PD (a) (b) (c)
contorno 144 PD para (a)
AAAA 15° 4,4147 44046 14,3997 43926 4,39 4,39 0,16
A AA;‘ 30° 5,8962 5,8792 5,8710 5,8716 5,85 5,83 -0,01
A 45° 9,7854 9,7381 9,7154 19,8458 9,67 9,39 -1,34
EEEE 15° 11,0966 10,9779 10,9222 10,835 10,80 10,83 0,80
;E 30° 13,9413 13,7598 13,6737 13,538 13,50 13,54 0,99
}f 45° 20,9539 20,5744 20,3912 20,105 20,10 20,10 1,40

“(a) Wang e Yuan (2018), (b) Huyton e York (2001), (c) Wang, Tan e Zhou (2003)
Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).

Os resultados da tabela 36 e 37 usaram 128 elementos de contorno
quadraticos e 64 pontos de dominio e outras funcbes de aproximacdo. As placas
tem aspecto a/b = 1, angulos de inclinagdo 6 = 15°, 30° e 45° e vérias relagdes h/b.

Tabela 36 — MIR — Resultados para outras fungdes f(r) em placas esconsas
. f(r) = Diferenca f(r) = Diferenca f(r) = Diferenca
Tipo h/a (@) 14 (%) 1+$+)rz+r3 (%) r2in(r) (%)
1) AAAA 0,001 4,3938 4,4161 0,50 4,4196 0,58 4,3976 0,09
g=15° 0,050  4,3280 4,3481 0,46 4,3516 0,54 4,3299 0,04
70,100  4,1422 4,1586 0,39 4,1618 0,47 41416 -0,01
0,150  3,8650 3,8765 0,30 3,8791 0,36 3,8610  -0,10
0,200  3,5326 3,5391 0,19 3,5413 0,25 35252  -0,21
0,001 5,8969 5,8993 0,04 5,9036 0,11 58650  -0,54
0,050  5,7784 57759  -0,04  5,7801 0,03 57423  -0,63
0,100 54617 54594  -0,04  5,4631 0,02 54273  -0,63
0,150  4,9980 4,9955  -0,05  4,9984 0,01 49649  -0,67
0,200 4,4509 4,4501 0,02 4,4524 0,03 4,4199  -0,70
0,001 10,1032  9,7828  -3,28  9,7885  -3,21 96827  -434
0,050  9,7063 9,4206  -3,03 94260 297 93240  -4,10
0,100  8,7991 8,5910  -242 85954 237  8,4991 -3,53
0,150  7,5451 74245 162 74277  -158  7,3364  -2,84
0,200  6,1572 6,244 054 6,267 050  6,0362  -2,00
0,001 10,8345 11,0963 2,36 11,1049 243 10,8645 0,28

] 0,050 10,2312 10,4677 2,26 10,4756 2,33 10,2524 0,21
Er 0,100 8,7741 8,9618 2,09 8,9681 2,16 8,7797 0,06
fE 0,150 7,0589 7,2067 2,05 7,2102 2,10 7,2387 2,48

E_E 0,200 5,4913 5,6021 1,98 5,6612 3,00 5,4940 0,05

5) 0,001 13,5377 13,9407 2,89 13,9508 2,96 13,5914 0,39

0 0,050 12,5711 12,9290 2,77 12,9380 2,84 12,6095 0,30
£ 0,100 10,3760 10,6495 2,57 10,6564 2,63 10,3890 0,13
e 0,150 8,0098 8,2089 2,43 8,2138 2,48 8,1629 1,88

=il 0,200 6,0328 6,2107 2,86 6,2145 2,92 6,0265 -0,10

6) 0,001 20,1115 20,9524 4,01 20,9664 4,08 20,2413 0,64

0,050 17,9652 18,6735 3,79 18,6853 3,85 18,0584 0,52

0,100 13,6909 14,1672 3,36 14,1750 3,42 13,7242 0,24

0,150 9,7994 10,1088 3,06 10,1137 3,11 9,9095 1,11

0,200 6,9712 7,2079 3,28 7,2111 3,33 6,9703 -0,01
(a) Kitipornchai e Xiang (1993)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).
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Tabela 37 — MIR — Resultados para outras fungdes f(r) em placas esconsas 2
f(r) = Diferenca f(r) = Diferenca f(r) = Diferenca
Type h/a (a) (11r (%) 1+|('+)t‘2+r3 (%) rz(nz(r) (%)
1)LALA 0,001 1,0674 1,0684 0,10 1,0707 0,31 1,0655  -0,18
6=15° 0,050 1,0523 1,0533 0,10 1,0555 0,30 1,005  -0,17
£ L 3 0,100 1,0229 1,0238 0,09 1,0259 0,29 1,0212  -0,17
E A AF 0150  0,9823 0,9826 0,03 0,9846 0,24 0,9803  -0,20
L L /4 0,200 09330 0,9328  -0,02  0,9346 0,18 0,9308  -0,24
2)LALA 0,001 1,5128 15119  -0,06 1,5146 0,12 1,5073  -0,36
9 =30° 0,050 1,4676 1,4670  -0,04 1,4697 0,14 14629  -0,32
£ L /3 0,100 1,4006 1,4004  -0,01 1,4029 0,17 1,3970  -0,26
E-‘A AZ 0,150 1,3198 1,3190  -0,06 1,3213 0,12 1,3164  -0,26
L L /4 0,200 1,2300 1,2288  -0,10 1,2308 0,07 1,2269  -0,26
3)LALA 0,001 2,7443 2,7231 0,78  2,7272  -063  2,7307  -0,50
=45 0,050  2,5762 25647 0,45 25685  -0,30 25724  -0,15

£ /49 0,100 2,3767 2,3683 -0,35 2,3717 -0,21 2,3754 -0,05
g;ﬁ\ Ajﬂ 0,150 2,1642 2,1564 -0,36 2,1593 -0,23 2,1625 -0,08
LL [ 0,200 1,9505 1,9434 -0,37 1,9458 -0,24 1,9484 -0,11
4) LELE 0,001 4,2824 4,3099 0,64 4,3116 0,68 4,2707 -0,28
=15° 0,050 4,1387 4,1608 0,53 4,1623 0,57 4,1241 -0,35
/= 0,100 3,7937 3,8081 0,38 3,8094 0,41 3,7763 -0,46
JE Ej 0,150 3,3391 3,3464 0,22 3,3475 0,25 3,3200 -0,57
oy L {3 0,200 2,8620 2,8640 0,07 2,8649 0,10 2,8426 -0,68
5) LELE 0,001 5,6159 5,6399 0,42 5,6416 0,46 5,5886 -0,49
6 = 30° 0,050 5,3660 5,3803 0,27 5,3819 0,30 5,3336 -0,61
L /5 0,100 4,8043 4,8131 0,18 4,8145 0,21 4,7736 -0,64
JE Ej 0,150 4,1036 4,1080 0,11 4,1092 0,14 4,0759 -0,68
o L {3 0,200 3,4071 3,4087 0,05 3,4097 0,08 3,3833 -0,70
6) LELE 0,001 8,0948 8,0738 -0,26 8,0748 -0,25 8,0173 -0,97
= 45° 0,050 7,4670 7,4538 -0,18 7,4547 -0,17 7,4071 -0,81
) /50,100 6,3311 6,3232 -0,13 6,3239 -0,11 6,2869 -0,70
JE E;-fj 0,150 5,1556 5,1485 -0,14 5,1491 -0,13 5,1195 -0,71
' & 0,200 4,1438 4,1366 -0,17 4,1372 -0,16 4,1121 -0,77
(a) Kitipornchai e Xiang (1993)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).

De maneira similar para as placas quadradas, a funcédo f(r) = 1+r
convergiu mais rapidamente que a funcao f(r) = 1+r+r2+r3. A funcdo baseada em ‘thin
plate splines” f(r) = r2In(r) obteve os melhores resultados das trés, convergindo mais
rapidamente com 0 mesmo numero de elementos de contorno e pontos de dominio,

mas demorou mais para calcular.

10.6.4 Resultados para placas triangulares — MIR

Também foram analisadas placas com geometria de tridngulo isosceles e
triangulo retdngulo. Um esquema pode ser visualizado na Figura 72. As placas
testadas tém varios aspectos, com angulos 6 = 60°, 90° e 120° para tridngulo
isésceles e 6 = 30°, 45° e 60° para tridngulo retdngulo, varias proporcbes h/a e a
funcédo da base radial adotada foi f (r) = 1 + r. A notacdo (A*) indica condicdo de
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contorno simplesmente apoiada com condicdo “soft” (rotagdo livre na diregao
tangencial e normal). A malha utilizada foi 64 elementos de contorno quadraticos no
lado menor do tridngulo, aumentando o numero de elementos do lado maior
proporcionalmente ao lado menor e o numero de pontos internos adotado foi de 64.
As tabelas 38, 39, 40 e 41 mostram os resultados obtidos:

Figura 72 — Placas triangulares com carga no plano

vivveed

0 O ttrtttt
Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).

Tabela 38 — MIR — Resultados para placas com geometria de triangulo retangulo
com condicbes de contorno A*A*A*, EEE, EEA*, A*A*E

h/a = 0,001 h/a = 0,05 h/a=0,1 h/a=0,15 h/a = 0,2

Type
(a) MIR (a) MIR (a) MIR (a) MIR (a) MIR

A*A*A 30° 9,3325 94151 8,3335 8,3983 6,8123 6,8560 5,3486 5,3759 4,1561 4,1736
45° 4,9997 50352 46474 46771 4,0887 4,120 3,4802 3,4967 2,9117 2,9232

A
*A* h 60° 3,1110 3,1398 2,9604 2,9803 2,7049 27248 24104 2,4266 2,1126 2,1251
EEE 30° 26,7549 27,9761 22,0433 22,9370 14,6481 15,1227 9,4988 9,7508 6,4003 6,5462

45° 14,1413 14,6309 12,6908 13,1006 9,7909 10,0607 7,1526 7,3187 5,2225 5,3271
E E
E ©

60° 8,9192 19,3258 8,3164 8,6798 16,9494 7,2220 5,4885 5,6775 4,2612 4,3903

INEEN

EEA” 30° 21,1880 21,8895 17,6660 18,1701 12,2456 12,5280 8,2598 8,4079 5,7307 5,8159
45° 10,4130 10,6436 19,4389 19,6278 7,5524 7,7149 5,7278 5,8762 4,3911 4,4438

E
A*

ﬁhnﬂ 60° 6,1109 6,2680 5,7457 5,8878 4,9924 5,0982 4,1308 4,2095 3,3480 3,4064

A*AE 30° 11,6926 11,8491 10,3852 10,5111 8,1952 8,2763 6,1801 6,2294 4,6426 4,6730
45° 6,8166 6,8982 6,3038 6,3732 5,3722 54226 4,3796 4,4148 3,5122 3,5362

60° 4,6141 4,6940 4,3632 4,4271 3,8710 3,9261 3,3066 3,3486 2,7686 2,7995

A
A*ﬂ

E

(a) Xiang et al.(1994)
Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).
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Tabela 39 — MIR — Resultados para placas com geometria de triangulo retangulo
com condicdes de contorno ELE, A*LA*, LLE, LEL

. o h/a = 0,001 h/a = 0,05 h/a = 0,1 h/a = 0,15 h/a=0,2
e
vp (a) MIR (a) MIR (a) MIR (a) MIR (a) MIR
. ELE 30° 4,4560 4,4545 4,1520 4,1504 3,6534 3,6495 3,1102 3,1050 2,6094 2,6040
e 45° 25324 25302 24160 2,4142 22226 22199 1,9931 1,9897 1,7591 1,7555
=
;E £ 0 60° 1,4855 11,4850 1,4382 1,4380 1,3611 1,3604 1,2656 1,2644 1,1616 1,1601
30° 0,5678 0,5667 0,5155 0,5154 0,4616 0,4617 0,4084 0,4087 0,3579 0,3584
45°  0,3683 0,3689 0,3473 0,3471 03241 0,3241 0,3009 0,3010 0,2781 0,2783
60° 0,1893 0,1890 10,1798 0,1793 0,1691 0,1690 0,1587 0,1587 0,1483 0,1484
30° 05146 05166 0,5067 0,5067 0,4963 0,4961 0,4837 0,4834 0,4668 0,4667
\ 45° 0,4826 0,4825 0,4740 0,4738 0,4636 0,4632 0,4511 0,4508 0,4371 0,4368
F | o, 60° 04359 04355 04287 04282 04192 04188 04083 04079 03958 0,3956
LEL 30° 1,8749 1,8728 1,8013 1,7995 1,6945 1,6926 1,5697 1,5673 1,4367 1,4341
45°  0,9923 0,9913 0,9639 0,9633 0,9261 0,9252 0,8814 0,8805 0,8327 0,8316
E
- 60° 0,6250 0,6244 0,6127 0,6120 05955 0,5949 0,5752 0,5746 0,5525 0,5518

(a) Xiang et al.(1994)
Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).

Tabela 40 — MIR — Resultados para placas com geometria de triangulo isdsceles
com condicoes de contorno A*A*A*, EEE, A*EE, EA*A”

Type o h/a = 0,001 h/a = 0,05 h/a = 0,1 h/a = 0,15 h/a=0,2

(a) MIR (a) MIR (a) MIR (a) MIR (@ MR

A*ﬁ\*A* 60° 53329 53749 49457 4,9822 43247 43518 3,6499 3,6688 3,0271 3,0403
7\ 90° 19,9986 10,0988 8,8591 8,9391 7,671 7,2183 55697 56016 4,2908 43110

/N 1200 218916 22,1789 17,6066 17,8785 12,4002 12,5449 84705 85480 59041 59484
EiE 60° 14,8340 15,3950 13,2452 13,7094 10,1189 10,4199 7,3314 7,5147 5,3228 5,4378

J7%  90° 28,2820 20,7982 23,0740 24,1685 15,1120 156863 9,7033 10,0070 6,4984 6,6740

_;*’EEE"@ 120° 64,1827 72,7347 42,9529 47,2623 21,8710 23,4636 12,1717 12,8250 7,5402 7,8525
AfEE 60° 10,6050 10,8488 9,6030 9,8058 7,6996 7,8365 15,8629 15,9493 4,4318 4,4866
f‘\ 90° 18,6660 19,1886 15,9231 16,3164 11,4322 11,6562 7,8842 8,0069 5,5366 5,6071

;“’EA*E% 120° 39,8561 42,0908 29,6714 31,0230 17,3888 17,9571 10,4138 10,6617 6,7187 6,8393
E/§*A* 60° 7,5737 7,6761 6,9465 7,0339 58285 58912 46707 4,7129 3,6889 3,7170

’/‘ﬂ)\_ 90° 15,6138 15,9233 13,3074 13,5364 9,8413 99760 7,0017 7,0785 5,0409 5,0862

/A*IEM\ 120° 37,0388 38,3433 26,8880 27,7928 16,1176 16,5120 9,8505 10,0286 6,4487 6,5374

(a) Xiang et al.(1994)
Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).
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Tabela 41 — MIR — Resultados para placas com geometria de triangulo isésceles
com condicOes de contorno LEE, LA*A*, ELL, LEL

. , h/a = 0,001 h/a = 0,05 h/a=0,1 h/a = 0,15 hia = 0,2
e
vp @ MR (@ MR (@ MR () MR (3 MR
LEE 60 38151 38045 35641 35520 3,1499 3,1369 26914 26785 22649 22530
j“‘k\c 90° 50644 50610 46855 46812 40671 40597 34081 33997 28168 2,8087
7E 3
JF TN 1200 83586 83759 7,5412 7,5511 6,2480 6,2480 4,9769 4,9727 39211 3,9160
LA"A*  60° 0,8469 0,8456 0,8012 0,8011 0,7475 0,7478 0,6897 0,6902 0,6305 0,6314
&
/7 90° 07389 07377 06752 06753 06097 06100 05454 05459 04843 04850
’A* AR
/NN 1200 06523 06364 05037 05036 04142 04146 0,3446 03454 0,2890 0,2899
EL 60° 07039 0,7034 06886 06881 06684 06679 06447 06441 06184 06178
LN
J7\  90° 19846 19827 18986 18974 17789 17772 16410 16389 14962 1,4940
/(A
/¢ \ 120° 53448 53480 4,9338 49367 43232 43214 36721 36678 3,0680 3,0630
LEL  60° (;’72325; 0,7033 1,1870 0,6880 1,1335 0,6678 1,0716 0,6440 1,0048 0,6177
ya3 ’
/7 900 (;975’5005 09642 16575 09393 15639 09059 14538 0,8662 1,3099 0,8209
.’,}.-‘L Er‘;‘ 3
/L% 1200 12?22‘?;* 12064 21939 1,694 19462 1,1944 14136 1,0338 1,0252 0,8069

(a) Xiang et al.(1994), * Xiang (2002)

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).

Um aumento nas diferencas nos resultados foi obtido para o caso LEL na

Tabela 41 quando os resultados obtidos com o MIR foram comparados com os

resultados obtidos em Xiang et al. (1994) Outro estudo do mesmo autor, Xiang

(2002), mas utilizando a teoria classica de placas foi publicado mais tarde e

apresentou valores semelhantes aos obtidos com o MIR, sendo incluidos também no

aspecto h/a = 0,001.

10.6.5 Resultados para placas com furo — MIR

Nas tabelas 42-44 encontra-se os resultados para placas com furo

quadrado central com carga uniaxial utilizando o MIR. Foram usados 480 elementos

de contorno quadraticos, sendo 384 elementos na borda externa e 96 na borda do

furo. Foram usados de 836 a 900 pontos de dominio. Na Figura 59 pode-se verificar

uma placa com furo quadrado central solicitada por uma carga uniaxial.
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EL PD da MRD Células (a) MIR MRD Células (a) MIR
h/a=0,001 h/a=0,001 h/a=0,001 h/a=0,01 h/a=0,01 h/a=0,01
480 864 0,1 3,7946 3,7994 3,7898 3,7879 3,7932 3,7878
480 836 0,2 3,4397 3,4494 3,4524 3,4296 3,4412 3,4377
480 880 0,3 3,1713 3,1883 3,1839 3,1575 3,1782 3,1769
480 936 0,4 2,9998 3,0297 3,0471 2,9810 3,0153 3,0121
480 896 0,5 2,9069 2,9310 2,9236 2,8881 2,9096 2,8996
480 924 0,6 2,8186 2,8664 2,8591 2,8175 2,8352 2,8348
480 984 0,7 2,8168* 2,8449 2,8544 2,8001 2,7998 2,7628
(a) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017) (*)1280 elementos de contorno
Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).
Tabela 43 — MIR — Placas com furo quadrado 2
EL PD da MRD Células (a) MIR MRD Células (a) MIR
h/a=0,05 h/a=005 h/a=0,05 h/a=0, h/a=0,1 h/a=0,1

480 864 0,1 3,7248 3,7313 3,7267 3,5722 3,5819 3,5765
480 836 0,2 3,3602 3,3747 3,3680 3,2140 3,2344 3,2261
480 880 0,3 3,0774 3,1034 3,0999 2,9207 2,9577 2,9517
480 936 0,4 2,8781 2,9207 2,9145 2,6898 2,7495 2,7405
480 896 0,5 2,7562 2,7820 2,7678 2,5333 2,5670 2,5470
480 924 0,6 2,6392 2,6625 2,6491 2,3596 2,3884 2,3643
480 984 0,7 2,5388 2,5629 2,5359 2,2438 2,2716 2,2518

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).

(a) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)

Tabela 44 — MIR — Placas com furo quadrado 3

EL PD da h/“alllig,z Cr?/I: I:sé,(zal) h/aluvI 5),2
480 864 0,1 3,0712 3,1043 3,0776
480 836 0,2 2,7135 2,8052 2,7841
480 880 0,3 2,3788 2,5138 2,4906
480 936 04 2,0842 2,2235 2,2041
480 896 0,5 1,9152 1,7185 1,8769
480 924 06 1,4944 1,1755 1,4777
480 984 07 0,8317 0,7263 0,8144

Fonte: Adaptado de Soares Jr., Palermo Jr. e Wrobel (2020).

(a) Soares Jr. e Palermo Jr. (2017)

Os resultados para placas com furo sé puderam ser obtidos com a

aproximacado das normais colocando pontos de Gauss dentro do elemento de

contorno, conforme a Figura 68. Se a aproximacgao da integral radial tiver ponto

campo nos nds do elemento de contorno os resultados divergem para furos acima
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de d/L = 0,4. Foi necessério adicionar o termo livre da mesma forma que em uma
integral de dominio. O MIR precisou de menos elementos de contorno para obter

uma resposta similar ao MRD.

10.6.6 Tempo de processamento — MIR

Foi feita uma comparagdo para o tempo de processamento entre as
técnicas de integracao de dominio, no caso a integracao por células, o MRD e o
MIR. O tempo de processamento para uma placa quadrada com h/a = 0,2 com furo
d/a = 0,5 foram:

a) Células de dominio: 13 min 56 segundos ( 960 elementos de contorno
e 4800 células de dominio )

b) MRD: 38 min 02 segundos ( 1280 elementos de contorno e 1533
pontos de dominio )

c) MIR: 50 min 45 segundos ( 480 elementos de contorno e 896 pontos
de dominio )

Todas as andlises usaram o compilador Intel Fortran no Windows 7 com o
compilador definido no modo Release usando valores padrao. O computador tinha
um processador Intel i7-4790 (3.6 GHz) e 16 Gb de RAM
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11. MODOS DE FLAMBAGEM

11.1 MODOS DE FLAMBAGEM PARA PLACAS QUADRADAS COM CARGA
UNIAXIAL

Os modos de flambagem foram obtidos calculando-se os deslocamentos
transversais da placa (equagao 4.3) na iteragao final do problema de autovalor. Os
deslocamentos foram calculados nos pontos de dominio e nos pontos dos elementos
de contorno. A plotagem foi feita introduzindo os deslocamento obtidos no software
de plotagem gratuito Gnuplot, desenvolvido por Williams et al. (2019). Os modos de

flambagem foram calculados utilizando células de dominio.

Figura 73 — Modo de flambagem para placa AAAA e AAAE com carga uniaxial

Fonte: O autor (2020).

Figura 74 — Modo de flambagem para placa EAAA e AEAE com carga uniaxial

Fonte: O autor (2020).
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Figura 75 — Modo de flambagem para placa EAEA e LAAA com carga uniaxial

Fonte: O autor (2020).

Figura 76 — Modo de flambagem para placa AAAL e LAEA com carga uniaxial

Fonte: O autor (2020).

Figura 77 — Modo de flambagem para placa AEAL e LALA com carga uniaxial

lllll

-----

Fonte: O autor (2020).

Figura 78 — Modo de flambagem para placa ALAL e EEEE com carga uniaxial

Fonte: O autor (2020).
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11.2 MODOS DE FLAMBAGEM PARA PLACAS QUADRADAS COM CARGA
BIAXIAL

Figura 79 — Modo de flambagem para placa AAAA e AEAL com carga biaxial

Fonte: O autor (2020).

Figura 80 — Modo de flambagem para placa AAAL e ALAL com carga biaxial

Fonte: O autor (2020).

Figura 81 — Modo de flambagem para placa EEEE com carga biaxial

Fonte: O autor (2020).
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11.3 MODOS DE FLAMBAGEM PARA PLACAS QUADRADAS COM CARGA DE
CISALHAMENTO

Figura 82 — Modo de flambagem para placa AAAA e EEEE — cisalhamento

Fonte: O autor (2020).

Figura 83 — Modo de flambagem para placa AEAE e AELE -cisalhamento

Fonte: O autor (2020).

Figura 84 — Modo de flambagem para placa LELE e EAAA - cisalhamento

Fonte: O autor (2020).
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11.4 MODOS DE FLAMBAGEM PARA PLACA RETANGULAR COM CARGA
UNIAXIAL

Figura 85 — Modo de flambagem, placa com a/b = 1.5 AAAA com carga uniaxial

Fonte: O autor (2020).



232

12 CONCLUSOES
12.1 CONCLUSOES PARA MRD

Os resultados obtidos mostram que a formulagcdo dada por Soares Jr. e
Palermo Jr. (2017) é consistente quando utilizada em conjunto com o MRD. Como
notado por alguns pesquisadores, a implementacdo do MRD é complexa, devido a
teoria pesada e a necessidade da manipulacao analitica para obtencao das solucoes
particulares para cada fungdo aproximadora escolhida. A resolugado do problema de
flambagem de placas no presente trabalho foi ainda diferente da maioria das
aplicacbes do MRD da literatura, uma vez que as matrizes principais H e G nao
foram aproveitadas, as derivadas destas matrizes tiveram que ser calculadas.

Apesar destas dificuldades, o método mostrou-se estavel, inclusive
solucionando problemas com furos. Foi detectado que os problemas com aspecto de
espessura maiores que h/a = 0,001 necessitaram de menos elementos de contorno
e convergiram a medida que aumentava-se o numero de pontos de dominio.
Quando os problemas com aspecto de espessura iguais a h/a = 0,001 foram
analisados, necessitou-se um numero maior de elementos de contorno, os
problemas convergiram a medida que se aumentou o numero de elementos de
contorno e também o numero de pontos de dominio.

Isto é devido a integracao numérica das primeiras derivadas das solucoes
fundamentais, estas derivadas possuem nucleos singulares do tipo Cauchy, mas séo
multiplicadas pelas fungdes de Bessel modificadas KO(z) e K1(z). Estas fungdes,
quando o parametro z € considerado grande ( que € o caso para placas com aspecto
de espessura h/a = 0,001 ) tém seu nucleo modificado para uma série de integrais
de parte finita, estas integrais necessitam de técnicas robustas de integracdo, como
o método dos sub-elementos. Como o MRD depende destas integrais de contorno,
quanto mais precisa for a integracdo do elemento, melhor sera o resultado. Projeta-
se que com um método de integracdo robusto para integrais de parte finita sera
possivel o calculo com um nimero menor de elementos de contorno.

A aplicacdo do operador tangente nas integrais supersingulares
reduzindo-as para hypersingulares melhorou a precisdo dos resultados obtidos em
problemas com elementos de contorno curvos.
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Pode-se mostrar algumas vantagens e desvantagens do MRD com
relacao a outros métodos de reducao de malha:

Vantagens:

(a) Rapido processamento, em alguns casos equivalente ou mais rapido
que as células de dominio.

(b) O caélculo é feito somente com integrais de contorno.

(c) A precisao dos resultados observada foi melhor do que as células de

dominio constantes.

Desvantagens:

(a) Necessidade de solucbes particulares, sendo entao dificil de alternar
entre as fung¢des de aproximacao.

(b) Dificil implementagéo.

(c) A precisdao dos resultados depende das integrais de contorno, os
métodos de integracdo singular precisam ser robustos para que a solucdo seja

convergente.

12.2 CONCLUSOES PARA MIR

O MIR apresentou na maioria dos resultados uma precisao maior quando
comparado ao MRD e também as células de dominio. Outro ponto que foi
observado, com relagdo a integracao numeérica, foi que em problemas sem furo as
integrais radiais puderam ser calculadas utilizando-se 8 pontos Gauss, apresentando
uma precisao aceitavel quando comparados os resultados a solu¢do analitica. Mas
em problemas com furos foi necessaria a aplicacao de 3 subelementos que utilizam
16 pontos de Gauss para que a precisao fosse satisfatoria, isto pode ser devido a
complexidade dos termos de dominio em problemas com furo.

Os raios que partem do ponto fonte até o elemento de contorno
precisaram ser aproximados posicionando-se 4 pontos de Gauss dentro do elemento

de contorno, um valor menor que 4 mostrou que podem haver desvios nas respostas
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e um valor maior levou ao mesmo resultado, sendo o processamento desnecessario.
As vantagens e desvantagens do MIR com relagédo a outros métodos de reducao de
malha s&o mostradas abaixo:

Vantagens:

(a) Facil implementacao.

(o) Uma precisdo maior para um numero menor de elementos de
contorno, se comparado as células de dominio ou o MRD.

(c) Facilidade de alternar entre as funcdes de aproximacéo de base radial,

sem a necessidade de calcular solugdes particulares.

Desvantagens:

(a) Conforme observado por outros autores, o MIR consome muito tempo
para processar o problema, especialmente quando as integrais radiais sao feitas de
maneira numérica. O tempo de processsamento pode ser diminuido caso a
integracao for analitica.

(b) O MIR apesar de ser um método de reducdo de malhas, precisou da
adicao de termos livres que aparecem quando é feita a integracao de dominio para
uma fungéo singular do tipo Cauchy, algo que nao foi necesséario no MRD.

(c) Além de integrais de contorno, é necessario calcular integrais radiais.
Foi percebido no presente trabalho que as integrais radiais devem ser calculadas de
maneira precisa pois dependendo da complexidade da carga de dominio
aproximada elas podem gerar grandes desvios caso a técnica de integracdo nao
seja adequada ao nucleo da integral radial.
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12.3 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Para o MRD pode-se sugerir algumas melhorias:

(a) Buscar métodos robustos para integracdo singular das funcdes de
Bessel (KO(z) e K1(z)) quando o argumento é grande, melhorando a precisdo dos
resultados em problemas com aspecto de espessura h/a = 0,001.

(b) Realizar a aplicagdo do MRD para teoria de placas que levam em
conta o efeito da deformacao por cortante de ordem maior.

(c) Pode-se realizar a associagdo de elementos planos para obter as

cargas criticas de perfis metalicos.

Para o MIR pode-se sugerir para trabalhos futuros:

(a) Integracdo analitica das integrais radiais, diminuindo o tempo de
processamento do problema.

(b) Buscar formas computacionais para reduzir o tempo de célculo, como
0 uso da GPU para processamento paralelo.

(c) Como sugerido para o MRD, pode-se realizar a associacao de
elementos planos e também a aplicagdo do MIR para outras teorias de placas.
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