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RESUMO

Pesquisas recentes demonstram haver relagc@o entre a suscetibilidade aos efeitos de
segunda ordem da estrutura e o periodo natural de vibracdo (T) da mesma, uma vez que ambos
dependem fundamentalmente das matrizes de rigidez e de massa da estrutura. A vantagem dessa
relacao simplificada é que na maioria das ferramentas computacionais de andlise estrutural
existentes o periodo natural de vibracdo é de facil obtencdo. Neste estudo, sdo desenvolvidas
diferentes formulacdes com o intuito de propor e validar um fator de amplificagdo (yr) que,
multiplicado pelos valores de momentos oriundos de uma andlise de primeira ordem, é capaz
de aproximar satisfatoriamente os valores de momentos fletores de segunda ordem. Essas
formulagdes t€ém como base o principio de D’Alembert e o método de Rayleigh, com a
generalizac¢do de coordenadas para o deslocamento dinamico de barras flexiveis. Desta forma,
foram analisadas as amplificacdes dos momentos (M2/M; — momentos fletores provenientes de
uma anélise de segunda ordem divididos pelos momentos fletores provenientes de uma anélise
de primeira ordem) para 122 modelos regulares de concreto armado, variando o ndmero e as
plantas dos pavimentos. As amplificagcdes M»/M foram plotados frente aos periodos naturais de
vibragdo, para cada altura e cada direcdo ortogonal. Nas anélises, pode-se observar que os
valores de yr se aproximam dos valores de métodos de andlise simplificada utilizadas
usualmente no Brasil, sendo de fato, mais préoximo dos valores obtidos de amplifica¢do para os
elementos mais solicitados. Assim sendo, € possivel propor um fator de amplificacdo (yr),
baseado no periodo natural de vibrag@o da estrutura, para ser utilizado como: (i) um indicador
da susceptibilidade aos efeitos globais de segunda ordem; e (i) um fator de amplificacio para

a obtencdo dos momentos de segunda ordem para estruturas reticuladas de concreto armado.

Palavra-chave: Analise ndo-linear; Analise modal; Estabilidade estrutural; Estruturas de concreto



ABSTRACT

Recent studies have demonstrated that there is a relationship between the structure’s
susceptibility to second-order effects and its natural vibration period (T') since both properties
are fundamentally dependent on the structure’s stiffness and mass properties. The main
advantage on the use of this characteristic is that for the majority of existing structural analysis
software, the natural period of vibration can be easily obtained. In this study, different
formulations are developed in order to propose and validate an amplification factor (y;) to
multiply first-order analysis results and satisfactorily obtain results due to a second-order
analysis. These formulations are based on the D'Alembert's principle, Rayleigh’s method, and
the use of generalized coordinates to represent the dynamic displacement of flexible structures.
Therefore, it is analyzed the bending moment amplification (M2/M1 — bending moment due to
a second-order analysis divided by bending moment due to a first-order analysis) for 122 spatial
multistory reinforced-concrete frames, with different number of stories and floor plants. The
ratios M2/M; are plotted against natural vibration period for each building floor plant and each
orthogonal direction. It is observed that values of y; lead to values closer to the traditional
simplified methods currently used in Brazil and, in fact, more accurate. Thus, it is proposed an
amplification factor (y7), based on the natural period of vibration, to be used as: (1) an indicator
of the structures’ susceptibility to second order effects and (ii) an amplification factor to

describe the second-order effects on reinforced concrete frames.

Keyword: Non-linear analysis; Modal analysis; Structural stability; Concrete structure
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1.INTRODUCAO GERAL

1.1. CONSIDERACOES INICIAIS

O aumento da densidade demogréfica em centros urbanos aliado a busca constante
por novas solucdes arquitetonicas contribuiram para a busca de estruturas mais altas e esbeltas.
Além disso, o advento dos concretos de alta resisténcia, com valores de resisténcia a
compressao acima de 50 MPa, faz com que os engenheiros lidem com estruturas mais esbeltas
(Moncayo, 2011), levando a sistemas cada vez mais deslocabilidade do ponto de vista

estrutural.

A atuacdo simultanea de esfor¢os verticais e horizontais em estruturas deslocdveis
pode gerar efeitos importantes e indesejdveis, inviabilizando a utilizagdo e comprometendo a
estabilidade das mesmas (Oliveira, 2002). Sendo assim, foram desenvolvidas ao longo do
tempo diferentes ferramentas para a verificacdo da estabilidade das estruturas em sua
configuragcdo deformada. Para uma avaliacao criteriosa da estabilidade, devem-se considerar os
efeitos da ndo-linearidade fisica e geométrica dos elementos que compde estrutura, o que faz

com que esse tipo de andlise seja complexa.

Como alternativa a uma andlise rigorosa, principalmente em fases preliminares do
projeto estrutural, foram propostos métodos simplificados de avaliacdo da instabilidade e
suscetibilidade das estruturas aos esfor¢os adicionais oriundos da ndo-linearidade geométrica,
conhecidos como efeitos de segunda ordem. Estes métodos baseiam-se na determinagdo de
pardmetros simples, utilizados em andlises eldsticas, para determinar a necessidade da
consideracdo dos efeitos globais de segunda ordem no dimensionamento dos elementos

estruturais.

Para a dispensa desses efeitos em estruturas de concreto armado, a ABNT NBR
6118:2014 permite a utilizacdo de dois métodos aproximados: o parametro de instabilidade a e
o parametro Gamma z (y,). O primeiro qualifica a estrutura como suscetivel ou ndo aos efeitos
de segunda ordem. O segundo, introduzido por Franco e Vasconcelos (1991) com o objetivo de
propor um novo parametro de verificacdo da estabilidade estrutural, além de classificar quanto
a suscetibilidade, representa uma estimativa do acréscimo de esforcos devido aos efeitos de

segunda ordem em relagdo aos efeitos de primeira ordem (Pinto, 2002).
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Parametros de classificacdo e amplificacdo dos esfor¢os para obter esforcos de
segunda ordem através de andlises lineares também estdo presentes nas normas de estruturas
metalicas AISC/LFRD (2010) e ABNT NBR 8800:2008. Para o caso destas estruturas sio
adotados parametros para a consideracdo da estabilidade local do elemento (Bi) e para a

consideragdo da estabilidade global da estrutura (B>).

Haja vista que, dentre os parametros que influenciam a estabilidade global de um
edificio, os mais importantes s@o a rigidez e o peso atuante na estrutura (Feitosa e Alves, 2015),
existe alguma outra forma de avaliar a necessidade de consideracdo dos efeitos globais de
segunda ordem? Recentemente, Statler et al. (2011) demonstraram que € possivel relacionar a
estabilidade global de estruturas metdlicas com seu periodo fundamental de vibragdo, uma vez

que ambos dependem das matrizes de massa e de rigidez da estrutura.

Nesse contexto, o objetivo principal deste trabalho € o equacionamento e a
validacdo de um parametro de estabilidade de estruturas baseado na relagdo existente entre o
periodo natural de vibragdo e os acréscimos de esfor¢os devido aos efeitos globais de segunda
ordem em estruturas. Para tanto diferentes modelos de porticos tridimensionais em concreto
armado foram considerados, onde variou-se a quantidade de pavimentos até que fosse atingido

o valor limite de 1,3 para o pardmetro y, em cada uma das direcdes ortogonais.

Nessas condi¢des, foram plotados para cada valor de periodo natural de vibragdo os
respectivos valores da relagdo entre os momentos de segunda ordem sobre os momentos de
primeira ordem de cada pilar da estrutura. Estes resultados foram comparados com o parametro

equacionado e com uma simplificacdo proposta, verificando a eficiéncia de cada um.

1.2. OBJETIVO GERAL

O objetivo deste trabalho € analisar a suscetibilidade de estruturas em concreto
armado a efeitos de segunda ordem a partir da andlise modal da estrutura, propondo um
parametro que relacione estas duas andlises. Para tal, serdo modelados pérticos espaciais nos
programas computacionais S4 Sistema Building e SAP2000 para obter os periodos naturais de

vibragdo e a amplificagcdo dos esforcos, comparando assim com o parametro equacionado.
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1.3. OBJETIVO ESPECIFICO

Pretende-se demonstrar neste trabalho que o periodo natural pode ser tomado como
um bom indicador para os efeitos de segunda ordem em estruturas de concreto armado, servindo

de opcao eficaz para a verificacdo da instabilidade global da estrutura.

Ao final, pretende-se apresentar um parametro alternativo de suscetibilidade e
amplificacdo dos efeitos de segunda ordem para estruturas modeladas em pérticos espaciais,
utilizando-se como base a analise modal da estrutura, obtendo resultados para as duas direcdes

ortogonais dos porticos espaciais.

1.4. JUSTIFICATIVA

A relevancia da andlise ndo-linear de estruturas vem aumentando ao longo dos anos
associada a crescente busca por estruturas mais altas e esbeltas. Impulsionadas pela necessidade
de otimizagao dos espagos nos grandes centros urbanos e pela possibilidade de utilizacdo de
materiais mais resistentes, a importancia da concepcdo e do cdlculo estrutural tem aumentado
de tal forma que se faz necessario o desenvolvimento de técnicas para prever instabilidades nas

estruturas.

As normas de dimensionamento de estruturas atuais preveem que as estruturas
devam garantir a seguranga e estabilidade nos estados ultimos e de servico, apresentando
requisitos necessdrios para o atendimento dessas premissas. Dentre os requisitos pode-se
destacar a verificacdo das instabilidades locais e globais, efeitos estes que tornam-se mais

pronunciados em estruturas esbeltas.

As normas da Associacdo Brasileira de Normas Técnicas (ABNT) apresentam
métodos simplificados para a classificacio e estimativa das majoracdes dos esfor¢os devido a
consideracdo dos efeitos de segunda ordem a partir de andlises lineares de primeira ordem.
Todavia, apesar da simplificacdo neste método, os calculos destes parametros possuem certa

complexidade e demandam muito cuidado em sua aplicag@o.



22

Apesar dos avancos tecnoldgicos das ferramentas de andlise estrutural, as analises
de segunda ordem té€m sido muitas vezes negligenciadas ou aplicadas de forma incorreta pela

inexperiéncia ou desconhecimento do processo de anélise.

Desta forma, a proposi¢do de uma metodologia simples e eficaz para classificar a
estrutura quanto a suscetibilidade a efeitos de segunda ordem e, a0 mesmo tempo, estimar a
majoragdo dos esforcos, representaria um avanco no desenvolvimento técnico e cientifico para

a analise estrutural de estruturas esbeltas.
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2.REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1. ANALISE DE SEGUNDA ORDEM

Em 1676, Robert Hooke estabeleceu uma relacdo entre a deformagdo normal
eldstica de um objeto com as tensdes normais impostas a0 mesmo, sendo esta relacdo uma das
bases do célculo estrutural. A relacdo encontrada descreve que para o regime eldstico a tensao
normal € diretamente proporcional a deformacdo normal multiplicada pelo mddulo de

elasticidade, propriedade essa caracteristica do material.

og=¢.E (eq.- 1)

Esta proporg¢do € valida até que se alcance o chamado limite eldstico do material.
Até este limite, ¢ admissivel que o material se deforme linearmente sob a tensdo aplicada,
retornando ao seu estado inicial indeformado ao cessar o carregamento. Essa relacdo faz parte
do conjunto de relacOes constitutivas dos materiais que, juntamente com as equacdes de
equilibrio e as equagdes de compatibilidade de deslocamento, fornecem condi¢des suficientes
para obtencao de esforcos, deslocamentos, tensdes, deformacdes e reacdes. Apds ultrapassar o
limite eldstico € dito que o material alcanga o estado plastico, estado este em que existe a

presenca de deformacdes residuais permanentes, mesmo apds cessar os esforcos.

o €

Figura 1 — Exemplo de limites eldsticos e pldsticos para materiais ducteis (fonte: Timoshenko,

1983)
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Na andlise de primeira ordem ou andlise eldstica-linear dizemos que € respeitada
a linearidade dos esforcos e a superposicao de efeitos. Na andlise linear ¢ admitida as seguintes

hipéteses:

e O equilibrio dos esforcos € efetuado na situacdo ndo deformada (assume-se a
validade da hip6tese de pequenos deslocamentos);

e Os materiais sao is6tropos € com comportamento mecanico elédstico-linear;

Segundo Lourenco (1999), a vasta utilizacdo da andlise linear atualmente faz com
que muitos profissionais desconsiderem as limitacdes deste método. Leonhardt e Monnig
(2008) ressaltam a ineficiéncia de uma andlise linear em estruturas expostas a grandes

deformacgdes.

“As hipéteses (lineares) da Teoria de 1* Ordem, entretanto, devem ser
abandonadas, quando as deformacdes tiverem sensivel influéncia sobre
os esfor¢os solicitantes, diminuindo consequentemente a capacidade

resistente de uma pega estrutural” (Leonhardt e Monnig, 2008).

A andlise de segunda ordem, em oposi¢ao a andlise de primeira ordem, pretende
obter os esforcos e deslocamentos considerando o equilibrio da estrutura em sua configuracio
deformada, levando em consideragdo suas caracteristicas nao-lineares fisicas e geométricas. Ao
estudarmos a ndo-linearidade dos materiais dizemos que a andlise considera o efeito da ndo-
linearidade fisica, ou seja, que a ndo-linearidade é causada pelo comportamento do material
ap6s seu regime eldstico, sendo este influenciado por efeitos como a fissuracdo, fluéncia e

escoamento da armadura (Pinto, 1997).

Ja a ndo-linearidade geométrica considera o equilibrio estatico da estrutura em uma
configuragcdo deformada, gerando acréscimo de esforcos devido a esta nova posi¢ao deformada.
A sensibilidade das estruturas a este efeito em geral estd ligada a esbeltez da mesma e a acao

conjunta de forcas externas longitudinais e transversais ao eixo da estrutura.
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Figura 2 - Resultado de momentos na base de um pilar carregado segundo a andlise de
primeira ordem (a) e considerando o equilibrio na posicdo deformada (andlise de sequnda

ordem geométrica) (b)

Na Figura 2 € possivel verificar a diferenga entre os esforcos obtidos na andlise
linear e na andlise ndo linear geométrica. No primeiro caso, 0 momento na base € resultado
unicamente da for¢a horizontal Q, aplicada a uma altura 4 da base. Assim, a carga vertical P
ndo gera um acréscimo de momento uma vez que o equilibrio é efetuado na posi¢do inicial.
Entretanto ao analisar o equilibrio da barra na Figura 2b, verifica-se um deslocamento
horizontal u no topo da barra devido a atuagdo da carga Q. Assim, nesta nova configuracao,
existird um acréscimo de momento devido ao deslocamento horizontal u#, conhecido como
momento de segunda ordem, que se adiciona ao momento de primeira ordem, devido somente
a atuacdo da carga horizontal Q. Este acréscimo de momento pode levar a um aumento no
deslocamento horizontal da barra, que por sua vez, pode levar a um novo acréscimo de
momento, que no limite, causard a sua perda de estabilidade. Devido a isso, o estudo da
instabilidade de barras esbeltas sé pode ser realizado via uma anélise de segunda ordem (Wight

e MacGregor, 2012).

As barras de uma estrutura podem estar submetidas a dois tipos de momentos de

segunda ordem:

1) Momentos resultantes da deflexao, 0, do eixo local da barra para longe da corda

que une suas extremidades, conhecidos como momentos do tipo P-6 (Fig 3.b);

2) Momentos resultantes de deflexdo lateral dos nos da estrutura, A, a partir de sua

posicao original, conhecidos como momentos do tipo P-A (Fig 3.a);
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Desta maneira, a andlise pode ser dividida em efeitos globais e locais, como
apresentado na Figura 3. Na Figura 3a o deslocamento global dos pontos de aplica¢do da carga
gera acréscimo nos esforgos calculados, sendo assim tratado como uma andlise do efeito global
da deformacao da estrutura, do tipo P-A. J4 para o caso da Figura 3b, a deformac¢do da barra
implica em um aumento nos esfor¢os, apesar de ndo haver um deslocamento horizontal dos nos,
sendo assim associado a deformagdes dos elementos estruturais. Este segundo caso € tratado
como uma andlise dos efeitos locais, do tipo P-3. O requisito bédsico da andlise de segunda
ordem € assegurar que o equilibrio seja satisfeito para o sistema estrutural em sua configuracao

deformada (Ziemian, 2010)

——

Y ¥y Y YYYYEY S

| s S I ot el
|:J\<Zn::l-nr::ler
/ {
/ Deflected Shapa | Banding Momants

(a) sway permitted

\ Deflacted Shapa

{b) sway restrained

Figura 3 - Portico plano calculado com consideracdo dos efeitos de sequnda ordem globais P-

A (a) e locais P-6 (b) (fonte: ZIEMIAN, 2010)

Ha diversos métodos para a determinagdo dos efeitos do P-A, como por exemplo a
andlise matricial da estrutura adaptando a matriz de rigidez para incluir os efeitos de P-A.

Azevedo (1993) discorre sobre esta técnica em seu trabalho.
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“Os métodos matriciais de andlise estrutural, desenvolvidos para a
resolucdo de problemas lineares, podem ser adaptados de forma a
incluir os efeitos de segunda ordem. Devido a presenca de termos nao-
lineares, a solucao do problema matricial ndo pode ser obtida, em geral,
de forma explicita recorrendo-se, consequentemente, a Pprocessos

iterativos” (Azevedo, 1993, p.31)

Nesta técnica, a matriz de rigidez da [K] da estrutura € montada de forma que seja
a soma da matriz de rigidez eldstica de primeira ordem [Kg/ e a matriz de rigidez geométrica
[Kc], tal como na Equagdo 2. A matriz de rigidez da estrutura € utilizada na andlise matricial

(equacdo 3), levando assim em consideracao os efeitos da ndo-linearidade geométrica.

[K] = [Kg] + [K] (eq. 2)

[K1{u} = {f} (eq. 3)

Entretanto a matriz de rigidez geométrica depende dos esforcos aplicados, sendo
necessarios métodos iterativos de resolu¢do. Como o processo de inversao de matrizes € muito
custoso computacionalmente, o processamento iterativo deste método torna-se invidvel para a
resolugcdo de um sistema com varios graus de liberdade. Singh e Singh (1992) apresentaram

método semelhante de resolucao matricial incremental.

Outro método conhecido para a resolugdo deste tipo de problema € a resolucio
incremental-iterativa para obtencdo dos efeitos P-A. Neste método ¢ realizado o equilibrio da
estrutura a partir do deslocamento do ponto de aplicacdo da carga obtida pela andlise anterior,
resultando em um novo equilibrio com um novo deslocamento deste ponto. O processo parte
de uma andlise linear de primeira ordem e € realizado sucessivamente até que seja encontrado

equilibrio. Uma descri¢do completa deste método pode ser encontrada em McGuire et al (2000).
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Cada iteragdo gera um incremento nos esforcos de segunda ordem, sendo que a
somatdria de todos estes incrementos resulta nos esfor¢os finais de segunda ordem. Os esforcos
finais da estrutura sao resultantes da soma dos esfor¢os de primeira ordem com os esforcos de

segunda ordem (Bueno, 2009).

Momento de primeira ordem

/ 7 Momento final

Figura 4 - Andlise de seqgunda ordem com considera¢do do efeito P-A (fonte: Bueno, 2009)

Este método possui grande precisdo sendo passivel de implementar em programas
computacionalmente. Entretanto o método mais otimizado para obtencdo dos efeitos de
segunda ordem € o proposto por Rutenberg (1981). Neste método a matriz de rigidez da
estrutura € modelada acrescentando o efeito de barras diagonais ficticias com &drea negativa
(Figura 5a) e colunas ficticias com inércia negativa (Figura 5b). Este novo equilibrio ja
considera os efeitos de segunda ordem aplicados na estrutura e seu processamento &
relativamente rdpido comparado com os demais métodos. Posteriormente, outros métodos e
variacOes baseados em forcas nocionais foram apresentados e explorados por Wilson e
Habilullah (1982), White et al. (2007a,b), LeMessurier (1976, 1977) e Crisfield (1991). Em

outra vertente, Vandepitte (1982) propde um método direto de andlise a partir da alteragdao do

método de inclinag¢do-deflexdo, obtendo novas equagdes de equilibrio da estrutura.
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Figura 5 - Pértico modelado com barras diagonais ficticias (a) e com uma coluna ficticia (b)

2.2. ANALISE DINAMICA DE ESTRUTURAS

Ao contrario da andlise estdtica cldssica, quando se trata de uma andlise de vibracdo
de estruturas causada por um carregamento dindmico, as for¢as aplicadas na estrutura variam
ao longo do tempo, ndo existindo uma unica solu¢do para o problema mas sim uma fun¢do
resposta em funcdo do tempo. Desta forma, para a solu¢do de um problema dindmico é
necessdria a determinag¢do do campo de deslocamentos u(t), chamada de resposta dindmica,
obtendo a partir destes deslocamentos os esforcos, reacdes, tensdes. No caso dos problemas de
carater dinamico devem ser consideradas as forcas de inércia, que resistem ao movimento
gerado pela for¢a dindmica aplicada. As forcas de inércia sdo provenientes da massa da
estrutura e possuem importancia relevante nesse tipo de andlise. Dependendo das caracteristicas
do sistema, devem ser consideradas também as forcas oriundas das propriedades de
amortecimento da estrutura. Estas for¢as s@o conhecidas como forcas de amortecimento e
dependendo das propriedades de amortecimento da estrutura, condicionam o carater oscilatorio
da resposta. Em estruturas de concreto armado, a for¢ca de amortecimento € tao pequena que a
amplitude maxima do deslocamento se confunde com a amplitude do deslocamento em um

sistema nao amortecido, podendo ser adotado em algumas andlises um amortecimento nulo.

A determinacdo dos parametros e propriedades que influenciam de maneira

significativa a resposta dindmica de uma estrutura complexa demanda muita experiéncia da



30

parte dos engenheiros (Paultre, 2005). Para varios sistemas mecanicos ou estruturais, a resposta
dinamica completa pode ser definida pela resposta no tempo de apenas uma coordenada,
conhecidos como sistemas a um grau de liberdade ou sistemas elementares. Normalmente esses
sistemas sdo idealizacdes do comportamento, resultado de hipéteses simplificadoras para as

propriedades essenciais do sistema: a massa, a rigidez e o amortecimento.

Dado um sistema elementar, a equacdo de equilibrio dindmico é definida a partir da
soma do equilibrio das forcas inerciais, for¢cas de amortecimento e forcas elédstica, que se opde
ao movimento gerado pela for¢a externa aplicada ao sistema, como apresentado na Figura 6. A
todo instante 7, a massa do sistema estd em equilibrio sob a acdo dessas for¢as, segundo o

principio de Alembert, e o equilibrio dindmico pode ser expresso pela Equagao 4.

U ——=u
R,
A p) ffk - ) _
c O D) . O O
(a) ()

Figura 6 - Sistema oscilatdrio forcado amortecido com um grau de liberdade (a) e equilibrio

das forgas do sistema (b)

fitfatfe=p() (eq. 4)
Onde:
fi forca inercial;
fa for¢ca de amortecimento;
f& forca eléstica;
p(t) forca externa.

Para sistemas com massa concentrada, as forcas internas podem ser expressas a
partir das propriedades do sistema. Pode-se entio obter a equagdo do movimento da massa ou

equacao de equilibrio dindmico, como apresentado na equacao 5.
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mii + cu + ku = p(t) (eq.5)
Onde:
m massa do corpo;
C coeficiente de amortecimento;
k rigidez a deformacdo da mola associada;
p(t) forgas externa.

Dependendo da natureza do material e do sistema considerado, a andlise pode ou
ndo levar em conta as for¢as de amortecimento, separando o equilibrio dinamico em andlise de
vibracdo de sistemas amortecidos ou ndo amortecidos. Outro fator importante na analise de
vibragdo dinamica € a existéncia ou ndo de uma carga dindmica externa. A existéncia de forca
externa configura um sistema submetido a um regime de vibragdao forcada, que pode ser
periddico ou ndo, dependendo da natureza da fonte externa de excitacdo da estrutura. Os casos
onde ndo existem forcas externas atuando sdao chamados de regime de vibragdo livre. Para o
caso particular em que o sistema estd submetido a um regime de vibracao livre ndo amortecido

a equacao do equilibrio dindmico pode ser simplificada como apresentado na Equacao 6.

mii+ ku=0 (eq. 6)

A solucdo desta equacdo diferencial de segundo grau é uma funcio exponencial,
com duas raizes diferentes, tal como descrito na equagdo 7. Sua solu¢do possui duas raizes

diferentes com a parte real nula, apresentadas na equagao 8.

u(t) = AjeMt + A etat (eq. 7)
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k
A, =i |— (eq. 8)
1,2 iy

Substituindo estas raizes na equagdo 7 € possivel descrever a posi¢do do corpo em
funcdo do tempo. Também € possivel expressar este resultado em senos e cossenos, tal como

na equacao 9.

k k
u(t) = C;sen |—t + Cycos |—t (eq.9)
,‘m ,‘m

Como € possivel ver pela equacdo 9, a posicdo da massa em relacdo ao tempo
descreve um movimento oscilatério com frequéncia angular (ou pulsacdo) de oscilagdo bem
definida, tal como expresso na equacgdo 10. Essa frequéncia angular é denominada de pulsacao
natural do sistema conservativo, ou pulsacao propria, e seu valor € o inverso do periodo natural

de vibrac¢do, como apresentado na equacao 11.

k
w, = |— (eq. 10)
m
21 m
r="_o0 2 (eq- 11)
Wy, k

Ao estudar sistemas livres amortecidos passa-se a considerar as forcas de
amortecimento na equagdo de equilibrio e a solugdo do sistema passa a ser dada pela resolucao

da equacdo 12. A equacio diferencial poderd fornecer duas raizes reais, duas raizes complexas
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ou uma Unica raiz real, como apresentado na equagdo 13, dependendo da relacdo entre o

amortecimento ¢, a massa m e a rigidez k.

mii+cu+ku=0 (eq. 12)

(eq. 13)

O sistema pode ser descrito como oscilatorio caso as raizes da equacdo 13 sejam
complexas, desta forma o valor do amortecimento que define o limite para que o sistema seja
oscilatério ou nao € denominado de amortecimento critico, apresentado na equagdo 14. Para
um sistema ser oscilatério o amortecimento deve ser inferior ao amortecimento critico,

apresentando assim uma razdo de amortecimento { inferior a 1 (Equacdo 18).

Cerit = 2VMk (eq. 14)
C
(= (eq. 15)
Cerit

Classifica-se assim estes sistemas como subamortecidos. As estruturas em geral
encontram-se nesta faixa de amortecimento, possuindo amortecimento critico na faixa de 1% a
2% em estruturas de concreto armado, podendo aumentar para cerca de 5% apds o aparecimento

de fissuras e danos ndo estruturais quando submetidas a sismos (Wight e MacGregor, 2012).

Nestes casos a equagdo diferencial possuird duas raizes complexas (equagdo 17)
que podem ser descritas a partir da pulsacdo natural amortecida, apresentada na equacdo 16. A
resolucdo deste sistema oscilatorio pode ser apresentada em termos de senos e cossenos, como

na equagao 18.
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wp = wp /P —1 (eq. 16)

A1 = —Cwy T iwp (eq. 17)

u(t) = (Cysenwpt + Crcoswpt)e5@nt (eq. 18)

O periodo natural de vibracao de um sistema subamortecido pode ser calculado a
partir do valor do periodo natural do sistema sem o amortecimento, uma vez que existe uma

relacdo entre a pulsacdo natural com e sem amortecimento.

1 1 T
Td=_

O o T-1 J1-8

(eq. 19)

Para o caso de sistemas ndo oscilatérios, a massa nao oscilara em torno de sua
posicdo inicial, havendo um decaimento exponencial da distancia (Clough e Penzien, 1975;
Chopra, 1995). Para o caso da estrutura possuir um fator de amortecimento igual a 1,0 define-
se o sistema como criticamente amortecido, possuindo assim duas raizes iguais para o sistema

(equagao 20). A solugdo da equacdo diferencial assim € dada pela equacao 21.

¢
Ao = o= —wy, (eq. 20)
u(t) = (C; + tCy)e @nt (eq. 21)

Em sistemas cujo valor do amortecimento é superior ao amortecimento critico, a

solucdo para a equacgdo diferencial apresenta duas raizes reais, representadas na equacao 22.
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Para estes casos o sistema € chamado de sistema sobreamortecido. A solugdo deste sistema é

apresentada na equacao 23.

A2 = Cw, + wy

u(t) = (Ce®t + (e~ @pt)etent

(eq. 22)

(eq. 23)

No caso de sistemas com N graus de liberdade a formulagdo consiste em N equagdes

diferenciais, compativeis com os N graus de liberdade considerados. Uma maneira de expressar

esta formulagdo € através de notagdo matricial, substituindo os pardmetros de entrada por

matrizes contendo os parametros de entrada de cada equacgdo diferencial. E possivel reduzir a

quantidade de varidveis da matriz a partir de uma condensac¢do estdtica, diminuindo assim a

ordem do problema.

}—!es» u, }—!ee» u, }—pa» U
K, K, K
W M, W M, W M, L(t),
G o o G oy G o 0O

Figura 7 - Sistema oscilatorio for¢cado ndo amortecido com mdultiplos graus de liberdade

Onde:

F(t)

Mii + Cu + Ku = F(t)

Matriz de massas;

Matriz de Amortecimento;

Matriz de Rigidez;

Vetor de forgas externas.

(eq. 24)
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Para o caso de sistemas livres e ndo amortecidos o resultado do periodo natural de

vibracdo pode ser obtido através da seguinte equagao:

K — w,?M| =0 (eq. 25)

O resultado da equagdo 25 é um conjunto de autovalores, representando as
pulsacdes naturais para o sistema. Em estruturas reais temos infinitos graus de liberdade,

resultando assim em um ndmero infinito de pulsa¢des naturais.

Cada autovalor obtido nesta equacdo possui um autovetor associado, expressando
uma forma generalizada para o deslocamento de cada massa. Estes autovetores sdo chamados

de modos de vibragdo da estrutura.

E denominado como primeiro modo de vibragdo, ou modo fundamental de
vibragdo, uma resposta singular de deslocamento associada ao maior periodo de vibracdo da
estrutura. A solucdo do sistema como um todo € resultado de uma combinacdo de todos os
modos de vibragdo presentes na estrutura, dependendo das condi¢des de contorno e da fonte de

excitacao.

Para estruturas flexiveis € necessdria a consideracdo da distribuicdo da massa ao
longo dos elementos, havendo assim infinitos graus de liberdade no sistema. Um artificio para
a resolugdo deste problema € a consideracao de que o sistema oscilatdrio terd apenas um utnico

modo de vibracao, tratando-o desta forma como um sistema de um grau de liberdade (Paultre,

2005).

Considerando uma barra engastada na base da Figura 8, com uma massa distribuida
m(x), massa concentrada m; e rigidez EI(x) ao longo da barra, e sujeita a carregamento
horizontal genérico p(x, t) e uma carga axial N (x), podemos descrever que o deslocamento de
cada ponto da barra ao longo de tempo € dado pela funcido u(x, t), dependente do tempo e da
posicdo (equagdao 26). Este deslocamento pode ser descrito através de uma funcdo de
deslocamento independente do tempo, denominada de fung¢do de forma P(x), como

apresentado na Equacgdo 27.
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u(x, t) =yP(x)z(t) (eq. 26)
u(x,t)
= .27
P(x) 20 (eq. 27)
N(x)|
‘ z(t)
pOat) _L %
N{x)
l%x N _\_e T
- R———1)
o= \\ ax
u(x. t) '
= \ ‘ =
 —— H
‘ N{x)
——
!
T (b)
—— m(x)
EI(x)
| ——
-

(a)
Figura 8 - (a) Barra engastada com deslocamento associado u(x,t)e (b) trecho infinitesimal da

barra 0x

A equagdo do equilibrio dindmico da estrutura pode ser obtida pelo principio dos
trabalhos virtuais, o qual define que o trabalho virtual das forgas externas §Wy € igual ao
trabalho virtual das forgas internas §W,;, quando esta estd submetido a um deslocamento virtual
du(x). Desta forma, o trabalho virtual das forgas externas é o somatério do trabalho virtual

causado pela for¢a p(x,t), pela forca N(x) e pelas forcas inerciais, como apresentado na

Equacao 28.
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O trabalho virtual resultante do carregamento horizontal p(x,t), associado ao

deslocamento du(x), é descrito na Equacdo 31.

p(x,t) = f OO fr(0) (eq. 29)

du(x) =Y (x)éz (eq. 30)

SW, = f p(x, t)ou(x)dx = fT(t)szJ f)Y(x)ox (eq. 31)
0 0

Dado que a forca inercial f;(x,t) é descrita na Equagao 32, o trabalho virtual desta

forca associado ao deslocamento du(x) € apresentado na Equacgdo 33.

fi(x, t) = —m(x)i(x, t) = —m(x)P(x)Z(t) (eq. 32)
Wy, = j (e, )Su(x)dx = —2(t)8z J (o) [ (x)]20x (eq. 33)
0 0

Por fim, para o cdlculo do trabalho virtual da forca N(x), é necessdrio obter o
deslocamento de(x) associado, como ilustrado na Figura 8b. Para tal, é necessdria a
consideracdo das rela¢Ges trigonométricas presentes entre de(x) e du(x), apresentadas nas

Equacdes 34 e 35.

e =(1—cosf)ox (eq. 34)
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de = 00senf dx = O(x,t) 06 0x (eq. 35)

Como o angulo 8(x,t) pode ser obtido pela derivada do deslocamento u(x,t) em
relagdo a posi¢do x (equagdo 36), o deslocamento de(x) é definido como o apresentado na

Equacao 37.

0(x,t) = z(t) (eq. 36)

du(x,t)  0P(x)
ax  ox

0
l/J(x) 2() 1/;()

de = Z 0x (eq. 37)

Assim, o trabalho virtual da for¢a axial N(x) é dado pela Equagdo 39.

d(6Wy) = Née = N <$> z(t) 86z 0x (eq. 38)
SWy —] d(6Wy) = z(t) 6ZJ N(x )< lpix)) 0x (eq. 39)
0

Assumindo desprezivel a parcela do cisalhamento e torcao da barra para o célculo
do trabalho virtual das forc¢as internas, é necessario obter o trabalho virtual do momento fletor

M (x, t) da barra associado a curvatura §¢(x), como apresentado nas Equagoes 40 a 42.

M(x,t) = EI(x) 6261/;(29() z(t) (eq. 40)
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0%u(x,t) 092
590 = o) TV 5, (eq. 41

2
pix Nor g

SWg —f M(x,t)6p(x)0x = z(t)6zf El(x )I

0

Igualando o trabalho virtual das forcas internas e o trabalho virtual das forgas

externas, € possivel obter a equagdo do equilibrio dindmico, tal como descrito abaixo.

z(t)8z j EI)[W"®] ax = fr (062 j FOOPY(x)ax +
0 0
(eq. 43)

H
+z(t) 62-]- N(x )( Plx )> x—’z’(t)Szf m(x)[Y(x)]?0x
0

0

Rearranjando esta equacdo, é possivel apresentd-la como a equacdo do equilibrio
dindmico de um sistema de um grau de liberdade, como a Equagdo 5 apresentada anteriormente,
sendo esta representada por uma massa generalizada, uma rigidez estédtica generalizada, uma

rigidez geométrica generalizada e uma forca externa generalizada.

H
m =f m(x)[Y(x)]?0x (eq. 44)
0

kg =J EI(x)[y" (x)]?0x (eq. 45)
0
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H 2
fo = — fo NG (algf:‘)) ox (eq. 46)
H
B = fr(®) f FOPG0dx (eq. 47)
0
mz(t) + kgz(t) + kgz(t) = p(t) (eq. 48)

Para o caso das massas concentradas m;, a massa generalizada 1 € descrita como.

i = j REOWCL0x + Y m()? (eq. 49)

Igualando as médximas energias potencial e cinética do sistema, € possivel obter a
frequéncia angular de vibracdo (w,) deste sistema conservativo. A partir da relacdo entre
frequéncia angular e periodo natural de vibragdo (Equacdo 11) é possivel calcular o periodo

natural de vibracdo do sistema, como apresentado na Equacao 50.

T =

ﬁ [T mREOREORax + T mi@)?
2n |=—=2m

. . 2 (eq. 50)
B (0120x — [T N(x) (a‘g—fj‘)> dx

Como ¢ possivel notar, dado o sistema com infinitos graus de liberdade, é possivel
simplifica-lo para um sistema de um grau de liberdade, desde que conhecida a fungdo de
forma y¥(x). Em seus estudos, Rayleigh (1945) demonstrou, a partir do principio da
conservagdo de energia, que € possivel adotar qualquer fungdo de forma 1 (x) que atenda as

condig¢des de contorno do sistema.
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Apesar de o resultado exato para o sistema oscilatorio sé ser possivel através da
adogao do fator de forma exato, qualquer fator que atenda as condicdes de contorno do sistema
fornecera uma boa aproximagao para o resultado, obtendo em uma frequéncia natural sempre
maior que a exata. Desta forma o periodo natural de vibragdo encontrado por este método nunca

serd superestimado, independente do fator de forma adotado.

2.3. PARAMETRO y, PARA ESTRUTURAS EM CONCRETO

A

A necessidade de verificar a suscetibilidade a influéncia dos efeitos
geometricamente nao lineares levou ao desenvolvimento de diversas técnicas de classificacao

das estruturas e estimativas dos esfor¢os de segunda ordem nas estruturas.

Uma das primeiras tentativas para classificar estruturas segundo sua suscetibilidade
a efeitos de segunda ordem foi introduzida por Beck e Konig (apud Vasconcelos, 1998),
considerando a edificacdo como uma uUnica barra engastada na base e livre no topo, com carga
horizontal distribuida perpendicularmente ao eixo da barra (Cicolin et al., 2011). Este
parametro, denominado de o, baseava-se na aproximacdo de que a rigidez da estrutura se
concentra em poucos pilares rigidamente conectados entre si, como um pilar tnico,

desconsiderando a contribui¢do da rigidez dos pilares menos rigidos (Vasconcelos, 1998).

O desenvolvimento tedrico deste pardmetro tem como base a teoria de Euler para a
carga critica de flambagem de uma barra, situacdo esta simplificada pelos autores. Este tipo de
andlise simplificada permite a classificac@o das estruturas quanto a sua deslocabilidade, a partir

de uma anélise eléstica de primeira ordem.

Beck e Konig concluiram em seu trabalho que o parametro de instabilidade
proposto chegaria a bons resultados para estruturas de trés ou mais pavimentos. Também
concluiram que a andlise de segunda ordem podia ser suprimida nas estruturas em que os efeitos
de segunda ordem nao acarretassem em um aumento de mais de 10% nos esforcos da andlise

elastico-linear (Ellwanger, 2013).
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o= Hp, % (eq. 51)
onde,
p Carga distribuida nas subestruturas de contraventamento
A% Carga distribuida nos elementos contraventados
Hrot Altura total da edificacdao

Em 1990, ap6s uma série de estudos realizados, o CEB-FIP abandonou o parametro
a. Posteriormente a NBR 6118:2003 incorporou este parametro a sua secdo 15, a qual trata
especificamente da instabilidade nas estruturas. Para tal, ela adaptou o parametro substituindo
as cargas das subestruturas em uma carga unica com seu valor caracteristico (Nk), também
definindo que a rigidez considerada é a soma da rigidez de todos os pilares na direcdo
considerada (equagdo 52). A norma também apresenta o valor de o limite para que a estrutura
possa ser considerada de nés fixos, sendo este limite 0.2+0.1n, em que n é o nimero de
pavimentos, nos casos de estruturas de até 3 pavimentos, e 0.6 no caso de estruturas de 4 ou

mais pavimentos.

a=Hp, |—— (eq. 52)

Em 1991, para atender a demanda para uma classificacdo da suscetibilidade das
estruturas a efeitos de segunda ordem, Franco e Vasconcelos (1991) propuseram um novo
parametro de estabilidade a partir da andlise da relevancia dos momentos produzidos pelas
forcas verticais com excentricidade resultante das forgcas horizontais, parametro este

denominado de vy..

A 1idealizagdo do parametro vy, partiu do processo de andlise de deformacdes
sucessivas, denominado de P-A (tal como apresentado no capitulo “Andlise de segunda
ordem”) em que a estrutura € sucessivamente carregada a partir da posi¢do deformada anterior.

O momento fletor de segunda ordem pode ser descrito como uma soma do momento fletor de
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primeira ordem com os momentos fletores de segunda ordem, obtendo assim o momento final

Mo.

MZ :Ml +AM2 +AM3+AM4++AMn (eq 53)

Segundo Vasconcelos (1998), € possivel adotar que os termos desta somatdria sdo
uma progressdo geométrica decrescente com umarazaor < 1. Desta forma € possivel reescrever
a equacao 53 em termos do produto do momento de primeira ordem e as razdes geométricas,

como nas equagdes 54 e 55.

AM, AM; AM, AM: AM,,
r p—vl p—vl p—vl p—vl —_ cee T (eq. 54)
M, AM, AM; AM, AM,,_,
M, =M(1+r+7r?2+7r3+- 471" (eq. 55)

E possivel notar que a somatdria das razdes serd sempre maior do que 1, majorando
assim o valor do momento primeira ordem. Oliveira (2002) descreve que o limite desta

somatoéria quando n tende a infinito pode ser escrito da seguinte forma.

1
Iim(A+r+r2+r3+-4+1r")=—— (eq. 56)

n-oo 1—r

Substituindo a razdo r desta equacdo na equacdo 56 teremos a majoracdo dos
esfor¢os de primeira ordem em funcdo do momento de primeira ordem e da primeira iteracao

no processo P-A para consideracio dos efeitos de segunda ordem.
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E:VZ:1_r_1_AM2 (eq. 57)

A norma brasileira ABNT NBR 6118:2014 apresenta esta relacdo como sendo o
produto das forgas verticais pelo deslocamento horizontal do ponto de aplicacdo da carga,

dividido pelo momento de tombamento.

1

2T BMiga (eq. 58)
b
1,tot,d

Onde:

M totd Momento de tombamento, ou seja, a soma dos momentos de todas
as forcas horizontais da combinacdo considerada com seus
valores de célculo, em relagdo a base da estrutura;

Micora = ) (Hiahi) (c. 59)

AMiod Soma dos produtos de todas as forcas verticais na estrutura, na

combinacdo considerada, com seus respectivos valores de
célculo, pelos deslocamentos horizontais de seus respectivos

pontos de aplicacdo, obtidos na andlise de 1* ordem. (ABNT NBR
6118:2014).

MMioea = ) (Prat) (¢q. 60)
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Figura 9 - Representag¢do dos esforcos, deslocamentos e distdncias para cdlculo do y;

O parametro v, apresentado possui uma vantagem acerca do parametro o, uma vez
que, além de classificar a estrutura de acordo com a sensibilidade aos efeitos globais de segunda
ordem, também fornece uma estimativa de majoracao dos efeitos de primeira ordem devido aos
efeitos de segunda ordem que incidem sobre a estrutura (Feitosa et al., 2015). Para estruturas
em que a majoracdo dos esforcos devido aos efeitos de segunda ordem ndo ultrapassar 10% dos
esfor¢os calculados na anédlise de primeira ordem, dizemos que a estrutura é de noés fixos, tal
como abordado por Beck & Konig (apud Vasconcelos, 1998), caso este em que os acréscimos
de momento devido aos efeitos de segunda ordem sdo despreziveis. Para estes casos € previsto

em norma a dispensa da consideracao dos efeitos de segunda ordem nestas estruturas.

J& estruturas com valores de v, superiores a 1,10 dizemos que a mesma é de nds
moveis. Franco e Vasconcelos (1991) propuseram ainda que para estruturas de nés méveis com
v. até o valor de 1,20 era possivel a utilizacdo do mesmo como método aproximado para cdlculo
dos efeitos de segunda ordem. Posteriormente, Carmo (1995) apresentou uma nova proposi¢ao
para o limite em que pode se adotar o pardmetro y, para estimar os efeitos de segunda ordem,
sendo este de 1,30. A NBR 6118:2003 também acrescentou o parametro y, a secao Instabilidade
e efeitos de 2° ordem, admitindo esta majoragao dos esforcos horizontais em 0,95y, para

estruturas de nds moveis com o valor de v, < 1,30.
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A eficiéncia deste pardmetro de amplificacdo foi testada em diversos estudos
(Carmo, 1995; Lime e Guarda, 1999; Pinto et al., 2005) demonstrando o desempenho
satisfatério do método, entretanto Lima e Guarda (1999) e Oliveira (2007) demonstraram que
estes métodos superestimam os momentos em niveis inferiores e subestimam em niveis

superiores da estrutura.

2.4. OUTROS PARAMETROS DE ESTABILIDADE

Segundo Souza e Pereira (2009), os processos de andlises de segunda ordem sao
classificados como processos rigorosos (com solugdo por processo iterativo), aproximados e
simplificados. Alguns destes processos aproximados foram apresentados no capitulo “Analise
de Segunda Ordem”, sendo também abordados por Chen & Lui (1991), Galambos (1998),
Wood et al. (1976), Macgregor & Hage (1977), e Al Mashary & Chen (1990).

Ja os processos simplificados apresentam praticidade e agilidade na resolucdo,
sendo muito 1til para o processo de andlise estrutural. Alguns destes baseiam-se em equagdes
aproximadas para a consideracao destes efeitos, a partir do momento-curvatura de cada se¢do,
atuando na modificacdo da rigidez a flexdo de elementos estruturais (Chen e Lui, 1987;
MacGregor et al., 1970; Mavichak e Furlong, 1976; Mirza, 1990; Resheidar et al., 1995; Bonet
et al., 2004; Bonet et al., 2011; Afefy, 2012; Avsar et al., 2014). Muitas normas internacionais
apresentam métodos simplificados para a consideracdo dos efeitos de segunda ordem a partir
do momento-curvatura dos elementos estruturais, como € o caso das normas americanas (ACI-
218-11,2011), canadense (CSA Standard A23.3-14, 2004), europeia (EM-192-1-1, 2004) e
francesa (BAEL 91 E.7, 1999).

Outros métodos simplificados consideram o equilibrio global da estrutura
submetida a flexo compressdo, como € o caso dos pardmetros a e Yy, apresentados
anteriormente. Para estruturas metalicas, a norma brasileira ABNT NBR 8800:2008 cita o
método de amplificacdo dos esforcos através dos parametros Bi e B, presentes também na
AISC/LRFD (2010). Tais parametros serdo explorados aqui para introduzir o método

semelhante proposto por Statler (2010) para estruturas metalicas.
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Ao contrério do parametro v, que foi introduzido como método de classificacio das
estruturas e posteriormente verificado que € aplicdvel como estimativa dos esforgos
amplificados, o método apresentado pela AISC (2010) é um método para amplificacdo dos
efeitos e sua concepcdo. Outro ponto que este parametro difere € a possibilidade de considerar
ndo apenas os efeitos da instabilidade global da estrutura (P-A), mas também os efeitos locais

(P-9).

Segundo Nardi et al (2010), as estruturas podem ser classificadas como estruturas
de baixa deslocabilidade, média deslocabilidade ou de alta deslocabilidade, comparando-se os
deslocamentos resultantes de uma andlise de segunda ordem com os deslocamentos resultantes
de uma andlise de primeira ordem. Em sua secdo acerca da estabilidade estrutura, a norma
ABNT NBR 8800:2008 rege que o proprio parametro B, pode ser utilizado como estimativa
para esta relacdo entre deslocamentos obtidos na analise de segunda ordem e os deslocamentos
obtidos na andlise de primeira ordem, definindo assim os limites para classificacdo das

estruturas (Equacgdo 61).

( AZ/Al <11 — Estruturas de baixa deslocabilidade
1,1< AZ/Al < 1,4 - Estruturas de média deslocabilidade (eq. 61)

|
( Az/Al >1,4 — Estruturas de alta deslocabilidade

Desta forma, o parametro B2 além de amplificar os esforcos de segunda ordem
também tem como fun¢do a classificacdo das estruturas. Assim como nas estruturas em
concreto, a dispensa dos efeitos de segunda ordem € admitida para estruturas em que a
consideracdo desta andlise ndo gera um acréscimo de mais de 10% nos esforcos calculados pela
andlise linear de primeira ordem. Todavia, a norma ABNT NBR 8800:2010 também estabelece
duas exigéncias para que esta dispensa possa ser adotada: que as forcas axiais solicitantes de
todas as barras cuja flex@o contribua para a estabilidade lateral da estrutura ndo sejam superiores

a 50% da forga axial correspondente ao escoamento da se¢do transversal e que sejam levados

em consideracdo os efeitos de imperfei¢des geométricas iniciais nas combinacdes de cdlculo.

Em estruturas de média deslocabilidade € necessdrio levar em consideracao os
efeitos das imperfei¢cdes geométricas iniciais, através da aplicagdo de um deslocamento inicial

em cada andar de h/333, sendo # a altura do pavimento, ou através da aplicagdo de uma forca
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horizontal equivalente, denominada de for¢a nocional. O esforco resultante desta imperfeicao
geométrica ndo deve ser combinado com demais carregamentos, mas pode ser considerado
como um carregamento minimo para a envoltéria dos esfor¢os. Também € necessdrio que sejam
considerados neste caso as imperfeicoes iniciais do material, reduzindo a rigidez a flexdo e a

rigidez axial da barra para 80% dos valores originais.

A partir desta classificac@o, € indispensdvel a andlise considerando os efeitos de
segunda ordem locais e globais da estrutura. Segundo o método simplificado de amplificacdo
dos esforcos de primeira ordem, os momentos fletores de segunda ordem sdo obtidos pela
somatéria dos momentos fletores do modelo com restricdo a deslocamentos laterais (Estrutura
nt, Figura 10b), majorados pelo parametro de estabilidade local Bi, com os momentos fletores
devidos as cargas horizontais no modelo deslocavel (Estrutura It, Figura 10c), majorados do

parametro de estabilidade global B», tal como a equacdo 62.

Msq = BiMy; + Bo My, (eq. 62)
| | - . Ry
= - ‘F* R
e l 1 Iv" l ' ik l '7H l iw[&mz de2
= +
|  m T bR R,.

Figura 10 - Modelos simplificados para aplicagdo dos pardmetros Bi e B;

A amplificacdo das forcas axiais também deve passar por este processo, contudo
sem a majoracdo da carga devido a instabilidade local da barra. Assim a majoragdo pode ser

obtida pela equacdo 63, seguindo os mesmos modelos apresentados na Figura 10.
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Nsg = Nyt + BoNy, (eq. 63)

O célculo do parametro de estabilidade local da barra, o Bi depende
fundamentalmente da carga critica a flambagem da barra, segundo a teoria de Eiiler. Desta

forma, o equacionamento da barra segundo a ABNT NBR 8800:2008 ¢ dado pela equacao 64.

C
By =—p— 64
1— Ng41 (eq. 64)
N e

Onde:

Ne Forca axial que provoca a flambagem eléstica por flexdo da barra no
plano de atuacdo do momento fletor, calculada com o comprimento real
da barra, considerando se for o caso a imperfei¢do local do material;

Nisq Forca axial de compressdo solicitante de cdlculo da barra considerada,
em andlise de primeira ordem;

Cm Coeficiente de uniformizacdo de momentos fletores.

Este ultimo parametro dependerd se nao houver forcas transversais entre as
extremidades da barra no plano de flexdo, caso em que devera ser adotada a equacdo 65 para
célculo do coeficiente, ou se houver uma forca transversal entre as extremidades da barra no

plano de flexao, podendo ser adotado neste caso o valor de 1,0 para o coeficiente.

1

Cp,=0,6—04— (eq. 65)
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Menor momento fletor solicitante na estrutura nt no plano de flexdo, na

extremidade apoiada da barra;

Maior momento fletor solicitante na estrutura nt no plano de flexao, na

extremidade apoiada da barra.

Para o pardmetro B> o célculo dependerd dos momentos fletores da andlise linear

de primeira ordem e do acréscimo de momento gerado devido ao produto do deslocamento

horizontal do ponto de aplicacdo e a carga vertical atuante, semelhante ao céalculo de v,.

Todavia, diferentemente do parametro y, que era calculado para a edificacio como um todo, o

parametro de estabilidade global B, € calculado para cada pavimento da estrutura. Entdo o

deslocamento horizontal calculado € o deslocamento relativo entre pavimentos e a altura

considerada € a distincia entre dois eixos de barras consecutivas ou distancia entre o eixo da

viga e a base, no caso do primeiro pavimento.

Onde:

2Nsd

2Hsq

An

Rs

1
1 Ay X Ns
Rs h ZHS

(eq. 66)

ISH

QU

Carga gravitacional total atuante no andar considerado, inclusive das

subestruturas que ndo pertencam a estruturas de contraventamento;
Somatorio de todas as cargas horizontais atuantes no pavimento;

Deslocamento horizontal relativo entre dois pavimentos consecutivos

devido as forcas horizontais aplicadas;
Altura do pavimento;

Coeficiente de ajuste, igual a 0,85 em estruturas compostas apenas por
subestruturas de contraventamento formando por pérticos nos quais se
assegure a estabilidade lateral. Nos demais casos deve-se adotar o valor

de 1,00.
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2.5. RELACAO ENTRE PARAMETROS DE ESTABILIDADE E O PERIODO
NATURAL DE VIBRACAO

Apesar das normas técnicas preverem parametros de classificagdo das estruturas
com base em sua deslocabilidade, o processo pode ser trabalhoso e demanda diversas etapas de
andlise, dependendo inicialmente da conclusdo de uma andlise eldstico-linear de primeira ordem

para obter os deslocamentos necessarios na verificagao.

Em seu estudo, Statler (2010) demonstrou haver uma relagdo entre a amplificacao
dos esforcos e o periodo natural de vibragdo de porticos planos. Sua proposi¢ido partiu da
percep¢do de que tanto os parametros de classificacdo e majoracdo dos esforcos quanto o

periodo natural dependem fundamentalmente da massa e rigidez da estrutura.

Inicialmente foi apresentado o calculo do periodo natural de vibragao de uma barra
indeformdvel com apoio eldstico, como na Figura 11. Aplicando os conceitos apresentados
anteriormente de equilibrio de forcas em um sistema oscilatorio livre ndo-amortecido, podemos
verificar que para este caso a for¢a inercial depende da translacdo e da rotacdo do centro de
massa, ambos expressos em funcdo do angulo de giro 6 gracas a teoria de pequenos

deslocamentos, como apresentado na Equacdo 67.

<,

Figura 11 - Sistema oscilatdrio livre nGo-amortecido considerando corpo rigido e apoio

elastico.
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(eq. 67)

A equagdo do equilibrio dinamico neste sistema é apresentada na Equacdo 68. O
resultado para o periodo natural de vibragdo deste sistema pode ser obtido analogamente ao
apresentado no capitulo “Analise dinamica de estruturas”, tendo sua resposta dada em fungao

da massa m da barra, da altura H e da rigidez k da mesma, como descrito na equacao 69.

2

H? .
3 0+k6=0 (eq. 68)
mH?
T =2 (eq. 69)
T 13k

O valor do deslocamento An pode ser expresso em fun¢do da forga horizontal e da
rigidez da barra, a partir de uma andlise eldstica de primeira ordem, tal como na equagao 70.
Assim o valor do parametro B> poderia ser expresso em termos da rigidez k, massa m e altura

H da barra, como na equagdo 71.

HSd = Ah' k (eq 70)
B 1 1
2 = =
2 Hsq _1mg
1t sNg LR (eq. 71
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Reescrevendo a equacdo 69 para que apresente a relagdo entre a massa e a rigidez,
presente na equagdo desenvolvida 72, e substituindo esta relacdo na equacdo 71 podemos
apresentar a relagdo entre o periodo natural de vibracdo da barra e o parametro de estabilidade

global B2, desenvolvido na equagdo 73.

m 372
k  4m2H? a
B. — 1
2= ) ~ 1 3T%g (eq. 73)
R, 4m2H3

Esta equacdo demonstra haver uma relacdo entre os parametros de estabilidade
globais e o periodo de vibracdo natural em estruturas metélicas. Apesar do estudo de Statler
(2010) ter sido focado em porticos planos metélicos para demonstracdo desta relacio, ndo houve

uma extensao do estudo para estruturas em concreto armado ou para porticos espaciais.

Posteriormente, Reis et al. (2015) demonstraram haver esta relag@o entre o periodo
natural de vibragao das estruturas de concreto armado e a amplificacdo dos esforcos de segunda
ordem. Para tal, os autores partiram da mesma relacdo entre parametros de estabilidade e o
periodo natural de vibracdo proposta por Statler (2010), mas baseando no parametro de

estabilidade y,.

Ap6s uma primeira tentativa, Reis et al. (2015) apresentaram uma relagd@o entre este
parametro e o periodo natural de vibracdo de uma barra tnica, com esforcos concentrados na
extremidade superior. Tal equacionamento indicou que existe uma relacdo quadrética entre os

parametros, como apresentado na equacdo 74.

T (eq. 74)
4Hm?
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Para confrontar os resultados, os autores compararam a amplificagdo dos momentos
(M,/M;) com os respectivos periodos de vibracdo, para diversas alturas de cada modelo. A
partir da nuvem de pontos obtida foi ajustada uma fun¢do polinomial para descrever estas

amplifica¢des em fungdo do periodo natural de vibragao.

Apesar de nao ter obtido um equacionamento para tal relacdo, os autores
demonstraram que € possivel apresentar uma relacdo entre estas grandezas e, desta forma,
definir um parametro para avaliar a suscetibilidade a efeitos de segunda ordem em estruturas a
partir do periodo natural de vibragdo. Também em seus resultados foi possivel verificar que tal

curva ajustada € um polindmio de 2° grau, comprovando suas suposi¢des iniciais.

2.6. ANALISE NUMERICA SEGUNDO SAP2000

Grandes avancgos na tecnologia e na andlise de estruturas foram possibilitados pelo
advento de ferramentas computacionais para resolu¢do de problemas de grande escala. A
demanda deste setor impulsionou o desenvolvimento de diversos programas para célculo
estrutural, dentre eles € possivel citar o SAP2000 da Computers and Structures Inc. Este

programa de andlise numérica é baseado no Método dos Elementos Finitos.

O SAP2000 € um programa computacional que permite a modelagem de estruturas
no plano ou espaciais, realizando andlises lineares e de segunda ordem. As rotinas
implementadas possibilitam realizar andlises com carregamentos estiticos, dindmicos e andlises
modais de estruturas. Pela abrangéncia de sua aplicacdo, o SAP2000 tem sido utilizado por

muitos projetistas, calculando e dimensionando estruturas de grande porte.

A andlise de segunda ordem no SAP2000 é implementada através da consideragcao
dos efeitos globais P-A e locais P-8. O método implementado considera a modificacdo da matriz
de rigidez proposto por Rutenberg (1981) para contemplar o efeito de barras ficticias com édrea
negativa e colunas com rigidez negativa, tal como descrito no capitulo “Andlise de segunda

’

ordem”.
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Para tal, o software permite que seja acrescentado carregamentos com a
considerac¢do da nao-linearidade geométrica em cada carregamento, como na Figura 12. Neste

caso, o software realizard a andlise de segunda ordem apenas nos carregamentos indicados.

~Load Case Mame 1 —Motes 1 Load Case Type-
Pentol+) Set Def Name | Modiy/Show. | Static ~| Design

— Initial Canditions 1 1 Analyziz Tupe

+  Zero Initial Conditions - Start from Unstressed State " Linear

" Continue from State at End of Nonlinear Case > @ Nonlinear

Important Maote: Loads from this previous case are included in the

¢ Manlinear Staged Construction
cunent case

r I;ﬁ'lo.dal.Load.C.;se- G“z‘anmet‘r‘ic I\l‘on‘\inaa‘ril‘_l,l Parameters
All Modal Loads Applied Usze Mades from Case MODAL ¥ ™ None
| PDela
{7 P-Delta pluz Large Displacements

1~ Loads &pplied
Load Type Load Mame Scale Factor
Load Patlerrﬂ]\u"ento[%] L{h

Add

tdodify
Delete

- Other Parameters

Load Application Full Load Modify/Shaw...
Results Saved Final State Orly Modify/Show... Cancel
Monlinear Parameters Default Madify/Show. .

Figura 12 - Janela de carregamentos do SAP2000

Esta andlise descrita como P-Delta leva em consideragdo os efeitos globais e locais
da estrutura para a andlise, fornecendo boa aproximacdo para os efeitos da nado-linearidade
geométrica. Para a consideracdo da ndo-linearidade fisica o usudrio pode alterar manualmente
as propriedades da secdo e do material, tal como previsto nas normas ABNT NBR 6118:2014
e ABNT NBR 8800:2008.

Outra ferramenta presente no programa computacional € a andlise modal de
estruturas. Segundo CSI Technical Knowledge Base (2009), o cdlculo realizado pelo SAP2000
dos modos de vibragdo parte de resolu¢do de um sistema de equacdes diferenciais na forma
matricial reduzida por uma condensagdo estatica, com a solucio de autovalores e autovetores,

tal como apresentado na secao 2.2.

A andlise modal permite extrair tantos modos de vibragdo quantos graus de
liberdade houverem na estrutura analisada, ordenando-os decrescentemente em relagdo aos

periodos de vibracao encontrados.
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~Load Cage Mame- 1 Motes- 1 Load Caze Type

MODAL Set Def Hame | ModiyiShow.. | | | [Modal x| Design..

: Stiffrness to Use 1 Type of Modes

" Zeralnitial Conditions - Unstrezsed State ' Eigen Vectors

" Stiffness at End of Nonlinear Case ! (™ Ritz Yectors

Important Mate;  Loads from the Manlinear Cage are MOT meluded
i the curent case

T N umb.er DFIM odés

P aximunn Mumber of Modes 112

Minimurn Mumber of Modes 1

iz Loads Applied
I~ Show Advanced Load Parameters

— Other Parameters -

Frequency Shift [Center) .
Cutaff Frequency [R adius) 0.
Convergence Tolerance 1.000E-09

W Allow Automatic Frequency Shifting

Figura 13 - Janela de carregamento para andlise modal no SAP2000

Por ser um programa grafico, o SAP2000 apresenta os resultados numéricos dos
periodos de vibragdo e também uma forma deslocada da estrutura montada a partir do autovetor

associado.

3.EQUACIONAMENTO DO PARAMETRO yr

Estudos demonstram a existéncia de relacdo entre os parametros de estabilidade,
presentes em muitas normas, e o periodo natural de vibragao (Statler et al., 2011). Tal relacdo
baseia-se na dependéncia mutua da distribuicdo da massa e da rigidez da estrutura, podendo

assim ser elaborado um parametro de estabilidade

A criacdo de um parametro de estabilidade dependente do periodo natural de
vibragao traz ganhos na anélise de segunda ordem em estruturas pois simplifica a obtencado das
estimativas do efeito de segunda ordem, tornando assim uma valiosa ferramenta,
principalmente para o pré-dimensionamento. Neste contexto € proposto o equacionamento

simplificado do pardmetro de estabilidade yr.
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3.1. EQUACIONAMENTO DO PERIODO NATURAL DE VIBRACAO

E possivel obter o periodo natural de vibracio de uma barra conhecendo suas
propriedades fisicas e a fun¢do de forma, que descreve a deformacdo da barra ao longo do
tempo. Entretanto, segundo o método de Rayleigh (1945), € possivel adotar qualquer func¢ado de
forma, desde que atenda as condi¢des de contorno, que serd possivel obter uma boa

aproximacao para o periodo natural de vibragao.

Foi considerado assim uma estrutura regular, com n pavimentos iguais € sem
variacdo de rigidez ao longo de sua altura. Assumiu-se que as propriedades fisicas dos pilares
se concentram em uma Unica barra ficticia, com massa e rigidez equivalente. As massas dos
pavimentos foram concentradas em pontos desta barra ficticia, tal como apresentado na Figura

14. Foi considerado neste estudo um sistema nao dinamico € nao amortecido.

I
VA
mpé\., ‘L /’i l[(x) 4

= 3

Figura 14 - Modelo generalizado adotado

A func¢do de forma adotada para a barra em questdo é um polindmio de segundo
grau com deslocamento unitdrio em sua extremidade superior, tal como na Equagao 75. Esta
equacao atende as condicdes de contorno do sistema, uma vez que em sua base o deslocamento

e a rotacdo sdo nulas.

W) =%/ (eq. 75)
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Para este modelo tedrico a massa total dos pilares m estd distribuida uniformemente
ao longo de toda a barra. Ja as massas dos pavimentos m, dos pavimentos tipicos foram
consideradas concentradas em pontos da barra, igualmente espacadas, dependendo do pé direito
h considerado. Destas consideragdes e da Equacdo 49, € possivel obter a massa generalizada do

sistema, conforme a equagao 77.

h="H/, (eq. 76)
H
_ 4 m
mj; X /H46x=mH/5 (eq. 77)
n o
(lH/n) 6n* + 15n% + 10n% — 1
m, Z Z /n“‘ =m, 3073 (eq. 78)

i=1

_ 6n* +15n3 4+ 10n% -1
_ mH
= /5 +m, e (eq. 79)

R

A massa generalizada pode ser apresentada em funcao do peso total da estrutura,
partindo de alguns artificios matematicos. Para tal, é possivel considerar a representatividade
peso total dos pavimentos frente ao peso total da estrutura, denominado aqui de Kpgy,
apresentado na equagio 80. O valor deste k4, € complementar a representatividade dos pesos
dos pilares frente ao peso total da estrutura, sendo assim possivel relacionar estes pesos a partir

deste parametro.

P, P,
__Tpav _ pil
Kpay = 5 = 1- > (eq. 80)

A partir desta relacdo e das equacdes 81 e 82, pode-se reescrever a massa
generalizada do sistema para depender do peso total da estrutura (P) e a representatividade do

peso dos pavimentos frente ao peso total da estrutura (Kpq,,), COMO na equagdo 33.
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_ Puy/ _P(1- Kpm,)/
== oH (eq. 81)
P
m, pav/gn — K’Pav/gn (eq. 82)
6n* + k,4,(15n% + 10n? — 1)
~ _p pav
m="/g 203 (eq. 83)

Assumindo também que a rigidez EI da barra é constante em toda a sua altura, o

resultado da rigidez estdtica generalizada da barra € descrito como na equacao 85.

P'(x) =2/ (cq. 84)

H
ke = Elfo 4/ yaox = 4El/ (eq. 85)

Acerca da rigidez geométrica é importante ressaltar que os diversos parametros de
estabilidade global apresentados em normas de concreto armado ndo levam em consideracao
os efeitos desta rigidez geométrica, atual como uma instabilidade local. Assim, ndo foi

considerado no equacionamento deste parametro o efeito da rigidez geométrica generalizada.

Substituindo assim as equagdes 83 e 85 na equagdo 50 € possivel equacionar o
periodo natural de vibracao estimado deste modelo, partindo da funcdo de forma imposta

anteriormente.

6n* + 1yq, (15n° + 100 — 1)

PH31? eq. 86
T2 /gEI T (eq. 86)
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3.2. EQUACIONAMENTO AMPLIFICACAO DOS EFEITOS DE 2° ORDEM

Como apresentado anteriormente, hd alguns métodos plausiveis para a consideracao

dos efeitos de segunda ordem. Ressalta-se dentre eles o método iterativo de carregamentos

sucessivos, apresentado anteriormente, por estudar um novo equilibrio da estrutura a cada

iteracdo. Franco e Vasconcelos (1991) propuseram uma forma simplificada de calcular o efeito

completo dos esfor¢cos de segunda ordem, a partir dos esforcos obtidos na andlise de primeira

ordem e a primeira iteragdo, como apresentado na Equacao 57. Assim, podemos descrever esta

relacdo genericamente como na equacao 87.

M, 1

M, | _AMp

(eq. 87)

Para a barra apresentada na Figura 14, o carregamento horizontal uniforme resultard

em um deslocamento horizontal u;, proveniente de uma andlise linear de primeira ordem, a

partir da relacdo existente entre o momento fletor da barra e seu deslocamento, como

apresentado na equacao 92.

F(H — x)?

M(x) = 5

u(x) = ﬂ M) o %H(H — x)20x2

u(x) = L(6H2 2 —4Hx3 + x* + 12Cyx + 12C,)
24E1 ! 2

(i@ -0 {e 2o

(eq. 88)

(eq. 89)

(eq. 90)

(eq. 91)
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_ 2,2 3 4 x* eq. 92
u(x) 7 I(6H 4Hx> + x*) (eq. 92)

Tal valor de u; € obtido a partir da Equacdo 92, para cada altura h;. Sendo a estrutura
adotada com pavimentos igualmente espacados e de mesma massa, as alturas consideradas para
o cdlculo do momento de primeira ordem e do deslocamento horizontal u; sdo expressas na
equacdo 89, sendo i o indice associado ao nimero do pavimento analisado. As equacdes 93 a
96 apresentam assim os valores, para o pavimento #, da altura h;, deslocamento horizontal u;,

forcas verticais P; e forcas horizontais F;, respectivamente.

hy=H/pi (eq. 93)
w=FHYY 4 (60707 — 40 + 1Y) (eq. 94)
P =F/y (eq. 95)

F=rH/, (eq. 96)

O momento de primeira ordem, utilizado no cdlculo da amplificacdo dos esfor¢os
de segunda ordem, € calculado a partir do somatério dos produtos de forcas horizontais com as
alturas de aplicacdo da forca, para todos os pavimentos da edificacdo, tal como apresentado na

equacgao abaixo.

n
L2 n+1
M, = Z F;h; = Z Fifl’) , = FH? — (eq. 97)
1=
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Da mesma forma, a primeira iteracio do momento de segunda ordem € calculada a
partir do somatério do produto das forgas verticais com os deslocamentos horizontais do ponto

de aplicacdo da forca, para todos os pavimentos da estrutura, tal como descrito na equacao 99.

n n
AM, = Z Pay; = z PEHY/, o s (6i%n2 — 4i%n + i) (eq. 98)
i=1 i=1
4 36n34+9n%+n-1

Portanto, o valor da amplificacdo dos esforcos para a consideracdo dos efeitos de

segunda ordem, pelo método de carregamentos sucessivos, pode ser obtido pela equacao 100.

M, 1
M, 1 - PH? 36n3 +9n? +n—1 (eq. 100)
El 360n3

3.3. EQUACIONAMENTO DO PARAMETRO COMPLETO

Dados os equacionamentos do periodo natural de vibragdo (Equacdo 86) e da
amplificacdo dos esfor¢os de segunda ordem (Equacdo 100) para a barra da Figura 14, é
interessante observar a existéncia de uma parcela comum entre eles, sendo esta parcela
composta pelos valores de peso total da estrutura P, altura total da estrutura H e a rigidez dos
pilares EI. Isolando estes valores na equagdo 101 e substituindo na equagao 100, € possivel

obter uma relacdo entre os dois pardmetros, como na equacao 102.
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4
PHZ _ ng 30n 101
el /i 6n* + Kpap(15n3 + 10n% — 1) (eq- 101)
M, 1
M, 1 ng/ 30n* 36n3+9n2+n—1 (eq. 102)
Hm? 6n* + K4, (1513 + 10n% — 1) 360n3

Assim, € apresentado na equagdo 103 o parametro de estabilidade da estrutura yr,
baseado no periodo natural de vibracdo. Tal parametro depende também da altura do edificio,
o numero de pavimentos e também da relacao entre o peso de todos os pavimentos com 0 peso

total da estrutura.

Hm? (eq. 103)

72n* + 10, (1800° + 12002 — 12)

Hn = 36n*+9n3 +n?—n (eq- 109
Onde:
H Altura total do edificio;
T Periodo natural de vibracao;
n Numero total de pavimentos;
Kpav Relacdo entre a soma do peso de todos os pavimentos pelo peso total da

estrutura.
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3.4. SIMPLIFICACAO DO PARAMETRO

Apesar de j4 apresentar um ganho no processo de estimagdo do efeito de segunda
ordem em estruturas, o parametro apresentado ainda traz uma complexidade na sua aplicacdo,
devido a presenca de extensos polindmios e do calculo do p,. Entretanto é possivel realizar

uma andlise de sensibilidade de cada parcela do parametro, avaliando assim sua dispensa.

Analisando inicialmente o polindmio presente no divisor de u,, € possivel estudar
arepresentatividade de cada parcela em relacdo ao valor total do divisor. A figura 15 representa

esta andlise realizada, variando o nimero n de 1 a 20 pavimentos.

1007 5—8—8—a—8—8—8—8—8—8—F
90%

1]

1]
1]
1]
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Representatividade de cada parcela

10%

0% °

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Nimero de pavimentos

=8 36n* == Op3 —aA—n? —e—mn

Figura 15 - Andlise de sensibilidade do divisor de 1.,

Tal andlise demonstra que a partir de 3 pavimentos a primeira parcela do divisor

representa mais de 90% do valor total do resultado deste polindmio, tendo assim uma grande

representatividade do divisor do parametro (.
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Para a andlise de sensibilidade do dividendo € necessario tomar um cuidado adicional
por conta da parcela de K4y, presente neste polindmio. Para um dos modelos tratados neste
trabalho, foi analisada a influéncia do K4, no parametro yr, variando seu valor de 0.0 a 1.0. E
possivel notar na figura 16 que a diferenca maxima obtida entre os resultados € de 5,6%, para
o caso da estrutura com 16 pavimentos, sendo esta uma diferenca pequena para o resultado
final. Apds entrevistas com projetistas estruturais brasileiros, chegou-se a conclusdo que um
valor adequado para este pardmetro K, seria em torno de 0.80, representando assim uma

grande variedade de edificagdes.

1,45

Intervalo de yt
o7 para Kpav=0,8

1,40

xT

1,05

1,00
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Numero de Pavimentos

Figura 16 - Grdfico da variagGo xr em fungéo da variagdo de Kk,

Tendo este valor fixado, a andlise de sensibilidade das parcelas do polindmio do
dividendo de pu,. Tais resultados sdao apresentados na Figura 17, variando n de 1 a 20

pavimentos, tal como na andlise do divisor.
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Figura 17 - Andlise de sensibilidade do dividendo de (.,

Os resultados demonstram que, para estruturas com 4 ou mais pavimentos, os dois
primeiros termos do polindmio representam juntos mais de 90% do resultado total do dividendo.
Assim, os valores dos demais termos podem ser considerados despreziveis para o cédlculo do
parametro. Simplificando a equacdo 104 com estas consideracdes da analise de sensibilidade,

podemos apresentar na equacdo abaixo o valor simplificado de p,.

72n* + 180n30.8 4
_ 41 (eq. 105)
Hn 36n4 + n a

Para testar esta hipétese de simplificacdo foi comparado os resultados de u,, obtido
na equagao original com o polindmio simplificado, apresentado na equacdo 105. As diferencas
entre os métodos foram plotadas no grafico da Figura 18, analisando novamente o intervalo de

n de 1 a 20 pavimentos.
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Figura 18 - Diferengas entre |i,, obtido no equacionamento completo e no simplificado

Para estruturas de 3 pavimentos ou mais, a simplificacdo de pu, pela andlise de
sensibilidade das parcelas do polindmio apresenta uma boa aproximagao para o valor proposto
na equacgdo 104, tendo a diferenca maxima observada de 1,5% entre os métodos. Através deste
ajuste € possivel propor um equacionamento para o parametro de estabilidade y; simplificado,

com boa aproximacdo para o resultado completo, como apresentado na equagdo abaixo.

1
XT‘”H_;TZ(Hi)_l (eq. 106)
gT? n
Onde,
H Altura total do edificio;
T Periodo natural de vibracao;
n Numero total de pavimentos;

g Aceleracdo da gravidade.
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4. METODOLOGIA

O presente estudo serd dedicado a verificacdo da suscetibilidade de estruturas em
concreto armado a efeitos de segunda ordem a partir da andlise de seu periodo de vibracdo. Para
tal, serdo considerados cinco pdrticos espaciais, obtendo de cada um os valores de periodo de

vibracdo e do parametro vy, para cada direcao ortogonal, variando a quantidade de pavimentos.

Para efeito de simplificag¢@o, serdo abordados modelos sem variagcdo de rigidez ao
longo de sua altura, sendo que quatro modelos possuirdo planta baixa retangulares, com dois
eixos de simetria no plano e um modelo com apenas um eixo de simetria no plano,
representando uma estrutural real, tal como demonstrado na Figura 20. Esta dltima terd a
finalidade de validar os resultados obtidos ao longo do trabalho. Em todos os modelos a altura

entre pavimento adotada foi de 3,0m.

Para cada modelo a quantidade de pavimentos variard de um até o numero de
pavimentos suficientes para que o parametro y, ultrapasse o valor de 1,30. No caso de estruturas
em que o parametro v, seja ultrapassado apenas em uma dire¢do a andlise prosseguird apenas
para a outra dire¢do até que o valor do parametro v, da mesma também ultrapasse o valor de
1,30. A tabela 1 apresenta os valores das alturas mdximas para cada geometria considerada,

desprezando os resultados obtidos na respectiva direcao quando superado o limite.

Os modelos serdo langados no software S4 v4.0 (S4 Sistemas, 2015) para obter as
geometrias e valores dos parametros y,, variando a quantidade de pavimentos até que o valor
deste parametro seja imediatamente superior a 1,3 nas duas direcdes, desconsiderando os
resultados que extrapolem este limite na direcdo de menor rigidez. Os pérticos, juntamente com
os casos de carregamento considerados, serdo exportados para o software SAP2000 v14.0
(Computer & Structures Inc., 2009) para que sejam analisados os esfor¢cos provenientes da agdo
conjunta dos pesos proprios dos elementos estruturais e os carregamentos horizontais devido a
forca do vento, gerados pelo software S4, nas quatro dire¢des principais da estrutura (V0°, VOO©,

V180° e V270°), segundo a ABNT NBR 6123:1988.



Tabela 1 - Alturas mdximas nos modelos analisados

Modelo | Dire¢do | Nuimero de Pavimentos Altura Total (m) Yz
X 16 48.0 1,300
: Y 16 48.0 1,300
X 20 60.0 1,309
g Y 17 51.0 1,322
X 26 78.0 1,313
. Y 26 78.0 1,313
X 25 75.0 1,316
! Y 18 54.0 1,314
X 35 105.0 1,313
> Y 22 66.0 1,322

Figura 19 - Isométrica do Modelo 5 com 35 pavimentos no software SAP2000
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Modelo 1 Modelo 2

Modelo 3 Modelo 4

Modelo 5

Figura 20 - Planta baixa das geometrias consideradas nas andlises

Em cada uma das dire¢des da carga de vento foram analisadas duas combinagdes
dos carregamentos verticais e o respectivo carregamento de vento: a primeiro uma anélise linear
de primeira ordem e na segunda com a consideragcdo dos efeitos de P-A. Desta forma obtidos
os momentos fletores de primeira (M) e de segunda ordem (M>) nas extremidades das barras
dos pilares. Simultaneamente serd executada a andlise modal para a obtenc¢do dos periodos

naturais de vibracdo da estrutura, nas duas direcdes, para cada altura do modelo.
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Os momentos fletores de segunda ordem serdo divididos pelos momentos fletores
de primeira ordem, de maneira a obter o fator de amplificagdo dos momentos fletores (M2/My).
Os fatores de amplificagdo e os periodos de vibracdo dos modelos nas duas dire¢des por fim
foram exportados para o software MATLAB (MATHWORKS Inc, 2014) para as devidas
andlises. Foram destacados os resultados de amplificacdes obtidas nas bases dos pilares e no

pilar com o maior momento de segunda ordem.

Para cada modelo e em cada direcdo ortogonal, foram plotadas nuvens de pontos de
amplificacdo dos esforcos para seu respectivo periodo natural de vibracdo. Em cada grifico
também foi plotado o pardmetro yr, analisando assim a consisténcia do parametro frente aos
resultados dos modelos propostos. Também foi plotado o pardmetro y; em sua forma

simplificada para avaliar a aproximacao dos resultados obtidos pelas duas equacoes.

Por fim, é apresentada a participacdo da massa modal do respectivo modo de
vibragdo apresentado em cada altura, avaliando a influéncia de modos com pouca participacao

da massa modal no resultado final.
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S.RESULTADOS

As Figuras 21 a 30 apresentam os resultados de amplificacdo dos esfor¢os devido aos
efeitos de segunda ordem em funcdo do periodo natural de vibragc@o para as duas direcdes
ortogonais dos modelos estudados. Em cada grifico sdo apresentados os valores de
amplificacdo de momentos de todos os pilares para cada altura do edificio, destacando-se os
resultados que representam os valores de amplificagdo para o pilar com os maiores momentos
de segunda ordem em mddulo (pilares criticos), sendo desprezados os valores de M2/M;
inferiores a 1,0. E possivel notar nestes graficos a existéncia um aumento da amplificacio dos
esforcos com o aumento do periodo natural de vibracdo da estrutura, como assumido

inicialmente.
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Comparando a equacgdo simplificada com a equagido completa é possivel verificar que em
todos os graficos as duas formulacdes se aproximam satisfatoriamente, demonstrando ser
possivel adotar a simplificacdo por andlise de sensibilidade dos parametros como uma boa

aproximacao para a equacao inicial.

Entretanto, nota-se a dispersdo de alguns pontos que se situam em faixas de valores acima
do esperado, sendo estes resultantes de esfor¢os de pequena magnitude. Regides com momentos
de primeira ordem muito pequenos, tendem a resultar em valores de amplificacdo elevados para
os momentos de segunda ordem, uma vez que pequenos acréscimos siao significativos em
relacdo a0 momento de primeira ordem. Estes valores sdo desconsiderados pois ndo
representam a realidade para o dimensionamento da estrutura. A Figura 31 ilustra este caso,
apresentando o resultado de dois pilares onde pode-se notar as regides onde acontecem os
valores de amplificacdo considerados no dimensionamento da estrutura e, as regides onde
aparecem valores de amplificacdo que podem ser desconsiderados das andlises por serem nao
significativos para a estabilidade estrutural. E possivel notar no pilar P1, onde sdo encontrados
os maiores valores de momentos deste modelo, que os valores significativos das amplifica¢des
ficam entre 1,25 e 1,36, valores esperados para este modelo de 11 pavimentos. Todavia neste
mesmo modelo, no pilar P2, € possivel notar uma regido em que tanto o M| quanto M2 sdo

z

muito pequenos, onde uo aumento de 0,29tf.m € suficiente para resultar em um valor de
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amplificacdo de 7,18. Em outra regido, o momento de primeira ordem € superior a0 momento

de segunda ordem, resultando em uma amplificacdo inferior a 1,0.
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Figura 31 - Amplificagcdo dos momentos em dois pilares, ilustrando grandes amplificagées em

momentos de primeira ordem de pequena magnitude

Estas anomalias sdo observadas em geral em pilares onde em certo ponto hd uma

inversdo do sinal do momento fletor. Os acréscimos de momento de segunda ordem nas bases

sdo superiores aos acréscimos de momento nos topos dos pilares, uma vez que o efeito de

segunda ordem € diretamente ligado a carga vertical atuante. Esta amplifica¢do desproporcional

dos momentos tende a gerar uma regido que pode haver a amplificacdo de momentos muito

pequenos (regido A e B) ou muito grandes (regido C). A figura 32 ilustra esta situacdo com um

pilar isolado com momento M e carga horizontal F aplicada no topo, base engastada e carga

vertical P distribuida.
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Figura 32 - Exemplo de pilar para ilustrar problemas localizados com a amplificagdo Mz/M

Os resultados significativos de amplificacdo dos esfor¢os sdo verificados para o caso dos
pilares mais carregados da estrutura, considerados criticos para o dimensionamento da
estrutura. As variacdes dos valores de amplificacdo destes pontos tendem a seguir uma
progressao polinomial para a maioria dos modelos estudados. As excecdes sdo verificadas no
modelo 1, nas duas dire¢Oes analisadas (Figuras 21 e 22), e no modelo 4, na dire¢do x (Figura
27). Nestes modelos € possivel observar que os primeiros modos de vibra¢do ndo sdo flexionais
quando estes possuiam poucos pavimentos. Sendo assim, € possivel que o fato do método de
Rayleigh que é normalmente aplicado para a determinacao do valor do periodo fundamental de
vibragdo da estrutura, gere esse impacto significativo no caso desses modelos com poucos
pavimentos. Nestes casos, o primeiro modo de vibracdo flexional corresponde ao segundo valor

do periodo natural de vibragao.

A equagdo plotada em todos os modelos tem demonstrado ser eficiente em representar as
amplificacdes, principalmente em relagdo aos esforgos criticos. Os resultados do

equacionamento englobam quase a totalidade da nuvem de pontos considerada e também as
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amplificacdes dos pilares criticos, salvo os modelos 2 (dire¢do x, Figura 23) e 4 (direcdo vy,
Figura 28). Todavia, a grande maioria das amplificacdes significativas, mesmo nestes modelos,

estariam cobertas pela equacao proposta.

Todos os resultados de momentos de segunda ordem foram obtidos através da
consideracdo do efeito de PA, implementado diretamente no software computacional SAP2000.
Para verificar a consisténcia do resultado frente a outros métodos adotados atualmente, foi
estudado o caso da amplificacdo dos esfor¢os considerando os efeitos de segunda ordem através
de método simplificado indicado na ABNT NBR 6118:2014. Este processo simplificado
permite chegar nos esforcos de segunda ordem a partir da multiplicacdo dos esforcos
horizontais atuantes na estrutura por 0,95y, na direcdo principal da estrutura. A Figura 33 exibe
os resultados da amplificacdo destes esforcos frente a amplificacdo obtida pelo processo de P-

A, para o modelo 1.

Os resultados demonstram que os valores de amplificacdo de momentos obtidos a partir
do parametro y, subestimam o fator de amplificacdo para os pilares mais solicitados da
estrutura, juntamente com uma porcdo importante dos elementos cuja amplificacio €
significativa. Os resultados do equacionamento proposto neste estudo apresentam valores de
amplificacdo superiores aos obtidos para os pilares mais solicitados, cobrindo também a maior

parte da nuvem de pontos, que seriam os outros pilares significativos da estrutura.
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Figura 33 - Amplificacées M3/M1 do Modelo 1 em fun¢éo do Periodo Natural de Vibragéo,

estimando o valor de M a partir da majorag¢éo de Mz por 0,95y,
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Um possivel controle que pode ser avaliado para critério de validacao € a participacdo da
massa modal do primeiro modo considerado. Para tal, a Figura 34 apresenta essa participagdo
da massa modal para o primeiro modo flexional desta direcao. O valor da participacdo da massa
modal passa a ter um valor aproximadamente constante a partir do modelo de 8 pavimentos,
coincidindo com o inicio da regido em que € possivel observar uma continuidade nos resultados

dos pilares criticos. Anélises realizadas nos outros modelos sdo encontradas no Anexo B.

+  Todos os Pilares
O  Pilares Criticos
i i1 (Eq. Completa)
| ===y (Eq. Simplificada) Hos
e Parficipacdo da Massa Modal
14+ g
=
—0.6 7
N o
= =
=
= 13 E
= 3 %—
0t Joe E
& t =
12r . 1 f a Z
{8 90
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’ A t t 3 b s
O M 3 3 3 3
M } P ) t * ; ;
P :
1 L. o ”.i| L § 1 2 |§ i L I ;I t p
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

T (s)

Figura 34 - Resultados do Modelo 1, destacando a participa¢do da massa modal do primeiro

modo de vibracéo, para cada altura calculada

Desta forma, deve-se realizar mais estudos avaliando a possibilidade de o resultado ser
uma composi¢ao de diversos modos de vibracao, ponderados pela sua participacdo de massa

modal, de tal modo que seja garantido um valor minimo de participacdo de massa modal.
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6. CONCLUSOES

Anadlises numéricas foram realizadas em cinco pérticos espaciais, variando a quantidade
total de pavimentos, com o objetivo de avaliar a relacdo entre a amplificacdo dos esforcos,
devido a consideragdo dos efeitos de segunda ordem, e o periodo natural de vibragdo da
estrutura. Através da equacdo do equilibrio dindmico da estrutura e do método de Rayleigh foi

possivel propor uma equagdo que descrevesse esta relagao.

Os resultados apresentados demonstram que a susceptibilidade da estrutura aos esforcos
globais de segunda ordem pode ser relacionada as suas propriedades dindmicas, mais
especificamente o seu periodo natural de vibracao, através da realiza¢do de uma simples andlise
modal. Através dos resultados obtidos, é possivel observar que o valor da amplificacdo dos
esforgos aumenta com o aumento da altura da estrutura e, consequentemente, com o aumento
do seu periodo natural de vibracdo. Esta relacdo € justificada pela dependéncia mutua da rigidez

da estrutura e a distribuicdo de sua massa.

A equacdo simplificada proposta que relaciona o periodo natural de vibracio da estrutura
e o fator de amplificacdo dos esforcos devido a consideracdo dos efeitos de segunda ordem
demonstrou ser um bom indicativo, com aproximacao superior, sobretudo para os elementos
mais solicitados da estrutura. Para todos os modelos analisados, verificou-se que os valores da
equacgdo proposta seguiram a mesma tendéncia de crescimento observada para os valores de

amplificacdo dos esforcos de todos os pilares da estrutura.

Através do presente estudo, conclui-se que mais andlises deverdo ser realizadas para
ajustar e validar a equacio proposta. E fundamental que seja realizado estudo para verificar a
influéncia dos modos torcionais na estrutura e a variagdo da rigidez ao longo da altura do
edificio. Também € recomendado que seja estudado a influéncia de modos flexionais
secundérios, podendo encontrar resultados mais ajustados a partir da composicao de diversos
modos de vibragdo, ponderados pela participacdo da massa modal de cada modo. Entretanto,
os resultados alcancados demonstram ser possivel descrever um parametro de classificagdo e
amplificacdo dos esforcos a partir de uma andlise modal, sendo este uma opg¢do vidvel

principalmente para a etapa de pré-dimensionamento devido a sua simplicidade e rapidez.
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7.SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

O presente estudo demonstra ser possivel a proposi¢do de um parametro de estabilidade
global de estruturas baseado em seu periodo natural de vibracdo. Todavia, mais andlises sao
necessdrias para verificar sua eficacia frente a obras reais. Desta forma € sugerido para trabalhos

futuros o esclarecimento dos tépicos listados abaixo.

e EFEITO DOS MODOS TORCIONAIS. No presente trabalho foi desconsiderado os modos
torcionais das estruturas, levando em consideracdo para efeito de cdlculo apenas os
modos flexionais. O efeito da instabilidade das estruturas a sua tor¢do também ndo é
abordado por outros métodos simplificados de andlise do efeito de segunda ordem de
estruturas. Assim, a complementacao deste parametro para incluir os efeitos torcionais

das estruturas permitiria uma avaliagdo mais completa das estruturas;

e  VARIACAO DE RIGIDEZ AO LONGO DE SEU COMPRIMENTO. Os modelos estudados
foram de estruturas regulares sem variacdes bruscas de rigidez ao longo de seu
comprimento. Entretanto esta consideracdo raramente pode ser adotada em estruturas

reais. E necessario assim um aprofundamento no estudo, avaliando o efeito desta

variacao da rigidez no parametro;

e  PARTICIPACAO DE MODOS SECUNDARIOS. O equacionamento do pardmetro parte da
simplificacdo de um sistema de infinitos graus de liberdade para um sistema de um tnico
grau de liberdade. Desta forma, foram analisadas as estruturas para o primeiro modo de
vibragdo da estrutura. Todavia é sugerido o estudo do efeito dos modos de vibracdo

secunddrios neste parametro de estabilidade;

e EFEITO DA RIGIDEZ GEOMETRICA. Neste trabalho foi desconsiderada a rigidez
geométrica no equacionamento do parametro. Tal efeito, no entanto, pode ser aplicado

equagdo caso mais estudos neste campo sejam realizados;

e APLICACAO EM ESTRUTURAS METALICAS. Apesar do parametro apresentado partir do
equacionamento do y,, a fundamentagio tedrica dele baseia-se na relagdo existente entre
o efeito de segunda ordem e o periodo natural de vibracdo. Tais grandezas sdo inerentes
ao material aplicado, podendo assim ser descrito também para estruturas metalicas,

dando continuidade a trabalhos realizados por Statler et al. (2011).
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ANEXO A — PLANTAS DOS MODELOS
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Figura A.5 - Planta do pavimento tipico do Modelo 5
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ANEXO B — RESULTADOS COMPLETOS
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Figura B.11 - Comparagdo de resultado obtido pelo processo P-A frente ao resultado obtido

pelo método simplificado — Modelo 1 (dire¢éo “x”)
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Figura B.12 - Comparacgdo de resultado obtido pelo processo P-A frente ao resultado obtido

pelo método simplificado — Modelo 1 (dire¢éo “y”)
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Figura B.16 - Comparacdo de resultado obtido pelo processo P-A frente ao resultado obtido

pelo método simplificado — Modelo 3 (dire¢do “y”)
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Figura B.19 - Comparagdo de resultado obtido pelo processo P-A frente ao resultado obtido

pelo método simplificado — Modelo 5 (direcdo “x”)
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ANEXO C - RESUMO EXPANDIDO EM INGLES

Método simplificado para verificacao dos efeitos globais de
segunda ordem para estruturas em concreto armado baseado no
periodo natural de vibracao

A simplified approach, based on the natural period of vibration, to consider second-

order effects in reinforced concrete frames

Daniel G. Reis (1); Ronald D. Ziemian (2); Gustavo H. Siqueira (3); Luiz C. M. Vieira Jr. (3)

(1) Engenheiro Civil, Prefeitura Municipal de Campinas; Departamento de Estruturas, UNICAMP
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(3) Professor Doutor, Departamento de Engenharia de Estruturas, UNICAMP
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C.1. ABSTRACT

Recent studies have demonstrated that there is a relationship between the structure’s
susceptibility to second-order effects and its natural vibration period (T') since both properties
are fundamentally dependent on the structure’s stiffness and mass properties. The main
advantage on the use of this characteristic is that for the majority of existing structural analysis
software, the natural period of vibration can be easily obtained. In this study, different
formulations are developed in order to propose an amplification factor ()y7) to multiply first-
order analysis results and satisfactorily obtain results due to a second-order analysis. These
formulations are based on the D'Alembert's principle, Rayleigh’s method, and the use of
generalized coordinates to represent the dynamic displacement of flexible structures. It is
observed that values of yr lead to values closer to the traditional simplified methods currently
used in Brazil and, in fact, more accurate. Thus, it is proposed an amplification factor (),
based on the natural period of vibration, to be used as: (i) an indicator of the structures’
susceptibility to second order effects and (ii) an amplification factor to describe the second-

order effects on reinforced concrete frames.

Keywords: Second-Order Effects; Modal Analysis; Structural Stability
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C.2. INTRODUCTION

Over the last few years, second-order structural analysis has gained importance due to the
increasing need to design slender structures. Moncayo (2011) mentions that this is a
consequence of great demand of space in urban centers and also the development of high-
resistance concrete. Horizontal and vertical forces acting concomitantly with increasingly
slender structures, result in non-negligible effects, which compromises structural stability

(Oliveira, 2002).

It can be computationally demanding to perform a second-order analysis and the engineer
responsible for carrying out the analysis has to have adequate training and knowledge on the
topic. Several methods are presented in the literature to classify a structure as nonsway (braced)
or sway (unbraced) frame, as well as, to consider the effects of geometrical and material non-
linearity on the demands. The influence of these non-linearities can be considered through
iterative methods in which the stiffness matrix is updated at each load or displacement
increment (Azevedo, 1993). A detailed description of this method can be found in Chen and
Lui (1991) and McGuire et al. (2000). Other iterative methods can be found in Crisfield
(1991) and Singh and Singh (1992).

An alternative to iterative methods is simplified amplification factors, such as notional
loads, or reduction factors to decrease an element stiffness; these methods are conventionally
named direct methods. Direct methods are presented in Rutenberg (1981), Wilson and
Habilullah (1982) and White et al. (2007a,b).

The Brazilian reinforced concrete design standard ABNT NBR 6118:2014 presents two
approximate methods to classify a structure with respect to its susceptibility to second-order
effects: the parameter & and the parameter y,. Both lead the designer to identify if the structure
in analysis can be considered as a nonsway or a sway frame. The parameter y,, however,
introduced by Franco and Vasconcelos (1991), also represents an estimation of how much the
bending moments due to a first-order analysis shall be amplified to satisfactorily predict the

bending moments due to a second-order analysis (Vasconcelos, 1997; Pinto, 2002).
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Feitosa and Alves (2015), in a parametric study, conclude that each element stiffness and
vertical loading are the main parameters that influence the global stability of a building. Statler
et al. (2011) demonstrate that a structure’s natural period can be used to predict moment
amplification due to second-order effects, since both properties are fundamentally dependent
on structure stiffness and mass properties. Reis et al. (2015) particularized some of the findings

previously presented by Statler et al. (2011) to reinforced concrete buildings.

This paper aims to develop a parameter, herein named yr, to be used as: (i) an indicator
of the structure’s susceptibility to second order effects and (ii) an amplification factor that
satisfactorily describes the second-order effects on reinforced concrete frames, based on a first-
order analysis. Therefore, 122 spatial frames of reinforced concrete, based on 5 different floor
plants, have been studied. The number of stories for each floor plant was limited to y,, as
defined in ABNT NBR 6118:2014, of 1.3 in each of the orthogonal directions (y, = 1.3 is
defined in the Brazilian reinforced concrete design standard as the limiting value in which

simplified methods can substitute a full second-order analysis).

C.3. AMPLIFICATION FACTORS PREVIOUSLY PROPOSED IN THE LITERATURE

In the early stages of designing a structure, it is fundamental to quickly verify the
susceptibility of a structure to second-order effects. Thus, many parameters have been proposed
to classify a structure as a nonsway frame, which do not take into account second-order effects,

and sway frame, which shall take into consideration second-order effects.

Beck and Konig (1965) developed a parameter named a based on the analysis of a
cantilever column, with an uniformly distributed horizontal load along its length. In 1990, after
a series of studies, CEB — FIP abandoned the use of the & parameter. Nonetheless, the Brazilian

reinforced design standard kept it in section 15.

In 1991, Franco and Vasconcelos (1991) proposed a new parameter called y, to classify

the susceptibility of a given reinforced concrete frame to second-order effects. The parameter
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Y is based on the magnitude of the overturning moment produced by a vertical load applied

with a certain eccentricity, which was caused, by a horizontal load.

The basic idea behind the parameter y, is that the second-order overturning moment (Mz)
is the result of » moment increments summed to the moment given in a first-order analysis
(M7); in each increment the structure is successively loaded from its last deformed shape

(Equation C.1).

M, = M, + AM, + AM; + AM,, + - + AM,, (Equation C.1)

According to Vasconcelos (1997), the relationship between the terms given in Equation

1 is a geometric regression with ratio r < 1 (Equation C.2); and the limit of the sum of 1+ r™

(where n 1s the number of increments) is as given in Equation C.3.

_AM, AM; AM, AMg;  AM, .
"TM, " am, aM;  aM, T M, (Equation C.2)
1 .
Iim(@A+r+r2+r3+-4+1r") = — (Equation C.3)
n—->00 —

Given equations 1 and 3, one can say that the relationship between M> and M;, named in
Vasconcelos (1997) y,, is given by 1/(1-r). But, r as presented in equation 2, is equal to
AM>/M;, Equation 4. The Brazilian reinforced concrete design standard ABNT NBR
6118:2014 uses a slight different nomenclature for the variables in the equation of y,, which is

also presented in Equation C.4.

M, o 1 _ 1 _ 1
E R AT 1— AM, 1 — AM¢o g (Equation C.4)
My My tot,a



110

Besides classifying the structure according to its sensibility to second-order effects, the
advantage of this parameter, compared to the parameter a, is that it also gives an estimate of
the how much the bending moment due to a first-order analysis shall be amplified to result in
demands similar to those given in a second-order analysis (Feitosa and Alves, 2015). This
amplification factor is only valid for sway frames and a limiting ¥, value of 1.3. Recently, y,
instead of being used as an amplification factor applied to the moment demand, it has been used
to amplify the lateral load applied to the frame, in fact, only 0.957y, is multiplied to the lateral
load.

Statler et al. (2011) shows that the susceptibility of a structure, planar steel frames, to
second-order effects can be evaluated based on the natural period of vibration. Thus, the
amplification factor Bz, provided in Section C2.1b of the AISC Specification for Structural
Steel Buildings (2005) can be replaced by another amplification factor, B4, that depends on the
natural period of vibration, Equation C.5. The derivation of Ba is based on the equilibrium

analysis of a spring-mass rigid-column system with a single degree of freedom system.

~ . 3gT? (Equation C.5)
~ 8m?H

Reis et al. (2015) studied if second-order effects in reinforced concrete spatial frames
could also be captured by a simple analysis of the structures natural period of vibration; the
authors concluded that for all the 5 different floor plants analyzed in their study, the observation
made in Statler et al. (2011) is also valid, but special attention shall be taken when the

predominant vibration mode is a torsional mode.

The study presented herein aims to further analyze this research topic and to present an
alternative amplification factor, Y7, which can substitute the current y, factor used in the

Brazilian reinforced concrete design standard ABNT NBR 6118:2014.
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C.4. DERIVATION OF THE AMPLIFICATION FACTOR: xr

In this section, a parameter yr is proposed to identify the susceptibility of spatial
reinforced-concrete frames to second-order effects and to quantify the overturning moment
amplification due to second-order effects. This parameter is developed based on the Rayleigh
method for conservative systems (Rayleigh, 1945), in which is possible to determine the natural
period of vibration of an equivalent cantilever beam-column, and the relationship between first-

order and second-order overturning moments (Franco and Vasconcelos, 1991), Equation C.6.

M, 1 1
M, 1-— AM, — 1— X P, (Equation C.6)
M, Y. Fih;

Where P; and F; are vertical and horizontal forces applied to each story level,
respectively, u; is the horizontal floor displacement due to a first-order analysis and h; is the

distance from where the horizontal force (F;) is applied to the base.

According to Paultre (2005), it is possible to develop a generalized equation to obtain the
natural period of vibration of a flexible bar, depending on its mass and stiffness distributions.
This requires an approximation of the displacement field u(x, t) of the bar based on a shape
function Y (x) and a time function z(t), called a generalized coordinate, as presented in
Equation C.7. The shape function is dimensionless and respects the kinematic boundary

conditions of the problem being analyzed.

u(x, t) = yP(x)z(t) (Equation C.7)

It is assumed in the development of the y; parameter that the properties of the spatial
frame can be simplified to the study of a cantilever beam-column, with equivalent mass and
stiffness distributions. The mass applied on the equivalent cantilever beam-column is
considered to be the sum of two parcels: (i) the column self-weight uniformly distributed load

along its height, and (ii) concentrated loads applied along the height of the bar, due to the
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condensate weight of each story. A free-body diagram of the equivalent cantilever beam-

column is presented in Figure C.1.
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Figure C.1 — Equivalent cantilever beam-column considered in the derivation of yr.

The equation of motion for the equivalent cantilever beam-column can be written based
on the principle of virtual work. The virtual work of the inertial forces can be expressed as

follow.

H
W, = J £ (x, t) u(x, t)ox (Equation C.8)
0

o t) =m (x) i(x, t) =m P(x) Z(t) (Equation C.9)

Su(x,t) = 6z(t) Y(x) (Equation C.10)
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Substituting equations C.9 and C.10 into equation C.8 and considering the participation

of the concentrated loads on each story level we have:

H n
sW;, =T #(t) 62(t) f P07 Ox +m, 2 62() Y W (Equation C.11)
0 i=1

Where ¥; is the value of the shape function on the ith story. The virtual work of the

external applied force F is expressed as:

SWf = f p(x,t) du(x) éx = fT(t)szJ F(x) Y(x) 6x = Féz(t) (Equation C.12)
0 0

The virtual work of the internal forces is due to the overturning moment (M (x, t)) on the
rotation (8¢ (x,t)) associated to the virtual displacement (édu(x,t)) of the cantilever beam-

column, and is written as follow:

0%(su(x, t))
x2

H H
oW, = j M(x,t) Sp(x)ox = f M(x,t) dx (Equation C.13)
0 0

0*(Su(x,t)) _ 0*(p(x)6z(t)) _ a*P(x) 52() (Equation C.14)
x> 0x* ox*

H
SW, = EI z(t) §z(t) f [ (x)]? dx (Equation C.15)
0

For the system in equilibrium, the virtual work of the internal forces is equivalent to the

virtual work of external forces, thus we have:
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Or,

BT 2(t)52 f [ (0)]? ox
0

i (Equation C.17)
0

= Féz—m Z(t)Szf [W(x)]?0x — m, Z(t) 6z(t) Z P2

Rewriting Equation C.17, we obtain:

H n L H
<ﬁ f P(x)?0x + m, Z YP;? ) Z(t) + EI z(t) f [Y'(x)]?0x =F  (Equation C.18)
0 = 0

Given Equation C.18, it is possible to write the generalized equation of motion for the

equivalent cantilever beam-column with horizontal external forces applied, Equation C.19.

m Z(t) + K z(t) = p(t) (Equation C.19)

Where 7t is the generalized mass, k is the generalized stiffness and p(t) is the generalized

external load, as presented in Equations C.20 to C.22.

H n
m=m f P(x)?0x + m, Z P2 (Equation C.20)
0 i=1

H
K=EI f P (x)? ox (Equation C.21)
0
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pt) =F (Equation C.22)

For the equivalent cantilever beam-column being analyzed and based on the principle of
energy conservation for the maximum potential and kinetic energies, the angular frequency

(w,) can be written as presented in Equation C.23.

~ - rH
K EI "(x)% 0x

wpt=—==— b ¥ (Equation C.23)
moom [ Yo2ax +my XL i’

The shape function (¥ (x)) describing the displacement field of the system depicted in
Figure C.1, can be approximated by a polynomial function, with a unit displacement on its free

end, which satisfies the geometric boundary conditions of the system, Equation C.24.

Y(x) = xz/ 2 (Equation C.24)

By substituting Equation C.24 in Equation C.23, the angular frequency for the system can

be written as follow.

E1%/ . [ ox
wp? = — m /sz 0 TG (Equation C.25)
m/H4 fo x*0x + 20/1.14 2, (i /Tl)

In Equation C.25, the last term in the denominator (summation in terms of the number of

stories) can be replaced by the polynomial presented in Equation C.26.

(Equation C.26)

Zn 4 B 6n* +15n3 + 10n% -1
oy IM*T 30n3
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So, the angular frequency can be expressed as:

El
2
wy* = — Equation C.27)
4 6n* + 15n3 + 10n2 — 1 (Equa
mH /20+H3mp 120713

Based on Equation C.27, the natural period of vibration can be expressed in terms of the

equivalent cantilever beam-column submitted to a horizontal load, Equation 30.

6n* + 15n3 + 10n2 — 1
120n3 (Equation C.28)

— H* 3
T2_4n2m /20+H m,
El

Assuming that the beam-column system has its mass regularly distributed on each floor,
it is possible to represent the total story’s weight as a percentage of the total building weight.
Thus, writing the total weight of the structure (P) as a parcel due to the total weight of the stories
including slabs and beams (Ps,) and other parcel due to the total weight of the columns (Peor),

we have Equation C.29.

P =Py + Py (Equation C.29)

Thus, the parcel that represents the story weight (kpq,) can be represented as the ratio

shown in Equation C.30.

Pyo 1-—P
Kpay = ;f" =— col (Equation C.30)

The total column’s weight is given by P.,; = Hg m, and the distributed mass of the

columns is defined as presented in Equation C.31.
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Peor (1 — )(pav)P (Equation C.31)

ngH gH

Finally, the total stories’ weight is given by P, = n. g.m,, from which the concentrated
masses, m,, (Figure C.1), applied on each storey of the equivalent system can be found by

Equation C.32.

m. = Psto _ M (Equation C.32)
P gn gn
Where:

H Total height of the structure;
P.o; Total weight of the columns;
m Distributed mass of the columns;
g Gravity acceleration;
P Total weight of the structure;
Kpav Ratio of the total stories weight;
n Number of stories;
Pgo Total weight of the stories;
m, Mass of the typical story.

By substituting Equation C.32 in Equation C.28, an equation for the natural period of
vibration to the equivalent cantilever beam-column representing a concrete frame with n stories

is obtained, Equation C.33.

_ PH?n?[6n* + Kpar (1513 + 10n? — 1) (Equation C.33)

T? —
gEI 30n*
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From the relationship between the first-order and second-order bending moment,
presented in previous section (see Eq. C.6), an equation for the amplification factor of the first-
order effects, for the beam-column system presented in Figure C.2, is proposed. From a linear
analysis, it is possible to write the equation of the deflection curve (u(x)) of a cantilever beam-

column subjected to a uniformly distributed load, as follow.

F(H — x)?

5 (Equation C.34)

M((x) =

And,

u(x) = iff M(x) 0x? = L (6H?x% — 4Hx® + x*)  (Equation C.35)
El 24E1

Also, knowing that for each ith story, the vertical load (weight) P;, the story height h;,

and the resultant horizontal load F; are constant, their respective values can be written as:

(Pi = P/n
FH* 6i’n? — 4i3n + i*
M T 4] n* (Equation C.36)
F=FH/,
\hy = i/,
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F M(H)=0
e e Bk
M
_ i )
KN
X
= \
M(0)=FH?
2

Figure C.2 — Equivalent cantilever beam-column subjected to a horizontal load distributed

uniformly along its height and the overturning moment of the equivalent system.

After replacing the values given in Equation C.36 in Equation C.6, the equation for the

amplification factor can be rewritten as follow.

M, 1

M, 6i2n% — 4i3n + i* _
1 PH? ) ns (Equation C.37)

T ET i
242?
In which,
= 6i%n? — 4i3n + i* 36n3 +9n2 +n—1

Z d —(n+1) B ,

n n (Equation C.38)
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And,
[ 1
L.z il (Equation C.39)
n? 2n
Thus,
M, 1
M, 1 — PH236n3+9m2+n—1 (Equation C.40)
El 360n3

The amplification factor can be rewritten in function of the natural period of vibration,

substituting the similar terms present on Equations C.33 and C.40, respectively, as presented in

Equation C.41.

M, 1

M, AT gT? 30n* 36n3 + 9n tn—1 (Equation C41)
Hm? 6n* + kpq, (1513 + 10n% — 1) 360n3

Which can finally be simplified as follow,

1
xr =1+ Hm? (Equation C.42)
grhn =1
Where,
72n* + Kpa,,(180n3 +120n% — 12) (Equation C.43)

Hn = 36n*+9m3+n2—n
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C.5. FURTHER SIMPLIFICATION ON THE AMPLIFICATION FACTOR: xr

For traditional regular reinforced-concrete structures, it is possible to assume kpq,, = 0.80
(Equation C.30); this assumption is commonly used by reinforced-concrete structural engineers
and, in fact, its impact on the value of y7 is small as depicted in the sensibility analysis
presented in Figure C.3; when Kpq, assumes values between 0.5 and 1.0, the maximum

difference of yr is of only 2.6%.

1,45

Range of y1
o7 for kpav=0,8

1,40

1,30

1,25

xT

1,20

1,10

1,05

1,00
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Number of Stories

Figure C.3 — Sensibility analysis of Xpay-

Considering the influence of each term of Equation C.43 on its final result, it is possible
to determine the terms that most influence the value of w,. Figure C.4 depicts a sensibility
analyses carried to out to understand each term’s influence on the value of u,, given a n number

of floors.
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Numerator Denominator

100% 100%

80% 80%

—8—36n* —8—72n"
60% ——On3 60% == ().8%180n3
—A—n? —A—(.8%120n2
40% ——n 40% ——-(0.8%12

20% 20%

0% 0% S-S 8855585

Contribution of each parcel to the total value
Contribution of each parcel to the total value

0o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Number of Stories Number of Stories
(a) (b)

Figure C.4 — Sensibility analyses of the terms in the variable k. (a) Numerator Analysis. (b)

Denominator Analysis.

Given the analyses depicted in Figure C.4, one can conclude that: (i) in the numerator of
Equation C.43 the first and second term (91.92% of the total numerator value) are relevant to
buildings with more than 4 stories; (i1) in the denominator only the first term is relevant to the
value of uysince it is equivalent 94% of the total value. Thus, Equation C.44 can replace

Equation C.43.

4
Up =2 +— (Equation C.44)
n
A further analysis is depicted in Figure C.5, where it is evaluated the error intrinsic to
replacing Equation C.43 by Equation C.44 in the value of u,,; for buildings over 3 floors the

error is under 1.5%.

1,5%

1,0%

Difference between using
Equation 45 and 46

0,5%

0,0%

10. 12 14 16 18 20
Number of Stories

Figure C.5 — Sensibility analysis of k, difference between using Equation 45 and 46.
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Finally, it is possible to rewrite the amplification parameter ()y) in a simplified format

as given in Equation C.45.

1

XT=1+HT[2

4) _1 (Equation C.45)
gT?

(2+3

Where:
H Total height of the structure;
g Gravity acceleration;
T Natural Period;
n Number of stories.

C.6. CASE STUDY

In order to validate the amplification factor (y7) proposed herein, 122 spatial frames were
studied. For each frame, the number of stories was varied, for each floor plant (model 1, 2, 3,
4, and 5), first and second-order analysis were carried out and two orthogonal directions were
analyzed. All cross-sections remained the same independent of the number of stories and the
story height has a constant value of 3 meters. Between the five different floor plants, four of
them are symmetric in the horizontal and vertical axes and one is symmetry about one axis only,
Figure C.7. The last floor plant studied, named Model 5, was actually built in Curitiba, PR,
Brazil. The parameter ¥, equal to 1.3 have been used as initial criterion to define the maximum
number of stories to be analyzed in this study. Table C.1 depicts the maximum number of stories
used in each model and the respective parameter y, value; therefore, for each floor plant we
had the number of stories varying from 1 to the number depicted in Table C.1. Each model was
first created and designed at the reinforced-concrete design software S4 v4.0 (S4 sistemas,
2015) and exported to SAP2000 v17.3.0 (Computer & Structures Inc., 2015), along with

loadings (dead, live, and wind loadings).



Table C.1 — Total height of the analyzed models

Model |Direction Number of| Total Yz
Stories | Height (m)
X 16 48.0 1,300
: Y 16 48.0 1,300
X 20 60.0 1,309
? Y 17 51.0 1,322
X 26 78.0 1,313
: Y 26 78.0 1,313
X 25 75.0 1,316
* Y 18 54.0 1,314
X 35 105.0 1,313
: Y 22 66.0 1,322

Figure C.6 —Isometric view of Model 5 with 35 stories.
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Figure C.6 depicts an isometric view of Model 5 taken from SAP2000 with 35 stories.

For each model, the wind load was considered applied at 0°, 90°, 180° and 270° as stated in the

Brazilian code ABNT NBR 6123:1988.
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Model 1 Model 2

Model 3 Model 4

Model 5

Figure C.7 — Floor plant of models analyzed.
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C.7. RESULTS

Figure C.8 depicts the results of all 122 models. In each graph of Figure C.8, it is plotted
the frame natural period of vibration against the moment amplification (M2/M; — bending
moment due to a second-order analysis divided by bending moment due to a first-order analysis)
for every node in the model (gray dots); two graphs are presented for each floor plant, one is
relative to the natural period of vibration in the x-axis and the other relative to vibration in the
y-axis. Values of M>/M; less than 1.0 were neglected. Values of M2/M; for the most loaded
column were highlighted since that is likely the most important column from the structural

engineer standpoint.

Figure 7 also depicts the amplification factor ()7) proposed herein. The complete
(Equation C.44) and simplified (Equation C.47) amplification factor () lead to very similar
results and, so, the simplified equation leads to satisfactory results. As already discussed in
Stlater et al. (2011), there is a clear relationship between natural period of vibration and the

ratio M>/M; — bending-moment amplification.



127

Model 1
w46 Dir. x e Dir. v
Al Calarrn s Al Calurmns
_1.30 o Critical Colismns '.l""’ 1.90 @ Critical Columns
__E Hr|Camplets Eq.) e r{Carmplets Eq.}
EI 1.20| === ¥ |Simplified Eq.} l_.—""' O 5] 1,200 == o Cimplified Eq) O - |
- % & s af
1,10 o p 8 1.10
- ol | =]
o
1.00tFo-0-5-0-5 : 1.00 =
oo 1.0 20 30 4.0 5.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
T(s) Model 2 T(s)

4 1.00—
0.0 20 4.0 6.0 80 [} 1] 20 4.0 8.0 3.0
T(s) Model 5 T(s)
140 S T i

0.0 20 4.0 6.0 8.0 . 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

Figure C.8 — Bending-moment amplification (M2/M1) against natural period of vibration
analysis for every model studied in this paper; natural period of vibration (T) in both direction

(x and y).
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Elements that present very small bending moment value in a first-order analysis may have

extremely high moment amplification; as an example, in Figure C.9, column P2 has M; value

of 0.4560 kN.m and M2 of 3.2754 kN.m resulting in an amplification factor of 7.1762. The

former example well depicts a column that presents little, if none, influence in the frame design

— due to small bending moment on the column — and, therefore, can be disregarded in the

analysis presented herein; considering these high values of M>»/M; would lead to a very

conservative method, since the amplification factor ()7) is applied to the whole structure. In

the same column, however, values of M>/M; are in between 1.25 and 1.36, which is close to the

value predicted by (xr).
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Figure C.9 — Moment amplification in column P1 and P2 of Model 2 and 11 stories.

Figure C.10 better illustrates the comments that were just made. In Figure C.10, a

cantilever beam-column with a lateral load, a moment applied to the free end and a uniformly

distributed axial load is analyzed; in this example, a first and second-order analysis is carried
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out and the bending-moment diagram is depicted. Greater attention shall be taken to the
observations drawn form the analysis of regions A, B, and C; in region C, M2/M; will result in
a high value since M; was very small to start with; in region B, there is an inversion of the
bending moment and the ratio M2/M; will be negative; in region A, M> is smaller than M;
because the inflection point in the moment diagram has moved up. Although the ratio M>/Mj is
analyzed in every node, localized issues such as the ones just commented are disregarded in
this study. Thus, only columns with considerable amount of bending moment and axial load,
which will be determinant in the structural design, are carefully studied and commented herein;
this consideration was taken in account by limiting the analysis to columns in which the bending
moment is greater than the strength of a column with same dimensions and minimum

reinforcement.

Ma
E i
REGION A
Mo/M,; <1
REGION B
M,/M, <0 _REGIONC
M, >> M,
P
\
Mg

Figure C.10 — Cantilever beam-column example to explain localized issues with the ratio

Mz/M;.
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The ratio M>/M; for the most loaded column, as depicted in Figure C.8, follows a
polynomial shape for most models except for the short frames in Model 1 (x and y direction)
and Model 4 (x direction); in these models, the first vibration mode for short frames is a
torsional mode, which certainly influenced the continuity of the M>/M; curve shape. The
simplified and complete equations, however, do lead to a satisfactory prediction of the

amplification factor and is, in most cases, slightly conservative.

The Brazilian standard for the design of reinforced concrete structures ABNT NBR
6118:2014 states that frames that y, is in between 1.1 and 1.3, a first-order analysis can be
performed instead of a second-order analysis if the lateral load is multiplied by 0.95y,. Figure
C.11 depicts a comparison between the results already presented for Model 1 and results from
the simplified y, method; as it can be noted in Figure C.11, the ratio M2/M; for the y, method
leads to unsafe results for the columns most loaded, while the yr method leads to slightly

conservative results.

M2 by P A - All nodes
O M2 byPA -Critical Resulis
xT (Full Eq.)
yT(Simplified Eq.)
131 M2 by v z amplification - All nodes
8 M2 by v zamplification - Critical Results
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1 8 o A L8 E ! E | | x ! | 8 2] ?_]
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Figure C.11 —Model 1: Comparison between the equation proposed herein and the analysis
results using the y, method proposed in Brazilian reinforced concrete design standard ABNT

NBR 6118:2014. M/M7in y-axis and T (s) in x-axis.
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The results presented in this paper have been focused on the analysis of the first lateral
vibration mode; this mode, however, is only equivalent to a portion of the mass participation.
In fact, for short frames in Model 1, the lateral mode is equivalent to only 60% of the mass
participation, Figure C.12. For Model 1, but intermediated to tall frames, the mass participation
of the first lateral mode reaches a plateau of about 80% of mass participation. This observation
shall be explored in future research; since preliminary studies indicate that the yr method can
lead to more accurate results if modal participation is included in the formulation and, thus,

further modes are also considered.
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Figure C.12 — Model 1: Additional discussion on the importance of considering the mass-

participation ratio (y-axis to the right) in future studies.

C.8. CONCLUSIONS AND DISCUSSIONS

In this study, an equation relating the natural period of vibration and the moment
amplification due to second-order effects is proposed to reinforced-concrete frames; this
equation is developed using the principle of energy conservation and the Rayleigh method to
write a generalized dynamic equilibrium equation to an equivalent cantilever beam-column.
Due to the presence of concentrated loads representing the self-weight of each story along the
height of the equivalent cantilever beam-column, the general equation for the moment

amplification factor yr presented a complex format. In order to simplify this equation, a
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parameter sensibility analysis was carried out and a simplified equation was also proposed. In
addition, to validate the equations proposed herein, numerical analyses have been performed in

122 spatial reinforced-concrete frames, varying the total number of stories and floor plants.

The results presented in this paper demonstrated that, although the yr method derived
herein is simple in its formulation it can lead to satisfactory results. The amplification factor yr
has shown to lead to an effective method to assess a structures susceptibility to second-order
effects and to satisfactorily predict the moment amplification due to second-order effects. Note
that the amplification factor y only depends on the natural period of vibration and, so, only

requires a simple dynamic analysis.

Modal participation, however, is a topic still open for discussion, which can lead to even
more accurate results. More studies are also necessary in order to adjust and validate the yr
method for different building geometries and irregularities and to consider the influence of

torsional modes.
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