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Resumo

A andlise de vibracdo livre e de instabilidade de placas finas e placas
moderadamente espessas € apresentada através do método dos elementos de contorno
(MEC) considerando o efeito da deformagao pela forca cortante e, particularmente para o
célculo de freqiiéncias naturais, o efeito da inércia rotatoria é também considerado. A
formulacdo da solucdo fundamental é baseada na teoria de Mindlin (1951) mas resultados
para a teoria de Kirchhoff (1850) também podem ser obtidos [Palermo Jr. (2000)]. O
presente trabalho usa a técnica da iterac@o inversa através do coeficiente de Rayleigh para a
determina¢do das menores freqiiéncias naturais e cargas criticas de instabilidade das placas.
A implementagdo numérica emprega elementos de contorno isoparamétricos lineares
continuos e descontinuos. Elementos constantes de dominio sdo usados. Os parametros
nodais s@o posicionados nos extremos dos elementos e os pontos de carregamento dos
elementos descontinuos sdo deslocados para o interior a uma distancia igual a um quarto do
comprimento do elemento. Expressdoes analiticas das integrais de contorno sao
desenvolvidas para os casos em que o elemento contém o ponto de carregamento e
integracdo numérica de Gauss-Legendre € feita nos outros casos. As integrais de dominio
foram transformadas em integrais de contorno para cada célula e foram tratadas como
cargas de superficie atualizadas através de um processo iterativo. Os resultados obtidos
foram comparados com valores encontrados na literatura para demonstrar a precisao do

presente trabalho.

Palavras Chaves: Método dos Elementos de Contorno, Placas, Mindlin, Vibracao Livre,
Inércia Rotatoria, Instabilidade.
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Abstract

Free-vibration analysis and static buckling loads analysis of thin and thick plates
considering the shear deformation effects using the Boundary Element Method (BEM) is
presented. For the calculation of natural frequencies, the rotatory inertia is also counted.
The formulation of the fundamental solution considers Mindlin’s plates but results
according to the classic theory can also be obtained [Palermo Jr. (2000)]. The present
article makes use of the inverse iteration with Rayleigh coefficient to determine the
smallest natural frequencies and the smallest static buckling loads of the plates. The
numerical implementation employed continuous or discontinuous isoparametric linear
boundary elements according to the characteristics of the problem to be solved. Constant
domain elements are used. Nodal parameters have been placed at the ends of the elements
and the source point of the discontinuous elements were positioned at a distance equal to
one quarter of the element length. Analytical expressions have been employed in the
integration on elements containing the source point and Gauss-Legendre numerical
integration scheme otherwise. The domain integrals containing the inertia effects or non-
linear effect have been transformed into boundary integrals for each cell and were treated as
surface loads updated in an iterative process. The obtained results were compared to those

in literature to demonstrate the precision of this proposal.

Keywords: Boundary Element Method, Plates, Mindlin, Free vibration, Rotatory Inertia,

Buckling.
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1 INTRODUCAO AO
ESTUDO DE PIACAS PELO
MEC

1.1 GENERALIDADES

As placas, como um tipo de elemento estrutural, em conjunto ou ndo com outros
elementos estruturais, como as membranas, diafragmas, etc, sdo amplamente empregadas em
diversos ramos da engenharia devido, principalmente, a sua grande capacidade portante em

relagdo as proprias dimensoes.

Para o meio cientifico, as estruturas citadas constituem os chamandos problemas da
mecanica do continuo simplificadamente representados por modelos matematicos. Assim
definem-se os modelos das placas, consideradas como uma aproximacao bidimensional de um

problema tridimensional genérico.



As equagdes dos problemas fisicos em geral, excetuando-se os casos restritos de
geometria e de carregamento simples, podem ter uma solugdo analitica dificil de ser obtida. Neste
sentido, métodos numéricos emergem como uma importante ferramenta de simulacdo para a
obten¢do de uma solugdo aproximada por meio de alguns pontos discretos. Usualmente entre
estes métodos numéricos, encontram-se o Método das Diferencas Finitas, Método dos Elementos

Finitos (MEF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC).

Como objeto deste estudo, estes modelos matematicos tém como base a teoria da
elasticidade. A chamada teoria classica, ja exaustivamente estudada por varios pesquisadores, ha
quase dois séculos, dentre estes Neuber, Navier, Poisson, Kirchhoff, Timoshenko, Galerkin,
Vlassov, Kalmanok, Girkmann, Saint-Germain, adota hipoteses simplificadoras que a restringe a
casos especificos, usualmente tabelados para somente algumas condi¢des de borda e onde apenas

os valores de centro da placa apresentam uma melhor aproximagao.

Desta maneira, estudos para adequacdo a teoria exata surgiram, levando as teorias de
Mindlin (1951) e Reissner (1945), por exemplo. Nestas teorias, as trés condigdes fisicas
necessarias para o problema real de placas sdo atendidas, incluindo a deformagdo pela forca
cortante ndo tratada pela teoria classica. Consequentemente, os valores calculados nas bordas das
placas ou ao redor de furos sd3o mais proximos da realidade, inclusive para o caso de placas

€spessas.

Neste sentido, este estudo visa implementar numericamente a teoria de Mindlin através
do Método dos Elementos de Contorno, MEC, fazendo uso da formulagdo alternativa
desenvolvida em Palermo Jr. (2000). Nesta formulagdo evidencia-se a grande conexdo entre a
teoria de Mindlin (1951) com a teoria classica de Kirchhoff (1850) através da teoria dos campos
vetoriais. Possibilita-se assim, uma comparacdo direta do efeito da deformagdo pela forca
cortante nos deslocamentos e esfor¢os das placas entre as duas teorias. No presente trabalho, sdo
calculadas as frequéncias angulares naturais das placas e as cargas criticas de instabilidade,
segundo esta teoria de trés parametros e resultados para a teoria de Kirchhoff (1850) também sao

obtidos.



O material envolvido ¢ perfeitamente elastico, homogéneo e isotropico. Consideram-se
suficientemente pequenas as deformacgdes tal que a relacdo entre as deformacdes e as tensoes

sejam lineares.

O equilibrio ¢ na posi¢ao indeslocada para a obtengdo das freqiiéncias naturais e nao se

verifica o amortecimento das oscilagdes.

Para a obtengdo de cargas criticas de instabilidade, na condicdo de regime linear, o

equilibrio € na posi¢ao deslocada e o termo com dependéncia temporal ¢ nulo.

Nesta se¢do ¢ feita a revisdo bibliografica sobre as teorias de flexdo das placas, sobre o
MEC aplicado a estas teorias, bem como sobre o estudo da vibragdo natural e da instabilidade a

flexao das placas.

Na sec¢ao 2 sdao abordados os conceitos gerais da elastodinamica linear tridimensional
necessarios para a formulacdo e resolu¢do das equacdes de problemas de um meio continuo
solido. Sdo apresentadas as propriedades do material que compde este sélido, bem como as

relagdes entre as tensdes e deformacdes destas com o movimento e equilibrio das placas.

Na secdo 3 a teoria de placas ¢ apresentada a partir da teoria de elasticidade
tridimensional para as hipoteses de Mindlin (1951) e as hipoteses da teoria classica de Kirchhoff
(1850), evidenciando o efeito da deformagdo pela forga cortante. Na andlise dinamica, sdo

apresentadas as equagdes diferenciais de movimento incluindo-se o efeito da inércia rotatoria.

Na secao 4, as equagdes diferenciais de equilibrio e de movimento das placas obtidas na
secdo anterior sdo transformadas em equacdes integrais de contorno para a resolugdo pelo do
Método dos Elementos de Contorno (MEC). Sdo também obtidas as solu¢des fundamentais
estaticas, por meio da formulacao alternativa desenvolvida em Palermo Jr. (2000). Estas solugdes

sao desenvolvidas para uma carga unitaria, bem como para um binario unitario na direcdo .



Na secao 5, o meio continuo ¢ discretizado em elementos de contorno isoparamétricos
lineares através do MEC e ¢ transformado em um sistema de equacdes linear cuja solugdo
determina valores de deslocamentos e esfor¢os para pontos no contorno da placa. Um segundo
sistema de equagdes linear pode ser escrito para determinar valores de deslocamentos no
dominio. Combinando este com o primeiro, formam um sistema de equacdes linear de autovalor
e obtém-se as frequéncias naturais e cargas criticas de instabilidade das placas. Integrais

analiticas sdo desenvolvidas para obten¢do de uma melhor aproximacao do método.

Na sec¢do 6, sdo apresentados os resultados comentados de exemplos numéricos obtidos

com este estudo.

Algumas conclusdes sobre este estudo sdo feitas na se¢cao 7, bem como 0s passos

complementares que podem ser desenvolvidos em trabalhos futuros.

Neste trabalho, as equagdes sdo apresentadas em coordenadas cartesianas e cilindricas,
onde os indices destas em latim {i, j, k, m, n,...} tém valores entre {1-3} ¢ os indices em grego

{a, B, v ,...} tém valores entre {1-2}.



1.2 OBJETIVOS

O presente trabalho tem como objetivos:
a) Calculo das freqiiéncias naturais das placas;

b) Calculo das cargas criticas de instabilidade das placas.

Para este fim serd usada teoria de Mindlin (1951), que inclui o efeito da deformacao
pela forca cortante. Esta teoria permite a obten¢do dos valores mais proximos do modelo real que

os obtidos pela teoria classica.

A implementacdo no MEC sera feita com a formulagdo alternativa, desenvolvida em
Palermo Jr. (2000), que possibilita uma conexao direta entre a teoria de Mindlin (1951) com a
teoria classica, tratando o efeito da deformagdo pela forga cortante como uma parcela
independente. Conseqiientemente, hé possibilidade de obtengao de valores da teoria classica para
uma comparagdo com a teoria de Mindlin (1951) a partir de um Unico programa. Serdo usadas

integrais analiticas na implementacdo do MEC para melhoria da aproximagao dos resultados.

Na analise dinamica sera incluido o efeito da inércia rotatoria para avaliagdo de seu

efeito nas freqli€ncias naturais através da solucao fundamental estatica.

As frequéncias naturais e as cargas criticas de instabilidade das placas sdo determinadas

resolvendo o problema de autovalor através do método iterativo.



1.3. CONSIDERACOES SOBRE O ESTUDO DE PLACAS

Encontra-se na literatura que a primeira equagdo descrevendo a flexdo de placas que se
tem conhecimento foi proposta por Navier em 1823, em Love (1944), onde a rigidez a flexao ¢
definida em termos de uma constante eldstica e para sua resolugdo sdo necessarias trés condi¢des
de contorno naturais. Em uma tentativa para melhorar a teoria de placas, Bernoulli, em Love
(1944), obtém uma nova equacdo diferencial para placas que consiste em uma aproximagao
através de dois sistemas de vigas e Poisson (1829) obtém um problema com trés condigdes de

contorno naturais.

Kirchhoff (1850) estabelece as hipoteses fundamentais da teoria de placas, derivando a
expressdo da energia potencial em termos de extensdo, componentes de curvaturas e tor¢do para
uma placa inclinada e aplicando o principio dos trabalhos virtuais. A equagao diferencial obtida ¢
de quarta ordem e resolvida com duas condi¢des de contorno, pois Kirchhoff (1850) demonstra
que as trés condig¢des naturais propostas por Poisson (1829) poderiam ser reduzidas a duas. Nesta
equacdo, portanto, a rigidez a flexao ¢ definida em termos do modulo de Young e do coeficiente
de Poisson. Adicionalmente, todos os deslocamentos da placa sdo dados em fungdo de duas
coordenadas no plano médio da placa, reduzindo o problema a um caso bidimensional. Bons
resultados sao obtidos a partir desta teoria para placas com pequenos deslocamentos para diversos
casos de carregamentos e geometrias. A imprecisdo desta teoria na analise estdtica se torna
significativa na regido dos cantos das placas poligonais, ao longo de bordas, ao redor de furos

com didmetros menores que a espessura da placa e em placas com espessuras consideraveis.

Entre os estudos que surgiram para solucionar esta questdo, encontram-se as teorias de
Reissner (1945) e Mindlin (1951). Estas tém como hipdtese uma deformacdo pela cortante

constante na espessura da placa que, para levarem em conta a real distribuicdo ndo uniforme
desta deformagdo, introduzem o pardmetro K no modulo de elasticidade transversal. As

curvaturas nas equagdes constitutivas nao sdo mais diretamente relacionadas com a derivada do
deslocamento fora do plano da placa, a equagao diferencial passa a sexta ordem e trés condi¢des

de contorno sdo necessarias para resolver o problema de valor de contorno.



Datam na literatura estudos sobre a vibragao livre de placas a partir do inicio de 1800.
Chladni (1802) apresenta a vibracao livre de uma placa com bordas totalmente livres. Navier
(1827) e Cauchi (1828) apresentam teorias sobre a equacdo de movimento de corpos eldsticos.
Rayleigh (1877) faz o estudo de um método generalizado para o célculo de freqiiéncias naturais.
Ritz (1909), visando uma melhora do método anterior, introduz fungdes com coeficientes de
amplitudes independentes, resultando no conhecido método de Rayleigh-Ritz ou método de Ritz

amplamente encontrado na literatura.

A partir dai, encontram-se diversos estudos de vibragdo livre de placas para varias
formas, condigdes de apoio e carregamentos onde o efeito da deformacdo pela cortante é
negligenciado, como em Bares (1964), Timoshenko et al. (1974), Leissa (1969, 1977a, 1977b,
1981a, 1981b, 1987), Hinton (1988). Os resultados obtidos sdo satisfatorios para placas finas e

para o caso onde se deseja obter as freqliéncias naturais mais baixas.

No caso de placas com espessuras maiores, o efeito da deformacao pela cortante torna-
se relevante e sua desconsideracao leva a obtencdo de freqiiéncias naturais maiores que o valor
real. Trabalhos apresentados por Srinivas and Rao (1970), Senthilnathan (1989), para a analise de
vibragdo livre de placas isotropicas moderadamente espessas, demonstram os bons resultados da

aproximacao usada pelas teorias de Reissner (1945) e Mindlin (1951) em conjunto com o

parametro K.

Estudos sobre a instabilidade de placas datam mais de 150 anos, em Walker (1984). A
literatura ¢ extensa para a teoria classica, sendo encontrados tanto trabalhos com a solugao
analitica exata quanto com distintos métodos numéricos existentes, como em Timoshenko and

Gere (1961), Bulson (1970), Kobayashi and Sonoda (1990, 1991).

Na aplicagdo da teoria de Mindlin (1951), encontram-se Leissa (1982), Brunelle (1971),
Brunelle and Robertson (1974), Rao et al. (1975), Dawe and Roufaiel (1982), Mizusawa (1991),
Smith (1995), Matsunaga (1997), para varias condi¢cdes de apoios e carregamentos em placas e

utilizando diversos métodos numéricos.



Kitipornchai et al. (1993) trabalha com placas esconsas. Xiang (2002) apresenta

resultados para placas triangulares com apoios elaticos.

Purbolaksono and Aliabadi (2005) aplica o MEC e Shufrin and Eisenberger (2005)
aplica o método de Kantorovich. Srinivas and Rao (1969) estudaram uma solugdo exata

tridimensional.

Por ultimo, destaca-se o caso de bordas livres. Chinosi (2005) apresenta o trabalho
baseado na teoria de Reissner/Mindlin como tentativa de diminuir a irregularidade da solucdo,
particularmente para as deformagdes pela cortante que causa perda de convergéncia na aplicagao

das técnicas numéricas.



1.4. CONSIDERACOES SOBRE O MEC APLICADO A FLEXAO DE PLACAS

As equacdes diferenciais de placas podem ser representadas na forma de equagdes
integrais de placas, alternativamente. Neste sentido, entre os pioneiros, detaca-se o trabalho de
Betti (1872) que apresenta a teoria da elasticidade com equagoes integrais. Além deste, tem-se 0s
trabalhos de Somigliana (1886) que, empregando o teorema de reciprocidade devido a Betti,
estabelece uma relagdo entre forcas de volume e superficie com os deslocamentos do contorno
conhecida como a identidade de Somigliana; ¢ o trabalho de Fredholm (1903), um estudo
rigoroso sobre equagOes integrais baseado no processo de discretizagdo do problema da
elasticidade linear. O desenvolvimento das equagdes integrais pode ser considerado como um dos
passos mais importantes para as técnicas de contorno e os trabalhos de Somigliana (1886) e

Fredholm (1903) formam a base para o atual Método dos Elementos de Contorno.

Entretanto, estes trabalhos precediam a era dos computadores, sendo negligenciados até
meados da década de 1950 e 1960, onde uma série de trabalhos notadamente de autores russos,
Muskhelishvili (1953), Mikhlin (1957), Smirnov (1964), estudaram enfaticamente as equagdes
integrais em problemas fisicos. Kupradze (1965) estabelece as bases das formulagdes indiretas
considerando a solucdo fundamental de Kelvin, em Love (1944). Porém, as fungdes complexas

empregadas dificultaram a popularidade destes trabalhos entre engenheiros.

Por outro lado, com o desenvolvimento dos computadores, as técnicas numéricas
levaram Jaswon (1963) e Symm (1963) a utilizarem o MEC como ferramenta numérica pela
primeira vez, através das equacgdes de Fredholm para problemas de Laplace. Adicionalmente,
propdem uma formulagdo mais geral através da aplicagdo da Segunda Identidade de Green com
potenciais e suas derivadas desconhecidas no contorno em Jaswon and Ponter (1963). No
entanto, adotaram a formulagdo indireta onde as fun¢des densidade no contorno ndo tém

significado fisico, como no caso da formulacao direta.

Neste contexto, baseado nas hipdteses da teoria classica de Kirchhoff (1850), identifica-
se o trabalho de Jaswon et al. (1968) como a referéncia inicial das formulagdes indiretas para a

analise de placas através do Método dos Elementos de Contorno — MEC e, paralelamente, o
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trabalho de Rizzo (1967) como a primeira formulagdo direta do MEC. O problema da
elastodindmica tridimensional foi inicialmente estudado por Cruse e Rizzo (1968), além de

Watson (1972a e 1972b), Cruse (1977a e 1977b) e Cruse et al. (1977).

Lachat (1975) e Lachat and Watson (1975, 1976) evidenciaram a eficiéncia do MEC

como ferramenta numérica resolvendo problemas com configuragdes complexas.

Banerjee e Butterfield (1977) e Brebbia (1978) publicam os primeiros livros sobre o
MEC onde, Brebbia (1978), através de uma formulacdo partindo da técnica dos residuos
ponderados, faz uma generalizacdo do Método dos Elementos de Contorno e impulsiona o estudo

deste método em diversos centros de pesquisa.

Entre os trabalhos que utilizam a formulagdo  direta, destacam-se
Bézine and Gamby (1978), Bézine (1978), Stern (1979) e Danson (1979) apresentam outros

trabalhos utilizando a formulagdo direta para a teoria cléssica.

Em 1979, Tottenhan (1979) apresentou uma discussdo sobre as formulagdes direta e

indireta aplicadas as placas delgadas, placas apoiadas sobre base elastica e cascas abatidas.

Venturini and Brebbia (1983) apresentaram uma formulagdo para materiais ndo

resistentes a tracdo e com descontinuidades.

Costa Jr. and Brebbia (1984a e 1984b), através do método direto, resolveram

problemas de placas quanto a flexao, flexdo em base elastica, vibragao e flambagem.

Guo-Shu and Mukherjee (1986) e Paiva (1995) usaram a teoria cldssica com um grau de
liberdade adicional para a rota¢do tangente ao contorno € mostraram que muitos dos problemas

associados com o tratamento com quatro pardmetros podem ser contornados.

Hartmann and Zotemantel (1986) discutem o tratamento das integrais de dominio,

vinculos no dominio e singularidades através de uma formulacdo direta do MEC.
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Hartley and Abdell-Akher (1988 ¢ 1989) e Hartley and Ahmed (1989) sugeriram um
esquema de integracdo analitica para os problemas de instabilidade numérica devidos as

singularidades. Além disso, discutem a determinagdo de valores nos pontos internos.

Palermo Jr. (1989), através da formulagdo direta pela técnica dos residuos ponderados,
faz a analise de pecas de se¢ao delgada. Também ¢ verificado o comportamento destas pegas com

a adicao de diafragmas.

Oliveira Neto (1998) apresentou uma nova formulagdo admitindo trés parametros
nodais (deslocamento transversal e suas derivadas nas diregdes normal e tangencial ao contorno),
usando dois valores nodais para os esfor¢os (momento fletor normal e forga cortante

equivalente).

Sobre a teoria de Kirchhoff (1850), encontram-se ainda os estudos de Tanaka e

Miyasaki (1985), Venturini e Paiva (1988) e Paiva e Aliabadi (2000).

Nas aplicagdes do MEC para a teoria de placas de Mindlin/Reissner, Weeen (1982)
introduz uma formulacdo MEC aplicada a teoria de Reissner, estabelecendo um sistema de trés
equacdes integrais em termos de um deslocamento e duas rotagdes e aproximagado por elementos

isoparamétricos quadraticos.

Vilmann (1985 e 1992) e de Barcellos & Silva (1987) estudaram a aplicagdao das

técnicas de elementos de contorno aplicadas as placas de Mindlin (1951).

Westphal and de Barcellos (1989) e por Westphal et al. (1992, 2001) estudaram as

formulagdes para tratar a teoria de Reissner e Mindlin.

Katsikadelis and Armenakas (1989) combinaram para a solucdo simultanea de duas
equagdes integrais e duas equagdes diferenciais das placas de Reissner, o Método dos Elementos

de Contorno com o Método das Diferencas Finitas.

11



Katsikadelis and Armenakas (1993) apresentaram uma formulacdo do MEC para a
teoria de Reissner que foi expressa em termos de dois potenciais, um bi-harmdnico ¢ um de
Bessel. As placas quando analisadas com esta estratégia precisaram trés equagdes integrais e mais

trés equagdes de diferengas finitas.

Sanches (1998) e Palermo Jr. (2000) apresentaram uma solugdo alternativa para as
placas de Mindlin. O vetor das rotacdes ¢ decomposto em dois campos, irrotacional e solenoidal,
onde o campo irrotacional € relacionado a teoria classica e o campo solenoidal a deformagdo por

cortante. Tem-se ainda o trabalho de Andrade (2001) para placas espessas.
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1.5. CONSIDERACOES SOBRE A VIBRACAO LIVRE DE PLACAS

Encontra-se na literatura os trabalhos de Vivoli (1972) e Vivoli and Filippi (1974) como
sendo os primeiros sobre vibracdo livre de placas através do método indireto relacionado ao
MEC, adotando elementos de contorno constantes, empregando a solu¢do fundamental dinamica

e apresentando resultados numéricos.

Niwa et al. (1981, 1982) e Kitahara (1985) apresentaram resultados numéricos
detalhados para o método indireto e para o método direto pela primeira vez. No entanto, nao

consideraram nos calculos o efeito da reacao de canto.

Wong and Hutchinson (1979), através do método direto, apresentaram resultados
numéricos para placas totalmente apoiadas e totalmente engastadas. Adicionalmente, em 1981,
estes mesmos autores apresentaram a formulagdo completa do problema de vibragdo livre de

placas incluindo o efeito da reacdo de canto, mas sem resultados numéricos.

Heuer, R. and Irschik, H. (1987) apresentam o método indireto para vibragdes livres

utilizando fung¢des de Green que reduzem a discretizagdo de contorno.

Uma outra aproximagdo para a resolugdo de problemas dindmicos de placas ¢
introduzida por Bézine (1980), onde a forga de inércia através de uma discretizacdo do dominio
em células constantes, emprega a chamada solu¢do fundamental estatica. Esta formulagado

simplifica as solu¢des fundamentais dindmicas.

O’Donoghue and Atluri (1986, 1987), Costa Jr. (1988), Providakis & Beskos (1987,
1988, 1989a) e Tanaka et al. (1987) apresentam estudos a partir de Bézine (1980).

Os trabalhos de Beskos (1987, 1997) e Manolis and Beskos (1988) apresentam uma
revisdo sobre elastodindmica e Providakis & Beskos (1989b) uma revisdo sobre o MEC aplicado

a vibragao livre e for¢ada de placas.
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Simodes (2001) apresenta o trabalho na teoria de Kirchhoff para calculo de dindmica e

instabidade de placas.

Antes (1991) e Palermo Jr. (2005) apresentaram solug¢des fundamentais dindmicas

levando em conta o efeito da deformacao pela cortante e inércia rotatoria.
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1.6. CONSIDERACOES SOBRE A INSTABILIDADE DE PLACAS

A andlise de instabilidade de placas através do MEC tem sido desenvolvida mais
recentemente. Costa and Brebbia (1985), Tanaka (1986), Syngellakis and Kang (1986)

apresentaram trabalhos baseados na teoria cléssica.

Syngellakis and Elzein (1994) publicou vérios exemplos com carregamentos e

condi¢des de apoio diversas.

Nerantzaki and Katsikadelis (1996) aplicou o MEC para cargas com variagdo de
espessura e Lin et al. (1999) desenvolveu uma formulagdo genérica par avdarios tipos de

carrregamentos € modos de flambagem.

Purbolaksono and Aliabadi (2005) estudam o problema de instabilidade de placas de
Reissner/Mindlin utilizando a solucdo estatica fundamental. Neste trabalho, as integrais de

dominio sdo avaliadas por meio de células e através do método da reciprocidade dual.

15



2 EIASTIC IDADE
IINEAR
TRIDIMENSIO NAL

2.1 INTRODUCAO

Nesta secdo sdo abordados os conceitos gerais da elastodindmica linear tridimensional
necessarios para a formulacdo e resolu¢do das equacdes de problemas de um meio continuo
solido. Para isto € necessario conhecer as hipdteses adotadas para as propriedades deste sélido,

bem como as relagdes destas com os deslocamentos do solido.

Neste trabalho, o material envolvido ¢ perfeitamente elastico, homogéneo, isotropico e
consideram-se suficientemente pequenas as deformagoes tal que a relacdo entre as deformacgdes e

as tensoes sejam lineares.

O equilibrio ¢ na posicao indeslocada para a obtengao das freqii€ncias naturais e ndo se

verifica o amortecimento das oscilagdes.
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Para a obtencdo de cargas criticas de instabilidade, na condi¢do de regime linear, o
equilibrio ¢ na posicao deslocada e o termo com dependéncia temporal da equagdo de movimento

¢ nulo.

2.2 PROPRIEDADES DO MATERIAL

O material adotado tem as seguintes propriedades:
a) sdo perfeitamente eldsticos, ou seja, estes retomam sua forma inicial apds cessarem
a atuagao das forgas externas;
b) a matéria do corpo ¢ homogénea e distribuida continuamente no seu volume, ou
seja, as propriedades fisicas e geométricas sdo as mesmas para qualquer elemento
infinitesimal deste;

¢) ¢ isotrdpico, ou seja, estas propriedades sao iguais em todas as direcdes;
d) no regime linear, tém um moddulo de Young E e um coeficiente de Poisson V

constantes.

2.3 FORMULACAO DO PROBLEMA DE ELASTICIDADE LINEAR

O problema de elasticidade objetiva encontrar os deslocamentos e os esfor¢os de um
corpo sujeito as forcas externas. Entretanto, ¢ essencial a considera¢do das caracteristicas
instrisecas a este como as frequéncias naturais e respectivos modos de vibragdo e as cargas de

instabilidade e respectivos modos de flambagem que determinam estados criticos do corpo.

A resolucao deste problema ¢ determinada com as relagdes:
a) entre as deformagdes e os deslocamentos (compatibilidade cinematica ou
geométrica);
b) entre tensdo-deformacao (lei constitutiva do material, Lei de Hooke);
c¢) entre as tensdes e as forcas externas (equagdo de movimento do corpo);

d) as condig¢des de contorno do corpo.
18



2.3.1 Relacao deformacao-deslocamento

A deformacao do meio continuo so6lido ¢ obtida através de compatibilidade cinematica (ou

geométrica), ou seja, ¢ uma relacdo algébrica que independe das relagdes fisicas.

Na teoria da elasticidade ¢ presumido que existem suficientes restricoes que impedem o
deslocamento do corpo elastico como um corpo rigido, ou seja, ndo hd deslocamento do corpo

sem que haja deformacdo deste.

Em um sistema de coordenadas cartesianas, seja um corpo homogéneo e continuo

posicionado genericamente no espago (Figura 2.1) que contém dois pontos P (x5, X2, X3) €

Q (xr+dx;, xy+dxs, x5+ dxs), proximos entre si a uma distancia igual a ds, com componentes dx;,
dx;, dx;. Apos a deformacdo devido a ocorréncia de um deslocamento, os pontos passam para

P (0, 02, ©3) ¢ QF (O1+dW;, W2+d®;, W3+d®;), distantes de ds*, com componentes d®,

d®; d®;, sendo U (u;, u; e uz) o vetor deslocamento e du (du;, dujy, duz) o vetor de

deslocamento relativo.
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Estado
Deformado

Estado %

Indeformado

Figura 2.1 Estado de deformagio de um corpo.

Expandindo o deslocamento de Q(x1+dx1, x+dx;, x5+ dx;) em série de Taylor no ponto

de referéncia P (x;, x2, X3) até o termo linear, obtém-se:

o du; = (u)p + (GLJ dx | 2.3.1)
ox .

As posigdes de P* ¢ (¥ podem ser escritas em termos do deslocamento #%; ¢ das

coordenadas iniciais dadas pelo ponto P (x;, X2, X3), em notacdo indicial, tém-se:
Q=X+ U (2.3.2)

Qi+ de;=x+ dx+ u+ du;
(2.3.3)

Substituindo a Eq.(2.3.1) na Eq.(2.3.3) e subtraindo a Eq. (2.3.2), otém-se:
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dw;= (dx,), +[%] dx ;
ox; ),

(2.3.4)

A Eq. (2.3.4) ¢ uma transformacao linear, ou seja, transforma o vetor dx (dx;, dxs, dx;)

de comprimento ds no vetor dw (dwy, dws d@s) de comprimento ds:. E a transformagao

linear desta equacdo que impde a condi¢do reta ao vetor € ndo uma curva. Uma melhor

aproximagdo ¢ obtida quanto menor for o elemento ds. A transformacio escrita em termos de

coordenadas inicias é conhecida como o Método de Lagrange.

A hipotese de deslocamentos e de deformagdes pequenos ¢ adotada para validade da

linearidade geométrica.

A mudanga de comprimento do elemento ds apés a deformagdo ¢ obtida fazendo a

diferenca dos modulos dos vetores d@ e dX, através dos produtos escalares e a partir de

Eq.(2.3.4):
(du, ) =(ds’ }' —(ds)’ =(dep, dp,.)—(dx.dx,.) = 2¢,dxdx, (23.5)

Sendo &jj o chamado tensor Lagrangeano, composto pelas componentes da deformagao

de um elemento ds no ponto P (x;, X2, x3), dadas por:

1| Ou, Ou; ou, ou,
. =— +—L 4
Y20 0x, ox,  Ox, Ox; "

J L

(2.3.6)
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O tensor Lagrangeano de deformagao &jj , descrito pela Eq.(2.3.6), pode ser decomposto

em duas parcelas, uma simétrica €;; (dilatagdo cilindrica) e uma antimétrica @jj (rotagdo):

du, e, e, e;|ldx 0 -0, ) ||dx
duyp=|e, ey ey [dx, r+| o, 0~y |dx, (2.3.7)
du, €3 €y ey ||dx — W Wy 0 dx,

O alongamento Epg por unidade de comprimento do elemento ds, ¢ dado por:

B ds” —ds

EPQ ds

(2.3.8)

Epg ¢é conhecido usualmente na engenharia como deformagao. Observa-se nitidamente a

diferenca entre as defini¢cdes de deformacgio F Po € &ij.

E dx. dx.
E, | 1+-22 |=g S50

Contudo as magnitudes destas deformagdes sdo na pratica da ordem de 107 e, portanto,

para a hipotese de pequenas deformacdes, as duas quantidades sdo aproximadamente iguais.

Além disso, as rotagdes @jjdo corpo sdo desprezadas e os termos quadraticos da Eq. (2.3.6), se

comparados com os termos lineares, também tém valores negligenciaveis e esta equacdo fica

simplificada para:
- Ou,
g, = L QU o1 (2.3.10)
S 2| 0x; Ox,
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Finalmente, &jj, fun¢do apenas da dilatagdo cilindrica €j, € o tensor das seis
componentes de deformacao linear. Para i = j, tem-se a deformacdo normal e para i # j, a

deformacao angular ou distorg¢ao.

Portanto, as relacdes entre as componentes de deformacdo e as componentes de
deslocamento em coordenadas cartesianas necessdrias para a formulacdo das equagdes do

problema, a partir da Eq. (2.3.10), sdo:

ou,
. ox,
11 ou,
£, ¢ = (2.3.11)
ox,
£
33 au3
0x,
ou, N ou,
y ox, 0Ox,
12
Vi f = ous 0 (2.3.12)
ox,  0x,
7 Ou, N ou ,
0x, 0x,

A transformacdo do sistema de coordenadas cartesino para o sistema de coordenadas

cilindrico ¢ apresentado na Figura 2.2. Esta transformagéo ¢ feita para facilitar a formulagao das

equagdes de placas no decorrer do trabalho.
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X1, U1

Figura 2.2 Transformagdo de sistemas de coordenadas.

us

Uo

X2 U2

As mesmas seis relagdes em coordenadas cilindricas, representando os deslocamentos

por (U, U, U3), SA0:

7/rl9
7r3
Vo3

ou,

or

1 0Ou, L
r 060 r
Ou,

Ox,

10u, Ou,
r 06 or
Ou, N ou,
0x, or
ou, +1_6u3
ox, r 00

Uy
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2.3.2 Lei constitutiva

A Lei constitutiva relaciona a tensao com a deformagdo de um corpo. Resultados
experimentais evidenciaram uma relacdo de proporcionalidade entre estas grandezas para um
grande niimero de s6lidos e de forcas externas atuantes nestes. Esta lei ¢ conhecida como a Lei de

Hooke, e ¢ apresentada na sua forma generalizada como:

O; = Q-jmngmn (2.3.15)

Onde C ¢ o tensor das propriedades do solido elastico linear, homogéneo e continuo.

Este tensor é quarta ordem (n = 4) e possui 3" constantes independentes (81 constantes). Pode ser

simplificado devido as condi¢des de simetria citadas a seguir.

A simetria do tensor de tensdes permite intercambiar o primeiro par de indices, ou seja:

ijmn = Cjimn (23163)

Cljmn = Cijnm (2316b)
Tem-se 36 constantes independentes. A existéncia de uma funcdo de densidade de

energia de deformacdo, quando o sistema ¢ adiabatico ou isotérmico, permite mais uma

simplificacdo, pois demonstra mais uma simetria das constantes elésticas, ou seja:

Cijmn = Cmm] (2317)
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Obtém-se 21 constantes independentes. A simetria de rotacdo em relagdao a dois eixos

perpendiculares, ou a propriedade de isotropia do material, descreve as constantes do tensor C
como fung¢des de apenas duas outras constantes, E, conhecido como o médulo de elasticidade

longitudinal, e V, conhecido como o coeficiente de Poisson. A Eq. (2.3.15) finalmente pode ser

escrita como:

Ev E
o, = O Epm +
1+v)A-2v) 1+v)

&y (2.3.18)

O coeficiente de Poisson é relacionado com o médulo de elasticidade transversal G:

E
G=—1—
2+v) (2.3.19)

Portanto, as seis relagdes entre as componentes de tensdo e as componentes de
deformacdo em coordenadas cartesianas necessarias para a formulacdo das equagdes do

problema, a partir da Eq. (2.3.18), sdo:

o, l-v 1% &
E
O, ¢ = 1% 1-v 1% €y (2.3.20)
(1-2v)(1+v)

o 1% I-v|léesy

T 7 1

T = G y7n (2.3.21)
T V 23

o 1-v 1% 1% &

rr E

= l-v 1% E (2.3.22)
(1-2v)(1+v)

O3 v 1% l-v|léegy

O o



T, 0 =G<7,; (2.3.23)

A relacdo constitutiva Eq. (2.3.18) pode ser invertida e escrita para deformagdes em

termos de tensdes, ou seja:

& :—E O " 00, (2.3.24)

Portanto, as seis relagdes entre as componentes de tensdo e as componentes de
deformacdo em coordenadas cartesianas necessarias para a formulagdo das equagdes do

problema, a partir da Eq. (2.3.24), sdo:

& . 1 —-v —v||lo,

Epy (= Zl v 1 —-vioy, (2.3.25)
€4 -v —v 1 ||loy

V12 | T

V3 = G_ T3 (2326)
V 23 T

g, . 1 -v -v||lo,

Ego [ = z -v 1 —v|{oy, (2.3.27)
£ -v v 1 ||loy,

7/ ré 1 T ré

st = T (2.3.28)
7 603 Tos
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2.3.3 Equaciao de movimento e de equilibrio

A formulacdo da equagdo de movimento do corpo pode ser feita diretamente a partir do
equilibrio de forcas pelo principio de D’Alembert [Clough (1975)], onde a massa desenvolve
uma de forca de inércia proporcional e resistente a aceleracao desta. Desta maneira, a equacao de

movimento de um corpo representa a segunda lei de Newton.

Considerando ainda as hipoteses de pequenas deformacgdes, equilibrio na posi¢ao
indeslocada, e a ndo consideragdo de amortecimento, esta relacdo pode ser expressa

matematicamente como a seguinte equagao diferencial:

d’u,
p(t)=p D (2.3.29)

Onde p,-(t) ¢ a resultante vetorial das forcas externas aplicadas e u; ( t) € o vetor

deslocamento da massa por unidade de volume p. O segundo termo da equagdo Eq. (2.3.29) ¢

conhecido como a for¢a de inércia.

Pode-se encontrar as equagdes de equilibrio de um pequeno paralelepipedo retangulo de

arestas dx;, dx;, dxz da sz;gum 2.3 considerando a variac¢do de tensdo ap6s a mudanga de posi¢ao

de um ponto. As forgas de volume nao podem ser desprezadas, pois t€ém a mesma ordem de

grandeza das variaveis envolvidas no equilibrio.

O equilibrio na direcdo X 7 deste elemento infinitesimal de volume d} no interior do

corpo com as forcas externas atuantes, ¢€:
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o’u,

[(0-11)1 —(0”)2]dx2dx3 + [(012)1 _(0-12)2 ]dxldx3 +[(013)1 _(0-13)2 ]dxldxz + Fidxdx,dx; = ,0?

(2.3.30)

dx,

& 33

dx,
Q

x3

-

xI

Figura 2.3 Tensdes em um paralelepipedo infinitesimal.

As equacgdes nas diregdes X 2 € X 3 serdo andlogas e a equagdo de movimento do corpo

em notac¢ao indicial ¢ dada por:

o’u,
o~ F=p PYE (2.3.31)

Em coordenadas cartesianas a equagdo de movimento ¢ escrita:

oo, 0o, 00,
+ + + >
ox, ox, Ox, ot

(2.3.32a)
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2.3.4 Condicoes de contorno

0
—(0,, =0y )+ F, = -
( rr 499) 7 p 6t2
0’u
—o,,+F £
O 0o = P o1
1 0u
—oc.,+F, = =
r3 3 p 8t2

(2.3.32b)

(2.3.32¢)

(2.3.33a)

(2.3.33b)

(2.3.33¢)

As equagdes Eq. (2.3.31) a Eq. (2.3.33) devem ser satisfeitas em todos os pontos no

volume do solido, de tal maneira que estejam em equilibrio dindmico também com as forgas de

superficie do solido, pois a solu¢do obtida para as tensdes e os deslocamentos sdo fungdes das

coordenadas, e os valores dos pontos de coordenadas localizadas no volume do so6lido para os

pontos correspondentes as coordenadas da superficie do corpo devem coincidir. Este equilibrio

pode ser feito a partir do tetraedro elementar Figura 2.4:
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X1

Tz;qum 2.4 Tensoes nas faces de um tetraedro infinitesimal.

Na andlise de tensdes de um corpo eldstico qualquer, a tensdo #; que atua num plano

inclinado qualquer, passando pelo ponto O qualquer, pode ser determinada pelas equacdes da
estatica de equilibrio do tetraedro elementar, se as componentes de tensdo deste ponto forem
conhecidas. E uma vez tomando um elemento infinitesimal para o equilibrio, as for¢as de volume
(ou massa) podem ser desprezadas, pois estas sdo reduzidas ao cubo das dimensdes lineares,

enquanto as de superficie sdo reduzidas com o quadrado. Obtém-se assim:
[, =0,.n, (23.34)
Onde m; sdo os cossenos diretores das componentes de tensdo do plano inclinado.

2.3.5 Resumo do problema de elasticidade linear

No problema tridimensional existe, portanto, um total de quinze variaveis
desconhecidas: seis componentes de tensao, seis componentes de deformacao e trés componentes
de deslocamento. Quinze relagdes sdo necessarias para a resolugdo deste problema:

a) seis relagdes entre as deformagdes e os deslocamentos (compatibilidade cinematica

ou geométrica);
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b) seis relagdes entre tensdo-deformagao (Lei constitutiva do material, Lei de Hooke);

c) trés relagdes entre as tensoes e as forgas externas (equacao de movimento do corpo);

Estas 15 equagdes podem ser reduzidas a trés em termos de componentes de
deslocamento, substituindo as relacdes deformacgdo-deslocamento Eq.(2.3.10) e tensdo-

deformacao Eq.(2.3.18) nas equagdes de movimento do corpo Eq. (2.3.31), recapituladas abaixo:

< 1 Gui_l_auj
i e (2.3.10)
) Ox; Ox

Ev E

L= 0.& + g
T T end—2v) T T ) (2.3.18)

o, —F =p— (2.3.31)

Sendo estas relagdes em coordenadas cartesianas:

ou,
&y 2;C12
£, ¢ = o (2.3.11)
‘s Ou,

0x,
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ou, Ou,
ox ox
= aul 8u2
= 4 —L 2.3.12
Vi ox, ox, ( )
I
= Ou, N ou ,
0x, 0x,
o, E l-v 1% 1% &y
O, ¢ = 1% 1-v 1% £ (2.3.20)
(1-2v)(1+v)
o v I-v|léesy
T V12
T 3 = G 74 (2.3.21)
T Vo3

As deformacgdes, neste caso, ja satisfazem a relacdo de compatibilidade cinematica que

ndo precisa ser verificada para garantir a unicidade da solugdo.

Obtém-se, finalmente, a funcdo solucdo das equagdes diferenciais que governam o0s

problemas elasticos para as condigdes de contorno dadas através da equagdo Eq. (2.3.34):

. =0..n. (2.3.34)

3 EQUACAO
DIFERENCIAL DE
PIACAS
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3.1 INTRODUCAO

Nesta se¢do a teoria de placas é apresentada a partir da teoria de elasticidade
tridimensional estudada anteriormente. Primeiramente as hipdteses de Mindlin (1951) sao
estabelecidas e, posteriormente, a reducdo para a teoria de Kirchhoff (1850) ¢ feita, evidenciando
o efeito da deformacdo pela forca cortante que a primeira teoria considera. A equacdo de
movimento da placa pode ser estabelecida diretamente de um equilibrio dinamico através do
principio de D’Alembert ou fazendo uso de grandezas de energia através da forma variacional
dado pelo principio de Hamilton [Clough (1975)]. Anulando-se o termo com dependéncia
temporal, a equacdo de equilibrio da placa para a andlise estitica ¢ encontrada. Na analise
dinamica supde-se que o regime ¢ harmonico para o célculo das frequéncias naturais, inclui-se o
efeito da inércia rotatoria e ndo se verifica o amortecimento nas oscilagdes. A equagdo de
instabilidade de placas pode ser calculada também através do método variacional onde o
equilibrio ¢ atingido quando a energia potencial atinge um minimo. Outra maneira ¢
estabelecendo o equilibrio em uma posi¢do deslocada [Timoshenko (1961)]. As placas tém

espessura constante.

3.2 DEFINICAO DE PLACAS

O modelo de placas ¢ definido em Saada (1974) como ‘um corpo limitado por duas

superficies paralelas planas onde a distancia, chamada de espessura, ¢ muito pequena em
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comparac¢ao com as dimensdes destas superficies, € cujo plano, paralelo as superficies paralelas e

que bissecciona a espessura, ¢ chamado de plano médio‘.

O plano médio ¢ usado como referéncia para o carregamento aplicado na placa e para

estabelecer as equagdes de equilibrio ¢ de movimento da placa, como mostra a Figura 3.1. No

sistema cartesiano, os e€ixos coordenados x; € x; estdo contidos neste plano, assim como a origem

do eixo x;. E A corresponde a espessura da placa.

X,

Plano médio da placa

X,

Figura 3.1 Plano médio de uma placa no sistema de coordenadas cartesianas.

Em um caso geral de carregamento ¢ (x;, X2, 1), 0 caso tridimensional obliquo aos €ixos

coordenados, o carregamento pode ser dividido em duas componentes paralelas ao plano médio

da placa e uma componente normal a este.

As tensoes, por sua vez, sdo relacionadas aos esforcos de momento fletor e de forga

cortante através da regra da mao direita, ilustradas na Figura 3.2, partindo de suas resultantes:
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h
2
of = jgaﬂx3dx3 (3.2.1a)
h
2
Q, = j%adxz (3.2.1b)

dx;

Oz a

_
622

~
/GZI

Plano médio

Figura 3.2 Componentes de tensido O ggem um elemento de placa em flexdo.

3.3 TEORIA DE MINDLIN

A teoria de Mindlin (1951), baseada na elasticidade linear tridimensional, ¢ apresentada

para placas eldsticas isotropicas através de uma equagdo diferencial de sexta ordem. Os trés
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esforgos Qa e M ap (forga cortante, momento fletor ¢ momento torsor) € os trés deslocamentos

U; (deslocamento normal ao plano da placa, rotacdo normal e tangencial ao plano da espessura da

placa) constituintes de um problema real sdo assim representados. As hipdteses desta teoria
incluem o efeito da deformagdo pela for¢a cortante e o efeito da inércia rotatoria. Nesta teoria a

deformacao de cisalhamento na espessura da placa causada pela for¢a cortante ¢ constante.

3.3.1 Hipoteses de Mindlin

As seguintes hipoteses sdo adotadas por Mindlin (1951):

a) A componente de deslocamento normal ao plano médio da placa U3 ¢ pequena e,
portanto, o equilibrio ¢ feito na posi¢do indeslocada;

b) A componente de deslocamento normal ao plano médio da placa U3 ¢
independente da espessura da placa;

¢) As componentes de deslocamento contidas no plano da placa #; e U, variam
linearmente com a espessura da placa;

d) As deformagdes na dire¢do da espessura £33 sdo pequenas o suficiente para serem

desprezadas;
¢) As deformagdes por cisalhamento )23 € Y13 sdo constantes na espessura da placa;
f) As tensdes de cisalhamento 073 e O3 nas faces externas paralelas ao plano médio
da placa sao nulas;

g) O efeito médio linearmente ponderado das tensdes normais 033 ao plano médio da

placa ¢ desprezado.

Das hipoteses a) a e), no sistema cartesiano, obtém-se:

_ Ouy

&y =
33
Ox,4

~0 (3.3.1)
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— . =—L =K 3.3.2a
Vi3 G ox, o, 1 ( )
1 Ou, Ou,
— =—= =K 3.3.2b
V2 G °» ox, | ox, 2 ( )

Sendo K, ¢ G’ valores constantes. G’ tem a seguinte relagdo com o moédulo de

elasticidade transversal G:

= (3.3.3)

K ¢ o parametro definido por Mindlin (1951) para considerar o efeito das tensdes de

cisalhamento na distor¢do, cuja determinacdao depende do coeficiente de Poisson e da velocidade

das ondas de superficie de Rayleigh. Neste trabalho, K tera o valor /12 independentemente do

valor do coeficiente de Poisson.
Das hipoteses f) e g), obtém-se respectivamente:

013 =0, para uz=+h/2 ou—h/2

(3.3.4a)
0, =0, para u; =+h/2 ou—h/2 (3.3.4b)
O3, =—q(X,,X,,t), para uz = +h/2 ou —h/2 (3.3.5)

Sendo ¢ (xj, x2, #) 0 carregamento normal aplicado ao plano médio da placa.
3.3.1.1 Relacoes deslocamentos-deformacoes

Manipulando as equagdes Eq. (3.3.1) e Eq. (3.3.2), obtém-se:

38



o _g Ot (3.3.6a)

Ox,4 ox,

Oy g (3.3.6b)

Ox,4 0x,

s _ (3.3.6¢)

Oox,4

Integrando as equacdes Eq.(3.3.6) em X3:

u, = x{ 1—%j (3.3.7a)
ox,

u, = x{Kz— Ou, J (3.3.7b)
ox,

uy, =w(x,,x,) (3.3.7¢)

A partir deste ponto, a fun¢do I/, representando as rotacdes normal e tangencial ao

plano da espessura da placa, sera adotada neste trabalho como:

_ow
ox, (3.3.8)

V.=K,
As fungdes ¥/, sdo andlogas as apresentadas por Timoshenko (1937) na teoria de barras.

Obtidas as expressoes dos deslocamentos das placas de Mindlin (1951), Eq.(3.3.7) e

Eq.(3.3.8), pode-se escrever as equacdes das deformagdes em fungao destes, através das equagdes
Eq.(2.3.11) e Eq.(2.3.12):
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ou, oy,

gy = —= 3.3.9a
1 ox, X3 ox, ( )
g, =2, OV, (3.3.9b)
0x, o0x,
., = Ouy 0wy, _ (0¥, 0w, (3.3.9¢)
. ox, 0x, } ox, ox,
Ou, Ou, ow
_ Oy _y L9 3.3.9d
Vi3 ox, | ox, Vi ox, ( )
ou, Ou, ow
_ N o+ 3.3.9¢
V23 ox, | ox, ¥, ox, ( )

Recapitulando-se, a equacdo dada pela hipotese d é:

_-6x3

P =0 (3.3.1)

3.3.2 Lei constitutiva: relacao tensao-deformacao

No problema tridimensional da elasticidade apresentado na se¢do 2 foram definidas as

seis relacdes tensdao-deformacao Eq.(2.3.18) pela Lei de Hooke, recapituladas abaixo:

Ev E
o, = 5l.j5mm +
(1+v)A-2v) (1+v)

€y (2.3.18)

Sendo estas relagdes, em coordenadas cartesianas, dadas por:

40



o, l-v 1% 1% &y
E
O, ¢ = 1% l-v 1% €y (2.3.20)
1-2v)(1+v)

o 5 1% I-viley,

0 1 7 12

o = G {7 (2.3.21)
O 2 Vo3

Pela teoria de Mindlin (1951), as equagdes constitutivas Eq.(2.3.20) e Eq.(2.3.21) tém as

seguintes consideragdes: as integrais contendo O33 sdo desprezadas e os coeficientes das

integrais contendo %73 € J»3 sdo substituidos pelo valor de G

Desta maneira, as equagdes constitutivas do modelo de placas de Mindlin (1951), em
termos das tensdes e deslocamentos e em coordenadas cartesianas, sdo encontradas a partir de
Eq.(2.3.20) e Eq.(2.3.21) simplificadas, substituindo-se os valores de deformagdes dadas pelas
equagdes Eq.(3.3.2a) e Eq.(3.3.9):

o, = [0V, 0V, (3.3.10a)
(1-v7) Ox ox,
Ex, [0dy, oy,
_ N 3.3.10b
7 (1—v2)( ox, ' ox, ( )
o, = E(l—v)2x3 oy, +8(//1 = Gx, oy, +6W1 (3.3.10c)
2(1-v") \ ox,  Ox, ox,  Ox,
o =G [ a: oy J (3.3.10d)
1
o, =G [ 68: oy J (3.3.10¢)
2
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Considerando as definicio de G’ dada pela equagdo Eq. (3.3.3), substituindo-se as

equagdes Eq.(3.3.10) nas defini¢cdes dos esfor¢os dadas pela Eq.(3.2.1) e integrando-se em X3, 0s

esfor¢os pela teoria de Mindlin (1951) sdao dados por:

1-v 2v
M, = D—[l//a’ﬂ W4 +Tt//wé‘aﬂj (3.3.11)
2 1-v
0, :Dl_v/iz(l//a+w,a) (3.3.12)
3
— - (3.3.13)
12(1-v?)
72_2
A =7 (3.3.14)

Sendo D o médulo de rigidez a flexdo, E o moédulo de Young e V o coeficiente de
Poisson, /1 a espessura da placa, 5aﬂé o delta de Kronecker, ¥/, sdo as rotagdes na dire¢do o, W
¢ fungdo representando a flecha, Qa é a forca cortante na direcio o, M ap € 0 momento fletor

quando os indices ¢ e ﬂ sdo iguais e o momento volvente em caso contrario, onde todos os
esforcos sdo definidos por unidade de comprimento. Os sub-indices que seguem uma virgula

. ~ ./ ST 2
representam as derivadas em relagdo a variavel com este indice. Observa-se que o valor de A

provém do parametro K ? definido por Mindlin (1951) na equacao Eq.(3.3.3).Explicitamente, as

equagdes Eq. (3.3.11) e Eq. (3.3.12) sdo escritas:

M, :D(‘//m +V‘//z,z) (3.3.152)

M, =Dly,, +vy,,) (3.3.15b)
(1-v

M, :DT)('//l,z 'H//z,l) (3.3.15¢)
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0, = DI_TU?(% +w,) (3.3.16a)

0, =D1_TV12(://2 +w,) (3.3.16b)

3.3.3 Equacao de movimento de placas em coordenadas cartesianas

As equagdes de movimento de uma placa, incluindo o efeito da inércia rotatoria, sdo
dadas por Mindlin (1951) em coordenadas x; e x; pelo equilibrio dos esfor¢cos de momentos e de

forga cortante agindo sobre o elemento de placa, como na Figura 3.3:

3 22
%_’_%_Ql:ph 8_1/;1 (3.3.17a)
0ox, ox, 12 ot

3 2
M, My o POV, i (3.3.17b)
ox, ox, 12 ot

20, a0, o
% s = oh 33.17c
ox,  ox, 1 P (3.3.17¢)

Substituindo as relagdes constitutivas das placas dadas pelas equacdes Eq. (3.3.11) e

Eq. (3.3.12) nas Eq.(3.3.17a) e Eq. (3.3.17b), obtém-se as equagdes das forgas cortantes Q:

Oy, Oy (1-v)| oy, &y, | g’ oy
=D —L+yv——2|+D Ly —22 |- 1 3.3.18
Q=D% o, 0x, 2 | a? avay,| 12 o (3.3.18a)

(3.3.18b)

0 _p v O | 0|y, @y, | ph’ Oy,
P a2 axéx, 2 | ox?  axox, | 12 o
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Substituindo-se as derivadas das equacdes Eq.(3.318) na equacao de equilibrio de forcas
verticais Eq.(3.3.17¢c), obtém-se a equagdo diferencial das placas de Mindlin (1951) com inércia

rotatoria:

ox;  ox,0x;  Ox)  ox/ox, ot’ 12

3 3 3 3 2 ?
D al//1+ 8!//1 +a l//2+ al/lz :|_pha |:W+h_[%+%J:|:q (3.3.19)
Ox,  0Ox,

Figura 3.3 Esfor¢os em um elemento de placa em flexéo.

Na forma implicita a equa¢do Eq.(3.3.19) pode ser escrita da seguinte maneira:

s 0’ h’
DV>® — ph—| w+— | = 3.3.20
p atz{ B } q ( )
Onde:
o=V, oV (3.3.21)
ox,  Ox,
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E V? ¢ um operador diferencial definido por:

, 8 &

- 2 2
ox;  Ox;

(3.3.22)

Para a andlise de carregamento estatico, o termo com dependéncia temporal é nulo ¢ a

equacgao Eq.(3.3.20) ¢ escrita:
DV’® =g (3.3.23)

3.3.4 Vibracao Livre de Placas

No problema de vibracao livre de placas, onde a carga ¢ zero (¢=0), a Eq.(3.3.19) ¢

escrita da seguinte maneira:

3 3 3 3 2 :
pl Vi, 0w Oy, Oy, }_pha_{wﬂ_[%ﬁ&ﬂ 0 (3.3.24)

ox;  ox,0x; Ox)  oxjox, ot’ 12\ ox, ox,

Em uma andlise de regime harmodnico, supde-se que a placa tem uma oscilagdo de

freqiiéncia angular @ e as varidveis §/, e W da Eq.(3.3.24) podem ser escritas como sendo:
l//a (‘xlixZJt) = l//a (x15x2)ei‘w (33‘25a)

w(x,,x,,t) = w(x,,x,)e"” (3.3.25b)

A Eq.(3.3.24) pode ser reescrita da seguinte maneira:

2
DV’® + pha)z[w+il—2®} =0 (3.3.26)
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Introduzindo ,‘{4como o fator dindmico, a equacao Eq.(3.3.26) ¢ escrita:

2
DV2®+14[W+?—2®}=0 (3.3.27)
Onde:
4 2
1" = pho (3.3.28)

A resolucdo do problema de vibragao livre consiste em determinar o valor de @ com a

qual as expressdes Eq.(3.3.25) satisfazem a Eq.(3.3.27) dadas as condi¢des de contorno da placa.
Observa-se que o segundo valor no termo entre colchetes na Eq. (3.3.27) corresponde a parcela

da inércia rotatoria.

3.3.5 Instabilidade de placas

As equacdes de uma placa, dadas pelo equilibrio dos esforcos de momentos e de forgca

cortante agindo sobre o elemento de placa em posi¢ao deslocada, sdo:

M, Ma_n (3.3.29a)
ox, ox,
My, Myn 5 _g (3.3.29b)
ox, ox,
2 2 2
9,9 N, DY oy, Oy O (3.3.29)
ox, 0Ox, ox, Ox,0x, 0x;

A equacao de instabilidade de placas onde a carga ¢ zero (¢=0), na forma compacta ¢

dada pela seguintes expressoes:
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0w 0w 0w

DV’®=N,,—+2N,,———+ N, — 3.3.30
! ox} 2 0x,0x, . ox; ( )
Onde, para a teoria de Mindlin (1951), tem-se:
o=V OV (3.3.21)
ox,  Ox,

Sendo ¥/, as rotagdes na dire¢do a, W a fun¢do representando o deslocamento vertical,

N, ap as cargas de compressdo aplicadas no plano da placa dadas por unidade de comprimento.

A resolugdo do problema consiste em determinar o valor de 1V, af que satisfazem a

Eq.(3.3.30), dadas as condigdes de contorno da placa. No presente trabalho, apenas /V;; sera

considerado.
3.3.6 Transformacao de coordenadas X; para ns

Para expressar genericamente as condigdes de contorno da placa ¢ feita a transformagao

de coordenadas dos esfor¢os de momentos fletores e forca cortante.

As coordenadas X; sdo relacionadas com as coordenadas MS através da matriz

transformagao [T] e de sua transposta [T]' dadas por:
cosa —sena n, s
[T]= = (3.3.31a)
sena  cosa n, s,

. cosa sena n, n,
[r] = = (3.3.31b)

—sena CoOSx
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A Tigum 3.4 mostra as coordenadas:

X2

X1

Tigum 3.4 Transformagédo de coordenadas X; em coordenadas mS.

As componentes de momentos fletores e de for¢a cortante nas coordenadas X; sdo

transformadas em coordenadas mS através de transformagdes tensoriais:
M, ]=[r]m,]r]

0. 1=[r][m,,]
Explicitamente, as equacdes Eq.(3.3.32) sdo escritas:

M, =M, cos’ a+2M,, cosasena + M ,,sen’a

M, =M, sen’a—2M,, cosasena + M ,, cos’ a
M, =(M,, —M, )cosasena +M12(cos2 a —senza)
Q,=0,cosa+Q,senx

Q. =0, cosa—Q,sena
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(3.3.32b)

(3.3.33a)

(3.3.33b)
(3.3.33¢)
(3.3.33d)
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3.3.7 Condicoes de Contorno

Sao trés as condi¢gdes de contorno necessarias para a resolucdo do problema de placas de

Mindlin. Em um sistema genérico de coordenadas, segundo a Figura 3.4, as condigdes de

contorno podem ser naturais ou essenciais, dadas pelas vincula¢des da placa, da seguinte

maneira:
a) No caso de um engaste: deslocamento vertical W e rotagdes ¥, € ¥ sdo nulos,
conhecidas como condigdes essenciais (ou fixadas), sendo Q, , M, ¢ M, as
incognitas na condi¢do hard. Na condigdo soft M, é nulo e W € incognita.

b) No caso de uma borda livre (ou em balango): Qn, M, e M, sio conhecidos,

dados pela forca cortante ou momento fletor ou volvente distribuidos na superficie,
ou nulos na inexisténcia destes, conhecidas como condig¢des naturais, sendo W, ¥,
e Y as incognitas.

¢) No caso de um apoio simples: w, M, e M, sio conhecidos, dados pelo

deslocamento vertical ou momento fletor ou torsor distribuidos na superficie, ou

nulos na inexisténcia destes, sendo @, Wu € W as incognitas na condi¢do hard.

Na condigdo soft M, é nulo e Wy € incognita.

Na condig¢ao hard ha restrigdo a tor¢ao ao longo da espessura, ou seja, a rotagdo tangente
ao plano da espessura ¢ nula. Na condicdo soft esta restri¢do ¢ liberada e 0 momento volvente ao

longo da espessura ¢ nulo.

49



3.4 TEORIA DE KIRCHHOFF (Teoria classica)

Na teoria cléssica de Kirchhoff (1850), o efeito da deformagdo pela forca cortante devido
as tensodes tangenciais (de cisalhamento) é negligenciado. Desta maneira, a funcdo ¥, adotada
por Mindlin (1951) para representar as rotacdes da placa se reduz a derivada do deslocamento U3,

sendo nulo o valor K.

3.4.1 Hipoéteses de Kirchhoff

Neste sentido, as hipdteses e) e g) adotadas por Kirchhoff (1850) se diferem das de

Mindlin (1951) da seguinte maneira:

e) As deformagdes por cisalhamento )23 € )73 que causam distor¢do sdo desprezadas,
ou seja, retas normais ao plano médio da placa na posicao indeformada permanecem
normais apos a deformacao;

g) As tensdes normais 033 atuando nos planos paralelos ao plano médio da placa sao

pequenas quando comparadas as outras componentes de tensdo e podem ser

desprezadas.

Segue-se com um procedimento analogo ao adotado em 3.3. Da hipotese e), obtém-se:

1 Ou, Ou,
= g.= +3 -0 34.1a
Vi3 G°n ox, o, ( )
1 Ou, Ou,
=g, =—2473_0 3.4.1b
V23 c°» ox,  ox, ( )
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3.4.1.1 Relacio deslocamento-deformacao

Manipulando as equagdes Eq.(3.4.1), obtém-se:

ou __ Oy (3.4.22)
ox, ox,
Guy _ Oy (3.4.2b)
Oox, ox,
s _ (3.4.3)
Ox,
Integrando as Eq. (3.4.3) em X3:
T (— %J (3.4.42)
0ox,
u, = x{— %j (3.4.4b)
ox,
uy; = w(x,;,x,,t) (3.4.4¢)

Obtidas as expressdes dos deslocamentos das placas de Kirchhoff (1850), Eq.(3.4.4),

pode-se escrever as equacdes das deformacdes em funcdo destes, através das equacdes
Eq.(2.3.11) e Eq.(2.3.12):

ou,
&n =
ox,

w
2
1

X, aaT (3.4.52)
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£y = = —X, —5 3.4.5b
2 ox, ’ ox’ ( )
2
v = ou, + ou, - 2x, o w (3.4.50)
ox, 0x, 0x,0x,
Recapitulando-se que as outras deformacdes sdo desprezadas nas hipoteses:
1 Ou, Ou,
- 5. = 4 =0 34.1a
7o G " Ox, Ox ( )
1 Ou, Ou,
- . = n =0 3.4.1b
& G *» Ox, Ox, ( )

3.4.2 Lei constitutiva: relacao tensao-deformacao

As equagdes constitutivas do modelo de placas de Kirchhoff (1850), em termos das
tensoes ¢ deslocamentos ¢ em coordenadas cartesianas, sdo encontradas substituindo-se as
deformacdes dadas pelas Eq.(3.4.1) e Eq.(3.4.5) nas equagdes constitutivas Eq.(2.3.25) e
Eq.(2.3.26), obtendo-se assim:

2 2
o, =- Ex32 0 v; +v 0 v; (3.4.62)
(1-v )\ ox, ox,
2 2
S . W S (3.4.6b)
(1-v7)\ ox; ox,
. 2 2
o, = BBV O | Gy, OV (3.4.6¢)
2(1-v7) Ox,0x, Ox,0x,
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G, =0 (3.4.6d)

G, =0 (3.4.6¢)

Substituindo-se as equacdes Eq.(3.4.2) e Eq.(3.4.6) nas definigdes dos esforcos dadas

pela Eq.(3.3.1) e integrando-se em X3, os esforcos pela teoria de Kirchhoff (1850) sdao dados por:

M,,=-D(1 —v)(w,aﬂ +1_wa§aﬂj (3.4.7)

0,=-Dw,,) (3.4.8)

p=—"__ (3.3.13)
12(1-v?)

Sendo D o médulo de rigidez a flexdo, £ o modulo de Young e V o coeficiente de
Poisson, /1 a espessura da placa, §aﬂé o delta de Kronecker, w ¢ funcao representando a flecha,
W o530 as rotagdes na diregdo «, Qa é Sa forca cortante na direcio o, M, ap € 0 momento fletor

quando os indices & e ,B sdo iguais € 0 momento volvente em caso contrario, onde todos os

esforcos sdo definidos por unidade de comprimento. Os sub-indices que seguem uma virgula

representam as derivadas em relagdo a variavel com este indice.

Explicitamente, as equagoes Eq. (3.4.7) e Eq. (3.4.8) sdo escritas:

M, =—D(w,, +w,) (3.4.92)
M,, =—D(w,, +w,,) (3.4.9b)
M,, ==D(1-v)w,,) (3.4.9¢)
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5
0 = —Da—(w,]1 twy,) (3.4.10a)

Xy

o
Q, =-D—(w, +w,,) (3.4.10b)
ox,

3.4.3 Equacao de movimento de placas em coordenadas cartesianas

As equagdes de movimento de uma placa, incluindo a inércia rotatdria, sdo dadas por

Kirchhoff (1850) de maneira analoga a apresentada para a teoria de Mindlin (1951):

oM, oM, ph’ 0°
_ = = —\w 34.11a
ax,  ox, 2= aﬁ( ) ( )
oM,, oM, ph’ 0’
Lo ([ Pn g A9 |, 3.4.11b
o, ox, =7 aﬂ( ) ( )
0Q, 00, o*w

I N A 3.4.11c
ox,  ox, PR G4.1lc)

De maneira andloga ao item 3.3.3, substituindo as relagdes constitutivas das placas dadas
pelas equacdes Eq.(3.4.7) e Eq. (3.4.8) nas Eq.(3.4.11a) e Eq.(3.4.11b), obtém-se as equagdes das
cortantes e substituindo-se as derivadas destas na equacdo de equilibrio de forcas verticais
Eq.(3.4.11c), obtém-se a equagdo diferencial das placas da teoria classica de Kirchhoff (1850):

2

DVZ(VZW)—pthZZ(W—i-iZ—Z(Vzw)j:q (3.4.12)

Para a andlise de carregamento estatico, onde o termo com dependéncia temporal ¢ nulo,

a equacao Eq.(3.4.12) ¢ escrita:

Viw = (3.4.13)

q
D
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3.4.4 Vibracao Livre de Placas

No problema de vibragdo livre de placas, a carga ¢ zero (¢=0), ¢ a Eq(3.4.12) ¢ escrita

da seguinte maneira:

DVZ(VZW)—phaaTZ(w+%(V2w))=O (3.4.14)

Supde-se que a placa tem uma oscilagdo de freqii€ncia angular O e as rotagdes W 4 €

deslocamento vertical W da Eq.(3.3.19) podem ser escritas como sendo:
W, (X, X,,0) =w, (x,,x,)e"” (3.4.15a)

w(x,,x,,t) = w(x,,x,)e'” (3.4.15b)

Onde @ ¢ a freqiiéncia angular no caso da vibragdo livre.

Desta maneira, a Eq.(3.4.14) na forma implicita pode ser escrita da seguinte maneira:
h2
DVz(Vzw)—pha){w+E<Vzw)}=0 (3.4.16)

Introduzindo ,’{4 como o fator dindmico, a equagdo Eq.(3.4.16) € escrita:

2
DV>(V2w)+ 14{w+i’—2(v2w)} 0 (3.4.17)
Onde:
v = pho’ (3.3.28)

A resolucao do problema de vibragao livre consiste em determinar o valor de @ com a

qual as expressoes Eq.(3.4.15) satisfazem a Eq.(3.4.17) dadas as condi¢des de contorno da placa.
Observa-se que o segundo valor no termo entre colchetes na Eq. (3.4.17) corresponde a parcela

de inércia rotatoria.
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3.4.5 Instabilidade de placas

As equagodes de uma placa, dadas pelo equilibrio dos esforcos de momentos e de forga

cortante agindo sobre o elemento de placa em posicao deslocada, sdo:

M, Ma_ 5 (3.4.18a)
ox, ox,
My M _g (3.4.18b)
ox, ox,
2 2 2
00 00 N, TN, O N, O (3.4.18¢)
ox,  Ox, Ox, Ox,0x, 0ox,

A equagdo de instabilidade de placas onde a carga ¢ zero (g=0), para a teoria de

Kirchhoff (1850) na forma compacta ¢ dada pela seguintes expressoes:

2 2 2
pvi(viw)=n, T pon, Oy OV

e 3.4.19
ox} o, ox, ox; ( )

Sendo w a funcdo representando o deslocamento vertical, Naﬂ as cargas de

compressdo aplicadas no plano da placa dadas por unidade de comprimento € W 44, as curvaturas

na dire¢do a.

A resolugdo do problema consiste em determinar o valor de 1V, af que satisfazem a

Eq.(3.4.19), dadas as condi¢des de contorno da placa. No presente trabalho, apenas /V;; sera

considerado.
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3.4.6 Condicoes de Contorno

Sdo trés as condi¢des de contorno necessarias para a resolugao do problema de placas de

Mindlin. Em um sistema genérico de coordenadas, segundo a Figura 3.4, as condigdes de

contorno podem ser naturais ou essenciais, dadas pelas vinculacdes da placa, da seguinte

maneira:

a) No caso de um engaste: deslocamento vertical W, rotagdo ¥, e momento volvente
M, sio nulos, conhecidas como condi¢des essenciais (ou fixadas), sendo Q,, ,M, e
W5 as incognitas.

b) No caso de uma borda livre (ou em balango): Q,,, M,, ¢ M5 sio conhecidos, dados
pela forca cortante ou momento fletor ou volvente distribuidos na superficie, ou nulos
na inexisténcia destes, conhecidas como condi¢des naturais, sendo W, ¥, e Y as
incognitas.

c) No caso de um apoio simples: w, M, e M,; sio conhecidos, dados pelo

deslocamento vertical ou momento fletor ou torsor distribuidos na superficie, ou nulos

na inexisténcia destes, sendo Q},, Wu e Y as incognitas.

Observa-se que para a teoria classica M, é sempre nulo no contorno e,

consequentemente, W, ¢ sempre incognita no contorno.
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4 SOIUCAO FUNDAMENTALE
EQUACOES INTEGRAIS DE
PIACAS PARA O MEC

4.1 INTRODUCAO

As equacdes diferenciais das placas obtidas na secio anterior devem ser transformadas
em equacdes integrais de contorno para a resolucdo pelo do Método dos Elementos de Contorno
(MEC). A transformagdo das equagdes integrais contendo tanto integrais de dominio quanto
integrais de superficie pode ser feita de diversas maneiras, pelo Teorema da Reciprocidade
devido a Betti, pelo Teorema de Green, ou ainda pela Técnica dos Residuos Ponderados. E,
posteriormente, através do Teorema da Divergéncia sdo obtidas as equacles integrais de

contorno.

Além disso, é necessdrio determinar inicialmente as chamadas solu¢des fundamentais,
definidas como solugdes relativas a equacdo diferencial das placas para uma excitacdo pontual.
Encontram-se basicamente duas distintas solu¢des fundamentais para a resolucio de placas pelo
MEC, a solucao dinamica fundamental e a solucdo estdtica fundamental. Na comparacao entre as
duas solugdes, em problemas cuja solu¢do fundamental empregada é a segunda solucdo, ha
necessidade de uma discretizagcdo do dominio da placa e, em contrapartida, a forma final da

solucdo reduz a dificuldade da implementacdo computacional da primeira.



Neste trabalho, o Teorema de Betti foi aplicado para a obteng¢do das equacdes integrais
de placa e a formulacio MEC para a determinacdo das frequéncias naturais e cargas criticas de
instabilidade emprega a solucdo estdtica fundamental que leva a obtencdo de uma equacgdo
integral de contorno e uma integral de dominio. Esta dltima integral que representa a forca de
inércia ou a forca normal ao plano da espessura da placa, sofre um segundo tratamento para a
transformagdo em uma integral de contorno através de uma mudanca de varidveis ou da

reaplicacdo do Teorema da Divergéncia.

A solucao fundamental alternativa desenvolvida em Palermo Jr. (2000) para problemas
estdticos foi adotada. Nesta solucdo fundamental em especifico, evidencia-se a grande conexao
entre a teoria de Mindlin (1951) com a teoria cléssica de Kirchhoff (1850) através da teoria dos
campos vetoriais. Além do mais, estas solucdes sdao desenvolvidas para uma carga unitdria
normal ao plano da placa e para as derivadas desta, um bindrio unitdrio em torno da dire¢do do
vetor normal ao elemento € um bindrio unitdrio em torno da direcdo do vetor tangencial ao
elemento, permitindo a colocagdo dos pontos de carregamento diretamente no contorno da placa,
ndo externemente a este, levando a uma melhor precisdo de resultados. Para simplificacdo, estes
carregamentos serdo nomeados ao longo do trabalho apenas como carga unitdria, bindrio
unitdrio na direcdo « (n ou s), respectivamente. As funcdes adotadas como solucao fundamental

sdo representadas neste trabalho com *.

4.2 SOLUCAO FUNDAMENTAL

Um conceito matemdtico importante envolvido no método é a funcdo Delta de Dirac,
pois é uma alternativa para representar grandezas fisicas, como por exemplo, a excitacdo pontual
das cargas concentradas nos problemas da mecanica. Em Brebbia e Dominguez (1989) a solucao

fundamental é definida como uma solu¢do singular da equacdo de Laplace dada pela funcdo

Delta de Dirac A (&, x). Algumas propriedades desta fungio sdo dadas por:
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a)

b)

d)

Ax—-¢&)=0 ,para x#¢&;

A(x—&)=00 ,para x=¢;

.[A(x —&)dx =1, para & contido no intervalo de integracdo;

—0o0

.[A(x —&)dx =0, para & ndo contido no intervalo de integracio;

—00

[ FOAG =& = f(£).

A fungdo Delta de Dirac é mostrada na Figura 4.1.

A

—€ +¢€ X

J

&

Figura 4.1 Fungdo delta de Dirac.
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A formulagdo alternativa para as solugdes fundamentais para as placas de Mindlin
(1951) € brevemente apresentada a seguir e a deducdo mais detalhada é encontrada em Palermo

Jr. (2000).

Estas solugdes fundamentais sdo desenvolvidas para as seguintes forcas de volumes
aplicadas nas placas: uma carga unitdria normal ao plano da placa, e as derivadas desta, um

bindrio unitdrio na direcao do vetor normal ao plano da espessura da placa e um bindrio unitario
na dire¢do do vetor tangencial ao plano da espessura da placa. Observa-se que a carga vertical

distribuida no dominio da placa € nula para o cédlculo destas solugdes.

Os deslocamentos de rotagdo ¥W," no plano médio da placa sdo decompostos em dois

campos vetoriais, um irrotacional (ou longitudinal) e um solenoidal (ou transversal). De maneira

andloga a eletrostdtica, estes campos correspondem, respectivamente, ao gradiente de uma fun¢do

potencial escalar ¢a e ao rotacional de uma funcéo potencial vetorial H;
(v .0)= V(g(x,, x,))+ Vx (0,0, H(x,, x,)) 4.2.1)
Onde o operador V é dado por:

vo 90,0 0 4.2.2)

Tox, o, ox,

Para o caso de placas, pode-se simplificar:

_ op 0O OH OH
(‘//1 W, ): ’ ’ ’ + " (4.2.3)
Ox, 0Ox, Ox, Ox
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Sejam definidas em termos do vetor ¥,", a dilatagio e a rotagdo, sendo estas

respectivamente:
*k k
A= 780 2 (4.2.4)
w = Wz,l - I,VI’Z (4.2.5)

As equacdes de equilibrio de placas em termos da dilatacdo e das rotacdes dadas pelas

equagoes Eq.(4.2.4) e Eq. (4.2.5) podem, portanto, ser escritas:

Dl_TVf(A+v2w*)+F] =0 (4.2.6)
1-v 1—=v o( «

DA,~D~—Fw, DA (v +@,)+F, =0 (4.2.7)
1-v 1-v o( «

DA, ~D~Fw,~D~_"} (v +@,)+F =0 (4.2.8)

Onde Fjé a forca de volume aplicada externamente 2 placa, sendo J; relacionada a

carga unitdria e I, relacionada ao bindrio unitdrio na dire¢io c.

Portanto, para a determinacdo das solu¢Oes fundamentais é necessdrio encontrar as

fungdes potenciais incognitas @, e H, .
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4.2.1 Solucao fundamental W* para carga unitaria

A partir das equacdes de equilibrio Eq.(4.2.7) e Eq.(4.2.8), para o problema cujo

carregamento é uma carga unitdria, a solucdo do campo solenoidal H é nula devido 2 simetria
radial do problema da carga unitéria e, portanto, as rotacoes Wa* da placa dadas pela Eq.(4.2.1) e
Eq. (4.2.2) correspondem ao gradiente de ¢, semelhantes aquelas obtidas a partir das hipdteses da

teoria cldssica. As forcas volumétricas F', correspondentes aos bindrios unitdrios s3o também

nulas e as equacdes Eq.(4.2.7) e Eq.(4.2.8) s@o homogéneas. Portanto, as for¢as cortantes podem

ser escritas a partir da derivada dos momentos fletores como na teoria classica.

A partir da equagdo de equilibrio de forcas verticais Eq.(3.4.13) da teoria de Kirchhoff
(1850) e a equacdo da dilatagdo Eq. (4.2.4), obtém-se:

DV’A+F, =0 4.2.9)

Sendo a carga unitdria F'; dada pela funciio Delta de Dirac, a funcdo incégnita ¢ é:

1|1,
=————=r (In(4Ar) -1 4.2.10
b=— [8 (In(2r) )} (4.2.10)
A equacdo de equilibrio de forgas verticais Eq.(4.2.6) é recapitulada:
Dl_TVﬂz(A—i-Vzw*)-i- F,=0 (4.2.6)

A partir da Eq.(4.2.6) e sendo a carga unitéria F'; dada pela funcdo Delta de Dirac, a

*
solucdo fundamental W obtida para a carga unitdria é:

11, o In(ar)
w' = {8r (In(Ar) 1) —(1—v)/12} (4.2.11)
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A grande diferencga nas hipéteses da teoria de Mindlin (1951) e da teoria de Kirchhoff
(1850) aparece no deslocamento vertical W* (deflexdo). O primeiro termo da expressdo Eq.

(4.2.11) corresponde a deflexao obtida da teoria cldssica e o segundo ao efeito da deformacao

pela forca cortante.

Sendo as rotagdes l//a* da placa dadas pelo gradiente de ¢, os momentos fletor e
volvente tem expressdes similares das obtidas para a teoria cldssica de Kirchhoff (1850) e suas

expressdes em componentes MS a partir das definicoes Eq.(3.4.7a) e Eq.(4.2.10), sdo dadas por:

2
M ==L (14 v)in( ,m_(l;vh(l_v)(ﬁ] (4.2.12)
iy 2 on
. _I=voror (4.2.13)
‘ 4 On Os

Do mesmo modo, a cortante em componentes BS a partir das definicdes Eq.(3.4.7b) e

Eq.(4.2.10), é dada por:

, 1 or
__Lor 42.14
Q, 27r On ( )

As rotagdes ., e . em componentes BS sio dadas por:

, 1 1|or
=— In(Ar)—— |— 4.2.15
Vo T Tum | () 2 |on (#2.15)

, 1| 1]or
=— In(Ar)—— |— 4.2.16
Vs 47D r_ n( r) 2 |0s ( )
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4.2.2 Solucao fundamental w* para o binario unitario na direcdo

Para um problema cujo carregamento corresponde a um bindario unitario na direcio «,

F,, a carga unitdria F'; neste problema é nula e, portanto, a equacdo de equilibrio de placas em

termos da dilatacdo e da rotagdes Eq. (4.2.6) ¢ homogénea. A integracao desta leva a solucao:

P(x;,x,)=—w (x,,%x,)+ E(x,,x,) 4.2.17)
Onde E(x;, X>) é uma funcdo ndo singular cujo Laplaciano é zero, considerada nula no
estudo apresentado em Palermo Jr. (2000).

Substituindo-se as equagdes Eq.(4.2.6) e Eq.(4.2.17) nas equagdes de equilibrio de
momentos Eq.(4.2.7) e Eq.(4.2.8), obtém-se:

D(V?g), —Dl_TV(vzH ~ZH),+F, =0 (4.2.18)

1-v

D(V*¢), -D—Y(V’H-2H), +F, =0 (4.2.19)

As forcas de volume Fy e F3, de maneira andloga as rotacdes em Eq. (4.2.1), sdo:

(F,,F,,0)=V(D(x,,x,))+Vx(0,0,N(x,,x,)) (4.2.20)

Onde as fungOes potenciais representando os campos vetoriais irrotacional (ou
longitudinal) e solenoidal (ou transversal), de acordo com em Palermo Jr. (2000), sdo

respectivamente:
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- F Lk 4.2.21)
2 ox, 2z ox,
! a(l”(lﬂ ! GWD
N=—Fl~ N 2 po A AT (4.2.22)
2r Ox, 2r ox,

Substituindo-se as equacdes Eq.(4.2.20) a Eq.(4.2.22) nas equacdes equilibrio de

momentos Eq.(4.2.18) e Eq.(4.2.19), obtém-se finalmente as fun¢des potenciais incdgnitas para o

bindrio unitario na dire¢do «, F a

¢= %% r*(In(Ar) 1)]— w (4.2.23)
H= ! Fo 0 (In(Ar) + K, (Ar)) - Foi(ln(/lr)+ K,(Ar)) (4.2.24)
aD(1—v)A? ! ox, 0 ? 0ox, 0

K ¢ uma funcio de Bessel modificada. Observa-se que F a0 nas equagdes Eq. (4.2.21) a

Eq. (4.2.24) é introduzido para distinguir o efeito de cada bindrio na direcdo « e pode ser

entendido como um resultado unitdrio da integral de dominio em uma circunferéncia contendo a

funcdo Delta de Dirac na direcio «. Ou seja, ao trabalhar com bindrio na direcdo Xj, este

. 0 . . s .
equivale a F; vale 1 e omite-se o efeito da direcio X3, e vice-versa.

O deslocamento de translacdo (deflexdo w*) devido ao bindrio unitirio na dire¢cdo «
F,, é portanto similar 2 obtida da teoria cldssica de Kirchhoff (1850). A Eq. (4.2.23) mostra que

*
a deflexaow ¢ -¢, e pode ser reescrita da seguinte maneira:
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. 1 1
w = 1D rKln( lr)—EHra =—¢ (4.2.25)

7t

A equacdo Eq. (4.2.3) pode ser reecrita da seguinte maneira:

(V/*,W*)Z _8_w’_ ow N GH’_(?H (4.2.26)
b ox, Ox, Ox, Ox

A relacg@o constitutiva da cortante dada pela Eq. (3.3.12) é recapitulada:

0, = DI_TV/?(% +w,) (33.12)

As componentes Qn* e Qs* , a partir das equagdes Eq.(4.2.26), Eq.(3.3.12) e da equacdo
de transformacdo de coordenadas Eq.(3.3.31) a Eq.(3.3.33), sdo:

¥ 1-v , OH
=D—1*— 4.2.27a
0, 5 o5 ( )
o -=pl=¥ 291 (4.2.27b)
2 on

Substituindo-se as equagdes Eq.(4.2.26) e Eq.(4.2.27) na equacdo dos deslocamentos

l//a* Eq.(4.2.1), em componentes IS, obtém-se:

2

" 2DA-v) (0.0 “229

v 0)=(w - 0)

*
A cortante (0, pode ser dividida nas parcelas devido a teoria cldssica e a corregdo de

Mindlin (1951):
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0 - L{(_ Ljna +(3]ra @} + HKO +£]na —(KO +%er @}f} (4.2.29)
27 r’ r? ) on z z )% on

O primeiro termo entre os colchetes na Eq. (4.2.29) € igual a cortante devido ao bindrio
unitario obtido pela teoria clédssica de Kirchhoff (1850). O segundo termo é a correcdo devido a

hipétese de Mindlin (1951).

Os momentos fletor e volvente sdo dados por:
M, =D (l—v)wyw -V'w +?QM (4.2.30)

*

M, =-Dd-v)w_ +?(QM +0 ) (4.2.31)
As expressdes dos momentos contém a relacdo classica mais a correcao introduzida pelo

efeito da deformacdo pela forca cortante. A parcela cldssica da equagdao dos momentos fletores,

Eq.(4.2.30), é dada por:

% % 1 1-v 51’ ar ?
Dld-vw" VW' |=——7r + r +2s —=2r | —
[( w YL { at5Sa o ,a( aJ } (4.2.32)

A parcela correspondente ao efeito da deformacgdo pela forca cortante na equacdo dos

momentos fletores, Eq.(4.2.30), é dada por:

E T P A A T P R A
Zoon x| | “\on) “on| z| “\on a| gy ) " (4.2.33)

A parcela cldssica da equacdo dos momentos volventes, Eq.(4.2.31), € dada por:
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. 1-
D(-vw' =——— (4.2.34)
dmr

A parcela correspondente ao efeito da deformacgdo pela forca cortante na equacdo dos

momentos volventes, Eq.(4.2.31), € dada por:

jﬁﬁﬂiKPQ@Ln@}EMQﬁ;n@}wﬁg 1ass
2o 2x| | %omos “os| z| “omnos  “\os “\ on (4.2.352)

L@;iKPﬁﬁﬁ@%EM@@w@%ﬂ@J4B%
2 on 27| “anas “onl z| “amas \as) \aw)|[ @D

* % * *
A deflexdao W , as rotagbes W/, e os esforcos Q. eM ap correspondem aos valores

encontrados nos pontos campo, para um bindrio unitdrio na direcdo & aplicado no ponto fonte.
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4.2.3 Solucao fundamental Wa* para carga unitaria e binario unitario na direcao

Para incluir o efeito da inércia rotatéria no célculo das frequéncias naturais

empregando-se a solucdo estatica fundamental, € necessdria a inclusdo das solucdes fundamentais
WI*e WZ*- A partir da definicao de l//; dada pela equacao Eq.(4.2.3) e da defini¢do de ¢ dada

pela equacédo Eq.(4.2.15), obtém-se a Tabela 4.1

Deslocamento normal Rotacdo Rotacdo
ao plano da placa na direcdo 1 na direcdo 2
. . . ow . ow
Carga unitdria w v, = F ==, W, = o ==,
1 2
Bindrio unitdrio na ow y o= o, . OH,,, v = 0, ~ oH,,,
— — Y., In = 2n
direcdo n on " X, 0Ox, Ox, ox,
Bindrio unitdrio na ow' y v = od,,, . OH . 04, _ OH
- — s 1,s — 2,5
direcdo § 0s ) Ox, 0x, x, ox,

Tabela 4.1 Solugao fundamental l//a*para carga unitaria e binario unitario

Para o deslocamento normal ao plano da placa devido a carga e bindrios unitdrios as

solucdes fundamentais ja foram determinadas em 4.2.1 e 4.2.2.

Para incluir o efeito da inércia rotatdria nas integrais de dominio através das rotagdes

* . ~ . A . . .
W, nas direcOes 1 e 2, faz-se uso do Teorema da Divergéncia da seguinte maneira:

r or
z[ agx( )dQ =§ f (F)Edf (4.2.36)

a T
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2 *

4.2.4 Soluciao fundamental para carga unitaria

2
Ox;

Para o cdlculo das cargas criticas de instabilidade empregando-se a solucdo estdtica

fundamental, é necessdria a determinacao das curvaturas na placa. Para isso, calcula-se a derivada
segunda das solugdes fundamentais em relagdo a X4 € Xg. Para este trabalho, a e 8 correspondem

apenas a dire¢do 1 pois é considerado apenas um carregamento normal ao plano da espessura da

placa formado pelos eixos 2 e 3. Derivando, portanto, as equagdo Eq.(4.2.31) a Eq.(4.2.36) em

relagdo a X4 € Xge para a e B correspondendo a dire¢do 1, obtém-se:

A solugdo fundamental da segunda derivada de W

o'ws 1|1 1 1 1
=—\—| 0 In(Ar)——|+r,r, |-—————\6 , - 2r r 4.2.37
8)(712 7Z'D|:4( aﬂ( ( ) 2} aﬂj (1_‘/)12 rz(aﬂ aﬂ) ( )
Onde:
or
e T o 4238
“ ox, ( )
"5 - (4.2.39)
Gxﬂ

Nota-se que a diferenca nas hipéteses da teoria de Mindlin (1951) e da teoria de
Kirchhoff (1850) continua apenas no deslocamento vertical w* (deflexdo). O primeiro termo da

expressdo Eq. (4.2.37) corresponde a deflexdo obtida da teoria cldssica e o segundo ao efeito da

deformacao pela forga cortante.
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Para derivadas na direcdo X;:

Ow _ 1 F(ln(/lr)——+( )] ;%(1—01)2)} (4.2.40)

8x1 D) 4

O momento fletor € dado por:

*M 11 or or or’ or’
:—2{(14-‘/)[1 2r rﬁ]+2(l v){—Zrﬂ 6n_2ranﬂ5n+nﬂna+4rﬂra(8nj —5(1[,,(8”}

0ox, 0x Az r

4.2.41)
Onde:
ox,,
n, = on (4.2.42a)
8xﬂ
nﬁ = E (4.2.42b)

Para derivadas na direcdo X7j:

o’M, 11 or or or\’
= =—Er—{l+v[1— r) ]+2 ){—4%54 ) +4(n )[&J (5} }}

(4.2.43)
O momento volvente é dado por:
2a 0% _
oM, __1ov Viz SN, +NyS, —2r, @na +arsaj—2§aﬂ g@+8 rgt, ar or —2r,n, @—Zrasﬂ ar
Ox,0x Az r Os on On Os on és Os on
(4.2.44)
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Onde:

s, = ox, 4.2.45

« = 5 (4.2.45a)
8xﬁ

g =5 4.2.45b

Ay ( )

Para derivadas na dire¢do X7j:

2 *
0 Mz’” = I-v 1 2s,n, — 4,,1(@ n, +@s1j — 2@@_'_ 8(r )2 or or (4.2.46)
Ox, 4z r’ Os on on Os on s
A cortante é dada por:
0’0 11 or or
r = 8rgr, ——20 ,——2r,n, —2r,n 4.2.47
8xa8xﬂ Tr { e gy O gy T e T ﬁ} ( )
Para derivadas na direcdo X;:
0’0, 11 { 2 Or _or }
— =———34n) ———-2nn 4.2.48
ox; rr ( ) on on ( )
As rotagdes v, e v, sio dadas por:
R l=v or or
n_— n,r + 5 27’ —+ r.n 4.2.49
Ox,,0X 5 4 r* { ’ ? on “on p } ( )

72



Para derivadas na direcdo X;:

RV 1 1 or 2 ar}
L=— —2rn +—=2r, ) —
ox; 47D r{ i on (rl) on (4.2.502)
oy, 11 or > ar}
= —92ns,+——=2r, )] —
ox; 47D r{ s (1) Os (4:2.50b)

4.3 EQUACOES INTEGRAIS

Estabelecidas as solucdes fundamentais, segue-se com a obtencdo das equagdes
integrais para a resolucdo do problema de placas pelo Método dos Elementos de Contorno
(MEC). A transformacdo das equacdes integrais de dominio em integrais de contorno é feita

aplicando-se o Teorema da Divergéncia.

[V (r)d=[ Vv (r)ac = Vf(r)%dl“ (4.3.1)

Q

Os pontos de carregamento (ou ponte fonte ou ponto de colocacdo) sdo os pontos
correspondentes a singularidade, seja a carga unitdria na direcdo X3, seja o bindrio unitdrio na

direcdo m ou §, representados matematicamente pela funcdo Delta de Dirac. Equagdes integrais

de contorno sdo desenvolvidas para pontos de carregamento no dominio e para pontos no

contorno da placa.
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4.3.1 Equacao integral de deslocamentos em pontos de carregamento no dominio

Seja uma placa isotrépica de dominio finito {2 e contorno I" contida em outra de

dominio infinito €. e contorno I'.. A placa finita estd submetida a um carregamento (|

distribuido em uma drea ().

Pelo Teorema de Betti, a placa de dominio finito é submetida a dois carregamentos nao

simultineos ( e (*, associados a superficies eldsticas W e W¥*, respectivamente. Sdo

identificados dois estados de tensdo O e O*, com seus respectivos estados de deformacao &e &*

relacionados da seguinte maneira:

* * * * * * * * *
(0'11511 T T8 T 1383 70 &y 158y T T8y + 053853 + 75,85 +75E5 )dv =

* * * * * * * * *
(0'11511 T8, T 113813 108y 17718y T T38y T 053855 7585 +75,85 )dv

4.3.2)

Na integral do segundo membro da equacio Eq. (4.3.2), chamada de I a partir deste

ponto, substituindo as relacdes de deformacgdo-deslocamento Eq. (3.3.9) e Eq. (3.3.1) e as

equagdes constitutivas Eq. (3.3.10), obtém-se:

E 2 * * _ * *
I:I xsz [6‘//1 +V6W2Jal//] +[al//2+‘/al//1J5(//2 1 V(al//] +Va‘//2j[a‘//1 +Val//2
vAd=vo) |\ ox, Ox, ) Ox, Ox, Ox, ) 0x, 2 | ox, Ox, 0x, Ox,
ow ow” x ow ow’ s
+G' + —+ +| —+ —t av
K@x, Vi J[ Ox, Vi J (8x2 Ve J( Ox, Vo H}

|

(4.3.3)

Transformam-se as integrais de volume para uma placa cuja espessura € constante em

integrais de dominio da seguinte maneira:
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dV = dx,d) (4.3.4)

Integrando a Eq. (4.3.3) ao longo da espessura A da placa, de —h/2 a +h/2 obtém-se:
I f Oyy 0¥, |0, (0w, OV |0w, l-v(oy,  Ow,|0y, Oy,
6x1 8 ox, ox, ox, ) Ox, 2 | ox, ox, \ Ox, 0ox,

+G'h | —+ —+ +| —+ + dQ
H Ox, Vi )( ox, Vi j (axz V2 ]( Oox, V2 H}

Das definicdoes de momentos e forgas cortantes da Eq.(3.3.11) e Eq.(3.3.12), tem-se:

oy, oy, oy, O w
I=\<M, —+M, —=+M +0| —+ + 4.3.6
(_[{ 1 ox, 2 &, 12 8}62 6x1 Q1 ox, Wl O — &, +y, ( )

Aplicando-se a regra da cadeia em todos os termos da equacdo Eq.(4.3.5), obtém-se:

(4.3.5)

14{5(%%*)_61\4“% T [V B TG 77y R R Yy B V’J
Q

ax & a, Ty - ax ax,
H—\OwW |—w + +—Oow | —w +
|: &Cl (Ql ) &Cl Qll/jl @CZ (QZ ) @CZ QZ‘/IZ j|}&
(4.3.7)
Reagrupando-se convenientemente os termos da Eq. (4.3.7), tem-se:
E(Mnl//l +Myuy, +Ow )+ (M22V/2 + My, + 0w )_
=l o, 00, 0 e
Q a]‘/[114_61‘412_QI l//,*— M22+ ]‘412_Q2 V/;_ &4_ 0, w
Ox, ox, Ox, Ox, Ox, Ox,
(4.3.8)
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A partir das equagdes de movimento Eq.(3.3.17) e as equagdes de instabilidade

Eq.(3.3.29), transfoma-se os dois primeiros termos da integral de dominio {2 da equagio Eq.

(4.3.8) em integrais de contorno I, pelo Teorema da Divergéncia:

I = _[[(Mlll//l* +M12‘//1* + Q1W*)’"1 + (Mzzl//; +M12'//1* + sz*)’lz]dr + jqw*dQ
)

r

(4.3.9)
Onde n; e N, sdo cossenos diretores de um ponto no contorno:
ox,,
n, = 4.3.10
ancampo ( )
Para o problema de frequéncias naturais:
a 2 h 2
= pho’ wt+— 43.11
e { 12 } ( .
Para o problema de cargas criticas de instabilidade:
0w
=N_, — 4.3.12
4= No o0 (43.12)

A Eq.(4.3.9) de forma generalizada para representar convenientemente a teoria de

Mindlin (1951) que considera as trés condi¢des fisicas necessdrias para a resolu¢do do problema

de placas, e rearranjando-se os termos desta, obtém-se:
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I = J.[(Mllnl +M,n, )‘V: +(M12n1 +M,n, )‘V; +(Q1n1 + anz)W*]dF +J.qW*dQ
T )

(4.3.13)

A Eq. (4.3.13) € o desenvolvimento do segundo membro do teorema de Betti definido

pela Eq. (4.3.2). De forma andloga, o primeiro membro desta equagdo pode ser escrito:

* * * * * * * * *
J.(Gugu T 7,8, T 113813 T 0pEy T 75,8y T T 38y + 03833 7585 75,85 )jV =
v

—e

[(Ml*ln] +M:k2n2)//l +(M1*2n] +M;n2)/2 +(Ql*n1 +an2)vv]df+jq*wd£)
o

(4.3.14)
Os esforcos de superficie sdo representados pela Eq.(2.3.34), recapitulada:
I, =0y.n; (2.3.34)
Explicitamente, a Eq.(2.3.34):
t,=M,n +M,,n, (4.3.15a)
t,=M,n +M ,,n, (4.3.15b)
ty =0 +0hn, (4.3.15¢)

Desta maneira, a equacao integral da teoria de Mindlin (1951), Eq.(4.3.14), € escrita da

seguinte maneira:

ﬂTl*u‘ +T,u, +T3*u3]dF+J-q*u3dQ =§[U1*t1 +U,t, +U§t3]dF+J.U3*qu (4.3.16)
T Q r Q
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Para o carregamento (J*, supondo este uma carga concentrada unitdria aplicada em um

ponto f do dominio da placa e tomando-se a solucdo fundamental como uma funcdo

ponderadora, as propriedades da funcdo Delta de Dirac permitem a simplificacdo:

Ja'wa=u,(¢) (4.3.17)

Q

E necessério um artificio para transformar a equacio Eq. (4.3.16) escrita em termos de

valores de dominio numa relagio com apenas valores no contorno e C, ij € definido por:

p (4.3.18)

Onde ,B corresponde ao angulo entre elementos lineares consecutivos que possuem
tangente continua. Para o caso de elementos no contorno, este angulo vale 7z. Portanto, C,-j tem os

seguintes valores:

1 para e

C,; =405 para el (4.3.19)
0 para Ee(QUT)
E a equacdo integral das placas de Mindlin pode ser escrita:
Cg”j(§)+§[n*(§a77)”1(77)+ Tz*(ét’n)uz(n)"‘ T;(f,ﬂ)us(ﬂ)]dr(ﬂ) =
r
§los €n )+ Us &)+ U5 € (e (n)+ [U5 (&, ), Jan,)
r Q
(4.3.20)
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Na forma generalizada, pela teoria de Mindlin (1951):

Cyu,(&)+ §T; (£, ()T () = §U (e (0T () + [U7 (€., ), A, )

r Tr Q

4.3.21)

Onde a solugio fundamental U l; (gt ,77) corresponde a rotacdo (j=1,2) ou deslocamento
vertical (j=3) e T; (f ,77) corresponde aos esforcos de superficie para um carregamento aplicado
de bindrio unitério (i=1,2) ou de for¢a unitdria (i=3) no ponto singular f de uma placa infinita. 7}
¢ uma varidvel que percorre o contorno, 7J; percorre o dominio.

As coordenadas X; sdo relacionadas com as coordenadas MS através da matriz

transformacdo [T] dada por:
cosa —sena n, s
T]= = (3.3.31a)
sena  cosa n, s,
A transformacao € feita da seguinte maneira:

{2} - [T]{’Z} (43.22)

A equagdo integral para estudo das placas com efeito da deformacao por cortante pela

teoria de Mindlin (1951) € escrita nas coordenadas MS na seguinte forma geral:

Cou, + ﬁ(M:y/n +M,p, + Q:w)dl“ = §(Mﬂw: +M, w, + an*)rll“ + Jw*qu
r r Q

(4.3.23)
Recapitulando as equagdes, para o problema de frequéncias naturais:
a 2 h 2
= pho’ wt—O0 4.3.11
q=pho”—3 { 12 } ( )
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Para o problema de cargas criticas de instabilidade:

0w

-N =
1 o 8x12

(4.3.12)

Os seis pardmetros incégnitos ou conhecidos da equacdo de Mindlin sio: M, M,
Q.. Wu Ws e W que representam o momento fletor na dire¢do normal ao contorno, 0 momento
volvente, a cortante na dire¢do normal, a rotagdo em torno de M ou a rotacdo em torno de § € o
deslocamento transversal em X3, respectivamente. U; estd relacionado com o deslocamento
transversal W para a carga unitaria ( j=3 ) ou a rota¢do em torno de R, I/, € a rotagcdo em torno

de §, Y, para o bindrio unitdrio ( j=/ ou 2, respectivamente). Os termos na equagdo Eq.(4.3.23)

contendo (*) correspodem a solu¢do fundamental.

A formulac¢ao apresentada do MEC para analise de placas permite incluir ou nao o efeito
da deformacdo por cortante. Quando a equacao integral de contorno € usada para andlise cldssica
pela teoria de Kirchhoff (1850), as componentes (/,, W) sdo aproximadas por derivadas dos
deslocamentos, e deve-se ser considerar da solucao fundamental sem os termos correspondentes
ao efeito da deformacdo por cortante. Além do mais, os momentos volventes M, devem ser

desprezados no contorno, ou seja, a condi¢do soft de restricdo é empregada. Essa estratégia foi
chamada de técnica irrotacional para resposta de placas por Palermo Jr. (2000) e corresponde as

formulacdes usadas por Mukherjee (1986) e Paiva (1995). Despreza-se, portanto, o efeito do

campo solenoidal H tanto nas solucdes fundamentais quanto nas relagdes constitutivas do

problema incdégnito na teoria classica. Isto leva a Y/, e Y iguais a—W , e —W g respectivamente.

De maneira andloga para obten¢do da equacdo Eq.(4.3.23) e substituindo nos locais
respectivos as relagdes deformacdo-deslocamento Eq.(3.4.1) e Eq.(3.4.5), as defini¢des de

momentos e cortantes Eq.(3.4.7) e Eq.(3.4.8), a equacdo de movimento Eq.(3.4.11) e de
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instabilidade Eq.(3.4.18), a equacao integral para a teoria classica de Kirchhoff (1850) é escrita

nas coordenadas A por:

%Cijuj +§(—M:w’n + M, w, +Q:w)dF:§(—an; +M, W, +an*)JF+J‘w*qu
T T 0

(4.3.24)

Sdo cinco os parametros incognitos ou conhecidos da equacdo de Kirchhoff (1850),

respectivamente: M, Q,, W, W e W que representam o momento fletor na direcdo normal ao
contorno, a cortante na dire¢do normal, a rotagdo em torno de A ou a rotagdo em torno de § € o
deslocamento transversal em X3. O momento volvente M, é adotado como zero (condigao soft).
U; estd relacionado com o deslocamento transversal W para a carga unitdria (j=3 ) ou a rotagdo

em torno de B, W, e a rotacdo em torno de §, W, € adotada sempre como incognita para o

bindrio unitdrio (j=1 ou 2, respectivamente). Os termos na equacdo Eq.(4.3.24) contendo (*) s@o

derivados da solu¢do fundamental.

4.3.2 Tratamento para a equacao integral de dominio

A integral de dominio obtida na formulagdo MEC para a determinagdo das frequéncias
naturais e cargas criticas de instabilidade empregando-se a solucao estdtica fundamental sofre um
segundo tratamento antes da completa transformac¢io em uma integral de contorno.

A equacao integral da teoria de Mindlin (1951), Eq.(4.3.23), e a equagdo integral da
teoria de Kirchhoff (1850), Eq.(4.3.24), definem a integral de dominio devido ao carregamento (|

distribuido na drea €2 dada por:

[w (£ x)g(x)a, (x) (43.25)
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4.3.2.1 Solucao fundamental para o binario unitario na direcao o

A transformagdo da integral de dominio devido ao bindrio unitdrio na direcdo & para

uma integral de contorno € feita através do Teorema da Divergéncia recapitulado a seguir:
or
[V £(r)dQ =] V.vf (r)d = Vf(r)adr @3.1)
Q Q r

*
Para a solu¢do fundamental W devida ao bindrio unitdrio na dire¢cdo X, definida na

equacgdo Eq.(4.2.16), pode-se fazer uso do seguinte artificio:

o L r(unlar)-)
J;W*(é x)q(x)qu(x): I g(x) |:87ZD . }

Qq a

dQ, (x) (4.3.26)

Aplicando na equagio da teoria de Mindlin (1951), Eq.(4.3.23), ou na equacdo da teoria
de Kirchhoff (1850), Eq.(4.3.24), o Teorema da Divergéncia dado por Eq.(4.3.1) e considerando-

se uma carga distribuida uniforme ¢, obtém-se:

I

. R’
[o e, ()= ]| L)1) o) 4o
Qq
Onde R corresponde 2 distancia do ponto fonte até o ponto campo e M corresponde i

derivada da componente do elemento que contém o bindrio unitdrio na dire¢cdo « em relacdo a

normal do elemento que contém o ponto campo:

n, = (4.3.284)
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Observa-se que para o bindrio unitdrio na direcao n a equagao Eq.(4.3.28a) é:

n,= 571— (4.3.28b)

E para o bindrio unitdrio na direcdo s a equacdo Eq.(4.3.28a) é:

asﬁmte
a 871— (4.3.28¢)

campo

n

4.3.2.2 Solucao fundamental para a carga unitaria

Para a carga unitdria distribuida em um dominio .(_)p, a transformacdo da integral de
dominio da teoria de Mindlin (1951), Eq.(4.3.23), ou na equacgdo da teoria de Kirchhoff (1850),
Eq.(4.3.24), para uma integral de contorno é feita através do esquema apresentado na Figura 4.2

a seguir:

Ponto fonte ou
Ponto de carregamento
X1
Figura 4.2 Integra¢do sobre uma sub-regido carregada.

&3



Um elemento infinitesimal d£2, pode ser escrito como:

de =rdrd6 (4.3.29)

A equacgdo Eq.(4.3.23) ou a equacdo Eq.(4.3.24) pode ser escrita:

[l (€52, ()= [| [l €. )re. x)ar() o 4330

Q, 0

Fazendo a mudanca de varidveis nas integracdes sobre o angulo &, obtém-se:

d6 = rn,dr, () (43.31)

R(&.1)

Nas Eq.(4.3.23) e Eq.(4.3.24), estas transformagdes resultam em:

[alow'(£,x)d, (x)= [ ﬁ Z(X)w* (&, X)r(é,x)dr(X)} R(; 37O @33

q q

Para a solu¢cdo fundamental devida a carga unitéria, considerando ¢ constante no
dominio, obtém-se assim:

[l .90, 9] LZZD ()2 )t %ﬂRdF

q l—“I
(4.3.33)

Onde R corresponde 2 distancia do ponto de carregamento ou fonte até o ponto campo

e o produto R,,,.n y€ o produto escalar:

OR Ox, OR

R = =
7Ty ox, on on (4.3.34)

campo campo
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2 *

4.3.2.3 Solucao fundamental para carga unitaria

2
X

A transformacgdo da integral de dominio devido ao bindrio unitdrio na direcdo « para

uma integral de contorno € feita como no item I, através do Teorema da Divergéncia.

*
Para a segunda derivada solu¢do fundamental W , em relacdo a X, devida a carga

unitéria, definida na equagdo Eq.(4.2.37), pode-se fazer uso do seguinte artificio usando X4 € Xg

a{ﬁw}
6xﬁ

[0 nklok, ()= [a()-L 2 a0 4339

genéricos:

5 Ox,0 X

a
q

Aplicando na equacdo da teoria de Mindlin (1951), Eq.(4.3.23), ou na equacdo da teoria
de Kirchhoff (1850), Eq.(4.3.24), o Teorema da Divergéncia dado por Eq.(4.3.1) e considerando-

se uma carga distribuida uniforme ¢, obtém-se:

Jq(X)a{%};}

P
qu(x): q{)%nadrq (4.3.36)
r, Ytp

*
Substituindo a equagdo da segunda derivada solu¢do fundamental W , em relacdo a X, e

X g, devida a carga unitaria, Eq.(4.3.35), na equagdo Eq.(4.3.36), obtém-se:
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0
qﬁaw AT, = {{—R(ln(ﬂﬂ)——j }”adrq (4.3.37)
r, Xp r

Onde R corresponde 2 distincia do ponto fonte até o ponto campo, M, corresponde i
derivada da componente X, do elemento que contém o bindrio unitario na dire¢do « em relacao a

normal do elemento que contém o ponto campo dada pela equacdo Eq.(4.3.28a) e R,ﬂ

corresponde a seguinte derivada:

(4.3.38)
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5 IMPIEMENTACAO
NUMERIC A DAS
EQUACOES INTEGRAIS DE
PIACAS PEIO MEC

5.1 INTRODUCAO

Para as equacOes dos problemas fisicos em geral, incluindo as placas no caso deste
trabalho, e excetuando-se os casos restritos de geometria e de carregamento simples, a solucdo
analitica pode ser dificil de ser obtida. Neste sentido, métodos numéricos emergem como uma
importante ferramenta de simulagdo para a obtencdo de uma solucdo aproximada por meio de
alguns pontos discretos. Entre estes métodos numéricos, em destaque, encontram-se o Método
dos Elementos Finitos (MEF) e Método dos Elementos de Contorno (MEC), sendo este ultimo a

ferramenta escolhida para este trabalho.

No inicio desta sec¢do sdo definidos os conceitos e as grandezas envolvidas no processo
de discretizacio do perimetro da placa em elementos de contorno, adotados como
isoparamétricos lineares. Devido a utilizacido da solu¢do fundamental estdtica, como mencionado
na se¢do 4, o dominio da placa serd discretizado em células quadradas constantes. Em seguida, o
problema € transformado em um sistema de equacgdes algébricas cuja solucdo determina valores
de deslocamentos e esforcos para pontos no contorno da placa. A partir desta solugdo, é possivel
a obtencdo destes valores para quaisquer pontos no dominio da placa. As frequéncias naturais e
as cargas criticas de instabilidade das placas sdo determinadas resolvendo o problema de
autovalor formado pelo sistema de equagdes citados acima. Por fim, integrais analiticas sdo
desenvolvidas para que as trés equagdes necessdrias para a equagdo integral das placas de
Mindlin (1951) sejam obtidas para pontos de carregamento situados no contorno da placa,

melhorando os resultados obtidos pela aproximag¢ao do método.



5.2 ELEMENTOS DE CONTORNO

No MEC, a discretizagdo do dominio e contorno da placa divide este em um ndmero
finito de partes chamadas de elementos células e elementos de contorno, respectivamente. Os
elementos adotados neste trabalho sdo isoparamétricos, ou seja, a funcdo de interpolacdo
adotada para a variagdo da geometria do elemento e dos deslocamentos e esfor¢os em seu interior
¢ de mesma ordem. No caso dos elementos células adotados neste trabalho, a funcdo de
interpolacdo € constante. A funcdo de interpolacdo adotada para os elementos de contorno é

linear. Os pontos (ou nds) de extremidade de um elemento siao definidos como pontos nodais.

Adota-se um sistema de coordenadas locais normalizadas nos elementos de contorno,
onde a varidvel intrinseca Zj adimensional tem origem no ponto médio do elemento e € valida no

intervalo —1< & < +1. Esta funcdo de interpolacdo linear é representada por (Figura 5.1):

o =—(1-¢) (5.2.1a)

?, =%(1+§) (5.2.1b)

Um elemento linear possibilita ter a grandeza V, correspondente as coordenadas

cartesianas X; de um ponto interno ao elemento ou aos deslocamentos U; ou aos esforcos #; no

elemento, definida pelas coordenadas de seus nds de extremidade, como mostra a Tigum 5.1

Desta maneira, v, correspondente as coordenadas cartesianas X; de um ponto interno ao

elemento ou aos deslocamentos U; ou aos esforgos £; no elemento, € escrita da seguinte maneira:

WE)=D (&) (5.2.2)
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Onde CDy corresponde a fungdo de interpolagdo (@, @,), e os indices correspondem

respectivamente, I direcdo (I, 2 ou 3) e & ao nimero do né de extremidade do elemento

(no 1 = no inicial ou no 2 = nd final).

X2

1

@ ,T, ,U;

2 2
v T, U

~
\

-
-
/
/

X
Figura 5.1 Fungdo de interpolacdo linear, descri¢do geométrica do elemento linear

e coordenada intrinseca &

No caso dos elementos lineares, a Eq.(5.2.2) pode ser reescrita da seguinte maneira:

US)=@( SNV + (S VT (5.2.3)

Na forma matricial, a Eq.(5.2.2) para uma coordenada de qualquer ponto do elemento,

incluindo os nds, € apresentada por:
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X,
X,
(5.2.4)
X!
X3
|7
0 0 T,
Tl
%(1+§) 0 T32 (5.2.5)
1
0 —(+5)||r?
T}
Uy
0 0 U,
Ul
Tve) o : (5.2.6)
2 U,
0 Z(+¢)||v?
Uy
(5.2.7)



'] |o)
T, M!
T3l Mrlzv
(T a2 (5.2.8)
T, 0,
T, M
T32 Mtfs

u, w
w, b=y (5.2.9)
u3 l//s
Ull w!
U,| v,
Ul 1
SUNLE (5.2.10)
U’ w’
us| |v.
u;| v}

A posicdo dos nés dos elementos determina se estes sdo continuos, descontinuos ou

mistos. Suas defini¢des, ilustradas na Figura 5.2, sdo as seguintes:

a) elemento continuo: ocorre quando os ndés de um elemento sdo comuns aos
elementos adjacentes e estes tém valores unicos. E geralmente usado em contornos

sem angulosidades e sem variagdo de vinculacoes;

b) elemento descontinuo: ocorre quando ha introducdo de nés duplos, ou seja, em
um unico lugar geométrico sdo associados dois nds, cada qual com valores

distintos de esfor¢os ou deslocamentos. Permite-se assim uma descontinuidade.
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Neste caso, os pontos de coloca¢do sdo deslocados para o seu interior para a
obtencao de duas integrais distintas. Este elemento representa uma angulosidade,

por exemplo;

c) elemento misto: ocorre quando hd necessidade da descontinuidade em apenas

uma das extremidades do elemento.

x2 x2

S~~~ Elementos
Elemento Mistos
Continuo
x1 x1

Figura 5.2 Tipos de elementos.

Neste trabalho os ndés permanecem sempre nas extremidades dos elementos. Os
elementos mistos e descontinuos sdo obtidos com a utilizacdo de dois n6és de mesma coordenada

no contorno para introdu¢ao de descontinuidade.

Os pontos de carregamento (ou ponte fonte ou ponto de colocacdo) sdo os pontos

correspondentes a singularidade, seja a carga unitdria na direcdo X3, seja 0 bindrio unitdrio na

direcdo 1 ou §, representados matematicamente pela fungdo Delta de Dirac.
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5.3 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES INTEGRAIS DE PLACAS

Um problema fisico com condi¢des de geometria e de carregamento genéricas €

representado na Figura 5.3 A. Para a resolugiio aproximada pelo Método dos Elementos de
Contorno — MEC, o volume do corpo é primeiramente descrito em um dominio {2 com contorno

I'. Em seguida, este contorno € subdividido em elementos de contorno I, como mostra a

Figura 5.3 C.

C

Figura 5.3 Discretizagdo do contorno da placa.

A equacdo integral da teoria de Mindlin (1951) na forma generalizada € recapitulada:

Cijuj(é:)—i_§Ti;(§’77)uj(77)dr(77): &U; (é’ﬂ)tj (77)611"(77)+IU; (5’7751 )Q(Ud )dQ(Ud)

r Tr Q

(4.3.21)
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Onde 77 € uma varidvel que percorre o contorno, 7Jy percorre o dominio e f € o ponto de
carregamento. Os termos da equacdo Eq.(4.3.21) contendo (*) s@o correspondentes a solucdo
fundamental e C,-J- ¢ a matriz que depende apenas da geometria, definidos na secdo 4.

Considerando que a integracdo de superficie é feita para cada elemento do contorno, a

discretizacdo desta € trivial e exata. Desta maneira, reescrevendo a Eq.(4.3.21), obtém-se:

Cyut; &)+ [Ty (&, ZIU En; (mar(n) ZIU (&14)aln, )dAn,)

N=1 Iy N= lrE Nc=10)

(5.3.1)

Onde E é o nimero de elementos de contorno e N e é o nimero de elementos células.
Nota-se que a integral de dominio é transformada em uma integral de contorno segundo item
(4.3.3) da secao 4. Recapitulando:

a) solu¢do fundamental devido ao bindrio unitdrio na direcao «, a partir da Eq. (4.3.27):

[U3(En, bl Jan, )= j[%(znm)—l)}namn) 532

Q

b) solu¢do fundamental devido a carga unitdria, a partir da Eq. (4.3.33):

Jeln e ot )= (a2 ftan)- L 53

Q

¢) segunda derivada em relacdo a x; da solu¢do fundamental para carga unitaria, a partir

da Eq. (4.3.40):

62W ' 1 1
I—ﬁx . (‘f)ﬂd)CI(Ud)dQ(ﬂd):Qf{mR(ln(ﬂR)—Ele}nldF (5.3.4)

Q a L
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A transformacdo da varidvel de contorno I para a varidvel intrinseca f, € necessdria

para a integracdo das Eq.(5.3.1) a Eq.(5.3.4) em um elemento genérico. Esta é feita da seguinte

maneira:

d»q_@) (dxz@

=y (dx @) +dn @) = [ pr b jdﬁ—— d¢ (5.3.5)

Onde L é o comprimento do elemento a ser integrado.

Substituindo-se a equacao Eq. (5.2.2), onde a grandeza V, corresponde aos
deslocamentos U; e dos esforcos f; no elemento (neste caso, ndo corresponde as coordenadas
cartesianas X; de um ponto interno ao elemento), e a aproximagao CDy, correspondente a funcao

de interpolacdo (¢, ¢,) dada pela Eq.(5.2.2) para a transformacdo da varidvel de contorno I

para a varidvel intrinseca f, na Eq.(5.3.1), obtém-se:

conte)+{ e[ S0, Lt ={furtean] So, e [Lasto]

o|fviten St oo

E

(5.3.6)

Na Eq.(5.3.6) percebe-se que os valores de U;, T; ou g correspondentem a um ponto
nodal que ndo € fun¢do da varidvel de integracdo, podendo ser retiradas do interior da integral do

elemento. Nota-se que 1 e [q(ﬂd )] variam de acordo com as equagdes Eq.(5.3.2) a Eq.(5.3.4).
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Desta maneira, a equacgao discretizada final € a seguinte:

E

Ct O [T En, ) dela)y U =1 S ek, ) atn)
ZJUE(S,ﬂd)ngdé(n) 4ln,)

N=l_1

E

(5.3.7)

Ta

1

As varidveis deste problema sdio os valores de deslocamentos U; (w, Wn e W) ou

esforcos 1 (Qn, M,eM,.

Entretanto, a partir das condi¢des naturais e essenciais de cada problema (condi¢des de

contorno), dadas pelas vincula¢des da placa, sempre sdo conhecidos trés destes parametros da

seguinte maneira:

a) No caso de um engaste: W, ¥, ¢ ¥ sdo nulos, conhecidas como condi¢oes

essenciais (ou fixadas), sendo Q,, ,M,, e M, as incognitas.

b) No caso de uma borda livre (ou em balancgo): Qn M, e M, sio conhecidos,

dados pela for¢a cortante ou momento fletor ou torsor distribuidos na superficie,

ou nulos na inexisténcia destes, conhecidas como condig¢des naturais, sendo W, ¥,

e Y as incognitas.

c) No caso de um apoio simples: W, M, e M, sdo conhecidos, dados pelo

deslocamento transversal ou momento fletor ou torsor distribuidos na superficie,

ou nulos na inexisténcia destes, sendo 0, Wy e W as incognitas.

Desta maneira, sdo trés as incognitas resultantes no problema de placas pela teoria de

Mindlin (1951) e, portanto, sdo necessdrias trés equacoes integrais para a resolucao deste.
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A formulacao alternativa dada em Palermo Jr. (2000), adotada neste trabalho, permite
escrever as trés equacdes integrais para um mesmo ponto de aplicagdo da carga, ou seja, s@o
escritas as equacoes integrais para uma carga unitdria, € duas outras para as derivadas desta, um
bindrio unitario em torno da direcdo do vetor normal ao elemento € um bindrio unitario em torno
da direcdo do vetor tangencial ao elemento. Além disso, quando os pontos de aplicacdo das
cargas pertencem ao contorno do elemento, sdo feitas integrais analiticas nos elementos que
contenham as cargas. A necessidade disto € devido ao fato desta situacido gerar uma singularidade

no ponto de aplicacdo da carga, pois o argumento da func¢do logaritimo envolvida € nulo.

Para a resolu¢do do problema pelas hipéteses dadas na teoria de Kirchhoff (1850) com
trés parametros, as varidveis relacionadas ao problema sdo as mesmas da teoria anterior, salvo ¥
que é sempre incégnita. Consequentemente, M,s é sempre nulo no contorno, pois conforme a
deducdo proposta em Palermo Jr. (2000), a solucao fundamental desta teoria cdssica é dada pela

aproximacdo irrotacional e, portanto, o termo relacionado a funciio H (deformacdo pela forga

cortante) é zero.
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5.4 DESENVOLVIMENTOS DAS INTEGRAIS NUMERICAS E ANALITICAS

A equagdo integral discretizada das placas, Eq.(5.3.5), usada para resolucdo através do

Método dos Elementos de Contorno, € repetida a seguir:

@+ {S e, actnf v =[3forteao, (acto) 7

N=1

N {Z [usten, )n% d§(77)} q(n,)

N=1Q

(5.3.7)

A integracdo numérica € feita através da quadratura de Gauss.

As integracOes analiticas sdo tratadas no sentido do valor principal de Cauchy ou na

parte finita da integral de Hadammad.

Na integragdo analitica, é possivel fazer uma simplificagdo da varidvel intrinseca &. Esta
passa a ser escrita em funcdo de @, correspondente a distancia entre o ponto de aplicagdo da carga

e uma das extremidades do elemento, e em funcdo de 7.

As fungdes de intepolacao para a integracdo analitica podem ser simplificadas a:

1+r;a para (T <0)
» = (5.4.1a)
1—rlea para (F>0)
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a ; r para (F < O)
?», = (5.4.1b)
2 Jlr 4 para (F > O)

A integracdo € manipulada de seguinte maneira:

jny*dF: Tcpyf*dnlfcbyf*drz—icbyf*dwlfcbyf*dr:fq>7f*dr+lfcbyf*dr
0 —a 0 a 0 0 0

(5.4.2)

&
Onde f tem os valores das fungdes de deslocamentos W, Wn, W ou esforgos 0.

M, M,; ¢® » corresponde a fung@o de interpolag@o (@, @).

5.5 MONTAGEM DO SISTEMA LINEAR DE EQUACOES

Uma vez realizadas as operacdes das integrais numéricas e integrais analiticas, através

da equacao Eq.(5.3.7) sobre cada elemento de contorno, para cada uma das trés cargas unitérias
(uma forga e dois bindrios) aplicadas aos N nés de contorno da placa, sio obtidas 3N equagdes

lineares, resultando no seguinte sistema linear de equagdes:

HU =GT+F (5.5.1)

Onde:

a) U: Sdo os deslocamentos generalizados (deslocamentos transversais W, as rotacdes
na direcdo normal ¥, e as rotacOes na direg¢do tangencial ao contorno Y para a

teoria de Mindlin ou w, jw/jn, jw/ js, para a teoria de Kirchhoff);
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b) T: Sido os esfor¢os generalizados (a forga cortante J, na dire¢io normal, o
momento fletor M, na dire¢io normal ao contorno e o momento volvente M, na
direcdo tangencial ao contorno);

¢) H e G: Sdo as matrizes globais de influéncia, Figura 5.4., dependentes apenas da
geometria do problema (a matriz H em coordenadas 1S corresponde as solugdes
fundamentais Qn*, M n*e ns*, a matriz G as solucdes fundamentais w l//n* e
W, para a teoria de Mindlin ou w*, jw'/jn, jw’/js, para a teoria de
Kirchhoff);

d) F: E o carregamento resultante do dominio.

Considerando as condi¢des de contorno, impdem-se as 3N varidveis conhecidas.

Com uma conveniente troca de membros das colunas das matrizes H e G, para que os

valores conhecidos estejam apenas no lado direito da equacdo e as incégnitas do lado esquerdo,

obtém-se o seguinte sistema de equagdes:
AX =B (5.5.2)

O vetor X contém as 3N varidveis incégnitas do contorno que podem ser tanto os
deslocamentos W, W, W para a teoria de Mindlin ou W, jw/jn, jw/Js, para a teoria de

Kirchhoff, quanto os esfor¢os Q,,, M, M,s. O vetor B contém os deslocamentos e esforgos
prescritos no contorno dados pelas condi¢cdes de contorno, bem como pelo carregamento de
dominio F'. Finalmente, a matriz A acumula coeficientes das varidveis de deslocamentos e

esforcos incognitas, obtidos do processo de integragdo numérica e analitica. Observa-se que esta

ultima matriz € funcdo apenas da geometria do problema, ndo dependendo das cargas externa

aplicadas e tem dimensio 3N x 3N.
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Graus de liberdade

Graus de liberdade
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Figura 5.4 Matrizes H e G.

101




5.6 DESLOCAMENTOS EM PONTOS INTERNOS (DOMINIO DA PLACA)

Os deslocamentos em pontos do dominio sdo determinados de maneira direta a partir

dos valores encontrados no contorno e com o efeito do carregamento no dominio.

Para um ponto situado no dominio da placa, a partir da Eq.(4.3.19), sabe-se que:

C.=1 (5.6.1)

y

De maneira anéloga a feita para a discretizagdo para pontos de carregamento situados no

contorno, da Eq.(4.3.21) obtém-se:

Uint — _Hint .U + Gint .T + Fint (5.6.3)

Onde:

int
a) U : Sdo os deslocamentos nos pontos do dominio;
b) U : Sdo os deslocamentos generalizados (deslocamentos transversais W, as
rotacOes na dire¢do normal I, e as rotagdes na direcdo tangencial ao contorno

para a teoria de Mindlin ou w, jw/jn, jw/js, para a teoria de Kirchhoff);

c) T : sio os esforgos generalizados (a for¢a cortante (), na dire¢io normal, o
momento fletor M, na direcdo normal ao contorno e o momento volvente M,,; na
direcdo tangencial ao contorno);

H int G int y . . . .

d) e : Sdo as matrizes globais de influéncia, dependentes apenas da
geometria do problema (a matriz H em coordenadas 1S corresponde as solucdes
fundamentais Qn* M ,,*e ,,s*, a matriz G as solucdes fundamentais w, l//n* e
W para a teoria de Mindlin ou W', jw'/jn, jw'/js, para a teoria de

Kirchhoff, para os pontos de dominio;

int .
e) F7 . Eo carregamento resultante do dominio.
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5.7 ESFORCOS EM PONTOS INTERNOS (DOMINIO DA PLACA)

Os momentos fletores e forcas cortantes em pontos do dominio da placa sdo

determinados a partir dos deslocamentos (de transacdo ou de rota¢do) nos pontos escolhidos.

A equacdo discretizada é obtida analogamente as equagdes para deslocamentos nos

pontos de contorno e nos pontos do dominio, Eq.(5.3.5) e Eq.(5.6.3) respectivamente, obtendo-se:

S T En Hr (U + 3 (UL Emo ()T 5710

N=1 Iy N=1 Iy

Q3/5 (68): _Z

E
N=1

_[T3,b’k S, 77)CD 77)dF Uy/k +ZIU3/)’k S, 77)CD 77)‘7T(77)T (5.7.1b)

5 N= lrE

Na forma matricial:

M=-HU+GT+F (5.7.2a)

Q = —H**U + G**T + F** (5.7.2b)

Onde:

a) U : S3o os deslocamentos generalizados (deslocamentos transversais W, as
rotacOes na dire¢do normal I, e as rotagdes na direcdo tangencial ao contorno
para a teoria de Mindlin ou w, jW/jn, jw/ js, para a teoria de Kirchhoff);

b) T: Sdo os esforgos generalizados (a forga cortante (3, na dire¢io normal, o

momento fletor M), na dire¢io normal ao contorno e o momento vovlente M, na

direcdo tangencial ao contorno);
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* koK * ok
c) H ,H ,G e G : Sdo as matrizes globais de influéncia, dependentes
*
apenas da geometria do problema (a matriz H  em coordenadas ns corresponde
* £ * *
as solucdes fundamentais Qn . M,e M,;’, a matriz G as solucdes
fundamentais W*, ¥, e Y para a teoria de Mindlin ou w*, jw'/jn, jw’/Js,

para a teoria de Kirchhoff, para os pontos de dominio escolhidos;

d) F'* e F'**: Sdo correspondentes ao carregamento resultante do dominio.
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5.8 RESOLUCAO DO PROBLEMA DE AUTOVALORES APLICADO A VIBRACAO
LIVRE EM PLACAS

A equacdo integral para deslocamentos em pontos do contorno na forma matricial, a

partir da Eq. (3.2) € a seguinte:

H- U= G.P+}(4MC "W, (5.8.1)

A matriz H em coordenadas 1S corresponde 2 integracdo das solucdes fundamentais
Qn*, M, eM, para pontos situados ao longo do contorno. A matriz G em coordenadas 1S
corresponde 2 integracdo das solucdes fundamentais W', /4 n e /4 s para pontos situados ao

N

longo do contorno. A matriz M, em coordenadas MBS corresponde a integracdo das solucdes
fundamentais W™ para ponto central situado no dominio de cada célula. Para a inclusio do efeito
da inércia rotatdria esta matriz corresponde também a integracdo das solucdes fundamentais l//l*
ey 2* nas colunas 2 e 3. O vetor W, contém os deslocamentos no centro do dominio de cada
célula correspondentes a W, ¥j e W 3. O vetor P contém os esforgos no contorno: a cortante na
direcdo normal Qn, o momento volvente M, e o momento fletor na direcao normal M, no
contorno; e o vetor U é um vetor contendo deslocamentos no contorno, deslocamentos
transversais W, as rotacOes na dire¢do normal 1, e as rotagdes na dire¢do tangencial ao contorno

Ws para a teoria de Mindlin ou W, jw/jn, jw/js, para ateoria de Kirchhoff.

4 Z . ~ e A .
JX € uma constante relacionada a freqiiéncia natural expressa por:

W=, (5.8.2)
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De maneira anédloga, a equacao integral para deslocamentos em pontos do dominio na
forma matricial, a partir da Eq. (3.3) para a teoria de Mindlin (1951), ou Eq.(3.5) para a teoria

cléssica, € a seguinte:

w,=—IH.U + IG.P + ;(4Ml.c.wc (5.8.3)

A matriz IH em coordenadas 1S corresponde 2 integracio das solucdes fundamentais

& & & . s Z . 1
Qn , M, e M, para pontos situados no dominio de cada célula a partir dos valores obtidos no
contorno. A matriz IG em coordenadas 1S corresponde 2 integracdo das solu¢des fundamentais
W™ para pontos situados no dominio de cada célula a partir dos valores obtidos no contorno. A

matriz M. em coordenadas BS corresponde 2 integracdo das solucdes fundamentais W* para

pontos situados no dominio de cada célula. Para a inclusdao do efeito da inércia rotatéria esta

. 7z N ~ ~ . Ed *
matriz corresponde também a integracdo das solugdes fundamentais §j e ¥, nas colunas 2 e 3.

O vetor W; contém os deslocamentos no centro do dominio de cada célula correspondentes a W,

WieVo:

Um sistema de equacdes pode ser montado, tal que representa um problema classico de

autovalor, a partir de Eq. (5.8.1) e Eq.(5.8.3):

See ' X—%*M,-w =0 (5.8.4)

Wi = _Sci'X + X4Mic'wc (585)

Correspondendo S & matriz proveniente da integracio das solucdes fundamentais dos
pontos situados no contorno, descrita pelas matrizes H e G, valores conhecidos e invaridveis

com relacdo a frequéncia, X ao vetor de deslocamentos ou esfor¢os incégnitos dos pontos do
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contorno e S a matriz proveniente da integracio das solucdes fundamentais dos pontos situados

no centro de cada célula do dominio, também valores conhecidos e invaridveis com relagdo a

frequéncia. Substituindo a equacao Eq.(5.8.4) na equacao Eq.(5.8.5):

Wi - Z4 (_Sci S(;:l 'MC + Mic )'Wc (5.8.6)

O fator dinamico é encontrado com o quociente de Rayleigh, calculado pela iteracao
inversa, convergente mesmo em problemas de autovalores mal condicionados, como se sabe da

literatura [Wilkinson (1988)]:

X = | (5.8.7)
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59 RESOLUCAO DO PROBLEMA DE AUTOVALORES APLICADO A
INSTABILIDADE DE PLACAS

A equacdo integral para deslocamentos em pontos do contorno na forma matricial, a

partir da Eq. (3.327) € a seguinte:

H-U=G.P+ NaﬂMc "W, (5.9.1)

A matriz H em coordenadas nS corresponde 2 integracdo das solucdes fundamentais
Qn*, M, eM, para pontos situados ao longo do contorno. A matriz G em coordenadas 1S
corresponde a integracdo das solucdes fundamentais w’, /4 n e /4 s para pontos situados ao

longo do contorno. A matriz M, em coordenadas S corresponde a integracdo das solucdes

fundamentais W* para ponto central situado no dominio de cada célula. O vetor W, contém as

curvaturas no centro do dominio de cada célula correspondentes a segunda derivada dos

deslocamentos transversais W na direcio X, O vetor P contém os esfor¢os no contorno: a
cortante na dire¢cao normal Q,,, o momento volvente M,,; e 0 momento fletor na dire¢io normal
M, no contorno; e o vetor U é um vetor contendo deslocamentos no contorno, deslocamentos
transversais W, as rotacOes na dire¢do normal 1, e as rotagdes na dire¢do tangencial ao contorno

s para a teoria de Mindlin ou w, jw/jn, jw/Js, para a teoria de Kirchhoff. O vetor N g

contém o carregamento normal ao plano da espessura da placa.

De maneira anédloga, a equacao integral para deslocamentos em pontos do dominio na

forma matricial, a partir da Eq. (3.328) € a seguinte:
w, = —IH.U + IG.P + NaﬂMic°wc (5.9.2)
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A matriz IH em coordenadas 1§ corresponde a integragio da segunda derivada das das
solucdes fundamentais Qn*, M, n* e M ns* para pontos situados no dominio de cada célula a partir
dos valores obtidos no contorno. A matriz /G em coordenadas 1S corresponde 2 integracio da
segunda derivada das solugdes fundamentais w l//n* e l//s* para pontos situados no dominio de
cada célula a partir dos valores obtidos no contorno. A matriz M;. em coordenadas nS
corresponde a integracdo da segunda derivada das solu¢Oes fundamentais w para pontos situados

no dominio de cada célula a partir dos valores obtidos no contorno. O vetor W; contém as

N

curvaturas no centro do dominio de cada célula correspondentes a segunda derivada dos

deslocamentos transversais W na direcdo X .

Um sistema de equacdes pode ser montado, tal que representa um problema cldssico de

autovalor, a partir de Eq. (5.9.1) e Eq.(5.9.2):

Scc ) X - NaﬂMc ) Wc - O (5.9.3)

w,==8,X+N_ M, .w, (5.9.4)

Correspondendo S & matriz proveniente da integracdo das solu¢des fundamentais dos
pontos situados no contorno, descrita pelas matrizes H e G, valores conhecidos e invaridveis
com relacdo 2 frequéncia, X ao vetor de deslocamentos ou esforcos incégnitos dos pontos do

contorno e S¢j 2 matriz proveniente da integracio das solugdes fundamentais dos pontos situados

no centro de cada célula do dominio, também valores conhecidos e invaridveis com relagdo a

frequéncia. Substituindo a equagdo Eq.(5.9.3) na equagdo Eq.(5.9.4):

W, =Ny (=SS M_+M, ).w, (5.9.5)
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O autovalor € calculado pela iteragao inversa como no problema de vibragao livre:

N,,=——-* (5.9.6)
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6 RESUITADO S

6.1 INTRODUCAO

Nesta secdo sdo apresentados exemplos numéricos para a andlise das placas finas e de
espessura moderada de acordo com a teoria de Kirchhoff (1850) e de Mindlin (1951). Diversos

exemplos foram testados variando-se as condi¢des de apoio e a espessura de placas quadradas.

Condicdes de contorno hard e soft foram prescritas de acordo com as consideragdes de
Bathe et al. (1990), ou seja, € permitido considerar nula a rotac¢do tangencial (condi¢do hard) ou é

permitido considerar o contrario, 0 momento volvente nulo (condigdo soft).

E usada a formulacio do MEC apresentada em Palermo Jr. (2000) que inclui o efeito da
deformacdo por cortante na sua forma completa e usa a aproximacao irrotacional para obter os

valores correspondentes a teoria cldssica.

Todos os parametros nodais foram posicionados nos extremos dos elementos. Fungdes
lineares foram usadas para a aproximacdo dos deslocamentos e dos esforcos nos elementos de
contorno. Os pontos de carregamento (carga vertical unitdria ou bindrio unitdrio na direcdo )
foram posicionados no contorno da placa. Sdo utilizados elementos descontinuos quando os
vetores tangenciais ao contorno sofrem variacdes bruscas de direcdo e elementos continuos no
caso contrario. O emprego de elementos descontinuos resulta em nds duplos nos cantos das
placas e em reposicionamento dos pontos fonte para dentro do elemento numa distancia igual a

um quarto do comprimento deste.

Expressoes analiticas foram usadas para integracdo feita nos elementos situados no

contorno das placas que continham o ponto de carregamento para tratamento das singularidades



das fung¢des aplicadas ao problema e integracdo de Gauss-Legendre foi feita para os elementos
que ndo continham este ponto fonte. O programa computacional desenvolvido para o Método dos

Elementos de Contorno — MEC — foi escrito na linguagem Fortran.

Os resultados obtidos de momentos fletores € momentos volventes com carregamento
estdtico, de freqiiéncias naturais e de cargas criticas de instabilidade de placas sdo comparados
com valores analiticos ou valores obtidos pelo MEC e por outros métodos numéricos aplicados a

teoria classica e a de Mindlin encontrados na literatura.

6.2 CARREGAMENTO ESTATICO

6.2.1 Variacao das condicoes de apoio das placas

Placas quadradas com 2,00 m de lado foram testadas com quinze condi¢des de apoio e
os valores dos deslocamentos e esfor¢os obtidos sdo mostrados nas tabelas a seguir. Foram
adotados os valores de Mddulo de Young E = 2,05 x 1 0" N/mz, coeficiente de Poisson variavel,
carregamento vertical uniforme g = -400,00 N/m?, 24 pontos de Gauss e espessura da placa fina
h = 0,06 m e placa moderamente espessa de h = 0,20 m. A discretizagdao do contorno adotada
foi de 4x10 elementos de contorno com 44 nds de contorno, sendo os nés duplos posicionados nos

quatro cantos das placas.

Estes dados foram usados por Sanches (1998), Simoes (2001) e por Andrade (2001),
trabalhos também baseados no MEC e que apresentam bons resultados quando comparados com
outras discretizacdes de contorno. Os trabalhos de Sanches (1998) e Simoes (2001) basearam-se
na teoria classica de placas e o trabalho de Andrade (2001), na teoria de Reissner (1947) e na
teoria de Mindlin (1951), com a formulacao da solu¢do fundamental de Weeén (1982); os pontos

de carregamento sdo aplicados externamente ao contorno das placas.
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Os resultados para placas com carregamento estéitico, Tabela 6.1 e Tabela 6.2, sao
comparados com valores obtidos em Bares (1969) pelo Método das Diferencas Finitas e em

Andrade (2001) pelo MEC para valida¢do do programa implementado.

Tabela 6.1 Momento Fletor e Momento Volvente nas Placas Finas.

Placas Finas AE - Carga Estatica

y Teoria Classica Rei::r(l)::'a(f; 47) Teoria de Mindlin (1951)
Apoio T;)
das | v x | Bares Andrade| o \onoia | Andrade 2001) Andrade (2001) Sakanaka (2006)
Placas (1969)  (2001) (2006) MEC MEC MEC
- MEC MEC 10 elem./ lado 10 elem./ lado 10 elem./ lado
[N.m/ D‘F‘Ie:t‘ji"s 8;[;(’:"/ 10 elem./ lado
m] Soft Hard Soft Hard Soft Hard
L 00| M, | 58,88 58,99 59,03514 60,53 58,91 60,70 58,94 | 60,55171 58,80223
AAAA M, | 58,88 58,99 59,03514 60,53 58,91 60,70 58,94 | 60,55171 58,80223
M, |-134,40 -135,42 |-135,02670 ; -136,80 -134,63 1 -136,92 -134,65]| -136,6790 -134,40891
0,0| M, | 50,88 51,03 50,97451 51,91 50,98 51,96 51,00 | 51,84786 50,89266
AAAE M, | 38,88 38,93 38,96342 39,50 39,02 39,54 39,03 | 39,50224  38,99607
M, |-111,84 ’ -112,25891 | -113,16  -112,18 i -113,14 -112,19] -113,0017 -112,04464
| P 10,0 My, | 45,60 45,58 45,47995 46,08 45,55 46,07 45,56 | 4598160 45,47187
AEAE M, | 25,28 25,34 25,39804 25,42 25,51 25,42 25,51 25,45046  25,53184
M, [-108,32 -109,71 [-109,22057 i -110,01 -108,96 i -110,06 -108,97]-109,88574 -108,79661
00| M, | 37,44 37,46 37,45329 37,84 37,51 37,86 37,51 37,82136  37,47974
AAEE M, | 37,44 37,46 37,45329 37,84 37,51 37,86 37,51 37,82136  37,47974
2 M .| -95,36 -96,67809 -96,94517 -96,43076
1 M| -87,36 -88,93807 -88,96797 -88,61495
00| M, | 36,32 36,28278 36,52423  36,30069
M, | 26,88 26,88805 26,93775 26,97169
M,,| -82,40 -83,41 | -82,94151 -82,90 -82,74 -82,91  -82,74 | -82,83790 -82,66399
00| M, | 28,16 28,19 28,19449 28,23 28,22 28,23 28,22 | 28,23670 28,23416
M, | 28,16 28,19 28,19449 28,23 28,22 28,23 28,22 | 28,23670 28,23416

* Inconsisténcia de valores nas paginas 139 e 140.
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Tabela 6.2 Momento Fletor e Momento Volvente nas Placas Finas com Borda Livre.

Placas Finas com bordas livres AEL - Carga Estatica

y Teoria Cldssica Reg:l?;a(fge ) Teoria de Mindlin (1951)
Apoio t)
das | v x | Bares  Andrade| ¢\ ia | Andrade (2001) Andrade (2001) Sakanaka (2006)
Placas (1969)  (2001) (2006) MEC MEC MEC
MEC MEC 10 elem./ lado 10 elem./ lado 10 elem./ lado
[N.m/ | Diferencas 8 elem/ 1) o/ tado
m] Finitas lado Soft Hard Soft Hard Soft Hard
M, -868,8141 -880,3922 -881,1388
. 02| M, 212,4447 2164312 -216,4031
LLLE M, -28,73173 -30,93626 -30,88907
03| M, | 196,00 211,09357 21523130 215,15935
LALA M, | 43,36 31,75651 26,81082  27,37639
03| M, | 127,84 128,61 | 132,94969 : 130,01 12841 | 129,49 127,85 | 136,10220 134,05778
LAAA M, | 6240 61,03 | 5784094 | 62,73 6229 i 6241 6196 | 56,38333 5590926
M, |-177,28 -190,76 [-193,62200 i -190,79 -189,56 : -190,18 -189,00 |-195,15668 -193,82591
""" 2 | M., | 67,84 6626 | 67,68900 i 66,86 66,49 | 66,61 66,22 | 6881728 6833660
1 02| M,, | 2864 2704 | 2479500 | 27,53 27,77 | 27,38 27,67 | 23,46256 23,80804
M, | 106,08 105,98 |109,42600 i 106,59 105,84 © 106,13 105,35 | 111,64762 110,72814
LAEA” M, | 41,92 4124 | 37,70100 | 42557 42,77 4199 4222 | 3551933 3567718
M o -166,88339 -167,91414 -166,61889
P 10,15| M, 78,08193 7891020  78,26706
ALEA M, 27,54278 26,70958  26,56702
M, |-134,40 -129,92 |-130,82554  -131,74 -131,21 | -130,28 -130,18 |-130,48687 -130,38937
L1033 M, | 6560 6508 | 6497786 | 65,56 6542 i 6493 6487 | 64,84998 64,80121
LELE M, | 1760 1698 | 1374501 © 18,10 17,87 17,18 17,17 | 11,65630 11,66640
M o | -220,56 199,90 [-208,96284 | -204,86 -204,17 | -203,85 -203,69 |-211,17187 -211,19818
h My, | -11,04  -11,87 | -17.32734 | -11,54  -11,77 © -1242  -12.44 | -16,29034 -16,28550
L2lbo2 M, | -11.04 1187 |-17.32734 1 -1154 <1177 L 1242 -12.44 | -16,29034  -16,28550
M., | 21,12 2066 | 1435189 i 21,54 2127 19,64 19,58 | 1432582  14,33394
LLEE™ M, | 21,12 20,66 | 1435180 | 21,54 2127 19,64 19,58 | 14,32582  14,33394
M., |-123,36 -121,99985 -121,97656 -121,51499
L 015 My, | 57,92 57,74807 5794358  57,71205
LEAE M, | 20,16 19,05259 18,42163  18,42091
2 M, |-10624 -105,18 [-106,02480 | -106,68 -106,44 :-10599 -105,88 [-105,65210 -105,52945
i |05[M,| 8944 91,94 | -91,08194 | 91,50 9127 | 91,25 91,05 | -90,61855 -90,40464
: M, | 46,08 4847 | 4851177 ¢ 4872 48,71 48,45 4844 | 4853471 48,51985
LEEE M, | 2000 2043 | 1929699 i 20,86 20,75 20,52 20,52 | 18,61480 18,60770

sendo L o comprimento do lado da placa.

"0s pontos 1 e 2 estdo a 0,4 L distantes da borda horizontal mais préxima e a 0,5 L das bordas verticais,

“0os pontos 1 e 2 estdo a 0,4 L distantes das bordas mais préximas, sendo L o comprimento do lado da placa.
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Entre os casos de placas finas AE sem borda livre observa-se pequenas diferencas entre
os valores obtidos neste trabalho com os valores encontrados na literatura, sendo estas menores
que 2%. Ja nos casos AEL as diferengas foram maiores, destacando a interferéncia da borda livre
nos resultados. Notadamente, nos casos com duas bordas livres LALA, LELE e LLEE, onde a
diferenca média estd em torno de 24%, sendo os piores resultados sdo para os momentos
calculados perpendicularmente as bordas livres. Nos casos com apenas uma borda livre, a

diferenca média desce para 6%. Estes valores estdo nas Tabela 6.3 e Tabela 6.4.

Tabela 6.3 Diferengas de Momento Fletor e Momento Volvente nas Placas Finas.

Diferencas - Placas Finas AE (%)

Teoria Classica Teoria de Teoria de
Reissner (1947) Mindlin (1951) .
y Teoria
Apoio cldssica e
das Jt) Teoria de
Placas Dif. Bares Dif. Diferenca com Diferenca com Mindlin
x (1969) Andrade Andrade (2001) Andrade (2001)
(2001)
Soft Hard Soft Hard Hard
L M, 0 0 0 0 0 0 0
AAAA | M, 0 0 0 0 0 0 0
f M ., 0 0 0 0 0 0 0
| M . 0 0 0 0 0 0 0
AAAE | M,, 0 0 0 0 0 0 0
| P M 0 ) 0 0 0 0 0
| Pl M, 0 0 0 0 0 0 0
AEAE [ M, 0 0 0 0 0 0 1
] [ Moeng 1 0 0 0 0 0 0
M| o 0 0 0 0 0 0
AAEE [M,, 0 0 0 0 0 0 0
2 M g, 1 0
1 M e 2 0
Im.] o 0
AEEE | M, 0 0
""" M o 1 1 0 0 0 0 0
............. M, 0 0 0 0 0 0 0
EEEE | M,, 0 0 0 0 0 0 0

" Inconsisténcia de valores nas péginas 139 e 140.
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Tabela 6.4 Diferencas de Momento Fletor e Volvente nas Placas Finas com Borda Livre.

Diferencas - Placas Finas AEL (%)

Teoria Cléssica Teoria de Reissner | Teoria de Mindlin
(1947) (1951) Teoria
Apoio J cldssica e
das Q . . . . Teoria de
Placas 4 Dif. Dif. Diferenca com Andrade ! Diferenga com Andrade Mindlin
Bares Andrade (2001) (2001)
(1969) (2001)
Soft Hard Soft Hard Hard
M g 1
M, 2
LLLE | M, 8
I My, 7 2
LALA | M,, 37 14
M, 4 3 4 4 5 5 1
LAAA | M, 8 6 11 11 11 11 3
M g 8 1 2 2 2 0
e M., 0 5 3 3 3 "
1 M,, 16 9 17 17 17 16 4
M . 3 3 5 4 5 5 1
LAEA" [ M, 11 9 20 20 18 18 5
| M 0
| M 0
ALEA | M, 4
; | M, 3 1 1 1 0 0 0
M., 1 0 1 1 0 0 0
LELE | M, 28 24 55 53 47 47 15
M., 6 4 3 3 3 4 1
1 M 36 31 29 28 24 24 6
2l m,, 36 31 29 28 24 24 6
M., 47 44 50 48 37 37 0
LLEE” | M, 47 44 50 48 37 37 0
M . 1 0
| P My, 0 0
LEAE | M, 6 3
2 M g1 0 1 1 1 0 0 0
1 — o > . A | .
M, 5 0 0 0 0 0 0
LEEE | M,, 4 6 12 10 9 9 4

" 0s pontos 1 e 2 estdo a 0,4 L distantes da borda horizontal mais préxima e a 0,5 L das bordas verticais,

sendo L o comprimento do lado da placa.

" Os pontos 1 e 2 estdio a 0,4 L distantes das bordas mais proximas, sendo L o comprimento do lado da placa.
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Tabela 6.5 Momento Fletor e Momento Volvente nas Placas Espessas.

Placas Espessas AE - Carga Estatica

. y Te""a(f; Ef‘ssner Teoria de Mindlin (1951)
Apoio ?
das \Y, —) Andrade (2001) Andrade (2001) Sakanaka (2006)
Placas X MEC MEC MEC
10 elem./ lado 10 elem./ lado 10 elem./ lado
[N.m/m] Soft Hard Soft Hard Soft Hard
10,0 M, 64,75 58,89 67,28 59,62 64,41343 58,82994
AAAA M, 64,75 58,89 67,28 59,62 64,41343 58,82994
T ' M., -139,56  -131,15 -139,34  -130,31 | -138,81499 -130,79411
: 100 M, 53,96 50,76 55,68 51,30 53,77503 50,71540
AAAE M, 41,95 40,10 43,33 40,50 41,91003  40,13603
M., -114,47 -110,31 -72,22 -90,82 | -114,12821 -110,12660
a P00 M 46,82 45,08 47,92 45,61 46,70786  45,05372
AEAE M, 27,00 27,08 26,97 27,08 27,09223 27,16492
M., -137,64  -133,98 -113,42  -134,28 | -109,45993 -109,45993
100 M, 39,16 37,93 32,01 38,21 37,55773 37,95603
AAEE M, 39,16 37,93 32,01 38,21 37,55773 37,95603
_______ L. M 441 -88,13879  -85,93324
2 M, -96,80929  -94,18700
10,0 M, 37,00436  36,24052
AEEE M, 27,89623 27,88337
M, -82,25 -80,66 -77,31 -80,52 -81,73935  -80,16534
00| M, 28,53 28,46 28,47 28,41 28,58778 28,50923
EEEE M,, 28,53 28,46 28,47 28,41 28,58778 28,50923

As Tabela 6.5 ¢ Tabela 6.6 apresentam os resultados das placas moderadamente
espessas. Observa-se menores diferencas entre este trabalho e os valores obtidos em Andrade
(2001) na comparagdo para a teoria de Reissner (1947). Entre os casos de placas AE sem borda
livre estas sdo menores que 4%, salvo o caso AAEE'. Nos casos de placas AEL com borda livre,
que 30%,
perpendicularmente as bordas livres, como nas placas finas. Estas diferencas sao apresentadas na

Tabela 6.7 .

sd0 menores sendo os piores resultados para os momentos calculados

" Em Andrade (2001) ha uma nota sobre ocorréncia de singularidade na espessura de 0,20 m na placa AAEE.
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Tabela 6.6 Momento Fletor e Momento Volvente nas Placas Espessas com Borda Livre.

Placas Espessas AEL - Carga Estatica

Teoria de Reissner Teoria de Mindlin (1951)
Apoio y 'T (1947)
das *) Andrade (2001) Andrade (2001) Sakanaka (2006)
Placas AV, MEC MEC MEC
10 elem./ lado 10 elem./ lado 10 elem./ lado
[N.m/m] Soft Hard Soft Hard Soft Hard
M, -861,61830 -858,93513
02| M, -208,43680 -208,44785
LLLE M, -25,50648  -25,78113
. 03| M, 208,98399  209,01125
LALA M, 30,04785  32,02363
03| My, 133,62 128,05 135,52 127,74 | 137,76293 131,92634
LAAA M, 62,49 61,02 66,09 63,61 58,65842  57,37516
M o 246,08  -239,37 235,08  -232,35 |-190,64393 -185,54823
e M., 70,47 68,97 70,57 68,85 71,87928  70,18819
2 02| M,, 26,53 27,44 28,01 28,80 | 23,77498  24,89491
M. 110,27 107,56 109,77 106,70 | 113,84620 110,83452
LAEA" M, 40,22 40,82 42,46 44,08 | 35,98600 36,58592
: M o -167,76317 -163,58375
Cloas| m., 80,00187  78,03889
ALEA M, 28,67276  28,15209
M o -130,33  -130,05 685,47  -233,10 | -131,58865 -131,29431
C 03| M. 65,61 65,47 65,59 65,80 | 64,70700  64,56109
LELE M, 17,40 17,18 30,43 23,61 13,51795  13,51923
M o 206,91  -206,70 -198,40  -226,98 |-210,97944 -210,95698
) M., 14,41 14,47 -10,64 6,08 -17,22870  -17,11167
2l 02| M, -14,41 14,47 -10,64 6,08 -17,22870  -17,11167
M. 17,56 17,37 22,42 28,08 13,36847  13,36822
LLEE™ M, 17,56 17,37 22,42 28,08 | 13,36847  13,36982
— M o -122,45126 -120,68678
L o15| My, 58,22921  57,49333
LEAE M, 19,96100  19,87031
2 M, | -10533 104,51 -158,90  -124,74 |-105,05844 -104,31474
05| Mo -89,70 -88,05 43,61 274,80 | -88,68670 -87,11799
— M., 49,00 48,91 49,14 49,01 48,68391  48,58326
LEEE M, 20,74 20,65 22,99 22,69 1926838  19,22601

* Os pontos 1 e 2 estdo a 0,4 L distantes da borda horizontal mais préxima e a 0,5 L das bordas verticais,
sendo L o comprimento do lado da placa.
" 0s pontos 1 e 2 estdo a 0,4 L distantes das bordas mais préximas,
sendo L o comprimento do lado da placa.
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Tabela 6.7 Diferengas de Momento Fletor e Momento Volvente nas Placas Espessas.

Diferencas - Placas Espessas (%)

Teoria de Reissner Teoria de Mindlin
Apoio (1947) (1951)
das v 2
Pl Diferenga com Andrade Diferenca com Andrade
acas t) (2001) (2001)
X
Soft Hard Soft Hard
I | 00 M., 1 0 4 1
AAAA M, 1 0 4 1
— M., 1 0 0 0
Ll o0 | M, 0 0 4 1
AAAE M, 0 0 3 1
— M, 0 0 37 18
L] o00 | M, 0 0 3 1
AEAE M, 0 0 0 0
Mo 26 2 2 3
L 0,0 M, 4 0 15 1
AAEE M, 4 0 15 1
M oy 1 | 5 0
| } 0,0 M . 0 0 0 0
EEEE M,, 0 0 0 0
. 0,3 M, 3 3 2 3
LAAA M, 13 11
M, 29 29 23 25
1 Mxx] 2 2 2 2
2 02 | m,, 12 10 18 16
M, 3 3 4 4
LAEA" M,y 12 12 18 20
— M o 1 1 421 78
L] 03 M., 1 1 1 2
LELE M,, 29 27 125 75
M., 2 2 6 8
" M., 16 15 38 136
2l o2 | My, 16 15 38 136
M. 31 30 68 110
LLEE"” M., 31 30 68 110
2 M o1 0 0 51 20
015 [ M 1 1 51 14
—_— M., 1 1 1 1
LEEE M,, 8 7 19 18

“0s pontos 1 e 2 estdo a 0,4 L distantes da borda horizontal mais préxima e
a 0,5 L das bordas verticais, sendo L o comprimento do lado da placa.
" 0s pontos 1 e 2 estdo a 0,4 L distantes das bordas mais proximas,

sendo L o comprimento do lado da placa.
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6.2.2 Perturbacao de furos nas placas

As placas quadradas com 8 m de lado tém um furo no centro de 20 cm de raio. Foram
adotados os valores de médulo de Young E = 2,05 x 10" N/m’, de coeficiente de Poisson v =

0,33 e a espessura da placa é varidvel. Foram colocados nés duplos apenas nos cantos do
contorno da placa. Momentos fletores unitdrios M ¢ sdo aplicados ao longo dos lados apoiados.

A discretizacdo adotada € de 64 elementos no furo e /28 elementos no contorno da placa apds
verificacdo da convergéncia dos resultados. Estas condi¢des tentam representar a placa infinita

calculada por Reissner (1947), referenciada por Timoshenko (1970).

O coeficiente de concentracio de tensio Kp é calculado segundo Timoshenko (1970):

(M )max
K, = A;—o 6.1)

Onde M ( é o momento fletor aplicado e ( M ;) mdx é 0 momento fletor maximo na

direcdo tangencial a borda da placa.

Fazendo o grifico da relacdo a/h dada pelo quociente raio do furo a e espessura da

placa h, com o coeficiente de concentracido de tensdo Kj e aplicando a teoria de Mindlin (1951),

a partir dos dados da Tabela 6.8 apresentada a seguir, tem-se:
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Tabela 6.8 Coeficiente de Concentracio de Tensio Kp.

Placa AAAA com furo - Carga Estatica

Raio do Furo | Espessura da K,'
(m) placa (m) a/h Reissner K,
N h (1947)
0,20 1,20 0,17 3,00 3,02555
0,20 1,00 0,20 2,65 2,87799
0,20 0,90 0,22 2,55 2,79274
0,20 0,80 0,25 2,50 2,69806
0,20 0,70 0,29 2,45 2,59225
0,20 0,60 0,33 2,40 2,47329
0,20 0,50 0,40 2,30 2,33887
0,20 0,40 0,50 2,20 2,18650
0,20 0,32 0,63 2,15 2,05035
0,20 0,25 0,80 2,05 1,92100
0,20 0,20 1,00 2,00 1,82437
0,20 0,15 1,33 1,97 1,72844
0,20 0,125 1,60 1,95 1,68375
0,20 0,10 2,00 1,93 1,64469
0,20 0,07 2,86 1,80 1,61244
! Valores tabelados sdo obtidos do gréfico dado em Reissner (1947).

K;

3,0 %

2,5

2,0 \‘\H&’\‘ —e— Mindlin
15 —m— Reissner
1,0

0,5

0 y 0 T T T T

a’h
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Gridfico 6.1 Coeficiente de Concentragio de Tenséo K,
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6.3 FREQUENCIAS NATURAIS

6.3.1 Teoria de Kirchhoff (1850) e teoria de Mindlin (1951) para placas finas

Placas quadradas com 2,00 m de lado sao testadas para quinze condi¢des de apoio e 0s
resultados sdo mostrados nas Tabela 6.9 e Tabela 6.10. Foram usados Mddulo de Young E =
2,05 x 10" N/m®, espessura de placa h = 0,06 m, densidade do material  p = 7860,00 kg/m’,
4x10 elementos de contorno, valores baseados nos trabalhos anteriormente citados no item 6.2.1,

e trés discretizacdes de dominio, 4x4, 8x8 e 16x16 células sao testadas.

Tabela 6.9 Fator dinAmico A para placas finas.

Fator Dinamico (A) - Placas Finas AE

Teoria Classica Teoria de Mindlin (1951)
Apoio ]i;;;s Simées Sé‘;;‘:)‘ka S;]:)‘:)’gka Sakanaka (2006) Sakanaka (2006)
das ( ) (2001) s e sem inércia rotatoria com inércia rotatoria
Diferencas sem inércia com inércia > 5 P
Placas L. MEC L. L. v=03 x°=x°/12 v=03 k= /12
Finitas V=03 rotatoria rotatoria
v= 0,30 ' v=10,3 v=0,3
Soft Hard Soft Hard
EEEE 3,660 3,671 3,6035 3,5959 3,5667 3,5671 3,5594 3,5597
EEEA 3,239 3,248 3,1884 3,1835 3,1540 3,1614 3,1493 3,1563
AEAE 2,938 2,946 2,9010 2,8976 2,8683 2,8790 2,8650 2,8751
AAEE 2,755 2,763 2,7103 2,7079 2,6785 2,6952 2,6761 2,6923
AAAE 2,401 2,408 2,3685 2,3672 2,3382 2,3597 2,3368 2,3578
AAAA 1,999 2,005 1,9759 1,9756 1,9465 1,9744 1,9461 1,9734
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Tabela 6.10 Fator dinAmico A para placas finas com borda livre.

Fator Dinamico (A) - Placas Finas AEL

Teoria Classica Teoria de Mindlin (1951)
Apoio Simges | akanaka - Sakanaka Sakanaka (2006) Sakanaka (2006)
das (2006) (2006) .. . L .
(2001) Lo, L. sem inércia rotatoria com inércia rotatoria
sem inércia com inércia 5 N
Placas BEM o . v=03 x’= 7°/I2 v=03 x’= 7°/12
03 rotatoria rotatoria
e v=103 v=03
Soft Hard Soft Hard
LEEE 2,417 2,2953 2,2925 2,2308 2,2317 2,2281 2,2291
LEAE 2,2529 2,2498 2,1940 2,1957 2,1910 2,1927
LELE 2,241 2,1431 2,1407 2,0954 2,0962 2,0932 2,0940
LEAA 1,6057 1,6033 1,5665 1,5726 1,5642 1,5706
LAEA 1,2020 1,2004 1,1709 1,1793 1,1694 1,1784
LAAA 1,179 1,1088 1,1072 1,0811 1,0904 1,0795 1,0893
LALA 0,9041 0,9036 0,8865 0,8869 0,8861 0,8865
LLEE 0,6668 0,6671 0,6526 0,6525 0,6529 0,6528
LLLE 0,351 0,3356 0,3357 0,3321 0,3320 0,3321 0,3320

A maior diferenca deste trabalho (na teoria classica) com Bares (1964) cai de 3% (caso
EEEE) para menos de 0,5% (caso EEEE) na maior discretizagdo de dominio, sendo a ultima

tabelada nas Tabela 6.9 ¢ Tabela 6.10.
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O fator dindmico A adimensional é utilizado como meio de comparacio entre os

trabalhos encontrados na literatura e corresponde a:

oL’ ,oh:L2 I

A =
7z \'D 7z*\'D

(6.3.1)

Os fatores dinamicos resultantes da teoria de Mindlin (1951) sao menores que 0s
obtidos pela teoria de Kirchhoff (1850). Além disso, constata-se que a diferenga entre estas
teorias aumenta com o aumento da restricdo no apoio. Tal comportamento existe devido a
influéncia da deformacdo pela forga cortante e da inércia rotatdria, relacionadas ao aumento da
flexibilidade da placa. No entanto, a redu¢cdo do valor dos fatores dinamicos é pequena para
placas finas. A maior diferenga encontrada tanto entre Bares (1969) quanto para Simoes (2001) e
este trabalho usando a teoria de Mindlin (1951) € para a placa EEEE, em 3%, e a menor para a
placa AAAA em 1% e 2%, respectivamente. No caso das placas com borda livre a diferenca
entre Simoes (2001) e este trabalho usando a teoria de Mindlin (1951) foi maior para a placa

EEEL, em 8 % e a menor, placa ELLL, em 6 %.
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6.3.2 Teoria de Mindlin (1951) para placas com espessura variavel

Uma placa quadrada de 0,50 m de lado simplesmente apoiada nos quatro lados na
condicdo hard foi testada pela teoria de Mindlin (1951) com vdrias espessuras e os valores das
freqiiéncias naturais obtidos sdo mostrados na Tabela 6.11. Foram adotados os valores de
Médulo de Young E = 2,069 x 10" N/m’ e densidade do material p = 7860,00 kg/m’. A
discretizacdo do contorno adotada foi de 4x/0 elementos de contorno e 44 nds de contorno,
baseada nos trabalhos anteriormente citados no item 6.2.1. Foram testadas trés discretizacdo de
dominio de 4x4, 8x8 e 16x16 células. A maior diferenca entre as discretizacdes de dominio citadas
com os resultados de Mindlin (1956) cai de 9% para 6%, respectivamente, quando a parcela da
inércia rotatdria ndo € considerada e de 3%, para 1% no caso contrario. Bons resultados também
foram obtidos para os valores de freqiiéncias naturais quando comparados com os valores
calculados através do MEC com a solucdo fundamental dindmica em Palermo Jr. (2005). A

diferenca cai de 17% para 14% quando o efeito da inércia rotatdria nao € incluido e cai de 10%

para 7% com tal efeito.

Tabela 6.11 Freqiiéncias angulares naturais para placa AAAA com espessura varidvel.

Frequéncias Naturais (rad/s)
Placa AAAA com espessura variavel

3D Teoria de Mindlin (1951)
Levinson Palermo Jr Sakanaka (2006) Sakanaka (2006)
h/L Mindlin : o . Lo ..
(1985) (1956) (2005) sem inércia rotatoria com inércia rotatoria
3D Theory| "% BEM v=10,3 K’= /12 1 v=03 K= /12
=030 | V7% v= 030
4 ’ ’ 16 células 64 células 256 células i 16 células 64 células 256 células
0,05 3016 3049 3015 3127 3067 3054 3122 3063 3048
0,1 5906 5918 5825 6123 6007 5978 6082 5966 5938

0,2 ] 10880 10820 10370 11354 11143 11089 11056 10856 10806
0,41 17315 17073 15740 18190 17865 17780 17256 16976 16907
0,6 | 20734 20306 18910 22065 21682 21580 : 20666 20224 20177
0,8 | 22653 22079 21480 23194 22798 22691 22518 22189 22093

1 23805 23125 23510 24183 23773 23662 23527 23300 23204
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Tal precisdo também foi confirmada inclusive quando comparado com a solucdo
tridimensional de Levinson (1985), para todas as espessuras. Observando-se que para valores de
h/L maiores que 0,4 a estrutura ja ndo corresponde exatamente a uma placa. Além disso, os
valores tabelados se extendem até h/L = 1, ou seja, a estrutura chega a dimensdes de um cubo. A
diferenca cai de menos de 6% para 4% quando o efeito da inércia rotatéria ndo € incluido e cai de
4% para 3% quando € considerado tal efeito. Nota-se que as freqiiéncias naturais resultantes sem
a influéncia da inércia rotatoria sdo mais distantes dos valores obtidos por Mindlin (1956) com a

influéncia desta, como esperado.

Nos exemplos seguintes, as placas quadradas de 2,00 m de lado com outras condigdes
de apoio foram testadas pela teoria de Mindlin (1951) com vdérias espessuras e os valores das
fatores dindmicos obtidos sdo mostrados na Tabela 6.12. Foram adotados os valores de Mddulo
de Young E = 2,05 x 10" N/m’ e densidade do material p = 7860,00 kg/m’. A discretiza¢do do
contorno adotada foi de 40 elementos de contorno e 44 nds de contorno, baseada nos trabalhos
anteriormente citados no item 6.2.1. Quanto a discretizacdo de dominio, esta foi de /6x16 células,

conforme resultados obtidos na Tabela 6.11.

Bons resultados foram obtidos para os valores de freqiiéncias naturais quando
comparados com os valores encontrados na literatura, calculados por Mizusawa (1993) através do
Spline strip method e Shufrin and Eisenberger (2005) pelo Kantorovich method. As diferengas
encontradas ficaram entre 0% a 2%. Entre os casos de borda livre, as diferencas estavam entre

2% a 6%.

Tal precisdo também foi confirmada inclusive quando comparado com a solugdo
tridimensional de Liew et al. (1993), para todas as espessuras. Observando-se que para valores de
h/L maiores que 0,4 a estrutura ja ndo corresponde exatamente a uma placa mas confirmam a
precisdo. As diferencas encontradas ficaram entre 0% a 4%. Entre os casos de borda livre, as

diferencgas estavam entre 4% a 6%.

126



Tabela 6.12 Fator dinAmico L para placas com espessura variavel.

Fator Dinamico A - Placas AEL com espessura variavel

Teoria de Mindlin (1951) 3D Theory
Mizusawa - Shufrin and Sakanaka
Apoio das (1993) Eisenberger (2006) Liew et al.
Placas Spline Strip (2005), com inércia rotatoria (1993)
Method Kantorovich v 0.3 RS Ritz
v= 0,30 Method v= 10,30
Kl=7/12 v=0,3 &’ = 5/6 Soft Hard
0,010 3,6475 3,6475 3,6492
0,100 3,2978 3,2524 3,2598 3,3215
""""" 0,200 2,6889 2,6120 2,6294 2,7261
EEEE 0,400 1,7897 1,7386 1,7511 1,8330
: 0,010 2,9306 2,9342 2,9378 2,9351
0,100 2,6997 2,6605 2,6894 2,7188
: 0,200 2,2604 2,1904 2,2337 2,2366
AEAE 0,400 1,5041 1,5524
0,010 2,3944 2,3931 2,4017
0,100 2,2672 2,2132 2,2675
0,200 1,9931 1,8996 1,9761
AAAE 0,400 1,3741 1,4567
0,010 1,9993 1,9944 2,0059 1,9993
0,100 1,9310 1,9317 1,8664 1,9375 1,9342
0,200 1,7659 1,7679 1,6610 1,7629 1,7758
AAAA 1,2774 1,3791
0,010 2,2482
0,100 2,2210 2,0318 2,1050
0,200 2,1751 1,7299 1,7996
LELE 0,400 1,9916 1,2026 1,2582
_________________ 0,010 1,2844
0,100 1,2407 1,1586 1,1890
; 0,200 1,1501 1,0613 1,1111
LAEA 0,400 0,8729 0,9234
0,010 1,1831
0,100 1,1520 1,0725 1,1034
' ' 0,200 1,0831 0,9885 1,0414
LAAA 0,400 0,8150 0,8840
0,010 0,9755 0,9755
0,100 0,9564 0,9564 0,9054 0,9068 0,9571
0,200 0,9096 0,9096 0,8632 0,8647 0,9120
LALA 0,400 0,7461 0,7466 0,7883
0,010 0,3556
0,100 0,3516 0,3403 0,3406
' ' 0,200 0,3418 0,3353 0,3365
LLLE 0,400 0,3126 0,3155 0,3188

' O fator dindmico apresentado € dividido por © 2
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Observa-se com os graficos Grdfico 6.2 e Grdfico 6.3 que as freqiiéncias naturais
resultantes decrescem com o aumento da relagcdo A/L, ou seja, € mais significativa a influéncia da
deformacdo pela forca cortante e da inércia rotatoria com o aumento da espessura. Além disso,
comparando-se as vdrias combinagdes de apoio, constata-se que as freqii€ncias naturais

descrescem mais com o aumento da restri¢do no apoio.

As diferencas encontradas variando-se a relacdao h/L de 0,01 a 0,4 e normalizando-se os
valores obtidos com o fator dindmico da placa fina correspodente a cada caso, nos casos de placas
com bordas livres, ficaram de aproximadamente 30% (caso AAAA, condi¢do hard) a quase 50%
(caso EEEE, condic¢do soff). Entre os casos de borda livre, variando-se a relacao h/L de 0,1 a 0,4,
as diferencas estavam entre 6% (caso ELLL, condi¢do hard) a 40% (caso LELE, condicao hard).
O grifico Grdfico 6.4, até h/L = 0,2, e o Grdfico 6.5 mostram estas variagdes mais

claramente.
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Fator dinamico adimensional

3.9
3,7
35
33
3,1
2,9
2,7
2,5
2,3
2,1
1,9
1,7
1’5 T T T T T 1

0,000 0,050 0,100 0,150 0,200 0,250

—&— EEEE hard

—— AEAE hard
AAAE hard
AAAA hard

Grdfico 6.2 Fator dinimico adimensional A para placas quadradas AE.

Fator dinamico adimensional

o»—u—'—\>—u—'—\:—u—>—u—t[\.)[\)[\)
OO~ N WhArUNAIOO—DN

, —— LELE hard
’ —m— LAFA hard
: i LAAA hard
] .\'\ LALA hard
,9 1 —%—FELLL hard
0,3 -
0,7
0,6
0,5
0,4 - o
0’3 _ X r.3 X
0,2 T T T T 1
0,000 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500

h/L

Gridfico 6.3 Fator dinimico adimensional A para placas quadradas AEL (com borda livre).
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Fator dinimico adimensional (%)

30 -
28 -
26 -
24 - —&— EEEE hard
22 - —m— AEAE hard

fg : —m— AAAE hard

16 —m— AAAA hard
14 - EEEE soft
12 -
10 - ‘ AEAE soft
8 - —e— AAAE soft

6 - AAAA soft
4 - ,

2
0 == T

0,000 0,050 0,100 0,150 0,200 0,250

Grdfico 6.4 Fator dinamico normalizado com placa h/L = 0,01.

Fator dinamico adimensional (% )

22 - —e— LELE hard
13 - —e— LAEA hard
16 - —e— LAAA hard
12 J —eo—LALA hard
10 4 ELLL hard

,000 0,050 0,100 0,150 0,200 0,250 0,300 0,350 0,400 0,450
h/L

Grdfico 6.5 Fator dinaimico normalizado com placa de #/L = 0,1.
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6.4 CARGAS CRITICAS DE INSTABILLIDADE

6.4.1 Estudo de Convergéncia

Na investigacdo da discretizacdo a ser adotada para o calculo das cargas criticas de
instabilidade, duas placas quadradas de 2,00 m de lado, uma totalmente apoiada e uma totalmente
engastada, foram testadas pela teoria de Kirchhoff (1850) e comparadas com os valores
calculados por Timoshenko (1961), como mostrados no Grdfico 6.6. Neste, tem-se o quociente
k/ko, onde ko = 4,0 para placa totalmente apoiada e ko = /0,7 para a placa totalmente engastada
e k corresponde aos valores adimensionais do fator de carga critica de instabilidade calculados
neste trabalho para cada discretizacdo de dominio, 4x4, 5x5, 6x6, 7x7, 8x8, 9x9, 10x10, 12x12,
15x15, 20x20 e 25x25 células. A discretizacdo de contorno € fixada em 40 elementos de contorno
e 44 nés de contorno, baseada nos trabalhos ja citados no item 6.2.1. Foram adotados os valores
de coeficiente de Poisson v= 0,30, moédulo de Young E = 2,05 x 10" N/ e carga de

compressao apenas na direcdo x; no lados apoiados simetricamente opostos.

Placa AAAA - Placa EEEE

1,075
k/ko 1,07 |
1,065

1,06

1,055

1,05

1,045

1,04

1,035

1,03

1,025

1,02

1,015

1,01

1,005

—m— Placa AAAA
—— Placa EEEE

0,995 ‘ T
0 10 20 30

numero de células por lado

Gridfico 6.6 Convergéncia das placas AAAA e EEEE com 4x10 elementos de contorno.
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Para as placas com bordas livres, foram testadas pela teoria de Kirchhoff (1850) e
comparadas com os valores calculados por Timoshenko (1961), os casos com trés apoios e uma
borda livre, AAAL, e dois apoios, um engaste € uma borda livre, LAEA. Os valores obtidos sdo
mostrados no Grdfico 6.7.. Neste, tem-se o quociente k/ko, onde ko = 1,44 para placa AAAL,
ko = 1,6150 para a placa LAEA e k correspondente aos valores obtidos neste trabalho para cada
discretizacdo de dominio, 4x4, 5x5, 6x6, 7x7, 8x8, 9x9, 10x10, 12x12, 15x15, 20x20 e 25x25
células. Inicialmente a discretizacdo de contorno € fixada em 40 elementos de contorno e 44 nds
de contorno. Foram adotados os valores de coeficiente de Poisson v = 0,30, médulo de Young
E = 2,05 x 10" N/m’ e carga de compressdo aplicada apenas em x; no lados apoiados

simetricamente opostos.

Investigando se a ocorréncia do valor de pico em 10x10 células de dominio com 4x10
elementos de contorno é devida a discretizagdo de dominio adotada, recalculam-se os valores

graficados para 4x20 elementos de contorno e obtém-se o Grdfico 6.8.

k / ko Placa AAAL - Placa LAEA

0,92
0,91
0,90 A
0,89
0,88 A
0,87 A
0,86 T T T T T T T T T T T T T

0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28

Numero de células porlado

—a— Placa AAAL
—x—Placa LAEA

Grdfico 6.7 Convergéncia das placas AAAL e LAEA com 4x/0 elementos de contorno.
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Placa AAAL
k/ko

1,00
0,99
0,98
0,97
0,96
0,95
0,94 \ \ \ T T T

0 5 10 15 20 25 30 35

nimero de células por lado

Grdfico 6.8 Convergéncia da placa AAAL com 4x20 elementos de contorno.

Observa-se nos Grdfico 6.7 e Grdfico 6.8 que o valor de pico se mantém nos casos:
10x10 células de dominio com 4x/0 elementos de contorno e 20x20 células de dominio com 4x20
elementos de contorno e estes pontos representam as menores diferengas entre os resultados

deste trabalho usando a teoria de Kirchhoff (1850) e os valores tabelados por Timoshenko (1961).

Fixando, por outro lado, a discretizacio de dominio em 20x20 células, pois esta
apresenta uma diferenga menor que 0,5% nas placas AAAA e EEEE no Grdfico 6.6, e variando
a discretizacdo de contorno em 4xI10, 4x20, 4x25 e 4x40 elementos, t€ém-se os graficos

Grdfico 6.9 ¢ Grdfico 6.10 a seguir:

Placa AAAL
k/ko

0,98
096 |~ o
094 +-—----foo
0,92 -

oot S
08 - €
0,86

0 .20 40 60 80 100
nimero de elementos de contorno por lado

Grdfico 6.9 Convergéncia em placa AAAL com 20x20 células de dominio.
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Placa LAEA
k/ko

0,98
0,96 =
0,94 1
0,92 1

0,9 -
0,88

0,86 ‘ ‘ ‘

0 10 20 30 40 50
numero de elementos de contorno por lado

Grdfico 6.10 Convergéncia em placa LAEA com 20x20 células de dominio.

Portanto, nota-se que os resultados apresentados no Grdfico 6.6 tém boa convergéncia
para os casos das placas AAAA e EEEE com /0x/0 células de dominio e 40 elementos de
contorno, sendo a diferenca menor que 1% em comparacdo com Timoshenko (1961). Esta
discretizacdo serd adotada nos resultados calculados para as cargas criticas apresentados nos

proximos itens para os casos que envolvem apoio e engaste.

Para os casos AAAL e LAEA, houve uma necessidade de aumentar a discretizacdo de
contorno, passando para 80 elementos de contorno e 20x20 células de dominio para obter uma
diferenca menor que 6%, segundo os Grdfico 6.9 e Grdfico 6.10. Esta discretizagdo serd
adotada nos resultados calculados para as cargas criticas apresentados nos proximos itens para os

casos que envolvem borda livre.

134



6.4.2 Teoria de Kirchhoff (1850) e teoria de Mindlin (1951) para placas finas

Placas quadradas de 2 m de lado com diversas condi¢des de apoio foram testadas pela
teoria de Kirchhoff (1850) e de Mindlin (1951) e os valores de fatores de carga critica obtidos sd@o
mostrados nas Tabela 6.13 e Tabela 6.14. Foi adotado como Mddulo de Young o valor

E=205x10" N/m’ e carga de compressdo apenas em X;.

Bons resultados foram obtidos para os valores de cargas criticas de instabilidade quando
calculados pela teoria de Kirchhoff (1850) e comparados com a solucdo analitica de Timoshenko
(1961), com o método das diferencas finitas calculado por Bares (1964) e com o MEC com teoria
de dois parametros calculado por Simdes (2001). As diferencas foram menores que 5%, 4% e 1%
respectivamente. Para os casos com borda livre, estas foram menores que 2%, 2% e 9%
respectivamente. Quanto a teoria de Mindlin (1951), bons resultados foram obtidos para os
valores de cargas criticas de instabilidade quando comparados com o Spline Strip Method
calculado por Mizusawa (1992), com o método de Rayleigh-Ritz calculado por Kitipornchai et al.
(1993) e com o MEC calculado por Purbolaksono and Aliabadi (2005), com diferengcas menores

que 4%, 5% e 3% respectivamente. Para os casos com borda livre, estas foram menores que 6%.

O fator de carga critica de instabilidade adimensional € utilizado como meio de

comparagdo entre os trabalhos encontrados na literatura e corresponde a:

2
_N,L

D (6.4.1)
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Tabela 6.13 Fator de carga critica de instabilidade adimensional K para placas finas.

Fator de Carga Critica de Instabilidade K - placas Finas AE

Teoria Classica

Teoria de Mindlin

Mizusawa  Kitipornchai et
Apoio . Bares' Simaes® (»1992) . al. (1993) Purbolaksono | Sakanaka (2006)’
das Timoshenko (1964) (2001) Sakanaka Spline SIrip - Rayleigh-Rirz and Aliabadi &=/
Finitas (" 0 w=ooon | 7S (h/L=0,001) MEC
(h/L=0,001)  Soft Hard Soft Hard
10,0700 10,3400 10,5752 10,0738 10,3870 10,5750 10,5750
EEEE
8,1000 8,1460 8,2564 8,2552 8,2575
AEEE
7,9000 8,1910 8,2387 8,2366 8,2389
EEEA
7,6900 7,6900 7,9670 7,6910 7,7570 7,9285 17,9673
EAEA (v=0,25) (v=0,25) (v=0,25) (v=0,25)
6,7400 6,7400 6,8900 6,7430 6,9720 6,8893 6,8923
AEAE
6,3500 6,3008 6,2983 6,3111
AAEE
5,8300  5,7720 5,8189 5,7400 5,8162 15,8310
EAAA
4,8500  4,8830 4,9105 4,8470 4,9080 14,9235
AAAE
4,0000 4,0000 4,0200 4,0321 4,0000 3,9998 4,0000 4,0410 4,0294  4,0480
AAAA

"Em Bares (1969) o coeficiente k ¢ calculado para placas quadradas

% 0 coeficiente k ¢ calculado em fungfo das cargas criticas tabeladas, onde k =N, , LYn*D

30 coeficiente de Poisson v vale 0,30 salvo indicag@o contrdria na tabela
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Tabela 6.14 Fator de carga critica de instabilidade K para placas finas com borda livre.

Fator de Carga Critica de Instabilidade K - placas Finas AEL

Teoria Classica

Teoria de Mindlin

Mizusawa  Kitipornchai et
Apoio Simdes” (1992) al. (1993) Sakanaka (2006)°
Timoshenko  Bares' 2001 Sakanaka | g,/ine Strip Rayleigh-Ritz Purbol:.aksonf) 2_ 2
das ( ) 3 and Aliabadi K= 7 /12
- (1961) (1969)  MEC (2006) Method == 0,30 k?=5/6 " 5095) (W/L=0,03)
ACAS | Anglitica  Dif Finitas  ( y=0,30) (20 cel) v=10,30 (h/L=0,001) MEC
(h/L=0,03) (WL=0,03) =202
(W/L=0,001)  Soft Hard Soft Hard
3,8714 3,9193 3,7294  3,7299
LELE
1,7000 1,7000 1,8210 1,6704 1,6530 1,7240 1,6010 11,6225
LAEA (v=025) (v=025) (v=025) (v=025)
1,4400 1,4400 1,5170 1,4101 1,4020 1,4170 1,3533  1,3751
LAAA (v=025) (v=0,25) (v=025) (v=025)
0,9277 0,9523 0,9523 0,9523 0,8985 0,8994
LALA

As cargas criticas de instabilidade resultantes da teoria de Mindlin (1951) sdo menores
que as obtidas pela teoria de Kirchhoff (1850). Além disso, constata-se que a diferenca entre estas
teorias aumenta com o aumento da restricdo no apoio. Tal comportamento existe devido a

influéncia da deformacdo pela forca cortante, pois a teoria classica ndo considera o aumento de

" Em Bares (1969) o coeficiente k ¢ calculado para placas quadradas

% O coeficiente k ¢ calculado em fungdo das cargas criticas tabeladas, onde k =N, , L/7°D

30 coeficiente de Poisson V vale 0,30 salvo indicacdo contrdria na tabela

flexibilidade da placa devido as tensdes cisalhantes.

No entanto, a reducdo do valor das cargas criticas de instabilidade é pequena para placas

finas. A maior diferenca foi encontrada entre Bares (1964) e Mindlin (1951) na condicao hard

para as placas EEEE e a placa LAEA, no caso das placas com borda livre, ambas em 5%.

137



6.4.3 Teoria de Mindlin (1951) para placas com espessura variavel

Placas quadradas de 2,00 m de lado com diversas condicdes de apoio foram testadas
pela teoria de Mindlin (1951) com vdérias espessuras e os valores das cargas criticas de
instabilidade obtidos sdo mostrados nas Tabela 6.15 e Tabela 6.16. Foi adotado como Mddulo de

Young o valor E = 2,05 x 10" N/m’.

Foram adotados para os casos das placas apoiadas e engastadas, /0x/0 células de
dominio e 40 elementos de contorno. Para os casos com borda livre, houve uma necessidade de
aumentar a discretizacdo de contorno, passando para 80 elementos de contorno e 20x20 células de

dominio, visto no item 6.4.1.

Bons resultados foram obtidos para os valores de cargas criticas de instabilidade quando
calculados pela teoria de Mindlin (1951). Neste sentido, as diferencas encontradas nas
Tabela 6.15 e Tabela 6.16 com relagdo aos trabalhos encontrados na literatura estavam em

média 4%.

A diferenca foi maior no caso EEEE no trabalho de Dawe & Roufaeil (1982), nos
valores com a relac@o h/L igual a 0,2 no trabalho de Mizusawa (1992) e no valor com h/L igual a
0,4 do trabalho de Shufrin & Eisenberger (2005). Observando-se mais uma vez que para valores
de h/L maiores que 0,4 a estrutura ja ndo corresponde exatamente a uma placa, bem como a

influéncia da deformacdo pela for¢a cortante com o aumento da espessura e restricao de apoio.

Observa-se dos grificos Grdfico 6.11 a Grdfico 6.13 que as cargas criticas de
instabilidade resultantes decrescem com o aumento da relacao h/L, ou seja, € mais significativa a
influéncia da deformacdo pela forca cortante com o aumento da espessura. Além disso,
comparando-se as varias combinacgdes de apoio, constata-se que as cargas criticas de instabilidade

descrescem mais com o aumento da restri¢do no apoio.

As maiores diferengas encontradas foram para a placa espessa (relagao h/L 0,2), do caso

EEEE, com até 50% de descréscimo do valor da placa fina (relacdo h/L 0,001) e caso LELE de
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aproximadamente 30%, entre os casos com borda livre. E as menores foram para o caso AAAA,
em torno de 20% e o caso LALA, entre os com borda livre, em torno de 10%. Os graficos

Grdfico 6.14 e Grdfico 6.15 mostram estas varia¢cdes mais claramente.

Tabela 6.15 Fator de carga critica de instabilidade K para placas com espessura varidvel.

Fator de Carga Critica de Instabilidade k

Placas AE com espessura variavel

Dawe and ) Kitipornchai et al. Shufrin and
Roufaeil Mizusawa (1993) Eisenberger Sakanaka (2006)
Apoio . (l 1 9SZ)R o §i1n9e9§t)ri Rayl il gh-Ritz Smith (2005) 2 V= 0; 3
das h/L aytets o uz P P v="030 (1995)  Kantorovich k"= 7 /12
(and Finite Method k2= 5/6
Placas Strips) V= 0,30 FEM M athod
v= 03 K’=7/12  Soft Hard ,:2_: 5 » Soft Hard
kK =0833
0,001 10,0738 10,5750 10,5750
"""""""" 0,050 9,5588 10,1063 10,1133
0,100 8,0470 8,2917 8,3231 8,8195 8,8608
0,200 5,3156 5,3293 5,3896 5,4672
EEEE | 0,400 2,0547 2,1143  2,1104
0,001 7,6910 7,9285 17,9673
""""""" 0,050 7,2280 7,4409 17,5346
0,100 6,1980 6,1780 6,3880 16,5342
0,200 4,0560 4,3235  4,4696
EAEA [0400 (x’=0822) 2,0783 2,0887
0,001 6,7430 6,8893 6,8923
0,050 6,4620 6,5760 6,6597
0,100 5,8040 5,7650 5,9158 6,0566
0,200 4,1090 4,3065 4,4540
AEAE | 0,400 1,9645 2,0128
0,001 5,7400 5,8162 5,8310
0,050 5,5740 5,4941 5,6878
............... 0,100 5,1400 49901 5,3116
0,200 3,8760 3,8215 4,1930
EAAA |0,400 1,9911 2,0813
0,001 4,8470 49080 4,9235
0,050 47170 4,6600 4,8161
0,100 4,3720 42657 14,5248
0,200 3,4180 3,3358 3,6467
AAAE 0,400 1,8217 2,1072
0,001 4,0000 4,0000 3,9998 4,0000 4,0200 4,0294  4,0480
0,050 3,9290 3,9280 3,7835 13,9444 3,8142 39879
0,100 3,7310 3,7290 3,4950 3,7865 3,4500 3,7865 3,5286 3,8227
0,200 3,1250 3,1190 2,8766 3,2637 3,2637 2,8943  3,2850
AAAA 10,400 1,9196 1,8183 2,0867
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Tabela 6.16 Fator de carga critica de instabilidade k para placas com espessura varidvel e borda livre.

Fator de Carga Critica de Instabilidade k

Placas AEL com borda livre e espessura variavel

Dawe and . Kitipornchai et al. Shufrin and
. Roufaeil M(IIZ;;:;V a (1993) Eisenberger i Sakanaka (2006)
Apoio (1982) Spline Strip  Ravleigh-Ritz (2005) v=03
das h/L Rayleigff—l.?itz Method v= 030 Kantorovich = 22712
Placas (and Finite —— _, 4, kK’ =5/6 Method
Strips) 2 5 v=0,3
v=03 k" =rx"/12  Soft Hard =56 Soft Hard
0,001 3,9193
0,050 3,8007 3,6871 3,6890
0,100 3,5077 3,4194 3,4244
0,150 3,1152 3,0411  3,0506
LELE |0,200 2,6961 2,6331 2,6449
______________ 0,001 1.6530
0,050 1,6150 1,5286 11,5628
0,100 1,5390 1,4446 1,5074
0,150 1,3424  1,4276
LAEA 0,200 1,3230 1,2349 11,3321
0,001 1,4020
0,050 1,3780 1,3001 1,33364
0,100 1,382 1,3270 1,2378  1,3003
0,150 1,1622 1,2474
LAAA 0,200 1,1730 1,0809 11,1785
0,001 0,9523 0,9523  0,9523
0,050 0,9412 0,9421 0,9433 0,9433 0,8992 0,90071
0,100 0,9146 0,9199 0,9222 0,9222 0,8808 0,88363
0,150 0,8877 0,8908 0,8908 0,8501 0,85368
LALA 0,200 0,8274 0,8477 0,8512 0,8512 0,8117 0,81517
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Fator de carga critica de instablilidade adimensional

2.0 - LALA soft
15 .\.\l—\_. —l—LALA hard
o] r — i :u LAAA soft
= = —l—LAAA hard

e LAEA soft
0,0 w \ ‘ ‘ ‘ —l— LAEA hard

0,000 0,050 0,100 0,150 0,200 0,250 LELE soft
h/L ——LELE hard

Grdfico 6.11 Fator de carga critica de instabilidade adimensional k para placas com borda livre.

Fator de carga critica de instabilidade adimensional

20 F - —e— EEEE hard

—m— AEAE hard
AAAA hard
LELE hard

—%—LALA hard

0,000 0,050 0,100 0,150 0,200 0,250
h/L

Grdfico 6.12 Fator de carga critica de instabilidade adimensional k para placas.
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Fator de carga critica de instabilidade adimensional
condicao hard

—e— AAAA
12
1 —m— AAAE
19 EAAA
8 AEAE
k ¢ —%—EAEA
3 —e—EEEE
2
1
0 — e

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45
h/L

Grdfico 6.13 Fator de carga critica de instabilidade adimensional k para placas para 0,001 < /L < 0,4.

Fator de carga critica de instabilidade normalizado (%)

—&— EEEE hard

50 4 —#— EAEA hard

40 oo AEAE hard

k/k, 30 EAAA hard
—%— AAAE hard
—&— AAAA hard

0,000 0,100 0,200 0,300
h/L

Grdfico 6.14 Fator de carga critica de instabilidade normalizado k / k , para placas.

Fator de carga critica de instabilidade normalizado (%)

30 —e— LELE hard
25
—m— LAEA hard
k/k, 20
15 LAAA hard
10 LALA hard
5
04 ¢ : : ‘
0,000 0,100 0,200 0,300

h/L

Grdfico 6.15 Fator de carga critica de instabilidade normalizado k / k , para placas com borda livre.
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7 CONCIUSAO

O grande ndmero de exemplos resultantes deste presente trabalho demonstra a
aplicabilidade e a versatilidade do Método dos Elementos de Contorno para as placas. Além
disso, a teoria de Mindlin (1951) que considera o efeito da deformacgdo pela forga cortante e o
efeito da inércia rotatoria foi aplicada com sucesso para a andlise destas. Esta teoria pode

representar a distribuicdo dos esfor¢os de uma maneira mais eficiente, como no caso do exemplo
de uma placa com furo. Neste, verificou-se que o coeficiente de concentragio tensio K pode

quase duplicar de valor na regido proxima aos furos com reduzidos raios de até trés vezes a

espessura da placa.

Com relacdo ao método numérico escolhido, a utilizacdo da solu¢do fundamental
estética alternativa de Palermo Jr. (2000) simplifica a implemetacdo numérica do problema pois
possibilita uma conexdo direta entre a teoria de Mindlin (1951) com a teoria cldssica. Esta
formulacdo inclui os efeitos da deformacgdo pela forca cortante e da inércia rotatéria como
parcelas dependentes de integragdo de dominio na equacdo integral de contorno. Observou-se

assim que a discretiza¢do do dominio da placa influi na precisio procurada.

Neste trabalho sdo aplicadas também, além das solucdes fundamentais dos
deslocamentos e esforcos no contorno, as solu¢des fundamentais no dominio da placa e a
derivada segunda com relacdo a x; destas, para o calculo das freqiiéncias naturais e cargas criticas
de instabilidade respectivamente. Os elementos isoparamétricos lineares e a técnica de colocacdo
dos pontos de carregamento no contorno da placa, através de integrais analiticas, apresentaram

resultados satisfatorios.

As freqiiéncias naturais e cargas criticas de instabilidade de placas quadradas
moderadamente espessas com diversas condi¢des de apoio foram calculadas com o método dos
elementos de contorno e apresentaram bons resultados quando comparados com outros trabalhos
encontrados na literatura, entre eles as solugdes analiticas bi e tridimensionais e distintos métodos

numéricos.



No célculo do fator dindmico de placas finas, a maior diferencga deste trabalho na teoria
classica com Bares (1969) € de 3% para o caso EEEE. Para placas com espessuras maiores, a
maior diferenca deste trabalho na teoria de Mindlin (1951), levando em conta o efeito da inércia
rotatoria, com os resultados de Mindlin (1956), de Palermo Jr. (2005) e de Levinson (1985) é de
1%, 7% e 3%, respectivamente, no caso AAAA testado. Nos outros casos, em comparagdo com
Mizusawa (1993) e Shufrin and Eisenberger (2005), as maiores diferencas encontradas ficaram
em 2% (sem borda livre) e 6% (com borda livre). Tal precisdo também foi confirmada inclusive
quando comparado com a solucdo tridimensional de Liew et al. (1993), em 4% (sem borda livre)

e 6% (com borda livre).

Bons resultados também foram obtidos para os valores do fator de carga critica de
instabilidade quando calculados pela teoria de Kirchhoff (1850) e comparados com a solucdo
analitica de Timoshenko (1961), com o método das diferencas finitas calculado por Bares (1969)
e com o MEC usando a teoria de dois parametros calculado por Simoes (2001). As diferencas
foram menores que 5%, 4% e 1% respectivamente. Para os casos com borda livre, estas foram

menores que 2%, 2% e 9% respectivamente.

Quanto a teoria de Mindlin (1951), bons resultados foram obtidos para os valores do
fator de carga critica de instabilidade quando comparados com o Spline Strip Method calculado
por Mizusawa (1992), com o método de Rayleigh-Ritz calculado por Kitipornchai et al. (1993) e
com o MEC calculado por Purbolaksono and Aliabadi (2005), com diferencas menores que 4%

em média tanto para os casos com borda livre como os casos sem borda livre.

Os fatores adimensionais das freqii€ncias naturais e cargas criticas de instabilidade de
placas quadradas moderadamente espessas sdo dependentes da relacdo h/L e das condi¢des de
apoio. Com o aumento da espessura das placas, os fatores decrescem e a diferenca com a teoria
classica aumenta, pois a teoria cldssica ndo considera o aumento de flexibilidade da placa devido
as tensoes cisalhantes. Além disso, a diferenca entre as teorias de Kirchhoff (1850) e de Mindlin
(1951) aumenta com o aumento da restri¢do no apoio e para caso especifico do fator dindmico,

este resultado € mais significativo quando calculado com o efeito da inércia rotatoria.
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As maiores diferencas foram encontradas comparando-se as variagdes da relagao h/L
usando a teoria de Mindlin (1951). As diferencas no fator dinamico ficaram entre 30% no caso
AAAA (hard) a quase 50% no caso EEEE (soft). Entre os casos de borda livre, as diferencas
estavam entre 6% no caso ELLL (hard) a 40% no caso LELE (hard).

Para as cargas criticas de instabilidade, as maiores diferencas encontradas foram para a
placa espessa (relagao h/L 0,2), do caso EEEE (hard), com até 50% de descréscimo do valor da
placa fina (relacdo h/L 0,001) e caso LELE (hard) de aproximadamente 30%, entre os casos com
borda livre. E as menores foram para o caso AAAA, em torno de 20% (hard) e 30% (soft) e o

caso LALA, entre os com borda livre, em torno de 10%.

Nota-se que para os casos de cargas criticas de instabilidade tabelados na Tabela 6.14.
sem simetria das condi¢cdes de borda, os valores obtidos estio mais afastados dos valores
apresentados na literatura. Além disso, no caso da placa EAEA, o programa convergiu para o
autovalor correspondente a um modo com duas semiondas, mas houve necessidade de influir no
modo de flambagem para inicio do processo iterativo. Deve-se observar que esse procedimento
ndo seria necessario se fosse usada a técnica de determinagdo dos menores autovalores, em
Wilkinson (1988), que poderd ser implementada em um trabalho futuro a partir do

desenvolvimento das matrizes mostrado nesse estudo.

Neste sentido, para outros trabalhos futuros, propde-se:

a) Implementacdo de cargas dindmicas harmonicas ou de impulso;

b) No cdlculo de cargas criticas de instabilidade, verificagdo dos modos de
instabilidade e da variagdo da ordem em que aparecem com as dimensdes da
placa, bem como o cdlculo de valores superiores;

¢) Aplicagdo de teorias com variacido parabdlica ou superiores para a deformacdo da
for¢a cortante ou teorias ndo lineares para cargas de compressao ou introducdo de

ndo linearidade fisica.
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