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RESUMO

Este trabalho apresenta uma andlise numérica pelo Método dos Elementos de Contorno Dual
(MEC Dual), da propagagdo de fraturas em modelos coesivos bidimensionais. O método
emprega a equacao integral de contorno de forcas de superficie em conjunto com a equagdo
integral de contorno de deslocamentos, na regido da fissura. O modelo de fissura ficticia ¢
adotado no sentido de simular numericamente as forgas atrativas na regido de descontinuidade.
A propagagdo da fissura na dire¢do perpendicular a tensdo principal méxima ocorre quando a
tensdo na ponta da fissura ficticia excede a méaxima tensdo resistente a tragdo do concreto. O
fenomeno de amolecimento do concreto sera tratado com as leis constitutivas do tipo linear e
adotando uma ou duas retas para a curva tensao-abertura da fissura na fase de amolecimento.
O modo I de abertura de fissura ¢ estudado com uma viga de concreto solicitada a flexdo em
trés pontos. O operador diferencial tangente ¢ empregado no nucleo da hipersingular da equacao
integral de forgas de superficie do MEC Dual para reduzir a singularidade e ¢ avaliada a
eficiéncia do uso de elementos quadraticos continuos ao longo da fissura. Os exemplos
numéricos para a analise da fissura coesiva s3o comparados a resultados da literatura, os quais
foram retratados através de ensaios experimentais e numéricos. Os resultados obtidos
evidenciam a eficiéncia da formulagdo proposta, corroborando aos estudos de problemas em

fissuras em materiais quase frageis.

Palavras Chave: Método dos Elementos de Contorno; Propagacgdo de fissura; Materiais quase

frageis.



ABSTRACT

A numerical implementation of the Dual Boundary Element Method, for the analysis of two-
dimensional crack problems in cohesive materials is presented. The dual equations of the
method are the displacement and the traction boundary integral equations, while the
displacement equation is applied on one of the crack surfaces and the traction equation on the
other. The fictitious crack model is used to simulate the fracture zone with forces acting on
crack surface. When the force at the fictitious crack tip exceeds the maximum tensile strength
of the concrete, the crack will propagate in the direction perpendicular to the principal stress.
During the fracture process, the softening constitutive law for stress-crack opening
displacement curve is linear with one or two straight lines. Three-point bending specimens were
used to check the numerical results for crack opening mode I. The tangent operator technique
is introduced in the hyper-singular kernel of the traction integral equation to reduce the order
of the singularity, so the efficiency of continuous quadratic elements along the crack is
analyzed. The numerical examples for cohesive crack are compared with those in the literature,
which specimens were used in experimental and numerical studies. Obtained results evidenced
the efficiency of the proposed formulation, collaborating to the study of crack problems in

quasi-brittle materials.

Keywords: Boundary Element Method; Crack propagation; Quasi-brittle materials.
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1. INTRODUCAO
1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

As fissuras estdo presentes em todas as estruturas, seja por consequéncia das
caracteristicas da microestrutura dos materiais que as constituem, modo de utilizacao das pegas
ou pelo processo de fabricagdo das mesmas. Nesse contexto, o estudo da mecanica da fratura ¢
de grande importancia para a integridade das estruturas, contribuindo para o entendimento da
falha e do processo de propagagao das fissuras, evitando a deterioracao que pode levar a peca
a ruina. Dada uma estrutura ou componente mecanico com uma fissura ou falha pré-existente,
cabe a ciéncia descrever quais carregamentos a estrutura pode suportar em fun¢do do tamanho
da fissura e sua configuracdao. Ainda, devem-se compreender as questdes que englobam quao
rapido e para quais direcOes uma fissura ira se desenvolver a partir de uma determinada forga
atuante, determinando o maior tamanho de fissuras que podem existir antes de levar a estrutura

ao colapso (ZEHNDER, 2012).

A mecanica da fratura surgiu efetivamente apos a segunda guerra mundial para
investigar as grandes catastrofes relatadas em estruturas de navios, avides e locomotivas
contendo fissuras ou defeitos, mesmo funcionando em niveis de tensdes abaixo dos limites
prescritos em projetos. Dentre varios acontecimentos, o caso dos navios do tipo Liberty ¢ citado
por Anderson (1995) como uma curiosidade para esta disciplina da engenharia. Nos primeiros
dias da Segunda Guerra Mundial, os Estados Unidos da América (EUA) forneciam navios e
avides para a Gra-Bretanha, a qual tinha como maior necessidade o uso de navios de carga que
transportassem suprimentos. Sob orientagdo do engenheiro Henry Kaiser, os EUA
desenvolveram um procedimento para economizar tempo na montagem dos navios. Os novos
navios Liberty tinham um casco totalmente soldado (ao contrario dos modelos tradicionais
rebitados), viabilizando a produgd@o industrial em massa e de baixo custo. Contudo, um dos
navios rompeu bruscamente, dividindo a estrutura em duas partes, enquanto navegava entre a
Sibéria e o Alasca. Em torno de 2700 navios Liberty foram construidos durante a Guerra e
desses, aproximadamente 400 unidades apresentaram fraturas, dos quais 20 navios
apresentaram falha total, levando metade desses a ruina completa com separagao total das partes
do navio. Alguns desses acidentes demonstraram que os critérios para as analises da época eram

insuficientes para estruturas propensas a ocorréncia de fissuras (ANDERSON, 1995).

O fendmeno se destaca no meio cientifico e estudos sdo desenvolvidos com o
proposito de prever o comportamento das estruturas, avaliar os pardmetros correspondentes e

compara-los com a resisténcia do material ao fraturamento.
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Nesse contexto, os primeiros conceitos da mecanica da fratura eram baseados em
materiais frageis, nos quais a fissura podia ser avaliada como eléstica linear. Apos estudos
apresentados por Kaplan (1961), sobre o processo de fratura no concreto, o qual era tratado
como material elastico linear em muitos casos, atribuiu-se a variagdo de efeitos plasticos nao-
lineares e um crescimento lento da fissura antes da propagacdo instdvel. Em materiais quase
frageis, como o concreto, o fendmeno da fissura ocorre de maneira particular. As duas
superficies da fissura ndo ficam completamente separadas no inicio do processo de
fraturamento. Verifica-se a perda de rigidez do material quando a fissura se inicia € com isso,
a perda da capacidade resistente do elemento. O modelo de uma fissura discreta que
corresponda a essa perda de rigidez do material durante a propaga¢ao da fissura € feito através
do modelo de fissura ficticia, desenvolvido com o objetivo de permitir o estudo dos

comportamentos dos materiais quase frageis fissurados.

Para a formula¢do numérica, métodos para analise estrutural foram desenvolvidos,
tornando-se ferramentas essenciais para engenheiros de projetos e pesquisadores. Esse
acontecimento ¢ consequéncia do grande avango tecnoldgico computacional, de métodos de
modelagem e programas eficientes capazes de aproximar os modelos a realidade. A simulacao
do comportamento das estruturas denota economia de tempo e garantia contra riscos ao
propiciar o conhecimento, com antecedéncia, do desempenho das estruturas que apresentam

falhas (SOUZA, 2001).

Segundo Leonel e Venturini (2009), o método dos elementos de contorno (MEC)
tem sido considerado como uma ferramenta numérica importante e eficiente para analise dos
problemas de fissuras. Muitos anos de pesquisas cientificas revelam que a formulacao das
equagoes integrais de contorno e sua implementagdo através do MEC trouxeram contribuigdes
importantes para as analises da mecénica da fratura em duas e trés dimensdes. Ademais, os
autores acima mencionados preconizam como vantagem da andlise de fissuras através do MEC,
se comparado ao método dos elementos finitos (MEF), a eficiéncia de reducdo de
dimensionalidade, pois apenas o contorno ¢ discretizado, de tal forma a simplificar a

modelagem das superficies da fissura.

No entanto, a solu¢do para uma andlise de mecanica da fratura ndo pode ser
determinada com a aplicagao direta da formulagdo classica do MEC, pois as equagdes integrais
de contorno em deslocamento para dois pontos sobrepostos nas duas superficies da fissura
geram equacdes idénticas, resultando um sistema de equacdes algébricas singular. Para evitar

esse problema, algumas técnicas numéricas adaptadas ao MEC surgiram ao longo dos anos.
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Dentre as opgdes, a formulagdo dual do MEC (MEC Dual) ¢ adotada, na qual equagdes integrais

de deslocamento e de forgas de superficies sdo aplicadas.

Nos primeiros modelos propostos para analise dos problemas de fissuras, eram
apresentadas formulagdes baseadas no conceito de que as tensoes declinavam abruptamente até
se dissiparem. No entanto, esse tratamento ndo ¢ adequado para representar materiais
heterogéneos, pois nesses casos as faces opostas da fissura t€ém capacidade de transmitir tensoes
de tracdo até determinado nivel de carregamento. Sendo assim, a implementacao dos métodos
numéricos propoe a utilizagdo de uma lei constitutiva na fase inicial do problema (fase elastico
linear) e uma lei que represente o comportamento ndo linear, que inclui uma descontinuidade

apos o solido fissurar e iniciar a propagacao da fissura.

O presente trabalho aborda o desenvolvimento de uma estratégia para analise da
propagacao de fissuras em materiais coesivos através do MEC Dual utilizando técnicas para

tratamento de integrais singulares.

1.2 OBJETIVOS DO ESTUDO

O objetivo principal desse trabalho ¢ aprimorar uma formulagdo computacional
desenvolvido e apresentado por Gongalves (2015). Utilizando o modelo de fissura ficticia para
analise numérica do processo de propagacao de fissuras em dominios planos de materiais quase
frageis, esse estudo tem a finalidade de utilizar a lei constitutiva linear com uma reta, para
verificar a estabilidade do programa quando comparado a formulagdo original e, além disso,
introduzir & formulacdo o uso da lei constitutiva linear com duas retas, para representar o

modelo de fissura ficticia.

Pretende-se representar o comportamento nao linear devido ao crescimento da
fissura, a qual envolve o fendmeno de perda de rigidez do material. A formulagdo deve ser
verificada através da andlise da propagacdo de fissura para o modo I de abertura e o processo
incremental de carregamento ¢ utilizado na solucgdo, a fim de se obter o comportamento ndo

linear.

E propésito desse trabalho, aplicar essa formulagdo para analises de propagacio da
fissura comparando resultados com exemplos da literatura, desenvolvidos por métodos
numéricos utilizando Método dos Elementos Finitos (MEF) e modelos experimentais, para

casos de misturas de concretos simples e misturas de concretos refor¢ados com fibras de ago,
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visando garantir a eficiéncia e aplicagdo do método sob diferentes comportamentos dos

materiais.

1.3 ESTRUTURACAO DO TEXTO

Para melhor compreensdo do trabalho, esse topico visa explicitar a organizagao

dessa dissertagao.

O capitulo um aborda a introdugdo ao tema e objetivos da pesquisa, juntamente com

a justificativa.

No capitulo dois ¢ apresentado uma breve revisdo da literatura com os principais
trabalhos relacionados ao método dos elementos de contorno € mecanica da fratura, com o
anseio de pormenorizar os principais passos do método no desenvolvimento das equagdes
integrais até sua utilizagdo em materiais coesivos, identificando importantes contribui¢cdes dos

temas a fim de se obter uma fundamentacdo adequada para desenvolvimento do projeto.

O capitulo trés ¢ dedicado a explicacdo do comportamento da mecénica da fratura.
Primeiramente ¢ abordado o caso da fratura em meio eléstico linear e hipoteses consideradas
para o estudo de tensdes nas proximidades da ponta da fissura. Na sequéncia, trata-se das
caracteristicas particulares de fissuras em materiais quase-frageis, como o caso do concreto, €

os processos inelasticos que influenciam o processo de fraturamento da estrutura.

Para o quarto capitulo, citam-se as bases para o desenvolvimento do MEC aplicado
aos problemas de elasticidade. Nesta etapa, ¢ desenvolvida a estratégia usada na formulagao

das equacgdes singulares e hipersingulares.

O quinto capitulo mostra como ¢ aplicado o MEC Dual ao modelo de fissura
coesiva. Nessa etapa, abordam-se as equagoes integrais de contorno de deslocamentos e forgas

de superficie e estratégia para modelagem da fissura ficticia em material quase-fragil.

No sexto capitulo sdo apresentados os resultados obtidos para diversos tipos de
exemplos de vigas de concreto sob ensaio de flexdao, utilizando-se diferentes amostras e lei
constitutiva de uma e duas retas para representar a zona coesiva, de acordo com as

caracteristicas de cada amostra ensaiada.

O sétimo capitulo mostra uma andlise dos resultados obtidos, mostrando as
conclusdes alcangadas no decorrer do presente trabalho e sdo propostas algumas consideracdes

para trabalhos futuros.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 CONSIDERACOES GERAIS SOBRE O METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO

A utilizacao de métodos numéricos vem se estabelecendo para resolver problemas
de engenharia. O MEC ¢ uma técnica eficiente para andlise em diversas areas de estudo pois
apresenta solugdes aproximadas de boa exatiddo para muitos problemas, inclusive em casos de
maior complexidade. A formulagdo do MEC ¢ baseada na transformacao das equacdes
diferenciais dos problemas fisicos em equagdes integrais sobre o contorno do corpo em analise.
Sendo assim, faz-se essencial conhecer uma solu¢do fundamental para o problema a ser

estudado.

Para Cheng e Cheng (2005), quando os computadores eletronicos se tornaram
disponiveis, por volta de 1960, o surgimento definitivo da técnica numérica conhecida como

MEC se potencializou e vem se estabilizando até os dias atuais.

Segundo Love (1944), Kelvin estudou o comportamento de um corpo eldstico e
isotropico, solicitado por uma forca concentrada agindo em um ponto e posteriormente, a
formulagdo para esse problema se tornou conhecida como a Solucdo de Kelvin e ainda ¢

utilizada para resolver problemas de elasticidade utilizando métodos numéricos.

As equagoes diferenciais que regem o problema fisico passam manipulagdes
matematicas, como integracao por partes e teorema da divergéncia ou teorema de Green, € sdao
transformadas em equagdes integrais sobre o contorno. A solugdo de problemas fisicos com
equacdes integrais foi abordada por Lagrange e Laplace. A reducdo da dimensdo espacial na
equagdo integral, quando usam integrais no contorno, foi tratada por Gauss em 1813 e por
Stokes em 1854, porém, o trabalho mais importante para a formulagdo das equagdes integrais
de contorno em problemas de potencial ¢ atribuido a Green, em 1828, que apresentou trés

identidades utilizadas para a formulagao.

Segundo Cheng e Cheng (2005), na teoria da elasticidade, Betti em foi o primeiro
a estudar equagdes integrais relacionando forcas de superficie e deslocamento no contorno,

publicando seu estudo em 1872.

Somigliana apresentou, em 1886, a equagdo integral que relaciona forgas e
deslocamentos no contorno de um corpo com seus deslocamentos internos e a esse estudo foi

dado o nome de identidade de Somigliana.
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Inspirado pelo uso de fun¢des como um método para resolver problemas de flexao
em vigas submetidas a um carregamento distribuido, Fredholm estudou equagdes integrais e
provou, em 1903, a existéncia de uma solu¢ao da equacao linear integral. Em seu estudo, propos
equagoes integrais discretizadas em problemas de potencial harmoénico, que fundamentaram a
base do MEC por aproximagao indireta. A técnica citada adota fungdes de densidades ficticias,
isto ¢, ndo t€m sentido fisico, porém, permitem o calculo de deslocamento e tensdes a partir das

condicdes de contorno.

Kellog (1929) foi pioneiro na utilizacdo dessas equagdes integrais para resolver

problemas governados pela equacao fundamental de Laplace.

Posteriormente, outros trabalhos podem ser citados como Muskhelishvili (1953),
Mikhlin (1957) e Smirnov (1964) para resolucdo de problemas de engenharia utilizando
equacdes integrais restritas, devido a necessidade de solucdo analitica das integrais. Kupradze
(1965) apresentou a utilizacdo da formulacdo indireta, no contexto da teoria da elasticidade para

problemas estaticos e dindmicos.

Jaswon (1963) e Symm (1963) aplicaram as equagdes integrais de contorno para
problemas bidimensionais da teoria de potencial, desenvolvendo uma técnica de aproximagao
com base nas equagdes integrais de Fredholm. O surgimento do MEC como um método
computacional ¢ atribuido a esses estudos. A técnica abordava a discretizacdo de um contorno
em uma série de segmentos, ou elementos, € as equacdes integrais de contorno de um problema
potencial foram aplicadas a um niimero de pontos pertencente ao contorno. Um sistema linear

de equagdes foi obtido e, por meio de analise computacional, as incognitas foram determinadas.

Muitos pesquisadores consideram a técnica de aproximacgao direta do MEC como
mais confidvel que aproximacdo indireta, por adotar variaveis fisicas do problema como
incognitas no sistema de equacdes. Em elasticidade, as forcas e deslocamentos sdo obtidos
diretamente da solugdo do sistema de equacdes. Rizzo (1967) apresentou a primeira publicagdo
utilizando a técnica direta para resolver equagdes integrais dos problemas de elasticidade
bidimensionais no contorno. Em seu estudo, as variaveis resultantes da solugdo eram os
deslocamentos e as for¢as de superficie, enquanto o contorno do problema foi segmentado por

elementos lineares.

Cruse (1969) avangou nos estudos propostos por Rizzo (1967) e abordou problemas
elasticos em trés dimensodes admitindo uma superficie do dominio discretizadas em elementos

triangulares de um no, com aproximagdo constante para as grandezas do contorno. Nucleos
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regulares eram integrados numericamente enquanto os nucleos singulares eram integrados de

forma analitica.

Cruse (1972) desenvolve uma revisao completa sobre as formulagdes das equagdes
integrais de contorno em caso de potencial e de elasticidade, estendendo para problemas
elastoplasticos. Em suas publicagcdes posteriores, Cruse (1973) estudou problemas
tridimensionais e comparou os resultados obtidos, além do tempo gasto computacionalmente,
nas analises pelo MEC e pelo método dos elementos finitos (MEF). Cruse (1974) abordou
elementos triangulares lineares, apresentando integracdo analitica por meio da redugdo da

integral bidimensional a uma integral de linha.

As formulacdes existentes se baseavam em solugdes analiticas particulares
complexas para as integrais envolvidas e um grande avanco no desenvolvimento do método foi
proposto por Lachat. A publicagdo de Lachat (1975) contribuiu para a generalizacdo do MEC,
considerado como o primeiro estudo que incorpora ideias do MEF ao MEC. Lachat propos
técnicas de resolugdo das integrais de forma numérica por meio de quadratura de Gauss e
elementos de contorno isoparamétricos, com aproximacdo geométrica quadratica permitindo

que superficies curvas fossem modeladas adequadamente.

O entusiasmo, adquirido pela abordagem do MEC nas diversas areas da Mecanica
dos Solidos e em outras areas da Engenharia, levou o desenvolvimento de novas formulagoes,
de integrais com nucleos singulares de ordens superiores e analises complexas. Acrescido a
1sso, 0 avango dos recursos computacionais permite obter solu¢cdes cada vez mais aprimoradas
das integrais envolvidas nas formula¢des. Diante disso, varios estudos se seguem, até os dias
atuais, em procurar solugdes claras e computacionalmente viaveis, para o calculo de integrais
nao singulares (ou regulares), quase singulares, fracamente singulares, fortemente singulares e
hipersingulares. Muitas pesquisas foram realizadas e muitas técnicas foram propostas para lidar

com a integral singular.

Lachat e Watson (1976) apresentaram técnicas numéricas, através de uma
transformada de coordenadas degeneradas para integrais fracamente singulares e seu método
ficou conhecido como Mapeamento Degenerado. O estudo tratava integrais em problemas
elasticos tridimensionais, com elementos quadraticos e func¢des de interpolagdo quadraticas ou
cubicas para o contorno. Essas novas técnicas foram amplamente aceitas e utilizadas para
resolugdo de novos problemas, como termoelasticos em Rizzo e Shippy (1977) e eldsticos com

materiais anisotropicos, por Wilson e Cruse (1978).
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No inicio dos anos 80, um grande volume de publicagdes foi apresentado e segundo
Cheng a Cheng (2005), o método das equacdes integrais passou a ser conhecido por método
dos elementos de contorno conforme C.A. Brebbia, J. Dominguez, P. K. Banerjee ¢ R.
Butterfield. O novo termo foi utilizado pela primeira vez nas publicacdes de Brebbia e
Dominguez (1977) abordando problemas potenciais, Banerjee e Butterfield (1977) em livro
com problemas classicos de fluxo potencial, fluxo transiente e problemas elastostaticos, e

Dominguez (1977) em sua tese sobre tensoes em placas de ancoragem.

Brebbia (1978) deduziu a formulacao integral dos problemas de elasticidade a partir
do método de residuos ponderados. Com isso, tornou-se viavel relacionar ¢ combinar o MEC

com outras técnicas numéricas.

Pina e Fernandes (1981) propuseram um novo tipo de tratamento numérico para
integrais singulares com uso de quadratura de Gauss para integrais fracamente singulares na
formulagdo do MEC. Um conjunto de pesos especiais e pontos gaussianos foram derivados para

a integral fracamente singular.

As técnicas de quadratura exigem atencdo especial baseado no aumento da
quantidade de pontos de integragcdo para elementos proximos as regides criticas. Para avaliacao
de tensdes em pontos internos no caso de problemas planos, como em Chien et al. (1997), pode
ser usar um esquema adaptativo, onde a divisdo dos elementos ¢ feita de forma iterativa,
aplicando subdivisdes sucessivas para o calculo de cada elemento, até que se resultem valores

convergentes.

Para integrar de forma numérica os nucleos fortemente singulares, Kutt (1975)
desenvolve um método para calcular integrais para a parte finita do valor principal da integral
singular, através de quadratura gaussiana da integral singular desconsiderando a parte
divergente. Esse método foi estendido para casos bidimensionais ou tridimensionais, resultando

em uma boa exatidao dos valores.

Aliabadi et al. (1985) apresentaram o método da subtragdo de singularidade baseado
em expansdes em série de Taylor dos nucleos originais para o tratamento de problemas
tridimensionais. Foi subtraida a singularidade dos ntcleos de integracdo de forma que a integral
se torne a regular e a parte singular subtraida possa ser resolvida analiticamente. Mais tarde,

Aliabadi (1985) e Aliabadi e Hall (1989) aplicaram o método para casos bidimensionais.

Segundo Crouch (1976), na area de formulacdes hipersingulares, os primeiros

trabalhos estdo relacionados a mecanica da fratura, concentrando grande parte das pesquisas.
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Muitas estratégias sdo abordadas na literatura para solu¢do de equagdes hipersingulares como
pode ser visto em lokamidis (1982), Gray et al. (1990). Bonnet (1999) e Dominguez et al.

(2000). No entanto, o seu calculo permanece abrangendo grande dificuldade.

Telles (1987), para o tratamento das integrais fracamente singulares, apresentou
uma técnica autoadaptiva de transformacgdo de coordenadas em casos bidimensionais. Telles
admite que a derivada da transformacao seja nula no ponto singular e assim, concentra pontos
de integracao proximos da regido de tratamento singular. Telles e Oliveira (1994) avangaram
os estudos para que a transformagdo se adaptasse a singularidades mais fortes. Cruz (2001)
confirma a eficiéncia da técnica de Telles em problemas de potencial. Johnston e Elliott (2001)
apresentam uma transformagdo para melhorar a precisdo de avaliar integrais fracamente
singulares conforme a generalizagdo do método de Telles, utilizando polindmios superiores aos
de terceiro grau, com a ideia de utilizar os mesmo pontos da quadratura de Gauss usados em

integrais ndo singulares em uma implementacao tipica do MEC.

Cruse e Aithal (1993) também abordaram subtragcdo de singularidade através de
uma expansdo em série de Taylor. Os resultados comprovam a eficiéncia do método

principalmente no tratamento de integrais quase singulares.

Uma das formas de se evitar o tratamento de integrais singulares no MEC ¢ através
do uso de pontos de colocagdo fora do dominio do problema. Ribeiro (1992) e Cruz (2001)
apresentaram essa técnica no caso de placas e potencial, respectivamente. Os principais
problemas desta técnica se referem a instabilidade dos resultados ao externar o ponto fonte a

uma distancia muito proxima do contorno (CRUZ, 2001).

Carley (2009) apresentou um método para criar quadraturas para fungdes
fracamente singulares sem a necessidade de conhecer exatamente os coeficientes das
singularidades. O trabalho foi motivado pela necessidade de avaliar integrais em problemas

potenciais.

Gao (2010) apresenta um método numérico para integrais fracamente singulares,
fortemente singulares e hipersingulares que existem no sentido do valor principal de Cauchy

em problemas de duas e trés dimensdes.

Fenner (2014) descreveu a integracdo de integrais singulares utilizando a
quadratura logaritmica, técnica significante para o calculo das integrais quando o ponto fonte

esta localizado no elemento a ser integrado.
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2.2 CONSIDERACOES GERAIS SOBRE A MECANICA DA FRATURA

Com o intuito de prever o limite da capacidade resistente dos materiais, desde os
tempos antigos, estudos buscam o conhecimento dos meios responsaveis pela perda da

integridade dos corpos sélidos submetidos a carregamentos externos.

Conforme abordado por Kzam (2009), o primeiro estudo relacionado a fratura
pertence ao pesquisador Galileu Galilei (1564-1642), considerado como um dos precursores da
mecanica dos so6lidos. Galilei apresentou um entendimento dos mecanismos de resisténcia dos
materiais e resisténcia dos solidos a fratura, intitulando-as de duas novas ciéncias. No seu livro,

apresentou informagdes sobre a capacidade resistente de um material no momento da ruptura.

Saint-Venant (1797-1886) orientou os estudos para o desenvolvimento da teoria da
plasticidade, concentrado no comportamento limite dos materiais devido a plasticodinamica.
Pode-se afirmar que sua contribui¢ao impulsionou os estudos posteriores para a mecanica da

fratura (TIMOSHENKO, 1953).

Inglis (1913) publicou sobre os fundamentos analiticos da mecanica da fratura. Foi
apresentada uma formulagdo matematica para determinar a distribui¢ao de tensdes em torno da
abertura eliptica inserida na regido central de uma chapa, em meio eldstico e finita. Com base
nos seus modelos experimentais, Inglis (1913) introduziu o conceito de singularidade na ponta

da fissura.

Posteriormente aos resultados de Inglis (1913), Griffith (1920) estabeleceu uma
relagdo quantitativa entre a for¢a (ou carga de ruptura) com o comprimento da fissura. Em seu
modelo plano, a fissura ¢ representada por um furo eliptico cujas dimensdes lineares variam de
acordo com o comprimento 2a do eixo maior da elipse. O autor instituiu um critério para
equilibrio energético e calculou a reducdo da energia potencial devido a formagdo de novas
superficies de fissura. Griffith propds calcular essa energia com base na densidade superficial
de energia (), que ele denomina como uma propriedade intrinseca do material. Ele apresentou
que, como as fissuras crescem no interior dos sélidos a partir de vazios preexistentes, se
trabalhasse com material de alta resisténcia e baixo indice de vazios, entdo a tensdo limite de
fratura poderia ser aumentada. Por isso utilizou a fibra de vidro e entdo, concluiu que a
resisténcia do material ndo estava relacionada apenas com a coesdo das moléculas, mas,
também, com o indice de vazios existentes entre elas. Sendo assim, Griffith mostrou importante
o conhecimento da tenacidade do material, ou seja, uma propriedade relacionada a capacidade

do material de impedir o crescimento de fissuras no seu interior. E para fornecer um critério
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capaz de aferir a integridade mecanica do sélido, ¢ mister a comparagdo da tenacidade com a
taxa de liberacdo de energia. Porém, Griffith conseguiu prever a propagacao de fissuras apenas

em materiais frageis, como o vidro.

O grande progresso em mecanica da fratura ocorre entre as décadas de 1940 ¢ 1970,
com a introdugdo do trabalho de Irwin (1948, 1957) e de Orowan (1948). Em Irwin foram
apresentados os modos de propagacdo da fratura e os campos de tensdo na extremidade da
fissura. Irwin fomentou a ideia sobre o estado de tensdo na vizinhanga da ponta da fissura para
materiais elasticos lineares e isotropicos e propds uma nova interpretagao da taxa de liberagao
de energia de Griffith: o fator de intensidade de tensdo (K), como uma ferramenta para analise
de falhas que dependem da geometria do elemento, da fratura e intensidade do esfor¢o externo.
Tal grandeza, segundo Irwin, seria capaz de caracterizar o estado de uma peca, desde que a

zona de acomodacao plastica na ponta da fissura ndo tivesse extensao relevante.

Modelos com tensdes coesivas foram apresentados por Dugdale (1960) e Barenblatt
(1962), visando representar essencialmente o comportamento de materiais dicteis e assim
apresentar um modelo relativamente simples para trabalhar com plasticidade na ponta da
fissura. Barenblatt admitiu um limite das tensdes nas extremidades das fissuras e foi

estabelecido o modelo de fissura coesiva.

Paris et al. (1961, 1963) publicaram um trabalho pioneiro com a tarefa de prever,
ou ao menos entender, a propagacao de fissuras. Eles sugeriram o fator de intensidade de tensao

de Irwin para caracterizar a velocidade da propagacao da fissura através de um ciclo.

Wells (1961) introduziu uma nova abordagem para o processo de fratura.
Trabalhando com acgos estruturais de alta tenacidade, apresentou a existéncia de uma
deformacao plastica na ponta da fissura antes da propagacao da mesma. Com isso, prop0s que
a propagacdo da fissura se deve ao deslocamento critico da abertura da ponta da fissura,

nomeado CTOD (crack-tip opening displacement).

Segundo Bazant (2000), a primeira aplicacao da mecanica da fratura para o concreto
foi abordada por Kaplan em 1961. Ele testou o problema em fissuras pré-introduzidas em vigas
(pre-notched beams) de ensaios experimentais e concluiu que o valor critico da taxa de energia
potencial liberada, G., permanecia constante para diferentes comprimentos das fissuras e s
diminuia ao trabalhar com vigas de tamanhos menores. Kaplan concluiu que este poderia ser

utilizado como um pardmetro de estabilidade para o fraturamento do concreto.
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Rice (1968) abordou ideias para o tratamento de problemas nao lineares e admitiu
uma grandeza igual a taxa de liberagdo de energia potencial total. Considerou um caminho
arbitrario no entorno da ponta da fissura e com isso definiu uma integral (J) de contorno

aplicada em um corpo fissurado (KANNINEN, (1985).

Hutchinson (1968) apresentou estudos sobre comportamento nao lineares aplicando

a integral J e abrangendo o comprimento de fissura.

Naus e Lott (1969) executaram estudos experimentais em pasta de cimento,
argamassa e concreto para valores da tenacidade ao fraturamento. Concluiram que os valores
de tenacidade aumentam quando a quantidade de ar contido diminui em todos os materiais

testados.

Hillerborg et. al (1976) desenvolveu a fissura ficticia através de ensaios de tracao
uniaxial e admitiu que o processo de dissipagdo, localizado na frente a fissura ¢ aproximado
pelo fendmeno de amolecimento ao longo da fissura ficticia. A propagagdo da fissura, por sua
vez, ocorre quando a tensdo na ponta da fissura se iguala ao valor de resisténcia a tracdo do

material.

Petersson (1981) apresentou um modelo de calculo, com base na mecanica da
fratura e no MEF. A aplicacdo da mecanica da fratura eléstica linear (MFEL) para o concreto
foi feita através do uso do modelo de fissura ficticia e Petersson concluiu que o uso da integral
J, a abordagem de CTOD e a andlise da curva R se mostraram limitado quando se trata de

materiais cimenticios.

Catalano (1983) foi o primeiro a utilizar corpos-de-prova com entalhe, conhecidos
por short-rod, para ensaios de tenacidade ao fraturamento de argamassas e concretos. Catalano
concluiu que a MFEL ¢ aplicavel a esses materiais para caracterizar o comportamento ao
fraturamento do concreto, porém, os valores de tenacidade obtidos eram dependentes dos

constituintes do concreto, das condigdes de cura e da idade do material.

Outro importante fator para a mecanica da fratura ¢ o efeito de escala. Bazant e
Kazemi (1990) analisaram pegas de concreto armado de diferentes dimensdes e apresentaram
estudos de falha por corte (modo II) para o efeito de escala para materiais quase frageis,
denominado Modelo do Efeito de Escala (size effect law), para medir a energia de fraturamento
do material. O efeito escala estuda a influéncia das dimensdes da estrutura sobre as propriedades
dos materiais. Bazant e Kazemi (1990) simularam a fratura em materiais frageis, com uma série

de vigas similares, onde a relagdo tamanho inicial da fissura pela altura da secdo transversal da
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viga foi mantida constante, bem como a largura da sec¢do transversal da pe¢a em todos os
modelos. Concluiram a influéncia do tamanho da estrutura quando solicitada a um mesmo nivel

de tensdo.

Nitidamente, o estudo dos processos de fraturamento em materiais quase frageis ¢
vasto. Atualmente, ¢ dado importante aten¢do a caracterizagdo de novos modelos constitutivos
eficientes para simular computacionalmente o comportamento de estruturas de concreto em

processos de fraturamento.

2.3 CONSIDERACOES GERAIS SOBRE A MECANICA DA FRATURA APLICADA
AO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

A aplicacdo dos métodos numéricos nas estruturas de engenharia ¢ o resultado de
anos de dedicagdo sobre as técnicas matematicas obtidas por pesquisadores. No campo da
mecanica da fratura, a aplicacdo do método dos elementos de contorno (MEC) tem se
demonstrado como uma ferramenta numérica apropriada para o estudo do comportamento de
fissuras. Conforme Cruse (1969), muito anos de pesquisas cientificas nessa drea demonstram
que a formulacdo da equacao integral de contorno e sua utilizacdo através do MEC comprovam

importante contribui¢des para analises de mecanica da fratura.

Cruse e Van Buren (1971) apresentaram um primeiro estudo de fratura através do
MEC para a analise elastica de tensdes em corpos com fissura de borda. Segundo os autores, os
resultados foram compativeis com andlise feita pelo MEF, conforme apresentados por Chan et
al. (1968). O tratamento dos problemas de fissuras com a utilizagio do MEC era limitado,

devido a degeneracdo matematica de duas faces das fissuras coplanares (ALIABADI, 2002).

Cruse (1972) apresentou exemplos de fissura em formato eliptico, em modelos bi e
tridimensionais. Esse estudo mostrou que a aplicagdo direta do MEC ao problema elastico linear
com fissuras levava a uma singularidade no sistema de equacdes, devido as superficies
coplanares da fissura. Para resolver esse problema, Cruse aproximou a forma da fissura a um
entalhe arredondado. Neste caso, um ponto negativo € que a modelagem exigia muitos
elementos para discretizagdo da ponta da fissura eliptica. Foram observados erros da ordem de

grandeza de quatorze por cento e a andlise foi considerada ndo eficiente.

Snyder e Cruse (1975) introduziram uma forma especial de solucdes fundamentais
no método das equacdes integrais de contorno. A solu¢do fundamental (fun¢do de Green) para

fissuras em meio anisotropico contém a forma de fratura livre de forgas superficiais em meio
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infinito e, portanto, ndo era necessaria a modelagem de superficies. A técnica da funcdo de
Green permitiu que os termos das integrais do contorno da fissura se anulassem e a solucao se
tornasse mais precisa, porém, limitada a fissuras retas bidimensionais. Os fatores de intensidade
de tensdes eram analisados sem o estudo de propagagao da fissura. O estudo apresentado por
Telles et al. (1995) contribuiu no desenvolvimento e generalizacdo desta formulagdo, pois
apresentaram um método para geracdo automatica das fungdes de Green em problemas de
fissuras simples ou multiplas em geometria qualquer. Silveira et al. (2005) apresentou um
estudo em que a funcdo de Green ¢ obtida numericamente pela equacao integral de contorno

hipersingulares, para problemas bidimensionais da MFEL.

O primeiro método que aceitou a existéncia de duas superficies de fissura
coplanares foi apresentado por Blandford et al. (1981). Esta aproximac¢ao, baseada na
formulacdo de dominio multiplo (ou método de sub-regides) ¢ geral e foi aplicada para
problemas de fissuras simétricas e assimétricas, de configuracdes bidimensional e
tridimensional. Este método permite simular o crescimento da fissura entre dois contornos, pois
aborda contornos superficiais e com isso permite a ligacdo da fissura com o contorno. A grande
desvantagem desse método estava em introduzir esses contornos artificiais devido a dificuldade
da implementagdo de forma automatica. Ainda assim, segundo Aliabadi (2002), esse método

foi largamente utilizado em problemas com fissuras.

O método da descontinuidade de deslocamento foi proposto por Crouch (1976) e
Crouch e Starfield (1983). Nesse caso, a fissura ¢ tratada como superficie Uinica, porém com
deslocamento descontinuos e assim, seria necessario apenas a discretizacdo de uma das faces

da fissura.

Cruse (1978) apresentou uma equacao integral de contorno para forga de superficie,
baseado na identidade Somigliana para tensdo. Em mesmo periodo, outros autores elaboram as
equacdes integrais de contorno para diferentes areas de aplicacdo e essas sdo comumente

chamadas de equagao integral de contorno hipersingulares.

Polch et al (1987) demonstrou uma formulagdo da equacdo integral de contorno

para forga de superficie para modelos de fissuras em uma superficie tinica descontinua.

A formulacdo singular Liang e Li (1991) foi utilizada para modelagem de
fraturamento coesivo e com isso, foi considerado um dos estudos pioneiros no uso do MEC
para tratar fissuras. Ainda que esse modelo de sub-regides fosse muito utilizado na anélise das

fissuras, cabe ressaltar que apresentava o mesmo problema computacional encontrado no MEF,
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pois era necessario prever o crescimento da superficie com uma interface definida e depois

modificar a malha de acordo com a resposta obtida.

A técnica utilizada na anélise de problemas da Mecanica da Fratura abordada por
Gray et al. (1990) e por Watson (1986), se baseia no uso de equagdes integrais de deslocamentos

e forgas de superficie para nos localizados nas superficies da fissura.

Hong e Chen (1988) estudarem a técnica do método dos elementos de contorno dual
(MEC Dual), que foi difundido por Portela (1992) para problemas bidimensionais e por Mi e
Aliabadi (1992) para problemas tridimensionais. Esse método se mostrou como um modelo
geral e computacionalmente eficiente, que permite estudar o problema da fissura considerando

suas faces coincidentes em uma unica linha.

O método utiliza duas equagdes integrais de contorno distintas, ou seja, em uma
face da fissura mantém a equacgdo integral para deslocamentos e na face oposta, a equagdo
integral de forgas de superficie. As equagdes apresentam o mesmo caminho de integracao de
acordo com os pontos fontes coincidentes, porém, com equagdes integrais de contorno distintas,
obtém-se equacdes algébricas independentes. Com isso, o problema resulta em um sistema de
equacdes de dimensdes menores que o sistema obtido pela técnica da sub-regido. A vantagem
da aplicagdo deste método estd na analise dos problemas de propagacao da fissura, visto que

nao ¢ necessario o rearranjo da malha a cada incremento de fissura.

Portela et al. (1993) apresentou um problema eléstico de propagacao de fissura em
modo misto, a partir da andlise incremental de extensao da fissura baseado no critério de tensao

maxima.

Mi e Aliabadi (1992) aplicaram o MEC Dual para analisar a propagacao da fissura

em problema tridimensional de modo misto.

Fedelinski et al. (1996) e Leitao et al. (1995) abordaram a propagacao de fissura em
problema dinamico e elastoplastico. O comportamento ndo linear da propagacao da fissura em
materiais quase frageis (concreto) foi modelado através do MEC Dual por Saleh e Aliabadi
(1995). Os pesquisadores admitiram a simulacdo computacional eficiente na propagacdo da
fissura. Lacerda e Wrobel (2002) compararam solucgdes analiticas e solug¢des obtidas pelo MEC
ao MEF e confirmaram a eficidcia do método MEC Dual. Uma revisdo completa do método

dual ¢ apresentada em Aliabadi (1997).

Vera-Tudela (2003) apresenta duas formulacdes do MEC utilizando a fun¢do de

Green numérica. A primeira aborda a dupla reciprocidade, adequado e eficaz para solugdo de
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problemas com ag¢des no dominio, pois transforma a integral de dominio de uma forca de
volume, em uma integral de contorno. A outra formulagdo trata do método da quadratura
operacional, como estratégia alternativa na solu¢ao de problemas dindmicos da mecanica da

fratura.

Gongalves (2015) aborda o desenvolvimento de uma estratégia onde considera o
modelo de fissura de forma direta na formulagdo do MEC Dual, o qual elabora analise numérica
do processo representando o comportamento ndo linear mediante crescimento da fissura,

utilizando elementos lineares isoparamétricos em sua formulagao.

Gomes et al. (2016) emprega o uso do MEC Dual para problemas com trincas e
apresenta um programa de analise, escrito em linguagem de programacao C++ para modelagem
e andlise para elementos bidimensionais e, em mesmo estudo, uma interface do programa com
0 MATLAB para etapas de pré e pos-processamento. A utilizacdo do programa e metodologia

foi avaliada e testada por Leite (2017).

Os estudos na area do MEC para resolver problemas da mecanica da fratura
apresentaram grandes avangos ao longo dos anos e continua ainda sendo um campo de pesquisa

com possibilidade de investigacdo cientifica.
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3. MECANICA DA FRATURA

A existéncia de falhas concernentes a fissuras em estruturas de engenharia ¢é
observada desde os tempos pretéritos. Embora grande parte desta preocupagao nao tenha sido

registrada, algumas evidéncias de experimentos académicos relatam sua existéncia.

Com o crescente uso do ago nas estruturas no século XIX, percebeu-se a
necessidade de pesquisas especificas sobre os critérios convencionais adotados nos projetos de
engenharia. O evento das duas grandes guerras mundiais impulsionou a analise do
comportamento mecanico dos componentes estruturais na presenca de fissuras ou falhas.
Segundo Broek (1987), a ocorréncia de fissuras sob baixas tensdes em materiais frageis

conduziu ao desenvolvimento da mecanica da fratura.

O primeiro estudo sistematico sobre fratura foi apresentado por Griffith (1920), que
construiu uma teoria baseado em principios de energia aplicando em material fragil, como o
vidro. Nesse estudo, afirmou que a fissura se propaga quando o material, sob tensdo externa,
apresenta uma variagdo de energia eldstica armazenada maior do que a energia necessaria ao
desenvolvimento de novas superficies. A contribui¢do do engenheiro inglés se deve
particularmente ao material amorfo e foi modificado para observar o comportamento de
materiais cristalinos, particularmente tendo em vista que a deformacdo em materiais ¢
descontinua. Para Rubbra (1964), essa publicagdo foi a maior contribui¢do de Griffith para a

ciéncia do comportamento dos materiais.

As teorias anteriores de Griffith foram concebidas para resolver a discrepancia
entre a forca ideal e a observada, admitindo a concentracdo de tensdes local para os casos de
materiais fissurados ou com falhas. Pode-se afirmar que a importancia do trabalho de Griffith
estava em apontar que fissuras podem levar materiais a ruptura. Assim sendo, as teorias de
resisténcia a fratura subsequentes levam em conta a existéncia de microfissuras, sejam

existentes no material ou geradas apds processo de deformagao.

A concentragdo de tensdes nas proximidades da ponta da fissura € tratada por
Griffith ao apresentar que as fissuras podem teoricamente produzir tensdes infinitas nessa
regido. De forma geral, o problema proposto se desenvolve através de uma fenda em uma chapa

sob tenséo.

Para testar a teoria, Griffith utilizou tubos de ensaio e cilindros de paredes finas e
com o uso de cortador, introduziu fissuras nas amostras. Esses modelos foram pressurizados

com acompanhamento da pressdo no ponto de fratura instavel. Os valores de tensdes foram
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calculados para cada teste e os resultados demonstraram a linearidade dos valores,

caracterizando materiais com comportamento fragil na ruptura (ZEHNDER, 2012).

A abordagem da fratura como um problema significativo no mundo industrializado
como uma disciplina de engenharia, visando bases teoricas e praticas, pode ser o resultado das
contribuicdes de George Irwin nos anos seguintes a Segunda Guerra Mundial. Por
complementar a teoria existente, Irwin ¢ usualmente conhecido como o pai da mecanica da
fratura, pelas suas primeiras publicagdes em 1948. Apds esse periodo, Irwin direcionou suas
principais pesquisas para a organizagao € compreensao dos comportamentos da fratura por meio
de testes e planos de controle. Conforme relatado por Cotterell (1997), Irwin realizou suas
principais contribui¢des técnicas na area da mecanica da fratura, quando introduziu conceitos
basicos, procedimentos para realizagao de testes e métodos de analises que seriam fundamentais
tanto para aplicacdo pratica como para pesquisa da mecanica da fratura moderna. Com 1isso,
suas publicagdes entabulam o estabelecimento de uma nova disciplina, a qual ¢ conhecida por

Mecanica da Fratura.

Os desenvolvimentos que seguiram a partir do trabalho de Irwin foram focados na
MFEL em sua maioria e em seguida ao tratamento de problemas ndo lineares. Ele demonstrou
que a taxa de liberagdo de energia para formar as novas superficies era equivalente a um estado
de solicitagado critico em pontos proximos a ponta da fissura, criando assim o conceito de fator
de intensidade de tensdo. Esse fator ¢ usado desde entdo como pardmetro de resisténcia local

aplicado aos problemas de fissura.

Pode-se assim atribuir ao critério de energia proposto por Griffith (1920) e ao fator
de intensidade, abordado por Irwin (1957), as bases tedricas fundamentais da formulag¢ao da

MFEL.

3.1 MODOS DE FRATURA

A formagao de fissuras pode ser um processo completo de fratura, que depende
efetivamente da microestrutura de um elemento so6lido cristalino ou amorfo, do carregamento
aplicado e do ambiente inserido. O fendmeno da fratura da origem, fisicamente, a duas

superficies de separacdo devido a descontinuidade introduzida ao material integro.

A fissura em um solido pode se propagar em um modo de deslocamento ou em uma
combinagao de trés modos de deslocamentos devido a um tipo de carregamento ou combinagdes

de carregamentos, respectivamente.
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O modo I (Figura 1) ¢ chamado modo de abertura e consiste em deslocar as faces
da fissura de modo perpendicular ao plano da fissura a partir de uma tensao de tragdo normal a
fratura. Neste modo de deslocamento, as faces da fissura permanecem simétricas em relagao do

plano xz.

O modo II de fratura, ou modo de cisalhamento no plano, a fratura ¢ solicitada por

forcas atuantes paralelamente ao eixo (x), ou a superficie da fratura.

No modo III, denominado cisalhamento antiplano, ocorre o deslizamento das partes
fora do plano do solido. A fratura € solicitada por forcas atuantes paralelamente a superficie da

fratura, porém, na dire¢ao perpendicular a propagagao.

Figura 1. Modos de Fratura.

Modo | Modo II Modo 111
Fonte: Adaptado de Broek, 1987.

De acordo com Broek (1987), a sobreposi¢ao dos trés modos descritos na Figura 1
representa o modo geral de fraturamento. Porém, tecnicamente, o Modo I € o mais importante.
Neste estudo de investigag¢do sera considerado, essencialmente, a ruptura induzida por tensao

de tragao.

3.2 MECANICA DA FRATURA ELASTICO LINEAR (MFEL)

A base do entendimento da fratura dos materiais solidifica-se no conhecimento dos
campos de tensdo e deformacgao nas regides proximas da ponta da fissura, e para isso, este topico
aborda a andlise linear dos campos, aplicavel para todas as condi¢des de fissura, estrutura e

carregamento, onde a deformacao ineldstica inerente ao redor da fissura € pequena.

A problema a qual a MFEL ¢ valida pode ser categorizada como satisfatoria em
casos de escoamento em pequena escala. Ou seja, a sua validade exige que as tensdes aplicadas

sejam pequenas o suficiente para que o escoamento plastico ndo ocorra no elemento.
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A MFEL relaciona o tamanho da fissura com o carregamento atuante no sélido,
relacionando assim a analise de tensdo da estrutura carregada e as medidas experimentas das
propriedades de fraturamento do material. Expressando em termos quantitativos, tem-se que a

fratura ocorrera quando:
K (a,D,0) = K.(T,5,B) 3.1

Sendo K um parametro calculado que, conforme indicado em (3.1), depende de a,
a dimensao da fissura, de D, dimensdes do elemento e o, da tensao aplicada. Por outro lado, K,
¢ um parametro do material referente a tenacidade a fratura do material, ou seja, a resisténcia
do material a propagacdo da fissura, que depende de T, temperatura na ponta da fissura, de
¢ (= do/dt), taxa de carregamento e B, espessura da secdo fissurada. Este pardmetro é medido

experimentalmente. (KANNINEN, POPELAR, 1985).

E importante compreender que ambos os pardmetros sdo relevantes. A resisténcia
de um material ¢ a tensdo necessaria para romper um espécime do material, ou seja, um valor
determinado usualmente por meio de ensaio de tensdo uniaxial. A resisténcia da estrutura
consiste na for¢a necessdria para se ter a tensdo maxima atuante na estrutura igual a resisténcia
do material, sendo essa tensdo maxima independente do material. Assim, a relagdo 0pax = 0y
¢ uma contrapartida direta da equacao (3.1) e seus valores sdo relevantes em um sentido

relativo.

A base sobre os procedimentos de ruptura nos elementos fraturados foi concebida
por Griffith (1920). Pode-se afirmar que, os resultados de concentracio de tensdes na borda de
um furo eliptico em uma placa tensionada obtidos por Inglis (1913), foram resolvidos por

Griffith apos publicacdes sobre estudos em fibras de vidro por volta de 1920.

Considerando uma placa de vidro (material amorfo eldstico-linear com ruptura
fragil) tensionada, com um furo eliptico de comprimento 2a (onde a ¢ a medida do
comprimento do eixo maior da elipse) introduzido ao centro da placa, de tamanho desprezivel
se comparado as dimensdes da placa (Figura 2), Griffith (1920) formulou uma teoria embasada

no balango termodinamico das energias existentes na fratura.

O critério do balango energético de Griffith consiste no balango entre o processo
envolvendo a parcela de energia potencial eldstica armazenada na placa e a quantidade de
energia de superficie para propagacdo da fissura. Ou seja, com base na Primeira Lei da

Termodinamica, onde trata do balango energético entre as energias em um sistema, Griffith
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propos que a formacdo de nova fissura provoca uma diminui¢do da energia de deformagao
existente no corpo e esta parcela de energia liberada deve ser maior ou igual ao trabalho

necessario para produzir novas fissuras (BROEK, 1987).

Figura 2. Placa de dimensdes infinitas com fratura central de comprimento 2a, sob estado de tensdo o.

T AATAREA TRy

AT AR TN

Fonte: Adaptado de Petersson, 1981.

E conhecido que, no desenvolvimento de uma fissura em um sélido composto de
moléculas que se atraem, o trabalho deve ser feito contrario as forcas aderentes das moléculas
em cada face da fissura. Esse trabalho aparece como energia potencial de energia, e se a
dimensao da fissura ¢ maior que a distdncia conhecida por “raio de agdo molecular”, a energia

por unidade de area ¢ constante no material, ou seja, conhecida por tensao de superficie.

A variagdo da energia de deformacgao foi realizada a partir da comparacao do estado
de tensdes entre a chapa sem furo e chapa com furo. Griffith assumiu as fissuras em formato
eliptico e com o desenvolvimento matematico existente de Inglis (1913), determinou que a
formacao de uma fissura de comprimento 2a em uma placa larga resultara na variacao de

energia de deformagao definida por:

v=-2T% (3.2)

Sendo g, a tensdo aplicada a placa, a ¢ o comprimento de meia fissura, conforme
Figura 2 e E ¢ o modulo de elasticidade do material. O sinal negativo expde que essa mudanca

se refere a uma diminui¢do da energia armazenada na placa.
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Griffith supds também que, a criagdo de novas superficies de fratura no sélido
idealmente fragil absorvera a quantidade de energia definida conforme equacao (3.3), sendo y;
um parametro de energia superficial. Assim, W representa o aumento da energia necessaria

para produzir nova superficie de fissura:
W, =22avys) (3.3)
Como resultado, a condi¢do para propagagao da fratura se deve a:

du _ dw,

— = 3.4
da da 34
Para a propagacao da fissura sob tensdo constante o, deve-se ter:
dws; dU
—<0 3.5
da * da (3-)

Substituindo as equagdes 3.2 e 3.3 em 3.4 e derivando-as, tem-se a tensdo de fratura:

1

o:(ZE%)Z (3.6)
Ta

Em 1948, Irwin (1957) prosseguindo com o desenvolvimento da teoria de Griffith,

estabeleceu a taxa de liberagdo de energia por unidade de crescimento da fissura — G (em

homenagem a Griffith) ou for¢a motriz para o crescimento da fissura. O crescimento da fissura

foi chamado de R por Irwin. Tem-se assim a condi¢ao para propagacao da fratura:

G=—F—>2Y;=R (3.7)

Em estado plano de deformagdes, R ¢ considerado uma constante, chamado também
de G.. A condicdo de energia agora evidencia que G deve ser ao menos igual a R antes de
ocorrer a propagac¢ao da fissura. Sendo R uma constante, pode-se entender que G deve exceder

a certo valor critico, G.. Sendo assim, o crescimento da fissura ocorre quando

2

1
Ge="""ouo. =(2=)" (3.8)

E T a

Sendo G, a taxa critica de liberagao de energia e da mesma forma, o, a tensao

correspondente.
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Griffith desenvolveu sua equagdo para o material fragil, como o vidro e assumiu
que a energia necessaria para produzir novas fissuras consiste em energia de superficie. Com
materiais ducteis, como os metais, ocorre a deformagao plastica na ponta da fissura. A energia
necessaria para propagagao da fratura deve ser considerada como a energia para formagao da
zona plastica se a ocorréncia dessa regido for necessaria para a propagacgao da fratura. Em outras
palavras, ainda que a energia suficiente para a propagacao da fissura seja fornecida, a fissura
ndo ird se propagar a menos que o material na frente da fratura esteja proximo a ruptura

(BROEK, 1987).

3.3 FATOR DE INTENSIDADE DE TENSOES

Adicionalmente, posterior aos trabalhos de Griffith (1920) e acrescentando a
solugdo obtida por Westergaard (1939), Irwin (1957) propds uma abordagem de fissura
relacionando o tratamento energético da fratura a um Fator de Intensidade de Tensdo K, de
modo a conectar os conceitos de Griffith a um parametro mais evidente para calculo, a taxa de

energia critica de deformacgao elastica:

KZ
G. = T (3.9)
Sendo, para estado plano de tensao,
E'=E (3.10)

Para estado plano de deformagdo, a partir do coeficiente de Poisson,

v, tem-se:

E

(3.11)

A partir dessa contribui¢cdo, a MFEL também pode ser apresentada como Mecanica

de Fraturas de Griffith-Irwin (KANNINEN, 1985)

Assim como Griffith (1921) utilizou dos conceitos matematicos de Inglis (1913),
analogamente, Irwin (1957) foi capaz de manipular as solu¢des do elemento fraturado de

Westergaard (1939) e propor uma abordagem de fissura com base no campo de tensdes na
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regido da ponta da fissura, correlacionando o critério de balangco de energia, sendo esse

facilmente obtido a partir de K, o fator de intensidade de tensoes.

Irwin (1957) resolveu varios problemas de fissuras em duas dimensdes na
elasticidade linear, e mostrou assim que o campo de tensdes na vizinhanga da ponta da fissura
(Ver Figura 3) apresentava sempre a mesma forma. Assim, mostrou que os componentes do
campo de tensoes G}j proximo a frente da fissura (para Modo I de fratura), no ponto (r, 6) podem
ser descritos como:

oli(r,8) = f£(8) + outros termos (3.12)

K
Vv2Tr

Figura 3. Distribui¢@o de tensdes na ponta da fissura do material elastico-linear.

(o]

Fissura

| Ponta da
Fissura

Fonte: Adaptado de Petersson, 1981.

Onde f;; representa uma fungdo trigonometrica dependente do angulo 6, da carga,
da geometria, do fator de intensidade de tensdes (K) e as coordenadas polares com origem na
ponta da fissura (r,0), conforme Figura 4. Quando a coordenada r tende a zero, o termo

principal da equagdo (3.12) ¢ dominante, entdo os outros termos sdo constantes ou tendem a

Z€10.

Em geral, o fator de intensidade de tensdes K pode ser escrito por:

K= Yovma (3.13)

Onde Y representa uma fungdo adimensional em fungdo da geometria ¢ a, o

comprimento da fissura (Figura 4).
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Figura 4. Fissura de comprimento a em meio infinito.

X1a

Fonte: Adaptado de Gongalves, 2015.

A equacdo (3.12) esta fundamentada para um material de comportamento elastico
linear, no Modo I de fratura. O método de Westergaard (1939) foi desenvolvido para abrange
o fator de intensidade de tensdo K nas expressdes do campo de tensdes em todos os modos
basicos de fratura. Assim sendo, os campos de tensdes a frente da fissura, para 8 > 0, sdo

descritos como:

-k 0 (1 4 sens 39) 3.14
oy = 21Trcos2 sen2 sen > (3.14)
.S 0 (1 0 36) 3.15
Oy = 21Trcos2 sen2 sen > (3.15)
K 0 6 30 316
Tyy = 2T[rcoszsenzcosz (3.16)
Sendo T,y = Tyx = 0.
Para os Modos II, tem-se:
Ky 6 0 6 36 317
oy = 21Trsenzcoszsenzcos2 (3.17)
- _tu ( 9) (2 + coso 39) 3.18
oy = — sen cos = €os — (3.18)
Tyy = 21Trcos2 sen2 sen > (3.19)

E as distribuigdes de tensdes no modo 111,
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Tyy = B (— sen 9) (3.20)
i 2mr 2 '

T Kun cos9 (3.21)
Yo V2mr 2 '

De acordo com a equagdo (3.12), a intensidade de tensdo localizada na ponta da
fissura depende apenas do fator K. Com isso, o critério de propagagao de fratura pode ser

determinado através da igualdade:
K=K, (3.22)

onde se tem por K. um parametro do material, uma vez que denota um valor critico
para o fator de intensidade de tensdes. Para o caso na chapa infinita, adotado por Griffith (1920),
o valor critico do fator de intensidade de tensdo para cada extremidade da fissura de

comprimento 2a ¢ dado por:

Kic = ocVma (3.23)

Desta forma, ¢ claro perceber que, a medida que a tensdo aplicada aumente, a
intensidade das tensdes na fronte da fissura aumenta proporcionalmente, até o valor de K atingir

um valor critico, Kj., o qual corresponde a tenacidade a fratura do material.

Em outras palavras, o aumento do fator de intensidade de tensdo evidencia o

momento em que se inicia a propagac¢ao da fissura.

3.4 METODO DA EXTRAPOLACAO DE DESLOCAMENTOS

O fator intensidade de tensdo pode ser obtido por diversas técnicas, a partir de

elementos convencionais ou especiais proximos a ponta da fissura.

Dentre os diferentes métodos, pode-se equiparar solugdes de elementos de contorno

com expressoes tedricas para se obter os deslocamentos préximo a fronte da fissura.

A extrapolagao dos deslocamentos proximos a fronte da fissura ¢ um método usado
para obter os fatores de intensidade de tensdo e serd apresentado a partir da equagdo de

deslocamento desenvolvida por Irwin.
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Seja o sistema de coordenadas polares, dado por r e 6, com origem na ponta da
fissura, definindo a superficie d a fissura com 6 = +m. Os campos de deslocamentos na

superficie da fissura podem ser escritos, para os modos I e II, conforme apresentado por

ALIABADI (2002):

k+1 r

(0 =m) —uy(8=—-m) =——K; o
(3.24)

k+1 r

yO®=m—u(0=-m= e Ky o

Sendo p o modulo transversal do elemento; k é dado pela relagio k = 3 — 41, de

modo que n permite a transformacdo para o estado plano de tensdes, n = (111») e para estado

plano de deformagdo mn = v, a partir do coeficiente de Poisson, v.

Assim sendo, determinados os deslocamentos nos pontos nodais dos elementos
posicionados na extremidade da fissura, ¢ possivel encontrar valores dos fatores de intensidade
de tensoes.

Para elementos quadraticos continuos de comprimento 1, conforme Figura 5, tem-
se que para os nés Be C, com r = 1/2 o s fatores de intensidade de tensdes nos modos I e 11

sdo respectivamente:

Figura 5. Nos na ponta da fissura de elementos continuos quadraticos.

Fonte: Adaptado de Gongalves, 2015.

2p  [m
KBcz_J: B _ ¢ 3.25
I K+ 1 l(u2 uz) ( )
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KBC _
Kn _k+1f( uf)

Da mesma forma, para os nés D e E, com r = [, tem-se:

pE _ _H |21 E
KP® =g [T 3
(3.26)
u 2m
KPIE:—k_I_1 (ul _UE

Sendo assim, os valores de K; e Kj; sdo obtidos por extrapolagio lineares de KEC,

KPE ¢ KB, KPE na ponta da fissura, e portando:

K; = 2KP¢ — KPF
(3.27)
Ky = 2KB¢ — KRE

3.5 MECANICA DA FRATURA APLICADA AO CONCRETO

O concreto ¢ um material heterogéneo constituido de agregados e massa de cimento
aderida nas superficies. O material ¢ inerentemente fraco devido a baixa for¢a de ligagdo e
existéncia de fissuras e falhas que se desenvolvem durante o endurecimento da matriz. Sob agdo
de carga externa, uma zona de tensdo se forma proximo a fronte da fissura e fendmenos sao

classificados no entorno.

O material eléstico linear, ndo fraturado, sujeito a um carregamento, apresenta um
relagdo tensao-deformacao uniforme que, graficamente se assemelha a uma reta, ou seja, seu

comportamento ¢ de fato linear até sua ruptura.

Contudo, devido a natureza heterogénea dos materiais — bem como do concreto —
o comportamento mecanico das estruturas ¢ fundamentado por caracteristicas particulares que
levam a uma curva tensdo-deformagdo de comportamento idealizado de acordo com os
materiais constituintes e, ao redor de uma fissura, pode-se admitir trés diferentes zonas,
conforme abordado por Petersson (1981), a zona elastica linear (indicado na Figura 6 pela letra

L), onde devido a baixa tensdo atuante, o material apresenta comportamento eldstico linear; a
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zona plastica (indicado pela letra P), onde a relagdo tensdo-deformagdo ndo ¢ linear, porém
existe aumento de tensdo e deformagdo; zona de fratura (ou zona de processo), onde a tensdo
decresce com o excessivo aumento de deformagdes (indicado pela letra F). Essas regides estao

relacionadas a esséncia do material em nivel da microestrutura envolvida.

Figura 6. Diferenca conceitual para o material fissurado em comportamento: (A) fragil, (B) plastico e (C) quase-

fragil.
t

. < <
s
<4 4y a .
a e s
v
A

¢ (A) ¢ (B) ¢ ©

Fonte: Adaptado de Rosa, 2010.

Quando a zona plastica e zona de fratura sdo pequenas em relagdo as dimensdes da
fissura, torna-se adequado o uso da MFEL. Nos materiais frageis a zona de processos se mostra
relevante, porém, ainda assim pequena o suficiente para negligenciar os efeitos ndo-lineares. A

zona plastica nesses casos ¢ reduzida.

Para os materiais ducteis, como os metais, ocorre uma ampla zona plastica, uma
vez que se deformam governados pela tensdo de escoamento e, portanto, outros métodos devem

ser utilizados, como a mecanica da fratura elastico-pléstico.

Diferentemente do que se admite em MFEL, a qual classifica tensdes tendendo ao
infinito na ponta da fissura, na zona de processo as tensdes ndo excedem a for¢a coesiva ou
resisténcia do material, devido ao comportamento do material heterogéneo do concreto

(GONCALVES, 2015).

Para Surenda e Ouyang (1992), varios fatores sdo responsaveis pela formagdo da
zona de processo que promove um enrijecimento na regido, como o desenvolvimento das
microfissuras na regido a frente da ponta da fissura. Devido as altes tensdes, as microfissuras
dissipam uma parte da energia externa externa causada pelo carregamento. Outro fator a ser

citado ¢ o efeito de ponte promovido pelos agregados rigiso entre as faces da fissura.
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3.6 MODELO DE FISSURA COESIVA

Para os materiais quase-frageis, como o concreto, admite-se uma regido de
processos ineldsticos (ou zona de fratura) na ponta da fissura, influenciando no processo de
fraturamento. A zona de fratura ¢ grande o suficiente para produzir efeitos nao-lineares que nao
podem ser desprezados. No caso de um elemento fissurado, sob acdo de tensdo, uma zona de
microfissuras se origina a fronte da fissura, na extremidade do entalhe, reduzindo
substancialmente a concentragdo de tensdes nesse local. A zona de fratura em frente a um
entralhe normalmente desenvolve um campo de tensao de tracao e, portanto, as propriedades
desta regido sdo aproximadas aos resultados da zona de fratura de um teste de tragdo direta. De
tal maneira, Petersson (1981) esclarece ser possivel aproximar a zona de fratura a fronte da

fissura a um entalhe capaz de transmitir a tensao (Figura 7).

A fissura de transferéncia nao ¢ uma fissura real, por isso ¢ considerada como
fissura ficticia. E assim, o modelo coesivo aparece como uma forma eficiente de considerar
esses efeitos. A importancia em se conhecer a zona de fratura e sua dimensao estd em que

somente assim pode-se estabelecer limites que assegurem a aplicacdo da MFEL.

Figura 7. No Modelo de Fissura Ficticia, tem-se (A) a zona de fratura na ponta da fissura alterada por (B) uma
fissura capaz de transmitir tensdes.

te tp

#P (A) ¢ P B)

Fonte: Adaptado de Petersson, 1981.

Desta forma, Dugdale (1960) apresentou o primeiro modelo de fissura coesiva. Ele
demonstrou um estudo através de um material eldstico plastico de espessura restringida, com
um corte reto — simulando uma fissura — e carregado na dire¢ao perpendicular ao corte e assim,
sugeriu que forgas coesivas representando a resisténcia do material a fratura sdo aplicadas como
forgas externas proximas a fissura de modo a anular a singularidade de tensdo na ponta da

fissura. Dessarte, admitiu que escoamentos ocorrem em uma determinada extensao a frente do
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corte, ou seja, a zona de fratura pode ser representada por uma de tensdo efetiva igual a tensao
de escoamento do material de forma a desenvolver um modelo de fraturamento de comprimento

de fissura ficticia.

A fissura real foi estendida por uma fissura tedrica de comprimento 2a + 2p,
conforme Figura 8. A partir do calculo da parte estendida p, seria possivel conhecer a abertura

da ponta da fissura a fim de se obter um critério de estabilidade da fissura.

A importancia do modelo Dugale-Barenblatt se deve ao fato de supor uma fissura
que transmite tensdes entre as superficies (fratura coesiva), retratando assim uma hipdtese do

comportamento fisico na regido proéxima a ponta da fissura. (ROSA, 2010).

Barenblatt (1962) ja estudava o equilibrio de fissuras em materiais frageis. Em seu
trabalho, demonstrou que as tensdes na ponta da fissura sdo finitas para um nivel de
carregamento e as superficies opostas da fissura se unem de forma suave. Barenblatt chamou a
atencdo que a teoria da elasticidade ndo era eficiente para a solucdo de problemas de fissuras,

pois existem forcas coesivas moleculares agindo nas faces da fissura.

Figura 8. Representagdo do Modelo de fissura de Dugdale.

Hitttttttedeeteeeeeee
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AT AR AR AL

Fonte: Adaptado de Rosa, 2010.

Contudo, o modelo de fissura coesiva adequado para materiais quase-frageis,
pertence a Hillerborg et. al (1976). A ideia do processo de dissipagdo que ocorre na ponta da
fissura ¢ relacionada ao fendmeno de amolecimento do material e mostra que a abertura normal

das faces da fissura ficticia e as forcas coesivas, ou forcas na superficie da fissura, ocorrem ao
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longo das faces da fissura e, portanto, ao contrario do proposto por Dugdale (1960), diminuem

de forma gradual até cessar a transmissao de esforgos entre as superficies da fissura.

Hillerborg et. al. (1976) admitiram que a tensao coesiva fosse em fun¢ao da abertura
da fissura ficticia, assim sendo, 6. = 6.(Au). A distribui¢do de tensdo atinge a resisténcia a
tracdo do concreto na regido coesiva f; e decresce em dire¢do a ponta da fissura real, se anulando
no valor critico de abertura da fissura ficticia Au... Em um ponto qualquer além da regiao
coesiva, o estado de tensao ¢ regido pela lei constitutiva conforme um material ndo fissurado
(Figura 9). Neste modelo, a curva de tensdao-abertura de fissura (ou curva de amolecimento)
representa o valor da energia a ser absorvida por area de fissura unitaria, ou energia dissipada.
E dado matematicamente conforme Equagdo (3.28). Sendo G, a energia necessaria para fraturar

o solido.

Hillerborg et. al. (1976) configura o comportamento do concreto a tracdo
representando a parte ascendente do grafico tensdo-deformacdo e desprezando assim as

deformagdes inelasticas, conforme Figura 10.

Figura 9. Representagdo do Modelo de fissura de Hillerborg.

fissura real
livre de

tensoes | fratura

regido
coesiva

Fonte: Adaptado de Rosa, 2010.

Aucr

f o dAu = G, (3.28)
0
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O grafico produzido pela relagdo tensdo-abertura da fissura, conforme Figura 10,
denota o aspecto da curva de amolecimento para o concreto ou, perda de rigidez do material

fissurado.

Dessa forma, a area sob a curva (Figura 11) representa a energia necessaria para

fratura do solido, G.

Figura 10. Regime elastico-linear da curva tensdo-deformacao devido ao ensaio do concreto a tragdo.
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o  fil____
k It

4_ "
‘_ x‘b.‘A % > B -
Tensdo

Deformago €

Fonte: Adaptado de Gongalves, 2015.

Figura 11. Grafico da relagdo tensdo e abertura da fissura na fase p6s-pico do ensaio do concreto a tragéo.

GU.II

ft

G = f(Au)

Fonte: Adaptado de Petersson, 1981.

Visando otimizar parametros, ¢ plausivel aproximar a curva tensdo-abertura de
fissuras a linhas retas. O aspecto da curva possui um trecho inicial que pode ser substituida por
um segmento linear, e ainda, a curva completa pode ser representada por uma curva bilinear.

Nesse ultimo caso, o primeiro trecho da reta ¢ responsavel pela microfissuragdo a frente da
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ponta da fissura, caracterizado pela maxima tensdo suportada. Neste contexto, para realizar
andlises do comportamento da zona coesiva, leis constitutivas sdo aplicadas a fim de se
aproximar a curva real do material. Ainda, diferentes formas para a curva o = (4,) sdo

encontradas na literatura, através de testes de concreto submetido a tensao uniaxial (SOUSA e

GETTU, 2006).

A lei coesiva linear (Figura 12) ¢ disposta neste trabalho para desenvolvimento da
modelagem da zona de fissura ficticia. Esse caso de aproximacdo demonstra simplicidade,
porém, permite obter resultados adequados para analises numéricas em materiais de

caracteristicas distintas.

Figura 12. Representacdo grafica da relacdo tensdo e abertura da fissura na Lei coesiva linear.
O,

St

Au cr 'AU

Fonte: Adaptado de Petersson, 1981.

A zona de fissura ficticia, limitada ao valor critico de abertura Au,,, apresenta a

seguinte expressao analitica do grafico linear:

u
) se 0 < Au < Aug,
o(Au) = Uer (3.32)

0 se Au > Aug,

Outra lei constitutiva a ser apresentada ¢ a lei coesiva bilinear (Figura 13). Conforme
Petersson (1981), a aproximagao em duas linhas tem comportamento mais proximo ao esperado

na maioria dos tipos de concreto.

Essa curva descreve as propriedades da zona de fratura do concreto de forma mais

realista se comparada com a curva linear.
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Figura 13. Representacdo grafica da relacdo tensdo e abertura da fissura na Lei coesiva bilinear.
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A

E3 —— —>
Au Au cr Au cr Au

Fonte: Adaptado de Petersson, 1981.

Neste caso, para cada trecho de reto, tem-se:

Au i
fi (1 — Aucr*) se ) < Au < Au
(3.29)

u
) se Au* < Au < Aug,
uCI‘

L 0 se Au > Au,,

Para os valores de tensoes f.* e A, * relativos ao ponto de inflexdo, admitir f;/3 ¢

0,80. G¢/f; respectivamente.

Por fim, uma terceira lei constitutiva pode ser apresentada, se referindo a uma

relacdo exponencial em relagdo as forgas coesivas e abertura de fissuras. Tem-se:

o(Au) = fiexp (—é—tt Au) (3.30)
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4. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
4.1 APRESENTACAO

Os métodos computacionais para analises de estruturas t€ém alcangado um nivel de
desenvolvimento que os tornam ferramentas essenciais para projetos de engenharia. A
elaboracdo de modelos capazes de representar as mais complexas situagdes da mecanica dos
meios continuos permite obter solugdes com alto grau de precisdo. Para isso, as técnicas
numéricas utilizadas estdo relacionadas, basicamente, com solucdes aproximadas de equagdes
diferenciais em conjunto com relagdes constitutivas para descrever, com maior precisao

possivel, o comportamento de um corpo.

O primeiro método utilizado, método das diferencas finitas (MDF), tem como base
transformar as equacdes diferenciais que regem o problema fisico em expressoes de diferencas
finitas, com o objetivo de converter um problema composto por equagdes diferenciais em um
problema de equagdes algébricas. Segundo Becker (1992), esse método ¢ mais difundido para

problemas de transferéncia de calor e movimentos de fluidos.

No caso do método dos elementos finitos (MEF), o dominio ¢ segmentado em
pequenas partes finitas e, cada parte (ou elemento) tem seu comportamento descrito por uma
equagao diferencial. A formulagdo do método permite escrever equagdes de compatibilidade e
equilibrio entre os segmentos finitos e determina funcdes interpoladoras continuas para

representar as incognitas do problema.

O MDF e o MEF admitem, fundamentalmente, equagdes diferenciais na solugdo do
problema sobre um dominio, o qual ¢ composto de pontos nodais e elementos internos. Por isso,

esses métodos de aproximacgao sdo comumente conhecidos por métodos de dominio.

O método dos elementos de contorno (MEC) aborda diretamente as equagdes
integrais de contorno, diferentemente dos métodos de dominio. Neste caso, o método
transforma equagdes diferenciais que regem determinado problema fisico em equagdes
integrais que sdo, numericamente, integradas sobre o contorno, de uma determinada superficie.
A vantagem do MEC pode ser atribuida a redug¢do da dimensionalidade do problema pois, em
casos bidimensionais, ¢ necessaria apenas a discretizagdo do contorno em pequenos elementos

e, para casos tridimensionais, apenas a superficie do corpo deve ser discretizadas em elementos.
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4.2 TEOREMA DE GREEN

As equacdes integrais sdo descritas para representar fungdes como de
deslocamentos, tensdes ou forgas de superficie sobre um dominio. Através de transformagdes
matematicas ¢ possivel reduzir uma integral de volume em uma integral de superficie,

distinguindo assim as Equagdes Integrais de Contorno.

A transformacdo das integrais pode ser feita por diversas dedugdes, como pelo
Teorema da Reciprocidade devido a Betti, pelo Teorema de Green através da segunda

identidade de Green ou ainda, pela Técnica dos Residuos Ponderados.

Neste estudo, o Teorema de Green, ou teorema da divergéncia, ¢ apresentado

considerando um volume (2, envolto por uma superficie I', sendo:

fosz ffndr (4.1)
r

Q

Ou, em notag¢ao tensorial,

of;

j a_xli dQ = j f, n; dT 4.2)
Q r

Na qual a variavel f representa uma funcdo integral com derivadas de primeira

ordem em relagdo as coordenadas cartesianas (x, y, z) € o termo n representa um vetor unitario

normal a superficie de contorno.

Admitindo a existéncia de duas variaveis (¢ e ) no volume (), a equagdo do
Teorema da Divergéncia pode ser escrita com derivadas continuas de primeira e segunda ordem

em relagdo ao contorno I':

] 0
fcpvzq;— Y V2 da = fq)a—tg— q;ai:l dr (4.3)
Q r

onde d/0n representa a derivada das fungdes na dire¢do do vetor normal.

A equacdo (4.3) ¢ conhecida por segunda identidade de Green.
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4.3 SOLUCAO FUNDAMENTAL

Seja um elemento infinitesimal de dimensdes dx, dy e dz, em equilibrio e sujeito a
tensdes internas. A equagdo de equilibrio de forcas em ponto qualquer de uma pequena parte

de um solido, onde os componentes de tensor de tensdo sdo expressos por oj; € Fj representa

vetores das forgas de volume, tem-se:
—J4F =0 (4.4)

As componentes do tensor de tensdo oy estdo em equilibrio com as forgas

superficiais agindo em um elemento diferencial. Para a superficie do elemento, as forcas de

superficie P; sao dadas por:
Pi = Gij n]- (45)

onde n; sdo cossenos diretores da normal a superficie do elemento em relagdo aos

eixos (x,V,z).

Para um material elastico linear, aplicando-se as relagdes deformacao-
deslocamento e substituindo adequadamente nas equagdes de equilibrio, obtém-se a equagao de
equilibro de Navier, sendo base para a formulagdo direta das equagdes integrais de contorno.

Na forma de vetor, a expressao ¢ dada por:

WV®=I (4.6)

VZu +
YT T

onde v representa o coeficiente de Poisson e p o mddulo de elasticidade transversal.

As solugdes fundamentais sdo solucdes singulares para a equacdo de Navier, sendo

que, para cada problema fundamental uma solugao particular é determinada.

As equacdes de Navier sao complexas para se resolver analiticamente devido ao
acoplamento dos termos das equagdes. Becker (1992) apresenta um método para
desacoplamento acompanhado por substituigdes estratégicas de algumas funcdes para o
componente deslocamento. O vetor deslocamento u; ¢ substituido por uma expressdo em

fungdo de outros vetores, sendo:
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d%g; 1 0%g;
U= o 2 47)
0x;0%;  2(1 —v) 0x; 0x;
Ou, na forma do operador Laplaciano,
=V? ! V(V-g) (4.8)
uj = g 2(1 _ V) g .

A segunda derivada de um vetor ¢ conhecida por vetor Galerkin (g). A substitui¢ao
do vetor deslocamento da equagdo (4.8) em termos do vetor Galerkin na equagdo (4.6),
transforma as equacgdes diferenciais em tipo bi-harmonica, que podem ser manipuladas

analiticamente com maior facilidade.
—f
Vg = V2(V%g) = m 4.9)

A solucdo fundamental esta baseada na solucdo classica tridimensional de uma

forca concentrada aplicada no interior de um dominio infinito, conhecida por solugao de Kelvin.

Admite-se que uma forg¢a unitaria € aplicada em um ponto interno p com o objetivo
de analisar os efeitos desta forca em outro ponto Q, em qualquer local do dominio. A solugao

deve satisfazer a duas condigdes (BECKER, 1992):

a. Todas as tensoes devem desaparecer quando a distancia entre p e Q tende ao infinito;
b. As tensdes devem ser singulares no ponto p, ou seja, tende ao infinito quando a

distancia entre p e Q tende a zero.

Segundo Cruse (1977), o vetor Galerkin que satisfaz as condi¢des acima (a, b) para

a equacao (4.9) ¢ dado por:

g = r(p,Q (4.10)

8n(1—v)

A fungdo raio r(p, Q) representa a distancia geométrica entre os pontos p € Q.

A solu¢do fundamental para o problema plano de tensdo pode ser obtida

substituindo a equacao (4.10) na equacao (4.7), e assim o vetor deslocamento ¢ dado por:

B 1 1 ar(p' Q) ar(p' Q)
u;(p, Q) = sl —v) l(?’ ~4v)in [r(p, Q)] o + 0x; 0x;

4.11)
]
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O indice i representa a dire¢ao de aplicagdo da forca concentrada unitaria em um ponto
no dominio e o indice j representa a dire¢do da resposta, devido a aplicagdo da carga unitaria,

em outro ponto no dominio.

Utilizando as equacdes constitutivas (Lei de Hooke) que relaciona tensdes e
deslocamentos conforme:
Gij =

Sendo possivel escrever uma expressao similar para as forgas de superficie,

1 ar(p,
P;(p, Q) = ( p Q)> I(l — 2v)§;;

4m(1 —v)r(p,Q) on

) ar(p,Q) dar(p,Q)
aXi

(4.13)

+ 1—-2v ar(p' Q) ar(p' Q) n.
4r(1 = v)r(p, Q[ 0x; & ox;

4.4 TEOREMA DA RECIPROCIDADE DE BETTI

Para dois sistemas sujeitos a campos de tensdo e deformacao distintos (A) e (B), as
equagoes constitutivas para materiais elasticos lineares isotropicos sdo descritas a partir do

teorema da reciprocidade de Betti, representado por:

j O'i]'(A)Ei]'(B) dQ = j O'i]'(B)Eij(A) dQ (414)
Q Q

onde o trabalho realizado pelas tensdes do estado em (A) nos deslocamentos do
estado em (B) ¢ igual ao trabalho realizado pelas tensdes do estado em (B) nos deslocamentos
do estado em (A). A equagdo (4.14) pode ser escrita com os componentes do tensor de

deformagdes ¢;; a partir dos deslocamentos u:

ou; ® ou, A

J oy o d0= f oy —— a0 (4.15)
ax] J ax,

Q

Aplicando a regra da cadeira no termo a esquerda da equacdo (4.15), tem-se:
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aO'i]' @)

ou;® du;
f oy @ 2N 4o = l 8 (0@ 0, ®) —

(B) 4.16
7%, u; l dQ (4.16)

Q

Separando o termo a direita da equagdo (4.16) em duas integrais:

ou; ] doy; A
f cij“au, [ul(cu‘” ui(‘”)]dﬂ— f [— a‘j{_ u#B)]dﬂ (4.17)
]
Q

A equagdo de equilibrio (4.4) pode ser utilizada para substituir o tltimo termo da

segunda integral a direita de (4.17) pelo componente de forcas de volume F;, resultando:

ou;® du;
f Gij a) a_X]l dQ = l : ij 8 ui(B))l dQ + ] [FI(A) ui(B)] dQ (418)
Q Q

A equagdo da divergéncia, abordado em (4.2) pode ser aplicada no segundo termo

da equagdo (4.18) de forma a se obter:

ou;®

]O'i]'(A) a_Xl dQ = j[o-i]'(A) ui(B) n; dF] + J [Fi(A)ui(B)] dQ (419)
j

Q r Q

Utilizando-se do conceito do vetor de tensdo oy, de equilibrio com as forcas
superficiais agindo em um elemento diferencial, representado na equacao (4.5), pode-se

substituir os valores da segunda integral de (4.19) para ter:

ou;®
] oy 6x; dQ = J [B® u,®]dr + f [F{®u;®] do (4.20)
Q r Q

Retornando na equagdo (4.15) e utilizando o mesmo procedimento para a tensao

Oij (B) resulta-se na seguinte expressdo do Teorema de Betti:

_f[Pl(A) ui(B)]dF + f [Fi(A)ui(B)] d.Q = f [PI(B) ui(A)]dF + f [Fi(B)ui(A)] d.Q (421)
r Q r Q

Onde o segundo termo do lado direito da equagdo (4.21) pode se associar a fungao

delta de Dirac, considerando Fi(B) uma forga singular. A fun¢do delta de Dirac possui uma
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propriedade importante quando utilizada na obten¢do das equacdes integrais de contorno,

sendo:

f [F®u®]da = u, (4.22)
Q

4.5 EQUACAO INTEGRAL DE DESLOCAMENTOS

Para se chegar a um sistema de equacdes algébricas com uma tnica solugdo, pode-
se usar o Teorema de Betti para tratar equagdes integrais no contorno dois estados distintos de

deslocamentos e tensdes (A) e (B), sendo:

(A)é o atual problema a ser resolvido, onde os vetores deslocamentos e tensdes u; 4 e
P; ) 530 desconhecidos;
(B) deve ser um estado conhecido, com os vetores deslocamentos e tensdes u; ® e P (&)

validos para qualquer geometria em equilibrio.

Para a equacdo (4.21), as seguintes substitui¢des serdo admitidas:

@ =y (X) u® = Uj;" (X, %)
Pi(A) =p X) Pi(B) = Pij*(' X, Xo) (4.23)
R =F)

Onde os valores de Ui]-* e Pi]-* sao solugdes fundamentais para os deslocamentos,
obtidos através da solucdo de Kelvin e, utilizando equagdes constitutivas, forcas de superficie,

respectivamente. A forca de volume Fi(A), ¢ uma integral de volume e xq ¢ um ponto interno

no dominio.

Portanto, conforme ilustrado na Figura 14, X, representa o ponto fonte, onde se

aplica a carga unitéria e X, o ponto campo.

A partir da equacgdo (4.21), a equacdo integral de deslocamentos associado a fungao

delta de Dirac, exposta em (4.22), pode-se admitir que:
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u;(x) = — f [P (X x0) u;(X)]dr + f [p;(X) U™ (X, %) | dI

r r

(4.24)

+ f [F;(X) U;" (X, %0)] d2
Q

A equagdo (4.24) ¢é conhecida como Identidade de Somigliana para deslocamentos
e fornece os valores de deslocamentos e tensdes em qualquer ponto do dominio associado aos
valores conhecidos de deslocamentos e forcas de superficie sobre o contorno, de forgas de

volume e das solu¢des fundamentais.

A distancia geométrica entre os pontos fonte e campo ¢ representada por um raio

de dimensao r, na equacao (4.24).

Figura 14. Representacdo do ponto fonte X, e ponto campo X.

X
s

.

X2

Fonte: Adaptado de Gongalves, 2015.

4.6 EQUACAO INTEGRAL PARA PONTO NO CONTORNO

Sendo o MEC uma técnica para problemas de contorno, se torna necessario
reescrever a identidade de Somigliana, valida para todo o dominio, para um ponto fonte situado
na regido do contorno. Esse desenvolvimento estabelece uma formulacdo singular no sistema
de equagdes integrais. Tem-se como estratégia admitir, inicialmente, o acréscimo de uma

superficie esférica [, de raio €, com centro em x,, conforme exposto na Figura 15. Ao



63

aproximar o ponto X, do contorno, a superficie original do so6lido I' ¢ interceptada por [ e
assim, pode-se escrever uma equacdo integral para deslocamentos em pontos no contorno.
Portanto, essa estratégia se baseia em admitir uma divisdo do dominio em duas regides, () +

Q,, delimitada pelo contorno I' — T + T.

Figura 15. Posicionamento do ponto no contorno considerando superficie adicional [%.

X
A

-
X5

Fonte: Adaptado de Gongalves, 2015.

A equagdo integral ¢ escrita da seguinte maneira:

ui(XO) = — f[Pll*(’ X, XO) UJ(X)]dF + f[Pll*(' X, XO) u](X)]dF

r-T Te

+ f [p;(X) Ujj" (X, %) | dI' + f [p;(X) Ujj" (X, %) | dI (4.25)
r-T T

+ f [F;(X) Uii" (X, x0)] dO + f [F;(X)U;" (X, %0)] d
QO Qg

De forma que, os termos da equagdo (4.25) escritos em fung¢ao de [, representam a
integracao de superficie da regido acrescida no contorno. Faz-se nessa equacgdo a forma limite

€ = 0 para o raio da esfera, de modo a ndo alterar o contorno original do s6lido. Com isso, a
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divisdo em equagdes integrais de contorno resulta em equagdes integrais regulares e singulares,

de forma que a superficie ao redor da singularidade tende a zero.

Essas equacdes integrais, sobre o contorno, devem ser consideradas no sentido de

Valor Principal de Cauchy (KANE, 1994).

Ao considerar que ndo ha forgas de volume, pode-se reescrever a equagao:

ui(XO) + f[Pij*('X'XO) u](X)]dF + f[Pi]'*('X'XO) u](X)]dF
r-T e

(4.26)

= f [p;(X) Uyi" (X, %) | dI' + j [p;(X) Uyi" (X, %) | dI
r-r Te

O desenvolvimento dos termos Uij* e Pij*, deslocamento e for¢a de superficie no
ponto campo respectivamente, deve ser feito a partir da solugdo fundamental de Kelvin,

conforme equagdes (4.11) e (4.13), reescritas em fungéo dos pontos (X, Xq):

. 1 1 or(X,xq) ar(X, xg)
KX xg) = ————[(3 = 4v)1 } .
Uy (X,%0) 8mu(1 —v) [(3 Vln [r(X, XO)] %+ 0%; 0x; (4.27)
. 1 or(X,xq)
P *(X = 1 = 2v)§.
ij"(X,%o) 41(1 — v)r(X, x¢) < on ) [( V38,
or(X,xq) ar(X, xg)
2
+ ox. % (4.28)
1-2v ar(X, Xo) ar(X, Xo)
+ n; — n;
4nt(1 —v)r(X, xq) 0x; 0x; )

A solugdo das integrais de (4.26) sobre o contorno Iy ¢ obtida da derivada da

solu¢ao fundamental.

Sendo assim, resolvendo cada integral da equacao separadamente, tem-se, para a
solugdo da segunda integral singular da equagdo (4.26) sobre o contorno [y o seguinte termo

representando a integral sobre o semicirculo:
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T

. 1
Ij Pl] U dl = bf [m ((1 - ZV)( riny — rjni)

9]

(4.29)

Devido ao dominio adicional ser circular, dr(x) =r.d6, a dire¢do do raio €

coincide com a normal, portanto tem-se as seguintes condigdes a serem admitidas:

a. rinj = rjni =0

ar
a_n_l

E com isso, a equacdo (4.29) pode ser reescrita em coordenadas cilindricas,
1 T
E cancelando a varidvel r, destacada na equagao acima, tem-se:
: 1

Na sequéncia, para desenvolvimento da integral a direita da equagdo (4.31), as
manipulagdes matematicas devem ser executadas ao igualar os indices do termo a direita da

equagdo e separar o termo em duas integrais, como:
n
JP” y; dr = )f(l 2v) u; dO] +f2r(ru)d9 (4.32)
0
Admite-se na equagdo (4.32) um indice variando de 1 a 2 no produto r;u;, obtendo:
m
f Py u dr = ﬁf(l —2v)u; d6 + f 21 (rquy +rpuy) do (4.33)
0 0
Impde-se na equagdo (4.33), 1 indice 1 variando de 1 a 2 no produto rju;, obtendo:
T n
f Py" u; dI' = ﬁf(l —2v)u; d6 + b[ 2ri%uy + 2rirouy) de (4.34)

Sendo que, para a tltima integral a direita, o primeiro termo ¢ dado por:
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r [ 11 m
2u1.fr12 de = 2u1fc0529 de = [§6+Zsen 29” 0= W (4.35)
0 0

E, da mesma forma, o segundo termo:

T

e
2u2fr1r2 de = 2u2fsen6cos 20d0 = lZuZ
0

0

s
0

sen? 0
2

=0 (4.36)

Com essas defini¢oes (4.35) e (4.36) para i=1, € possivel substituir o lado direito da

equacado (4.34), chegando a:

1
fpll uisz—m[(l—ZV)T{ul+ u11'[]
Te

~ 1 PN (4.37)
——m(ﬂuﬂ —2v)+1)=-

1

= —Eu1

—41_[(1 9 2(1 —v)uy

No casode r; comi= 2,

T

T
i} 1
J Py u; dI = mofa —2v)u, do + Of(Zrzrlul + 2r,%u,) do (4.38)

Sendo os dois termos da ultima integral a direita nulos, pois:

T
2u2]r1r2 de =0 (439)
0

T T
2u2fr22 de = 2u2fsen26 de =0 (4.40)
0 0

De tal forma que, substituindo (4.39) e (4.40) em (4.38), determine-se que:
. 1
f Pl] U dr = —EUZ (441)
Te

Portanto, € possivel escrever a solugdo das integrais de (4.26) sobre o contorno [

como sendo:
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1
[ [Py x0) wCOJAr = —F uix) (4.42)
Te

Admitindo a mesma condi¢do matematica, para a outra integral de (4.26) sobre o
contorno I, de permitir que os indices i e j variem na equagdo e separando a integral em duas

partes, tem-se:

T

s
. 1
f p;j U™ dl = mj —(3—4v)InrPrd6 + f ri(r;P; + r,P,) rdo (4.43)
I 0 0

Ao admitir que o valor de r aproximar-se de zero na equagdo (4.43), a segunda

integral a direita terd valor zero, portanto:

T
1
.f Pj Uij dI' = m[ —(3 — 4V) lan]- rdoe (444)
0

Te

Sendo assim, retornando para a equacdo de deslocamento (4.26) e substituindo os

valores das integrais de acordo com as equacdes (4.42) e (4.44), pode-se escrever:

1
wio) + [ [Py (%x0) wOOJr = Juitco) = [ [0 Uy (Xx) ] dr+0 (449)
r-T r-T

Ou ainda, reescrevendo a equacao (4.45) apos operagdes matematicas,
1 . .
uixo) (1-5) + f [Py" (%, %0) 4, (X)]dr = f [0 UKxo) | dr (446)
r-r r-r

Levando o ponto de colocagdo para o contorno, ou seja, fazendo r — 0, as integrais
I' — T sdo obtidas no sentido do valor principal de Cauchy, sendo para o contorno suave (KANE,

1994):

1
ZuGc0) + [ [Py ox0) w0l = [ 5,00 0y 0tx) ] ar (4.47)
r r

Utilizando essas propriedades, ¢ possivel escrever a identidade de Somigliana,

tendo-se a equacdo integral para o ponto no contorno de forma geral,
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Cij (%0) uj(x0) + f [Pij*(X; Xo) Uj(X)]dF = f [Uij*(X,Xo)pj(X)] dar (4.48)
T T
Onde u;(X) e p;j(X) sdo as variaveis de deslocamentos e forgas de superficie no
ponto campo respectivamente. U;;* € Pi]-* sao deslocamentos e forcas de superficie na diregao j

no ponto campo X devido a carga concentrada unitaria aplicada na dire¢do i no ponto de

colocagdo xq (BREBBIA ¢ DOMINGUEZ, 1992).

O termo C;j(Xo) ¢ um valor constante e uma abordagem ampla foi apresentada por

Cruse (1977). Para pontos internos e externos ao contorno I', o valor do termo ¢ dado em fungao

do ponto fonte, definido por:
Cij(%0) = &j; para X, no interior do sélido ou, dentro do contorno. (4.49)
Cij(x0) = 0 para x, no exterior do s6lido ou, fora do contorno. (4.50)

Sendo §;; a fungdo delta de Kronecker, ou seja, um tensor isotropico que permite
converter ou contrair indices. A funcdo ¢ definida por:
lsei=j
Osei#j
Na equagdo (4.48), o nucleo da primeira integral ¢ regular para pontos internos,

porém, apresenta uma singularidade da ordem de (1/r) quando o ponto de colocacdo se

aproxima do ponto campo, sendo tratada no sentido do valor principal de Cauchy (PORTELA

etal., 1993).

4.7 APLICACAO NUMERICA

Obtidas as solugdes fundamentais e equagdes integrais de contorno para problemas
elasticos bidimensionais, para a implementagdo numérica, o problema deve ser discretizado no
seu perimetro em diversos elementos de contorno, de modo que a equacao integral de contorno

seja determinada a partir do somatdrio dos elementos.

O presente estudo aborda elementos quadraticos e cada elemento de contorno ¢

definido por pontos, chamados por n6s. A Figura 16 apresenta uma discretizacdo de elementos
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de contorno. O contorno do problema foi dividido em elementos conectados por pontos nodais.
Cada né tem quatro varidveis, pois devido a um problema estatico plano, sdo dois

deslocamentos u; e u, e duas forgas de superficie, p; € p,.

Figura 16. Discretizag¢do de um problema.

ELEMENTO DE
CONTORNO
N6 9 No 8 No7
¢ L 9
No6 10 N6 6
No 11 N6 5
@ [ ]
No 12. ~ .No 4
-
No 1 No2 1“ No3
PONTO
NODAL

Fonte: Elaborada pela autora.

Para cada elemento, a variacdo da geometria e as varidveis devem ser descritas.
Sendo assim, para um problema de Unica solu¢do, parte das variaveis deve ser descrita e parte
sera considerada como incognita do problema. Portanto, um ndé deve conter informacgdes
prescritas para deslocamentos e/ou forcas de superficie. Esses valores prescritos, ou seja, as
condi¢des de contorno, sdo necessarias para solucao do problema. Para cada nd associam-se
duas equagdes integrais, onde a carga unitaria utilizada na equagdo fundamental ¢ aplicada em
uma dire¢do na primeira equacdo e em diregdo perpendicular a primeira, na segunda equagao.

r

Considerando a solugdo fundamental, ¢ possivel obter deslocamento e forcas de
superficie em todos os no6s da malha e, para cada no, ¢ escrita uma equagao do sistema linear.
A equacao integral de deslocamento (4.48) €, portanto, utilizada na forma de somatorio em

funcao do numero de elementos do problema, N:

N N
Cyx0) wirod + Y [ [Py o) wCOJr = ) [ [0y Roxpdp00] a8 (452)
K=1T K=1r
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A Figura 16 apresenta o uso de nds duplos nos cantos, ou seja, trechos no contorno
com angulos que impdem uma situagdo de singularidade no sistema de equagdes a formulagao
do MEC. O presente estudo utiliza a técnica abordada por Venturini e Paiva (1993) e Palermo
Jr. (2000) para nos duplos em cantos com elementos perpendiculares entre si. A utilizagao de
nods duplos facilita a manipulag@o do sistema final de equagdes, a qual consiste em deslocar os
pontos de colocacdo para o interior dos elementos concorrentes ao canto, € com isso escrever

equagoes integrais da solu¢ao fundamental.

No que se refere ao uso de elementos quadraticos, a mudanca de variaveis entre as
coordenadas cartesianas e coordenadas intrinsecas facilita a integracdo de cada elemento ao
longo do contorno. As integrais serdo avaliadas no intervalo de -1 a 1, correspondendo ao
intervalo da coordenada intrinseca (Figura 17). Sendo assim, serdo abordados as funcdes de

forma responséveis pela mudanga de variaveis e o jacobiano da transformagao.

Figura 17. Mudanga de coordenadas dos pontos de um elemento.

y

(¥,)

(:%\(;yys)

—& *>—>
E=-1 E=0 E=+1 ¢

Fonte: Adaptado de Gao, 2006.

Os elementos descrevem a geometria do problema de forma aproximada e para isso,
o grau de aproximagdo das grandezas envolvidas na solugdo ¢ dado através de funcdes
polinomiais, denominada fungdes de forma. De acordo com a funcdo de forma adotada os
elementos de contorno podem assim a forma constante, linear, quadratica, cibica ou ordens

superiores.

A formulagdo matematica das fungdes aproximadoras pode ser escrita na seguinte

forma:

S® = ¢i(®) Si(®) (4.53)
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Em que S representa uma das coordenadas geométricas em um né. As funcgdes de

forma sdo descritas por @; e para elementos quadraticos, sao utilizadas conforme (BECKER,

1992):

@(® = 5EE~ D)
0(® = G+ DE-1) (454)

1
() = F8E+1)

Desta forma, uma coordenada de um no no sistema bidimensional (X, y) passa a ser
escrito uma fungdo da coordenada intrinseca &, variado de -1 a 1 (Figura 17), sendo expressa
pela somatoéria das fungdes de forma dos nos de um elemento multiplicado pela coordenada dos

proprios nos:

3
X® =) ¢®x® (455)
i=1
3
Y® =) ¢® 3 © (4:56)

Ou, expressa a equacao completa da somatoria, t€ém-se as seguintes coordenadas

para um né do elemento:

» _ - _
x(®) = (Ez(s—n) X[+ [E+DE- 1D x] + <§z(z+1)> Xs|  (457)

1 . 1 .
y(®) = <§ 5(8 — 1)) yif+ [+ DE-Dy.l+ (E 5(& + 1)) Y3 (4.58)

Definida as fungdes x(&) e y(§) dos nos, se faz necessario o conhecimento da
solucdo fundamental e das parcelas que a constitui, para todos os pontos de colocagdo do

modelo.
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4.8 MONTAGEM DAS MATRIZES DO SISTEMA DE EQUACOES

Com as equacdes integrais, derivadas da identidade de Somigliana, para todos os
pontos do modelo, determina-se um sistema linear resultante com equagdes da ordem de duas

vezes 0 numero de nos existentes na malha.

O processo de integracdo das solu¢des fundamentais no MEC pode ser considerado
complexo se comparado a outros métodos numéricos. Como as integrais sdo analisadas
conforme a distancia (raio) entre ponto fonte de colocacao e ponto campo, quando o ponto de
colocagao pertence ao elemento que estd sendo integrado, o raio apresenta valor tendendo a
zero e, portanto, ocorre a presenga de uma singularidade nesse local. Em elementos de menor
ordem, como os lineares, existe a possibilidade da utilizacdo da integracdo analitica nas
solucdes fundamentais. Porém, para os elementos quadraticos, essas expressdes se tornam
dificeis e por isso serdo desenvolvidas de forma numérica no presente estudo. Essas integrais
singulares necessitam de um tratamento especial para serem calculadas corretamente. Os
métodos de integracdo singulares serdo desenvolvidos em capitulo posterior. A integracao

numérica, quando permitida, utilizard da técnica da quadratura de Gauss (GAO, 2006).

A partir das fung¢des de forma (4.54) e da equagdo integral de deslocamentos (4.48),
pode-se definir as matrizes H e G correspondentes a solugdo fundamental do sistema linear de

equacoes.

Cada parcela da solugdo fundamental ¢ determinada em relagdao do raio entre o
ponto fonte aplicado x(§) e o ponto campo analisado, x;. Sendo definida, em relagdo as

coordenadas x ey, por:

dx(8) = x(§) —x¢

(4.59)
dy(®) = y(®) —yr
A distancia final entre os pontos, definia por raio (r) é
2 2
(® = (@) + (@) (4.60)
Dessa forma, a derivada do raio para distancia em relacdo a x ¢
dx (%)
r,(8) = (4.61)

r(¢)
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De forma analoga, para y,

d
r (8 = % (4.62)

O jacobiano da transformagao de coordenadas, ¢ dado por:

19 = J(dx:®) + (dy:®)° (4.63)

Os componentes do vetor normal ao contorno sdo calculados como:

1
dxn(§) =nx = @dyz(i) (4.64)
_ _ L (4.65)
dyn(@® =ny= 16 dx (%)
A derivada normal com relagdo ao raio ¢ obtida sendo:
rn() =r1(§) nx +r,(8) ny (4.66)

Sendo assim, as matrizes em termos de coordenadas locais, sdo dadas da seguinte

forma:

1

Hy = j Py* (X, xo) @(8) J(§) d
- (4.67)

1

Gy = j Uy (X, x0) (8 J(O) de

-1

Portanto, a equa¢do integral de deslocamentos (4.48), escrita em termos de
coordenadas locais, para todos os nos e todos os elementos, escrita na forma de somatorio, €

dada por:
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1

M N
IEEDIP [ By xx) 0 16 de |0

y (4.68)
Z IfUi,-*(X,Xo)CP(E) J(®) d§ | pi(X)

=1K=1

Onde X presenta o ponto campo € X, 0 campo fonte. O termo M representa o numero
total de elementos do problema, com N variando de 1 a 3 de para o nimero de n6s em elementos

quadraticos. Substituindo a equagdo (4.64), em (4.65), pode-se escrever que:

Cy;Ui(xo) + ZM: EN: [HijJwi X = EM: zN: [ Gy ]p, X (4.69)

Para o exemplo da figura 18, foram considerados 4 elementos quadraticos, sendo
que o primeiro elemento ¢ composto pelos nds 1, 2 e 3. O segundo elemento contém os nods 4,

5 e 6 e assim sucessivamente com os outros dois elementos.

Elaborada a discretizagdo dos elementos ¢ ndés no contorno, se faz necessaria a
aplica¢do do método da colocacao do ponto fonte ao longo dos nos, o qual € usado para escrever
as equagoes integrais de acordo com a solugao de Kelvin para uma carga unitaria aplicada em
um dominio. Posicionar o ponto fonte em cada n6 do contorno objetiva preencher o sistema de

equacdes com incognitas a serem resolvidas (BREBBIA, 1992).

As solucdes fundamentais sdo calculadas a partir da distdncia (raio) entre o
elemento em andlise e o ponto fonte. Na figura 18, inicia-se o processo colocando o ponto fonte
no n6 1 e, com a distancia do raio (r) entre este ponto e o primeiro elemento, integram-se as

equagoes fundamentais utilizando os nds do primeiro elemento.

Integram-se as solu¢des fundamentais a partir do raio (r) entre o n6 1 e o segundo

elemento, e assim sucessivamente com todos os elementos discretizados do problema.

Como os efeitos da aplicagdo do ponto de colocagao em cada n6 sao computados
nas dire¢des ortogonais x4 € X, (Figura 18), nota-se que feito esse procedimento, obtém-se as

duas primeiras linhas do sistema de equagoes principais.

Portanto, a equacgdo (4.69) pode ser escrita de forma explicativa para o primeiro

ponto (KANE,1994):



75

C21(X0)  Ca2(X0)11U2(%0) Hy1  Hzalluy(X)
M
_ z [G11 G12] p1 X)
— Gz1 Gy p2(X)

Na sequéncia do processo, colocando o ponto fonte no segundo n6 (Figura 18), duas

C11(%X0) C12(X0)] [Ul(xo)] n i [H11 le] [u1 X)
m=1

(4.70)

novas equagoes sao calculadas (4.70) ocupando assim a terceira e quarta linha das matrizes H

e G do sistema linear. Ap6s todos os nds do contorno, obtém-se o sistema final de equacgdes.

Figura 18. Direc¢des de aplicagdo do ponto de colocagdo

No 10

No 11

No 1

Fonte: Elaborada pela autora.

Resumidamente, cada par linha das matrizes H e G corresponde as direcdes
ortogonais de um ponto de colocagdo. As colunas das matrizes condizem as dire¢des dos efeitos
devido a aplicacdo de uma carga, em todos os elementos. A equagdo integral de contorno,

portanto, pode ser representada por um sistema matricial,

[H][U] = [G][P] (4.71)
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Onde cada contribui¢do da matriz serd multiplicada pela variavel correspondente,
como o vetor deslocamento U para o caso da matriz H e pelo vetor correspondente a forga de

superficie P para a matriz G.

Como se utiliza elementos continuos no presente trabalho, deve-se somar a
contribuicdo dos elementos que compartilham o mesmo nd. Deve-se, portanto, somar a
contribuicao do ultimo n6 de um elemento com a contribui¢do do primeiro n6 do elemento

seguinte. Esse procedimento deve se repetir sempre que elementos compartilharem um no.

De forma geral, a Figura 19 ilustra graficamente a matriz parcial de coeficientes

Hjj, sendo da mesma forma equivalente para a matriz G;j, dada por:

Figura 19. llustragdo da matriz de coeficientes devido a Hj;.

ELEMENTO 2
ELEMENTO 1 | | ELEMENTO 3
\ \ \
Hu Hiz2 His His4 His Hie Hi7 || His Hio Hito Hi|| Hinz
PONTO
FONTE 1
H21 H22 H23 H24 Hbzs H2e H27 || H28 H29 Hzio Hoi1|| H212
H31 Hi2 Hss H34 Hss H3e H37 || H38 H3o Hsio Hsi1|| H3i2
PONTO
FONTE 2
Ha1 Ha2 Ha3 Ha4 Has Hae Ha47 || Hag Ha9 || H410 Ha11|| Ha12
PONTO
FONTE 3

Fonte: Adaptado de Soares Jr, 2015.

Apds montagem das matrizes H e G ¢ necessaria a aplicagdo das condi¢des de
contorno do problema. No presente estudo, cada nd possui quatro variaveis (uy, Uy, p1, P2)
sendo necessaria duas varidveis com valores prescritos, ou seja, condi¢cdes de contorno de dois

componentes.

De forma numérica, para introduzir as condigdes de contorno na resolugdo do
sistema matricial de equacdes, as matrizes H e G devem ser organizadas de forma que todas as
variaveis prescritas (ou conhecidas) estejam ao lado direito do sistema matricial, enquanto as

incognitas estejam locadas no lado esquerdo, de forma que se tenha:
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[H]{x} = [G"]{y} (4.72)

Sendo x representando um vetor que contem as incognitas relativas aos graus de
liberdade e y um vetor dos valores prescritos. As matrizes H* e G* representam matrizes

modificadas de H e G, para incluirem as condi¢des de contorno na solugao do problema.

Dessa forma, o sistema linear final pode ser representado na forma de

[H"]{x} = [B] (4.73)

onde a matriz B seja o produto da matriz G* com um vetor de valores conhecidos.

Apos a alteracao de posicionamento desses valores, a resolucao do sistema linear ¢
obtida de forma que as incognitas ficam determinadas e os deslocamentos e forcas de superficie

do problema sdo conhecidos.

4.9 DESLOCAMENTOS EM PONTOS INTERNOS AO DOMINIO

Com os valores de deslocamentos e forgas de superficie obtidos no contorno, ¢
possivel determinar incégnitas no interior do dominio (KANE, 1994). Para isso, a partir da
identidade de Somigliana ¢ possivel obter valores de deslocamentos e tensdes de forma direta.
Como nos pontos internos ndo havera singularidades nas equagdes integrais, se torna possivel
utilizar a quadratura de Gauss na integracao dos nucleos da solugdo fundamental. Na forma

matricial, trata-se da equagao:

M M
u;i (xo) +Z ] [P;" (X, x0)dl] u;(X) = Z J [Ui" (X, %) dI']p;(X) (4.74)
K=1r K=1rT

Sendo que M representa o niimero de elementos no contorno, X, ¢ o ponto de
colocacdo interno e X representa o ponto campo no contorno. Substituindo as equagdes (4.67)

na (4.74) acima, tem-se uma equagao dos deslocamentos nos pontos internos mais compacta:

M

uy(x0) + Z 14500 = Y 167 py(0 (479)

K=1
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Na equagdo (4.75), as matrizes H’ e G’ representam contribui¢des referente ao ponto de
colocacdo no interior do dominio, diferenciando-as de H e G, as quais sdo utilizadas para

obter deslocamentos e forcas de superficie no contorno.

4.10 TENSOES EM PONTOS INTERNOS AO DOMINIO

As tensdes e deformagdes de um corpo sélido podem ser relacionadas pelas
equagoes constitutivas. Na mecanica dos solidos, a lei de Hooke relaciona as componentes de

tensdo e de deformagdo para um material elastico de Cauchy:
oij = Cjjki€r (4.76)

Na equagdo (4.76), o termo Cjj representa um tensor de quarta ordem, mencionado

anteriormente nesse estudo.

As componentes de tensdes nos pontos internos sdo obtidas a partir do gradiente da
equacdo integral de deslocamento no tensor constitutivo de Hooke, encontrando entdo as
deformagdes em pontos internos. Com isso, é necessario que se estabeleca uma relagao
envolvendo os campos tensoriais de tensdes ¢ deformagdes, para determinacao das tensoes.
Essas relagoes sao admitidas como constitutivas e nesse contexto, utiliza-se a lei de Hooke

generalizada para materiais isotropicos, escrita inicialmente como:

\Y
Ojk = 2| (— 8ik€mm + Sik) 4.77)
1-—2v
Nessa equacdo, p representa uma das constantes de Lamé e v € o coeficiente de
Poisson, representando as caracteristicas dos materiais, enquanto oj € €;, sao valores de tensao

e deformagao.

Pela relagcdo de compatibilidade, as deformagdes podem ser escritas em termos de

deslocamentos,

1
Eik — E (ui,k + uk,i) (478)

De forma que, substituindo a equagdo de compatibilidade na lei de Hooke

generalizada, decorre:
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2uv
Oik = 75y dikUmm + i(uik + uki) (4.79)

A vista disso, as tensdes nos pontos internos podem ser obtidas empregando a

derivada da identidade de Somigliana (4.48) e considerando forgas de volume nulas.

2uv . )
Oik = ——— Ok —f Poyj (X,Xo)u]-(X)dF-I-f Unj (X, x0)p;(X)dI
1-2v " 0x,
4 (4.80)
+u6x _f Pij*(X,XO)uj(X)dF-Ff U™ (X, Xo)p; (0dT | ...
0k
r T

a * *
ot uaTl—f Py; (X,Xo)uj(X)dF+f Uy (X, x0)p;(X)dI'
% r r

Nota-se que as derivadas em relagdo ao ponto fonte correspondem as derivadas em

relacdo ao ponto campo, com sinal invertido.

Em uma forma compacta, a equagao integral para tensdes em pontos internos acima

pode ser escrita na forma

01(x0) = = [ Sig (X x5 00dT + [ Dig (X x0)p, (AT (481)
r r
com os termos Sjy; € Dy sendo nucleos de terceira ordem, resultados das
combinagdes das derivadas da solugdo fundamental de forgas de superficie Pij* e de

deslocamentos Uj;", em relagdo ao ponto campo X nas diregdes k e i, sendo:

10
Gxe = B 2wy G~ MIBinc+ 8uy + Sy — 2rinn] (4.82)
Wy’ ! (4.83)

ox;  8mu(1— 2v)r [— (3 — 4)8jiri + By + Sric — 2riryri
1
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Substituindo as equagdes (4.82) e (4.83) na relacdo de compatibilidade de

deformacgdes e deslocamentos, apresentada em (4.78), tem-se:

1
ik 16mu(1 — 2v)r[ (

- 4‘\)) (Sjkri + Si]-rk) + ZSikr]- - 4rir]-rk] (484)

Simplificando todos os termos do lado direito da equagdo (4.84) por dois, e

reescrevendo o termo €, da equacao (4.79) fazendo i = k = m, tem-se:

1
€mm = m [—(1 - ZV)(Sijm + Sjmrm) + Smmr]' - errmrm] (485)

Reescrevendo na forma de:

Emm = G [-(1 —2v)(rj + 1j) + 2r; — 213] (4.86)

Substituindo as equagdes (4.84) e (4.85) na equagdo (4.77), tem-se:

1
Oik r [—(1 - 2v)(8]-kri + Si]-rk) + (1 - ZV)SikI'j - ZI'iI'jI'k] (487)

- 41t(1 —v)

Ao considerar a derivada da solucao fundamental de deslocamentos em relagao ao

ponto fonte, com sinal inverso de (4.87), para definir o termo Dy ;, pode-se escrever:

1
Dikj = m [(1 - ZV) (Sjkri + Si]'rk - Gikr]-) + 2rir]-rk] (488)

Da mesma forma, o tensor Sj; € definido a partir da derivada da solugdo
fundamental de forcas de superficie Pi]-*, em relagdo a um ponto campo X nas mesmas direcoes
citadas anteriormente, chegando a:

il

Sikj = m{Zrnnn [—(1 — ZV)Sikr]’ + 4I'iI']-I'k - V(Si]-rk - Sk]-ri)]
- ZV[rkr]-ni + rir]-nk] - (1 - ZV) (Zrirknj + Sjknk + Sjkni) (489)

+ (1 - 4‘\))811(11]'}

Contudo, nota-se a presenga de singularidade forte no nucleo de tensdo Sy no

espaco bidimensional. A técnica para reduzir a forte singularidade usada nesse estudo ¢ a

introducao da técnica do operador tangente (ODT) e sera abordada posteriormente.
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4.11 OPERADOR DIFERENCIAL TANGENTE

Na diferenciacdo da solucdo fundamental da equacdo integral de deslocamentos
para adquirir a equacao integral de tensdes, nota-se a presenca da forte singularidade existente

no nucleo da integral de forcas de superficie Pi]-*. Nesse caso, a estratégia adotada para reduzir
essa singularidade de ordem 1/ r2 ¢ uma combinacdo do uso do operador diferencial tangente

(ODT) e uma integragdo por partes, para casos que utilizam a solugdo fundamental de Kelvin.

Como precursor, Kupradze (1979) apresentou a técnica citada na formulacao de
problemas tridimensionais. Sladek e Sladek (1983) aplicaram o ODT na solugdo de fissura
curva. Bonnet (1999) aplicou o ODT em formulagdes regularizadas em equagdes integrais de
contorno para problemas bidimensionais em problemas de potencial e de elasticidade, incluindo

defini¢des para mecanica da fratura.

A formulacdo da equacdo integral de forcas de superficie do MEC Dual com o uso
do ODT para casos bidimensionais de fratura foi analisada por Palermo et al. (2006). Essa
estratégia permitiu a aplicacdo do ODT em problemas utilizando interpolacdo ndo conforme,
demonstrada por em casos tridimensionais de elasticidade para aplicacdo em modelagens com

elementos descontinuos e mistos. (PALERMO e ALMEIDA, 2008).

O estudo sobre o desenvolvimento da fissura em materiais quase frageis utilizando

o MEC Dual acoplado a técnica do ODT foi discorrida por Gongalves et al. (2011).

Conforme discorrido por Gongalves (2015), a equagao integral de contorno para um
ponto interno Xy, com a derivada em relagdo ao ponto fonte correspondente a derivada em

relagdo as varidveis de campo com sinal inverso, pode ser reescrita na forma:

ujj(%o) = f Py (X0, X) u;(X)drI’ — f Uijx (%0, X) pj(X) dT (4.90)
T r

Sendo que y; ¢ p; correspondem aos vetores de deslocamento e forgas de superficie
em pontos no contorno, respectivamente.

A introdug¢do do ODT no nucleo da primeira integral do lado direito em (4.90),

visando reduzir a ordem da forte singularidade para 1/ r » admite as seguintes relacdes:
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J. Pjx (X0, X) u;(X)dl’ = f N, (X) 6ipj (X0, X)uy(X)dl (4.91)
r r

Sendo

f 115 (X) 1oy (koo Xy (X)dT

r (4.92)

= f {Dpk[oipj (%0, X)| + 0 (X) 03 p (X0, X) } u;(X)dT
r

Onde Dy, () representa o operador diferencial tangente, a qual tem por defini¢do

matematica em fun¢do de coordenadas normais, na seguinte forma:
ka [f(X)] = nk(X)f,p(X) —np (X)fk(x) (4.93)

Onde, a partir do produto vetorial dos vetores normal e tangente, pode-se reescrever

os termos a direita da equagao (4.93) como:

of(X) of(X)
70 =m0
(4.94)
B of(X) N of(X) of(X) N of(X)
~ | Ton T s P T Tan KT Tas K
Ou, apos simplificacdes algébricas em (4.94),
of(X) of(X) of(X) of(X)
nk(X) W — (X) a—Xk = NgSp Tsp — NpSk T (495)

representando assim uma equagdo diferencial utilizando a derivada em relagdo a

tangente, advindo o termo operador diferencial tangente.

Utilizando a integragdo por partes no restante da equagao (4.92) do termo a direita,

tem-se:

j Dpi[Gipj (%o, X) Ju;(X)dI = f Gipj (X, X)Dpic[u;(X)]dT (4.96)
r r
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Na qual a derivada da equagdo integral de contorno para deslocamentos por ser

escrita, em termos do ODT, como:

U (xp) = f 61p; (Xo» X)Dip [, (O] T f U G, XOp; () dT 4.97)
r r

com integrais regulares em pontos internos e singularidade de ordem 1/ r quando o

ponto fonte se aproxima do ponto campo (raio = zero).

4.12 TENSOES EM PONTOS NO CONTORNO

A equacdo integral para tensdes no contorno pode ser obtida a partir da equagao
(4.97) utilizando o tensor constitutivo de Hooke, propriedade simétrica presente no vetor
Uijx (X0, X) e tensor de quarta ordem, e com isso, admitindo que a linha de contorno seja suave

no ponto de colocagdo, tem-se em (4.76):

1
= 0oik(Xo) = Cikbm] Gbpj(XOJX)Dip[uj(X)]dF_J 0jik (X0, X)p; (X)dI (4.98)

2
r r
De posse das consideragdes citadas, quando o ponto de colocacdo se aproxima do
contorno, € possivel obter a equacgdo integral de tensdes para pontos no contorno em termos dos

nicleos Djy; € Sjyj, sendo:

1
Eo_ik(xo) = j Sikj(XO:X)uj(X)dr+J Djij (X0, X)p;(X)dl’ (4.99)
r r

Ou ainda, com sinal inverso devido ao ponto de colocagao:

1
> oik(Xo) = —f Sikj(X:XO)uj(X)dF+f Djyj (X, x0) p; X)dI' 4.100)

2
r r
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5. APLICACAO DO MEC DUAL PARA MODELO DE FISSURA COESIVA

A fissure coesiva, na modelagem do MEC, ¢ elaborada de forma a ser representada
por uma linha com faces coincidentes. Dessa forma, os elementos de contorno nessas faces
apresentam pontos nodais com as mesmas coordenadas geométrica. A técnica para viabilizar
essa questdo ¢ apresentada no MEC Dual, o qual utiliza duas equagdes integrais distintas para
cada face da fissura. O método utiliza a equagdo integral de deslocamentos em uma das faces
da fissura e no contorno fisico da estrutura e a equagao integral de forgas de superficie na outra
face da fissura. Essa estratégia, utilizando duas equacdes integrais ao longo da fissura, permite

a solugdo geral para problemas bidimensionais.

Inicialmente, a abordagem do MEC Dual com a formulagdo geral que incorporava
equacdes integrais de contorno para deslocamentos e equacdes integrais de contorno para forcas

de superficie foi apresentada por Watson (1986), Hong e Chen (1988) e Gray et. al (1990).

Esse capitulo visa apresentar a equagdo de forgas de superficie utilizada na
modelagem da fissura, bem como o tratamento realizado para incorporagdo da técnica do ODT
ao nucleo da equacdo integral de forgas de superficie, com a finalidade de reduzir a forte

singularidade existente no ntcleo da equagdo integral.

5.1 AS EQUACOES INTEGRAIS DE CONTORNO NO MEC DUAL

Inicialmente, a primeira equagdo integral de contorno utilizada, para os
componentes de deslocamento u; (Identidade de Somigliana) foi desenvolvida anteriormente,

sendo reescrita como:

Cij(Xo) u;(x0) + f [Pij*(X' Xo) Uj(X)]dF = f[Uij*(Xi Xo)pj(X)] dr (5.1

r r

Na sequéncia, a segunda equagao integral de contorno manuseada no método MEC

Dual ¢ escrita a partir da equagao integral de tensdes no contorno, reescrita abaixo como:

1
~ (o) = — f S35 (X, o)y (X)dT + j Dy (X, x)p; ()T (5.2)

2
T T
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Onde, os termos Sy € Dy da equagdo (5.2) foram previamente notados como

combinacoes lineares advindos das solu¢des fundamentais de deslocamentos e forcas de

superficie, U;" ¢ P;".

Substituindo a relagao

Px = Oikh; (5.3)

na equagdo (5.2), se perfaz a segunda equagao integral de contorno utilizada no

MEC Dual:

1
2P660+ 109 + [ Sug (X x0T = [ Dy (X x)py ()T (54)
r r

Em problemas bidimensionais, a primeira ¢ a segunda integral utilizada na equagao
(5.3) sdo regulares para pontos internos e apresentam singularidade de ordem 1/r2 e 1/r

,Jrespectivamente, em pontos proximos.

A estratégia utilizada nesse estudo para reduzir a forte singularidade 1/r2 ¢ a

introdugdo da técnica ODT na formulagio MEC Dual em problemas que usam a solugdo
fundamental tipo Kelvin. Sendo assim, reescrevendo as equagdes (5.2) e (5.4) em fun¢do do

ODT, tem-se:

1
202000 = Capic [ 0y (5 IDip [T = [ opanxyIpIAr  69)
r r

1
pr(x) = nla(X)CabikJ Gipj (X, ) Diep [ (y) ] dT

: (5.6)

— n’a(X)f Ojab (%, y)p;(y)dl’
r

Onde o termo C,pik € 0 tensor de Hooke para meio isotrépico.

A equacdo integral de contorno para forgas de superficie, incorporada a técnica
ODT, apresentada em (5.6), ¢ utilizada nesse estudo na discretizagdo de uma face da fissura.
De outro modo, destina-se a face oposta e o contorno do dominio estudado, a equagao integral

de contorno para deslocamentos, visto em (5.1).
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5.2 ESTRATEGIA PARA MODELAGEM DA FISSURA FICTICIA

A modelagem dos elementos na regido da fissura aberta foi realizada com elementos
quadraticos e nds duplos nos limites da abertura, permitindo dessa forma a descontinuidade de

carregamento no contorno.

O modelo de fissura considerando a zona de processos coesivos € proposto em
materiais como concreto, polimeros, compositos reforcados com fibras, entre outros materiais,
onde as superficies da fissura ndo se encontram completamente separadas na regido coesiva,

possibilitando a transferéncia de forgas ao longo dessa regiao.

Para a fissura ficticia, a estratégia utilizada para representar a zona de processos
coesivos, admite o uso de leis constitutivas do tipo linear e bilinear, nas quais as forcas coesivas
de tragdo (simulando molas) nas faces da fissura sdo relacionadas com a descontinuidade dos

deslocamentos nessa regido.

As forcas de superficie e os deslocamentos sdo escritos segundo as direcdes
normais e tangenciais em relagdo a superficie do contorno. As coordenadas tangenciais, n¢, da-

se a partir das componentes x e y e das matrizes de transformacao rotacional, sendo:
[pn]_[nl nz] [px]
Pt ty I |py
Up1 (M1 NpyrUx
[ut]_ t tz] [uy]

Durante a fase inicial do carregamento aplicado, o sistema de equacdes apresenta

(5.7)

um comportamento eldstico linear e as componentes de for¢as de superficie normais e
tangenciais garantem que os deslocamentos sejam continuos na regiao. A componente de forga
de superficie tangencial tende a zero quando a fissura ficticia se desenvolve e as faces da fissura

se separam, conduzindo a propagacdo da fissura.

A influéncia da descontinuidade de deslocamentos na resisténcia coesiva €
assumida para componentes de deslocamentos normais, Au,. Dessa forma, ocorre o
deslizamento relativo livre entre as faces da fissura ¢ a diferenca dos deslocamentos normais

nas faces, a e b (Figura 20), ¢ dada por
Au, = ub —ud (5.8)

Assim, resultando na abertura da fissura na dire¢cdo normal a superficie.
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Tendo em vista o modo de abertura I da fissura, com abertura maior que zero ¢é

possivel descrever alei de separagdo de forgas para a zona coesiva.
O material coesivo € modelado através de uma linha, em formato de mola, de
comportamento:

p= k(Aucr)Aucr (5.9

Onde p ¢ o vetor de forgas de superficie (com componentes normal, p,, € tangencial,
pPt), Au., € a abertura maxima entre dois pontos coincidentes na face da fratura, utilizando como
parametro ao dano. A rigidez da zona coesiva do material ¢ definida por k(Au,,), sendo essa

uma fun¢ao de Au, indicando o comportamento de amolecimento do material.

Figura 20. Faces da fissura na regido coesiva.
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I T 9

| —

: ! n
issura
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Fonte: Adaptado de Gongalves, 2015.

Ha dois pontos relevantes a ser admitidos na estratégia para modelagem da fissura
ficticia. O primeiro relata 0 momento em que a abertura da fissura Au tem valor zero e p tem
valor maximo, representando a resisténcia a tracao do concreto na regido coesiva (f;). Para além
a esse valor critico, o processo de separacdo se inicia e o valor de Au acresce. Esse ponto se

refere como extremidade ficticia da fissura ou, extremidade da zona coesiva (Figura 20).

O outro ponto importante ao dano acontece quando Au tem valor Aug,, € p tem valor
zero, representando o maximo salto de deslocamento na zona coesiva que pode ser suportando
antes da propagac¢ao da fissura. Para valores além desse limite, a forca de superficie tem valor

zero e os dois pontos inicialmente coincidentes agora estao separados. Assim, a equagao (5.8)
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representa o processo de separagdo das faces em uma fissura, quando Au tem valor maior que

Z€10.

A lei coesiva linear, mencionada previamente na se¢ao 3.6, ¢ admitida como:

o, = f, (1 - Au“) (5.10)

Sendo o, a tensdo de superficie na direcdo normal, f; a resisténcia a tragdo do

material, Au,, o salto de deslocamento na regido da descontinuidade na dire¢do normal a

superficie e Au., € o valor de abertura critica (ou maximo), que torna nulo o valor

de o,,.

Na formulacdo MEC Dual utilizada nesse estudo, as tensdes na regido coesiva,
determinadas pela lei constitutiva da equacao (5.10), sdo citadas por forgas coesivas, p,, a partir

da multiplicag¢ao da tensao pela espessura do modelo estrutural.

Da mesma forma, os termos das equagdes integrais foram dispostos a permitir os
tratamentos para a regido da fissura aberta e fechada, conforme Figura 20, onde as relagdes
referentes ao modelo de fissura ficticia sdo acrescidas na regido fechada da fissura, baseado em
propostas apresentadas por Bonnet (1999), através do método da descontinuidade de

deslocamentos.

1
200 = [ [By Goyu@ar] + [ [y Coyyupraar] +

r Ty

+ j[Pij*(X;Y)u;)(Y)dr] = J[Uij*(X'Y) p;(y) dr] + (5.11)

Tp Ic

j [Uy* G, y) pé(y) dr] + j [Uy" ) p(y) dr]
Tp

Iq
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1
pr(x) = 0’ (%) Cpik f Gipj (X, ) Diep [u (y) ] dT
I'c

1 () Conpic f 610y (%, Y)Dip[u% () | dT
g

+ 0’5 () Cpik f Gipj (X, ¥) Dip[uf () |dT

I'p
(5.12)

—n',(x) f 6jmb (X, y)p;(y)dl
I'c

—n'p(x) f Gjmb (X, y)pj (y)dl
Ia

—n'p(x) f Ojmb (%, y)p} (y)dl
Tp

O termo I' utilizado nas equagdes (5.11) e (5.12), ilustrado na Figura 20,
corresponde ao contorno total do dominio, com as faces opostas das fissuras nas regides abertas

e fechadas, a e b, identificadas no sentido da integragao.

Admite-se que sejam usados elementos de contorno continuos ao longo das faces
da fissura, para simplicidade de notacdo e admitindo que a linha de contorno seja suave no

ponto de colocagdo. As equagdes integrais podem ser simplificadas por:

1
2u60 + [ [Py Gyumar] = [ Uy &y podr]+
' - (5.13)

j [Uy" () p(y) dr] - f [Uy" G y) p?(y) dr]

FZ F3
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1
Etk(x) = n,(x) Cakimf Gibj (%X, ¥) Dmp [u; () ]dI" — f 0jak (%, y)pj(x)dI'
r Te

NS f 00k, Y)P? (y)dT (5.14)
Iy

+ 1a(%) f 0jak (%, Y)P? (7)dT
I's

A propagacao da fissura ¢ diretamente relacionada 2 maxima tensao principal, que
deve ser na dire¢do normal as superficies da abertura e, a extensdo, ¢ dada na posi¢cdo onde a

tensdo maxima principal na ponta da fissura atinge o valor f; critico durante o carregamento.
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6. EXEMPLO DE APLICACAO

O modelo neste exemplo numérico consiste na aplicagdo do modelo MEC Dual,
para um modelo de fissura ficticia no sistema matricial de equacdes € um processo incremental
de carregamento para a solugdo. As forgas de superficie ao longo de uma superficie da fissura
sdo as incognitas no sistema de equagdes obtido das equacdes (5.13) e (5.14). O sistema de
equacdes obtidos a partir dessas equagdes ¢ dado com valores desconhecidos, incluindo as
forgas de superficie na zona coesiva (p?). A lei coesiva é a equagdo adicional utilizada para
encontrar a solugdo. Essa estratégia permite o célculo direto de for¢as de superficie na zona

coesiva em cada etapa do carregamento incremental.

Hee Heo Hep —Gey] (u€ Gee O

Hoe Hoo Hoz —Gop u® _ Goe O pe

HZe HZO HZZ _GZZ uZ GZE 0 {Au} (6' 1)
0 0 B 1\p? 0 C

A matriz (6.1) resume o sistema de equagdes na qual as duas equagdes (5.13) e
(5.14) sao convertidas em submatrizes [Hij], cujo nucleo da integral contém os deslocamentos,
e [Gij], a qual o nucleo da integral contém forcas de superficie, respectivamente. A lei coesiva
originou as submatrizes A, B e C. Os indices e, o e z estdo relacionados com as porgdes limite
e correspondem ao limite externo, ao limite de abertura da fissura e abertura na zona coesiva,
respectivamente. Tais submatrizes A e B correspondem aos deslocamentos e forgas de
superficie nas diregdes normal e tangente, respectivamente, as superficies da fissura aberta e
regido coesiva. As forgas de superficie e os deslocamentos sdo comumente escritos em
componente segundo as diregdes normais e tangenciais em relacdo a superficie de contorno das
faces da fissura. O critério para amolecimento na zona coesiva € para forcas de superficie e
abertura na dire¢do normal e, componente de for¢a de superficie tangencial tendendo a zero

quando a fissura ficticia se desenvolve e as faces da fissura se separam.

O algoritmo numérico € resumido a seguir, considerando as integrais de contorno
mostradas na Figura 20 e curva tensdo-abertura de fissura com aproximagoes lineares, conforme

Figura 12.

a) Na fase inicial, as tensdes atuantes, ou as forcas de superficie na dire¢do normal, sdo
menores ou iguais a tensao resistente do material (f;), ou seja, a propagagao da fissura nao
ocorre na zona coesiva e, portanto, os pontos ao longo das superficies da fissura

apresentam os mesmos deslocamentos. As submatrizes B e C sdo zero, enquanto a
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submatriz A apresenta cossenos diretores que relacionam os deslocamentos nas dire¢des

de forma que as aberturas nas dire¢cdes normal e tangente sdo zero;

u?n? + ulni =0 (6.2)

ufsf +uis? =0 (6.3)

Na sequéncia, com as cargas subsequentes, apds a tragdo normal ter atingido a tensao de
resisténcia maxima do material f;, a abertura ocorre na zona coesiva de acordo com a lei
coesiva. As submatrizes B e C sdo modificadas para introduzir a lei coesiva na linha que
contém a abertura na dire¢do normal. As forgas de superficie na dire¢ao tangente sdo zero
e essa ¢ uma condicdo introduzida na superficie que descreve a abertura na direcdo da

tangente. As equagdes (6.2) e (6.3) nas linhas correspondentes sdo substituidas por:

*
uCT

fe

_Au,, (6.4)

(6.5)

2.2, 33
(uini" + uiny) —

=N
o
—-

sipf =0

Quando a abertura atinge o seu valor critico (Au,,.), nas cargas subsequentes, as forgas de
superficie devem ser iguais a zero. A auséncia de forcas de superficie nas dire¢cdes normal
e tangente faz com que na direc¢do X;, essas forcam também sejam iguais a zero. Dessa
forma, os valores de forgas de superficie p{ nesse ponto na superficie da fissura sdo
eliminados do sistema de equagdes. Equacdes (6.4) e (6.5) nas linhas correspondentes das

matrizes A e B sdo substituidas por:

p; =0 (6.6)

p;=0 (6.7)

O valor da abertura de fissura critico da regido nao coesiva, ou ponto de quebra

(Aug,.), é introduzido no algoritmo numérico quando a lei constitutiva utiliza duas linhas retas,

como mostrado na Figura 13. A lei constitutiva na equagdo (6.4) utiliza a relacdo tanto para a

primeira como para a segunda linha da lei constitutiva bilinear, de acordo com os valores de

abertura da fissura (Au) e abertura critica da fissura no ponto de quebra (Aug,.). A primeira linha

¢ usada no carregamento subsequente apos as forcas de superficie atingirem o valor limite da

tensdo de resisténcia a tragdo f; e a abertura ocorrer na regido coesiva. Sendo assim, a segunda

linha para a lei constitutiva substitui a primeira linha quando o valor de abertura (Au) ¢ maior

do que o valor de abertura critica (Au,,.). As for¢as de superficie passam a ser zero quando a



93

abertura normal (Au) atinge o valor de abertura critica (Au,,) no processo de carregamento e

assim, as equacgoes (6.6) e (6.7) devem ser usadas no lugar das equagdes (6.4) e (6.5).

O codigo do elemento de contorno foi desenvolvido com base no apresentado por
Gongalves (2015) ¢ Gongalves et al (2017), contudo, trabalhando com elementos
isoparamétricos quadraticos. Funcdes de mapeamento sdo usadas para representar os
deslocamentos e forgas de superficie nos elementos de contorno. A mesma fun¢do de
mapeamento ¢ usada para interpolagdes conforme e ndo conformes, com parametros nodais
posicionados nas extremidades dos elementos. Os pontos de colocagdo sdo posicionados na
linha de contorno, nos nds dos elementos em interpolagdes conformes, sendo a posicdo (¢") nos
intervalos (-1,0) e deslocados para o interior dos elementos de contorno no caso de
interpolagdes ndo conformes, com &'=+ 0,67 e &'= 0. Contudo, para satisfazer os requisitos de
continuidade na equagdo integral de contorno de forcas de superficie, os pontos de colocacao
para esse caso sdo sempre posicionados dentro dos elementos para ambos os tipos de
interpolagdo, ou seja, &= + 0,67 para interpolagdes conformes e para interpolagdes ndo

conformes, &'=+0,67 ¢ £'= 0.

A subtra¢do de singularidade foi usada em integragdes do tipo Cauchy, o tratamento
de Telles foi empregado para integracdes com singularidade fraca e o método de Gauss-

Legendre foi utilizado nas integrais regulares.

6.1 EXEMPLO 01

Andlises experimentais e numéricas foram realizadas e apresentadas por Petersson
(1981) para casos de vigas com entalhe, solicitada a flexdo em trés pontos. A altura da viga (d)
¢ de 0,20 metros, com espessura de 0,05 metros e comprimento de 2,0 metros. A relacdo adotada
entre a altura da viga e altura total do entalhe (a/d) ¢ de 0,50. O mddulo de Young (E) foi de 30
GPa, o coeficiente de Poisson (v) foi de 0,20 e a tensao de resisténcia a tragao foi de 3,33 MPa.
A Tabela 1 apresenta as propriedades utilizadas na analise da propagacao da fissura, conforme

Petersson (1981), para cada uma das leis constitutivas, apresentadas na Figura 21.

Petersson (1981) apresentou resultados para propagacao de fissuras, os quais foram
obtidos experimentalmente para dois valores de energia de fratura (Gf): 115 Nm-1 e 137 Nm-

1. Em seu estudo, Petersson (1981) elaborou anélises numéricas utilizando o método dos
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elementos finitos (MEF) com energia de fratura (Gf) de 124 Nm™', que foi a média dos valores

usados nos casos experimentais.

Figura 21. Modelo de viga utilizado sob teste de flexao de trés pontos.
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Fonte: Adaptado de Gongalves, 2015.

Duas leis constitutivas foram consideradas nas analises numéricas no estudo
referenciado, linear (Straight line - SL) e bilinear (C), demonstrado na Figura 22, utilizando
dados da Tabela 1. Petersson (1981) utilizou a letra C para representar a lei constitutiva bilinear

porque considerou esta lei melhor para representar o comportamento do concreto.

Tabela 1. Propriedades mecanicas de acordo com leis constitutivas, por Petersson (1981).

Curva Gr fi Fi Aug, Au’ Ec

oc—Au | (Nm') | (MPa) (MPa) (mm) (mm) (MPa)
Linear (SL) 124 3.33 - 0.07450 - 30.000
Bilinear (C)| 124 333 111 0.13400 | 0.02979 | 30.000

Fonte: Elaborado pela autora.

A tensdo resistente do material ¢ dada por f; e a abertura critica é Au,.. O valor do

ponto de quebra, Fi e Au® , usado pelo autor para a lei constitutiva bilinear foi relacionado ao

seguinte valor da tragdo normal:

2 ield 1
yields (6.8)

Au* == Aucr—>F1=§ft
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Saleh e Aliabadi (1995) apresentaram resultados para esse problema utilizando o
MEC Dual com elementos quadraticos descontinuos, a lei constitutiva na zona coesiva era

linear e as propriedades mecanicas eram as mesmas apresentadas por Petersson (1981).

Figura 22. Parametros utilizados nas leis constitutivas de uma e duas retas.
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Fonte: Elaborado pela autora.

A malha de elementos de contorno usada nas andlises em ambas as leis constitutivas
foi definida por 156 elementos quadraticos de contorno, com nos duplos nos cantos da viga e
na ponta da fissura ficticia, representada na Figura 23. A eficiéncia da distribui¢do e
discretiza¢do dos elementos foi abordada de acordo com o admitido no estudo apresentado por

Gongalves (2015), as quais apresentaram bons resultados quando comparados com a literatura.

Figura 23. Viga com discretizacdo dos elementos de contorno.
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Fonte: Elaborado pela autora.
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Os resultados obtidos com a formulagdo apresentada nesse exemplo sdo mostrados
na Figura 24 e comparados com as curvas apresentadas graficamente por Gongalves (2015). A
comparac¢do dos resultados foi elaborada graficamente. As ilustracdes foram reproduzidas,
acrescidas das curvas obtidas através do método dos elementos de contorno dual nesse estudo.
Dois tipos de leis constitutivas foram utilizados com a presente formulagdo: a) linear e b)

bilinear.

De acordo com a Figura 24, a carga de pico obtida com a lei constitutiva linear
(curva verde) foi semelhante ao resultado obtido por Saleh e Aliabadi (1995), que também
utilizou uma lei constitutiva linear, e maior que a obtida com a lei constitutiva bilinear (curva

azul).

Figura 24. Comparagao entre os resultados obtidos nesse estudo ¢ demonstrados por Saleh e Aliabadi (1995).

PV)
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800 — Saleh e Aliabadi (1995)
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400
200
O (mm)
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Fonte: Elaborado pela autora.

Uma comparacdo dos resultados numéricos e experimentais apresentados por
Petersson (1981) é mostrada nas Figuras 25 e 26. Os resultados obtidos com a presente
formulagdo MEC Dual para ambos os tipos de leis constitutivas sdo muito semelhantes aos
apresentados pelo autor, obtidos a partir de uma analise MEF. Além disso, os resultados obtidos
com a lei constitutiva bilinear (Figura 26) demonstram que o uso de duas linhas retas ¢ melhor

para representar o comportamento concreto, como observado pela primeira vez por Petersson

(1981).
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Na Figura 25, os resultados numéricos da presente formulagio MEC ¢ MEF
(Petersson, 1981) usando a lei constitutiva linear (curvas verde e vermelha), e na Figura 26,
utilizando a lei constitutiva bilinear (curvas azul e roxa), utilizando o valor médio da energia de
fratura, com as curvas obtidas experimentalmente para o superior € menor valor da energia de

fratura (Gy), de 137 Nm™! (curva preta) e 115 Nm™! (curva laranja).

Por outro lado, analises numéricas usando uma linha reta para a lei constitutiva e
com o valor médio da energia de fratura (124 Nm™!) apresentaram um pico de carga (curvas
marrom e azul) maior do que o obtido com a analise experimental (curva preta) com o valor

superior para a energia de fratura (137 Nm™).

Figura 25. Comparagao entre os resultados obtidos nesse estudo e demonstrados por Petersson (1981).
P (N)
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Fonte: Extraido de Gongalves (2015) e adaptado pela autora.

Figura 26. Comparag@o entre os resultados obtidos nesse estudo ¢ demonstrados por Petersson (1981).
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Fonte: Extraido de Gongalves (2015) e adaptado pela autora.
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6.2 EXEMPLO 02

A presente analise considerou a viga com um entalhe, sob o teste de flexdo de trés
pontos e conforme as caracteristicas geométricas apresentadas na Figura 27. O entalhe inicial
em corpos de prova de concreto permite o desenvolvimento de uma zona coesiva, ou regiao de

fraturamento devido a concentracao de tensdes na frente da fissura.

Figura 27. Modelo de viga utilizado sob teste de flexdo de trés pontos.
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Fonte: Adaptado de Bruggi e Venini (2012).

A funcdo linear ¢ empregada inicialmente para estabelecer a relagdo tensdo-abertura
da fissura, descrevendo o amolecimento no material para o crescimento da fissura, em amostras
de concreto simples para o modo I de abertura. A funcio da abertura da fissura que representa
o comportamento de tracdo nesse caso utiliza duas linhas retas. Da mesma forma do exemplo
anterior, os trechos estabelecidos na propagacao de fissuras sao definidos como: a) uma regiao
de microfissuras distribuidas, b) uma regido coesiva com transmissdo de esforcos e c) uma

regido de macro fissura, sem transmissao de esfor¢os, conforme apresentado na Figura 28.

Para avaliar a precisdo do modelo numérico proposto, € apresentado uma
comparac¢do entre as curvas de forca e abertura da fissura utilizando resultados experimentais
de vigas moldadas com diferentes misturas de concreto simples (Park et. al, 2008) e vigas de
diferentes tamanhos (Roesler et. al, 2007). A comparagao também apresenta resultados através
de andlise numérica, utilizando o método dos elementos finitos, apresentado por Bruggi e
Venini (2012). Nos casos citados, os autores calcularam os pardmetros de fratura relevantes
para cada um dos modelos experimentados e forneceram resultados numéricos baseados no

modelo coesivo bilinear.

A Tabela 2 reporta os parametros mecanicos relevantes para os exemplos,
apresentado por Bruggi e Venini (2012), utilizados para a lei constitutiva de duas retas, ilustrado

na Figura 29.



Figura 28. Regides a frente da fissura e parametros para a lei constitutiva bilinear.
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Fonte: Adaptado de Park et al. (2010)
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A primeira e segunda amostras (referidos por A150-80-A e A150-80-B) foram

originalmente ensaiados por Park et. al (2008) com vigas de altura de 150 mm e diferentes

projetos de mistura para o concreto em fun¢do dos agregados utilizados. As amostras B250-80,

B150-80 e B63-80 sao vigas ensaiadas com dimensao de referéncia igual a 250, 150 e 63 mm,

respectivamente, todos compartilhando a mesma mistura de concreto.

Os autores determinaram quatro parametros para definir a rela¢do entre tensdo de

tracdo e deslocamento da abertura da fissura com a lei coesiva bilinear. O parametro f; € a tensao

resistente a tracdo do material, Gr € a energia de fratura total, Gro € a energia de fratura inicial

ou seja, a area abaixo da primeira inclina¢do de reta do modelo coesivo (area hachurada na

Figura 28) e ¥ ¢ um pardmetro que define o ponto de quebra das coordenadas F; e Au” (Figura

28), conforme desenvolvimento apresentado por Bruggi e Venini (2012):

_ 2Ggy

Au*
fe

1-%)

w7 (Gr = (1 =¥)Gro)

(6.9)

(6.10)
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Tabela 2. Parametros mecanicos para concreto simples, por Bruggi e Venini (2012).

Gr Gro fi Fi Aug, | Au” E
Amostra : " k4
(N.m™) | (N.m™) | (MPa) (MPa) | (mm) | (mm) | (MPa)
A150-80-A 55.5 29.6 2.45 0.341 0.84 0.086 0.016 28.0
A150-80-B 84.8 29.3 2.84 0.218 0.62 0.200 0.016 27.4
B250-80 167.0 56.6 4.15 0.250 1.04 0.240 0.021 32.0
B150-80 164.0 56.6 4.15 0.250 1.04 0.234 0.021 32.0
B63-80 119.0 56.6 4.15 0.250 1.04 0.148 0.021 32.0
Fonte: Adaptado de Bruggi e Venini (2012).
Figura 29. Pardmetros utilizados na lei constitutiva de duas retas.
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Fonte: Elaborado pela autora.

A discretizagdo dos elementos de contorno para essa analise foi feita conforme

simplificado na Figura 30, empregando 271 elementos quadraticos continuos e descontinuos,

de comprimentos variaveis.

Os resultados foram comparados com as curvas apresentadas graficamente por

Bruggi e Venini (2012), com base em figuras ilustradas no referido artigo. Ndo se teve acesso

aos valores numéricos das analises dos autores supracitados. As ilustragdes foram adaptadas,
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acrescidas das curvas obtidas através do método dos elementos de contorno dual e reproduzidas

abaixo, nas curvas de cor laranja.

Figura 30. Viga com discretiza¢do dos elementos de contorno.
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Fonte: Elaborado pela autora.

6.2.1 AMOSTRA A150-80-A

Para as vigas de concreto desse caso, utilizou-se agregado de concreto reciclado

(ACR) em substituicdo ao agregado graudo natural (Park et al., 2008).

A Figura 31 mostra uma comparagao entre os dados experimentais medidos a partir
dos ensaios utilizando a mistura A150-80-A em vigas com altura de 150 mm, juntamente com
resultados obtidos por meio de simulagdo numérica realizada por Park et al. (2008) e simulagao
numérica com a abordagem de malha proposta por Bruggi € Venini (2012) para o método dos

elementos finitos, referida por MEF JM.

Os resultados mostram concordancia do método dos elementos de contorno com os
métodos adotados pelos autores citados, ndo apenas na regido do pico de carga, como também

na parte crescente da abertura de fissura.

6.2.2 AMOSTRA A150-80-B

As vigas de concreto do item B utilizam uma mistura de agregados gratdos virgens

e agregados de concreto reciclado, com a mesma quantidade de cada tipo (Park et al., 2008).

Os resultados atestam concordancia com o método analisado por Bruggi e Venini

(2012) e estdo demonstrados na Figura 32.



Figura 31. Curva comparativa dos resultados da amostra A150-80-A.
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Figura 32. Curva comparativa dos resultados da amostra A150-80-B.

3.0

For¢a (kN)
= NN
U <o Ln

—_
(=1

e
vy

L 1

Experimental (Park et al., 2008)
——— Simula¢8o Numérica (Park et al.,
—— MEF JM (Bruggi e Venini, 2012)
——— MEC

2008) |

0 01 02 03 04 05

Abertura (mm)

Fonte: Extraido de Bruggi e Venini (2012) e adaptado pela autora.

0.6

102



103

6.2.3 AMOSTRA B250-80

A andlise apresentada inicialmente por Roesler et al. (2007) e abordado por Bruggi
e Venini (2012) tem por base a realizagdo de ensaios experimentais € simulagdes numéricas em
vigas de concreto de diferentes alturas geométricas e mesma mistura de concreto. Os parametros
utilizados nas relacdes constitutivas para a regido coesiva da fissura ficticia foram obtidos por

meio de ensaios a flexdo em trés pontos.

Na Figura 33, a carga de pico do ensaio experimental (curva azul), a qual € essencial
para determinar as propriedades de fratura do material, foi comparada a carga de pico obtida
através de simulagdes numéricas propostas por Bruggi e Venini (2007) através do método dos
elementos finitos, utilizando quantidades diferentes de elementos na malha ao longo da fissura,

descritos na legenda do diagrama.

Figura 33. Curva comparativa dos resultados da amostra B250-80.
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Fonte: Extraido de Bruggi e Venini (2012) e adaptado pela autora.

6.2.4 AMOSTRA B150-80

Segundo Bruggi e Venini (2012), a andlise da viga de concreto com diferentes

alturas deve ser apresentada para verificar se o modelo utilizado prevé o pico de carga e o
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comportamento de amolecimento do concreto para multiplas alturas de amostras. Dessa forma,

¢ prevista a andlise da viga com altura de 150 mm.

Figura 34. Curva comparativa dos resultados da amostra B150-80.
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Fonte: Extraido de Bruggi ¢ Venini (2012) e adaptado pela autora.

A Figura 34 apresenta as curvas de forca-abertura para o caso experimental e
analises numéricas, apresentados por Roesler et al. (2007) e Bruggi e Venini (2012),
respectivamente. A curva obtida através do método dos elementos de contorno dual demonstra

eloquéncia no grafico comparado aos resultados obtidos pelos autores citados.

6.2.5 AMOSTRA B63-80

A viga B63 ¢ definida em fungao da altura de 63 mm. Segundo Roesler et al. (2007),
a curva forca-abertura da fissura para espécimes geometricamente semelhantes pode ser
prevista com base nas propriedades de fratura medidas usando teste padrdo. Essa afirmagao

prevé o comportamento esperado da baixa carga de pico desse ensaio.

A comparagdo entre os valores obtidos mediante ensaio experimental e simulacdes

numéricas € visto na Figura 35.
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Figura 35. Curva comparativa dos resultados da amostra B63-80.
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Fonte: Extraido de Bruggi e Venini (2012) e adaptado pela autora.

6.3 EXEMPLO 03

Os resultados obtidos nos exemplos anteriores, utilizando vigas de concreto simples
com diferentes caracteristicas de dosagem e variagdes geométricas, motivaram a continuidade
das andlises, direcionando as simula¢des numéricas para concretos de comportamento

diferentes em relagdo a propagacao de fissuras.

4

Dessa forma, o procedimento descrito na secdo anterior ¢ implementado para
investigagdo numeérica do efeito de propagagdo da fissura em concretos reforgados com fibras.
A adi¢do de fibras no concreto tem sido utilizada para alcangar melhores condi¢des no
desempenho de materiais de concreto simples, atuando como reforco na estrutura desses

elementos.

A resisténcia do material e a largura das aberturas de fissuras, sdo itens que
apresentam um comportamento favoravel, incentivando a crescente introducao de aplicagdes
estruturais, podendo utilizar combinacdes de diferentes tipos de fibras. As pesquisas, ao longo

dos anos, demonstram que o modelo ficticio de fissura ¢ eficiente para descrever o
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comportamento a tracdo do concreto reforcado com fibras (FRC) nas implementagdes

numéricas apresentadas por Hillerborg (1976, 1980) e Carpinteri (1989).

Uma avaliagdo das resisténcias a flexao de compdsitos reforcados com fibra e a
capacidade em servir como ponte de transferéncia de tensdes, acarretando mudangas no
comportamento estrutural geral foram estudadas por Maalej (1994), Li (1998). Sousa e Gettu
(2006) e Slowik et al. (2006) estudaram modelos coesivos lineares por partes para CREF,
minimizando a diferenga entre simulagdo numérica e resultados de testes experimentais. Os
resultados obtidos nas analises com CRF sao comparados com os resultados apresentados por
Bruggi e Venini (2012), conforme o teste de flexdo em trés pontos em viga com entalhe, de

acordo com as condi¢des geométricas apresentadas na Figura 27.

Algumas simulagdes sdo realizadas, utilizando valores para altura da viga de 125
mm, 250 mm e 500 mm. Os diagramas forca-abertura sdo usados para demonstrar os resultados

em termos da for¢a e deslocamento da abertura da boca da fissura durante a propagagao.

As comparagdes envolvem o concreto simples e dois conjuntos de misturas
reforgadas com fibras de ago, experimentadas e caracterizadas anteriormente por Meda e
Plizzari (2004) e Sorelli et al. (2005). Detalhes sobre os espécimes de teste e pardmetros
alcancados em relacdo as caracteristicas das misturas reforcadas com fibras sdo extensamente

abordados nos trabalhos citados acima.

A primeira comparacao aborda o concreto simples. Na sequéncia, o primeiro
conjunto de misturas reforcadas ¢ analisado com o uso de (macro) fibras de ago, com uma
geometria em formato de gancho, comprimento de 50 mm e resisténcia a tragdo de 1100 MPa.
Nesse conjunto, dois conteudos de fibras sdo analisados. O modelo referido por SFRC-1 tem
uma fracdo de 30 kg/m* (ou 0,38% em volume) e o0 modelo SFRC-2 contém o dobro da
quantidade, ou seja, 60 kg/m? (ou 0,76% em volume). Todos os casos sao modelados com leis

bilineares.

O segundo conjunto de comparagdes se refere ao uso de diferentes formas de fibras
de aco. Dois tipos de elementos sdo considerados, uma microfibra com comprimento de 12 mm
e resisténcia a tragdo de 1800 MPa (Micro — FRC) e, uma macro fibra com comprimento de 30
mm e resisténcia a tracdo de 1100 MPa (Macro — FRC). A fragdo volumétrica de microfibras ¢

de 30 kg/m? (0,38% em volume) e a mesma quantidade ¢ adotada para o caso de macro fibras.

A Tabela 3 apresenta as caracteristicas utilizadas por Bruggi e Venini (2012),

denotando na Figura 36, os parametros utilizados para a lei constitutiva linear de duas retas.
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Tabela 3. Parametros mecanicos para concreto simples e refor¢cado com fibras, por Bruggi e Venini (2012).

* E
Gr fi Fi Au,, Au
Amostra N (MPa
(Nm™) (MPa) (MPa) (mm) (mm)

Concreto simples 72 2.81 0.55 0.18 0.016 25.127
SFRC - 1 3,160 2.77 0.9 6.9 0.04 36.162
SFRC -2 3,878 277 1.52 5.03 0.04 36.162

Micro - FRC 730 2.81 0.47 3.0 0.0175 25.127
Macro - FRC 22,520 2.81 0.9 50.0 0.014 25.127

Fonte: Adaptado de Bruggi e Venini (2012).

A discretizacdo dos elementos foi estabelecida conforme demonstrado de forma
simplificada na Figura 30, empregando elementos quadraticos continuos e descontinuos, de

tamanhos variaveis.

Foram utilizados 271, 511 e 627 elementos lineares de comprimentos variaveis,
para os exemplos de viga com alturas de 125 mm, 250 mm e 500 mm, respectivamente. Para
esse caso, aumentou-se a quantidade de elementos mantendo a proporcionalidade em que se

aumentava a altura das vigas.

Adicionalmente, foi realizada uma comparag¢do no comportamento da estrutura na
hipétese de manter a mesma quantidade de elementos de contorno, de comprimentos variaveis,
para todas as alturas. Assim, conforme utilizado no Exemplo 02 desse estudo e para a viga de
125 mm de altura desse caso, foi admitido 271 elementos de contorno para as demais vigas com

alturas de 250 mm e 500 mm.

Conforme exemplo anterior, os resultados foram comparados graficamente com as
curvas apresentadas por Bruggi e Venini (2012), com base em figuras ilustradas no referido

artigo. Nao se teve acesso aos valores numéricos das analises dos autores mencionados.

Nas figuras apresentadas na sequéncia desse capitulo, para exibig¢do dos resultados
em graficos produzidos para essa andlise através do MEC Dual, adotou-se curvas em cor azul
para as vigas com altura d=125 mm, curvas em cor verde para vigas com altura de d=250 mm

e cor laranja para os resultados das vigas com altura d=500 mm.
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Figura 36. Parametros utilizados nas leis constitutivas de duas retas.
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Fonte: Elaborado pela autora.

6.3.1 AMOSTRA DE CONCRETO SIMPLES

Essa primeira anélise se concentra no concreto simples, abordando variagdes em
fun¢do das dimensdes do modelo numérico adotado. As Figuras 37, 38 e 40 demonstram
graficamente a forga externa P (dividida pela area da se¢do transversal da peca, versus a
abertura, comparados aos resultados de Bruggi e Venini (2012), para os trés valores de
parametros geométricos adotados, com vigas de altura (d) de 125 mm, 250 mm e 500 mm,
respectivamente. As Figuras 39 e 41 apresentam a comparagdo entre o Método dos Elementos
de Contorno com diferentes quantidades de elementos quadraticos na discretizagdo da viga. As
abcissas mostram o deslocamento da abertura da fissura, dividido por d, enquanto a carga ¢

reduzida pela resisténcia do material f; e pela area seccional.

As trés curvas confirmam o comportamento de espécimes de concreto
geometricamente semelhantes e denotam que vigas de maior porte tem uma menor capacidade
de carga nao-dimensional e um comportamento pos-pico mais fragil em relagdo as vigas de

menor porte.

Visando comparar o modelo utilizado no Exemplo 02, com 271 elementos de
contorno, com o modelo utilizado no Exemplo 03, com 511 elementos de contorno, avaliou-se

o comportamento da curva, conforme Figura 39.



Figura 37. Curva comparativa dos resultados para d=125 mm para o concreto simples.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 38. Curva comparativa dos resultados para d=250 mm para o concreto simples.
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Figura 39. Curva comparativa dos resultados através do método dos elementos de contorno.
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Figura 40. Curva comparativa dos resultados para d=500 mm para o concreto simples.
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Figura 41. Curva comparativa dos resultados através do método dos elementos de contorno.
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6.3.2 AMOSTRA DE CONCRETO REFORCADO COM FIBRAS SFRC-1

Essa se¢do enfoca os concretos reforcados com fibras de aco, conforme as
caracteristicas anteriormente descritas, para os trés parametros geométricos adotados. Os
resultados mostram um comportamento pré-pico semelhante aos obtidos no concreto simples,
porém, o amolecimento pds-pico aponta uma maior ductilidade para a mistura reforgcada com
fibras. Dentro do intervalo de deslocamentos de abertura representado nas Figuras 42, 43 e 45,
as curvas aproximam-se do mesmo limite em termos de capacidade de carga e comportamento
pos-pico. As Figuras 44 e 46 apresentam a comparacdo entre o Método dos Elementos de
Contorno com diferentes quantidades de elementos quadraticos na discretiza¢do da viga.

A alta energia de fratura e o grande valor de abertura critica permitem um
desenvolvimento completo da zona coesiva em todo o comprimento da fissura, durante as
etapas do processo de propagagdo da fissura. Isso explica o comportamento semelhante das
curvas pos-pico para cada um dos modelos abaixo.

Essa breve andlise permite constatar também que a introducao da mistura refor¢cada
com fibras para o caso SRFC-1 proporciona um maior controle da propagacao de fissuras apds

o término do pico de carga, mas ndo apresenta um resultado notavel na fragilidade geral

relacionada ao efeito de tamanho do modelo.
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Figura 42. Curva comparativa dos resultados para d=125 mm para o concreto reforcado com fibras SFRC-1.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Figura 43. Curva comparativa dos resultados para d=250 mm para o concreto refor¢ado com fibras SFRC-1.
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Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 44. Curva comparativa dos resultados através do método dos elementos de contorno.
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Figura 45. Curva comparativa dos resultados para d=500 mm para o concreto reforcado com fibras SFRC-1.
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Figura 46. Curva comparativa dos resultados através do método dos elementos de contorno.
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6.3.3 AMOSTRA DE CONCRETO REFORCADO COM FIBRAS SFRC-2
O concreto refor¢cado com fibras do tipo SFRC-2 apresenta caracteristicas similares
em relacdo ao item anterior, porém, os graficos de forga-abertura sdo caracterizados por uma

posi¢do mais elevada do ponto de pico de carga.
As Figuras 47, 48 e 50 apresentam as curvas para os trés tamanhos de referéncia

previamente considerados. As Figuras 49 e 51 apresentam a comparagdo entre o Método dos
Elementos de Contorno com diferentes quantidades de elementos quadraticos na discretizacdo
da viga. O modelo com altura d de 125 mm tem comportamento similar as curvas

correspondentes para as vigas do item SFRC-1 das Figuras 42, 43 e 45. Todas apresentam um
trecho de amolecimento pos-pico que decresce em dire¢do a um mesmo comportamento. Ao
contrario disso, a curva para o caso d com 500 mm tem uma forma que encontra o pico de carga
apos um ramo ascendente mais longo, comparado aos demais do mesmo conjunto.
A mistura adotada em SFRC-2 tem consequéncias relevantes no efeito de tamanho
de modelos de grande porte. Em todos os casos dessa secdo, o pico de carga ¢ atingido em
valores mais altos da relacdo aos resultados anteriores e, comparados aos valores apresentados

por Bruggi e Venini (2012), o modelo utilizado nesse estudo apresenta um comportamento

similar.
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Figura 47. Curva comparativa dos resultados para d=125 mm para o concreto reforcado com fibras SFRC-2.
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Figura 48. Curva comparativa dos resultados para d=250 mm para o concreto refor¢ado com fibras SFRC-2.
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Figura 49. Curva comparativa dos resultados através do método dos elementos de contorno.
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Figura 50. Curva comparativa dos resultados para d=500 mm para o concreto reforcado com fibras SFRC-2.
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Figura 51. Curva comparativa dos resultados através do método dos elementos de contorno.
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6.3.4 AMOSTRA DE CONCRETO REFORCADO COM FIBRAS MICRO-FRC

Esse item enfoca o efeito de acordo com a forma da fibra, conforme descrito

anteriormente.

Através dos resultados obtidos nas Figuras 52, 53 e 55, € possivel notar que a
mistura referida por Micro-FRC compartilha de valores proximos aos demonstrados com o
modelo de concreto simples. O concreto simples e o concreto refor¢ado referido por Micro-
FRC também compartilham o mesmo valor de resisténcia f; (Tabela 3). As Figuras 54 e 56
apresentam a comparacdo entre o Método dos Elementos de Contorno com diferentes

quantidades de elementos quadraticos na discretizagdo da viga.

Sendo assim, é esperado um comportamento semelhante em termos de cargas de

pico, enquanto o ramo de amolecimento ductil ¢ conhecido através da simula¢do numérica.

Os resultados mostrados nesse item apontam que o efeito de tamanho das vigas de
concreto pode ser determinado através da defini¢do de concretos reforcados com fibras
adequadas. Os resultados das curvas de forca e abertura da fissura nesse estudo atestam

eloquéncia com os resultados comparados por Bruggi e Venini (2012).
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Figura 52. Curva comparativa dos resultados para d=125 mm para o concreto refor¢ado com fibras Micro-FRC.
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Figura 53. Curva comparativa dos resultados para d=250 mm para o concreto refor¢ado com fibras Micro-FRC.
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Figura 54. Curva comparativa dos resultados através do método dos elementos de contorno.
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Figura 55. Curva comparativa dos resultados para d=500 mm para o concreto refor¢ado com fibras Micro-FRC
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Fonte: Elaborado pela autora.
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Figura 56. Curva comparativa dos resultados através do método dos elementos de contorno.
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6.3.5 AMOSTRA DE CONCRETO REFORCADO COM FIBRAS MACRO-FRC
Nessa etapa do estudo, as comparagdes se referem a mistura referida por Macro-
FRC. Novamente, o primeiro segmento da lei coesiva tem uma inclinagdo muito semelhante
em relagdo ao concreto simples.
Como anteriormente, os diagramas de forca-abertura de fissura sdo analisados nas
Figuras 57, 58 e 60 para as trés dimensoes de referéncia, conforme apresentadas em Bruggi e
Venini (2012). As Figuras 59¢ 61 apresentam a comparagao entre o Método dos Elementos de
Contorno com diferentes quantidades de elementos quadraticos na discretiza¢do da viga.
A Figura 57 mostra que a capacidade de carga da viga de menor altura (com d igual
a 125 mm), ¢ alcan¢ada e na sequéncia, evidencia-se a ductilidade do concreto reforgado
durante o processo de amolecimento. De modo inverso, a viga de maior altura, com d de 500

mm, exibe uma rapida diminui¢do do deslocamento da abertura da fissura regida pela primeira

inclinacao do grafico.
Em resumo, os resultados nesse estudo apresentam similaridade com os resultados

comparados, confirmando a eficacia do método utilizado.
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Figura 57. Curva comparativa dos resultados para d=125 mm para o concreto reforcado com fibras Macro-FRC.
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Figura 58. Curva comparativa dos resultados para d=250 mm para o concreto refor¢ado com fibras Macro-FRC.
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Figura 59. Curva comparativa dos resultados através do método dos elementos de contorno.
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Figura 60. Curva comparativa dos resultados para d=500 mm para o concreto reforcado com fibras Macro-FRC.
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Figura 61. Curva comparativa dos resultados através do método dos elementos de contorno.
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Em todos os casos apresentados acima, as curvas comparativas demonstraram que

ha convergéncia da formulagdo utilizada nesse estudo quando comparado a outro método

apresentado na literatura.
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7. CONCLUSAO

O Método dos Elementos de Contorno Dual foi uma alternativa para o estudo da
propagacao de fissuras em materiais quase frageis que apresentou estabilidade e precisdo nos

exemplos abordados neste trabalho.

O codigo computacional para analise do problema de fissura em dominios planos
bidimensionais, utilizou o modelo de fissura ficticia com a utiliza¢ao de elementos de contorno
quadraticos. Gongalves (2015) usou o modelo de fissura ficticia com elementos de contorno
lineares ¢ uma equagdo integral com termos diferentes na regido coesiva. Além disso, foi
introduzido a formulagdo o uso da lei constitutiva bilinear para representar o modelo de fissura
ficticia. A presente formulacdo com a lei constitutiva bilinear apresentou melhor estabilidade

em relacdo a Gongalves (2015) e foi possivel estudar modelos com concreto reforcado com

fibras.

O modelo coesivo foi analisado em espécimes com entalhe, submetidos ao ensaio
de flexdo em trés pontos ¢ foram empregadas leis constitutivas com uma ou duas retas. Os
resultados obtidos na formulagao proposta foram confrontados com os resultados apresentados
na literatura de referéncia, através do Método dos Elementos Finitos e modelos experimentais.
Com isso, foi possivel afirmar que o comportamento dos modelos se demonstrou consistente.
Quando comparados as analises numéricas por meio de outros métodos, o método apresentado
pela formulagdo proposta nesse estudo apresentou como vantagem a quantidade relativamente

menor de elementos na discretiza¢ao da viga para atingir resultados similares.

Para o Exemplo 01, a carga de pico alcangada neste estudo apresentou valores
similares aos apresentados por Saleh e Aliabadi (1995), exceto no trecho pos-pico de carga
durante a fase de amolecimento do material. A presenca de uma carga residual menor foi mais
consistente com o obtido em ensaios experimentais, na comparagao com a literatura sobredita.
Para o caso da curva utilizando a lei constitutiva linear, identificado por MEC (Linear), a
eficiéncia do programa foi verificada ao comparar resultados com os apresentados por Petersson
(1981). No caso em que se utilizou lei constitutiva bilinear, identificado no exemplo por MEC
(Bilinear), o programa utilizado nesse estudo apresentou boa convergéncia quando comparado
aos resultados de Petersson (1981), validando assim com éxito o aprimoramento do codigo
computacional utilizado, o qual foi mencionado como objetivo principal desse estudo. Em todos
os exemplos analisados nessa etapa, os valores principais da carga de pico se mostraram
compativeis e proximos aos valores apresentados por Petersson (1981), o qual foi precedente

na realizagdo dos ensaios e andlises numéricas usados para comparagao.
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Os resultados alcangados nessa primeira andlise motivaram a continuidade dos
estudos para validagdo do comportamento do programa ao considerar diferentes exemplos de
vigas de concreto sob ensaio de flexdo, utilizando-se diferentes amostras e lei constitutiva de

uma e duas retas para representar a zona coesiva na propagagao da fissura.

No Exemplo 02, os resultados sdo comparados a dois conjuntos de amostras de
vigas de concreto. A comparagdo dos valores obtidos através de ensaio experimental foi
inicialmente apresentada por Bruggi e Venini (2012), contudo, o Método dos Elementos de
Contorno Dual se mostrou eficiente quando comparado ao Método dos Elementos Finitos,
abordado pelos autores mencionados. Nos dois conjuntos de amostras, a carga de pico atingida
pelo MEC Dual apresentou similaridade com os valores demonstrados por Bruggi e Venini
(2012) e o comportamento pds-pico apresentou conformidade com o esperado no trecho final

da curva.

O Exemplo 03 foi incitado pela continuidade das analises em vigas de concreto sob
diferentes comportamentos em relacdo a propagagdo de fissuras. Como o comportamento do
modelo se mostrou eficiente nos casos analisados anteriormente, adotou-se como continuidade
dos estudos, a analise em estruturas de concreto refor¢ado com fibras, o qual apresentam

comportamento diferente sobre a propagacao de fissuras.

O esfor¢o computacional se mostrou variavel em relacdo as quantidades de

elementos de contorno para cada grupo de amostras adotado.

Para o caso do concreto simples, admitido como o primeiro grupo de amostras com
vigas de 125 mm, 250 mm e 500 mm de altura, as curvas comparativas apresentam valores

similares de carga de pico e desenvolvimento da curva no trecho pds-pico.

Para os grupos seguintes de amostras com o concreto refor¢ado com fibras
identificado por SFRC-1, SFRC-2, Micro-FRC e Macro-FRC, os valores apresentados pelo
MEC Dual se apresentam similares com pequena inferioridade na maioria dos casos. Notou-se
que, para os as amostras com altura de 500 mm, a carga de pico e a curva de amolecimento do

material, a concordancia das curvas foi mais aproximada.

Nesse exemplo, desenvolveu-se uma comparacao entre valores apresentados pelo
proprio MEC Dual com diferentes quantidades e dimensdes dos elementos de contorno, em
vigas com altura de 250 mm e 500 mm, visando analisar os resultados ao adotar 271 elementos
de contorno em todos os casos das vigas com diferentes alturas. A comparacao desses resultados

atesta uma diferenca da ordem de 1,80% nos valores obtidos com um niimero maior ¢ menor
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de elementos de contorno para todos os casos analisados, fato esse que esta diretamente ligado

ao maior ou menor esfor¢o computacional exigido pelo método proposto.

Mediante as observacdes mencionadas, acredita-se que este trabalho possa ter
contribuido na analise numérica do comportamento de propagacao de fissuras em materiais

quase frageis usando a formulagdo MEC Dual.

Como propostas para trabalhos futuros, mediante o aprimoramento do programa
desenvolvido, € notavel investigar a que se refere as rotinas de calculo para que permitam a

analise da propagac¢ao da fissura para uma condicao geral de carregamento.

Este trabalho motiva os estudos para andlise da fratura em materiais coesivos
considerando a influéncia das tensdes de cisalhamento na regido coesiva, além das tensdes na

direcdo normal.
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