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RESUMO

ALMEIDA, L.C., Identificacdao de parametros estruturais com emprego de analise
inversa, Campinas, Brasil: UNICAMP, FEC, 2006. Tese (Doutorado) — Universidade
Estadual de Campinas, 2006. 184p.

Esse trabalho pretende contribuir para a interpretacdo do comportamento de estruturas
de concreto a partir da utilizacdo de técnicas de andlise inversa. Estas técnicas
permitem a determinagdo consistente dos diversos parametros envolvidos em seus
modelos matematicos, tomando-se por base a observagao de estruturas de concreto. A
utilizacdo desses procedimentos permite a identificacdo de parametros envolvidos no
calculo de deformacdes e deslocamentos das estruturas de concreto armado. Para este
fim foi desenvolvido um programa computacional para identificacdo desses parametros
integrando a analise via elementos finitos e a minimizagdo da funcao erro estabelecida
entre as variaveis calculadas e as medidas. O programa foi testado com dados de
ensaios € modelos tebricos, para materiais com comportamento elastico linear
isotropico ou ortotrépico, embora o método de estimativas de parametros, de forma
iterativa e incremental, seja também aplicavel a problemas com nao-linearidades. Neste
trabalho o método é aplicado também para ajustes de modelos de fluéncia em concreto.
Apresentam-se, por ultimo, a relevancia do sistema desenvolvido, bem como algumas

perspectivas para complementagdes futuras.

Palavras-Chave: identificagcdo de parametros, andlise inversa, elementos finitos; modelos de fluéncia do
concreto; monitoragéo.
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ABSTRACT

ALMEIDA, L.C., identification of structural parameters using inverse analysis,
Campinas, Brasil: UNICAMP, FEC, 2006. Tese (Doutorado) — Universidade Estadual de
Campinas, 2006. 184p.

This work is intended to contribute to the interpretation of concrete structures using
inverse analysis techniques. These techniques allow a consistent determination of the
several parameters involved in the mathematical models, starting from the observation
of concrete structures. The use of these procedures led to the identification of the
parameters involved in the computation of strains and displacements of reinforced
concrete structures. For this, a computational program has been developed to identify
the parameters, integrating the finite element analysis and the minimization of the error
between computed and observed variables. The program has been validated with test
data and theoretical models for linear elastic, isotropic or anisotropic materials, although
the parameter estimation method is applicable also to nonlinear problems. In this work,
the method is applied also to fit creep models for concrete. The main conclusions and
perspectives for future development are presented.

Keywords: parameter identification, inverse analysis, finite elements, creep models, monitoring.
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CAPITULO 1 INTRODUCAO
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1.1 CONSIDERAGOES GERAIS

As estruturas de engenharia civil estdo sujeitas, ao longo de sua vida util, a
esforcos e a fatores climaticos que podem provocar alteracdes fisicas e quimicas nos
materiais constituintes. Com o passar do tempo, essas alteragdes, se nao detectadas e
adequadamente tratadas, podem provocar a degradagao e, eventualmente, o colapso
das estruturas, resultando em consideraveis custos econémicos e sociais, podendo
incluir a perda de vidas. Diante disto, a analise estrutural desempenha um papel
importante no desenvolvimento do projeto de grandes estruturas. Modelos
matematicos, cada vez mais sofisticados, permitem simulagdes de etapas construtivas
com o nivel de detalhamento desejado pelos projetistas, as quais fornecem subsidios

para analises paramétricas, propiciando solugdes inimaginaveis até alguns anos atras.

Os projetos de grandes estruturas que envolvem dados de dificil definicao tém
utilizado, cada vez mais, o recurso de monitoragdo durante a construcdo de obras para
tomadas de decisbes. Como exemplo pode-se destacar a construgdo da ponte Dom
Infante, sobre o Rio Douro na cidade do Porto em Portugal (FONSECA, 2003). Nesse
momento, as comparagdes entre resultados da monitoragdo com os obtidos por
modelos matematicos tém permitido a continuidade na execugdo dessas obras com

maior controle e qualidade.

A monitoragao de obras concluidas tem fornecido uma série de informacdes que
permitem a afericdo dos modelos e parametros adotados, a avaliagdo de critérios
heuristicos de projeto e mesmo o acompanhamento da evolugdo do comportamento
dessas obras, 0 que propicia a deteccao de eventuais falhas na estrutura permitindo
intervengdes que garantam sua seguranga, a um menor custo. Esse é o contexto que
torna cada vez mais relevante o aprimoramento das técnicas de analise inversa ou

retro-analise.
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Em virtude dos significativos avangos no campo de materiais e produtos voltados
a construgdo civil, do aumento e inovagdes da industrializagdo dos processos
construtivos e das decorrentes mudancas nas secdes transversais de elementos
estruturais, tém sido verificadas respostas nao previstas nas estruturas mais recentes,
ocasionando, ndo raramente, deformacdes exageradas que se encontram relacionadas
com patologias dos mais diversos tipos e graus, comprometendo a seguranca € 0O
conforto dos usuarios quando da sua utilizagdo. Em estruturas civis mais antigas, como
pontes, viadutos e estadios, verifica-se por vezes a necessidade de interdicdo,
decorrente da associagao de fatores como a ocorréncia de carregamentos diferentes ou
maiores que os previstos em projeto, degradagdo dos materiais constituintes dos

elementos estruturais e aumento da agressividade ambiental (Figura 1.1).

Figura 1.1 — Ponte dos Remédios, em Sao Paulo: problema tipico causado pela falta de
manutencao (COZZA, 1997).

A importancia dos sistemas de monitoragao pode ser avaliada pela possibilidade
de adquirir dados relativos ao comportamento estrutural de obras reais, ou mesmo de
prototipos em laboratério, e que permitam obter, por meio de técnicas de analise
inversa ou retro-analise, parametros relevantes para a caracterizacado dos fenémenos

estruturais envolvidos e de sua evolugcido por comparagao com modelos tedricos.

Em situagdo de servigo, as estruturas podem apresentar varias condigbes de

integridade ou degradagao, que dependem de fatores como periodo prolongado de uso
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sem a devida manutengao, presenca de carregamentos além dos previstos em projeto,
falhas de concepcao decorrentes da utilizacdo de normas que nao contemplam
adequadamente a construgao ou ataque proveniente de condicbes ambientais adversas
ou agentes quimicos nao previstos. Recentes pesquisas realizadas pela American
Society of Civil Engineers (ASCE) estimam o custo de reparo e recuperagdo de
estruturas nos Estados Unidos em US$ 1,3 trilhdo (WAWRZYNEK, 2003).

Nas ultimas décadas, uma das principais ocorréncias de patologias pds-obra em
edificios com estruturas de concreto armado consiste na ruptura de vedagao (Figura
1.2). O volume de casos relatados de destacamentos de argamassa de assentamento,
de esmagamento de fiadas de encunhamento e outros, tem sido a causa de sérios
prejuizos ao setor da construgdo imobiliaria. Cabe ressaltar ainda o desgaste na
relacdo de confianga entre os construtores e seus clientes finais, que ndo conseguem
conviver com tais fendmenos sem se sentirem inseguros € ou mesmo enganados.
Mesmo quando atendidos prontamente com iniciativas de reparo por parte da

construtora, é inegavel o desconforto da situacédo desagradavel.

Tais patologias vém ocorrendo com maior frequéncia nos ultimos quinze a vinte
anos e sua intensidade tem crescido, apesar do esforgo de inumeras construtoras na
contratagcdo de consultoria especializada. Normalmente, sdo oferecidas solugbes de
natureza empirica e consequentemente, ndo se consegue estabelecer procedimentos

eficazes visando evitar o problema.
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Figura 1.2 — Problemas de fissuragao em alvenarias e revestimentos (apud BITTENCOURT, 2005) .

O envelhecimento do material geralmente reduz a capacidade de carga de
elementos estruturais que levam a uma redistribuicdo de tensado, a qual pode resultar
em carregamentos que sado substancialmente diferentes daqueles esperados a partir do

projeto estrutural original (GAO, 2005).

A fluéncia em pecas de concreto, que vem sendo apontada como a causa mae
do fenbmeno, é conhecida. Cabe destacar que, o seu comportamento para concretos
feitos com os cimentos nacionais atuais € pouco conhecido. Por outro lado, o
mecanismo de distribuicdo das deformacbes, entre a estrutura de concreto e as
vedacoes, e a intensidade das deformacbes esperadas, tém apresentado resultados
muito variaveis, ressaltando a deficiéncia de informagao tecnoldgica na avaliagao deste

fenédmeno.

Tendo em vista estas dificuldades, projetos estruturais tém sido elaborados com

parametros pessimistas de deformacdo por fluéncia e retracdo, visando minorar
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interacao entre a estrutura e a alvenaria, recurso frequentemente associado a um rigor
exagerado quanto a tempos de fixagao e quantidade de reescoramentos, aumentando o
custo das estruturas de concreto armado e reduzindo sua competitividade sem, no

entanto, resolver de forma definitiva o problema.

1.2 IDENTIFICAGAO DE SISTEMAS E PROBLEMAS INVERSOS

Uma conceituacdo de modelo, no contexto de sistemas estruturais, é
apresentada em Zagottis (1976): "Em sistemas estruturais, o modelo decorrente da
geometria da estrutura e das propriedades reoldgicas dos materiais estruturais que
deve ser capaz de simular o comportamento da estrutura em todas as condi¢cbes de
solicitacdo, denominado conceitual, é bastante complexo. Porém, na analise do
comportamento da estrutura em uma determinada situacao de interesse, nem todas as
caracteristicas geométricas e reoldgicas do modelo conceitual sdo necessarias. Sendo
assim, em cada situagdo considerada podem ser introduzidas simplificagcbes no modelo
conceitual, que dao origem aos modelos derivados". Esses modelos derivados podem
ser organizados hierarquicamente, sendo os mais complexos aqueles de hierarquia

superior.

Definir um sistema consiste em estabelecer as relagcdes entre os seus principais
componentes: os sinais de entrada, as propriedades e os sinais de saida. Os sinais de
entrada correspondem as ag¢des que o meio aplica ao sistema, os de saida sao as
respostas que caracterizam o comportamento do mesmo e as propriedades s&o os

parametros presentes nas relagdes entre os dois sinais.

Na analise de sistemas, em que se inserem os problemas diretos, os sinais de
entrada e as propriedades sado conhecidos, busca-se a determinacao dos sinais de
saida. Na identificacdo de sistemas, em que se inserem os problemas de analise

inversa, os resultados de medicbes das respostas sdo utilizados ou com as

10
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propriedades para determinar os sinais de entrada ou com os sinais de entrada para
determinar as propriedades do sistema (LEDESMA, 1987).

E fundamental, na utilizacdo da abordagem inversa, a definicdo de uma relacdo
explicita entre os parametros a identificar e os valores observados. Outra condi¢do é
que o numero de medidas disponiveis seja maior ou igual ao numero de parametros
desconhecidos (GENS, 1996).

Em engenharia de estruturas os modelos sdo normalmente bem conhecidos e,
portanto, o problema de analise inversa se reduz a identificacdo de parametros do
modelo visando a melhor aderéncia entre valores medidos e os calculados pelo modelo,
sejam eles relacionados com a geometria da estrutura, com as propriedades dos

materiais, ou com a caracterizagao das ag¢des (CASTRO, 1997).

E significativo o nimero de trabalhos em anélise inversa realizados de uma
forma intuitiva ou utilizando o procedimento de tentativas e que, para ter possibilidade
de sucesso, depende da grande experiéncia e da correta intuicdo do projetista ou do
pesquisador. Entretanto, mesmo contando com a experiéncia e com a correta intuicdo &
indispensavel que a aplicagéo das técnicas de analise inversa seja executada com base

em procedimentos sistematicos e racionais.

A identificacdo de parametros adequados para projetos de engenharia, assim
como a sua confirmacgao a partir de medidas obtidas na obra € um problema relevante
de engenharia estrutural. Uma das técnicas utilizadas para esse fim € a analise inversa,
ou retro-andlise, realizada a partir de dados de testes laboratoriais ou da monitoragao
de estruturas. Como exemplo de aplicagdo deste método pode-se destacar a
identificacdo de parametros em geotecnia aplicada a escavacgéo de tuneis (LEDESMA,
1987), identificagdo do comportamento mecéanico de materiais soélidos (HENDRIKS,
1991), determinagdo de modulo de elasticidade e coeficiente de empuxo do solo
(LEDESMA, 1996), estimativa de parametros em engenharia geotécnica (GENS, 1996
1996a), identificacdo de parametros de comportamento de barragens de concreto
(TAVARES DE CASTRO, 1997), determinagdo de parametros de solos parcialmente

11
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saturados a partir de ensaios de campo (VELLOSO, 2000), analise inversa aplicada a
ensaios laboratoriais para determinacdo do comportamento termo-hidraulico de
bentonitas (PINTADO, 2002), identificacdo de parametros fisicos na escavagao de
tuneis (COSTA, 2003), determinacdo dos momentos fletores e deslocamentos em

barragens de enrocamento com laje de concreto (GOULART, 2003), entre outros.

Problemas de analise inversa podem ser estabelecidos pela abordagem inversa
ou pela direta. Na abordagem inversa as equacgdes definidas no modelo s&o reescritas
de modo que alguns sinais de entrada sdo desconhecidos (parametros a identificar) e
alguns dados de saida sdo do problema (medidas experimentais). A abordagem direta
utiliza os valores calculados em um modelo matematico, determinados em fungédo dos
parametros a estimar, estabelecendo-se uma fungao erro, a qual relaciona os valores
medidos com os calculados (CASTRO, 1997).

Ndo se deve subestimar as dificuldades para atingir os parametros nos
problemas de analise inversa, tendo em vista a possivel ndo-unicidade, da instabilidade
ou da inexisténcia de solugdo. Tais dificuldades indicam os desafios que se colocam
para as diversas classes de problemas (HENDRIKS, 1991).

Uma das medidas de realizacdo mais corrente em estruturas de concreto é a
determinacao da deformacado linear. A interpretacdo dessas medidas e a sua
decomposicdo em parcelas, de acordo com a sua origem, tém se constituido num
permanente desafio aos pesquisadores do tema (OLIVEIRA, 2002; FIGUEIRAS, 2004;
CASTRO, 1995). Essas dificuldades resultam fundamentalmente da mudancga de suas
caracteristicas fisicas no tempo, responsaveis pelos fenbmenos de retracdo e de
fluéncia, como exemplo, a influéncia da idade no modulo de elasticidade. No caso do
concreto armado existe uma dificuldade adicional decorrente do efeito resistente das

armaduras que estao aderentes ao concreto.
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1.3 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho € o desenvolvimento de um sistema computacional
integrando a analise estrutural via o método dos elementos finitos com a analise
inversa, via programagao matematica, visando identificar os parametros da estruturas,
sejam materiais ou de cargas. Esse sistema € validado por comparagdo com exemplos
disponiveis na literatura e também por sua aplicagdo a experimentos laboratoriais e

obras em campo.

O sistema computacional desenvolvido € composto por uma rotina de analise
pelo método dos elementos finitos para materiais elasticos lineares isotropicos ou
ortotropicos e quatro modulos de analise inversa para a estimativa dos parametros a
partir da minimizagdo da fungao erro entre as grandezas observadas (deslocamentos,

deformacdes, forgas) e as calculadas pelo modelo de elementos finitos, a saber:

e par_displ: estimativas de pardmetros para materiais a partir dos

deslocamentos medidos;

e par_load: estimativas de paréametros de carregamentos a partir dos

deslocamentos ou deformagdes observadas;

e par_strain: estimativas dos parametros materiais a partir das deformacdes

observadas;

e par_creep: ajustes de parédmetros do coeficiente de fluéncia do concreto
dos modelos disponiveis em normas técnicas e na literatura, como

também o ajuste desses parametros, a partir de ensaios de curta duragao.

O sistema de identificacdo de parametros foi validado a partir das grandezas

medidas em protétipos de estruturas de concreto ensaiados em laboratério.
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1.4 ORGANIZAGAO DO TRABALHO

O presente trabalho esta organizado em oito capitulos, o primeiro dos quais é

constituido pela presente introducgao.

O capitulo 2 é dedicado a descricao do comportamento dos materiais elasticos
através da lei de Hooke generalizada, particularizado para os materiais isotropicos e
ortotropicos. Também estdo contemplados neste capitulo a descricdo do
comportamento do concreto a fluéncia e os diferentes modelos de calculo do coeficiente

de fluéncia do concreto.

No capitulo 3 sdo apresentadas as metodologias adotadas no trabalho para a
realizacao da analise inversa, que consiste na obtengdo de uma funcdo erro entre
valores calculados e valores observados, para a estimativa dos parametros, bem como
a minimizacao desta fungcao através de uma técnica de busca do minimo considerando

o conhecimento prévio acerca dos parametros.

O capitulo 4 mostra a formulacao basica pelo método dos elementos finitos para
estados planos de tensdo e de deformagdo em regime elastico para materiais
isotropicos e ortotropicos. Também ¢é apresentada a obtengdo das derivadas

necessarias ao metodo de minimizagao adotado.

O capitulo 5 €& dedicado aos comentarios e a descricdo do programa
computacional desenvolvido com orientagdes de uso dos diversos mddulos de analise

inversa. Faz-se uma breve descrigao do arquivo de entrada do programa.

No capitulo 6 estdo descritas as principais caracteristicas dos ensaios
laboratoriais realizados com a apresentacdo dos resultados obtidos em forma de

graficos e tabelas.

No capitulo 7 é efetuada a analise inversa pelo programa desenvolvido com a

utilizacdo dos resultados dos modelos ensaiados. Nas analises inversas realizadas
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foram obtidos os médulos de elasticidade, coeficientes de Poisson, coeficientes de
cargas e os coeficientes de ajustes dos modelos de fluéncia. Também foi efetuada a
comparagao entre os resultados obtidos pelo programa de analise inversa e com o0s
obtidos pelo DIANA.

Finalmente, no capitulo 8 & apresentada uma sintese do trabalho realizado,
salientando-se as principais conclusdes, bem como sugestbes para os
desenvolvimentos futuros, os quais poderdo contribuir para esclarecer algumas

questdes nao resolvidas neste trabalho.
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CAPITULO 2 CONSIDERAGCOES TEORICAS
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2.1 LEI DE HOOKE GENERALIZADA

Apresenta-se, a seguir, uma descricdo do comportamento dos materiais elasticos
através da lei de Hooke generalizada, particularizando-a para os materiais isotropicos e

ortotrépicos nos estados planos de tensao e de deformacao.

2.1.1 INTRODUGCAO

A Lei de Hooke generalizada é uma relagado entre as componentes de tensdes e
deformagdes de um corpo elastico linear. Para pequenas deformagdes, o modelo de um
corpo elastico é tomado como um continuo que obedece a essa Lei. Em outras
palavras, as componentes de deformacao sao fungdes lineares das componentes de

tenséo.

Quanto as propriedades elasticas de um corpo, pode-se dizer que o0 mesmo é
homogéneo quando sao iguais quaisquer pontos, e ndao homogéneo quando forem
variaveis. Além disso, um corpo é denominado de isotropico quando em um dado
ponto, as propriedades elasticas sdo as mesmas em todas as dire¢des, e anisotrépico

quando sao distintas para diferentes diregdes (LEKHNITSKII, 1981).

2.1.2 MATERIAL SEM PLANO DE SIMETRIA ELASTICA

Considerando um corpo homogéneo elastico possuindo anisotropia de um tipo
geral, isto €, ndo ha simetria elastica em um sistema arbitrario de coordenadas (x,y,z),

pode-se escrever a lei de Hooke generalizada da seguinte forma:

T

g, = a,,0, + a120y + a,;0, + aMTyz + a,.T + A xy

X 15 "xz
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Sy = a,,0, + a220y + a,30, + a24Tyz + a1, + a26Txy
€, = a;30, + a,,0, + a,,0, + a;T, + a7, + a57T,,
Yy = @140, + a,,0, + 3,0, + a,T, + a,5T,, + 3,7,
Yer = @150, + 3,50, + 430, + 4,57, + AT, + a5 T,,

Yoy = 21605 T 2,60, + 35,0, + 4,7, + AT, t 35T,

Onde aq4, a12, ...ass SA0 as constantes elasticas ou coeficientes de deformacgéo.
Em geral, o numero de constantes é 21 (sendo 18 delas independentes)
(LEKHNISTSKII, 1981).

Ou na forma matricial:

e =D (2.1)

Onde:
€: é a vetor das deformacodes;
o: é o vetor das tensoes;

D™: matriz com as constantes elasticas a;.
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Um corpo elastico linear acumula energia potencial enquanto sofre deformacéao.
A expressao para a energia potencial de deformacgao por unidade de volume é dada

por:
1
= (GXSX + o, + 08 + T, + T, + rxyyxy)
Ou na forma matricial:
1
I = —§&0 22
> (2.2)

A energia potencial total do corpo todo pode ser encontrada pela integragao com

relagdo ao volume total do corpo V:

1T :J.nd\/'

Y

Quando um corpo possui simetria na estrutura interna, também apresenta em
suas propriedades elasticas. Essa simetria elastica, como é usualmente chamada, é
apresentada da seguinte maneira: em cada ponto de um corpo que tem diregdes
simétricas, ha nas diregdes correspondentes propriedades elasticas idénticas. As
equacdes da lei de Hooke generalizada e as expressdes para a energia de deformagéao
sdao simplificadas quando existem de simetrias elasticas no material. Algumas das
constantes elasticas aj tornam-se iguais a zero e aparecem relagdes de dependéncias

entre outras.
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2.1.3 MATERIAL COM UM PLANO DE SIMETRIA ELASTICA

Admite-se que em cada ponto de um corpo passa um plano que possui a
seqguinte propriedade: quaisquer duas dire¢ées que sdo simétricas com respeito a esse
plano sao equivalentes em todas as propriedades elasticas consideradas; em um corpo
homogéneo todos esses planos passando por diferentes pontos sao paralelos. Quando
0 eixo z €& perpendicular ao plano de simetria elastica, a lei de Hooke generalizada pode

ser expressa da seguinte forma:

€, = a,,0, + 3,0, + 2,50, + a;,T,,
g, = a,0, + 8,0, + a,,0, + a,T,
82 = a,350, + a230y + a;30, + a36TXy
Yy, = QuT,, T 4T,

sz = a'45Tyz + a55txz

Yoy = @160, T 3,50, + 33,0, + a,T,,
Onde:
ay, = @5 = 8, = 8,5 = 83, = 835 = Ay = Asq = 0

O numero de constantes elasticas independentes para este caso reduz para 13.
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2.1.4 MATERIAL COM TRES PLANOS DE SIMETRIA ELASTICA -
MATERIAL ORTOTROPICO

Quando trés planos mutuamente perpendiculares de simetria elastica passam
por todos os pontos de um corpo homogéneo, as equacgdes da lei de Hooke
generalizada, quando referenciadas a um sistema de coordenadas (x,y,z) com eixos

normais a esses planos, sao as seguintes:

€, = a,0, + 23,0, + &0,
g, = a,0, + a,,0, + a,,0,
82 = a,350, + a230y + a;30,
Yoz = @aablyz v Vi = Q5T 0 Yoy = Qe6Tlyy (2.3)

O numero das constantes elasticas independentes é 9. Trés diregcdes principais,
mutuamente perpendiculares passam por todos os pontos. Um corpo homogéneo com
trés planos de simetria elasticas mutuamente perpendiculares passando por todos os

pontos é denominado ortogonal anisotropico ou, simplesmente ortotropico.

Um elemento paralelepipédico de um corpo ortotropico com lados paralelos aos
planos de simetria elastica permanece sem alteracdo de forma quando submetidos a
tracdo ou compressdo em uma dire¢do. O comprimento do lado do elemento altera

durante o carregamento, mas os angulos dos lados permanecem 0s mesmos.

As equagbes (2.3) tornam-se mais 6bvias quando sdo trocados os coeficientes a;;

por outras constantes mais conhecidas da area da engenharia, isto €, moddulos de
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elasticidade longitudinal, coeficientes de Poisson e médulos de elasticidade transversal.

Assim podem ser reescritas da seguinte forma:

1 Y% \Y
gx = — Gx — 21 Gy — 31 GZ’
E, E, E,
v 1 %
g, = ——>0, + —0, — —*0,
E, E, E3
\Y Y% 1
g, = -——>6, -~ —0, + — O,
E, E, E,
1 1 1
y 4 =1 4 ’ YXZ = sz ’ Yx = - Tx (24)
! G23 ! G13 ! G12 !
i i Va1 TVa 0 0 0 1
E E, E3
Vi, i LY 0 0 0
E, E, E,
13 _V23 i O O O
D—l — El EZ E3 1 (25)
0 0 0 — 0 0
G23
1
0 0 0 o — 0
G13
1
0 0 0 0 o —
L Gl2_

Onde E4, E, Es; sdao moddulos de elasticidade longitudinais para tragao

(compressao) ao longo das diregbes principais de elasticidade (x, y, z); vi2 € 0O
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coeficiente de Poisson que caracteriza o decréscimo (acréscimo) na direcao y durante
tracdo (compressao) aplicada na diregcao x; similarmente definem-se v1, Va3, v32,v1i3 €
va1; Gaz, Gq3, G2, sdo os modulos de elasticidade transversal que caracterizam a
mudangas dos angulos entre as diregdes principais (y,z), (x,z), (x,y), respectivamente.
Devido a simetria das equacgdes (2.4), existem as seguintes relagdes entre os modulos

de elasticidade longitudinal e os coeficientes de Poisson:

Ev = E.v E.v = E.v

2v12 ! 2732 3v23 /1 3713 1731

As constantes elasticas de um corpo ortotrépico, como apresentadas nas
equacgdes acima, correspondem as dire¢des principais de elasticidade (x,y,z), e sao

chamadas de constantes elasticas principais.

A simetria elastica considerada acima € muito importante, pois é uma
propriedade encontrada em muitos materiais de uso corrente na engenharia. Podem ser
considerados homogéneos e ortotropicos, como primeira aproximagao, 0s seguintes
materiais: madeiras com anéis anulares regulares, compensados de madeiras, entre

outros.

2.1.5 MATERIAL COM UM PLANO DE ISOTROPIA

Para o caso em que se passa um plano por um ponto qualquer de um dado
corpo, e nesse plano todas as direcdes sdo equivalentes com respeito as propriedades
elasticas, pode-se entdo utilizar a lei do Hooke generalizada, para um sistema de

coordenadas, em que o eixo z € normal a esse plano, da seguinte forma:

m
Il

a,;oc, + alzcy + 3,40,

g, = a,0, + a,,6, + a,,0,
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sz = a44tyz ’ YXZ = a44txz ’ YXy = 2(a11 - alZ)Txy (26)

O numero de constantes elasticas independentes agora é 5. Um corpo que
apresenta anisotropia deste tipo € denominado isotrépico transversalmente. Uma
direcdo que € normal ao plano de isotropia e todas as diregdes nesse plano sao
diregcbes principais. Substituindo-se as constantes elasticas a; por outras mais

comumente utilizadas nas formulagbées de engenharia, na equagéao (2.6), tem-se:

1 \Y% %
SXI—GX——GY——,GZ
E E E
v 1 Vv
8y=——GX+—Gy——,GZ
E E E
v v
SZ:——,GX——,GY'F—,GZ
E E E
1 1 1
Yz = _'Tz ’ yxz = _'sz ’Yx = _TX (27)
Yy G Y G Yy G Yy
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1 v ]
- — — 0 0O O
E E E
v 1 1 0O 0 O
E E E
v v 1
=~ X = 0 0 0

pt - |E E E (2.8)
1
0 0 0O — 0 0
G
1
0 0 0 0O — 0
G
1
0 0 0 0 0 —
L G

Onde:

E: € o médulo de elasticidade longitudinal para as dire¢gées no plano de isotropia;

E’: € o mdédulo de elasticidade longitudinal para a diregao perpendicular a esse plano;

v. € 0 coeficiente de Poisson que caracteriza a contragcdo no plano de isotropia quando

a tracao é aplicada no mesmo plano;

v’: & o coeficiente de Poisson que caracteriza a contracdo no plano de isotropia

quando a tragao é aplicada na diregao perpendicular a esse plano;

G = E/2(1 + v): é omddulo de elasticidade transversal para o plano de isotropia;

G’: € o médulo de elasticidade transversal que caracteriza a distorgdo dos angulos entre

os planos de isotropia e o normal a este.
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Agrupando as constantes elasticas em uma matriz denominada matriz de

constantes elasticas D'1, tem-se:

2.1.6 MATERIAL ISOTROPICO

Qualquer plano de um corpo isotropico apresenta simetria elastica e, portanto,

todas as diregdes sao principais. A lei de Hooke generalizada para um corpo isotropico

€ dada por:

Tyz ’ ’YXZ = = sz 4 YXy = = Txy

Q|-

sz =

Agrupando as constantes elasticas em uma matriz denominada de D', tem-se:
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1 v =
__V_VOOO
E E E
-v 1 =
_V__VOOO
E E E
-v -v 1
-~V Y Z 9 0 o0
D—1:EEEl (2.9)
0 0O — 0 O
G
1
o o 0 0 — 0
G
1
o o0 o0 0 0 =
L G

Onde E é o médulo de elasticidade longitudinal; v € o coeficiente de Poisson e

G=E/2(1+ v) é o mddulo de elasticidade transversal. O nimero de constantes

elasticas independentes neste caso € dois.

Para corpos isotropicos as propriedades elasticas sdo as mesmas para qualquer
sistema de coordenadas. Por outro lado, no caso de corpos anisotrépicos, os

coeficientes da matriz D' alteram-se com a mudanca de coordenadas.

2.1.7 DETERMINAGAO DAS CONSTANTES ELASTICAS PARA UM NOVO
SISTEMA DE COORDENADAS

Um problema freqlientemente encontrado quando as constantes elasticas a; séo
conhecidas para certo sistema de coordenadas (x,y,z), € a necessidade de encontra-las
em um novo sistema (x’,y’,z’), rotacionado de um angulo ¢ em torno do eixo comum z =

z’ (Figura 2.1). Para tanto, aplica-se o seguinte método:
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k¢

A A

Figura 2.1 - Angulo de ortotropia
A partir da equacédo (2.2), obtém-se a expressado da energia potencial para os

dois sistemas de coordenadas e igualam-se essas expressdes, na forma matricial,

COmo segue:

€0 = €0 = €0 (2.10)

N R
m
qQ
]

N R

Para cada sistema de coordenadas pode-se escrever a lei de Hooke

generalizada, conforme as equagdes (2.1). Colocando na forma matricial, tem-se:

e = Do para o sitema (x,Vy,2z)

1

g = Do para o sitema (x,Vy,2z)

A equacgao de mudanca de componentes de tensdo em forma matricial € dada

por:
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o =To (2.11)

Onde T é a matriz de transformacdo de componentes, segundo Lekhnistskii,
(1981), é dada por:

cos’ ¢ sen’e 0 0 0 sen@ cos @
sen’@ cos’ @ 0 0 0 —sen@ cos ¢
0 0 0 0 0 0
T =
0 0 0 cos¢@ -seno 0
0 0 0 senp coso 0
| —2sen@ cos ¢ 2sen@ cos @ 0 0 0 cos’ ¢ — sen’g |

(2.12)

Substituindo as deformacgdes em fungao das tensdes e a equagcdo de mudanca

de componentes nas tensdes na expressao da igualdade de energia potencial, vem:

D'ooc = D''cod = D'TeTo = D oo

D' = T'D'T (2.13)

A equacgao acima fornece a matriz das constantes elasticas para o novo sistema

de coordenadas.
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2.2 ESTADOS PLANOS DE TENSAO E DE DEFORMAGAO

2.2.1 INTRODUGAO

As relagbes particulares para problemas no estado plano de tensdo e de

deformacéao serado obtidas a partir da formulagéo geral.

Em ambos os problemas o campo de deslocamento é dado unicamente através
dos deslocamentos u e v na diregao dos eixos cartesianos ortogonais (x,y) €, somente,
as trés componentes de tensdo e deformagdo existentes no plano (x,y) sao

consideradas.

Por definigdo todas as outras componentes de tenséo fora do plano sao iguais a

zero e, portanto, ndo contribuem para o calculo da energia de deformacéo, isto é:

6 -1 — 1 —o0 (2.14)

Como exemplo de estrutura a ser analisada no estado plano de tensao
generalizado pode-se considerar aquelas em que a espessura (dimensdo em z) é
pequena quando comparada com as outras dimensdes contidas em (x,y) e cujas cargas

atuam somente no plano (x,y).

No estado plano de deformagdo, a tensdao perpendicular ao plano (x,y) é
diferente de zero, entretanto, pela definicdo, a deformacdo nessa direcdo é zero e,
desse modo, essa tens&o ndo contribui no calculo da energia potencial (ZIENKIEWICZ,
2000), isto é:

€, = Y = Yoy = 0 (2.15)
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Como exemplo de estrutura a ser estudada no estado plano de deformacéao
podem-se considerar aquelas em que a espessura do elemento estrutural em analise é
muito grande (dimensédo z) quando comparado com segéo transversal contida no plano
(x,y) e estéo sujeitas as cargas que atuam somente nas diregdes (x,y) € ndo variam ao

longo da diregcéo z (CAMP, 2006).

2.2.2 MATRIZ DOS COEFICIENTES ELASTICOS PARA O ESTADO PLANO
DE TENSAO

2.2.2.1 MATERIAL ORTOROPICO

Aplicando-se as hipoteses do estado plano de tensdo dados pela equagéo (2.14)

na matriz dada em (2.5) tem-se:

1 Va 0
El EZ
pt o= | Y2 L g (2.16)
E2 EZ
1
0 0 —
L G12_

Da matriz dada pela equagdo (2.16) acima, obtém-se por simples inversao a

matriz D, dada por:

2
1 El V:L2E:LE2
D= ———|Vv,EE, EE, 0 (2.17)
E - VviE, 5
0 0 G, (E - ViE)
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2.2.2.2 MATERIAL ISOTROPICO

Aplicando-se as hipoteses do estado plano de tensao dados pela equacéao (2.14)

na matriz dada em (2.9) tem-se:

1 —
1o,
E BE
pt = | ¥ L (2.18)
E E
1
0 0o —
i G

Substituindo-se na matriz dada pela expresséo (2.18) G = E/2 (1 + v), obtém-

se, por simples inversao, a matriz D, dada por:

\%
E
D = v 1 0 2.19
1—\/2 ) ( )
00 —Y
L 2

2.2.3 MATRIZ DOS COEFICIENTES ELASTICOS PARA O ESTADO PLANO
DE DEFORMAGAO

2.2.3.1 MATERIAL ORTOROPICO

Aplicando-se as hipéteses do estado plano de deformacgao dada pela equagao

(2.15) na matriz dada em (2.5) tem-se:
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0
0 (2.20)
E

Da matriz dada pela expressao (2.20) obtém-se, por simples inversao, a matriz D

dada por:
h, = =
° 1+ vy, (E2 - EVv,, — 2E1vf2)
G
h,, = E— (1 + vy,) (B, - Eyv,, — 2E,v,) (2.21)
1
I (E2 - E1Vf2) Vio (E2 + ElVlZ) 0 ]
EZ
D = hy|v, (E, + Ev,) E—2 (1 -~ va) 0
1
0 0 h,,

2.2.3.2 MATERIAL ISOTROPICO

Aplicando-se as hipéteses do estado plano de deformacdo dada pela equagao

(2.15) na matriz apresentada em (2.9), tem-se:

Y - (v + v2) 1
E E
S el U B T G (2.22)
B B
0 0 1
G

34



Identificacdo de pardmetros estruturais com emprego de analise inversa

Substituindo-se G = E/2(1 + v) na matriz (2.22) obtém-se, por simples

inversado, a matriz D dada por:

1 v 0
1-v
B E(1-v) \Y
P = T+v)(1-2v)|1-v ! ° (2.23)
0 (1 - 2v)
i 2(1-v)]

2.2.4 MATRIZ DE TRANSFORMAGAO DE COMPONENTES DA
DEFORMAGAO PARA OS ESTADOS PLANOS

Eliminando-se as linhas correspondentes as hipdteses dadas pela equacao

(2.14), na matriz dada pela expresséao (2.12), obtém-se:

cos’ @ sen‘@ sen@ cos @
T = sen’o cos’ ¢ —sen@ cos @ (2.24)

—2sen@ cos ¢ 2sen@ cos @ (cos’ ¢ — sen’Q)

Onde T é a matriz de transformacao de coordenadas para os estados planos.

Através de transformagbes trigonométricas aplicadas na expressdo (2.24),

encontra-se:

) 1 tg(e) 2tg(e)
T=—""——|tg(o) 1 -2t g (o) (2.25)
PR ) te(e) 1-cale)
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2.3 FLUENCIA DO CONCRETO

2.3.1 INTRODUGAO

Um longo tempo se passou desde as primeiras observagdes de retracdo do
concreto no século passado e a descoberta da fluéncia do concreto em 1907 por Hatt
(RILEM, 1998). Desde entdo, muitas pesquisas estdo sendo dedicadas na busca da
resolucdo dos complexos problemas envolvendo a retracdo e a fluéncia. Grandes
sucessos foram alcancados, entretanto, os fendbmenos de retracdo e fluéncia estao
longe de serem completamente resolvidos (BAZANT, 2001). Tendo sido estudados por
algumas das mentes mais brilhantes no campo da pesquisa do concreto e da ciéncia
dos materiais, onde se destacam: Glanville, Dischinger, Troxell em 1958, Pickett,
McHenry, L'Hermite em 1965, Arutyunian, Aleksandrovskii nos anos de 1959, Powers,
Hansen e Mattock em 1966, Rusch, Neville em 1983, Trost, Dilger, Wittman, Hilsdorf,
Muller, Huet, Carol, Bazant, Gardner entre outros (BAZANT, 2001).

A retracao e a fluéncia de concretos com cimentos portland sdo fendmenos
complexos determinados por diversos processos fisico-quimicos. O processo basico
origina-se no interior da fracdo da pasta cimenticia, em consequéncia das propriedades
dos produtos de hidratacdo e da microestrutura da pasta, e sdo modificadas pela
natureza composta do concreto (BAZANT, 1988).

Retragdo e fluéncia do concreto sdo fendbmenos intrinsecos, e uma equacéao
constitutiva que seja tanto aplicavel de maneira geral como realista é de dificil
formulacdo. Antes do aparecimento dos computadores, as analises estruturais que
consideravam os efeitos de retragao e fluéncia ndo podiam ser realizadas com modelos
matematicos sofisticados. Apds 1970, entretanto, tornaram-se disponiveis grandes
computadores que poderiam aceitar complicados modelos constitutivos. Contudo, se
um bom modelo constitutivo n&o fosse disponivel nada de util poderia ser feito com

estes computadores. Assim, os computadores tém fornecido um impeto para o
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desenvolvimento de relagbes constitutivas realisticas para a retragdo e fluéncia do

concreto, e grandes progressos tém ocorrido nesses Ultimos anos (BAZANT, 1988).

Modelar o comportamento de longa-duracéo de estruturas de concreto armado e
protendido requer equagdes para prever o comportamento ao longo do tempo da
retracdo e da fluéncia do concreto. A pratica corrente norte-americana esta baseada
nas recomendacdes do ACI 209-82 (1982). Desde 1970 o Comité European du Béton
(CEB) desenvolveu sucessivas recomendagbes de codigo modelo que foram
modificadas e adotadas como base para regulamentos de varios paises. O Eurocode 2
ja em 1991 adotou as propostas do codigo modelo CEB 1990 para a retragao e fluéncia
(CEB,1990). Em 1999 o CEB atualizou seu método de previsao para a retragcéo e a
fluéncia do concreto. A versao 2002 de Eurocode 2 (EC2, 2003) endossou o uso das
equacgdes de retracdo e fluéncia da versdo 1999 (FIB, 1999) do cddigo modelo 1990 do
CEB, Mc1990-99. Bazant e Baweja (1995) e Gardner e Lockman (2001), partindo de
bases diferentes, propuseram métodos de previsdo para substituir as do ACI 209-82
(GARDNER, 2004).

2.3.2 DEFINIGOES

A fluéncia total observada é a soma da fluéncia basica e de secagem. Na pratica,
entretanto, essa distingdo nem sempre é feita. Existe também uma arbitrariedade em
como se separam as deformacgdes de fluéncia a partir da assim chamada deformacao
instantanea. A fluéncia ocorre a partir do inicio imediato do carregamento, entretanto é
tomado um tempo finito para a medida da deformacédo instantanea (BAZANT, 1988).

Uma nomenclatura muito utilizada é aquela sugerida por Neville (1970), como segue:

o fluéncia basica: é a designagao da deformacao dependente do tempo que
ocorre quando o concreto € carregado em uma condi¢cdo selada de modo

que a umidade n&o consegue escapar;

e fluéncia de secagem também conhecida por efeito Pickett: € definida

como a deformacao de fluéncia adicional a fluéncia basica observada
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quando o concreto pode secar enquanto esta sob carregamento
(NEVILLE, 1970).

A fluéncia no concreto tem tanto deformagdes irrecuperaveis como uma parcela
recuperavel. Quando o concreto é descarregado, a deformagéo de fluéncia acumulada
€ parcialmente recuperada, enquanto que a deformacao imediata é praticamente toda

recuperada.
Outros dois termos sdo comumente usados:

e coeficiente de fluéncia que expressa a deformacao de fluéncia como uma
fracdo da deformacado elastica. Normalmente atinge um valor que fica

entre 2,0 a 6,0 para a maxima fluéncia atingida pelo sistema;

o fluéncia especifica € a quantidade de fluéncia por unidade de tensao
aplicada. E utilizada para comparar o potencial de fluéncia do concreto
carregado em diferentes niveis de tensdo. Pode ser utilizado 1,5x10™
(MPa)™ na auséncia de um valor especifico (BAZANT, 1988).

2.3.3 MODELOS DE FLUENCIA

Segundo Bazant (2001), a previsdo matematica correta da fluéncia do concreto
requer a compreensao do mecanismo fisico, os quais, juntamente com suas influencias,

tém sido estudados como:

e escoamento plastico;
¢ teoria da consolidacéo;

e quantidades de agua transportada da camada superficiais dos micros-
poros sujeitos as fortes forgas de superficie (load-bearing hindered

adsorbed water);
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e dano estrutural no deslizamento e seu novo formato (bond breakage in slip

and its reformation);

o deformagdes nao lineares e fissuragdo como uma contribuicdo ao efeito
de Pickett;

e teoria da solidificacdo para envelhecimento em curto prazo de Bazant e

Prasannan;

e micro-protensao de locais de fluéncia na microestrutura do gel do cimento,
causando o efeito de Pickett e o envelhecimento em longo prazo
(BAZANT et al, 1997).

Os modelos matematicos recentes foram formulados com uma visao para facilitar
a analise estrutural. Mas os computadores tornaram possivel usar qualquer tipo de
modelo. Assim, modelos recentes devem buscar representar o mais préximo possivel
os dados experimentais. Os seguintes modelos de previsdo (BAZANT, 1988) foram

propostos:

e teoria de Dischinger-Glanville ou modelo de taxa de fluéncia (ou teoria do

envelhecimento);
e atualizacdo do modelo de Dischinger ou modelo da taxa de fluéncia;
e modelo de Arutyunian-Maslov;

e lei de dupla exponencial e lei logaritmica-exponencial para a fluéncia

basica (double power law and log-double power law for basic creep);

¢ modelos BP e BPKX e também a ultima versdo do Modelo B3. (BAZANT,
1995).

Os primeiros trés modelos tentam alguma simplificagdo da analise estrutural.

Neste caso, os métodos mais simples de se utilizar sio:
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Método do médulo efetivo (muito mais simples do que métodos de

Dischinger, contudo ndo envolvendo um grande erro).

Método do modulo de elasticidade efetivo com ajuste na idade (AAEM)

Formulagdo de um modelo detalhado de previsao € uma tarefa muito dificil. Em

vista do conhecimento limitado que se possui o problema da formulagdo do modelo nao

tem uma unica resposta. Provavelmente modelos diferentes podem descrever

igualmente bem o conhecimento atual. Entretanto, ndo podem ser muito diferentes

porque um modelo aceitavel hoje ndo deve somente ajustar bem aos dados existentes,

mas deve também conformar-se as consequéncias matematicas dos diversos
fenémenos fisicos (BAZANT, 2001), incluindo:

Teoria da energia da ativagdo dos limites de rupturas (dependéncia da

temperatura de envelhecimento e da viscosidade de fluéncia).

Teoria da difusdo, particularmente suas propriedades assintética simples

para a secagem ou retracao inicial e final.

Modelagem das fissuras devido a tensdes residuais na segéo transversal

como um mecanismo da reduc¢ao aparente da retracio.

Teoria da solidificacao, particularmente o fato de o envelhecimento é uma
caracteristica aparente e deve ser causado pela solidificacdo e deposicao
de camadas sem tensao de produtos de hidratacdo nas paredes dos

poros.

Micro-protensdes, que causam o envelhecimento adicional aparente em
longo prazo e que ndo podem ser explicado pelo crescimento do volume

de produtos de hidratacao.

Efeito do crescimento da fratura na fluéncia aparente (a parte ndo linear
da fluéncia é provavelmente nada além do efeito do crescimento da

fissura dependente do tempo).
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Com a disponibilidade de programas computacionais, a pratica deve substituir os
modelos para 0 comportamento da se¢ao transversal para o uso direto da equagao
constitutiva. Isto naturalmente significa dividir a se¢cdo transversal em um numero de
elementos finitos. Somente esta aproximacao pode satisfazer a expectativa para boas

previsoes.

Aproximagdes computacionais de varios tipos como, por exemplo, em Bazant,

(1994, 1995); recomendacgao de RILEM, (1998) foram desenvolvidas solugdes:

e aproximadas de uma etapa usando método de ajuste da idade do moédulo

efetivo.

e de acordo com o modelo de fluéncia do tipo integral baseado no principio

da superposicao.

e com base com um modelo de fluéncia do tipo taxa baseado na cadeia de

Kelvin ou de Maxwell.

Avancgos consideraveis foram feitos nas modelagens probabilisticas, fato que é
muito importante tendo em vista a elevada variabilidade estatistica, e do efeito micro
mecanicos da composicdo do concreto sobre a fluéncia e a retracdo, como por

exemplo, encontra-se em Granger e Bazant, (1995) e Baweja et al., (1998).

Nao obstante, a melhor maneira de se conseguir boas previsdées de retragéo e
fluéncia ao longo do tempo é através da realizagdo de ensaios de curta duragdo em um
dado concreto e extrapolar os resultados tendo como base um bom modelo de
previsdo, (BAZANT, 2001).
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2.3.4 MODELOS DE PREVISAO DE FLUENCIA

A fluéncia do concreto depende da umidade ambiente, das dimensdes dos
elementos estruturais, da composicdo, da maturidade quando é aplicado o primeiro

carregamento e da duragéo e magnitude do mesmo.

Nos itens seguintes, sdo apresentadas as expressdes de previsdo do coeficiente
de fluéncia dos modelos do Eurocode 2, do ACI 209, da NBR 6118, no B3 de Bazant e
no GL2000 de Gardner, que serdo utilizadas nos procedimentos de ajuste de
parametros. Optou-se por conservar as unidades que aparecem nas referéncias
consultadas, pois existem nas expressdes coeficientes ajustados a partir de ensaios
laboratoriais que poderiam ser comprometidos em uma eventual conversdo de

unidades.

2.3.4.1 EUROCODE 2 (EC2 2003)

O modelo de previsdo de fluéncia do Eurocode-2 esta restrito a tensoes
constantes de servigco o, isto €, até da ordem de 0,45 fx(tp), para o qual a fluéncia é

admitida ser linearmente dependente da tenséo.

A seguir sao apresentadas as expressdes de previsdo do coeficiente de fluéncia
o(t, o), entre o tempo t e tp, em relagdo a deformacao elastica aos 28 dias, do modelo
adotado pelo EuroCode (EC, 2003).

¢ (t t,) = @b (& ) (2.26)

@o: coeficiente ideal de fluéncia: ¢, = ¢...B (£.) B (t,)

ornu: fator que considera a umidade relativa:
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1 -RH/100

=1+
Pry 0, 13(_1'10

para f, < 35 MPa

1 - RH/100

=11+ o
(PRH O, l%/h_o 1

a, para f = 35 MPa

B(fem): fator que considera a resisténcia caracteristica do concreto:

Bc(t, to): coeficiente que define o desenvolvimento de fluéncia ano tempo:

B. (t, t,) = (L]

B, + t —t,
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By: coeficiente que depende da umidade relativa (RH em %) e a nogao do tamanho do

elemento (hp em mm)

B. = L, 5(1 + (0, 012RH)*) h, + 250 < 1500 ; para f, < 35 MPa

= 1,5(1 + (0, 012RH)"*) h, + 250a, < 1500 ; para f. > 35 MPa
BH 0 3 cm

o/2/3: coeficientes para considerar a influéncia da resisténcia do concreto

Onde:

RH: umidade relativa do meio ambiente em %;

fem: resisténcia média a compressao do concreto em MPa aos 28 dias;

A.: area da secao transversal do concreto em mm?;

u: perimetro do elemento de concreto em contato com a atmosfera em mm;
t: idade do concreto em dias no momento considerado;

to: idade do concreto expresso em dias a partir da data da aplicagéo da carga.
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2.3.4.2 MODELO DA NBR 6118 (ABNT,2003)

O modelo de previsao de fluéncia do NBR 6188-2003 esta restrito a tensdes
constantes de servico o até da ordem de 0,5 f;, no instante de aplicagdo do primeiro
carregamento, para o qual o comportamento da fluéncia € admitido como sendo

linearmente dependente da tenséo.

A seguir sao apresentadas as expressdes de previsdao do coeficiente de fluéncia
o(t, tp), valido também para a tragdo, entre o tempo t e to, em relagdo a deformagao
elastica aos 28 dias, do modelo adotado pelo NBR 6188-2003.

(P(t’ tO) = (Pa + (Pfoc[Bf(t) - Bf(to)] + (PdooBd (227)

f(t
@a: coeficiente de fluéncia rapida: ¢, = 0, 8 [1 - (—0)

@r-: valor final do coeficiente de fluéncia irreversivel: ©., = @,.0,.

P2 coeficiente de fluéncia dependente da espessura ficticia hyc da peca:

42 + h,,.

P = S0+ n

fic

@1c: coeficiente de dependéncia da umidade relativa do ambiente U, em %:

¢,. = 0,75 (4,45 — 0,0035U) — abatimentos de 0 a 4 cm e U < 90%

¢,. = 4,45 —-0,0035U0 — abatimentos de 5 a 9 cm e U < 90%
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¢, =1,25(4,45 - 0,0035U) abatimentos de 10 a 15cm e U < 90%

2A

C

hsic: espessura ficticia, em centimetros: h.,. = vy
u

ar

v: coeficiente que depende da umidade relativa do ambiente (U%)

(-7,8+0,10)

Yy =1+e

Ba(t): coeficiente relativo deformacgéao lenta reversivel do tempo (t — tp) decorrido apos o

carregamento:

t —t, + 20

(t) =
P t—t, + 70

Bi(t) ou Bx(tp): coeficiente relativo a deformacao lenta irreversivel, funcdo da idade do

concreto:
B(t) = t’ + At + B
: t? + Ct + D
Onde:
A = 42h° — 350h” + 588h + 113
B = 768h° — 3060h? + 3234h — 23
C = —200n° + 13h? + 1090h + 183
D = 7579h° — 31916h° + 35343h + 1931

47



Identificacdo de pardmetros estruturais com emprego de analise inversa

h: espessura ficticia em metros, para valores de h fora do intervalo (0, 05 < h < 1, 6),

adotam-se os valores extremos correspondentes;

t: & a idade ficticia do concreto no instante considerado, em dias (t > 3);

to: idade ficticia do concreto ao ser feito o carregamento unico, em dias;

toi: idade ficticia do concreto ao ser feito o carregamento, em dias;

A.: area da secao transversal da peca em cm?;

Uar: perimetro externo da secao transversal da pega em contato com o ar em cm;

U: umidade relativa ambiente, em %.

2.3.4.3 B3 DE BAZANT E BAWEJA (BAZANT 1995)

O presente modelo de previsao esta restrito as tensées de servigo, da ordem de

0, 4£., para a qual o comportamento da fluéncia é admitido como sendo linearmente

dependente da tenséo.

A seguir sdo apresentadas as expressdes de previsdo do coeficiente de fluéncia
o(t,t'), entre o tempo t e t', em relagao a deformacao elastica aos 28 dias, apresentados
por Bazant e Baweja (1995) e denominado simplesmente por modelo B3 de previsao de

fluéncia para analise e projetos de estruturas de concreto.

o(t, t) = E(£)[Cylt, £)] + B(E)C,(t, £, £)) — EL(E) / B, (2.28)

C

Co(t,t'): fungcdo especifica de deformacgao para fluéncia basica (fluéncia para umidade
constante), em 10 psi™ (1 psi = 6,895x10-3 MPa)
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. . . t
Colt, t) = a.,0t, t) + g, In[l + (t — )1+ g, In (?)

Onde:

Cq(t,t',to): fluéncia adicional devido a secagem (fluéncia por secagem)

C.(t, t), t) = q.lexp{-8H(t) } — exp{-8H(t)}I'/* , p/ t >t

H: média espacial da umidade relativa dos poros no interior da secao transversal

Ht) =1-@1Q - h)S(®)

S(t): funcado do tempo para a retragao

%
S(t) = tgh [t — toj
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Tsh: retracdo ao meio tempo em dias

D: espessura efetiva da sec¢éo transversal em in, (1in = 25,4 mm)

D =2v/s

Kn: coeficiente de dependéncia da umidade

1-n’ para h < 0,98
k, = 1-0,2 para h=1 (expansdo em &gua)
interpolar para 0,98 < h <1

Ks: coeficiente de dependéncia da forma:

1,00 para uma laje infinita
1,15 para um cilindro infinito
k., =<1,25 para um prisma quadrado infinito

1,30 para uma esfera

1, 35 para um cubo

Ec2s: mddulo de elasticidade do concreto aos 28 dias, em psi;

g1, g2 € q4: coeficientes empiricos

q, =0,6*10°/E, , E 57000(£))"/°

28
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q, = 451, 1"°(E)™ ;g , =0,14(a/c)”

Onde:
t: idade do concreto em dias;

t': idade do carregamento em dias;
to: idade do inicio da secagem em dias (somente t, < t s&o considerados);

h: umidade relativa do ambiente, na forma decimal (0 < h < 1);

h: média espacial da umidade relativa dos poros no interior da secao transversal;
v/s: relagao entre o volume por area de superficie em in;

a/c: relagéo agua por agregado para o cimento em peso

f'o: resisténcia a compressao de corpos de provas cilindros padrdo em psi (se somente

a resisténcia de projeto é conhecida fy, entéo ' = fo,« + 1200 psi).

2.3.4.4 GL2000 DE GARDNER E LOCKMAN (GARDNER, 2001)

O presente modelo de previsdo esta restrito a tensées da ordem de 40% da
resisténcia do concreto, assumindo que a retracdo, a fluéncia basica e a de secagem

podem ser somadas.

A seguir sao apresentadas as expressdes de previsdo do coeficiente de fluéncia
¢(t,to), entre o tempo t e tp, em relagdo a deformacéo elastica aos 28 dias, apresentados
por Gardner e Lockman (2001) e denominado simplesmente por modelo GL2000 de

previsao de fluéncia para analise e projetos de estruturas de concreto.
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_2£ (t 3 to)o,a ] N (
(t —t,)" + 14

7

t

0

'

+2,5(1-1, 086h2)£

t — t v
- 70 +
t—t, + 7

t - t,

¢(tc): termo que considera a secagem antes do carregamento:

0,5770:°
t, — t
t) =11- - - para t, > t,
o (x) { (totc+o,12(v/s)2]] ’

¢t,) = 1,0 para t, = t

C

Onde:

t: € a idade do concreto no instante considerado, em dias;

to: idade do concreto quando carregado, em dias;

to: idade do concreto no inicio do processo de secagem;

h: umidade ambiente, em decimal;

V / S: relagédo entre o volume e a area superficial, em mm.

2.3.4.5 FUNGAO DENSIDADE DE FLUENCIA

t —t, +0,15(v/8s)

(2.29)

JO,S

Das expressoes dos coeficientes de fluéncia para cada modelo, pode-se obter a

funcao densidade de fluéncia J(t,tp), como segue:
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I, t,) = {‘P(t' L), 1 J (2.30)

Onde:
E0s: moddulo de elasticidade do concreto aos 28 dias
E.0: modulo de elasticidade do concreto aos tp dias

A adogdo da fungcdo densidade em lugar do coeficiente de fluéncia esta
relacionada com o fato de explicitar os modulos de elasticidade no instante da aplicagao

da carga e o obtido aos 28 dias.

A partir da expressao (2.30) sera realizada a determinacdo de parametros que
melhor ajustam os valores experimentais aos estabelecidos pelos modelos acima
descritos, também sera utilizada para o ajuste dos modelos de previsdo de fluéncia a

partir de ensaios laboratoriais de curta duracao.

2.3.5 MODELO DE ATUALIZAGAO DA FLUENCIA COM BASE EM ENSAIOS
DE CURTA DURAGAO

Previsdes de fluéncia em concreto com valores mais proximos dos observados
nos ensaios e nas estruturas usuais podem ser alcancadas quando os modelos sao
ajustados com resultados observados em ensaios de curta duragédo, como o0 que esta

apresentado em Bazant (1995).

A funcéo especifica J(t, t') do Modelo B3 de previsao de fluéncia mostrada em
Bazant (1995) apresenta todos os parametros livres para a fluéncia com a deformagao
elastica contidos em férmulas lineares. Consequentemente, regressao linear baseada
no método dos minimos quadrados pode ser utilizada para identificar esses parametros

a partir dos resultados experimentais.
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A maior fonte de incertezas do modelo de previsao da fluéncia é a dependéncia
dos parametros do modelo em relacdo a resisténcia de projeto e da composigao do
concreto. Essas incertezas podem ser significativamente reduzidas se forem realizados
ensaios de curta duragdo com o concreto especificado, com o subsequente ajuste dos
parametros do modelo. Para o caso de concretos especiais, tais como os de alta
resisténcia, € de fundamental importancia a realizagcao de ensaios de curta duragao (1 a
3 meses) de fluéncia. Os varios tipos de aditivos, de superplastificantes e de materiais
pozolanicos usados nesses concretos tém apresentado efeitos significativos na fluéncia
do concreto. Devido a grande variedade de aditivos e das diferentes combinagdes
utilizadas, formulas empiricas para representar os efeitos de todos esses materiais nos

parametros dos modelos sao dificeis de formular.

Considera-se que a funcio especifica de fluéncia foi atualizada somente por dois

parametros p+, p2 da seguinte forma:

Jt, t) = p, + pF(t, t) (2.31)

Onde:

F(t, t) = C/(t, t) + C,(t, &, &) (2.32)

A funcdo é F(t, t') calculada de acordo com o modelo, usando as formulas que
levam em conta os parametros da composi¢ao e da resisténcia do concreto. Se os

dados experimentais crescessem da mesma forma que o modelo, o grafico de J(t, t)

versus F(t, t') resultaria exatamente uma linha reta, para todos os valores de t, t' e to. A

variagao vertical dos pontos experimentais a partir dessa linha reta representa os erros,
0s quais podem ser considerados aleatorios e sdo minimizados pela regressdo dos

minimos quadrados. Considera-se entdo o grafico dos valores conhecidos e medidos

nos ensaios de fluéncia de curta duragédo de até 28 dias Y = J(t, t') versus os valores
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correspondentes de X = F(t, t), calculados a partir do modelo, e passando através
desses pontos a reta de regressdo Y = AX + B. Entdo a inclinacédo A e B o ponto de
interseccao de Y com a linha, fornecem os valores de p1 e p2 que sao 6timos no sentido

do meétodo dos quadrados minimos: A = p, € B = p, . De acordo com as ja

conhecidas equacgdes da regressao linear dos quadrados dos minimos, tem-se:

nY I - O F) QI (2.33)
e = ny ) - Q EY |

p, =J - pF (2.34)

Onde o indice i = 1, 2,...n designa os dados experimentais conhecidos, n é o seu
ndmero total, F = F(t, t), J = J(t, t') , J é a média de todos os valores medidos de

J, F é a média de todos os correspondentes F . As formulas bem conhecidas da

regressao linear também propiciam o coeficiente de variagdo de p; € p2 , que por sua

vez fornece o coeficiente de variagdo de J(t, t') para quaisquer valores detet’.

No planejamento de ensaios de curta duracéo de fluéncia, deve ser observado
que os ganhos na previsdo baseada em dados desse ensaio sdo mais bem sucedidos
se as medidas da fluéncia iniciar o mais breve possivel apds o carregamento. A razao é
que as curvas de fluéncia sdo suaves ao longo do tempo. Em qualquer caso, para a
previsdo de confianga sobre cinco anos de fluéncia, é recomendado que os testes de
curta duragédo se realizem com pelo menos 28 dias (com a primeira leitura realizada
imediatamente apds o carregamento e as demais leituras espacgadas igualmente na

escala logaritmica para a duragao da fluéncia em horas) (BAZANT, 2001).
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CAPITULO 3 METODO DE ANALISE INVERSA
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3.1 INTRODUGAO

O processo de identificacdo de parametros de um dado sistema desenvolve-se
em quatro fases distintas: observacdo do sistema a identificar, elaboracdo de um
modelo matematico, estimativa dos parédmetros e validacdo do modelo (HENDRIKS,

1991). A Figura 3.1 - Processo de identificagdo de parametros. ilustra o processo.

Valores experimentais a serem

Experiment
perren™ reproduzidos pelo modelo numérico
Y
Atualizacdo dos | Erros de ajuste do Comparagio entre valores
parametros A modelo (residuos) observados e calculados
A
y
Modelo numérico Valores calculados numericamente
(Elementos Finitos) a partir do parametros estimados
i
entrada saida

Figura 3.1 - Processo de identificagdo de parametros.

A analise inversa ou problemas de retroanalise podem ser estabelecidos pela
abordagem inversa ou pela direta. Na abordagem inversa as equacgdes definidas no
modelo s&o reescritas de modo que alguns sinais de entrada sdo desconhecidos
(parametros a identificar) e alguns dados de saida sdo do problema (medidas
experimentais). A abordagem direta utiliza os valores calculados em um modelo
matematico, determinados em fung¢ao dos parametros a estimar, estabelecendo-se uma

funcéao erro, a qual relaciona os valores medidos e os calculados no modelo.

58



Identificacdo de pardmetros estruturais com emprego de analise inversa

Nos problemas de analise inversa, que envolvem a determinacédo de parametros,
nao se deve subestimar as dificuldades para atingir esses objetivos em vista da
possivel ndo-unicidade, da instabilidade ou da inexisténcia de solu¢cdo, que podem
ocorrer nas diferentes classes de problemas. Tais dificuldades indicam os desafios que

se colocam para as diversas classes de problemas.

3.2 METODOS DE IDENTIFICAGAO

Segundo o método de identificagado proposto por Hendriks (1991), dois requisitos

basicos devem ser satisfeitos:

e disponibilidade de um modelo numérico que fornega uma descricao
adequada do comportamento mecanico do material que esta sendo
analisado. O problema é a determinagao quantitativa dos parametros do

material nessa relagcao constitutiva;

e disponibilidade de um algoritmo computacional preciso e eficiente para a

solucao do problema de minimizagao.

Existe uma diferenga importante entre os métodos de identificacdo e os métodos
tradicionais de determinagao direta dos parametros materiais. Para os métodos de
identificacdo nédo €& necessario que o campo de deformagdes seja homogéneo em
alguma parte do espécime sob investigagao. Pelo contrario, é preferivel que o campo
de deformacgdes seja ndo homogéneo. Argumentos que justificam esse fato séo
encontrados em Hendriks (1991), onde se pode destacar que 0s campos nhao
homogéneos de deformagao contém muito mais informagbes sobre as propriedades
materiais que em espécimes com campos de deformagcdo homogéneos. Entretanto, o
uso de campos de deformagdes n&o homogéneos leva ao surgimento de trés

problemas:
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e obtencdo experimental do campo de deformagdées ndo homogéneo para

diferentes carregamentos aplicados;

e tratamento dos dados experimentais, realizado numericamente tendo em

vista sua complexidade.

e definicdo de um critério para confrontar resultados experimentais e

numeéricos e, a partir dai, determinar os parametros do material.

A solugcdo dos trés problemas acima envolve o método de identificagcao,
conforme esquematizado na Figura 3.1. Medidas de deformacgdo sdo coletadas no
especime e, a partir de um modelo numeérico, por exemplo, método dos elementos
finitos, o campo de deformagdes é determinado em funcéo dos valores dos parametros
estimados inicialmente. Um algoritmo de minimizagdo dos erros entre os valores
medidos e calculados numericamente € entdo utilizado para o ajuste dos parametros

estimados.

Procedimentos adequados devem estar disponiveis para analise de resultados
de experimentos com materiais ndo homogéneos, de diversas formas e submetidos a
diferentes tipos carregamentos. O método dos elementos finitos € adequado para esse
tipo de problema. Uma analise numérica pode ser realizada para um dado conjunto de
parametros a determinar. Isto significa que valores iniciais dos parametros devem ser
estimados. Usando um procedimento iterativo, melhores estimativas dos parédmetros

sdo obtidas.

As comparagdes entre os campos de deformagado medidos e calculados devem
conduzir a uma determinacdo quantitativa dos parametros materiais desconhecidos. E
necessario encontrar um algoritmo que leve a uma rapida convergéncia aos parametros
preferivelmente com estimativas confiaveis. No campo da identificacdo de sistemas isso
€ um problema bem conhecido de estimagcdo ou reconstrugdo. O problema de
estimagao trata da determinagcdo dessas quantidades fisicas que n&do podem ser

medidas diretamente das que podem ser medidas
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O método de identificacdo esta baseado na combinagao de trés elementos:

e medidas em quantidade suficiente para caracterizar o campo de

deformacgdes sobre uma grande area do espécime ensaiado;
e modelagem numérica via método dos elementos finitos;

e uma técnica que ajustam os parametros do material fornecidos ao modelo
de elementos finitos, através da comparagdo entre estes e os dados

experimentais.

O terceiro elemento em que se baseia o0 método de identificagdo compreende a
comparagao entre os valores experimentais e aqueles resultantes do modelo de
elementos finitos seguida pela atualizagdo da estimativa dos parametros materiais. O
problema da estimativa de parametros pode ser aproximado de forma deterministica
pelo método dos minimos quadrados ou através de uma formulagdo estatistica

(HENDRIKS, 1991). Neste trabalho sera adotada a primeira aproximacao.

3.3 FORMULAGAO DO PROBLEMA DE ANALISE INVERSA

Admitindo-se que os dados das observagdes sejam agrupados em um conjunto
finito de vetores y, k=1,2.., onde k representa cada observacao e pode ser interpretada
como um paréametro discreto de tempo ou um caso de carregamento no espécime sob
investigacdo. Um vetor yx = (y1, VY2,....Yym)T podera conter componentes de
deslocamentos de pontos materiais, como também outras propriedades medidas, como
forca, deformacéao, velocidade e pressdo, onde m € o numero pontos observados . O
comportamento quantitativo do material esta representado por um conjunto finito de
incégnitas n e agrupadas em um vetor X = (X4, X2, ..Xn)T. Admite-se que existe um
algoritmo para calcular yx a partir de um dado x. Esse algoritmo, baseado no método

dos elementos finitos, € simbolizado por uma fungédo hy(x). A fungao hg(x) descreve a
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dependéncia das k-ésimas observagdes sobre x sob a hipétese de ndo existissem erros

de observagao. Esses erros sdo representados por um vetor v.

Y = by (x) + vy (3.1)

O vetor x pode ser chamado de “vetor dos parametros” e pode conter, por
exemplo, médulo de elasticidade, coeficientes dependentes do tempo, coeficiente de
Poisson, coeficientes multiplicadores de carga ou uma fungdo ndo linear dessas
propriedades materiais. E permitido que para cada vetor yx se tenha uma funcéo
diferente hy¢(x) dependente de x, indicado pelo indice k. Isso significa que diferentes
modelos de elementos finitos devem ser usados, indicados pelo indice k, se o vetores
das observagdes sdo obtidos a partir de diferentes experimentos. Neste caso, para

cada experimento, é utilizado um modelo apropriado de elementos finitos.

Para o caso de dependéncia linear de x, a equacao (3.1) toma a seguinte forma:

vy, = Hx + v, (3.2)

Onde a matriz Hx € uma matriz prescrita. Em procedimentos recursivos de
estimativa, Hg representa a matriz das medidas. Em analise de regressao estatistica, Hy
representa a matriz de regressdo e o vetor x sdo os coeficientes da regressao
(HENDRIKS, 1991).

Tém-se dois aspectos relevantes nos problemas de estimativas de parametros.
O primeiro esta na utilizagao de valores medidos de deslocamentos ykx para estimar os
parametros do vetor x. A estimativa pode ser feita a partir do modelo matematico das
equacgdes (3.1) ou (3.2), ou de um modelo avaliagdo do vetor de erro vk e do
conhecimento prévio do vetor x. O segundo é determinar quao perto o vetor estimado

dos parametros Xest esta do vetor do parametros verdadeiro Xverq. Uma vez que o valor
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numérico do erro (Xverd - Xest ) NA0 € conhecido, o problema é desenvolver um modelo
para a estimativa de (Xverd - Xest) (HENDRIKS, 1991).

3.4 ESTIMATIVA DOS PARAMETROS PELOS MiNIMOS QUADRADOS
GENERALIZADOS

Considere o problema como formulado em (3.1) para uma observagdo. Um
procedimento “generalizado de minimos quadrados” para se obter uma estimativa do
vetor dos parametros x a partir da k-ésima observacao € definido como segue. Define-

se uma fungéo positiva y, por:

Y, = (Yk - hk (x))T W, (Yk - hk (x)) (33)

Onde:
Wy:é uma matriz positiva definida, de pesos.

Por definicdo, um procedimento para a estimativa do vetor x é obtido pela
minimizag&o de y, em relacdo a x. O adjetivo generalizado adotado é para diferenciar
do procedimento classico dos minimos quadrados que utiliza a matriz W diagonal e em
geral igual a matriz identidade, enquanto neste procedimento € possivel utilizar uma
matriz ndo diagonal. Nao ha nenhuma perda de generalidade em escolher W simétrica.
Para o caso nao linear, muitos métodos iterativos podem ser encontrados na literatura

para minimizagcdo de vy, tais como os meétodos de Newton, do gradiente etc.

(LUENBERG, 1989).

Para o caso linear descrito em (3.2), tem-se:
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Y, = (Yk - Hkx)T W, (Yk - Hkx) (34)
Expandindo-se a forma quadratica, vem:
Y, = YEWkYk - 2YiWkax + xTHTWkax

Derivando vy, em relacdo a x e igualando a zero, tem-se:

0
% = - (2y'WHx) + 2HIWHx = 0

A solugao da equacao fornece o valor da estimativa de x, dada por:
T -1 o
x, = (HWH) HWy, (3.5)

Sem duvida o x obtido a partir da equacéo (3.5) minimiza a fungdo vy, da

equacao (3.4) pelo fato que:

62
Ve - 2m'wH, > 0 (3.6)

A relagdo (3.6) é verdadeira se Wy for positiva definida, por construcao,

admitindo-se que Hg é de posto maximo.

Reescrevendo a equacgao (3.5),
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X, = BHW,Yy, 3.7)

Onde:

P, = (HIWH,) (3.8)

A inversa nas equacgdes (3.7) e (3.8) existe se Wy é positiva definida, e se a
matriz tem posto (Hx = n) (SIEGEL, 1961). Se as medidas sdo pouco espagadas, as
colunas da matriz Hi tornar-se-ao muitos similares. Por outro lado se as medidas forem
suficientemente espacadas, o campo de deformacdo contera informacgdes suficientes

para a estimativa dos parametros.

As dimensdes dos vetores xk € yx sao respectivamente n (numero de parametros
materiais a serem estimados) e m (nUmero de observacgdes). Se m < n, tem-se menor
numero de equagbes que incognitas e, portanto, um sistema de equagdes
indeterminado que nao fornecera um unico ou significativo valor para x. Se m = n, tem-
se 0 mesmo numero de equagdes e incégnitas, com o que Hx € uma matriz quadrada e
inversivel conforme esta mostrado em Hendriks, (1991). Assim sendo, x pode ser obtido

diretamente por:
N |
x, = Hy,

Se m > n, ha mais equagdes que incognitas e o sistema & superdeterminado.
Neste caso, que é o0 mais geral, a solugdo para o problema de ajuste de parametros

consiste em encontrar o vetor xx que corresponda ao minimo da fungdo y, vista como

uma avaliagao do erro entre as os valores calculados e os observados.

65



Identificacdo de pardmetros estruturais com emprego de analise inversa

3.5 SEQUENCIA PARA ESTIMATIVA DE PARAMETROS BASEADA EM
CONHECIMENTO PREVIO DOS PARAMETROS PARA SISTEMAS

LINEARES

A sequéncia para estimativa de pardmetros esta baseada na condigcdo de
conhecimento prévio de um valor para os parametros materiais, os quais podem ser
obtidos a partir de experimentos anteriores do material em consideragdo. Um possivel

procedimento de modelar essas informagdes € o que segue:

Seja o vetor xx uma estimativa prévia de x; isto €,

Onde:

ex. € um vetor da estimativa do erro de x, de média zero e covariancia Pk.

Dessa forma, pode-se escrever:

(3.9)

Seja yk+1 um vetor de observgdes e, de acordo com a equagéao (3.2), na forma

linear, tem-se:

(3.10)

Vi = Hepx + v,y

Onde:
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Vk+1: € um vetor com os erros das observagdes, de média zero e covariancia Ry+1.

Utilizando-se o método dos minimos quadrados é possivel combinar as

informagdes nas equacgdes (3.9) e (3.10), isto é:

VY, = (xk - x)T P£1 (xk - x) + (Yk+1 - Hk+1x)T Rl_ch (Yk+1 - Hk+1x) (3.11)

A solugéo da equacéo (3.11) é encontrada pela diferenciagdo da fungéo y, em

relacdo aos parametros x e igualando-a a zero, como segue:

oy,
ox

= _ZPJ: (xk - x) = 2Hi+1R:{1 (Yk+1 - Hk+1x) =0

-1 -1 -1 T -1 T -1 _
Bx, -P'x+H, R,V +H,R,¥ -H, R H,x= 0

Reagrupando os termos:

-1 T -1 = pt! T Rt
(P - H,R Hk+1) x = Bx, + +H, R,V

k k+1" k+1

-1 -1 "l o1 -1 -1 -1 -1
X = (P - H, Rk+1Hk+1) P.x, + (Pk B Hi+1Rk+1Hk+1) Hi+1Rk+IYk+1

k k+1

Definindo-se:
_ _ -1
Py = (Pkl - Hi+le-1|-1Hk+1) (3.12)
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Kiyp = Pk+1Hi+1R;]-;-1 (3-13)
Pk+1Pl:l = (I - Kk+1Hk+1) (3.14)

e substituindo na equacao acima, tem-se:

P 'x, + P,

x = P k+1

T -1 _ -1
k+1 Ho RV = BB % + KV

X = (I - Kk+1Hk+1) X + K1V = X - K gHax + KV

x =x, +K, (Yk+1 - Hk+1xk) (315)

Substituindo-se a equacao (3.12) em (3.13), encontra-se a matriz de ponderacgao

ou ganho:

_ - -1 -
Ky = (Pkl - Hi+1Rk]+-1Hk+1) Hi+1Rk]1-1 (3.16)

De acordo com a equagao (3.14) a matriz de atualizagdo da covariancia pode ser

calculada por:

P = (I - Kk+1Hk+l) B, (3-17)

Para o caso em que a dimenséao (m) do vetor yx das observagdes € menor que a
(n) do vetor dos parametros, calculos computacionais mais simples podem ser

realizados se trocarmos a forma de atualizacdo da matriz de ganho K+, portanto,

multiplicando-se os dois lados da equagdo (3.17) por H;,, , tem-se::
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P,

T _ T T
k+1Hk+1 - Pka+1 Kk+1Hk+1Pka+1

P, H R’ R = PH',. - K

k+177k+1" k+1" "k +1 k™7k+1

T
k+1Hk+1Pka+1

Substituindo-se a equacgao (3.13), na equagao acima, tem-se:

T _ T
Kk+1Rk+l + Kk+1Hk+1Pka+1 - Pka+1

Finalmente encontra-se outra forma de calculo da matriz de ganho, como:

-1
K,,, = BH,,, (Rk+1 + Hk+1PkHi+1) (3.18)

Uma possivel modificagdo que pode ser feita na sequéncia de estimativas de
parametros é colocar mais peso nos novos dados e, no lugar da equagao (3.11), pode

ser adotada a seguinte forma quadratica:

-1

Y, = (xk - x)T (Pk + Qk) (xk - x) + (Yk+1 - Hk+1x)T R;]-;—l (Yk+1 - Hk+1x)

(3.19)

Na equacdo acima Qi é uma matriz positiva definida e simétrica. E claro que com
a introducao de Qg torna possivel colocar menor peso nas estimativas iniciais xx (e mais
peso para os novos dados). A escolha exata para Qk, que pode ser diferente para cada
iteragao, nao esta ainda bem especificada, e a forma usual de encontrar € por tentativa

e erro.
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A solugéo da equacéo (3.19) é encontrada pela diferenciagéo da fungéo y, em

relacdo aos parametros xg. e igualando-a a zero. Com esse procedimento chega-se a
um resultado um pouco diferente para as equagdes (3.18) e (3.17), como pode ser

observado a seguir:

-1

Ko = (B + Q) H, (Ry,, + B, (B, + Q) H,,) (3.20)

P = (I - Kk+1Hk+l) (Pk + Qk) (3-21)

Uma outra forma de atualizacdo da matriz das covariancias dos parametros Pga1,
dada pelas equagbes (3.17) ou (3.21), pode ser encontrada pela substituicdo da

equacao (3.20) em (3.21) e com simplificagcbes algébricas, tem-se:

P = (I - Kk+1Hk+1) (Pk + Qk) (I - Kk+1Hk+1) + Kk+1Rk+1Ki+1 (322)

3.6 SEQUENCIA PARA ESTIMATIVA DE PARAMETROS COM BASE
NO CONHECIMENTO PREVIO DOS PARAMETROS PARA
SISTEMAS NAO LINEARES

Seja o modelo dado pela equacéo abaixo, em que h,_,,(x) € n&o linear:

v, = h(x) + v, (3.23)

Admitindo-se que seja conhecido o vetor atual x dos parametros e para o

calculo das derivadas escreve-se:
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Ox = x - X (3.24)

Se a derivada é suficientemente pequena o vetor yk € dado por:

h (¥ +3x)+ v, ~ h(X)+ Hdx + v, (3.25)

Para ||5x| — 0, onde a matriz Hx pode ser obtida pela defini¢do de derivada por:

h(x +38x)-h(X) _ 5 = [8hk (x)j (3.26)
ox 0x )y,

Com a notacgao:

Yi = h, (%)

e

dy, = Hdx + v, (3.27)

Da equacéo (3.25):

Y, = ¥, + 8y, (3.28)

Nota-se que a equagéo (3.27) representa um sistema linear, isto € 8y, depende

linearmente de &y, . A estimativa dos parametros para o sistema (3.27) que é similar ao
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(3.15), como segue:

5x,,, = &x, + K, (EYk+1 - Hk+16xk)

fornecido por (3.10), pode ser feita de forma analoga aquela fornecida pela equacéao

(3.29)

Onde as matrizes Px+1 € Kk+1 S0 as fornecidas pelas equacgdes (3.17) e (3.18),

preferivel que seja em x, que pode ser obtida como segue.

De acordo com a equacgéo (3.24) e (3.28), tem-se:

6xk+1 =X, - X ; 6xk =Xx -X € 5Yk+1 = Y1 ~ Yina

De acordo com a equacéo (3.25), tem-se:

Hk+16x ~ h (X) - hk+1(§)k = hk+1 (x) - yk+1

Substituindo-se as equacodes, acima na equacao (3.29), tem-se:

%l

Xev1 ~ = x - X+K, (Yk+1 = Yi ~ By (x) - §k+1)

respectivamente. No lugar da equacéao (3.29), de atualizagao das estimativas de &x, é

(3.30)

Cancelando-se os termos, chega-se na equagédo de atualizagdo do vetor dos

parametros como segue:

k1 = X YK (Yk+1 - h,,, (xk))

(3.31)
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As equacgdes (3.31), (3.20) e (3.21) representam a linearizagao do processo de

estimativa de parametros.

3.7 DETERMINAGAO DA MATRIZ H DAS DERIVADAS DAS
OBSERVAGOES EM RELAGAO AOS PARAMETROS

Para o processo iterativo da estimava de parametros com conhecimento prévio,
como descrito nos itens anteriores, faz-se necessaria a determinagcao da matriz H,
definida pela equacgao (3.26), onde cada coluna dessa matriz € formada pelas derivadas

dos valores calculados em funcédo dos parametros, em relacdo a cada um deles.

Nos casos estudados, que seguem a equagdo (3.1), as observagdes
representadas pelo vetor yx podem ser os deslocamentos e/ou as deformacgdes, o vetor
x dos parametros podem ser as constantes dos materiais para o caso de identificagao
dos parametros materiais ou os coeficientes multiplicativos das cargas aplicadas, para o
caso de ajuste dos coeficientes de cargas. A resposta do modelo estrutural adotado em
funcdo dos parametros € representada pela fungcéo hy(x). Para o caso em que foi
adotado o modelo de calculos pelo método dos elementos finitos, as seguintes

igualdades sdo validas:

h, (x) = d, (x)
h, (x) = g, (x) (3.32)
h, (x) = (d, (x), & (x))

Onde:

dk. € o vetor com as componentes dos deslocamentos calculados em funcdo dos

parametros, nos mesmos pontos dos medidos na observacéao k;
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€. € o0 vetor com as componentes das deformacbes calculadas em funcao dos

parametros, nos mesmos pontos das medidas na observagéao k;

n: numero de parametros;

Com a equacao (3.32) pode-se reescrever a equagao (3.26) da seguinte forma:

. _[M_&)] _ {adk (x) 04 (x) . 09, <x>}

0x ox ox ’ ’

0x

k1 k2 kn

- (fhk (X)] _ {%k (%) 98 (x) oe, (X)}

Ox ox,. | ox. ’

k1 k2

’ 4

0x 0x 0x 0x

- [a(dk (%), 5 (x))TJ _ {adk (x) , 08 (x)  0dy(x) 0e <x>}

k1 k1 kn kn

3.8 SUMARIO

As equacbes basicas para identificacdo dos parametros a partir de valores
prévios sao sintetizadas. Para problemas nado lineares as seguintes equagdes de

atualizacao sao usadas:

k1 = X Ky (Yk+1 - b, (xk)) (3.33)
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Onde k ¢é a variavel de ordenacdao das observagdes. A diferencga

Yis: — e, (%) representa a nova informagéo. Essa diferenga é multiplicada pela

matriz de ganho K, ,,, dada por:

-1

Kin = (Pk + Qk) H,, (Rk+1 + H,, (Pk + Qk) Hi+1) (3.34)

Ou alternativamente pode-se utilizar a equacgao (3.16), dada por:

- - -1 -
Ky = (Pkl - Hi+1Rk]~;-1Hk+1) Hi+1Rk]-;~1 (3.35)

A matriz Pk na equacao (3.34) é atualizada pela equacao (3.22), dada por:

B, = (I - Kk+1Hk+1) (Pk + Qk) (I - Kk+1Hk+1)T + Kk+1Rk+1Ki+1 (3-36)

Ou alternativamente para atualizacdo de equagao (3.35), deve-se utilizar a

equacao (3.17), dada por:

k+1

Py = (I - Kk+1Hk+1) P (3.37)

Os valores iniciais de xo € Po € das matrizes pesos Qx € Rk para k = 1,...,n devem
ser especificados. As equacdes acima definem o modelo de estimativa de pardmetros a

partir dos minimos quadrados.

Uma orientagdo para escolha de Py € tal que os elementos da diagonal principal

nao devem ser muito menores que o quadrado do maior erro inicial que devera ser nao
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singular (HENDRIKS, 1991). Geralmente grande valores de Py, resultam em pequenas

influéncias em Xg.

Rk representa a matriz da covariancia dos erros das observagdes yx. Admiti-se
que os ruidos em todas as observacdes sdo suaves. Note-se que a covariancia Rg €
entre todos os ruidos varidveis para uma dada observacdo yk, € ndo descreve

correlagao entre observacdes sucessivas.

Na pratica Qx previne que o erro da covariancia dos parametros Py torne-se
muito pequeno. Recomenda-se escolher Qx pequeno, mas néao igual a zero, mesmo se
o modelo é perfeito (apud HENDRIKS, 1991).
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CAPITULO 4 FORMULAGCAO EM ELEMENTOS
FINITOS
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4.1 INTRODUGAO

A tradicional formulacdo por elementos finitos pode ser reduzida a um problema
de minimizagdo da energia potencial total, definida nos termos de um numero finito de
parametros nodais (ZIENKIEWICZ, 2000).

O objetivo aqui € equacionar, em termos de energia potencial total, o problema
no estado plano de tensdo ou de deformacdo para um material com comportamento
elastico linear, utilizando-se um elemento triangular com deformagdo constante,
conhecido na literatura como CST (“constant strain triangle"), para materiais isotropicos

ou ortotropicos.

4.2 LEI DE HOOKE

Para o comportamento do material elastico linear € adotada a relagdo entre as
tensdes e deformagdes estabelecida pela Lei de Hooke generalizada, conforme a

equacgao (2.1), e que pode ser escrita na forma matricial da seguinte forma:

o = De (4.1)

Onde:

o: vetor das tensdes para estado plano;
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€: vetor das deformagdes para estado plano;

XX

Yy

Xy

D: matriz com as propriedades dos materiais;

hll 12 O
D=nh,|h, h, O
0 0 h,

Onde:

ho, h11, h12, hoo € hss: constantes com as propriedades dos materiais ajustadas para o

estado plano de tens&o ou de deformacéo.

4.21 ESTADO PLANO DE TENSAO

Paro o caso do estado plano de tensao as constates hg, hy1, hi2, hos € hsz sédo
dadas pelas expressdes indicadas a seguir para os casos de materiais isotropicos e

ortotropicos.

4.2.1.1 MATERIAL ISOTROPICO

Da equacéo (2.18), tem-se:
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4.2.1.2 MATERIAL ORTOTROPICO

Da equacéo (2.16), tem-se:

= v EE

12 12—1—2

E, . 2
h,, = E_2 ; hyy = Gy (El - V12E2)

4.2.2 ESTADO PLANO DE DEFORMAGAO

Ja para o caso do estado plano de deformagao as constantes hg, hq1, hi2, hz €

hs3 sdo definidas como indicado a seguir.

4.2.2.1 MATERIAL ISOTROPICO

Da equacgéo (2.22), tem-se:

_ E(1-v) Ch o—n -1
2(1+v)(1 - 2v) ,

0

v (1= 2v)

33

4.2.2.2 MATERIAL ORTOTROPICO

Da equacgéo (2.20), tem-se:
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E
h, = -
T+ vy (E2 - EyVv, — 2E1vf2)
2 E,
h,, = (Ez - E1V12) ; hyy = E_2(1 - Viz)
1
_ Gy _ 2
h33 - E (1 + VlZ) (Ez E2V12 2E1V12)
1

4.3 EQUAGOES DE DESLOCAMENTOS NO PLANO

A Figura 4.1 apresenta o tipico elemento triangular considerado, com nés i, j, k

numerado no sentido anti-horario.

Figura 4.1 — Tipico elemento triangular.

Os vetores deslocamentos u e v de qualquer ponto do elemento no plano sao

definidos de forma unica pelas equagdes vetoriais a seguir:

(4.2)

u = cx +cy + c
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VvV =X + Cy + C (4.3)

As constantes cq, Cy,....,Cs, podem ser obtidas em fungao das coordenadas (xi,yi),
(x;,y;) e (x«,yk) dos n6s do elemento. As trés primeiras constantes ¢4, ¢y, ¢z da equagéo

(4.2) sao obtidas a partir da equagao matricial apresentada seguir:

u, Xy, 1]|¢
5| =% Y 1| &
u, X, Y, 1]|lcy

Resolvendo a equacgéo acima encontram-se os valores das constantes, ou seja:

o] | Wov) o temv) o (v-w) (T
Cal = A (Xk - Xj) (Xi - Xk) (Xj - Xi) U
i (ijk - xkyj) (Xkyi - Xiyk) (Xiyj‘ - iji) Uy

Onde:

e

=

-
=

X
A=x yy 1 = (ijk - Xkyj) + (2,7, = %y,) + (Xiyj' - iji)
X

?v‘

Y

o
=

Sendo que:

A: representa o dobro da area do elemento de nés i, j, k.
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Com um procedimento similar ao apresentado, podem-se determinar as

constantes c; da equacéao (4.3) que representa o deslocamento vertical, verificando-se

que:

Ci1=Cs ; C2=Cs5 ; C3=Cp

Reescrevendo de forma matricial tem-se:

c=iCu ou c=in (4.4)
Onde:

C é a matriz para a determinagédo das constantes c; das equacdes (4.2) e (4.3), a partir

das coordenadas dos nds dos elementos;

u e v: deslocamento dos nos.

(Yj - Yk) (vi = v1) (yi - yj)
C = (xk - xj) (%, — x,) (Xj — xi) (4.5)
(xv, — xv;) (xy:, — xv,) (xy, - =xy,)

4.4 DEFORMAGOES

A partir das equacdes (4.2) e (4.3) dos deslocamentos em funcdo das

coordenadas nodais, obtém-se as deformagdes no elemento, como:
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ou
8xx = < = Cl
Oox
Syy = 5 = C,
ou ov
s = + — =1c¢c, +cC

Xy g aX 2

Substituindo ¢4 e c; a partir da equacéo (4.4), tem-se:

1
Sxx = X (Cllui + c12uj + Cl3uk)
1
gy T X (C21Vi t CpVy C23vk)
By T 4 (Czlui T Gy + C23uk) A (Cllvi T CLv; F Cl3vk)

Onde: c11, C12, C13, C21, C22 € C3 SA0 componentes da matriz C, da equacéo (4.5).

Reescrevendo as equacdes acima em forma matricial obtém-se:

e = —Md (4.6)

> |~

Onde:

84



Identificacdo de pardmetros estruturais com emprego de analise inversa

M: matriz com as componentes de C agrupadas de forma adequada;

d: vetor com as componentes de deslocamentos dos nds do elemento.

c, O
M=|0 c,
C:21 C:11

U,
0 e

13

U
0 c,y , d =

vy
c23 Cl3

u

v

A equacao (4.6) pode ser expandida na seguinte forma:

4.5 ENERGIA DE DEFORMAGAO

Para o caso de materiais com comportamento elastico linear, pode-se calcular a

energia de deformacao de um elemento plano com a expressdo mostrada a seguir:

Onde:
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¢ : representa a energia de deformacéo;
t: espessura do elemento.
Substituindo na equacdo acima a tensdo dada pela lei de Hooke (4.1) e a

deformacgao dada pela equacéo (4.6), tem-se:

11 1 A 1 t
¢ = =~—(Md)" —DMd — t = —dT(—MTDde
2 A A 2 2 2A

Chamando de S a matriz de rigidez do elemento, dada por:
S
s = — (M'DM) (4.7)

Substituindo S na equacéao acima, tem-se:

b = %dTSd (4.8)

4.6 FORCAS NODAIS EQUIVALENTES

Seja q° um vetor com as componentes das forgcas equivalentes aplicadas nos
nos do elemento estaticamente equivalente as forcas de massa e as aplicadas no
elemento, que deve conter o mesmo numero e dire¢gdes das componentes do vetor de
deslocamentos do elemento d.

No caso particular do estado plano de tensao as forgas nodais sao, por exemplo:
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qu
Ty

Onde qix representa a forca nodal no ndé i e na direcdo x, e assim

sucessivamente.

Seja um deslocamento virtual igual a &d aplicado aos nds dos elementos e
substituindo-o nas equacdes (4.2) e (4.3) dos deslocamentos e na equagao (4.6) das

deformacdes, resulta em:
Su = Cdd e de = —Mdd

Igualando-se o trabalho externo realizado pelas forgas nodais ao trabalho interno

realizado pelas forgas internas, tem-se:

3d’q® = I de'odvol

vol

Substituindo na equacao acima os valores dados pelas equacdes (4.1) e (4.6),

tem-se:

1 T 1 ! 1
5d’q® = | (—M&dj Defdvol = | (—MSd) D(—Mdj vol
vol A vol A A
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Para os problemas no estado plano de tensao ou deformacéo, em que o material

tem comportamento elastico linear, tem-se:
T _e T l T 1 T t T
5d'q® == 5d® — M'DMd — At = 84" |— M'DM |d
A 2A 2A

Substituindo-se a expressdo (4.7) na equagdo acima, e simplificando-a,

encontra-se a equacao de equilibrio do elemento, como mostrada a seguir:

q° = sd (4.9)

A extensdo do equilibrio do elemento para o corpo todo pode ser realizada
através de procedimentos estruturais simples apresentados em Zienkiewicz (2000) e,
para o caso elastico linear, encontra-se o sistema linear de equagdes representado a

seguir na forma matricial:

0]

d=a (4.10)

Onde:

S: é a matriz de rigidez global da estrutura, obtida pela contribuigdo (S = Z S) das
1

matrizes S de todos os elementos;
ne: numero de elementos;

d: vetor dos deslocamentos nodais independentes;
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a: vetor forgas externas aplicadas nos nds do elementos, para compatibilidade, deve ter

a mesma dimensdo de d.

4.7 DERIVADAS DOS DESLOCAMENTOS EM RELACAO AOS
PARAMETROS

4.7.1 INTRODUGAO

Conforme visto no Capitulo 3, na resolugdo dos problemas de analise inversa
para a determinagao dos parametros das estruturas, sdo necessarios os calculos das

derivadas dos deslocamentos em relagcéo a esses parametros.

O método dos elementos finitos, que estd sinteticamente representado pela
equagcao (4.10) fornece os deslocamentos em funcdo dos parametros. Assim,
derivando-se esta equacdo em relagdo aos parametros obtém-se a derivada dos

deslocamentos em relagéo aos parametros, como segue:

0 __
—(8d) =
apk ( )

da 0S — _ od da
25 223+ s5— =2
op, op, op, op,

Reagrupando, tem-se:

_ _ 08 3 (4.11)

Da equagéo acima pode-se observar o seguinte:
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no caso do vetor a representar as componentes das forgas

- . Oa
externas e estas sao conhecidas, tem-se: 6_ = 0;
Pk

na identificagdo dos coeficientes multiplicadores das cargas, as
quais nado contribuem na matriz de rigidez, pode-se concluir que
oS

- = O,
op,

para o caso linear ou linear por partes, a equacao (4.11) leva a um

sistema de equacdes lineares para cada parametro.

Antes de resolver o sistema dado pela equacado (4.11) é necessaria a obtengao

das derivadas da matriz de rigidez S com relagdo a cada parametro.

4.7.2 DERIVADA DA MATRIZ DE RIGIDEZ PARA O CASO DE MATERIAIS
ELASTICOS LINEARES

Lembrando que S = z S, e substituindo na expresséo da derivada da matriz de
1

rigidez da equagao (4.11), tem-se:

ZS pe 98

- - ga_pk (4.12)

Da equagao (4.12) pode-se concluir que a partir das derivadas da matriz de

rigidez dos elementos em relagdo aos parametros € obtida a derivada da matriz global

de rigidez em relacdo aos mesmos, com o procedimento semelhante ao da montagem

da matriz de rigidez global

No caso de materiais elasticos a matriz de rigidez do elemento é dada pela

equacgao (4.7), e derivando-se em relagao aos parametros, obtém-se:
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s _ L(L (MTDM)j -t [ 9Py (4.13)
op, op, \2A 2A op,

Como M é a matriz geométrica e nao depende dos parametros, a derivada é feita
somente para os elementos de D, matriz dos parametros materiais. Dessa forma, tantas

serao as derivadas da matriz de rigidez, quantos forem os parametros.

4.7.2.1 ESTADO PLANO DE TENSAO - DERIVADAS DA MATRIZ D DOS
MATERIAIS ISOTROPICOS

Derivando a equacédo (2.18) que fornece a matriz D em relagdo ao modulo de

elasticidade E, tem-se:

1 v 0
D__L v o (4.14)
OF (1 — v2) ,
0 1-v
2(1+v)

Agora com relagao ao coeficiente de Poisson v, tem-se:

5 2v 1+ v 0
@ _ ———E——g 1+ v 2v 0 (4.15)
ov (]_ — V2) .
-(1-v)
O 2
2(1+v)
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4.7.2.2 ESTADO PLANO DE TENSAO - DERIVADAS DA MATRIZ D DOS
MATERIAIS ORTOTROPICOS

Derivando a equacgéo (2.16), apresentada abaixo, que fornece a matriz D em

relagdo aos parametros E, Ej, v 12, G12, tem-se:

2
1 El V12E1E2
D=—"— |V EE EE 0
El _ Vi2E2 127172 1—2 )
0 0 G, (E - ViE)
2 2 3 2
- ) (E? — 2V ,EE,) —VLEX 0
3 2 2 2
oE = A 2 -V ,E; -v,E; O (4.16)
1 I:El - V12E2J 0 0 0
2 2 2 2
GD 1 12—1 V12E1 O
el = [VieE. B0 (4.17)
2 I:El - V12E2:| 0 0 0
. . 2v, EE, E’E, + VL,EE 0
= E'E, + V.,EE; 2v.,E E; 0 (4.18)

8V12 [El - ViZEZT 0 0 0

2D O 0 O
=10 0 0 (4.19)
8G,,
O 0 1
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4.7.2.3 ESTADO PLANO DE DEFORMAGAO - DERIVADAS DA MATRIZ D DOS
MATERIAIS ISOTROPICOS

Derivando a equacédo (2.22) que fornece a matriz D em relagdo ao modulo de

elasticidade E, tem-se:

o (v

CE (1+v)(1-2v)|1l -V

(1 - 2v)

2(1-v)

Agora com relagao ao coeficiente de Poisson v, tem-se:

oD E

v (1L+v)(1-av

2v (2 - v)
2v
2 - v)

0 0

(2v* + 1)

0

0

—2(1 - 2v) |

(4.20)

(4.21)

4.7.2.4 ESTADO PLANO DE DEFORMAGAO - DERIVADAS DA MATRIZ D DOS
MATERIAIS ORTOTROPICOS

Derivando a equacgao (2.19) que fornece a matriz D em relagdo aos parametros

E1, E2, v 12, Gi2, tem-se:

Derivada da matriz D em relagao a E1:
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Onde:

Onde:

aD dll d12 O
o = G [din dnp O (4.22)
El
0 0 dj
1
d, = N2
1+ v) (E2 Ev, — 2E1v2)

Derivada de D em relacéo a E»:

aD dll d12 O
—— = d|dy dy O (4.23)
EZ

0 0 d,
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[OR
iy
=
|
|
[l
=N
~—~—
<
N

v —11
dy; = Gy, (V12 + 1) E; = d_

1 k

8D dll dl2 O
6‘\)_ = dk d12 d22 O (424)
12
0 0 di

Onde:
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& ” 1+ v,) (B 1E2v12 - 2Elv§2)2

d,, = (-2E,) v, [(—Ej) ~ 3E,E,v,, + BV, — E1E2]

d, = E, [E§ (V' + 1) + 2BE, (2v) + V. +v,)+ 2E1vi}
d,, = (-287) v, (v, — 1) (E, + 3E,v, + 2E)

E, + 3E,v, + 2B 1
d,; = (-2) Glav,, = — L —
El dk

Derivada de D em relacéo a Gz:

E -1 2E vV’
d33:(v_1) Z(V )+ a

El
- 00 0
— =]00 0 (4.25)
0G,,
0 0 d,,

4.7.2.5 ESTADO PLANO - DERIVADAS DA MATRIZ T DE TRANSFORMAGAO DE
COORDENADAS

Derivando a equacgao (2.23) que fornece a matriz T em relagcdo ao angulo de

ortotropia, tem-se:
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—sen (29) sen (29)  cos (29)

Z—T = | sen (2¢) -—sen(20) - cos(29)
? -2 cos (2¢) 2 cos (2¢) —2sen (2¢)
Ou
—2tg () 2t g () -2 (tg (¢) - 1)
Z—i = H;W 2tg (o) -2tg (9) 2 (tg (9) - 1)
(ta(0) —1) ~(ta(0) =1) -4ty (o)

4.7.2.6 DERIVADAS DAS DEFORMAGOES EM RELAGAO AOS PARAMETROS

Derivando a equacéo (4.6) das deformagdes para o estado plano em relagédo aos

parametros, tem-se:

Oe 1y (4.26)
op, A Op,

Da equacédo acima, pode-se concluir que as derivadas das deformagdes de um
determinado elemento em relagdo aos parametros sao obtidas a partir das derivadas

dos deslocamentos nodais do referido elemento.

4.7.2.7 DERIVADAS DO VETOR A EM RELAGAO AOS COEFICIENTES DE CARGA

Da equacéao (4.10) do método dos elementos finitos, o vetor a pode ser escrito

da seguinte forma:
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a = [al, By e o Yi@ir e o s Vi@5r - .ynan] (4.27)

Onde:
yi: representa os coeficientes multiplicadores das cargas que se deseja estimar.
Derivando-se a equacao (4.27) em relagao aos coeficientes de carga, encontra-

Se:

(4.28)

Da equacao acima, pode-se concluir que as derivadas do vetor de carga em
relacdo aos coeficientes multiplicadores resultam na propria carga que esta sendo

multiplicada.
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CAPITULO 5 IDENTIFICACAO DE PARAMETROS
ESTRUTURAIS
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5.1 INTRODUGAO

A utilizacdo dos métodos de estimativas de parametros em estruturas esta
condicionada, em parte, pela possibilidade de usar modelos complexos com a
metodologia exposta no capitulo 3. Para tanto, € conveniente que esta metodologia
possa ser aplicada ao problema inverso utilizando-se técnicas similares as utilizadas na
resolucdo dos problemas diretos. Na maioria dos casos as condigdes de contorno sao
tais que nao permitem uma solucao analitica do problema formulado. Por este motivo,
0s métodos numéricos de calculo, em particular o método dos elementos finitos, tém
sido muitos utilizados em engenharia estrutural. A versatilidade deste método permite
resolver problemas com geometrias gerais e, em principio, com qualquer modelo de

comportamento do material.

A possibilidade de utilizagao pratica dos modelos de estimativas de parametros
passa, portanto, por sua formulagdo acoplada ao método dos elementos finitos, para a

identificacao dos parametros em estruturas.

5.2 IMPLEMENTAGAO NUMERICA

Os modulos de estimativas de parédmetros sdo acoplados ao programa de
elementos finitos para os estados planos de tenséo e deformacéao, formulado por Arcaro
(2006), o qual resolve o problema de equilibrio da estrutura, fornecendo os
deslocamentos calculados. Os moddulos de estimativas sao responsaveis pela
minimizagdo da fungéo erro estabelecida entre os valores calculados e os observados,

sejam estes deslocamentos ou deformacgdes.
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A Figura 5.1 apresenta, de forma resumida, os principais passos do programa

computacional desenvolvido. Uma descricado de cada segmento é realizada segundo a

numeragao colocada ao lado da caixa de instru¢gdo, como segue:

1.

Entrada dos dados da estrutura como: tipo de estado de plano, tipo de material,

coordenadas, incidéncias, restricoes, cargas.

Entrada dos dados referentes a estimativa de parametros tais como: definicdo e
numero de parametro a serem estimado (materiais ou de cargas) e tipo de

observagdes (deslocamentos ou deformagdes).

Fornecimento dos parametros iniciais xo, das matrizes de covariadncia Py e Ry e

da matriz de peso Q.

Procedimento de calculo da matriz que compatibiliza na mesma posicdo os

valores calculados e os observados.
Leitura do numero e valores das observagdes (deslocamentos ou deformagdes).

Procedimento de atualizagcdo dos parametros para uma nova iteragdo com a

mesma observacao.

Procedimento de calculo dos deslocamentos, deformacdes e tensdes na

estrutura pelo método dos elementos finitos.

Procedimento de obtengdo das derivadas das grandezas calculadas

(deslocamentos e/ou deformagdes) em relagdo a cada parédmetro a ser estimado.
Rotinas de estimativas dos parametros, a saber:

e par_displ — observacdes sdo deslocamentos e os parametros sdo os do

material;

e par_strain — observagdes sdo deformagdes e os parametros sdo os do

material;
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e par_load - observacbes podem ser tanto deslocamentos como

deformacgdes e os parametros sdo os de carga.

10. Impressao final dos resultados obtidos

102



Identificacdo de pardmetros estruturais com emprego de analise inversa

Ler dados da estrutura 1
v

Ler os dados para a estimativa 2
v

Ler xo, Po, Qo e Ry 3
v

Verificagdo dos nds selecionados 4

v

» Ler observagdes yk 5

v

—| Nova iteragdo com mesmo yy 6

v

Andlise por elementos finitos 7

Sim

Calculo das derivadas | 8

\4
Estimativas dos parametros 9

Sim

Nova
iteracdo?

Sim

Nova
observacao?

Imprimir os resultados 10

Fim

A

Figura 5.1 - Fluxograma resumido do programa computacional.
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5.3 FORMATO DO ARQUIVO DE ENTRADA

O arquivo de entrada de dados do programa deve ser escrito em um arquivo tipo
texto em formato txt, organizado como exemplificado abaixo, onde cada linha deve
conter a informagdes que aparecem em negrito, podendo ser string ou numéricas, as
explicagdes estdo apresentadas em texto italico, como segue:

tipo_de_material [isotrdpico ou ortotrdpico]
tipo_de_estado_plano [strain ou stress]
nj ne nr nrj t young1 young2 poisson g12 fi qx qy gamma
nj: numero de nds da estrutura
ne: numero de elementos da estrutura
nr: nimero de restricbes
nrj: numero de nds com restrigées
t: espessura
young1: mddulo de elasticidade na diregao 1
young2: mddulo de elasticidade na diregao 2
g12: médulo de deformagéo transversal
fi: &ngulo de rotagdo do plano das tensées
gx: Pressdo na diregdo X
qy: presséo na dire¢do Y

gamma: peso especifico do material

ixy Jj-n2do no
Repetir

...... Xx: coordenado do no em x nj vezes
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ixy y: coordenada do né em y
jiijj kk ii: n® do nd Repetir
....... Jj: n®do no ne vezes
jiijj kk kk: n°do né
jirxry ndés com restricao Repetir
...... ry: [1 ou 0] nrj vezes
jrxry ry; [1 ou 0]
nlj nle nlj: n® de nés carregados
jax ay nle: n? de elem. carregados

Repetir
...... ax:acdo em x nlj vezes
jax ay ay:acdoemy
e gx gy e: n? do elemento

Repetir

..... gx: carga na dir x nle vezes
e gx gy gy: carga na dir y
j dx dy deslocamentos impedidos
...... dx: valor em x Repetir

nr vezes
jdx dy dy: valoremy
fazer_minimizagao: [false/true]
tipo_de_estimativa: [par_dipl; par_strain; par_load]
precisdo adotada maior de 10%
numero_de_P p1 p2 ... pn n? de elem. da matriz P, valores iniciais
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numero_de_Qq1 g2 ... gn n? de elem. da matriz Q, valores iniciais
numero_de_Rr1r2...rn n® de elem. da matriz R, valores iniciais
par_load:
n_load n? de cargas a serem estimadas
j dir valor i nd de aplicagdo da carga .
J / plcag 9 Repetir
...... dir: dire¢do [x ou y] n_load
vezes
j dir valor valor: valor inicial da carga
n_displ n® de deslocamentos medidos
j dir deslocamento j: nd em que foi medido )
Repetir
..... dir: diregdo [x ou y] n_displ
-~ . vezes
j dir despl displ: valor do desloca/to
par_displ:
n_par numero dos pardmetros materiais
parametros ni E1 E2 G12fi : [igual a n_par]
n_displ n? de deslocamentos medidos
j dir deslocamento  j: né em que foi medido Repetir
n_displ
..... dir: diregéo [x ou
cao | v vezes
j dir despl displ: valor do desloca/to
par_strain:
n_par numero dos pardmetros materiais
parametros ni E1 E2 G12fi : [igual a n_par]
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n_de_strain n? de deformagbes medidas
Repetir
e dir strain e: n? do elemento .
n_strainl
...... dir: diregao [x ou y]. vezes
e dir strain strain: valor da deformacgéo

5.4 VALIDAGAO DAS ROTINAS PARA ESTIMATIVA DE
PARAMETROS

5.4.1 INTRODUGAO

A seguir, é apresentado um exemplo ilustrativo, para aplicagdo do método
exposto, em uma viga no estado plano de tensdo na qual sera simulada a realizagéo de

medidas de deslocamentos e deformacdes.

Com a finalidade de mostrar a formulagdo e os detalhes tedricos da mesma,
desenvolveu-se um exemplo tedrico em que as supostas medidas de deslocamentos e
deformacdes sdo as encontradas pelo calculo dos elementos finitos para parametros
conhecidos. O processo de identificacdo dos parametros deve conduzir de maneira

natural para a obtengcao desses mesmos parametros.

Utilizou-se a malha de elementos finitos apresentados na Figura - 5.2, com
espessura t = 1,0 cm, onde também estdo mostradas as dimensdes geométricas, a

numeragao dos nos e dos elementos, as vinculagdes e o carregamento aplicado.

107



Identificacdo de pardmetros estruturais com emprego de analise inversa

P, P, P,
v v 1
1 /" g “ 1 /16 120,/ P00 ’
3 7 11 15 19 23
2 2 5 6 8 10 1114 1418 172 20 |
1 5 9 13 17 21| |©
/ 1
Il 8 | 8 |7 8 |lO 8 [ 8 |16 8 I19

dimesodes em cm

Figura - 5.2 — Detalhes da malha de elementos finitos adotada.

Para o exemplo adotou-se o0 modelo no estado plano de tensdao com material
elastico linear, sendo que em alguns testes considerou-se um comportamento isotropico

e em outros ortotropico, com as seguintes constantes materiais:

Tabela 5.1 - Caracteristicas elasticas do material.

Material | E{(GPa) | Ex(GPa) | v | Gi(GPa)| @
Isotrépico 21,0 0 0,30 0,0 0,0
Ortotrépico 21,0 25,0 0,30 3,0 0,0*

As seguintes cargas foram adotadas nos exemplos que se seguem:

e P1=0,070 kN P> = 0,060 kN P3=0,050 kN

Observagao: Em alguns exemplos os valores de P ou ¢ assumirdo valores diferentes

dos aqui indicados, nesses casos serao devidamente destacados.
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5.4.2 EXEMPLO 1

Para este exemplo foi adotado material isotrépico, com 8 deslocamentos
medidos (dmeq), apresentados na Tabela 5.2, para a estimativa de dois parametros, o

coeficiente de Poisson (v ) e modulo de elasticidade (E), através da rotina par_displ.

Os seguintes valores iniciais foram adotados para os elementos das matrizes Py,
Qo € Ro: p1=0,001; p,=0,100; q; = g =0,0001 ; r=10"%,

Os valores dos parametros iniciais e os obtidos pela analise inversa realizada
pela rotina par_displ estdo apresentados na Tabela 5.2. Também estdo mostrados o
valor da funcao objetivo, a precisdo e o numero de iteragdes. Pode-se observar que
deslocamentos calculados (dcac) apds a estimativa dos parametros estdo iguais aos
medidos (dmeq), 0 que indica uma boa convergéncia do método empregado, visto que os
parametros encontrados foram exatamente aqueles utilizados para gerar os dados de

entrada do exemplo.

Tabela 5.2 — Comparacgao entre os parametros iniciais e finais

Dados | Entrada | Resultado | N6 | Dir. (?Tr]“rﬁ) ((rjr:?rli)
Vv 0,15 0,30 10 | y |-0,31207 | -0.31207
E(GPa) 15,0 21,0 13 | y |-0,49464 | -0.49464
16 | x |-0,14511 | -0.14511

16 | y |-0,69032 | -0.69032

19 | x |-0,14673 | -0.14673

Precisdo | 10% |294x10% |19 | y |-0,88765 | -0.88765
Objetivo 4,87x10™" [ 20 | x |-0,00159 | -0.00159
N° de iter. 9 21| x | 0,14445 | 0.14445
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5.4.3 EXEMPLO 2

Para este exemplo, também foi adotado material isotropico, com 8 deformagdes

medidas (e, ), mostradas na Tabela 5.3, para a estimativa de dois parametros, o

coeficiente de Poisson (v ) e modulo de elasticidade (E), através da rotina par_strain.

Os seguintes valores iniciais foram adotados para os elementos das matrizes Py,
Qo e Ro: p1=10" p,=0,100; g =10% g,=10%; r=10"

Na Tabela 5.3 podem ser encontrados os valores dos parametros iniciais e os
obtidos pela analise inversa realizada pela rotina par_strain. Também s&o mostrados o
valor da funcdo objetivo, a convergéncia, a precisdo € o numero de iteragbes. Sao
apresentados os resultados da estimativa de parametros, onde se pode observar que

as deformacgdes calculadas (¢ estédo iguais as medidas (¢, ), fato este que indica

calc )

gue a metodologia utilizada na analise inversa esta conduzindo a bons resultados.

Tabela 5.3 — Comparacgao entre os parametros iniciais e finais
Dados | Entrada | Resultado | N6 | Dir. €med € calc
% 0,15 0,2989 | 13 | x |-0.002210 | -0,002210
E(GPa) | 15,0 | 21,0038 |17 | x |-0.001002 | -0,001002
17 | y | 0.000121 | 0,000121
21| x |-0.000203 | -0,000203
21| y |-0.000064 | -0,000064
Precisdao | 10% |[6,03x10% |22 | x | 0.000062 | 0,000062
Objetivo 2,35x10™ |22 | y | 0.000121 | 0,000121
N° de iter 6 23 | x | 0.000062 | 0,000062
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5.4.4 EXEMPLO 3

Para este exemplo foi adotado material isotrépico, com 8 deslocamentos
medidos (dmed), apresentados na Tabela 5.4, para a estimativa de trés parametros, os

coeficientes de ajuste das cargas, através da rotina par_load.
Foram adotados os seguintes valores iniciais para as cargas:

e P41=0,0025 P>=0,030 P3;=0,035

Os seguintes valores iniciais foram adotados para os elementos das matrizes Py,
Qo e Ro: p1aps=0,10; gsaqs=0,001; r=10"".

A Tabela 5.4 apresenta os valores dos parametros iniciais € os obtidos pela
andlise inversa realizada pela rotina par_load. Também se pode avaliar a

convergéncia, a precisao e o numero de iteragdes.

Na Tabela 5.4 sao apresentados os resultados da analise inversa, os

deslocamentos calculados e os coeficientes de multiplicagdo das cargas (y). Pode-se

observar que os deslocamentos encontrados (dcaic) estdo com valores muito préximos

aos medidos (dmeq), indicando um bom comportamento da rotina implementada.

Tabela 5.4 — Comparagao entre os parametros iniciais e finais.

Dados | Entrada | Resultado | N6 | Dir. ((rj;qrﬁ) (?;?r':)
Y1 0,10 2,0037 |10 | y |-0,31207 | -0.31207
Y, 0,10 1.9950 |13 | y |-0,49464 | -0.49464
Vs 0,10 2,0019 |16 | x |-0,14511|-0.14511

16 | y |-0,69032 | -0.69032
19 | x |-0,14673 | -0.14673

Precisao | 10% |1,91x10™ |19 | y |-0,88765 | -0.88765

Objetivo 8,77x10°" | 20 | x |-0,00159 | -0.00159

N° de iter 9 21| x | 0,14445 | 0.14445
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5.4.5 EXEMPLO 4

Para este exemplo foi adotado material ortotropico, com 8 deslocamentos
medidos (dmeq), apresentados na Tabela 5.5, para a estimativa de quatro paradmetros: o
coeficiente de Poisson (v), os modulos de elasticidade (E1 e E;) e o mddulo de

elasticidade transversal (G1;), através da rotina par_displ.

Os seguintes valores iniciais foram adotados para os elementos das matrizes Py,
Qo e Ro: praps=0,01e ps=0,001; qsa g4 =0,001;r=10"".

A Tabela 5.5 mostra os valores dos parametros iniciais € os obtidos pela analise
inversa realizada pela rotina par_displ. Também se pode avaliar a fungao obijetivo, a

precisao e o numero de iteragdes.

Na Tabela 5.5 também estdo apresentados os deslocamentos calculados (dcaic)
apos a estimativa de parametros, os quais sdo muito parecidos aos medidos (dmeq),
indicando que os parametros encontrados foram praticamente os mesmos utilizados

para os calculos iniciais

Tabela 5.5 — Comparagao entre os parametros iniciais e finais.
Dados | Entrada | Resultado | N6 | Dir. ((jr;nr?\? ?ri?r!(;

1% 0,15 0,2996 | 10| y |-0,436772 |-0,436770
E«(GPa) | 11,00 | 21,0001 |13 | y |-0,676727 | -0,676730
Ex(GPa) | 15,00 | 24,9374 |16 | x |-0,171951 | -0,171950
Gi2(GPa) | 1,00 3,0000 |16 | y |-0,926381 | -0,926380

19| x |-0,174130 | -0,174130
Precisdo | 10% |8,35x10% | 19| y |-1,170710 | -1,170710
Objetivo 2,22x10™" [ 20 | x | -0,000878 | -0,000880
N° de iter 8 21| x | 0,173248 | 0,173250
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5.4.6 EXEMPLO 5

Neste exemplo procura-se mostrar que para a estimativa dos parametros
materiais v, E4, E; e Gy,, de um material ortotrépico, o valores a serem adotados inicialmente
podem ser bem diferentes dos reais, como pode ser visto na Tabela 5.6, quando se

comparado com a Tabela 5.5. Os demais dados do exemplo 4 foram mantidos.

Tabela 5.6 — Comparacgao entre os parametros iniciais e finais.
Dados | Entrada | Resultado | N6 | Dir. ((jr;nr?\? ?ri?r!(;
% 0,05 0,2996 |10 | y |-0,436772 |-0,436770
E«(GPa) | 1,00 | 21,0001 |13 | y |-0,676727 |-0,676730
ExGPa) | 1,00 | 24,9374 |16 | x |-0,171951 | -0,171950
G12(GPa) | 0,10 3,0000 |16 | y |-0,926381 | -0,926380
19 | x |-0,174130 | -0,174130
Precisdao | 10 |225x10% |19 | y |-1,170710 | -1,170710
Objetivo 2,23x10" [ 20 | x |-0,000878 | -0,000880
N° de iter 11 21| x | 0,173248 | 0,173250

5.4.7 EXEMPLO 6

Para este exemplo foi adotado material ortotropico, com cinco deslocamentos
medidos (dmeq), apresentados na Tabela 5.7, para a estimativa de 2 parametros, o

modulo de elasticidade (E1) e o angulo de ortotropia (¢ ) através da rotina par_dipl.

Os deslocamentos iniciais foram obtidos com os mesmos dados dos demais

exemplos, com exceg¢ao do angulo de ortotropia (¢ ) que foi alterado para 20 graus.

Os seguintes valores iniciais foram adotados para os elementos das matrizes Py,
Qoe Ry p1=10°ep3=0,01;9:=10" eqy=10"*; r=10"
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Na Tabela 5.3 podem ser encontrados os valores dos parametros iniciais e os
obtidos pela analise inversa realizada pela rotina par_displ. Também sdo mostrados o

valor da fungao objetivo, a convergéncia, a precisao e o numero de iteracdes.

Na Tabela 5.7 pode-se observar que deslocamentos calculados (dcac) apds a
estimativa dos parametros, estdo iguais aos medidos (dmeq), O que indica uma boa
convergéncia do método empregado, visto que os parametros encontrados foram

praticamente os mesmos utilizados para gerar os dados de entrada do exempilo.

Tabela 5.7 — Comparagao entre os parametros iniciais e finais
Dados | Entrada | Resultado | N6 | Dir. ((jrr:ri()j ?;?5
E«(GPa) | 15,00 | 21,0020 |10 | y |-0,425530 | -0,425530
¢ 30,0 20,0015 |13 | y |-0,686211 | -0,686210
16 | y |-0,971881 | -0,971880
Precisdao | 10 |2,02x10Y | 19 | y |-1,269098 | -1,269100
Objetivo 6,52x10™" | 21 | x | 0,231370 | 0,231370
N° de iter 8

5.4.8 EXEMPLO 7

Para este exemplo foi adotado material ortotropico, com cinco deslocamentos
medidos (dmeq), apresentados na Tabela 5.8, para a estimativa de 4 parametros, o
coeficiente de Poisson (v), os mddulos de elasticidades (E1 e E2) e o angulo de

ortotropia (¢ ), através da rotina par_displ.

Os deslocamentos iniciais foram obtidos com os mesmos dados dos demais

exemplos, com exceg¢da do angulo de ortotropia (¢ ) que foi alterado para 20 graus.

Os seguintes valores iniciais foram adotados para os elementos das matrizes Py,
Qo e Ro: p1 = 107; p2 = 0,01; ps = 10 ps = 0,01; g1 = 107; g2 = 107 gz = 10
qs=10°; r=10",
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Na Tabela 5.8 podem ser encontrados os valores dos parametros iniciais e os
obtidos pela analise inversa realizada pela rotina par_displ. Também estdo mostrados

o valor da fungéo objetivo, a convergéncia, a precisdo e o numero de iteragdes.

Tabela 5.8 — Comparagao entre os parametros iniciais e finais

Dados Entrada | Resultado | N6 | Dir. ?rr:re:]c)l ?r(:\?rls
% 0,15 0,2983 |10 | y |-0,425530 | -0,425530
E«(GPa) | 15,00 | 21,0270 |13 | y |-0,686211 |-0,686210
Ex(GPa) | 20,00 | 25,0107 |16 | y |-0,971881 | -0,971880
® 30,00 | 20,0065 |19 | y |-1,269098 |-1,269100
21| x | 0,231370 | 0,231370
Precisdo | 10 |4,53x107
Objetivo 2,99x10™"
N°. de iter. 11

5.4.9 EXEMPLO 8

Para este exemplo foi adotado material ortotropico, com cinco deslocamentos
medidos (dmeq), apresentados na Tabela 5.9, para a estimativa de 5 parametros, o
coeficiente de Poisson (v), os modulos de elasticidade (E1 e Ej;), mdodulo de

elasticidade transversal (G12) e o dngulo de ortotropia (¢ ), através da rotina par_displ.

Os deslocamentos iniciais foram obtidos com os mesmos dados dos demais

exemplos, a menos do angulo de ortotropia (¢ ) que foi alterado para 20 graus.

Os seguintes valores iniciais foram adotados para os elementos das matrizes Py,
10°; p2 = 0,01; ps = 10% ps = 0,01; ps = 0,001; @1 = 10°%; g2 = 10°;
gs = 10% r=10".

Qo e Ro: pP1 =
95 =10"°; q4=10°;
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Na Tabela 5.9 pode-se observar que os deslocamentos calculados (dcaic) apos a
estimativa dos parametros, estdo iguais aos medidos (dmeq), O que indica uma boa
convergéncia do método empregado, visto que os parametros encontrados foram

praticamente os mesmos utilizados para os calculos iniciais.

Tabela 5.9 — Comparacgao entre os parametros iniciais e finais
Dados | Entrada | Resultado | N6 | Dir. ((jr;]ng? ((jr(:]?rl]c)

1% 0,15 0,3031 10 | y |-0,425530 | -0,425530
E1(GPa) 15,00 20,9888 |13 | y |-0,686211 | -0,686210
Ex(GPa) | 20,00 249944 |16 | y |-0,971881 | -0,971880

¢ 30,00 19,9863 [ 19 | y |-1,269098 | -1,269100
G12(GPa) 2,00 29923 21| x | 0,231370 | 0,231370
Precisdo | 10 | 1,29x10%

Objetivo 3,16x™
N° de iter. 10

Cabe destacar que para o caso de materiais ortotrépicos, quando se estiver
procedendo a estimativa do angulo de ortotropia (¢ ), deve-se ter um cuidado especial
com a escolha do valor inicial, pois a funcdo de minimizacido desse parametro pode

apresentar minimos locais.
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CAPITULO 6 EXPERIMENTOS LABORATORIAIS
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6.1 INTRODUGAO

Para o desenvolvimento desta pesquisa fez-se um o estagio no Laboratério de
Tecnologia do Betdo e do Comportamento Estrutural, da Faculdade de Engenharia da
Universidade do Porto (LABEST/FEUP), no Porto, Portugal. Nesse periodo foram
realizados trés experimentos, sendo um ensaio de compressao diametral em cilindros
de concreto (Brazilian Test) e outros dois ensaios de carga em um portico
demonstrador, visando obter resultados experimentais para posterior utilizacdo nos

modelos de analise inversa desenvolvidos.

Para o caso de retragdo e fluéncia foram utilizados os dados disponibilizados
pelo Engenheiro Carlos Felix, pesquisador da FEUP (FELIX, 2005).

Também foram utilizados os resultados dos ensaios de compressao diametral
em cilindros de gesso (Brazilian Test) realizados por Junior Sosimo Villegas (pos-
graduando do Curso de Pds-Graduagao em Ciéncias e Engenharia de Petrdleo), no
Laboratério de Petroleo do Departamento de Engenharia de Materiais da Faculdade de

Engenharia Mecanica da Unicamp.

6.2 ENSAIO DE COMPRESSAO DIAMETRAL EM CILINDROS DE
CONCRETO (BRAZILIAN TEST)

Apresenta-se a seguir a descricao e os resultados obtidos neste ensaio realizado
no LABEST/FEUP.
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6.2.1 CARACTERIZAGAO DO CONCRETO

O concreto utilizado na moldagem dos corpos de prova cilindricos, de 15 cm de
diametro e 30 cm de altura, foi do tipo auto-compactavel. Foram ensaiados a ruptura
aos 7 e aos 28 dias de idade, tendo sido obtidas as resisténcias médias e
caracteristicas a compressao apresentadas na Tabela 6.1, e 0 modulo de elasticidade
aos 28 dias, de acordo com as especificagdbes LNEC-E-397-1993 (1993), apresentado
na Tabela 6.2.

Tabela 6.1 — Resisténcia a compressao do concreto.
Idade (dias) | f., (MPa) | fx (MPa)

7 68,4 63,4

28 76,9 71,9

Segundo a NBR 6118-2003 (2003), o médulo de elasticidade do concreto pode

ser estimado pela equacéo apresentada abaixo:

E., = 5600,f, (Mpa)
(6.1)

e, segundo o Eurocode 2003, por:

E, = 22(£, /10)" (MPa)

cm

(6.2)

Tabela 6.2 — Médulos de elasticidade do concreto.
Experimental NB-1/2003 EuroCode-2003

E. (GPa) 45,2 475 40,6
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6.2.2 DESCRIGAO DO ENSAIO

Para a realizagcdo do ensaio de compressdo diametral de corpos-de-prova
cilindricos de concreto foi montado um aparato para a instalagao de dois LVDT’s (/inear
variable differential transformer), conforme Figura 6.1, para medir o encurtamento do
diametro no sentido de aplicagdo da carga e o alongamento do mesmo na diregao
perpendicular. A intensidade de carga foi estimada em 40% do valor de ruptura de
outros corpos-de-prova do mesmo concreto, ensaiados anteriormente. O carregamento
foi aplicado a uma taxa de 1,0 kN/s, de forma continua, sob controle de deformacgéo, e

os dados foram coletados a cada 3 segundos.

Figura 6.1 — Instrumentacao e ensaio de compressao diametral.
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A Figura 6.2 apresenta os eixos principais, sendo a dire¢do y a de carregamento
e a diregao x perpendicular a esta.

-- - x

F

Figura 6.2 — Esquema das dire¢oes de carga e deslocamentos medidos.

A partir do ensaio foram obtidas as curvas de carga versus deslocamentos
verticais (diregao y) e horizontais (diregao x), apresentadas na Figura 6.3, sem qualquer

tratamento para a eliminagéo de ruidos dos equipamentos de interrogacéo.

200 200
150 150
carga carga
A0 A0 i
0 ; ' : 0
0 000 00k 0006 =003 -002 -0.01 0
direcao X diregao Y

Figura 6.3 — Deslocamentos medidos no ensaio de compresséao diametral.

A Figura 6.4 apresenta os deslocamentos obtidos no ensaio brasileiro, apos um
processo de eliminagdo de ruido dos equipamentos de interrogagao, que consiste em
ajustar o valor lido em fungdo da média ponderada de 5 pontos anteriores e 5

posteriores ao da leitura.
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200 : 200
150 | 150
1m0 | 100
carqga carga
i s0
o 0
o Oom  00M 000s 003 00z -00l 0

direcao X direciao Y

Figura 6.4 — Deslocamentos medidos no ensaio, apds eliminagao de ruidos.

6.3 ENSAIO DE COMPRESSAO DIAMETRAL EM CILINDROS DE
GESSO (BRAZILIAN TEST)

Corpos-de-prova cilindricos de gesso, com didametro 50 mm e espessura 28,7
mm, foram ensaiados sob compressdao diametral no Laboratério de Petrdleo do
Departamento de Engenharia de Materiais da Faculdade de Engenharia Mecanica da

Unicamp. O esquema de ensaio é apresentado Figura 6.2.

A Figura 6.5 apresenta os deslocamentos obtidos no ensaio brasileiro, apos um
processo de eliminagdo de ruido dos equipamentos de interrogacao, que consiste em
ajustar o valor lido em fungdo da média ponderada de 5 pontos anteriores e 5

posteriores ao da leitura.
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Carga X Deslocamentos

o [
o

—— dtx

LB

-0,25 -020-015 -010 -005 0,00 002 010
mm

Figura 6.5 - Deslocamentos na diregao x e y.

6.4 ENSAIO DO PORTICO DEMONSTRADOR

6.4.1 CARACTERIZAGAO DO PORTICO

Os dados experimentais foram obtidos a partir de uma estrutura em portico
conforme mostrada na Figura 6.6, com dimensdes exteriores de 1,50 m de altura, 3,20
m de comprimento, base de 0,40 m e 0,50 m de largura por 0,20m de espessura,

construida e ensaiada no LABEST.
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i 3.20 |
| |
_i_
IED A
e E (S —I—
0
g |

Figura 6.6 - Dimenso6es do poértico e foto com a instrumentacao do ensaio de carga.
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As armaduras longitudinais e transversais estao apresentadas na Figura 6.7 Sao
constituidas por armaduras passivas em ago da classe AS00NR, e de protensdo por
dois corddes ndo aderentes de sete fios, centrados, afastados entre si de 25 cm, com
secgdo transversal de 1,40 cm? cada, f,, = 1860,0 MPa e médulo de elasticidade
nominal de 195,0 GPa (FELIX, 2005).

4160 _ 6.0 ¢/15 . 44160
e e dle
2¢FE ’ —— 21,40
T4 24200
2pPE E:Ktnarn-::-/"ir 1
|
S i
=
£
224120 x4 12,0
I~
2xdgl2.0 2x4g12.0 |

- crrpre— E

. s —— R

Figura 6.7 - Esquema de armadura do pértico e detalhe de instalagao de Lvdt.

O portico demonstrador esta instrumentado em cinco segdes, sendo 3 na viga e
duas nos pilares, denominadas de S1 a S5 (Felix, 2005), conforme mostrado na Figura

6.8. Em cada uma dessas se¢des estdo colocados extensOmetros de resisténcia
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elétrica embebidos no concreto designados pela sigla EB, extensbmetros de resisténcia
elétrica colados na armadura, denominados por EC e extensdmetros Opticos de trés
tipos diferentes referenciados por OA, OB e OC. Também foram instalados sensores de

temperatura do concreto e do ambiente e sensores de unidade ambiente.

pS2 pSa pS3 54
EB3/EC3 EB5S/ECS EBF/ECT
OC1/0C1(T) Tsup 0A3/0B5/0B5(T) oc?
-— - - - C r_2
Tme
- L - - " ¢2.1/¢2.2
EB4/EC4 Tinf EB&/ECE EBB/ECE
pS2 b Sa 553 554

b 0,40m fo— 0,60m —efo— 0,60m —=f

51 51
55 55
= N1y = — = 1 —=
EB1/ECT EB2/EC2 | EB10/ECT0 EB9/ECY
SAum

Seccao 51 Seccdo 52
ECT EB{ EC3 EB3 OCI1/0CI1T)
i 7
ecz / EB2\ Ec4 /  EB4\
Seccdo 54 Seccao 55 Seccdo 5a
Oc7 ECY EBY Tmed  Tsup
EC10/ EBi0\ Tinf |

==

Figura 6.8 — Instrumentacao interna do demonstrador.

Além dos extensGmetros existentes, conforme Figura 6.8, foram instalados 5
Lvdt's (linear variable differential transformer) sendo dois no pilar da esquerda, dois no
pilar da direita € um no meio vao da viga, para a leitura dos deslocamentos nos pontos
de maior relevancia (Figura 6.9) e duas células de carga nas extremidades das barras

para protensao externa.
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PES PD5

!
f 1

Figura 6.9 - Vista do pértico demonstrador com localizagao
dos equipamentos e fotografia da aplicagao da protensao.

6.4.2 ENSAIO DE CARGA

O ensaio de carga do poértico foi realizado no LABEST/FEUP. Para tanto, foi
montado um aparato para a instalagdo dos cinco Lvdt’s, conforme Figura 6.9, a fim de

medir os deslocamentos dos pontos mais importantes da estrutura.

Por se tratar de um poértico modelo, disponivel no LABEST/FEUP para varias
aplicagdes, para nao provocar fissuragdo ou quaisquer alteragdes nao reversiveis,
optou-se pela aplicagdo de cargas de protensédo e forga excéntrica com relagdo ao eixo

da viga.

As cargas foram aplicadas na seguinte sequéncia:
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e Aplicagdo da protensdo nos corddes centrados na viga com uma
previsao inicial de 380,0 kN total. Apds a realizagdo das ancoragens a

forca de protensao estabilizou-se em 376,3 kN.

e Aplicagdo da forca nos vardes excéntricos a viga e com previsdo de
atingir um valor total maximo de 98,0 kN. Devido as dificuldades que
ocorreram durante o processo de aplicagcdo, foi necessaria a
interrupcdo quando a carga atingiu 70,0 kN, que apds a ancoragem,
estabilizou-se em 63,3 kN.

A partir do ensaio foi obtido o grafico de carga versus deslocamentos nos cinco
pontos de onde foram instalados os Lvdt’s, apresentados na Figura 6.10, sem qualquer

tratamento para a eliminagao de ruidos dos equipamentos de interrogacgao.

Carga X Deslocamentos

LN I Y A AR e
N N v
N F A e

—>—PEI

7
@ ,F —o—PDI
30.0 ¢ § Qf

20.0

Carga em kN

>
™

1/
0o Ao

- l'/
0-6

-5.0 -4.0 -3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.
Deslocamentos em mm

Figura 6.10 — Deslocamentos medidos no ensaio de carga.

A Figura 6.11 mostra o grafico de carga versus deslocamento no meio vao da
viga (MV) e no pilar esquerdo inferior (PEIl), juntamente com a regressao linear
passando pela origem e o erro R?, onde se pode observar o comportamento elastico e
linear do pértico durante o ensaio de carga.
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Carga x Deslocamentos

80.0

y = 40.401x y =9.3972x
R? = 0.9987 R? = 0.9984
70.0 /

60.0 -
50.0

40.0 //
30.0

Carga em mm

20.0 —e—PEI
—a—MV
——Linear (PEIl)
10.0 ——Linear (MV)
0.0 T T T T
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0

Deslocamentos em mm

Figura 6.11 — Grafico com a regressao linear em dois pontos medidos.

6.4.3 ENSAIOS DE FLUENCIA

Os ensaios de fluéncia foram realizados no LABEST/FEUP (FELIX, 2005). Os
ensaios de fluéncia foram realizados em corpos de prova de concreto com as
caracteristicas descritas na Tabela 6.3, com segao transversal (15 cm x 15 cm) e altura
50 cm, fabricado com um cimento de endurecimento normal (classe N) e agregados

normais.

Tabela 6.3 Caracteristica do concreto
Idade(dias) | f.m (MPa) | f.« (MPa) | E; (GPa)

7 27,3 22,3 29,7

28 31,3 26,3 29,9

Apds a concretagem, o corpo de prova foi mantidos em cura selada até o oitavo
dia e, em sequéncia, o exemplar de fluéncia foi colocado no bastidor, conforme

mostrado na Figura 6.12, e submetido a uma tensdo constante de 8,80 MPa.,
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permanecendo no interior do laboratério a uma umidade média de 54%, durante todo o

periodo do ensaio.

Figura 6.12 — Bastidor de fluéncia

Na Figura 6.13 estdo apresentados os resultados do coeficiente de fluéncia versus o

tempo em dias obtidos a partir do ensaio do corpo de prova realizado por Felix (2005)
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coeficiente de fluéncia

25 T

1] a0

100 150 200 2580 300 350
tem dias

Figura 6.13 — Resultado do ensaio de fluéncia
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CAPITULO 7 RESULTADOS
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7.1 INTRODUGAO

Este capitulo apresenta os resultados obtidos pela aplicagdo do programa
computacional desenvolvido para estimativa de parametros, descrito no capitulo 5, a

partir de resultados das medidas dos ensaios realizados.

Com a finalidade de validar as rotinas implementadas, compararam-se alguns
resultados obtidos no referido programa com os do DIANA — Finite Element Analysis,

(WHITE, 2003), e com outros exemplos existentes na literatura.

7.2 ENSAIO DE COMPRERSSAO DIAMETRAL EM GESSO -
MODELAGEM NUMERICA UTILIZANDO O PROGRAMA DIANA

Aplicando-se o método de analise inversa existente no programa DIANA com o
modulo de estimativa de parametros PAREST, com os valores iniciais E = 1,0 GPa,
v = 0.1 e com os deslocamentos medidos apresentados na Figura 6.5 (item 6.3 do
capitulo 6), foram obtidos os parametros do gesso que melhor se ajustam os valores de
deslocamentos medidos e os calculados. Os resultados obtidos s&o apresentados na
Tabela 7.1.

Tabela 7.1 - Resultados obtidos para cilindro de gesso.

Inicial | Resultado

E (GPa) | 1,00 0,664

A% 0,10 0,200

erro 0,77x10%
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Neste exemplo, como nao havia resultados experimentais dos parametros para
se comparar com os obtidos numericamente, observou-se que a norma (diferenca entre
duas estimativas consecutivas) atingiu um pequeno valor, indicando que houve

convergéncia entre os deslocamentos calculados e os obtidos pelo ensaio.

7.3 ENSAIO DE COMPRESSAO DIAMETRAL EM CILINDROS DE
CONCRETO - MODELAGEM NUMERICA UTILIZANDO O
PROGRAMA DIANA

A modelagem numérica do ensaio de compressdo diametral em cilindros de
concreto, no programa DIANA, foi realizada levando-se em conta a simetria do modelo,
pelo tipo de carregamento e a forma cilindrica do corpo de prova. Pode-se adotar o
estado plano de deformagdo em regime elastico linear para materiais isotropicos.
Metade da secado transversal foi discretizada com o elemento tipo Q8EPS (WHITE,

2003), conforme indicado na Figura 7.1.

Model: ENSAIO_BRASI

Figura 7.1 — Discretizagdo dos elementos, esquema de carregamento e vinculagao adotada.
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Os carregamentos foram aplicados de forma distribuida em uma pequena faixa
de 15 mm de largura na secéao transversal, reproduzindo a forma com que a aplicacao é
realizada no ensaio fisico. Na Figura 7.2, pode-se observar a configuragdo deformada,

apos a aplicagao do carregamento.

Figura 7.2 — Vista da secdo deformada apresentada pelo DIANA.

Os deslocamentos na diregéo x (DTX) e y (DTY), ao longo dos eixos, para um

dado carregamento s&o mostrados na Figura 7.3.
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apresentados na Figura 6.4 (item 6.2.2 do capitulo 6), e adotando-se como valores
iniciais E = 40,0 GPa e v = 0.10, obtém-se os parametros do concreto que melhor
ajustam os valores de deslocamentos relativos medidos (variagbes nos didmetros
paralelo e normal a carga, respectivamente) aos calculados. Os resultados sao

apresentados na Tabela 7.2.

Tabela 7.2 - Resultados obtidos para cilindros de concreto.

Inicial | Resultado

E(GPa)| 40,0 | 4271

\% 0,10 0,1749

erro 0,16x107°

Comparando-se o valor encontrado para o modulo de elasticidade do concreto, a
partir da estimativa de parametros com o obtido experimentalmente, apresentado na
Tabela 6.2 (item 6.2.1 do capitulo 6), encontra-se uma diferenga de 5.9 %, a qual é
aceitavel tendo em vista que os métodos empregados s&o diferenciados e os erros

inerentes aos ensaios.

7.4 ENSAIO NO PORTICO DEMONSTRADOR - MODELAGEM
NUMERICA UTILIZANDO O PROGRAMA DIANA

Com as caracteristicas do poértico demonstrador descritas no item 6.4 (capitulo 6)
foi realizada a modelagem do ensaio no programa DIANA foi realizada em regime
elastico linear para materiais isotropicos, no estado plano de tensdo, com os elementos
do tipo Q8MEM (WHITE, 2003) e com barras de armadura embebidas, conforme

apresentado na Figura 7.4.
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Figura 7.4 - Modelagem do portico em elementos Q8MEM e armaduras embebidas.

A Figura 7.5 apresenta a distribuigdo de tensdes devidas as cargas do ensaio e a
variagao das tensdes normais na dire¢gado x ao longo da altura na se¢ao do meio vao da

viga.

Para a carga aplicada excéntrica ao eixo da viga, na Figura 7.6 mostra os

deslocamentos na diregéo x.
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Figura 7.6 - Deslocamentos em x do Portico e dos Pilares.

~

7.4.1 ESTIMATIVA DOS PARAMETROS

Através da aplicagao das técnicas de analise inversa aos resultados do ensaio

de carga no portico apresentado no item 6.4.2 do capitulo 6, determina-se inicialmente

0 modulo de elasticidade global da estrutura, utilizando-se o programa DIANA com a

rotina PAREST. Em seguida, adotando-se o modulo de elasticidade encontrado,
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também com o programa DIANA utilizando-se a rotina BALANC determina-se a carga

aplicada excentricamente ao eixo da viga.

7.4.1.1 MODULO DE ELASTICIDADE

Aplicou-se ao portico de concreto armado e protendido o método de analise
inversa para a determinacdo do moddulo de elasticidade, apresentado e testado em
corpo-de-prova cilindrico submetido a compressao diametral (ALMEIDA, 2005), aos
resultados do ensaio de carga apresentados na Figura 6.10 (item 6.4.2 do capitulo 6).
Adotando-se o coeficiente de Poisson v = 0,18 e o valor inicial para o médulo de
elasticidade do concreto E = 29,0 GPa, obteve-se o valor de E que melhor ajusta os
deslocamentos medidos aos determinados numericamente. A Tabela 7.3 apresenta
esses valores de E, em funcdo dos pontos adotados para a medicdo dos

deslocamentos utilizados no ajuste.

Tabela 7.3 — Resultados obtidos no médulo de elasticidade.

Pontos Ut,' I!zados Deslocamentos em mm | Resultados
na analise
. N . . DIANA
Localizagéao Numero | Ensaio PAREST E (GPa)
PEI, PES, PDS e MV 4 7,452 7,416 25,3
PEI, PES e MV 3 7,452 7,425 25,5
PEl e PES 2 7,452 7,434 25,6

Observa-se na Tabela 7.3 que o numero de pontos de deslocamentos medidos
tem pouca influéncia no resultado da analise inversa, pois para a obtencdo de um

parametro, seria suficiente um ponto de observacgao na estrutura.

Comparando o valor encontrado para o modulo de elasticidade global do
concreto do portico, obtido a partir de analise inversa, com o obtido experimentalmente,

em corpos de prova cilindricos do mesmo concreto, encontra-se uma diferenca de 13%
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aceitavel tendo em vista que os métodos adotados para a obtengado desses valores sao

diferentes.

7.4.1.2 DETERMINAGAO DA CARGA APLICADA

Aplicando-se ao pdrtico de concreto armado e protendido o método apresentado,
aos resultados do ensaio de carga apresentados na Tabela 7.4, e considerando-se o
modulo de elasticidade da estrutura o obtido no item anterior (E = 25,6 GPa) e o
coeficiente de Poisson adotado inicialmente v = 0,18, obtém-se os parametros de
carga que melhor ajustam os valores de deslocamentos medidos nos pontos indicados

na Figura 6.9 (item 6.4.1 do capitulo 6) e os calculados, como mostra a Tabela 7.4.

Tabela 7.4 — Deslocamentos medidos

nos LVDT's no ensaio de carga.

Deslocamentos em mm

PEI | PES | PDS | MV

7,015 | 3,397 | 3,650 | 1,587

Tabela 7.5 — Resultados obtidos de Carga.

Pontos utilizados Caraas em kN
na analise g Variagao nos
Localizacs N Ensai DIANA Resultados
ocalizagao umero | Ensaio | o\, ANc
PEIl, PES, PDS e MV 4 63,33 64,45 1,77%
PEI, PES e MV 3 63,33 64,42 1,72%
PEl e PES 2 63,33 63,43 0,16%

Verificando os valores obtidos para a estimativa de carga com valores obtidos
experimentalmente no ensaio de carga, encontra-se uma aproximagdo muito boa,

devido ao ajuste inicial do modulo de elasticidade global da estrutura.
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7.5 RESULTADO DA ATUALIZACAO DOS MODELOS DE PREVISAO
DE FLUENCIA

Aos resultados obtidos no ensaio do prisma de fluéncia realizado no
LABEST/FEUP, apresentado no item 6.4.3 (capitulo 6), foi aplicado o método de
atualizacao dos modelos de previsao de fluéncia com base em resultados de ensaio de

curta duragao apresentados por Bazant (2001).

Para realizacdo da regressao linear foram utilizadas 5 medidas de deformacao,
dentro de um intervalo de tempo de 28 dias apds a aplicagdo da carga, conforme

apresentado na Tabela 7.6.

Tabela 7.6 - Valores adotados na regresséo.

Idade em dias 1 7 14 21 28

J(t,t') Exper.(x10°) | 44,809 | 57,382 | 62,456 | 65,323 | 67,970

A Figura 7.7 mostra as curvas da fungcéo especifica de fluéncia (J(t,t’), ver item
2.3.4.5 do capitulo 2) obtida a partir do ensaio e a do modelo da NBR 6118 (2003), bem
como a resultante da regressao no modelo, identificadas por NBR. Os pontos adotados

para a regressao estao destacados por circulos.

144



Identificacdo de pardmetros estruturais com emprego de analise inversa

140
120
E 100
=
=
i
=
-
é0
Valores adotados na regresséo
40
0 s0 100 150 200 250 300 350

[dades [Diaz]

Figura 7.7 - Grafico da fungao especifica de fluéncia (J) versus tempo em dias para o modelo da
NBR6118, a respectiva curva ajustada do modelo e os pontos adotados da regressao.

A Figura 7.8 apresenta as curvas da funcao especifica de fluéncia J(t,t’) obtidas a
partir do ensaio e dos modelos escolhidos: Eurocode 2 (EC), o de Gardner-Lockman
(GL), o de Bazant (B3) e o da NBR 6118 (NB). Mostra, também, as curvas resultantes

das regressoes nos modelos, identificadas pelo indice R.
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Figura 7.8 - Grafico da fungao especifica de fluéncia (J) versus tempo em dias para os modelos
adotados e as respectivas regressoes.

O método de atualizag&o, desenvolvido por Bazant (1995), para aplicagdo ao
modelo B3. pode ser empregado para ajuste de outros modelos de previsao de fluéncia,

como se observa nos graficos da Figura 7.7.

7.6 RESULTADOS OBTIDOS NO AJUSTE DE PARAMETROS DE
FLUENCIA

Neste item serdo apresentados os resultados obtidos no ajuste dos parametros

de fluéncia do concreto caracterizado no item 6.4.3 (capitulo 6).
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Nos modelos de previsdo do coeficiente de fluéncia descritos no item 2.3.4
(capitulo 2), foram introduzidos dois coeficientes C; e C4 de forma a ajusta-los as

curvas de fluéncia obtidas experimentalmente, apresentadas na Figura 7.1.

Aplicando-se o método descrito de anadlise inversa e implementada em uma
rotina no programa MatLab, foram obtidos os coeficientes para ajuste dos modelos de

fluéncia aos dados experimentais.

A Tabela 7.7 apresenta os coeficientes C3 e C4 que melhor ajustam os modelos

de fluéncia aos dados experimentais.

Tabela 7.7 - Coeficientes obtidos no ajuste
dos modelos de fluéncia.

Modelos Cs Cs Norma
Eurocode 2 | 0,7375 | 1,2152 | 3,42x107°
GL2000 0,5247 | 1,3331 | 1,70x10%
ACI209 0,8132 | 1,0522 | 2,39x10%°
B3 0,6080 | 1,0137 | 1,52x10%
NBr61118 | 0,5743 | 1,1134 | 1,79107°

A Figura 7.9 mostra as curvas do coeficiente de fluéncia dos modelos escolhidos
para esse estudo e a obtida a partir das deformacdes medidas no ensaio laboratorial
(FELIX, 2005). Cabe salientar que todas apresentam diferengas significativas em
relacdo ao experimental, variando de 25 a 50 % no resultado final da fluéncia, o que

leva a necessidade de uma melhor calibracido dos modelos.
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Figura 7.9 - Modelos de fluéncia e resultados experimentais

Apresentam-se na Figura 7.10 as curvas do coeficiente de fluéncia para os

modelos escolhidos, ajustadas com os coeficientes Cz e C4, mostrados na Tabela 7.7.
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Figura 7.10 - Identificagdo de parametros a partir de 363 dados experimentais.
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7.7 ANALISE INVERSA DO ENSAIO DE COMPRESSAO DIAMETRAL
EM CILINDROS DE CONCRETO

Na modelagem do cilindro, adotou-se material elastico linear isotropico no estado
plano de deformacdo discretizado com o elemento triangular denominado CST

(constant strain triangle), mostrada na Figura 7.11.

Figura 7.11 — Discretizagao e os elementos adotadas para a analise no programa de elementos
finitos e determinagao dos parametros.

Com deslocamentos medidos nos nds 206 (vertical) e 359 (horizontal) da Figura
7.11, e valores apresentados na Figura 6.4 (item 6.2.2 do capitulo 6), para a estimativa
de dois parametros materiais, através da rotina par_dipl, adotaram-se os seguintes
valores iniciais: E = 40,0 GPa; v =0,10; p1 = p> = 0,001; g1 = g2 =0,0001; r =107,

A Tabela 7.8 apresenta os resultados obtidos da analise inversa utilizando-se o
programa desenvolvido. Comparando-se o valor encontrado para o modulo de
elasticidade do concreto, a partir da estimativa de parametros com o obtido

experimentalmente, apresentado na Tabela 6.2 (item 6.2.1 do capitulo 6), encontra-se

150



Identificacdo de pardmetros estruturais com emprego de analise inversa

uma diferenca de 5.95 %, aceitavel tendo em vista que os métodos empregados sao
diferenciados, os erros inerentes aos ensaios e as diferentes idades em que foram

realizados os ensaios.

Tabela 7.8 - Resultados obtidos para cilindros de concreto.

Programa DIANA
E (GPa) 42.66 42,71
\Y 0,2133 0,1749
erro 7,88x10% | 0,16 x10™°
fungéatio;b(}:tivo 3,61e-19

Quando se compara o valor encontrado para o mddulo de elasticidade do
concreto, a partir da estimativa de parametros realizada pelo programa e o obtido pelo
DIANA, apresentado na Tabela 7.8, encontra-se uma diferenga de 0,12 %, indicando
que o sistema desenvolvido é robusto e com uma boa convergéncia quando se observa

o valor da fungao objetivo atingida.

7.8 ANALISE INVERSA DO ENSAIO DO PORTICO DEMONSTRADOR

Na modelagem do pértico demonstrador, adotou-se material elastico linear
isotrépico no estado plano de deformagao discretizado com o elemento triangular

denominado CST (constant strain triangle), mostrada na Figura 7.12.

Com deslocamentos medidos nos nds 605 e 343 (horizontal) e 160 (vertical) da
Figura 7.12, e valores apresentados na Figura 6.10 (item 6.4.2 do capitulo 6), para a
estimativa do modulo de elasticidade do pértico demonstrado, através da rotina
par_dipl, adotou-se: E = 29,0 GPa; p; =0,001; g;=0,0001; r=10"".

151



Identificacdo de pardmetros estruturais com emprego de analise inversa

605

Figura 7.12 — Discretizag¢ao e os elementos adotados para a analise no programa de elementos
finitos e determinagao de parametros.

Quando se compara o valor encontrado para o modulo de elasticidade do pértico
demonstrador, a partir da estimativa de parametros realizada pelo programa e o obtido
pelo DIANA, apresentado na Tabela 7.9, encontra-se uma diferenca de 1,04 %,
indicando que o sistema desenvolvido é robusto e com uma boa convergéncia quando

se observa o valor da norma atingida nas 4 iteragdes.

Tabela 7.9 - Resultados obtidos para cilindros de concreto.
Programa DIANA

E(GPa) | 26,73 25,63

Norma | 7,61 x10° | 0,16 x107"°

Aplicando-se ao portico de concreto armado e protendido a método apresentado,
aos resultados do ensaio de carga apresentados na Tabela 7.4, e considerando-se o
modulo de elasticidade da estrutura o obtido no item anterior (E = 26,73 GPa) e o

coeficiente de Poisson adotado inicialmente v = 0,18, obtém-se os parametros de
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carga que melhor ajustam os valores de deslocamentos medidos nos pontos indicados

na Figura 6.9 (item 6.4.1 do capitulo 6) e os calculados, como mostra a Tabela 7.10.

Tabela 7.10 - Resultados obtidos para a estimativa da
carga aplicada ao pértico demonstrador.

Programa DIANA

Carga (kN) 66,74 64,45

Norma | 6,78 x10° | 5,28 x10™™

Verificando os valores obtidos para a estimativa de carga com o programa de
estimativa de parametros com valores do DIANA, encontra-se uma aproximag¢ao muito

boa, devido ao ajuste inicial do modulo de elasticidade global da estrutura.

7.9 ANALISE INVERSA DA MEMBRANA ELASTICA ORTOTROPICA

Para a validacdo do modulo desenvolvido de identificacdo de parametros
elasticos em materiais ortotropicos foi utilizado o exemplo encontrado em White (2003),
de uma membrana quadrada de 100 mm de lado e 0,20 mm de espessura e, mostrada

na Figura 7.13, com oitenta e um pontos de observag¢des dos deslocamentos.

A discretizacdo da membrana em elementos finitos, do tipo CST, a numeragao
dos nds (121), as vinculagdes externas, impedidas nas diregdes X e Y e as cargas

aplicadas estao apresentadas na Figura 7.14.

Com a aplicagdo do meétodo desenvolvido sdo identificados os seguintes
parametros: os dois modulos de deformagédo longitudinal (E41 e E»), o coeficiente de

Poisson (v,,), o moédulo de deformagéo transversal (G12) e o angulo de ortotropia (¢ ).
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Figura 7.13 — Localizagao dos pontos de observagdo dos deslocamentos,
espacados de 10 mm em ambas as diregoes.

111 112 (113 114 [115 |118 117 118 119 120 [121
N ~ & e i
o B B e % . N \
" ™, e e \ ., % !
N By By % L5 % b s
100 ™ 101 102 ™ j103 104 ™ [105 106 107 S [108 5109 110
e -, - K ~
\\ \\ \\ \\ g \\ \\ \\ \\
. ., o i g -, . \
\, N, i ? ™, ™, . Y 8
N \ o 2 ™, e i .
B9 |90 w91 9z |93 94 a5 |96 97 -] 98 -] 99
\ % X ., N -
\\ . ‘\\ \\ \\ g g
. s \ S N g -
By oy e i F ~
78 79 |80 w81 |82 |83 84 a5 \\\ 86 NJ87 N Jes
\\ N N, \\ i \\
\\ \\ \\ \\ \\ \\
) N N B %
67 68 69 S |70 ‘\\ 71 ‘\\ 72 i ! 74 TE ~| 76 i 3 s
~ ™, P
o N My My P \ e
5 oy o F F \ N
-, ., ., N “ 5
\ Ry % i ! e it g
56 |57 ca 59 |60 el ™ [e2 |63 | 64 65 ~ |66
3 N . 23
™ \\ \\ \\ bY \\ \\
& - S ™, L e S S
b g \ 5 G 52 e =
& - \ ™, L s S )
45 46 47 |48 19 NJEDE st ~ |52 ~.| 53 54 55
7 \\ W RS o o \‘\\ N S
) . e b Ry i . Y B
N ~ ™ ", : 5 ) - .
N ™~ ~, % By By e . i
34 | 35 ~| 36 |37 |38 39 ~. |40 ~ |41 w42 43 44
i % ™. B g B . .
\\ \\ R R ! T Y X \\
- o g Yk - L L ot S
& i \‘\‘ \\ \\ \\ \\ \‘\ \\
23 o J2a nJes o nJ2e w27 oa 1 TN I T R c IR et . |33
. % £ B M
g g . o " N .
0 L ™ ™ ™ ™~ N,
5 i N b gl B, S
12 13 Helld Sehls  NHe N ~ |18 19 20 2t Tdedey
By g N i b e
-t e ¥ ¥ ., B
\\ \\ g% . b o
B s 3 P T I ) 3 L

Figura 7.14 — Vista da discretizagao em elementos finitos da membrana.
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Com os deslocamentos medidos nas diregdes X e Y nos 81 nds, destacados com
um ponto preto no interior da membrana, apresentados na Figura 7.14 (WHITE, 2003),
com os valores iniciais para os cinco parametros materiais: E = 0,50 [kN/mm?], E, =
0,50 [kN/mm?], v., = 0.25, Gy = 0,15 [kN/mm?], ¢ = 52,73° com os seguintes valores
para os coeficientes das matrizes de covariancia: p1 = 10% p, = 107, ps = 10 ps =
10%; ps=10° r=10% e de peso: q; =10 g, =10"* qs =107 qs=10% gs=107;
com a utilizacdo da rotina par_dipl. encontram-se os valores dos parametros que
melhor ajustam os deslocamentos medidos aos calculados, apresentados na Tabela

7.11.

Tabela 7.11 - Resultados obtidos para a estimativa dos
parametros materiais da membrana ortotrépica.

Programa DIANA

E, (kN/mm?) | 0,4006 0,4000

E, (kN/mm?) | 0,5749 0,5999

v, 0,1556 0,1501

Gi2 (kN/mm?) | 0,09998 0,1000

¢ 44,202 45,00

erro 5,58 x10* | 1,83 x10™

Observando-se os resultados da Tabela 7.11 pode-se concluir que o programa
desenvolvido atingiu o objetivo, pois a norma do erro estad muito pequena, indicando a
convergéncia. Cabe destacar que os parametros encontrados pelo programa

desenvolvido estdo muito proximos aos obtidos com o DIANA.

O grafico da Figura 7.15 mostra os deslocamentos calculados com os
parametros encontrados pelo programa versus os obtidos experimentalmente, onde se
pode observar uma excelente aderéncia entre os valores, indicando que a método

empregado na estimativa foi adequado.
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Figura 7.15 — Grafico dos deslocamentos calculados versus os medidos.
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CAPITULO 8 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA
TRABALHOS FUTUROS
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8.1 CONCLUSOES GERAIS

O principal resultado deste trabalho foi o desenvolvimento de uma metodologia,
implementada em um programa computacional para a identificacdo de parametros
adequados para projetos de engenharia estrutural. Podem ser utilizados para obtengao
de parametros utilizando valores medidos a partir de monitoragao tanto em protétipos

ensaiados em laboratério quanto a partir de estruturas monitoradas em campo.

Uma contribui¢cao significativa do programa foi o desenvolvimento do médulo de
analise inversa que identifica parametros materiais e de cargas, a partir de deformacoes
medidas. A utilizagdo do programa computacional gerado ira aumentar as
possibilidades de analise de experimentos e de estruturas em situagdes nas quais a

obtencao dos deslocamentos é inviavel ou de dificil realizacao.

A partir de dados de estruturas monitoradas em campo pode-se, com a utilizagao
do programa, determinar pardmetros mais proximos da realidade, que contribuirdo para

o desenvolvimento de projetos futuros com maior seguranga e economia.

Uma outra contribuicao é a determinagao de parametros materiais em estruturas
existentes, a partir dos dados obtidos em uma prova de carga, possibilitando uma
analise da estrutura mais confiavel permitindo, inclusive, a elaboragdo de um projeto de

reforco mais realista e seguro.

Quanto ao ajuste e previsdo do coeficiente de fluéncia do concreto, o método
utilizado mostrou-se eficiente e de facil aplicagéo pratica, indicando ser um modelo
relevante para previsdo do comportamento de concretos de alto desempenho ao longo
do tempo, tendo em vista que os modelos disponiveis ndo podem ser aplicados ou
resultam em valores muito diferentes dos reais. Isto €, a metodologia desenvolvida

viabiliza a calibragdo dos parametros materiais com base ndo apenas em valores
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obtidos em laboratério, mas também em valores obtidos de estruturas ja construidas,

desde que monitoradas desde sua construgao.

8.2 RELEVANCIAS DO SISTEMA COMPUTACIONAL DESENVOLVIDO

O programa desenvolvido com base nessa metodologia integrou a analise
inversa com a analise estrutural via elementos finitos, mostrando-se adequado e de facil
utilizacdo. Sendo disponibilizado livremente, viabilizara as possibilidades de outros

pesquisadores realizarem analises de experimentos para identificagcao de parametros.

8.2.1 VALIDAGAO DO SISTEMA

O sistema desenvolvido foi validado comparando-se os resultados obtidos a
partir de exemplos tedricos e os encontrados em rotinas de analise inversa existentes

no programa DIANA, além de resultados de ensaios laboratoriais.
e Exemplos tedricos

Nos exemplos de aplicagao de identificacdo de parametros com a utilizagao do
sistema, descritos na sec¢ao 5.4 (capitulo 5), apresentaram uma convergéncia do
método de minimizacdo da funcdo erro com a obtencdo do minimo em um

numero reduzido de iteragdes, para uma norma adotada de 10°®.
e Comparagdes com o programa DIANA

Tendo em vista as comparagdes efetuadas no capitulo 7 de analise inversa entre
o sistema computacional desenvolvido e o DIANA, conclui-se que ambos
apresentaram resultados semelhantes. O sistema apresenta boa consisténcia
com vantagem de ser aberto, possibilitando a realizacdo de estimativas de
parametros a partir de deformagcdes medidas, além da implementagdo de novos

modulos.
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8.2.2

Ensaios laboratoriais

Considerando as dificuldades de realizagcdo das medi¢cdes de deslocamentos nos
ensaios brasileiros, apresentadas no item 7.3 (capitulo), o resultado obtido a
partir da analise inversa para o modulo de elasticidade do concreto ficou muito
préximo do valor obtido no ensaio padronizado pelo LNEC.E 397-1993, o que
vem, mais uma vez, comprovar a eficacia da técnica de analise inversa para a

determinagao de parametros elasticos do concreto.

Na validagao dos resultados do poértico demonstrador, descrito no item 7.4, o
sistema mostrou-se adequado paro a obtencdo do moédulo de elasticidade do
concreto e de cargas em estruturas no regime elastico linear, tendo em vista os

valores obtidos quando comparados como os experimentais.

PREVISAO DE FLUENCIA

O método empregado mostrou-se eficiente para os ajustes:

o dos modelos de previsdo da fluéncia no concreto, a partir de dados dos
ensaios de curta duracdo, sendo uma boa alternativa para determinacéao

de fluéncia em concretos especiais e

o das curvas do coeficiente de fluéncia e das deformacdes de retragao,
tendo em vistas os valores obtidos quando comparados como o0s

experimentais.

8.3 TOPICOS PARATRABALHOS FUTUROS

O sistema esta preparado para tratar problemas relativos a comportamento nao

linear. Um trabalho interessante para desenvolvimento na sequéncia € a codificacdo de

novos modulos do sistema de analise inversa para materiais com comportamento nao
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linear, utilizando-se tanto das derivadas explicitas dos deslocamentos e matriz de
rigidez tangente em relagdo aos parametros como também de derivadas numéricas por

diferencas finitas.

A utilizacdo do sistema computacional desenvolvido por outros pesquisadores
pode ser viabilizada pelo desenvolvimento de um aplicativo de modo a tornar possivel

sua utilizagdo, via internet.

A realizacado de novas analises com o0 modulo de identificacdo de parametros a

partir das medidas de deformacgdes em diversos experimentos e estruturas.

Aplicar o método de ajuste do coeficiente de previsdo de fluéncia a partir de
ensaios de curta duragao para concretos em que o modelo apresentado na NBR6118
nao fornece bons resultados, na busca de ajuste destes, visando contribui¢des para

uma revisao das normas técnicas.
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ANEXO 1 — MATRIZ DE TRANSFORMAGCAO PARA AS
PROPRIEDADES ELATICAS DOS
MATERIAIS ORTOTROPIOCOS
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TRANSFORMAGAO COORDENADA PARA A DEFORMAGAO NO
PLANO

A Figura 16 apresenta um sistema de referéncia (1,2) rotacionado de um angulo

0 a partir do sistema de referencia global (x,y).

Figura 16 — Sistema de coordenadas

Pode-se escrever a transformagdo da tensdo e da deformagdo em um novo
sistema de coordenadas respectivamente, como segue:

2

€, c s 2cs i

2 2 A
€, s C —2Cs g, | = & = Te
€ 2 2 €
12 —CS CS c — S xy

2 2
O, C s 2cs x

2 2 ~
o,, S c —2Cs c,| = 0 =To
o - 24 o
12 cs cs |c S xy

Onde: ¢ = cos® , s = send

(A.1)
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Multiplicando-se ambos os lados da terceira equagao da transformacdo da

tensdo e da deformac&o por /2, obtém-se

811 8xx
€ =| ¢, , €= g,
\/5812 \/Esxy
Gll GXX
6 =| o, , 0 =| O,
\/5612 \/Ecxy
c’ s’ NERE
T = s? c’ —J2cs (A.3)

—J2cs s (c:2 - sz)

Onde a matriz T obtida tem seguinte propriedade:

RELAGAO TENSAO DEFORMAGAO

A relagao tensao-deformacao (Lei de Hooke) para as direcbes onde se conhece

as constantes do material pode ser escrita como:

Q
I
o
m>
>
2

Onde:
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E, vk, 0
(1 - V:L2V21) (1 - V12V21)
~ v, E E
H = 1202 2 0
(1 - V12V21) (1 - V12V21)
0 0 2G,,

E1 e E2: mddulos de elasticidade para as diregdes materiais 1 e 2;

vi2 . coeficiente de Poisson para deformagdo na diregcdo 2 correspondente a

tensdo na direcéo 1,

G12 :mddulo de deformagao transversal no plano (1,2);

Substituindo-se a equacao (A.1) na equagao (A.5), tem-se:

Na equacéao acima substitui-se a equagao (A.2), como segue:

= = T 'HTg

Tc = HTe = ©

Substituindo-se na equagao acima a propriedade apresentada na equagéao (A.4),

pode-se escrever a relagao tensdo-deformacao para o sistema global, como segue:

(A.7)
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Onde:

ENERGIA POTENCIAL DE DEFORMAGAO

A densidade de energia potencial de deformacgédo para um corpo elastico linear

pode ser escrito como:

Substituindo a equagao (A.7) na equagao acima, tem-se:
1 .
G=H8:>(p=ESH8 (A.9)

Da formulagdo do método de elementos finitos (capitulo 4) tem-se a equacéo

abaixo:

e |=wM = e =Md (A.10)

Substituindo a equacgao (A.10) na equagao (A.9), tem-se:
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¢ = %dT (M°HM) d = %dT | ()" & (M) | @ (A11)

Desse modo, a matriz de rigidez para materiais ortotropicos, quando os eixos

materiais e globais ndo sio coincidentes € dada pela seguinte equacéo:

s = (T™M)" H (TM) (A.12)
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ANEXO 2 — MATRIZ DE TRANSFORMAGAO DAS
TENSOES E DEFORMAGCOES NO
PLANO
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TRANSFORMAGAO DE DEFORMAGOES NO PLANO

A Figura 17 mostra um sistema de coordenadas (x,y) rotacionado de um

angulo 6 a partir do sistema (x,y).

A deformacéao na diregcao de um vetor unitario paralelo ao eixo x é definida como

sendo g,..

Figura 17 — Sistema de coordenadas

As expressdes que fornecem a mudanga de coordenadas para qualquer ponto

do plano, quando o sistema de coordenadas estd girado de um angulo 6, séo as

seguintes:

x = X cos 0 — ysenf x +c —-s||X
- = (A.13)
Xsen® +y cos®9 v +s +c ||y

=
I

Onde: c = cos0O , s =senb

Quando um corpo é deformado, o ponto (x,y) passa para o ponto (X + u, y + v),

onde u, v sdo as componentes do deslocamento.
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Com a matriz de mudanca de coordenadas pode-se escrever a mudanca 0s

deslocamentos como segue:

Bl ] el 4

Dessa forma o deslocamento no sistema material € dado por:

Determinacio das derivadas do deslocamento u da equacdo: u = cu + sv

e Determinacao da derivada de u em relagao a x:

a_U:C 6_u6_x+6_u6_y + s a_va_x+a_va_y (A14)
oX 0x OX 0y OX 0x OX Oy OX

Da (A.13) obtém-se:

o= _ . o _ o ox _ . 0y _

oX oX oy oy

Substituindo-se na equagéo (A.14), tem-se:

ox oy
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Finalmente:

al=c26—u+sza—v+cs 8_u+8_v (A.15)
oX o0x oy oy  0x
e Determinacao da derivada de u em relagao a y:
ou ou 0x ou oy ov 0x ov 0Oy
— =c|——+ ——|+s8|—— + — —
oy ox oy oy oy ox oy oy oy
ai:—csé—u-i-c26—u—szé—v+cs@—V (A.16)
oy 0x oy 0x oy
Determinacéo das derivadas do deslocamento v da equagédo v = —su + cv
o Determinacao da derivada de v em relagao a x:
ov ou 0Ox ou Oy ov 0x ov Oy
— = —s|——+4+ ——|+c|—— + — —
oX 0x 0OX oy OX 0x OX Oy OX
OX ox oy ox oy

e Determinacao da derivada de v em relagao a y:
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ou 0x ou oy ov 0x ov 0y
= s|——+ ——|+c|—— + — —
ox oy oy oy ox oy oy oy

E

ﬂ=s28—u+c28—v— sa—qua—V (A.18)
oy 0x oy oy  0Ox
DEFORMAQ@ES DE ENGENHARIA
ou ov 1(ou ov
€&y = — , &, = — , &, = —|—+ —
OX v oy Y 2 oy  ox
e Deformagdo em xx
Da equacgéo (A.15), tem-se:
ou , Ou , Ov ou ov
— =c¢ —+s —+cs|— +—
oX 0x oy oy  0Ox
€ = C&, + s&, + 2csg, (A.19)

e Deformagédo em yy:

Da equacgéo (A.18) , tem-se:

ov , Ou , OV ou Ov
— =s" —+c¢" — —-cs|— + —
oy ox oy oy 0Ox
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_ 2 2 _
g, = s€, +Ceg, — 2csg, (A.20)

e Deformacgéao xy:

Das equacgdes (A.16) e (A.17), tem-se:

1(ou ov ou ov 5 o\ 1 [ ou ov
——+—:—cs—+cs—+(c—s)——+—
2\ oy OX ox oy 2\ 0y 0Ox

€, = —CSE, + CSg, + (c2 - sz) € (A.21)

Xy xy

Colocando na forma matricial as equagdes(A.19), (A.20) e (A.21), encontra-se a

matriz de transformacao para as trés componentes, como segue:

€y c s 2cs €.

gy | = s < —2cs €,y (A.22)

€y -cs cs (02 - 52) €.y

Onde:
& & 2cs

T=|5s ¢ —-2cs (A.23)
—-cs cs (c2 - 52)

Substituindo na equagéo acima e, = y;y e €, = y;y , tem-se:

180



Identificacdo de pardmetros estruturais com emprego de analise inversa

€y C s cs €,
_ 2 2 _
gy | =1 s c cs €,
2 2
Txy —-2cs 2cs (c - s ) Yy

Onde T, € a matriz de transformagdo de coordenadas para o caso de se adotar

c S cs
T. =| s c —Cs (A.24)

—2cs 2cs (02 - 82)

A seguinte relagao existe entre as matrizes de transformacao:

T! = (T,) (A.25)
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TRANSFORMAGAO COORDENADA PARA A TENSAO NO
PLANO

v
bed

é_
y O

GYY

Figura 18 — Sistema de coordenadas.

O tridngulo da Figura 18 tem duas de suas faces ortogonais com 0s eixos x e y

respectivamente e a outra face, cuja area é igual a a, ortogonal ao vetor unitario u.

A projecao da area o sobre os planos ortogonais aos eixos x e y, pode ser

escrita como:

O equilibrio das forgas que atuam nas faces do tridngulo podem ser escrita

como:

O vetor tenséo atuando na face ortogonal ao vetor u pode ser escrita como:
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A componente do vetor tensdo, atuando no plano ortogonal ao vetor u' na

direcéo de um vetor u?, pode ser escrito como:

_ 1.2 1.2 1.2 1.2
6 =o0o,uu, +0 uu + 0 (uxuy + uyux)

A Figura 19 apresenta um sistema de coordenadas xy girado de um angulo 0 a

partir do sistema (x,y)

» X

Figura 19 — Sistema de coordenadas
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Onde: ¢ = cos® , s = sen0

e Tensdo xx
O = c’o,, + s’c,, + 2cs0,, (A.26)

X X XX vy

e Tensédoyy

o,, = s'o,, +c’c,, — 2cso,, (A.27)
Tenséo xy
c,, = —cso,, + cso,, + (¢’ - )0, (A.28)

A transformagéao para as trés componentes de tensédo pode ser escrita na forma

matricial como:

Oy c s 2cs C,.

|l =1 s c 2cs c,,
2 2

Xy —Cs cCs (c - s ) xy
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