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Resumo

GATTI, A. C. (2006). Anadlise dinamica linear de poérticos planos pelo Método dos Elementos
Finitos. Campinas. 104p. Dissertacdo (Mestrado). Faculdade de Engenharia Civil, Universidade
Estadual de Campinas - UNICAMP.

Neste trabalho estuda-se o comportamento de porticos planos submetidos a acdes dinamicas.
Apresenta-se, inicialmente, a Equacdo de Movimento de Lagrange através das variacdes das ener-
gias cinética, potencial mais o trabalho das for¢as ndo conservativas. Em seguida, pelo emprego do
Método dos Elementos Finitos sdo desenvolvidas as matrizes de rigidez, massa e amortecimento
para o elemento de portico plano. O amortecimento introduzido € o de Rayleigh. Estudam-se dois
métodos para a realizacio da andlise dinamica: o método de Newmark e o Método da Superposi¢ao
Modal, também sendo realizado um estudo do problema de autovalor e autovetor pelo emprego do
Método das Poténcias e o Método da Deflacdo de Wielandt. Os autovalores e autovetores for-
necerdo as freqiiéncias naturais e os modos de vibragcdo da estrutura. Finalmente, sio mostrados
exemplos numéricos para a andlise do comportamento dos porticos planos.

Palavras-chave: Analise Dindmica, Método dos Elementos Finitos, Método de Newmark,
Método da Superposi¢ao Modal.
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Abstract

GATTI A. C. (2006). Linear dynamic analysis of plane frameworks with use of the Finite Element
Method. Campinas. 104p. Dissertacdo (Mestrado). Faculdade de Engenharia Civil, Universidade
Estadual de Campinas - UNICAMP.

In this work, it is studied the behavior of plane frames submitted to dynamic loads. First of
all Lagrange’s Equations of Motion is presented by the kinetic and potential energy variation plus
the work of the nonconservative forces. Next, the stiffness, mass and damping matrices for the
plane frame element are developed with the use of the Finite Element Method. Damping is intro-
duced from the Rayleigh damping. Both Newmark Method and Modal Superposition Method are
studied to carry out the dynamic analysis. It is also carried out a study of the eigenvalue problem
by Power Method and Wielandt Deflation Method. Eigenvalues and eigenvectors will provide the
natural frequencies and normal modes of the structure, respectively. Finally, numerical examples
are related to the analysis of the plane frameworks behavior.

Keywords: Dynamics of plane structures, Finite Element Method, Newmark Method, Modal
Superposition.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Comentarios Iniciais

A andlise dinamica dos corpos vem sendo empregada ha muito tempo no ambito de varias
engenharias como: mecanica, naval, aerondutica e aeroespacial, pois grande parte de suas criagdes
estd sujeita as vibragdes na maior parte do tempo de sua utilizagdo, como automdveis, navios,
avides, foguetes, etc.

Atualmente, com o advento de novas tecnologias e novos materiais, cada vez mais leves e resis-
tentes empregados nas estruturas civis, a andlise de vibragdes € de fundamental importincia sendo
um campo muito extenso para pesquisa dentro da engenharia civil.

Construgdes civis destinadas a eventos esportivos ou musicais, como estadios de futebol ou
discotecas, edificios altos e de grandes vaos, pontes e passarelas para pedestres, chaminés, torres,
instalagdes industriais que suportam mdaquinas vibratorias, enfim, todas essas constru¢des devem
ter atencao especial relacionados aos problemas de vibragao.

Na maioria das vezes estas vibragdes sao indesejaveis nas estruturas, tanto do ponto de vista da
seguranga, pois existe um aumento de tensdes, quanto ao desconforto que podem causar as pessoas.

Cabe ressaltar dois aspectos que levam a motivacdo para realizacdo de um estudo dindmico
comparado ao seu equivalente estatico. O primeiro deles seria que um problema dindmico varia
com o tempo, isto &, a solicitacdo da estrutura e sua resposta sao diferentes em cada instante. Ao
contrdrio da andlise estatica em que a solucdo € Uinica, uma anélise dinamica torna-se entdo mais
complexa e laboriosa. O segundo aspecto bésico seria o fato de que nos problemas dinamicos
surgem forgas de inércia, associadas as aceleragdes; forcas de dissipacdo, geralmente associadas
as velocidades, e finalmente as forcas restauradoras, sendo que somente estas ultimas sdo consi-
deradas no problema estético.

Segundo Cook e outros [10] uma andlise dinamica € justificada se a freqii€ncia excitadora apli-
cada na estrutura € aproximadamente um ter¢o maior quando comparada com a primeira freqii€éncia
natural de vibracdo da estrutura (freqiiéncia mais baixa). Quando contrario, os efeitos da inércia
podem ser desprezados e o problema torna-se quase-estatico, sendo suficiente a realizagao de uma
andlise estdtica para obtencdo dos resultados.



1.2 Objetivo

O objetivo deste trabalho é realizar um estudo sobre o comportamento de pdrticos planos sub-
metidos as acOes dinamicas no regime elastico linear. Véarios métodos sdo empregados neste tipo de
analise, porém, aqui, serdo desenvolvidos dois deles: Método da Superposi¢ao Modal e o Método
de Newmark. Um estudo das freqii€ncias naturais, modos de vibragdes naturais e amortecimento
estrutural também foi incluido.

Como resultado final, € apresentado um programa desenvolvido no ambiente Delphi e intitula-
do de PE.F. (Portico por Elementos Finitos). Esse programa realiza tanto analise estdtica quanto
andlise dinamica de poérticos planos e também € possivel visualizar graficamente os resultados obti-
dos, como: deslocamentos, velocidades e aceleracdes dos nds; diagramas de esforcos solicitantes:
Normal, Cortante, Momento e os Modos de Vibracao.

1.3 Revisao Bibliografica

1.3.1 Meétodos de Analise Dinamica

Newmark [19] elaborou um procedimento geral para a solucdo de problemas em estruturas
dinamicas. O método pode ser aplicado as estruturas com qualquer configuragdo, em regime
elastico ou plastico. Qualquer tipo de carregamento também pode ser simulado, tais como aqueles
devidos a choques ou impactos, vibracao, terremotos e explosdes nucleares.

Archer [2] introduziu os conceitos relativos a consideracdo da distribui¢cao de massa de uma
estrutura, denominado matriz de massa consistente, iniciando-se entdo os primeiros estudos de
problemas dindmicos pelo método dos elementos finitos. O comportamento de sistemas mais
complexos passou a ser analisado sob a acdo das mais variadas excitacdes dinamicas.

Wilson e Penzien [26] desenvolveram dois métodos para avaliacdo das matrizes de amorteci-
mento ortogonal. O primeiro relaciona os fatores de amortecimento modal com os coeficientes da
série de Caughey. O segundo € uma aproximacao direta, a qual exprime a matriz de amortecimento
como a soma de uma série de matrizes que produzem amortecimento em um modo particular.

Wilson [4] tornou o método geral de Newmark incondicionalmente estdvel pela introducao de
um fator 6. A introducdo desse fator foi motivada pela observacdo de que uma solucdo instavel
tende a oscilar sobre a solu¢do verdadeira, amortecendo numericamente os modos de maiores or-
dens do sistema.

Giirgoze [13] calculou de maneira aproximada as freqiiéncias fundamentais e os corresponden-
tes modos de vibracdo de uma maneira simples, sem resolver a equacao caracteristica que governa
o problema. Esta formulacdo permite introduzir varios pontos de massa e mola simultaneamente e
um problema geral de autovalor e autovetor foi formulado.

Wu e Lin [27] fizeram uma anélise de vibragdo livre de vigas uniformes em balan¢co com mas-
sas concentradas nos nds além daquela distribuida oriunda do material. Utilizaram um método que
combina solu¢do analitica e numérica.



Grossi, Albarracin e Zannier [14] obtiveram as freqiiéncias naturais € modos de vibragdo pa-
ra vigas com apoios intermedidrios e as extremidades submetidas a restricdes eldsticas tanto para
translagdes quanto para rotagdes.

Naguleswaran [18] estudou as vibragdes transversais de uma viga uniforme de Euler-Bernoulli
sob efeito tracao total, parcial e compressao total através de forca axial distribuida. A solugdo geral
foi expressa como a superposicao de quatro fungdes de séries de poténcias independentes.

Dentre as diversas referéncias relacionadas ao assunto da analise dinamica das estruturas estao
as obras de Clough e Penzien [9], Paz [20] e Chopra [8].

Clough e Penzien [9] destacam as vantagens e desvantagens dos métodos diretos e o da su-
perposicao modal. O primeiro pode ser utilizado tanto na andlise linear quanto na ndo linear e
apresenta o incoveniente de ter a necessidade de definir explicitamente a matriz de amortecimento
C. O segundo necessita do calculo de apenas algumas freqiiéncias naturais e modos de vibra¢do em
func¢do das coordenadas modais, mesmo o sistema possuindo muitos graus de liberdade, e destaca
como desvantagem a possibilidade de ser aplicado apenas para regime linear, onde as equagdes
podem ser desacopladas.

Chopra [8] mostra que o método de Newmark € incondicionalmente estdvel para aceleragdo
média constante e se torna condicionalmente estavel para o caso da variagdo linear da aceleracao,
em que a escolha do incremento de tempo Af deve ser feito de maneira mais criteriosa.

1.3.2 Carregamentos Dinamicos

Venancio [23] determinou as linhas de influéncia dinamica de vigas e barras através da passa-
gem de uma carga unitdria sobre determinados elementos € com uma certa velocidade constante.
Utilizou a distribuicao de massa concentrada nos nos das estruturas. O método de andlise modal
foi aplicado, resultando em n equagdes diferenciais, cujas solucdes foram obtidas pela transforma-
da de Laplace. O método da superposi¢cao modal foi empregado para a determinagdo da relacdo
tempo-deflexdo a qual corresponde as linhas de influéncia dinamicas, obtidas na forma fechada.

Jung [15] fez a analise dinamica de vigas e porticos planos sob cargas mdveis com velocidade
constante. O método da superposicao modal e o método dos elementos finitos foram utilizados
para a obtenc¢do dos resultados.

Bulent [6] realizou um estudo de vibracao forcada em porticos planos e tridimensionais utili-
zando o método matricial de massa continua associado ao método da superposicao modal. Com-
parou os resultados com as estruturas modeladas com massa concentrada e consistente.

Yoshimura, Hino e Ananthanarayana [28] realizaram um estudo de andlise dindmica de de-
flexdes de vigas incluindo o efeito da ndo linearidade geométrica proveniente do carregamento de
uma carga movel. A viga foi modelada trabalhando no regime eldstico e simplesmente apoiada,
com apoios imdveis.

Filipich e Laura [12] fizeram um breve estudo das vibragdes em porticos planos com apoios



elasticos.

Timoshenko, Young e Waver [22] deram a resposta, em forma fechada, para a deflexdo de uma
viga simplesmente apoiada sujeita a um carregamento mével constante perpendicular ao eixo da
viga,Figura (1.1), sendo expressa por:
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A primeira série corresponde a solucao da vibracdo forcada e a segunda a vibragdo livre da viga.
Paz [20] obteve a resposta, também em forma fechada, para a deflexdo uma viga simplesmente
apoiada sujeita a um carregamento estdtico e aplicado repentinamente, Figura (1.2).
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Figura 1.2: Carga Estética Aplicada Repentinamente
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Abu-Hilal e Mohsen [1] obtiveram as respostas na forma fechada para vigas isotropicas, tra-
balhando no regime eldstico e sujeitas a carregamentos méveis em trés niveis de movimento: ace-
lerado, desacelerado e constante. As vinculagdes de apoio foram modeladas para vigas apoiada-
apoiada, engastada-engastada, apoiada-engastada e engastada-apoiada. Os efeitos da velocidade e
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da freqiiéncia da forca mével também foram estudados.

1.4 Conteudo do Trabalho

Como resultado do trabalho desenvolvido, essa dissertacdo encontra-se organizada como se
segue.

No Capitulo 2 € feita uma abordagem para o estudo da andlise dinamica das estruturas par-
ticularizado para o caso de poérticos planos como ou sem articulagdes sendo fundamentada na
Equacgao de Movimento de Lagrange na anélise. O Método dos Elementos Finitos € utilizado para
a obtencao das matrizes de rigidez e massa dos elementos.

No Capitulo 3 € realizado um breve estudo sobre os métodos de andlise dinimica empregados
nesse trabalho. Sao métodos bastantes consagrados e validados, principalmente no que diz respei-
to a andlise dindmica linear. O primeiro € a andlise das freqiiéncias naturais e modos de vibracao
naturais de um sistema utilizando o conceito da deflacdo de Wielandt, que basicamente consiste na
eliminacdo dos maiores ou menores autovalores de uma matriz com autovalores reais e distintos.
O segundo deles é o Método da Superposi¢cao Modal, e que se encontra intimamente relacionado
com as freqiiéncias naturais e modos de vibracdo do sistema. E finalmente o terceiro, conhecido
como o Método de Newmark, que € um método de integragao numérica no dominio do tempo. A
simulacdo de amortecimento estrutural também € desenvolvida através do amortecimento de Ray-
leigh.

No Capitulo 4 s@o apresentados os tipos de solicitacdes a que as estruturas estudadas poderao
estar submetidas. Uma familia de funcdes que regem o comportamento das cargas estaciondrias
foi implementada, sendo apresentados onze tipos. As outras formas de solicitacdo desenvolvidas
sdo: cargas moveis concentradas e distribuidas, além do efeito da vibracdo de base.

No Capitulo 5 sao elaborados nove exemplos, separados em trés blocos que variam de acordo
com os tipos de cargas utilizadas. O primeiro bloco contém cinco exemplos para cargas méveis, o
segundo contém dois para solicitacdo de base e o terceiro contendo dois para cargas concentradas
estaciondrias dindmicas. Os resultados obtidos para os exemplos referentes as cargas méveis sao
comparados com trabalhos encontrados na literatura e os restantes sao comparados com o software
SAP2000. Comentérios a respeito dos resultados obtidos sdo feitos no fim de cada bloco.

No Capitulo 6 sdo apresentadas as consideragdes finais e conclusdes observadas a partir dos
resultados obtidos. Sao mencionadas algumas sugestdes para trabalhos futuros, que podem com-

plementar este.

No Anexo A € mostrada a consideracao dos efeitos de recalque e mola a que um pértico pode
ser submetido sob efeito dinamico.

No Anexo B € apresentado um manual de utiliza¢do do programa PEF.



Capitulo 2

Estudo da Analise Dinamica com o MEF

2.1 Equacao de movimento de Lagrange

De acordo com Clough e Penzien [9] a equacdo de movimento para um sistema como N graus
de liberdade pode ser derivado diretamente do principio variacional da dindmica, conhecida como
Principio de Hamilton.

Ele estabelece que a variacdo das energias cinética e potencial mais o trabalho feito por forcas
ndo conservativas consideradas em um intervalo de tempo de 71 a t, deve ser nula, levando dire-
tamente as equagdes de movimento de qualquer sistema. O modelo matematico € representado
por:

[5) y)
(T—-U)dt+ | Wncdt=0 (2.1)
h n

Tanto a energia cinética quanto a potencial, juntamente com o trabalho das forcas nao conser-
vativas, podem ser expressos em termos de um conjunto de coordenadas generalizadas, geralmente
representadas por ¢q1,4q2, ...,gn.

Segundo Clough e Penzien [9] entende-se por deslocamentos generalizados, ou coordenadas
generalizadas, de um sistema de N graus de liberdade, como qualquer conjunto de gy coordenadas
que determina completamente a posi¢ao de todos os pontos contidos no sistema.

Para a maioria dos sistemas estruturais a energia cinética pode ser expressa em funcdo das
coordenadas generalizadas e suas derivadas primeiras em relacdo ao tempo:

T:T<q17q27"'7QNaQIaQZa---7QN) (2.2)

Ja a energia potencial pode ser escrita em funcao apenas das coordenadas generalizadas:

U:U(CIbC]Za'--,CIN) (23)

Finalmente, a parcela referente a variagdo do trabalho das forcas ndo conservativas € dada pelo
deslocamento virtual causado por variacdes das coordenadas generalizadas, podendo ser expresso
como uma fungao linear do tipo:

dWne = 018q1 + 02092 + ... + Ondgn (2.4)

onde os coeficientes Q1, Q»,..., On sdo funcdes de forcas generalizadas correspondendo as coor-
denadas ¢1, ¢2,..., gn, respectivamente.



Substituindo as Equacdes (2.2), (2.3) e (2.4) na Equacdo (2.1) e manipulando-as, chega-se a

seguinte equagao:
(N1 9 /dT oT U
— | = — — = i10g; pdt =0 2.5
[R5 (5) 5 5ol e

Sendo todas as variagdes d¢; (i = 1,2,...,N) arbitrarias, a Equagdo (2.5) ¢é satisfeita quando o
termo entre colchetes vale zero, isto é:

9 <8T) oT U
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A Equacgdo(2.6) € conhecida como equagdo de movimento de Lagrange.

2.2 Teoria de Barras de Euler-Bernoulli

No desenvolvimento do modelo para pdrticos planos, sdo consideradas as hipéteses de Euler-
Bernoulli para barras planas e referenciadas a um plano cartesiano xy, sendo elas:

e a secdo transversal possui um plano longitudinal de simetria;
e 0 carregamento atua no plano longitudinal de simetria;

e as secdes transversais perpendiculares ao eixo permanecem perpendiculares apds a deformacado
(hipotese de Navier);

e ndo ocorre deformagado no plano da secdo transversal;

e pequenas deformagdes e pequenos deslocamentos;

e material homogéneo e isotropico;

e a barra € prismadtica, inicialmente reta e livre de tensdes residuais e imperfeigoes.

Dessa forma, o deslocamento vertical de qualquer ponto ao longo de uma secdo transversal
pode ser descrito em funcdo dos deslocamentos do eixo da barra, conforme esquematizado na
Figura (2.1).

O deslocamento de um ponto arbitrario R pode ser expresso em termos dos deslocamentos do
ponto P, localizado no eixo baricéntrico da barra, sendo escritos como:

Ugr = up—y, sen® 2.7)

VR =vp—Yo(1 —cos ) (2.8)

Assumindo pequenos deslocamentos, pode-se admitir: sen® =0, 1g0 =0 e cos0 = 1, assim
as Equacdes (2.7) e (2.8) podem ser reescritas da seguinte forma:

ov
UR = up —y,0 = 1, —yoa—; (2.9)

VR = vp (2.10)
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Figura 2.1: Campo de Deslocamentos

O vetor de deslocamentos u é definido como:

d
I - oN_
u:{bv‘R}: Yoox {;‘P}sz 2.11)
R 0 1 P
sendo V um operador de vinculo.
O vetor de velocidades é dado por:
u=Vup (2.12)

As deformacdes para barras, de acordo com as hipdteses assumidas, € representada apenas por
aquela referente a deformacao na direcao longitudinal (€,), sendo dada por:

£ =Lup = {&,} (2.13)

Onde L é um operador linear, dado por:

2
L= [ % _yo% ] (2.14)

As tensOes podem ser obtidas pela seguinte relagao:
6 =De = {o,} (2.15)
onde, de acordo com as hipdteses assumidas, a matriz eldstica D € dada por:
D=E (2.16)

Substituindo as Equacoes (2.13), (2.14) e (2.16) em (2.15), chega-se a:

. aup asz
GX—E<g—yow) (217)



2.3 Discretizacao dos Elementos de Portico pelo MEF

Um elemento de portico n € geralmente representado pelo seu eixo baricéntrico, podendo ser
modelado para seis deslocamentos associados a cada elemento, sendo: quatro translagdes (g1, g2,
g4 € gs) e duas rotacdes (g3 € gg), conforme Figura (2.2).

Iy

By N E.1,Ap Gy~

X
—> 0 - —» —>
q1 n q4
o s
| L )

7 7

Figura 2.2: Elemento de Portico

Em problemas dinamicos, desde que se tenha um nimero grande de incégnitas nodais ¢; dis-
cretizando o sistema, pode-se escrever as seguintes equacoes em relagdo ao eixo baricéntrico do
elemento, as quais fornecem uma boa aproximagdo em relagdo ao resultado real:

up, = N,q, (2.18)
up, = Nn(ln (2-19)
ip, = Nniin (2.20)

onde N, representa a matriz de func¢oes de forma associada ao elemento discretizado.

Substituindo a Equacao (2.18) em (2.13), obtém-se o vetor de deformagdes:
€, = L,N,»q, = B,q, (2.21)
O vetor de tensdes € obtido pela substitui¢ao de (2.21) em (2.15):
6, =D,B,qy (2.22)

A partir desse ponto sao definidas as parcelas de energia associada ao elemento em estudo para
que possam ser inseridas na equagao de movimento de Lagrange (2.6).

A energia potencial total U, do elemento € formada por duas parcelas: uma € a energia potencial

interna que ¢é igual a energia de deformacdo Ui, armazenada na estrutura carregada e a outra € a
energia potencial externa Ue,, ou das cargas externas (desde que elas sejam conservativas), ficando:

U, = Ui, +Ue, (2.23)

A energia de deformacao interna Ui,, como mostrado por Assan [3] vale:
R
Ui, = E/V €,6,dV, (2.24)
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Que, reescrita em termos das incognitas nodais, fica:
Ui, = / q!B’'D,B,q, dV, (2.25)
A energia potencial externa é dada por:
Ue, = — /S up,fs ds, — Y up,F, (2.26)
n i

O sinal negativo indica que cada esfor¢o externo realiza trabalho negativo ao retornar da
posicao carregada para a inicial, sem carga.

Neste trabalho, as forcas ndo conservativas sdo dadas somente por aquelas que introduzem
amortecimento na estrutura; porém, se as forcas externas aplicadas também fossem do tipo nao
conservativa elas seriam introduzidas nessa parcela.

Substituindo as Equagdes (2.25) e (2.26) na parcela da equacdo de Lagrange referente a energia
potencial total, resulta:

Ui
. o ( / B/D,B, an) n (2.27)
qn Vn
U .
e / NTfS as,— Y NI (2.28)
qn Sn i

A energia cinética € dada como:

1
T,— - / a7 poit, dV, (2.29)
2 Jy,
Substituindo a Equacao (2.19) em (2.12), tem-se:
u, = V,N,q, = G,.q, (2.30)

Assim, reescrevendo a Equacao (2.29) em funcao das incognitas nodais, chega-se:

Ti=» / 7 GI puGriyy Vi 2.31)

Inserindo a Equacdo (2.31) na Equacdo de Lagrange, referente a parcela correspondente a
energia cinética, obtém-se:

9 (9T, .
a‘;(a_qn) o ( | cip.G, dV)qn (2.32)

A variacdo do trabalho realizado pelas for¢as de amortecimento, de acordo com a Equacgao
(2.4), pode ser representada por:

SWnc, = dul. (— / Cn ﬁnan) (2.33)
Vi

Comparando a Equacdo (2.4) com (2.33), obtém-se a parcela referente as forcas generalizadas
(Oy), ficando:

0, = —( § Glc,G, an> dn (2.34)
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sendo du! = 8q! GT.

Substituindo as Equacoes (2.32), (2.27), (2.28) e (2.34) em (2.6), escreve-se:

( / G, pxGy an) dn+ < / Glc,G, an> an+ ( / B/D,B, an) Q= / NIty dS,+Y NJF,
V, Va Vi Sn i

(2.35)
As matrizes de massa, amortecimento e rigidez do elemento sdo dadas pelos termos entre
parénteses, respectivamente:

M, = / G7 .G, dV, (2.36)
Va

C, = / Gl ¢,Gy dV, (2.37)
Va

K, = / B/D,B, dV, (2.38)
Vi

O vetor de carregamento total ¢ dado por P, = Ps,, + P, que representa a soma das parcelas
das forcas de superficie e forcas concentradas, respectivamente:

Ps, = /S NT§ ds, (2.39)

Pc, =) F, (2.40)

A resposta referente a todo o sistema € dada pela soma da contribui¢do de cada um destes ele-
mentos discretizados. Torna-se necessario o emprego de uma matriz de transformacao que escreve
as coordenadas do sistema local do elemento para o sistema global, conforme esquematizado na
Figura (2.3) e representada pela matriz T.

Y

a6 /q&

\s

X

Figura 2.3: Transformagao de Coordenadas

[ cosd sendp 0 O
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0 0 1 0 0
0 O cos¢ send
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0
0

- o O O O O

S o O
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As matrizes globais, juntamente com os vetores de cargas sdo dados por:

M=) T/M,T, (2.41)
c=Y1’C,T, (2.42)
"
K=Y T/K,T, (2.43)
"
P (17ps,+1]Pc, ) (2.44)

Finalmente a equacao de equilibrio global para o sistema € dada por:

Mi + Cq+Kq="P (2.45)

2.4 Matrizes de Massa e Rigidez Elastica para Elementos de
Poértico

Nessa fase sdo desenvolvidas as matrizes de massa e rigidez para quatro tipos de elementos de
porticos, com diferentes tipos de vinculagdes associadas aos seus nds, sendo eles:

e Barra Engastada-Engastada;
e Barra Engastada-Articulada;
e Barra Articulada-Engastada;
e Barra Articulada-Articulada;

A escolha das fung¢des de interpolagdo sao feitas de forma que satisfacam as condi¢des de con-
torno essenciais e naturais, impostas para cada um dos casos supracitados.

Admitindo-se que a deformacao longitudinal €, seja constante ao longo do elemento finito, os
deslocamentos longitudinais podem ser representados por um polindmio de primeiro grau:

u(x) =a;+axx (2.46)

Como os deslocamentos transversais e as rotacdes nao sao independentes, escreve-se o des-
locamento transversal de qualquer ponto do eixo longitudinal do elemento em funcdo de quatro
incognitas nodais: g2, g3, g5 € g, sendo dado por um polindmio do terceiro grau:

v(x) =a3z+asx+ asx’ + agx’ (2.47)
Com isso tém-se um total de seis parametros nodais (dois longitudinais e quatro transversais).

E possivel reunir as fungdes de forma, escritas em fungdo das incgnitas nodais, de maneira a
formarem a matriz N,,, sendo dada por:
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an[”l 0 0 np O 01 (2.48)

0 n3 ng 0 ns ng

onde os coeficientes np, ..., ng contém as fungdes de forma para cada grau de liberdade do elemento.

Com isso, utilizando a matriz L. da Equacao (2.14), determina-se também a matriz B,,, ficando:

_ | onp Pmo 9%n3 ons  9%ns 9%ng
Bo=LN,=| 5t Ty, Ty, e Ty, T, 249
E com a Equacdo (2.30), obtém-se a matriz G:
B al’lz B 8n3 _ 8n5 _ al’l6
G, =V,N,y= | "1 Tgp Ty M T T (2.50)
0 ny n3 0 ns ne

2.4.1 Barra Engastada-Engastada

Esse modelo é o mesmo representado pela Figura (2.2).

Através das condi¢des de contorno para os deslocamentos longitudinais consegue-se determi-
nar os coeficientes da funcdo (2.46):

ar =qi, para u(0);
_ q2—4q1
L

as , parau(L).

Obtendo assim a funcao para os deslocamentos longitudinais:

u(x) = (1 - %) q1 +% ) (2.51)

- . . ) X
Ou escrevendo a fun¢do acima em coordenada adimensional N = I fica:

um) =(1-m)q1+n g3 (2.52)

Para as condicdes de contorno dos deslocamentos transversais t€ém-se:

as = qa, para v(0);
as = q3, para V' (0).
qs = q>+q3L+asL? +agl?, parav(L).
g6 = q3 +2asL+3aeL?, paraV/(L).

Os valores de a5 € ag sdo obtidos resolvendo o sistema linear de duas equagdes e duas incognitas
dado pelas duas ultimas expressdes acima, resultando:

3(gs—q2) | 96 +2q3 2(q2—q5)  q3+4s
A ¢ - TTp
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Dessa maneira, manipulando os resultados, obtemos a seguinte fun¢do para os deslocamentos

T o e ) (e
oG =) e [(G) - (2) e

Ou escrevendo a fung¢do acima em coordenada adimensional:

(2.53)

vm) = (1 -3+ )+ M-2n2+m)L g3+ (3n* —2n°)gs + (M —n?)Lgs  (2.54)

Com isso obtém-se a N,,, dada por:

1—n 0 0 n 0 0
N, = (2.55)
0 1-3n*+2n M-2n*+n°)L 0 3n°-2n° (-m’+n’)L
Utilizando (2.49), a matriz B,, passa a ser escrita como:
1 (—6+12n —4+6m 1 (6—12n —2+6m
B _LN, [ A S T LT e
Em coordenadas adimensionais, as derivadas se relacionam conforme segue:
ou 1 du 9%y 1 0%
_— = = — e - = -
ox L an ox? L? on?
De acordo com a Equacao (2.38), resulta a seguinte matriz de rigidez para o elemento:
T EA EA T
— 0 0 - 0 0
L L
12E1 6E1 12EI  6EI
T " DT
6E1 4E1 6EI 2EI
O = T Y = T
K, = EA EA (2.57)
—— 0 0 — 0 0
L L
12E1 6E1 12E1 6EI
5 o Y o Tz
6E1 2E1 6ElI  4EI
0 — — 0 - —
L L? L L? L
sendo: [,dA=A, [,y2dA=1 e [,y,dA =0 (se¢do simétrica).
Pela igualdade (2.50) determina-se a matriz Gy;:
6m—n’ 6(—m-+n’
ton STy sy, e S o sy,
G, = L L
0 1-3m*+2n° (M-2*+m)L 0 3n°-2n° (—n’+n’)L
(2.58)
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E a matriz de massa € obtida pela Equacgdo (2.36):

[ 140 0 0 70 0 0 [0 0 0 0 0 0
0 156 22L 0 54 —13L 0 36 3L 0 —36 3L
_ pAL 0 220 41> 0 13L -3I? . ol 0 3L 4> 0 -3L -IL?
420170 0 0 140 0 0 30L1o 0 0 0 0 0
0 54 13L 0 156 —22L 0 —36 —3L 0 36 -—3L
| 0 —13L 31> 0 -22L 4L* | |0 3L -L* 0 —3L 4L |
(2.59)

2.4.2 Barra Engastada-Articulada

De maneira anédloga a barra bi-engastada, podemos determinar as respectivas matrizes de rigi-
dez e massa desse elemento alterando as condi¢des de contorno.
Esse modelo pode ser representado conforme a Figura (2.4).

Iy

a3y E, 1A p WGy~

s
a n O
o e
| L L

7 1

Figura 2.4: Barra Engastada-Articulada

Sabe-se que na presenca de uma rétula, existird apenas a transmissiao de esfor¢cos normal e

2
.. v
cortante, sendo nulo o momento fletor e consequentemente sua curvatura (ﬁ = 0> .
X

A funcdo para os deslocamentos longitudinais nao sofrerd alteragdes, permanecendo a mesma
da igualdade (2.52).
Para as condi¢des de contorno dos deslocamentos transversais t€m-se:

as = q, para v(0);
as = q3, para v'(0).
as = —3L ag, paraV’(L).

Substituindo os valores dos coeficientes acima na Equacdo (2.47) obtém-se os valores de as e
ae dados por:

3(gs—q2) 3q3 . . :_(615—612)+£
212 2L 6 213 212

as =
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Dessa maneira, manipulando os resultados, obtemos a seguinte fun¢do para os deslocamentos
transversais:

v(x) :[1 %(2%)2%(%)3] 2t K%) _%(I%f%(%ﬂL o (2.60)
5650

Ou escrevendo a fung¢do acima em coordenada adimensional, fica:
3 1 3 1 3 1
Y o 2024 i3\ 2.2 1.3 261
v(n) ( oM +2T1 )q2+(n N +2n q3+ SN —35M Jas (2.61)
A matriz N,, € dada por:

1—n 0 0 n 0 0

N, = 3 1 3 1 3 1 (2.62)
Y ~m3 Y ~m3 M2~ 3
0 1 >N +2n (n oM +2n )L 0 SN =5 0

E a matriz B, para esse tipo vale:

B, — { 1 (=3+43n)  (=3+3n)

3-3
I 12 Yo I Yo ( n) Yo 0 (2.63)

~1 =
h
[\

E a matriz G, fica:
3 (2n—7?) 3 5 3 (-2n+m%)
1-m 5 Yo —1+3n—§n Yo M 5[ Y 0
G, = (2.64)
3 1 3 1 3 1
1—2n24 -3 _2n21-n3\L On2 13
0 271 + 271 (ﬂ 271 + 271 0 2T] 2Tl 0
Abaixo seguem apresentadas as matrizes de rigidez e massa, obtidas através das Equacdes
(2.38) e (2.36), respectivamente:

[ EA EA
= 0 0 == 0 0
L L
o OEL SEL 0 3EL
JERE JE
3EI 3EI 3E1
o = == -2 0
K, = L L L (2.65)
EA EA
== 0 0 = 0 0
L L
o Bl 3Bl 3EL -,
TR 3
0o 0o 0 0 0 O
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(280 0 0 140 0 0 0 0 0 0

0 408 72L 0 117 0 0 36 6L 0

PAL 0 72L 161> 0 33L 0 .\ pl 0 6L 6L*> 0
" 840 40 0 0 280 0 0| 30Llo o 0 o0
0 117 33L 0 198 0 0 —36 —6L 0

0 0 0 0 0 0] 0 0 0 0

2.4.3 Barra Articulada-Engastada

—36
—6L

36

S O O o O O

(2.66)

As matrizes de rigidez e massa para esse tipo de elemento sdo idénticas as obtidas para a barra
engastada-articulada, sendo necessario mudar apenas a incdgnita nodal relacionada a0 momento
nulo na articulacdo. No elemento anterior esta foi representada pela incégnita gg, sendo que para

esse caso serd dada pela incégnita g3
Esse modelo segue representado pela Figura (2.5).

I?J

a3y E, 1A p Aoy~

s
TR n g
o e
) L L

7 1

Figura 2.5: Barra Articulada-Engastada

Para as condicdes de contorno dos deslocamentos transversais t€ém-se:

a3 = qo, para v(0);
as =0, para V" (0).
as = q¢ —3L> ag, paraV/(L).

Substituindo os valores dos coeficientes acima na Equacgdo (2.47) obtém-se os valores de a4 €

ae dados por:

_3(gs—q2) ge _(92—4a5)  ge
) ¢ =53 Top;

Dessa maneira, manipulando os resultados, obtemos a seguinte fun¢do para os deslocamentos

transversais:

w3036l ) () o [56)
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Ou escrevendo a fun¢do acima em coordenada adimensional, fica:

31 4 31 ;4 11,
=(1-n+= ) —n+-n°|L 2.
v(n) ( SN+5M )qz+(2n 5N )%( 2n+2n> 96 (2.68)
A matriz N,, torna-se:
1—-m 0 0 M 0 0
N, = 301 3001 11 (2.69)
1—>n+-n3 ‘ne-md [ —n+-n3\L
0 PNt 00 gn=am ( 2n+2n)

E a matriz B,, para esse tipo de elemento torna-se:
. 1 3n 1 —-3m 3n
B, = —7 27 0 7 2 Yo T Y } (2.70)

E a matriz G, fica:

3(1—7m?) 3(—141?) 1 )
I=m 5=F"% 0m 5—F—"y S{1=-3)y
G,= (2.71)

3013 3. 13 L
0 1-3n+5m° 0 0 Sn—2n (2n+2n)L

Abaixo seguem apresentadas as matrizes de rigidez e massa, obtidas através das Equacdes

(2.38) e (2.36), respectivamente:

EA EA

- 0 0 0 0
L L
L3 L3 L2
0 0 0 0 0 0
K, = (2.72)
T _EA L, o EA 0
L L
3EI 3EI 3EI
O - O T T
3EI 3EI 3EI
0 - 0 0 = =
i 12 12 L
20 0 0 140 0 0 ] 0 0 00 0 0
0O 198 0 0 117 —33L 0 36 0 0 —36 6L
CpAL| 00 0 0 0 0+p,oooooo
"T840 | 140 0 0 280 0 0 30LIo 0 00 0 0
0 117 0 0 408 —72L 0 36 0 0 36 —6L
| 0 -33L. 0 0 -—72L 16L* | |0 6L 0 0 —6L 6L% |
(2773)
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2.4.4 Barra Articulada-Articulada

O ultimo tipo de elemento modelado serd aquele dado por articulacdes nas duas extremidades,
Figura (2.6).

Figura 2.6: Barra Articulada-Articulada

De maneira semelhante aos tipos anteriores, é necessario fornecer as condi¢des de contorno

adequadas.
A funcao para os deslocamentos longitudinais nao sofre alteragdes, permanecendo a mesma da
igualdade (2.52).
Para as condi¢des de contorno dos deslocamentos transversais t€m-se:
az = q, para v(0);
as =0, para v’ (0).
ag =0, paraVv”’(L).
as = (45 Zqz), para v(L).

Manipulando os resultados, obtém-se a seguinte funcdo para os deslocamentos transversais:

v(x) = (1 - %) qz+% qs (2.74)

Ou escrevendo a fung¢do acima em coordenada adimensional, fica:

vin)=(1-m) ¢2+1ngs (2.75)

A matriz N,, torna-se:

I-m 0 O0mn 00O
N, = (2.76)
0O 1-m 0 O0OmnNn O
E a matriz B, passa a ser representada por:
B, = { ! 0 0 ! 0 0 } 2.77)
" L L '
Finalmente, a matriz G,, fica:
1-m 2 onq -2 o
G, = L L (2.78)



Abaixo seguem apresentadas as matrizes de rigidez e massa, obtidas através das Equacdes
(2.38) e (2.36), respectivamente:

EA EA
— 00 —— 00
L L
0 00 0 00
0O 00 0 00
K, = oA oA (2.79)
=00 —=— 00
L L
0 00 0 00
| 0 00 0 00|
(2 001 0 0] 0 0 00 O O]
0200710 01 00 —1 0
AL |0 00000 710 0 00 0 0
M, = PAt P (2.80)
6 1100200 Lio o 00 0 0
010020 0 -1 00 1 0
(00000 O] |00 00 0 O]

Pode-se observar que esse tipo de modelo é equivalente ao modelo de trelica plana quando
considerados apenas os efeitos axiais no elemento modelado.

O modo como foram obtidas todas as matrizes de massa, resulta nas chamadas matrizes de
massa consistente, relativas aos deslocamentos nodais. Essa € uma forma mais refinada de se
conseguir tais matrizes comparada com a distribuicdo de massa discreta, em que sdo consideradas
massas concentradas nos nds do elemento e que nao leva em consideracdo o efeito da rotacao da
secdo transversal.

2.5 Efeito do Amortecimento

E observado que na resposta dinamica da estrutura existe energia dissipada. Geralmente sdo as
forcas de amortecimento que estdo relacionadas a esse processo.

Para Przemieniecki [21] diferentemente da massa e rigidez, o amortecimento nao € necessaria-
mente uma propriedade inerente ao sistema. As forcas de amortecimento nao dependem apenas do
sistema oscilante mas também do meio circundante.

O mecanismo de amortecimento € geralmente descrito de trés maneiras:
e amortecimento viscoso;

e amortecimento estrutural;
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e amortecimento negativo.

O amortecimento viscoso ocorre quando o sistema estrutural estd movendo-se dentro de um
fluido e as for¢as de amortecimento sdo dependentes da velocidade.

O amortecimento estrutural € causado por atrito interno das moléculas dos elementos. As
for¢as de amortecimento sao fun¢do da deformagdo no sistema e a sua formulagdo matemaética nao
¢ facilmente obtida.

O amortecimento negativo ocorre quando o sistema, ao invés de dissipar energia durante a
vibracao, passa a ter energia adicionada a ele.

O amortecimento viscoso é o método mais comum de se levar em conta a dissipagdo de ener-
gia em dinamica das estruturas. A inclusdo desse tipo de amortecimento ndo altera a linearidade
da equacao diferencial de movimento e por isso foi o escolhido para ser introduzido nesse trabalho.

Pode-se distinguir trés casos diferentes de amortecimento viscoso, de acordo com o valor do
coeficiente de amortecimento estrutural ¢ e do coeficiente critico c., !

e amortecimento supercritico (¢ > c¢.): 0 sistema € nao-oscilatorio;
e amortecimento critico (¢ = c.,): 0 sistema estd na iminéncia para oscilar;

e amortecimento subcritico (¢ < c¢.): 0 sistema oscila em torno da sua posicao de equilibrio.

Sistemas criticamente amortecidos sdo de interesse especial em aplica¢des de engenharia, des-
de que retornem a sua posicdo de equilibrio no menor tempo possivel, sem oscilacdo. Porém, os
coeficientes de amortecimento ¢ costumam ser bem menores do que o ¢,

Na pratica € mais facil determinar ou estimar o fator de amortecimento modal associado a cada
freqii€éncia ao invés de se obter diretamente o coeficiente c. Alguns métodos, para sistemas com
um grau de liberdade, sdo destacados, como o do decremento logaritmico ou o método da meia
poténcia.

O fator de amortecimento (§) é definido como:
Ci

Ei= (2.81)

Cer,i

onde o indice i representa que existe um fator de amortecimento associado a cada freqii€éncia do
sistema.

A abordagem do amortecimento para o Método da Superposicdo Modal e para o Método da
Newmark € diferente, pois no primeiro hd a necessidade de se resolver a equagdo diferencial de
movimento desacoplada para cada grau de liberdade, e somente o fator de amortecimento € exigi-
do; no segundo método é necessario obter diretamente a matriz de amortecimento C.

10 amortecimento critico é o pardmetro que diz se o sistema é oscilatério ou ndo. Para sistemas com um grau de
liberdade tem-se ¢, = 2m®
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Geralmente, esta matriz € determinada pela combinacao da matriz de massa e rigidez do siste-
ma, mantendo a condicao de ortogonalidade dos modos de vibracao.

Uma dessas combinagdes € dada pelo amortecimento de Caughey:

N-1 .
C=MY a(M 'K) (2.82)
i=0

onde a; sdo constantes a serem determinadas.

Quando i =0 e i = 1 tem-se um caso especial, conhecida como amortecimento de Rayleigh,
ficando:
C=aM+aq 1K (2.83)
A igualdade (2.83) pode ser escrita como:

agp ap 0;
i= 2.84
g 2o 2 (2.84)

A Figura (2.7) mostra a representagdo grafica da Equacao (2.84).

& A
(3

Figura 2.7: Amortecimento de Rayleigh

As constantes ag e a; sdo obtidas através de dois fatores de amortecimento correspondente a
duas freqiiéncias diferentes através do sistema:

()42 2]()
&1 2 m%(m ai

a0 — 20001 (0p&1 — 1&p) a — 2(wp&0 — @1&1)
o} — 0} of — 0}

sendo:

A curva tracejada a é aquela obtida caso o sistema tivesse um amortecimento proporcional a
sua massa, e a linha tracejada b € aquela obtida para um amortecimento proporcional a sua rigidez.
Na prética, para sistemas com varios graus de liberdade, observa-se que nenhuma das duas curvas

¢ apropriada.
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Levando em consideracio a soma dessas duas propriedades obtém-se a curva c¢ (linha cheia),
que € o amortecimento de Rayleigh, Equagao (2.84).

Segundo Paz [20] devem ser tomado valores para um amortecimento conservador, sendo que
para estruturas em aco devem variar de 1% a 2% e para estruturas em concreto armado de 3% a 5%
para a freqiiéncia fundamental e assumir que fatores de amortecimento para os modos de ordem
maiores sejam aumentados proporcionalmente a freqii€ncia natural, conforme Figura 2.7.

Para Chopra [8] estruturas de madeira fixadas com parafusos ou pregos e trabalhando até a
metade do seu limite de escoamento deve ser considerado um amortecimento de 5% a 7% e quando
estas estiverem no limite do escoamento esses valores sdo ajustados para 10% a 15% para as
aparafusadas e 15% a 20% para as fixadas com pregos.
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Capitulo 3

Meétodos de Analise Dinamica

3.1 Freqiiéncias Naturais e Modos de Vibracao Livres

As fregiiéncias naturais sao propriedades inerentes ao sistema e dependem apenas das carac-
teristicas fisicas do material, da conformacdo geométrica e das vinculagdes.

Os modos de vibragdo descrevem as configuragcdes assumidas pelo sistema em vibragado livre
sob determinadas freqiiéncias naturais. Eles ndo possuem qualquer relacdo com a amplitude das
oscilagdes e a cada modo estd associado uma freqii€ncia natural.

Para vibracdes livres sem amortecimento, supde-se que uma freqii€ncia natural fard cada ponto
da estrutura executar um movimento harmonico em relagdo a uma posi¢cdo de equilibrio estatico.
Todos os pontos passam pela posi¢do de equilibrio a0 mesmo tempo e atingindo um maximo
também em um mesmo instante (amplitude do movimento). Esse modelo é descrito pela Equacao
(3.1), que € uma equacao diferencial de segunda ordem homogénea.

Mij+ Kq =0 (3.1)

Observa-se que o termo referente ao amortecimento estrutural, dado pela matriz C e as acdes
externas dadas pelo vetor de carga P sdo desprezados. A justificativa para isso consiste no fato de
que:

e O vetor de forca pode ser desconsiderado porque as freqii€éncias e os modos naturais de
vibragao livre sdo uma caracteristica exclusiva da estrutura, portanto independem do carre-
gamento externo aplicado;

e A literatura sobre o0 assunto mostra que o amortecimento sO introduz alteracdes significati-
vas nas freqiiéncias e modos naturais de vibracdo para valores bastante elevados, acima de
20%. Para problemas mais sofisticados, essas hipdteses inicialmente desprezadas, podem
ser levadas em consideracao, de acordo com o grau de precisao que o problema exige.

A solucao da Equacdo (3.1) pode ser dada por uma funcao periédica da forma:
q=dqm senw; (3.2)
Fazendo a substituicao da fun¢do acima e de sua segunda derivada na Equacao (3.1), chega-se:
K — o;M]{gm} = {0} (3.3)
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A formulagdo da Equacao (3.3) € um importante problema matematico de autovalor e autovetor,
que possibilita realizar a separagcdo das equagdes diferenciais integrantes do sistema de movimento
dinamico, obtendo-se com esses autovetores os modos de vibragdo naturais, € com os autovalores
associados as freqii€ncias naturais de vibracao.

Para a solucdo tem-se que o vetor qy, deve ser diferente de zero, o que resulta no determinante:

K— ;M| =0 (3.4)

3.1.1 O Problema de Autovalor e Autovetor

Um breve estudo sobre o problema de autovalor e autovetor, Burden e Faires [7], € feito nesse
topico com o intuito de resgatar algumas propriedades importantes de dlgebra linear e que sdo
necessdrias para a elaboracao do algoritmo da solugao desse problema.

Definiciio 1. Uma matriz A é definida positiva se §T Ad >0 para qualquer vetor §, tal que ¢ 0.
Ainda, pode-se afirmar que se A obedece a definicdo acima ela também é ndo singular.

Geralmente, a condicdo de matriz definida positiva € realizada para matrizes simétricas e a
aplicacdo direta dessa definicdo pode tornar a verificacao de tal propriedade um tanto complicada.
Para contornar essa situacao, existe um teorema que garante:

Teorema 1. Uma matriz simétrica é definida positiva se e somente se todos os autovalores de A
$4o positivos.

A sua prova ndo apresenta maiores dificuldades.

Prova 1. Supondo que A ¢ definida positiva e que A seja um autovalor de A com o autovetor ¢
associado, pode-se escrever a seguinte equagdo, que é a definicdo de autovalor e autovetor, dado
por:

AP =M (3.5)
Pré-multiplicando a igualdade (3.5) por (I)T, obtém-se a definicdo de matriz positiva, ficando:
0<¢"A¢=210"¢ (3.6)

sendo §T¢ >0 com & # 0, conclui-se que A > 0. Portanto, todo autovalor de uma matriz definida
positiva é positivo.

Uma caracteristica importante das matrizes simétricas € que os autovetores de A formam um
conjunto ortonormal, isto é:

0/0;=0  para  i#]
¢iT¢j=1 para i=]

Outra propriedade de uma matriz ortonormal € que ela € uma matriz unitdria real, com a se-
guinte propriedade:
op’ =1

ou seja,
d' = !

sendo @ a matriz de autovetores associada a matriz A.
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3.1.2 O Método das Poténcias

Este € um método iterativo para encontrar o autovalor de maior magnitude, chamado de au-
tovalor dominante e seu respectivo autovetor, Burden e Faires [7]. Com ele também € possivel
encontrar o autovalor de menor magnitude.

Assumindo inicialmente uma matriz A, que tenha N autovetores independentes (1), ¢ ..o
com || ¢ ||= 1 para i = 1,2,...,N; e associados a esses autovetores estejam os autovalores
AsA2, oAy, com [ A [>[ Az [>[ Az [> . > Ay |-

Para dar inicio ao processo é tomado um vetor inicial z(*), com I z(0) l|loo= 1.
Comoz® e RN ¢ ¢, 9@, .. ¢™) formam uma base de RV, pode-se escrever:

720 — OC|¢(]) —}—062([)(2) +...+ OCN(I)(N)

onde o; sao escalares.

Define-se o vetor I'(l) CcOomo:

rl) = Az0 = 0, A9 + 0, AP + ... + oy A
= o M0 + oA + ...+ oAy
(1)
Fazendo z(!) = r—, onde u é a coordenada de r') tal que || (1) ||..= 1.

M1

Definidas essas varidveis, inicia-se o processo iterativo na seqii€éncia que se segue:

ROPSLAS VST T1 1
H1 Hi

r® = Az = L (012,400 + 002,407 + .+ ayAyAd™)

Mi

1
= ;(oq?ﬁq)(l) + A0 + ...+ oy AZo™)

l
N 24 (i
_ i1 oAl
M1 U2
Generalizando o método, tem-se:

2

o_ TN adel N [ocul)(l) o (Ma/M )0 .+ o (/A )™
Hi‘czl.ui M1 H2 ... Hg M1 U2 ... Ug

Como | A [>| A2 [>| A3 |> ... >| Ay |, tem-se que

s
—l‘ < lparai=2,3,...,N.
Al

No limite, obtém-se:

k
limz® — %M
koo M1 2 e Mk
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(X]?ulf

Lembrando que ||z [lo=1¢ || ¢ ||o= 1, tem-se que ————
M1 M2 - U

~ 1, ou no limite:
o A

lim —— L

k—oo iy U3 ... M

Assim, quando k — oo, tem-se que z® — ¢(1).

E quando k — oo, tém-se que uy y ... gy — Oclkll( UL D .. M U] — Oclkll‘H, de onde conclui-
se que g1 — M.

Duas observacdes a respeito do Método das Poténcias:

k—i parai=2,3,...,N.

Quanto mais préximo da unidade ele estiver, mais lenta serd a convergéncia.

e A velocidade de convergéncia do método estd associada ao quociente

e Apresenta a desvantagem de ndo identificar previamente se a matriz possui ou ndo um au-
tovalor dominante, nem oferece uma alternativa para a escolha do vetor z(®) que garanta
realmente que no fim no processo ele represente o autovetor associado ao autovalor domi-
nante da matriz.

3.1.3 O Método da Deflacao de Wielandt

Deflacdo é um modo de remover o autovalor dominante de uma matriz A para que os demais
possam ser calculados. Consiste em formar uma nova matriz, aqui chamada de A, de tal modo que
seus autovalores sejam os mesmos da matriz A, exceto pelo autovalor dominante que € substituido
pelo autovalor nulo, Burden e Faires [7].

Teorema 2. Suponha que Ay, Ay, ..., Ay sdo autovalores de A com os autovetores associados (I)(l),
0@, ., W), e que Ny tenha multiplicidade um. Se w é um vetor qualquer tal que w' (V) = 1,
entdo a matriz A, = A — M(|>(1)WT tem autovalores 0, A2, A3, ..., Ay com autovetores associados

o), ) YOy,

A deflagdo de Wielandt define o vetor w por:

0]
| 1
W= —-7-— apl = —ap (3‘7)
7v1¢;(71) : 7~1¢§)1)
| dpm |

1) 4 ~ ~
onde q>§, ) ¢ um elemento ndo nulo do autovetor o)), e os valores a,1, apy, ..., dpm s30 elementos
da p-ésima linha da matriz A e sdo denominados pelo vetor a,,.

Uma maneira equivalente de se escrever a matriz A, ¢ dada por:

A,=A—¢Val (3.8)
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onde (|>(1) deve ser normalizado de tal modo que ¢E,l) =1.

Observa-se que a p-ésima linha da matriz ¢(1)a£ € 0 proprio vetor a,, pois ¢§,1) =1, levando a
p-€sima linha de A, ser nula.

Multiplicando a Equacao (3.8) por ¢(i), obtém-se:
A7 = A0 —¢aj0®) =20 — 920} = 18" 050" (3.9)
parai=1,2,...,N.

Pela equacao:
Ap 0 —0501) = 191 — 0} 01)
para i # 1, tem-se que A; continua sendo um autovalor de A ,, mas com o autovetor modificado
(09 — o 0(1).
Considerando agora o problema de autovalor A p\|l(i) = kiqt(i), € possivel observar que como a

(i)

p-€sima linha de A, € nula, implicard que a componente p do autovetor ), = 0. Isso faz com
que a p-ésima coluna de A, seja irrelevante nos célculos subseqiientes, podendo ser desprezada.
Descartando a p-ésima linha e a p-ésima coluna de A, obtém-se um problema de autovalor de
dimensdo (N-1) em relagdo ao sistema original. A matriz A, terd os mesmos autovalores A; da
matriz A, exceto pelo autovalor A; que foi removido.

O autovetor associado a A, precisa ser reconstruido para a dimenséio N, sendo relacionado pela
equagao:

v = 6 e (3.10)

Para determinar <|)(i) € necessario encontrar primeiro a componente q>§,’). Pré-multiplicando a
Equacdo (3.10) por A escreve-se equagao:

Ay =200 — 92101
A p-ésima linha da equacdo acima € dada por
a, ) = h0p — o A
lembrando que q),()‘) =1.
A equagdo escalar acima fornece:

(i)
(i) _ ¥
q)P 7\4 o 7\‘1

e pela Equacao (3.10), obtém-se, finalmente ([)(i), parai=2,3,...,N.

o | ()
¢@:w@+®%m:w@+(§?h)¢” G.11)
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O Método de Wielandt pode ser usado para aproximar todos os autovalores e autovetores de
uma matriz, mas, como destacado por Burden e Faires [7], o método estd suscetivel a erros de
arredondamento.

Para que o problema de autovalor dado pela igualdade (3.3) possa ser resolvido utilizando os
métodos da Poténcia e o de Wielandt, a matriz A deve ser dada como:

A=K'M (3.12)
Observacoes:

e Da maneira como escrita acima, e utilizando os métodos supracitados, os autovalores sao
obtidos em ordem crescente de magnitude;

e E necessario proceder a inversao de uma matriz (K) e posteriormente multiplicd-la por uma
outra (M), fazendo com que a matriz A nao seja esparsa, constituindo fatores desfavoraveis
do método, tornando-o invidvel para problemas de grandes dimensdes.

3.2 O Método da Superposicao Modal

A solugdo direta do sistema de equagdes diferenciais dada pela Equacgdo (2.45) constitui-se
em um problema de dificil tratamento. O objetivo da andlise modal é transformar esse sistema
de equacdes simultaneas em um numero equivalente de equagdes diferenciais independentes e de
facil integragdo. Considera-se que a resposta desse sistema de equagOes seja uma combinacao
linear dos modos de vibragao.

q=®x (3.13)

Esta representacao € baseada no fato de que os modos de vibragdo sdo ortogonais, formando um
conjunto linearmente independente, e, portanto, podem constituir uma base para a representacao
de qualquer vetor pertencente aquele espaco vetorial.

Para ilustrar o conceito empregado na anélise feita na superposi¢do modal, apresenta-se uma vi-
ga vertical fixada no solo, conforme esquematizado por Clough e Penzien [9]. A sua configuracio
final pode ser definida pela superposicao adequada dos modos de vibragao, como mostrado na Fi-
gura (3.1).

1272

q=ox $171 D212 ¢33

Figura 3.1: Modos de vibracao
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Para esse caso o vetor de deslocamento q € obtido pela soma das suas respectivas coordenadas
modais, ficando:

q = 0¢1x1 +¢2x2 +P3x3

As velocidades e aceleragdes dos nds também sdo escritas como a soma dessas coordenadas
modais referentes as essas grandezas.

q==>x q==>x

Substituindo os deslocamentos nodais, dados pela Equacao (3.13), e suas derivadas nas equagdes
de movimento dadas pela Equacao (2.45), tem-se:

M®X + CPx + KPx =P (3.14)
Pré-multiplicando ambos os membros da Equacio (3.14) por &7, resulta:
& Mk + D’ CPx + P Kdbx =D’ P (3.15)

Utilizando-se da propriedade de ortogonalidade dos modos de vibragdo, para i # j, dadas por:

0 M¢; =0 (3.16)
07 Ko; =0 (3.17)

obtém-se:
07 Ko; = 070 Mo, (3.18)

A parcela referente ao amortecimento da igualdade (3.15) serd dada por:
o7 Coi =2 ;& 6 M, (3.19)

Assim, é possivel reescrever a Equacao (3.15) como:

5 (0] M:) +2 0 &k (67 M@y) + o7 x; (0] Mo;) = ¢/ P (3.20)
No que resulta:
X+ 208 X+ 0F xi = p (3.21)
T
‘P
sendo: p; = ?’—
¢i M¢i
As condig¢des iniciais para que o processo seja iniciado sdo dadas por:
o/ M qo . o/ M qo i} .
x(0) = q;l.TM " %(0) = q;l-TMcp,- %(0) = pi(0) —2@; £:%:(0) — 07 x;(0)  (3.22)

Desse modo o sistema de equacdes diferenciais lineares foi desacoplado, obtendo-se um con-
junto de equacgdes diferenciais lineares independentes.

E interessante proceder a normalizagio dos autovetores em relacio A matriz de massa, obtendo-
se as seguintes igualdades:
&'M® =[I] STKD = [0?]

onde [®?] é uma matriz diagonal com freqiiéncias naturais ao quadrado. Ela também é chamada
de matriz espectral.
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3.2.1 Integracao Numérica

A resolucdo da equacgdo diferencial (3.21) serd feita de maneira numérica, segundo Paz [20].
Para isso serdo utilizados segmentos lineares para a aproximag¢do da funcao excitadora p associada
a cada grau de liberdade do sistema, conforme a Figura (3.2).

Pl+1

Dk

~
NN DL [ —
>
~
—

Figura 3.2: Aproximacdo Linear da Fun¢do Excitadora

O método fornecerd respostas exatas para fungdes lineares, sendo que para outros tipos deve ser
escolhido um incremento de tempo Af que assegure a precisao do método. Para cada At¢ a resposta
¢ calculada considerando as condig¢des iniciais de deslocamento e velocidade no inicio do intervalo.

A solucdo de cada equagdo diferencial estd associada ao grau de liberdade em que a fun¢do
excitadora esteja atuando. Sera omitido no desenvolvimento desse item o indice i, que representa
o grau de liberdade em que se estd efetuando a integracdo, para que a notacdo ndo seja sobrecarre-
gada.

A funcdo excitadora pode ser aproximada por:

t—1
pt) = (1 - —>Pk+ (Tk)PkJrl Ik <t <fy) (3.23)

onde #;, = k.At para intervalos iguaisde k = 1,2, ..., N.

A equacao diferencial de movimento referente ao grau de liberdade associada a forca € entdo
expressa por:

t—1 r—1

i+208+ 0% = (1—A—I)Pk+ (A—Z>Pk+1 I <t <fryq (3.24)

A solugdo da equag@o diferencial acima € dada pela soma da solucdo particular x, e da solugdo
homogénea x;, pelo principio da superposi¢ao, isto €, x = xj, + x),.

A solucao particular para resposta forcada descrita por um polindmio de primeira ordem como

a Equacao (3.23) é dada por:
Xp = By —l—Ak(Z — l‘k) (3.25)
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Substituindo as derivadas da equagdo acima na Equacdo (3.21), fornece:

r—1 r—1
2EWAL + 0 [Br+ Ag(t — 1)) = (1 - T) Pkt (T) P+1 (3.26)
Rearranjando os termos, resulta:
t—t r—1t,
2EmAL + 02 By + 0 A (1 — 1) = (ﬁ) i+ <Tk> Prt1 (3.27)
Pela comparagdo dos termos semelhantes, obtém-se:
A= Pk;l2 ;tpk
3.28
B, — P~ 2EmA (3.28)
k=752
Q)

A solucdo da equac@o homogénea para o caso de amortecimento sub-critico € expressa por:
xp = e U [Cy coswp(t — 1) + Dy sen p(t — ;)] (3.29)

onde ®p = ® /1 — &2 e conhecida como freqiiéncia amortecida.

Com isso tem-se que a solucdo geral para o deslocamento fica:
x = e 50U~ 1) [Cy cos op(t — 1) + Dy senp(t — )] + B + Ar(t — 1) (3.30)
E a velocidade € obtida através da derivada da Equacao (3.30) como

x=—Em e S, coswp(t — 1) + Dy senop(t — )]+ (331

eiém(r*t") [—Ck(DD sen (!)D(t — l‘k) + D;mp cos (DD(Z‘ — tk)] + A .

Assim, torna-se possivel obter as constantes Cy e Dy, através das condi¢des de contorno iniciais
para deslocamento e velocidade, isto €:

x(t=1t;) =x e xX(t=1t;) =%
resultando em:
Ck =X — Bk
X —Ar+E0Cy (3.32)
Dy =
®p

Finalmente chega-se a equacao que fornece os deslocamentos e velocidades no tempo #; + At
dadas respectivamente por:

Xps1 = e SN [Cy cos OpAr + Dy, sen ®pAt] + By + AgAt (3.33)

Xk+1 :efémAz [((DD Dy — &(x)Ck) cos OpAt — (O)D Cr+ & O)Dk) sen (DDAZ‘] + A (3.34)

A aceleracdo é obtida substituindo diretamente as Equacgdes (3.33) e (3.34) na Equacao (3.21),
ficando:
g1 = p—2E @1 — 074 (3.35)
Para a maioria dos carregamentos aplicados em uma estrutura, a contribui¢do dos modos de
vibragdo de ordens maiores ndo sdo tao significativos quando comparados com aqueles associados
as baixas freqiiéncias. Isso pode ser percebido no calculo das constantes de integracdo Ay, By, Cy
Dy que sdo inversamente proporcionais a freqii€ncia natural do sistema, sendo que as duas primei-
ras sdo inversas ao quadrado.
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3.3 Meétodos de Integracao Direta

Esses métodos se utilizam de um procedimento numérico ~’passo-a-passo”’ao longo do tempo,
sem ter a necessidade de fazer transformacdes nas equagdes do sistema como as realizadas na
superposicao modal. Escolhe-se um incremento de tempo Af, geralmente o mesmo para todo o
processo em que o sistema serd submetido, inclui-se o efeito da inércia, amortecimento e rigidez,
ocorrendo variagdes da aceleracdo, velocidade e deslocamento em cada At assumido. A maneira
como sdo feitas essas variagdes € que determinard a precisao, estabilidade e custo da solugdo.

Para dar partida ao método € necessario fornecer os valores de (g € o que sdo as condicdes
iniciais de deslocamento e velocidade do sistema, respectivamente. Apds iniciado o processo
em um tempo fy, tenta-se estabelecer o equilibrio dindmico em um tempo subseqiiente igual a
41 =t + At

Existem varias técnicas utilizadas na modelagem desses métodos de acordo com o instante do
passo em que o equilibrio dindmico € realizado sendo classificados como métodos de integragdo
explicito ou implicito, Cook e outros [10].

Os métodos explicitos t€ém a forma:

qi+1 = f(Qk>Qk7Qk7Qk—17 )

permitindo que a resposta qx seja fornecida completamente em funcao das respostas obtidas nos
passos f e f;_;. De maneira geral os métodos explicitos sdo condicionalmente estdveis ' e entre
eles encontra-se o método das diferencas centrais, também chamado de método de passo duplo,
pois em cada passo sdo envolvidas as varidveis anteriores no tempo f € f;_1.

Os métodos implicitos tém a forma:

Qi1 = f (k15 Ukt-15 9k ---)

necessitando das derivadas de qx; para que a resposta qx| seja obtida. Os métodos implicitos
podem ser condicionalmente ou incondicionalmente estdveis >. Virios métodos encontram-se den-
tro dessa classificagdo, sendo que um dos mais utilizados e que serd estudado nesse trabalho é o
Método de Newmark, também chamado de método de passo tnico, pois em cada passo sao envol-
vidas as varidveis anteriores no tempo f.

Chopra [8] destaca trés caracteristicas importantes para um método numérico:

e convergéncia: diminuindo o incremento de tempo a solu¢do numérica deve aproximar-se da
solucdo exata;

e estabilidade: a solugdo numérica deve ser estavel na presenca de erros de arredondamento;

e precisdo: o método deve fornecer resultados proximos o suficiente da solucao exata.

"Um método é dito condicionalmente estdvel quando o passo de tempo Az é menor que um certo limite de estabi-
lidade.

20 método é chamado de incondicionalmente estdvel quando a solugio do problema independe do tamanho do
passo de tempo At.
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E segundo Czeslaw [11], o melhor método de integracdo no tempo deve possuir as seguintes
caracteristicas:

e deve ser incondicionalmente estavel;

e deve ter uma dissipacdo numérica controlada, também chamada de amortecimento numérico
ou viscosidade artificial, ela provoca um decaimento da amplitude da resposta do sistema
mesmo que ele ndo possua amortecimento fisico;

e a dissipacdo numérica ndo deve afetar os modos de ordem menores, podendo interferir nos
modos de ordem maiores;

e 0 esforco computacional deve ser o menor possivel.

3.3.1 Meétodo de Newmark

O método de integracao direta de Newmark [19], apresentado por ele em 1959, refere-se a um
processo implicito para solucio da equagdo do movimento. Reescrevendo a Equagdo (2.45):

My +Clpyy +Kqp ) =Pry (3.36)

O método estd baseado na expansao em série de Taylor para deslocamento e velocidade, dada
respectivamente por:

, 2. AP

Qr+1 Z(Ik‘f‘AIQk'i“TQk‘F?qkﬂL--- (3.37)

) ) LA
Qr+1 ZQk+AIQk+7‘lk+-~ (3.38)

Newmark truncou essas duas séries no termo de terceira ordem, ficando:
AP 3ous

Qt1 = qk+Atqk+TQk+BAf qr (3.39)
Q1 = Qi + Arii + 0A G (3.40)

onde os coeficientes o e B definem a variagdo da aceleragdo em um passo de tempo.
Se a aceleracdo € assumida linear dentro do incremento de tempo Af, tem-se:

o (lrgr — i)
= Wl — B 41
q, Ar (3.41)

Substituindo a Equacdo (3.41) nas Equacdes (3.39) e (3.40), resulta nas duas equacdes padroes
do método dadas por:

) 1 .. ..
Qi+ 1 :(Ik+At(Ik+At2[(§_B)Qk‘i‘BQk—i—l} (3.42)

Q1 = G+ Ar[(1 — o) G + O 1] (3.43)

A seguir € mostrado como o método é empregado em notacio matricial. A idéia € tentar trans-
formar o problema dindmico de tal maneira que as técnicas empregadas para a solu¢do de um
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problema estético também sejam validas.

Primeiramente, a aceleracdo {1 € isolada da Equacdo (3.42), ficando:

.. Qr1 — qQx — Arq 1
- Y | 3.44
Ji+1 Al2l3 <2l3 )q ( )

Substituindo a Equacdo (3.44) na Equacdo (3.43), obtém-se:

Qi1 = Qi+ A1 [(1 — o) + ﬁ(%ﬂ —qx — AQit) — (ﬁ — 06)} (3.45)

Com as Equacdes (3.44) e (3.45) na Equacao (3.36), e efetuando algumas manipulagdes algébricas,
chega-se a:

1 1 1
——M C K =P M 1)q
AR + AT + }QkH k1t {Atzﬁqw B‘lk"‘ (2[3 )Qk}‘i‘

clagnr(5-1)erz (528

Dessa maneira, chamando o termo do lado direito da igualdade (3.46) de K, e sendo dado por:

(3.46)

K=K+ aopM +a,C
e o termo esquerdo da mesma igualdade sendo chamado de lA’kH, e dado por:
Pt =Prg1 +M(aoqe + azie + azii) + C(a1qx + asd + astic)
Chega-se ao sistema linear equivalente:
Kqei1 =P (3.47)

cuja solugdo fornece os deslocamentos.

Tendo calculado o vetor de deslocamento gy, 0s vetores da acelerac@o e da velocidade, sdo
dados respectivamente por:

Gir1 = ao(Qk+1 — Qi) — a2l — azix (3.48)

Qi+1 = Gk + aelix +a7qi+1 (3.49)

As constantes a; parai =0, 1,...,7 necessitam ser calculadas apenas uma vez para todo o pro-
cesso e valem:

— 1 . — « . — 1 . — 1 1. _(x 1.
aO_AtzB’ al_AtB, aZ_AtBa a3_ZB ’ a4_B ’
At
as = ?<B—2) 616:At(1—(x>; a7 = At

Dependendo do valor dos coeficientes o e J obtém-se dois tipos basicos de aceleragdo: com
variacao linear ou variacao média constante.
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Figura 3.3: Aceleragao Linear

3.3.2 Aceleracao Linear

Assume-se para um passo de integracdo que a acelerac@o varie linearmente, conforme Figura
(3.3)
Para esse caso, pode-se escrever a seguinte funcdo para a variacao da aceleracio:

o Qe — Gk .

q(r) = G + v (3.50)

Integrando duas vezes a fun¢do acima, obtém-se as fungdes para velocidade e deslocamento,
dadas respectivamente por:

. . Qi1 — Gk >
D= +qpt +—— ¢ 3.51
q(t) = Qi + i AL (3.51)
. Ak > Q1 — Gk 3
_ K Akl Ak 52
q(t) = qx +qut + St e ! (3.52)

Para o caso em que r = Ar t€ém-se para as igualdades (3.51) e (3.52) respectivamente:

. . . A .

Q1 = Qi + Arqe + 5 (Ge1— ) (3.53)
L AR A
et = Qi+ A+ —-Gi+ ?(QkJrl — i) (3.54)
Pode-se reescrever as duas igualdades acima como:

. . 1y, 1.

Q1 = Qe+ AL | 1= 5 b+ S Gietr (3.55)
. of (1 1Y, L.

Q1 = QT M QA A 5= = )G+ Zhin (3.56)

Por analogia com as Equacgdes (3.42) e (3.43), resulta que:

a_l
2
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Figura 3.4: Aceleracao Média Constante

3.3.3 Aceleracao Média Constante

A variacdo da aceleracdo € representada pela Figura(3.4).
De maneira andloga ao realizado no item anterior, a func¢do de variacao da aceleracdo pode ser
escrita como: G4
(1) = (Ik+12 L
Novamente integrando duas vezes a fungdo acima, obtém-se as func¢des para velocidade e des-
locamento, dadas respectivamente por:

(3.57)

‘ e 4G
() = q+ T (3.58)
. o
Q(0) = Qi+ e+ T 2 (3.59)
Para o caso em que r = Ar t€ém-se para as igualdades (3.58) e (3.59), respectivamente:
: . AL .
Qi1 = Qe + E(qurl + ) (3.60)
LA iy
At 1 ZQk+AtQk+T<Qk+1+Qk) (3.61)
Pode-se reescrever as duas igualdades acima como:
: . 1y, L.
Qe = Qe+ AL | 1= 5 b+ S8t (3.62)
: 2o (1 TN, | 1.
Q1 = QT A Qe+ A7 5= 2 b+ G (3.63)

Por analogia com as Equagdes (3.42) e (3.43), resulta que:

a_l
2
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3.3.4 Estabilidade do Método de Newmark

Segundo Chopra [8], o método € estdvel se:

At 1 1
— S -
P~ mv2 \/o—2B
Entdo, para o caso de aceleracdo com variagdo linear, isto é, o0 = % eP= %, obtém-se:
At
— <0.551
Py
Ja para o caso de aceleragdo média constante com o0 = % eP= %, obtém-se:
At <
— o5}
ly

Observa-se com esse resultado que quando a andlise € realizada com a aceleragao média cons-
tante, o método torna-se estdvel para qualquer Ar. No entanto a precisdo serd melhorada quanto
menor for o Ar.
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Capitulo 4

Simulacao dos Carregamentos

4.1 Introducao

Diversos tipos de carregamentos podem atuar em uma estrutura, e a consideracdo de seu efeito
sobre a mesma nem sempre torna-se uma tarefa facil.

O célculo cléssico dos esforcos € realizado supondo que as cargas sdo estaticas. Porém, uma
estrutura ndo trabalha unicamente sob a acdo destes tipos de cargas; ha também os carregamentos
dinamicos (que variam ao longo do tempo) e interferem no seu comportamento. Dentro desse gru-
po pode-se destacar: cargas de vento, que estdo presentes principalmente em edificios muito altos,
pontes esbeltas, torres, chaminés, etc; cargas modveis, atuantes em pontes, edificios com ponte ro-
lante, a vibragdo provocada por multidoes em estadios, discotecas ritmica e finalmente as acOes
provocadas por terremotos que geram aceleracdes na base das estruturas.

Dessa maneira, com ferramentas de cédlculo cada vez mais poderosas, torna-se necessario fa-
zer andlises mais detalhadas dessas acdes dinamicas e ndo apenas tentar simular um equivalente
estdtico para elas.

O intuito neste capitulo € mostrar os tipos de cargas que serdo simuladas nesse trabalho. De
acordo com a Equacgdo (2.45), que € a representacao matricial da equagao de equilibrio dindmico
da estrutura tendo como incdgnitas os graus de liberdade, observa-se que serd necessario gerar
um vetor de cargas P que corresponda as agOes das cargas referentes a esses graus de liberdade.
Abaixo seguem descritos os tipos de cargas estudadas.

4.2 Cargas Concentradas Estacionarias Dinamicas

Estes tipos de cargas, cujas intensidades variam ao longo do tempo mas que ndo caminham
sobre a estrutura, ndo apresentam maiores dificuldades de implementacao, pois elas atuardo dire-
tamente sobre os nds da estrutura, com seus valores sendo repassados integralmente ao vetor de
cargas em cada instante, considerando seus sinais corretos juntamente com suas posicdes corres-
pondentes aos graus de liberdade aos quais se relacionam.
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4.3 Cargas Concentradas Méveis

Quando a carga ndo esté atuando diretamente sobre os nds da estrutura, serd feito uso do recur-
so das cargas nodais equivalentes.

Seja um elemento de portico n, sobre o qual se desloca uma carga perpendicular ao seu eixo
longitudinal, de intensidade F(¢), com velocidade constante i e sendo py, p2, p3,p4a,Ps € Pe as
cargas nodais equivalentes em cada instante, Figura (4.1).

Y,v F(t)
T s =ut f F(t) 7
P3y” ‘ Py~ -
— 0 o H%’ ;
P1 n P4 ‘
1 1is
| L |

7 71

Figura 4.1: Carga concentrada mével

O vetor de cargas pode entdo ser obtido através da Equacdo(2.39), que adaptada para uma carga
concentrada localizada fora dos nés do elemento resulta:

P, =N’f, (4.1)

Nesse caso a matriz N, fornece os fatores de ponderagio para a distribui¢do da for¢a F(¢) nos
graus de liberdade do vetor P,,. E interessante observar que a matriz N,, € estabelecida de acordo
com o tipo de elemento analisado (com ou sem articulagdo), assim, como para as matrizes de mas-
sa, amortecimento e rigidez, teremos vetores de cargas diferentes.

()

Como a carga movel € perpendicular ao eixo do elemento, as cargas nodais p; € ps serao
sempre nulas, isto €, ndo contribuem para geracao de esfor¢cos nas parcelas axiais do elemento.

O vetor f,, torna-se:

4.3.1 Barra Engastada-Engastada

A matriz das fung¢des de forma N,, para esse tipo de elemento foi representada pela igualdade
(2.55).
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Aplicando a Equacao (4.1) resulta o seguinte vetor de cargas equivalentes, sendo x = s = ut:

p1(x,1) 0
352 2s3
pa(x;t) I-T7+77
252 3
pP3 (X,t) S — T + ﬁ
=F(t) (4.3)
p4(x,t) 0
352 2s3
ps(x,t) 2 I3
s 2
| pe(x,t) | | 12 L

4.3.2 Barra Engastada-Articulada

Para esse caso, a matriz das fun¢des de forma N,, foi dada pela igualdade (2.62).
De maneira andloga feita para o caso da barra engastada-engastada, aplica-se a Equacao (4.1),
obtendo o seguinte vetor de cargas equivalentes:

[ p1(x,1) 0
352 1s°
N |
pa(x1) 212 213
2 2
=F(t) 2L 2L 4.4)
p4(x,l‘) 0
2 3
ps(x,1) 3s° 1s
212 213
L pﬁ(x7t) i L 0 J

4.3.3 Barra Articulada-Engastada

Para esse caso, a matriz das fun¢des de forma N,, foi dada pela igualdade (2.69).
O vetor de cargas equivalentes para esse elemento € idéntico ao caso anterior sendo necessario
apenas trocar o grau de liberdade ao qual estd associado a vinculacao, resultando:

[ pl(x,t) 0
352 18
)1 1—=—
p2(x.1) 212 213
p3(x,t) 0
) =F(r) 0 4.5)
pax,t
352 183
ps(x,1) 217 213
352 13
| pe(x.1) | IRV Ry



4.3.4 Barra Articulada-Articulada

Para esse caso, a matriz das fun¢des de forma N, fo1 dada pela igualdade (2.76).
Novamente aplica-se a Equacgdo (4.1), obtendo o seguinte vetor de cargas equivalentes:

p1(x,1) 0
pa(x,1) 1 —%
p3(x,1) 0
—F(1) (4.6)
p4(x,t) 0
ps(x.t) -
L p6(xat> | L 0 |

4.4 Cargas Distribuidas Maveis

Nesse item serd utilizado novamente o recurso de cargas nodais equivalentes, s6 que agora nao
mais para uma carga concentrada e sim para uma carga distribuida.

E tomado um elemento de pértico n, sobre o qual se desloca uma carga distribuida linearmente
e perpendicular ao eixo do elemento, de intensidade wy;(¢) e wy (), com velocidade constante i e
sendo f1, f2, f3, f4, f5 € fe as cargas nodais equivalentes em cada instante, Figura (4.2).

s=ut L wy(t)
7

i) (1) T
P3y" Poy” -
— o ) [ - e — > — > 13
P1 ? c J n P4 /wy‘,(t)

T T Wy

b2 b5

| L |

Figura 4.2: Carga distribuida mével

O vetor de cargas pode entdo ser obtido através da Equagao (2.39) que adaptada para para esse
tipo de carregamento resulta:

Xj
P, — / NTF,dx 4.7)
Xi

onde: x; € x; sdo as abscissas dos pontos i € j e determinam os limites de integragdo para a Equagéo
(4.7),sendo iguais a: x; =s —ce x; = s.

O vetor f, € dado por:

0
. = ( wy(x,1) ) 4.8)
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De acordo com a Figura (4.2), o valor de wy(x) pode ser calculado como:

(s —x) wyi(t) + (c+x —s5) wy(1)
c
Novamente, como a carga movel € perpendicular ao eixo do elemento, as cargas nodais pi
e p4 serdo sempre nulas, isto €, ndo contribuem para geracdo de esfor¢cos nas parcelas axiais do
elemento.

wy(x,1) =

4.9)

4.4.1 Barra Engastada-Engastada

A matriz N, é representada pela igualdade (2.55), e aplicando a Equacao (4.8), resulta no vetor
de cargas equivalentes dado por:

[ pi(x1) ] | 0 ]
| 3x% 20
pa(x.1) e\t
PR
p3(x,1) o | o m(xn) —7T t1z
- / dx (4.10)
paler) | 0
(x.1) 3x% 27
wy(x — — —x
ps(x,1) AN R
¥ Xl
| polx) | | wyled) (ﬁ‘f) _
Efetuando as integracOes necessarias, chega-se:
p1(x,1) =0
pa(x,t) =— E (c((8¢* +15(L—2)c* —40(L — s)sc — 10(L — s)* (L + 25) )wy;(t)+

(2¢® +5(L—25)c* —20(L — s)sc — 10(L — 5)*(L+25))wy;(1)))

1
=~ ooz (€((126" +15(2L = 35)¢> +20(L? — 4sL+ 357 ) = 30(L — ) 25)wyi(1) +

(3¢* +5(2L — 35)? + 10(L* — 4sL+35%)c — 30(L — 5)25)wy(1)))

p3(x,1)

p4(x7t) =0

1
ps(x,t) =003 (c((8¢> +15(L—25)c? —40(L —s)sc + 10(3L — 2s)s2)wy,-(t)+

(2¢® +5(L—25)c* —20(L — s)sc + 10(3L — 25)s%)wy (1))

_ 6011,2 (c((12c3 + 15(L_3S)C2+205(3S_2L)C+3O(L—s)s2)wyi(t)-|—
(3¢ +5(L — 3s)c® + 105(3s — 20L)c + 30(L — 5)s2)wy; (1))

pe(x,1) =
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4.4.2 Barra Engastada-Articulada

A matriz N,, para esse elemento foi dada pela igualdade (2.62) e aplicada a Equacao (4.8),
resulta no vetor de cargas equivalentes dado por:

Pl(x7t) B 0 7
3x2 11X
p2(x,1) Wy(x,t)<1—§ﬁ+il?)
2 3
p3(x,1) A <x_§x_+lx_)
:/ O\ ST ) i (4.11)
p4(x,t) e 0
321X
ps(x,1) wy(x,1) (§§_§§>
| polx.1) | i 0 .

Efetuando as integracdes necessdarias, chega-se:

p1(x,t) =0

(c((4c® +15(L — 5)c® +20(s — 2L)sc — 10(2L> — 3Ls* + ) )wyi () +

T TE

(3 +5(L—5)c® +10(s — 2L)sc — 10(2L* — 3Ls> + 5>))wy;(1)))

p3(x,t) =— 02 (c((12¢> +45(L— s)c* 4+ 20(2L* — 65L+ 3s%)c — 30(2L* — 3sL+5%)s)wy;(t)+

(3¢® + 15(L — )¢ +10(2L% — 65L+3s%)c — 30(2L* — 3sL+ s%)s)wy; (1))
palx,t) =0

(c((4c® +15(L — 5)c* +20(s — 2L)sc + 10(3L — 5)s)wy; (1) +

1
Ps(1) =307

(¢ +5(L—s)c? +10(s — 2L)sc + 10(3L — 5)s*)wy; (1))

pe(x,1) =0
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4.4.3 Barra Articulada-Engastada

A matriz N, nesse caso foi fornecida pela igualdade (2.69), e sendo substituida na Equacao
(4.8), resulta no vetor de cargas equivalentes dado por:

pl(xvt) B 0 7
3x2 1X°
pZ(x7t) Wy(x,t) (_EI?+§E>
p3(x7t) s 0
:/ 0 dx 4.12)
s—c
p4(x,l) 3X2 1x3
we\az e
PS(XJ) 2 3
( t)< 3x +1x )
wy(, ) | X—5—+ 575
i p6(x7t) | - 2L 2L -

Que integrada resulta:

pi(x,t) =0

(c((4c® —155¢* —20(L — 5*)c — 10(L — 5)* (2L A+ 5) )wy; () +

T T

(¢ —5s¢® — 10(L* — 5%)c — 10(L — s)*(2L+y))wy; (1))
p3(x,t) =0

p4(x7t) =0

1
ps(x,t) =003 (c((4c® —155¢* —20(L? — s%)c — 10s° + 30L%s)wy; (1) +
(¢* —55¢2 —10(L> — 5%)c — 105> 4+ 30Ls)wy; (1))

B 1

12012
(3¢® — 155¢® — 10(L* — 35%)c +30(L* — 5%)s)wy(1)))

pe(x,1) = (c((12¢* —455¢* = 20(L? = 35%)c +30(L? — 57)5)wy; (1) +
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4.4.4 Barra Articulada-Articulada

Finalmente, para este ultimo caso, a matriz N,, nesse foi obtida pela igualdade (2.76) que junto
com a Equagdo (4.8), resulta no vetor de cargas equivalentes dado por:

p1(x,1) i i
0
p2(1) wy(x,1) (1 — %)
p3(x,1) s 0
_ / dx (4.13)

p4(x,t) S—C O
ps(x,t) wy(6t) (Z)

L O .

L p6(x7t) i

Efetuando a integragdo, obtém-se:

p1(x,1) =0
p2(x,1) :é (c((2c+3L = 3s)wyi(x,1) + (c + 3L —35)wy;(1)))

p3(x,t) =0

p4(x, t) =0
ps(ut) == o (2= 35)wyx) + (e~ 3s)wy (1))

pe(x,t) =0

4.5 Vibracao de Base

Um outro tipo de simulacio de carregamento a ser tratado nesse trabalho consiste naquele pro-
duzido pela excitacao do solo na base das estruturas. Esse tipo de problema é muito importante na
andlise dindmica estrutural, pois com ele pode-se simular os efeitos de terremotos.

A excitacdo nesse caso serd dada através de uma fungdo que retrate a aceleragao do solo, pois
geralmente € esse dado que se registra durante um abalo sismico.

Nao € intengdo desse trabalho realizar um estudo detalhado de como € feita a consideracdo

dos dados registrados, que geralmente recaem em uma anélise estatistica, mas sim aplicar fungdes
conhecidas e analisar os seus efeitos sobre a estrutura.
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Seja o modelo estrutural representado pela Figura (4.3), com a respectiva excitacdo de base,

representada pela aceleracao ¢:
A1
Y

%*2

cm/\ /l»

Q1

Gy base
G.base ¥ \ 5 G, base

Figura 4.3: Vibracdo de base

A equacdo de movimento € obtida anulando a soma das forcas atuantes no sistema.

Mq+c(q_Qbase)+K(q_qbase) =0 4.14)
Nesse caso € interessante obter as expressoes para deslocamentos, velocidades e aceleracdes
relativas, sendo dadas por:
Y = 4~ Ypase
Y = a4~ Qpase
¥y =4 — Gpase
Substituindo as expressoes acima na Equagao(4.14), chega-se:

My + Cy + Ky = _Miibase (4.15)

Escrevendo a igualdade (4.15) em funcdo das coordenadas modais, com y = ®x, y = Px e

y = ®X, resulta:

_¢iTMtibase
¢; M¢;
Dessa maneira, as Equacoes (4.15) e (4.16) foram condicionadas para que o Método de New-

mark e o da Superposi¢ao Modal possam ser empregados sem modificar muito o algoritmo inicial.

X+ 208 i+ 0F x; = (4.16)

4.6 Obtencao dos Esforcos Atuantes nos Elementos

Uma vez obtidos os deslocamentos nodais dos elementos, originados do equilibrio dindmico,
€ possivel determinar os esfor¢os: for¢a normal, momento e forca cortante através das seguintes
relagdes ja conhecidas da anélise estética, e dadas respectivamente por:

du(x,1)
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! dzv(x,t)

M(x.1) = EI =5 (4.18)
dv(x,t)

Estes esfor¢cos mantém cada elemento discretizado em equilibrio em cada instante de tempo ¢,
ou quando o sistema ¢ discretizado, o equilibrio passa a ser obtido a cada passo de tempo Ar.

4.7 Familia de Funcoes

Todos os tipos de carregamentos dindmicos sugeridos nesse trabalho sao regidos por fungdes
pré-estabelecidas. Algumas delas, julgadas mais relevantes, sdo apresentadas na Figura (4.4).

AP Funcao 1 A F(t) Fungao 2
Cl Cl
t
o Cy
F(t)=C, —t>0 F(t)=C, —0<t<Cy F()=Gxt—0<t<Cy
F(t)=0—1>C, Ft)=C —1t>C
F(t) Fungao 4 F(t) Fungao 5
0] ””””” C|
t t
C . Gy - G Cs
F(t):%*tﬂ()gtg(,'z F(t):(:,%'(%_"ﬂl)gtg(}2 F(t):(/'l*éa()gtﬁcz
F(t)=0—t>Cy Fi)=0—t>Cy Ft)=E8) 0, <1< Gy
Ft)=0—1>Cy
F(t) Funcao 8 F(t) Fungao 9

\ e

HiC;;‘H
F(t)=Gxt—0<t <B4 F(t)=Cyre @) >0 F(t)=Cyx[l—e @0 5t >0
F(t) =0 — G5% <1 < &G
F(t):Z*CI*%HQ}’—QStSQ

(

F(t)=0—1t>C4

F(t)

Fungao 11

— 25 7/C3—d oe— 2x7/0y—d
F(t)=CixSen(Cy xt) = 0<t < Cy F(t) = Cy % Cos(Csxt) — 0 <t <Oy
Fit)=0—t>0C Fit)y=0—1t>0C,

Figura 4.4: Familia de func¢des
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Capitulo 5

Exemplos de Aplicacao

Cargas Moveis:

Sao propostos 5 exemplos referentes as cargas moveis (concentrada e distribuidas) para cargas
que caminham com velocidade constante sobre a estrutura.

Para os casos analisados, as velocidades sdo fornecidas de maneira indireta através da atribui-
¢do de valores pela relagdo Py /7, sendo Py o periodo fundamental do sistema e T o tempo gasto
para a carga movel atravessar um determinado trecho da estrutura.

Os resultados sdao dados em funcao do coeficiente de impacto, que € definido como a relacdo
entre 0 maximo deslocamento dindmico pelo maximo deslocamento estatico. A linha tracejada
de cada gréfico representa a influéncia de um carregamento sobre um determinado n6, obtido pela
andlise estatica.

Os exemplos sdo comparados com dois outros trabalhos: Jung [15] e Venancio [23], sendo que
no primeiro € realizada a andlise para os dois tipos de cargas e no segundo apenas para cargas con-
centradas. Estes dois trabalhos utilizaram velocidades das cargas moveis extremamente elevadas
quando comparadas com aquelas alcancadas pelos veiculos terrestres. Para efeito de comparacao
estas velocidades foram mantidas neste trabalho.

Os dois tipos de cargas t€ém os mesmos valores para os exemplos referentes a elas, ressaltando
que a forca resultante da carga distribuida possui o mesmo valor da concentrada, Figura (5.1).

s =ul 10kN

(a) (b)

Figura 5.1: (a) Carga concentrada mdvel. (b) Carga distribuida mével
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Vibracao de Base:

Para esse tipo de solicitagao foram desenvolvidos dois exemplos: para pdrticos de dois e seis
andares respectivamente. Os resultados obtidos sdo comparados com os fornecidos pelo software
SAP2000, observando que ele fornece resultados para matriz de massa discreta enquanto neste
trabalho as matrizes de massa sdo consistentes. Em ambos foram simuladas situagdes com e sem
amortecimento e posteriormente comparadas.

Cargas Concentradas Estacionarias Dinamicas:

Novamente elaboraram-se dois exemplos para este tipo de carregamento: o primeiro € de um
portico de trés andares sofrendo solicitacdo lateral e o segundo, um galpao industrial, também de
trés andares, com carregamentos verticais atuantes nas vigas. Novamente os resultados foram com-
parados com aqueles obtidos pelo SAP2000. Uma tabela que fornece os coeficientes de impacto é
exibida nas consideracoes finais referentes a estes dois exemplos.
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Exemplo 1:

Este exemplo constitui-se de uma viga bi-apoiada, Figura (5.2). A resposta exata é dada pela
referéncia [22] apenas para a carga concentrada.

Secao Transversal

nicio @1., Y A =0,03m?

1 2 3 4 5 g Iz = 0,000225 m*
X * * ” O 3 " B = 21000 MPa
! 3,00m ! Som p=2,4ton/m?

Figura 5.2: Viga bi-apoiada

Observacoes:

e T ¢ 0 tempo gasto pela carga para atravessar o vao de 3,00m e Py = 0,022452 s;
e O incremento de tempo para o cdlculo dos deslocamentos foi At = Py /20;

e A andlise da Superposi¢cao Modal foi feita com 3 modos de vibracao transversal;

e No método de Newmark foram utilizados os coeficientes oo = 0,5 ¢ = 0,25 (aceleracéo
média constante).

No Carga Dy (m)
3 | Concentrada | -0,001190
3 | Distribuida | -0,001175

Tabela 5.1: Maximos deslocamentos estaticos

@; (CPS)
44,539579
176,665317
395,33483

W DI | e

Tabela 5.2: Freqii€éncias Naturais
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U/\f

1" modo 2°modo

s N e

3% modo

Figura 5.3: Modos de vibracao

Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | P¢/t | Exato | Venancio [23] | Jung [15] | Sup. Modal | Newmark

267,24 2,00 | 1,55 1,53 1,55 1,54 1,52
133,62 1,00 | 1,71 1,68 1,73 1,70 1,69
66,81 0,50 | 1,25 1,24 1,25 1,26 1,26
33,41 0,25 | 1,14 1,11 - 1,12 1,12

Tabela 5.3: Deslocamento vertical do n6 3 - Carga concentrada mével

Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | P¢/t | Jung [15] | Sup. Modal | Newmark

267,24 2,00 1,09 1,54 1,52
133,62 1,00 1,50 1,68 1,68
66,81 0,50 1,24 1,21 1,22
33,41 0,25 - 1,05 1,05

Tabela 5.4: Deslocamento vertical do n6 3 - Carga distribuida mével
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0,0020

Valores de Pr/t /A/A

000154 [—0,25

—— 0’5
0,0010 A 1

—A—2

------ Estatico
0,0005 A
0,0000 # : \/\ -

-0,0005 -

Deslocamento (m)

-0,0010

-0,0015 4

-0,0020

-0,0025 T T T T T ]
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1 8 2,0
t/it

o
-
ES
-
)
-

Figura 5.4: Deslocamento vertical do n6 3 - Carga concentrada - Sup. Modal

0,0020
Valoresde Pr/t

0,0015{ |[—0,25

—— 0’5
000104 |1

——2

------ Estatico
0,0005

0,0000

-0,0005

Deslocamento (m)

-0,0010

-0,0015

-0,0020 -

-0,0025 T T T T T ]
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1
t/t

N
-
ES
-
)
-
o
o
[=)

Figura 5.5: Deslocamento vertical do n6 3 - Carga distribuida - Sup. Modal
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Exemplo 2:

Este exemplo constitui-se de uma viga continua de 3 vaos iguais, Figura (5.6), e também simu-
lada em duas situacdes: para cargas concentrada e distribuida méveis.

Secao Transversal

R fim, Y A =0,03m?
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 S ~ 12=10,000225m*
A (] (] [} = E = 21000 M Pa
| 3,00m | 3,00m | 3,00m | Son p = 2,4ton/m?
7 7 7% 7
Figura 5.6: Viga continua
Observacoes:

e T ¢ o tempo gasto pela carga para atravessar o vao central de 3,00m e Pr = 0,022452 s;
e O incremento de tempo para o cilculo dos deslocamentos foi Ar = Py /20;
e A andlise da Superposi¢cao Modal foi feita com 9 modos de vibracao transversal;

e No método de Newmark foram utilizados os coeficientes a0 = 0,5 e B = 0,25 (aceleragdo
média constante).

N6 Carga Dy (m)

Concentrada
Distribuida

-0,000655
-0,000644

Tabela 5.5: Maximos deslocamentos estaticos

i OJi(CPS) i mi(CPS)

1| 44,539579 | 6 | 247,328279
2| 57,068554 | 7 | 395,33483
3] 83,316451 | 8 | 432,340304
41 176,665317 | 9 | 497,979727
5 | 201,460998

Tabela 5.6: Freqii€éncias Naturais

Na Figura (5.7) seguem representados os 6 primeiros modos de vibragdo transversal para a viga
desse exemplo, associados as freqii€éncias naturais da Tabela (5.6).
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ST 2 s

o
1° modoe 2%modo
3% modo W\j@;‘
4° modo
5% modo 6° modo

Figura 5.7: Modos de vibracao

Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | P/t | Venancio [23] | Jung [15] | Sup. Modal | Newmark

267,24 2,0 3,65 3,66 3,90 3,98
200,43 1,5 2,14 2,18 2,30 2,36
133,62 1,0 1,39 1,44 1,49 1,48
66,81 0,5 1,08 1,16 1,16 1,16

Tabela 5.7: Deslocamento vertical do n6 7 - Carga concentrada mével

Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | P/t | Jung [15] | Sup. Modal | Newmark

267,24 2,0 2,86 3,93 3,78
200,43 1,5 2,04 2,29 2,35
133,62 1,0 1,38 1,47 1,47
66,81 0,5 1,32 1,13 1,12

Tabela 5.8: Deslocamento vertical do né 7 - Carga distribuida mével
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Deslocamento (m)

Deslocamento (m)

0,0020

0,0015 A
0,0010 A
0,0005 A
0,0000 ebaimaaa
-0,0005 +
-0,0010 A
-0,0015 A
Valores de Py /1t
20,0020 - 0.5
—o— 1
—=—1,5
-0,0025 A
——2
------ Estatico
-0,0030 T T T T T T T T T |
0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 2,4 2,8 3,2 3,6 4,0

t/iz

Figura 5.8: Deslocamento vertical do n6 7 - Carga concentrada - Newmark

0,0020

0,0015 -
0,0010 -
0,0005 -
0.0000 pessasaesin
-0,0005 -

-0,0010 A

- 1 4
0,0015 Valores de Pf/t

-0,0020 - :?’5
—&—1,5
000251 |_, o
------ Estatico
-0,0030 : . . . . . .
0,0 0,4 0.8 1,2 1,6 2,0 2,4 2,8 3,2 3,6 4,0

t/iz

Figura 5.9: Deslocamento vertical do n6 7 - Carga distribuida - Newmark
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Exemplo 3:

Este exemplo é composto por uma viga continua que apresenta articulacdes em dois pontos
distintos (nés 4 e 8). Ela encontra-se esquematizada na Figura (5.10).

Secao Transversal

pcto finy, 4 A=0,03m2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 s 12 =0,000225m!
A [v] [v) o = T E=21000MPa
l/ 2,70m l/ L 3,00m L \/ 2,70m 4\/ Beom p =2, 4ton/m?

Figura 5.10: Viga continua com articulagdes

Observacoes:

e T ¢ o tempo gasto pela carga para atravessar o vao entre rétulas de 3,00m e Pr = 0,030659s;
e O incremento de tempo para o cilculo dos deslocamentos foi Ar = Py /20;

e A andlise da Superposi¢cdo Modal foi feita com 5 modos de vibracao transversal;

e No método de Newmark foram utilizados os coeficientes a0 = 0,5 e B = 0,25 (aceleragio
média constante).

N6 Carga Dy (m)
6 | Concentrada | -0,001610
6 | Distribuida | -0,001594

Tabela 5.9: Maximos deslocamentos estaticos

(Di(CPS)
32,616386
47,714763
61,883169
111,469865
146,307092

DN B W DN = e

Tabela 5.10: Freqiiéncias Naturais
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e Twee xS

1° modo

2°modeo
M A e e e
3% modo 4° mode
5% modo
6 modo

Figura 5.11: Viga continua com articulacdes

Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | Pg/t | Venancio [23] | Sup. Modal | Newmark

195,70 2,000 2,75 2,77 2,79
97,85 1,000 1,20 1,30 1,32
48,92 0,500 1,02 1,11 1,14
37,97 0,388 1,09 1,09 1,11

Tabela 5.11: Deslocamento vertical do né 6 - Carga concentrada mével

Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | P/t | Sup. Modal | Newmark

195,70 2,000 2,46 2,30
97,85 1,000 1,28 1,30
48,92 0,500 1,09 1,11
37,97 0,388 1,07 1,07

Tabela 5.12: Deslocamento vertical do n6 6 - Carga distribuida mével
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0,004

0,003 A

0,002 -
— 0,001 +
E
[] B.]
£ 0,000 #ese 2
)
£
3
8 -0,001 +
»
]
9 0,002 -

Valores de Py /t
-0,003 4 |~ 0.388
——0,5
——1
-0,004 A a9
------ Estatico g
‘0,005 T T T T T T T T

0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 2,4 2,8 3,2 3,6 4,0
t/iz

Figura 5.12: Deslocamento vertical do n6 6 - Carga concentrada - Sup. Modal

0,004

0,003 A

0,002 A

0,001 A

0,000 e

-0,001

Deslocamento (m)

-0,002
Valores de Py /

0,003 |—— 0,388

——0,5

——1
00041 |_, o

------ Estatico
-0,005 T T T T T T T ]

0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 2,4 2,8 3,2 3,6 4,0

t/t

Figura 5.13: Deslocamento vertical do n6 6 - Carga distribuida - Sup. Modal
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Exemplo 4:

O préximo exemplo é composto por um pdrtico simples com apoios fixos, Figura (5.14). A
area da secdo transversal é muito grande para que as deformacgdes axiais possam ser desprezadas,
assim os deslocamentos serdo provenientes apenas do efeito de flexdo dos elementos.

inicio fim

> —>

2 3 4 5 ¢ T 8

Secao Transversal
b A=1000m?

S g Iz = 0,000225m*
% S E = 21000 M Pa
— Geon P=T.2 10-5ton/m3

| 3,00m |

7 7

Figura 5.14: Portico simples
Observacoes:

e T ¢ o tempo gasto pela carga para atravessar o vao de 3,00 m;

e P € o primeiro periodo para os deslocamentos horizontais e o segundo para os deslocamen-
tos verticais, valendo 0,069425s e 0,015122 s, respectivamente;

e O incremento de tempo para o cilculo dos deslocamentos foi Ar = Py /20;

A anélise da Superposicdo Modal foi feita com 6 modos de vibragdo;

No método de Newmark foram utilizados os coeficientes oo = 0,5 e f = 0,25 (aceleracio
média constante).

No Carga Dx (m) Dy (m)

2 | Concentrada | 0,000274 -
2 | Distribuida | 0,000263 -
5 | Concentrada - -0,000553
5 | Distribuida - -0,000543

Tabela 5.13: Maximos deslocamentos estaticos
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(Di(CPS)
14,404056
66,128588
166,172675
197,326784
280,921401
463,599286

AN N WD = e

Tabela 5.14: Freqiiéncias Naturais

mmm

Figura 5.15: Modos de vibracao

Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | P/t | Venancio [23] | Jung [15] | Sup. Modal | Newmark

86,42 2,0 1,30 1,14 1,32 1,31
64,82 L5 2,00 1,89 2,10 2,06
43,21 1,0 2,99 3,00 3,05 3,01
21,61 0,5 1,72 1,86 1,77 1,76

Tabela 5.15: Deslocamento horizontal do n6 2 - Carga concentrada mével

Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | P/t | Jung [15] | Sup. Modal | Newmark

86,42 2,0 0,76 1,42 1,40
64,82 1,5 1,12 2,16 2,12
43,21 1,0 2,31 3,02 3,00
21,61 0,5 2,36 1,67 1,67

Tabela 5.16: Deslocamento horizontal do n6 2 - Carga distribuida moével
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0,0010

0,0008 A
0,0006 -
0,0004 -
E 10,0002 -
2
c B 2
[ K o
€ 0,0000 &=
©
(%]
o
3 -0,0002 A
=}
-0,0004 -
Valores de Py /1
—0,5
-0,0006 - 1
—&—1,5
-0,0008 4 —A—2
------ Estatico
-0,0010 T T T T T T T T T |
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
t/it

Figura 5.16: Deslocamento horizontal do n6 2 - Carga Concentrada - Newmark

0,0010

0,0008 -

0,0006 -

0,0004 -

0,0002 -

Deslocamento (m)

-0,0002 -

-0,0004 -

0,0000 #=5

Valores de Py /t

-0,0006 - 0,5
_9_1
—-=—15
-0,0008 -
+2
------ Estatico
-0,0010 T T T T T T T T T |
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
t/t

Figura 5.17: Deslocamento horizontal do n6 2 - Carga Distribuida - Newmark
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As proximas duas tabelas dizem respeito aos deslocamentos verticais do nd 5 para os mesmos
tipos de cargas utilizadas no item anterior.

Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | P¢/t | Venancio [23] | Jung [15] | Sup. Modal | Newmark

396,77 2,0 1,44 1,51 1,38 1,39
297,58 L5 - 1,74 1,57 1,56
198,39 1,0 1,61 1,71 1,64 1,63
99,19 0,5 1,17 1,22 1,22 1,23

Tabela 5.17: Deslocamento vertical do né 5 - Carga concentrada mével

Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | P/t | Jung [15] | Sup. Modal | Newmark

396,77 2,0 1,26 1,39 1,38
297,58 1,5 1,62 1,57 1,56
198,39 1,0 1,64 1,64 1,63
99,19 0,5 1,16 1,20 1,20

Tabela 5.18: Deslocamento vertical do n6 5 - Carga distribuida movel

0,0010

Valores de Py /
0,0008 +— e

—0,5

~ NS T
0,0006 T1—=—15

~ A A
0,0004 +—------ Estatico

0,0002

-0,0002 -

Deslocamento (m)
o
o
o
o
o
.

-0,0004 -

-0,0006 -

-0,0008 -

-0,0010

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
t/it

Figura 5.18: Deslocamento vertical do n6 5 - Carga concentrada - Newmark
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0,0010

0,0008 -

0,0006 -

0,0004 -

0,0002 -

0,0000 #

-0,0002 -

Deslocamento (m)

-0,0004 -

-0,0006 -

-0,0008 -

Valores de Py /1
—0,5

——1

—=—1,5

—a—2

------ Estatico

-0,0010

0,0

0,2 0,4

Figura 5.19: Deslocamento vertical do nd 5 - Carga distribuida - Newmark
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Exemplo 5:

Este exemplo é representado por uma estrutura aporticada, Figura (5.20). A drea da secdo
transversal também foi considerada muito grande para que as deformacdes axiais pudessem ser

desprezadas.
inicio fim
= —>
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
o ) ) ) 8
g Segyfio Transversal
- ) A = 1000 m>
g . 12=0,000225 m?
= E =21000MPa
" 5 Bem p="71,210"5ton/m?
| 1,20m | 3,00m | 120m |
7 7 7 7
Figura 5.20: Estrutura aporticada
Observacoes:

e T ¢ o tempo gasto pela carga para atravessar o vao de 3,00 m;

e P € o primeiro periodo para os deslocamentos horizontais e o segundo para os deslocamen-
tos verticais, valendo 0,074868 s € 0,012617 s, respectivamente;

e O incremento de tempo para o cilculo dos deslocamentos foi Ar = Py /20;

e A analise da Superposi¢ao Modal foi feita com 6 modos de vibragao;

e No método de Newmark foram utilizados os coeficientes a0 = 0,5 e B = 0,25 (aceleragdo

média constante).

No Carga Dx (m)

Dy (m)

1 | Concentrada | 0,000121
1 Distribuida | 0,000117
6 | Concentrada -
6 | Distribuida -

-0,000421
-0,000412

Tabela 5.19: Maximos deslocamentos estaticos
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1” modo

4° modo

(Di(CPS)

QN N B WD = e

13,356902
79,258615
184,209776
206,19981
277,963147
375,337088

Tabela 5.20: Freqiiéncias naturais

2*modo

3% modo

Figura 5.21: Modos de vibragado

Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | P¢/t | Venancio [23] | Sup. Modal | Newmark
80,14 2,0 0,56 0,66 0,63
60,11 1,5 1,30 1,70 1,64
40,07 1,0 4,50 5,05 4,95
20,04 0,5 2,16 3,09 3,07

3% modo

6% modo

Tabela 5.21: Deslocamento horizontal do n6 1 - Carga concentrada mével

Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | P¢/t | Sup. Modal | Newmark
80,14 2,0 0,66 0,63
60,11 1,5 1,74 1,68
40,07 1,0 4,99 4,93
20,04 0,5 2,77 2,78

Tabela 5.22: Deslocamento horizontal do n6 1 - Carga distribuida moével
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0,0008

0,0006 -

0,0004 -

0,0002 -

Deslocamento (m)

-0,0002 -

-0,0004 -

-0,0006 -

-0,0008

0,0000 -

Valores de Py /t

—0,5
——1

—&—1,5

—A—2
Estatico

T

0,0

0,4

0,8

t/it

2,0

2,4

2,8

Figura 5.22: Deslocamento horizontal do n6 1 - Carga Concentrada - Sup. Modal

0,0008

0,0006 -

0,0004 -

0,0002 -

Deslocamento (m)

-0,0002 -

-0,0004 -

-0,0006 -

Valores de Py /

—0,5
——1
—-&—1,5
——2

------ Estatico

0,0000 #-eEews

-0,0008
0,0

0,4

0,8

t/it

2,0

2,4

2,8

Figura 5.23: Deslocamento horizontal do n6 1 - Carga Distribuida - Sup. Modal
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Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | P/t | Venancio [23] | Sup. Modal | Newmark

475,55 2,0 1,48 1,50 1,52
356,66 1,5 - 1,81 1,82
237,78 1,0 1,62 1,75 1,73
118,89 0,5 0,93 1,04 1,06

Tabela 5.23: Deslocamento vertical do n6 6 - Carga concentrada mével

Coeficientes de Impacto

Veloc. (m/s) | P¢/t | Sup. Modal | Newmark

475,55 2,0 1,52 1,53
356,66 1,5 1,78 1,79
237,78 1,0 1,75 1,73
118,89 0,5 1,05 1,07

Tabela 5.24: Deslocamento vertical do n6 6 - Carga distribuida mével

0,0008
Valores de Pr/t /*E\
—0,5
0,0006 +—|_, A =
——1 ,5 7 Y o A i
0,0004 { |2
------ Estatico

0,0002 -

-0,0002

Deslocamento (m)
o
o
o
o
o
e

-0,0004 -

-0,0006 -

-0,0008

0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 24 2,8
t/z

Figura 5.24: Deslocamento vertical do n6 6 - Carga concentrada - Sup. Modal
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0,0008

Valores de Py /t f—\
—0,5
0,0006 4 - 7 LN

——1

—=—1,5
—A—2
------ Estatico

0,0004 4

g

0,0002 4

0,0000 #-oes-5-aces

Deslocamento (m)

-0,0002 -

-0,0004 -

-0,0006 -

-0,0008 T T T T
0,0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 2,4 2,8
t/it

Figura 5.25: Deslocamento vertical do n6 6 - Carga distribuida - Sup. Modal

Consideracoes Finais (Exemplo 1 ao 5):

Depois de formulados os cinco exemplos, referentes as cargas moveis, chegou-se as seguintes
conclusoes:

e De modo geral, os maximos valores para os coeficientes de impacto, conforme conclusao
também chegada por Jung [15] e Venancio [23], estdo no intervalo entre 1,0 e 2,0;

e As cargas concentradas e distribuidas méveis apresentaram valores de coeficientes de im-
pacto muito préximos, diferindo apenas no instante de tempo em que atingem o maximo
deslocamento dinamico;

e Os maximos coeficientes de impacto para os deslocamentos horizontais (Py/t = 1,0) sdo
muito maiores quando comparados com os dos deslocamentos verticais (Exemplos 4 e 5);

e A escolha do nimero de modos de vibragdo para a obtenc@o dos resultados no Método da
Superposicao Modal se justifica pelo fato de que se adotados um niimero maior de modos,
estes ndo alteram significativamente os resultados.
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Exemplo 6:

O portico esquematizado na Figura (5.26) € solicitado através de uma aceleracdo horizontal em
sua base de 0,5 g, sendo g a aceleracao da gravidade, durante 0,2 s e depois reduzida a zero de
maneira abrupta. O tempo total da andlise € de 0,4 s. Duas andlises foram feitas: a primeira em
relagdo a estrutura sem amortecimento e a segunda considerando um amortecimento de 10% para
o primeiro modo de vibragdo e 15% para o segundo.

4,00m
3 4 Secao Transversal - Vigas e Pilares
A Y
A =0,18m?
g g 1z =0,0054 m*
o Q > 2
=3 2 E = 25000 M Pa
i 30om p=2,5ton/m?
2 5
. Funcao Excitadora
= A Uy (m/SQ)
v 5
-~ ® 1 [ ] 6 t (S)
= . = 07 5 07 1 >
i, = 0,5¢g

Figura 5.26: Portico de 2 pavimentos com aceleracao horizontal em sua base

Observacoes:
e O incremento de tempo para o cdlculo dos deslocamentos foi Ar = 0,004 s;
e A analise da Superposi¢ao Modal foi feita com 2 modos de vibragao;

e No método de Newmark foram utilizados os coeficientes o = 0,5 e f = 0,25 (aceleragio
média constante).
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1° modo

(Oi(CPS)

—_—

12,511147
42,439529

Tabela 5.25: Freqiiéncias Naturais

2"modo

Figura 5.27: Modos de vibragdo

Deslocamentos horizontais minimos e maximos (m)

SAP PEF

N6 Limite | Sup. Modal | Newmark | Sup. Modal | Newmark
2 (sa) | Minimo | -0,001106 | -0,001097 | -0,001103 | -0,001101
2 (sa) | Maximo | 0,001067 0,000996 0,001089 0,001031
3 (sa) | Minimo | -0,002104 | -0,002094 | -0,002123 | -0,002109
3 (sa) | Maximo | 0,002086 0,002041 0,002141 0,002104
2 (ca) | Minimo | -0,000940 | -0,000938 | -0,000935 | -0,000942
2 (ca) | Méaximo | 0,000455 0,000455 0,000457 0,000461
3 (ca) | Minimo | -0,001819 | -0,001815 | -0,001798 | -0,001798
3 (ca) | Méaximo | 0,000921 0,000912 0,000913 0,000942

(sa): sem amortecimento.
(ca): com amortecimento.

Tabela 5.26: Pértico de 2 pavimentos - deslocamentos horizontais
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0,0012 ~

— Sem Amort.
—-—Com Amort.

0,0009 -

0,0006 -

0,0003 -

0,0000 %,

Deslocamento (m)

-0,0003 -

-0,0006 -

-0,0009 -

-0,0012 T T T T T T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40
t(s)

Figura 5.28: Deslocamento horizontal do n6 2 - Vibracdo de Base - Newmark

0,0025 -
— Sem Amort.
0,0020 { |-~ Com Amort. /\ /\

0,0015

0,0010 -
0,0005 -

0,0000 g

Deslocamento (m)

-0,0005 -

-0,0010 -

-0,0015 -

-0,0020 -

-0,0025 T T T T T T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40
t(s)

Figura 5.29: Deslocamento horizontal do n6 3 - Vibragao de Base - Newmark
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Exemplo 7:

O portico de 6 pavimentos representado na Figura (5.30) € solicitado através de uma aceleracao
horizontal em sua base descrita por uma funcao do tipo rampa, que vaide 0ga 0,5g em 0,2 s, de-
pois permanece constante até 0,4 s e a partir desse instante ¢ decrescida linearmente para 0 g no
tempo de 0,6 . O tempo total da andlise € de 2,0s. Duas andlises foram feitas: a primeira em
relacdo a estrutura sem amortecimento e a segunda considerando um amortecimento de 10% para
o primeiro modo de vibragdo e 15% para o segundo.

6,00m
7 14
£
i Segao Transversal - Pilares
“ \Y ‘
6 13 A=0,15m?
S Iz =0,003125m"
Q >
= S E = 25000 M Pa
ol 30em p =2, 5ton/m’
5 12
2 Secao Transversal - Vigas
g A Y ,
3 A=0,12m
4 11 g B Iz =0,0016 m*
g .
= E = 25000 M Pa
S =2, 5ton/m?
S 30cm P /
3 10
o Funcao Excitadora
= i, (m/s?)
el
2 9
g t(s)
=
1 8
® [ ]
—_—

Figura 5.30: Poértico de 6 pavimentos com aceleracio horizontal em sua base

Observacoes:
e O incremento de tempo para o calculo dos deslocamentos foi Ar = 0,02 s;
e A andlise da Superposicao Modal foi feita com 3 modos de vibracao;

e No método de Newmark foram utilizados os coeficientes a0 = 0,5 e B = 0,25 (aceleragio
média constante).
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(Di(CPS)

i
1
2
3

2,050809
6,880961
13,569856

Tabela 5.27: Freqii€ncias Naturais

Deslocamentos horizontais minimos e maximos (m)

SAP PEF
N6 Limite | Sup. Modal | Newmark | Sup. Modal | Newmark
7 (sa) | Minimo | -0,068672 | -0,068611 | -0,068503 | -0,068446
7 (sa) | Maximo | 0,032301 0,032876 | 0,031821 0,032678
7 (ca) | Minimo | -0,0603532 | -0,060378 | -0,060224 | -0,060226
7 (ca) | Maximo | 0,021783 0,022150 | 0,021638 0,022010

(sa): sem amortecimento.
(ca): com amortecimento.

Tabela 5.28: Portico de 6 pavimentos - deslocamentos horizontais

Deslocamentos verticais minimos e maximos (m)

SAP PEF
N6 Limite | Sup. Modal | Newmark | Sup. Modal | Newmark
7 (sa) | Minimo | -0,000597 | -0,000596 | -0,000591 | -0,000590
7 (sa) | Maximo | 0,000296 0,000304 0,000289 0,000298
7 (ca) | Minimo | -0,000520 | -0,000519 | -0,000515 | -0,000514
7 (ca) | Méaximo | 0,000197 0,000199 0,000193 0,000196
Tabela 5.29: Pértico de 6 pavimentos - deslocamentos verticais
Rotacoes minimas e maximas (rad)
SAP PEF
No Limite | Sup. Modal | Newmark | Sup. Modal | Newmark
7 (sa) | Minimo | -0,000736 | -0,000749 | -0,000695 | -0,000710
7 (sa) | Maximo | 0,001355 0,001344 0,001301 0,001289
7 (ca) | Minimo | -0,000465 | -0,000468 | -0,000444 | -0,000448
7 (ca) | Méaximo | 0,001166 0,001146 0,001120 0,001101

Tabela 5.30: Pértico de 6 pavimentos - rotacoes
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Desl. Horizontal (m)

1° modo 2"modo 3 maodo

Figura 5.31: Modos de vibragdo

0,04

. IR =N
/

TN NS
v VY

-0,04 4

MRV
0,06 \7 — Sem Amort. |

- Com Amort.

-0,07

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
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Figura 5.32: Deslocamento horizontal do n6 7 - Sup. Modal
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Desl. Vertical (m)

Rotagéo (rad)
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0,0 0,2 0,4 0.6 0.8 1,0 1.2 1,4 16 1,8 2,0
t(s)

Figura 5.33: Deslocamento vertical do n6 7 - Sup. Modal

0,0014 -

— Sem Amort.

0,0012 A
—o—Com Amort.

0,0010 +

0,0008 -

0,0006 -

0,0004 -

0,0002 -

&

0,0000

-0,0002 -

-0,0004 -

-0,0006 -

-0,0008 . . . . . . . .
0,0 0,2 0.4 0.6 0.8 1,0 1.2 1,4 16 1,8 2,0
t(s)

Figura 5.34: Rotacdo do n6 7 - Sup. Modal
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Consideracoes Finais (Exemplos 6 e 7):

Primeiramente, vale ressaltar que os modos de vibragdo de maior relevancia, para a vibracao
de base empregada, sdo aqueles na direcdo x. Para estes dois exemplos, foi escolhido um ndmero
minimo de modos de maneira que se obtivesse resultados satisfatérios, isto €, um nimero maior
nao implicaria na alteracdo dos resultados.

Na Tabela (5.31) sdo mostradas as reducdes percentuais nos deslocamentos provocados pelo
amortecimento. Os resultados sdo referentes ao programa PEF.

N6 | Limite | Sup. Modal | Newmark
Desl. Horiz. | 2 | Minimo 15,24% 14,45%
Exemplo 6 | Desl. Horiz. | 2 | Médximo 58,04% 55,24%
Desl. Horiz. | 3 | Minimo 15,28% 14,76%
Desl. Horiz. | 3 | Maximo 57,35% 56,37%
Desl. Horiz. | 7 | Minimo 12,09% 12,01%
Desl. Horiz. | 7 | Maximo 32,00% 32,65%
Exemplo 7 | Desl. Vert. 7 | Minimo 12,80% 12,92%
Desl. Vert. 7 | Maximo 33,16% 34,21%
Rotacao 7 | Minimo 36,13% 36,95%
Rotacgao 7 | Maximo 13,92% 14,55%

Tabela 5.31: Porcentagem amortecida dos deslocamentos e rotacdes
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Exemplo 8:

A estrutura apresentada a seguir constitui-se de um poértico de 3 andares submetido em sua face
lateral esquerda por forgcas concentradas nos nds que variam ao longo do tempo, conforme esque-
matizado na Figura (5.35). Nao foi considerado amortecimento. Os resultados sdo apresentados
comparando os valores dinamicos com os obtidos da analise estatica.

L 4,00m L
30 f(2) W 4

4,00m

Segao Transversal - Pilares
Y

[}
—

12

A=0,12m?

Iz =0,0016m*
E = 25000 M Pa
p=2,5ton/m?

3,00m
40cem

30em

Secao Transversal - Vigas
)

A =0,045m?

Iz =0,0003375 m*
E = 25000 M Pa,
p=2,5ton/m?

3,00m
30em
0

15em

10f(t) |2 6 10

Funcao Excitadora

f(t) (kN)

3,00m

1,0

Figura 5.35: Portico de 3 pavimentos com carga lateral

Observacoes:
e O incremento de tempo para os calculos foi Ar = 0,02 s;
e A andlise da Superposi¢ao Modal foi feita com 3 modos de vibragao;

e No método de Newmark foram utilizados os coeficientes a0 = 0,5 e B = 0,25 (aceleragdo
média constante).

N6

Dx (m)

Rx (N)

Ry (N)

Mz (N-m)

1

-18544,36

-31968,84

53601,12

0,0161284

Tabela 5.32: Maximos deslocamentos e esforcos estdticos
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i| @(CPS)
1| 4,285491
2 | 16,556292
3 | 36,259449

Tabela 5.33: Freqii€ncias Naturais

1° modo 2°modo 3% modo

Figura 5.36: Modos de vibracdo

As tabelas a seguir referem-se aos resultados obtidos para o deslocamento horizontal do n6 4 e
as reacoes de apoio do né 1. A primeira diz respeito ao software PEF e a segunda com os valores
obtidos pelo SAP 2000.

Deslocamentos e reacoes de apoio minimas e maximas
No 4 No 1

Analise Limite Dx (m) Rx (N) Ry (N) | Mz (N-m)
Sup. Modal | Minimo | -0,002125 | -18945,30 | -32074,48 | -7502,07
Sup. Modal | Maximo | 0,016321 | 2641,65 4139,60 | 5461295
Newmark | Minimo | -0,001504 | -18540,57 | -31682,32 | -5186,52
Newmark | Maximo | 0,016006 | 1786,69 2928,21 | 53509,67

Tabela 5.34: Pértico de 3 pavimentos com solicitacdo lateral - PEF

Deslocamentos e reacoes de apoio minimas e maximas
N6 4 No1
Analise Limite Dx (m) Rx (N) Ry (N) | Mz (N-m)
Sup. Modal | Minimo | -0,001796 | -18579,17 | -32152,91 | -6252,08
Sup. Modal | Maximo | 0,016129 | 2196,61 3545,09 | 53722,71
Newmark | Minimo | -0,001637 | -18609,95 | -31898,89 | -5703,96
Newmark | Maximo | 0,016101 | 1997,28 323991 | 53719,08

Tabela 5.35: Pértico de 3 pavimentos com solicita¢do lateral - SAP 2000
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Desl. Horizontal (m)

Reagédo Horizontal (N)

0,018 A

0,015

0,012

0,009

0,006

0,003

0,000
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3000 ~

-3000 -
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-21000

----- Estatico
—— Dinamico

0,0

0,2 0,4

0,6

0,8

1,0

1,2
t(s)

2,0 2,2

Figura 5.37: Deslocamento horizontal do n6 4 - Sup. Modal

----- Estatico
—— Dinamico
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0,0

0,2 0,4

0,6

0,8

1,0

1,2
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1,4

1,8

2,0 2,2

Figura 5.38: Reacdo horizontal do n6 1 - Sup. Modal
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5000 -
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48000

40000

32000

24000
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16000

8000

-8000

0.

0.

0.

0-

0-

0

----- Estatico
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I

0,0
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Figura 5.39: Reacao vertical dond 1 - Sup. Modal

2,4

----- Estatico
—— Dinamico

0,0

02 04 06 08 10 12 14 16 1,8 20 22
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Figura 5.40: Momento do n6 1 - Sup. Modal
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Exemplo 9:

A préxima estrutura simula um galpao industrial de 3 andares, onde em cada um dos 4 com-
partimentos superiores encontram-se maquinas apoiadas diretamente sobre as vigas. As agdes
representadas por essas maquinas sao descritas por fun¢des harmodnicas (seno e cosseno) que le-
vam em consideracdo seu peso juntamente com suas freqiiéncias. Os pilares sdo compostos por
perfis do tipo CVS 350x73 e as vigas VS 550x64. A Figura (5.41) mostra maiores detalhes do
modelo criado.

Duas andlises sao feitas: a primeira em relacdo a estrutura sem amortecimento e a segunda
considerando um amortecimento de 0,5% para o primeiro modo de vibracdo e 1,0% para o segun-
do. O tempo de duragdo da analise foi de 1,5s.

0,00m i 6,00m Fungoes Excitadoras
4 1 10 16 f1(#) (kN) sen(18, 85t)
1,0/ ’
g

20 f2(t) 20 f2(t) 8 T i)

1 1 + \/ \J
3 Y 9 15

6

¢ : 0,33
12 :

1,0
30 f1(t) 30 f1(t) 2
~ f2(t) (kN) cos(12, 57t)
1,0
2 8 Y 14
5 11
g : : t(s)
2 : :
~ f f
L 0.5 |
¢! o o34 : 1,0 :
Secao Transversal - Pilares (medidas em mm) Secao Transversal - Vigas (medidas em mm)
Lf)' lie)
UE =S — A o2 y: > _ "
‘ K A=0934cm ’ ‘ Sy i A=281,0cm
: [ F o Iz=20524cm! > [ F o] [Iz=42556cm?
05 B B =20500kN/cm? 63 4 A E=20500kN/cm?
‘ — L p=0,0077kg/cm? ‘ ﬂéi p=0,0077 kg/cm?
250 o 250 o
Figura 5.41: Pértico de 3 pavimentos com cargas harmdnicas
Observacoes:

e O incremento de tempo para os calculos foi Ar = 0,00625 s;
e A andlise da Superposi¢cao Modal foi feita com 20 modos de vibragao;

e No método de Newmark foram utilizados os coeficientes oo = 0,5 e B = 0,25 (aceleragio
média constante).
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N6 | Dy(m) | Ry(®N)
0,058153 -
0,044119 -

- -54578,02

N O\ W

Tabela 5.36: Maximos deslocamentos e esforcos estaticos

i @(CPS) | i |@(CPS)| i | &(CPS) | i | o(CPS)

10705196 | 6 | 6,934352 | 11 | 11,382675 | 16 | 18,584758
2| 2,223183 | 7 | 7,294403 | 12 | 13,119824 | 17 | 20,369090
3]3,762647 | 8 |8,385972 | 13 | 14,587711 | 18 | 20,534013
416275393 | 9 | 9,106197 | 14 | 15,736826 | 19 | 22,363983
5| 6,320648 | 10 | 9,406410 | 15 | 16,110915 | 20 | 23,405292

Tabela 5.37: Freqiiéncias Naturais

As tabelas a seguir referem-se aos resultados obtidos para os deslocamentos verticais dos nds
5 e 6 e areacdo vertical do n6 7.

Deslocamentos verticais minimos e maximos
Dy (cm) - PEF Dy (cm) - SAP
Analise Limite | Sem Amort. | Com Amort. | Sem Amort. | Com Amort.
Sup. Modal | Minimo | -0,086739 -0,083898 -0,092291 -0,089223
Sup. Modal | Maximo | 0,066693 0,060736 0,080065 0,070400
Newmark | Minimo | -0,088470 -0,084790 -0,091108 -0,088234
Newmark | Maximo | 0,070822 0,062486 0,077493 0,066715

Tabela 5.38: Deslocamento vertical do né 5 - Newmark

Deslocamentos verticais minimos e maximos
Dy (cm) - PEF Dy (cm) - SAP
Analise Limite | Sem Amort. | Com Amort. | Sem Amort. | Com Amort.
Sup. Modal | Minimo | -0,068171 -0,059378 -0,094013 -0,064549
Sup. Modal | Maximo | 0,061960 0,051316 0,077713 0,054762
Newmark | Minimo | -0,064844 -0,060217 -0,087989 -0,063236
Newmark | Maximo | 0,058198 0,052468 0,077272 0,056316

Tabela 5.39: Deslocamento vertical do né 6 - Newmark

Reacao vertical de apoio minima e maxima
Ry (N) - PEF Ry (N) - SAP
Analise Limite | Sem Amort. | Com Amort. | Sem Amort. | Com Amort.
Sup. Modal | Minimo | -89849,58 -67852,84 -82796,51 -65536,30
Sup. Modal | Maximo 99136,70 96947,10 110675,04 103350,21
Newmark | Minimo | -76979,46 -63832,51 -83574,34 -70267,58
Newmark | Maximo 95948,67 91773,78 109377,08 102770,05

Tabela 5.40: Reacao vertical do né 7 - Newmark
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Figura 5.42: Modos de vibragdo
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Figura 5.43: Deslocamento vertical do né 5 - Newmark
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Figura 5.44: Deslocamento vertical do né 6 - Newmark
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Figura 5.45: Reacdo vertical do n6 7 - Newmark
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Consideracoes Finais (Exemplos 8 e 9):

Na Tabela (5.41) apresentam-se os coeficientes de impacto para as cargas dindmicas concentra-
das do Exemplo 8. Eles foram obtidos da mesma maneira definida nos exemplos de carga mével e
para os resultados do programa PEF.

Coeficientes de Impacto

N6 | Sup. Modal | Newmark
Dx | 4 1,022 1,000
Rx | 1 1,003 0,991
Ry | 1 1,019 0,998
Mz | 1 1,012 0,992

Tabela 5.41: Coeficientes de impacto para deslocamentos e reagdes de apoio

Observa-se que os coeficientes de impacto estao muito proximos da unidade, donde conclui-se
que uma andlise estatica poderia ter sido feita para este exemplo.

Dois motivos para isto ocorrer podem ser destacados: o primeiro é o fato da estrutura
apresentar uma rigidez grande, e o segundo pelo fato das cargas ndo serem aplicadas de maneira
instantanea (sado aumentadas linearmente).

A Tabela (5.42) mostra os coeficientes de impacto obtidos para as varidveis escolhidas no

Exemplo 9 através do programa PEF.

Coeficientes de Impacto

N6 | Sup. Modal | Newmark
Dy | 5 (sa) 1,49 1,52
Dy | 5 (ca) 1,44 1,46
Dy | 6 (sa) 1,55 1,47
Dy | 6 (ca) 1,35 1,36
Ry | 7 (sa) 1,82 1,76
Ry | 7 (ca) 1,78 1,68
(sa): sem amortecimento.
(ca): com amortecimento.

Tabela 5.42: Coeficientes de impacto para deslocamentos e reagdes de apoio

Com os coeficientes obtidos para a situagdo sem amortecimento, observa-se que os desloca-
mentos verticais dinamicos dos nés 5 e 6 sdo cerca de 50% maiores que aqueles obtidos pela
andlise estdtica e a reacdo vertical do n6 7 é aproximadamente 80% maior.
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Capitulo 6

Conclusoes e Sugestoes

Neste trabalho sdo apresentados os conceitos tedricos envolvidos na andlise dinamica linear
eléstica das estruturas planas, utilizando a equagdo de movimento de Lagrange associada com o
Método dos Elementos Finitos.

Para este tipo de andlise utilizou-se o Método da Superposicao Modal e o Método de Newmark,
sendo apresentadas algumas vantagens e desvantagens de ambos.

No Método da Superposicao Modal incrementos de tempo maiores podem ser escolhidos e ain-
da assim obter bons resultados; porém, a desvantagem € que as freqiiéncias e os modos de vibracao
devem estar disponiveis. Na maioria das estruturas apenas os primeiros modos de vibracao sdo in-
teressantes para o célculo. Esse método € evitado na andlise nao-linear.

No Método de Newmark € necessario escolher incrementos de tempo de maneira mais crite-
riosa de modo que se tenha resultados satisfatdrios; porém, as freqiiéncias naturais e modos de
vibragdo nao precisam ser calculados sendo mais empregado na andlise ndo-linear.

Em todos os exemplos exibidos foram utilizados coeficientes do Método de Newmark para
aceleracdo média constante, que se justifica pela possibilidade de usar incrementos de tempos
maiores e ainda assim manter a estabilidade dos resultados.

6.1 Sugestoes para Trabalhos Futuros
O modelo estrutural utilizado neste trabalho foi o de pértico plano constituido por elementos
finitos de barra. Ele pode ser extrapolado para o caso tridimensional, ou ainda, ser estendido, por

analogia do desenvolvimento numérico, para outros mais sofisticados como € o caso das cascas e
placas.

Diversos modelos de andlise dindmica para integracdo direta no tempo, além do Método de
Newmark que foi utilizado, também encontram-se disponiveis e que poderiam ser estudados.

A andlise concentrou-se no regime eléstico linear. Um passo seguinte seria realizd-la em re-
gime ndo-linear, tanto no que diz respeito a ndo-linearidade geométrica quanto material.
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As cargas moveis, como pdde ser observado, produzem grandes deslocamentos dindmicos,
porém, os exemplos se concentraram para velocidades constantes das cargas. Nada impede que se
apliquem aceleracdes quando elas estdo atravessando a estrutura em estudo ou até mesmo mudan-
do de intensidade.

No programa desenvolvido, um melhoramento seria a introducao grafica da estrutura (barra,
noés, apoios, carregamentos, etc), facilitando o processo de criagdo.

Nos algoritmos implementados nio se aproveitou o fato das matrizes de massa, rigidez e amor-
tecimento serem esparsas. Eficientes formas de armazenamento e resolucdo de sistemas esparsos
encontram-se disponiveis e poderiam ser adaptadas nesse trabalho. Justifica-se o ndo aprovei-
tamento dessa caracteristica pelo fato de ndo ser o objetivo a resolugcdo de sistemas de grandes
dimensaoes.

O problema de autovalor e autovetor utilizado para encontrar as freqiiéncias naturais e modos
de vibragdo do sistema foi resolvido utilizando dois métodos: o da Poténcia e o da Deflagdao de
Wielandt. Diversos métodos numéricos para resolver esse problema, mais sofisticados e estaveis,
sdo amplamente difundidos na literatura, tais como os de Jacobi, QR, Householder, Lanczos, etc.

Neste trabalho justifica-se a utilizacdo dos dois primeiros pelo fato das matrizes de massa e
rigidez serem bem comportadas e simétricas. Com as condicdes de contorno, que impedem o mo-
vimento de corpo rigido do sistema, e pelo fato das matrizes de massa e rigidez serem definidas
positivas t€ém-se que os autovalores resultantes serdo todos reais, positivos e diferentes de zero.
Outro fato € que para a obtencao dos resultados de deslocamentos, velocidades e aceleracOes, para
as estruturas propostas neste trabalho, ndo € necessario o cdlculo de todos os autovalores e autove-
tores do sistema, sendo o método da deflacdo julgado como uma boa alternativa.
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Apéndice A

Consideracoes sobre o Efeito de Mola e
Recalque

A.1 Efeito de Recalque na Analise Estatica

A maneira como este efeito foi implementado é semelhante aquele utilizado na analise estatica.
A titulo de ilustragdo, toma-se uma viga bi-apoiada, com um recalque &, no apoio direito Figura
(A.1).

F(t)
43,03 ¢ O\ q6,P6 ¢~
A: A CDEF 7 qul,pgx
¥ L £ 54 a1, p1 G5, D5

Figura A.1: Efeito de Recalque

De maneira geral, para a andlise estdtica, a solucdo é obtida resolvendo o sistema linear dado
por Kq = P, que também pode ser escrito como:

kit kio kiz kia kis ks q1 P1
ko1 koo ko3 ko kas  kog q )22)
ka1 kip ki3 kza kzs kze q3 D3
= (A.1)
ka1 kar ka3 kaa kss kae q4 P4
ksi kso ks3 kss kss kse qs Ds
| ke1 ko2 ko3 kea kes kes | | 96 | | Po |

Sabendo quanto a estrutura se desloca devido ao recalque d,, a equagdo acima pode ser reescrita
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da seguinte maneira:

kir kio kiz kia 0 ki q1 p1—ki504
kot kx ko3 koa O kog q P2 — ko598,
k31 ks k33 ks O kse q3 p3 — k3504
— (A.2)
kar kap kaz kasa O kue q4 Pa— k4504
0O 0 0 0 1 0 qs O
| ko1 ke2 kes kea O ke | | g6 | | P6—kes50a |

Assim, seu efeito € contabilizado diretamente junto ao vetor de cargas produzido pelas forcas
externas.

A.2 Efeito de Recalque no Método de Newmark

A implementagdo do recalque neste método € efetuada também considerando seu efeito no
proprio vetor de cargas dindmicas P. E necessario resolver um sistema linear a cada incremento de
tempo Ar dado pela Equacdo (3.47) e aqui reescrita:

Kqys1 =Py (A.3)

Com isso, a cada passo em que o vetor de cargas Py | € formado, torna-se necessario também
computar o efeito de recalque, que nesse caso € constante ao longo do tempo, obtendo-se a seguinte
equacao:

(ki ki ks ke 0 ke T [ qi(e) ] [ Pr(t) —kisdq ]
kot kap ks koa O kg q2(t) pa(t) —kas 8y
k31 kza ksz kaa O ks q3(t) p3(t) — k35 8y
N . = R (A.4)
kst kap ka3 kaa O kue q4(t) Pa(t) —kas 8y
0 0 0 0 1 0 qs(t) dq
| ket ker kes kea O keo | L a6(t) | | Pelt) —kesSa |

A.3 Efeito de Recalque no Método da Superposicao Modal

Novamente, a Gnica parcela que deverd ser atualizada em cada passo de tempo Af € o vetor de
cargas equivalente P.

Sera necessario resolver uma equacao diferencial semelhante a Equacgao (3.21), ficando:

0/ (P—kij &)
o7 M¢;

onde: j é o grau de liberdade onde estd atuando o recalque 8, ei = 1,...,N.

X+ 20)1'&,1')&,‘ + 0)1-2)65 = (A.5)
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Resolvida a Equacgdo (A.5) e utilizando o conceito de superposi¢do dos modos de vibracao,
obtém-se os deslocamentos, velocidades e aceleracdes dos n6s, dados por:

A.4 Efeito de Mola na Analise Dinamica

Esse efeito é contabilizado diretamente na matriz de rigidez K, para ambos os métodos em
estudo.

A titulo de ilustragdo toma-se novamente uma viga bi-apoiada, com efeito de mola em um de
seus noés, Figura (A.2).

IF(t)
43,03 ¢\ 96, P6 ¢~
A ék @ P} b

| L - q1, P1 q5, D5

A A

Figura A.2: Efeito de Mola

A matriz de rigidez global do sistema passa a ser dada por:

kin ki kiz kis kis ks
ka1 koo koz koa  kas  koe

k31 k3z kzz ksa  k3s  k3e
K= (A.6)
kav kap kaz kaa  kas  kae

ksi ksy ksz ksq kss+k kse

ke1 ke kez kea  kes  kee

A rigidez k da mola € adicionada diretamente ao grau de liberdade a que corresponde na matriz
de rigidez global. E assim a matriz K estd pronta para ser usada tanto no Método de Newmark
quanto no da Superposi¢dao Modal.
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Apéndice B

Manual do Programa PEF

B.1 Introducao

O texto apresentado a seguir tem por objetivo relatar de maneira resumida as principais carac-
teristicas de entrada de dados e interpretacdo de resultados do programa.

O PEF foi desenvolvido no Delphi, e permite que os resultados possam ser visualizados de
maneira grafica.

Ele realiza tanto a andlise estdtica quanto dindmica das estruturas no regime eléstico line-
ar. Nesta segunda € possivel obter as freqiiéncias naturais e modos de vibragdo; deslocamen-
tos, velocidades e aceleracOes dos nds das estruturas tanto pelo método de Newmark quanto o da
Superposi¢ao Modal.

B.2 Entrada de Dados

A tela inicial do programa, Figura (B.1), fornece os itens que deverdo ser preenchidos antes de
se efetuarem os calculos.

= Portico HE] ES
Arquivo Dpoies Ajuda

=] o[ sa[rr] | i .2 A R T A R o

Nés ...

Elementos
Aticulagdes .
Restigies

i~ Tipo de Analise

¥ Andlise Estética
Carregamenta ..

¥ éndlise Dinamica
Carregamenta ..
Tipo de Andlise

Figura B.1: Tela inicial
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A entrada de dados € feita através de tabelas. Esta deve ser feita através de duas fases: a primei-
ra diz respeito aos dados relacionados as caracteristicas fisicas e geométricas da estrutura, tipos de
vinculagdo e se existe ou ndo articulagdes entre os nos; a segunda se refere ao tipo de andlise que
serd realizada (estética ou dindmica), onde sdo especificados as caracteristicas dos carregamentos.

Abaixo seguem as tabelas referentes a esses dados:

B.2.1 Tabela de Nos

Relaciona os nds da estrutura com a sua respectiva coordenada X e Y, conforme Figura (B.2)

Mimero de Mos: I
Ma | i | i Iil

A I

Figura B.2: Tabela dos nos

B.2.2 Tabela de Elementos

Essa tabela caracteriza as propriedades fisicas e geométricas dos elementos que compdem o
sistema como: o mdédulo de elasticidade (E), o momento de inércia e a drea da secdo transversal
dada respectivamente pelas letras I e A e a massa especifica do elemento (Massa/Vol), além de
relacionar os nés que estao associados a ele. Essa tabela é mostrada na Figura (B.3).

Miamero de Elementos: I Caracteristicas Fisicaz e Geométricas

Barra Nai | MNaj | E | | =& Massawmlﬂ

Figura B.3: Tabela dos elementos
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B.2.3 Tabela de Articulacoes

Permite que as extremidades dos elementos tenham giro livre. Dependendo de onde essa
articulacio encontra-se (inicio, fim ou em ambos os lados do elemento). Quando existir articulacao,
essa deverd ser caracterizada pela letra L (livre) ou caso contrdrio, pela letra R (restringido). A Fi-
gura (B.5) exibe esta tabela.

Mimero de Barras I_D
com Articulagdes:

Barra Inicio I Firn |ﬂ

N =l

Figura B.4: Tabela de articulacoes

B.2.4 Tabela de Restricoes de Apoio

E a responsavel por fornecer ao sistema as condi¢des de contorno, Figura (B.5). Um deter-
minado né pode ter deslocamento nulo ou algum imposto (recalque) em qualquer direcdo. As
colunas destinadas a essa funcio sdo: Dx, Dy e Rz. E possivel também inserir o efeito de mola
em qualquer uma das dire¢Oes, sendo armazenadas nas colunas Kx, Ky e Kz. Para que o efeito de
mola seja inserido as colunas referentes aos deslocamentos devem constar com a letra L naquela
dire¢do, caso contrdrio a mola ndo terd efeito sobre a estrutura.

Mimero de Nos com Restrigies de Movimento: I

NéleIDyIHzIKHIK}IIKzIﬂ

Figura B.5: Tabela de restricdes de apoio
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Construida a geometria da estrutura e determinadas as caracteristicas fisicas dos elementos, o
proximo passo € realizar o carregamento da mesma, seja para analise estatica, dindmica ou ambas.

B.2.5 Carregamentos Estaticos

Esse tipo de carregamento se da através daqueles concentrados nos nés da estrutura ou distri-
buido ao longo do elemento. Os concentrados podem ser definidos na direcao x (Px), direcdo y
(Py) e rotagdo z (Mz)-momento; ji os distribuidos podem ser dados na direcao x (wx) e dire¢do y
(wy). Durante o calculo € possivel considerar ou ndo o efeito do peso proprio do sistema. A tabela
que caracteriza esses carregamentos € exibida na Figura (B.6).

Nimero de Nos com I— Nimero de Elementos com
Cargas Concentradas: o ‘ ‘ Cargas Distribuidas: o ‘
Ma Pxi Pyi | Mzi Iﬂ Barra | Wi | W | wyi | Wy Iﬂ
| I=| | I=|

Figura B.6: Tabela de carregamento estético

B.2.6 Carregamentos Dinamicos

Esses carregamentos estdo na se¢do que trata da andlise dinamica das estruturas. Como ja
citado anteriormente, esse trabalho fixou-se em trés tipos basicos de carregamentos dinamicos:
concentrados nos nds, moveis (concentrados e distribuidos) e vibragdo de base.

A tabela dos carregamentos concentrados nos noés, Figura (B.7), variam de acordo com as
fungdes apresentadas na Figura (4.4). Eles também podem atuar na direcdo x, y ou z.

Tipos de Solicitagdo Dinami.
’76’ Cargas Dindmicas nos Moz Cargas Dindmicas Maveis Vibrag3io de Base Fungdes ... |

Mimero de Nos: ID

| Direcao X | | Direcao ¥ | | Rotacdo 2 |
Me [F] o [ o2 [z [em[ o [ o2 [ o3 Jew[ o [ o2 | 3 |ﬂ

Figura B.7: Tabela de carregamento dindmico nos nos
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A tela que representa os carregamentos moveis sdo subdividas em duas: uma para o concen-
trado e outra para o distribuido, conforme as Figuras (B.8) e (B.9). Nelas encontram-se os valores
para as intensidades das cargas, velocidade e comprimento (para o caso das méveis distribuidas).
Destaca-se aqui que essas cargas foram modeladas somente para a atuacdo perpendicular ao eixo
do elemento.

Tipos de Solicitacdo Dinami:
’7(‘ Cargas Dindmicas nos Mos % Cargas Dindmicas Moveis ¢ Vibrag3o de Base Funglies ... |
I~ Carga Concentrada
Bana |ﬂ , S=u.t
- 9=
- D [~

Distibuida Elementos: i
— P: ID
i = Yelocidade: IU—

Figura B.8: Tabela de carregamento movel concentrado

Tipos de Solicitagdo Dinamil
’7(" Cargas Dindmicas nos Nos (¢ Cargas Dindmicas Mdveis ¢ Wibragio de Base Fungies ... |

I~ Carga Distribuida

Earra Iﬂ smu.t L
Conecentrada ... | wyi m i

Ciiztriburda . - E - ID

- c
- Wyl In [ ID
: = Wy IU Veloc: ID

Figura B.9: Tabela de carregamento moével distribuido

B.2.7 Vibracao de Base

Finalmente, o ultimo tipo de solicitacdo dindmica € aquela representada por uma aceleracao a-
plicada na base ou apoio da estrutura. Novamente, essa aceleragdo podera atuar nas duas direcdes x
e y, ou causando um efeito de rotagcdo na direcao z. A tabela da Figura (B.10) exibe as propriedades
acima descritas.

B.2.8 Tipos de Analise Dindmica

A seguir sdo descritos os itens necessarios para a caracterizagdo completa da analise dinamica.
De acordo com a seqiiéncia estabelecida no programa, t€ém-se:
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Fungdies ..

= Cargas Dindmicas nos Nés Cargas Dindmicas Maveis (%

" Tipos de Solicitagdo Dinami

| Direcao X | | Diregdo Y | | Rotagdo 2 |

[Tro ] oo [ o2 [ ca [fg [ oo [ o2 [ 3 [ [z [ o3|
Lo 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Maota: & vibragdo de base consiste na aplicagdo de uma aceleragio nos apoios da estiutura
analiza o comportamenta global da mesma.

Figura B.10: Tabela de vibracao de base

Freqiiéncias naturais e modos de vibracao: o usudrio deve fornecer o nimero de freqiiéncias
desejadas, com o cuidado que ele ndao deve ser maior que o nimero de graus de liberdade da
estrutura, excluindo as condi¢des de contorno. Como o cédlculo € baseado em um método interativo,
deve-se especificar a tolerancia de convergéncias, Figura (B.11).

— Tipo de Analize

Frequéncias Naturais

¥ Frequéncias/ Modos de Vibragio

. - Modos de ¥ibragao
I Fatores de Amortecimento Fargmetros. ... |
™ Discretizagio do Tempo Parémetios .. | Himero de Modos: |1
[ Método da Mewmark Farametos ... | Precisdo: IU,DDDD‘I

I Superposigio Modal

Figura B.11: Freqii€ncias naturais € modos de vibracao

Fatores de amortecimento: o amortecimento estrutural é considerado através de dois fatores
de amortecimento associados ao primeiro e segundo modo de vibragdo, Figura (B.12). Para isso
€ necessario que pelo menos duas freqii€éncias naturais sejam calculadas para que no método de
Newmark possa ser montada uma matriz de amortecimento explicita, que, como ja descrita, serd
em funcdo da matriz de massa e rigidez global.

— Tipo de Analize

[~ Frequéncias/ Modos de Vibragio Farémetros. ... | Fatores de Amortecimento

[ Fatores de Amortecimento v
[ Diseretizag3o do Tempa P as e | gl = |D [ 1% Moda ]
I Método de Newmark Par&metios ... | £2 = ID [ 2% Modao )

I~ Superposigano Maodal

Figura B.12: Amortecimento estrutural

Discretizacao do tempo: o usuario deve fornecer o tempo total da andlise e o nimero de
intervalos em que este tempo serd dividido. O valor de cada passo serd exibido no dltimo campo
de preenchimento representado por At, conforme Figura (B.13).
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— Tipo de Analise

I~ Frequéncias/ Modos de Vibragao Farametios... | Dizcretizagao do Tempo
[ Fatares de Amortecimento Farametios... |
Ttatal = I

[v Dizcretizagio do Tempo

1]
Intervalos = ID
[~ Método de Newmark Parametios ... | At= [0

I Superposigano Maodal

Figura B.13: Discretiza¢do do tempo

Método de Newmark: devem ser fornecidos dois coeficientes (o € B) que sdo inerentes ao
método. Como padrio, o programa traz os coeficientes o0 = 0.5 e B = 0.25 que correspondem a
uma aceleragdo média constante. O local de exibicao dessa tela € mostrada na Figura (B.14).

— Tipo de Analise

[~ Frequéncias/ Modos de Vibragio Earametios... | Coeficientes de Integragao
. de M k

[ Fatares de Amortecimento Farametios... | © Hewmar

I~ Dizcretizagio do Tempo Parametios .. | = ID,SD

o
¥ Método de Newrnark B ID,25

[~ Superposigino Maodal

Figura B.14: Coeficientes do método de Newmark

Superposicao Modal: essa opcao, sempre que solicitada, deve ter o campo Fregiiéncias/Modos
de Vibragdo selecionado pois, para efetuar os calculos nesse método, € necessario ter pelo menos
uma freqiiéncia natural disponivel.

B.3 Apresentacao dos resultados

Terminado o preenchimento dos dados suficientes para a realizacdo da anélise, o cdlculo deve
ser executado através do botao Calcular e a tela que fornece graficamente os resultados obtidos €
acionada pelo botao Resultados, conforme Figura (B.15).

@[«!»l B> |
Resultados Calcular

Figura B.15: Botdes calcular e resultados

Na tela que fornece graficamente os resultados obtidos, Figura (B.16), constam as op¢des para
a visualizacao grafica destes.
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utovalores
[19,6326569
Total: 1 de 20

Autovetores

[Vios de Vibiasso]

Modos de Vibragdo

Figura B.16: Tela de apresentac¢do dos resultados

Se foi realizada uma andlise dinamica para obtencdo de resultados através dos métodos de
Newmark ou Superposicao Modal, entdo € possivel visualizar a tela denominada ”7ime History”
para deslocamentos, velocidades e aceleragdes dos nds, conforme Figura (B.17).

Y
J | N, - | OR
B i ] s
M AL 0 a5
,,,,, \&l/ M WAL T e
W ] [YARIRATAR e

=
=

¥ Método de Newmark.

[ Buperposicdo Modaf

Mining: 575G40E-03  Masing: 7.04316E-03 Mining: 445977603 Masima; 472433603
Tempo: BITSEDT  Tempo: 112500600 Tempo: SEZ00EDT  Tempo: 393750E-01

Figura B.17: Tela do "Time History”

Os resultados numéricos sdo fornecidos em uma tabela de saida de dados, Figura (B.18) e
poderdo ser exportados para o Excel como um arquivo com extensao .csv.

@ Histérico [_[o]x]

|
Exportsr Dados Voliar

Figura B.18: Tabela de resultados
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