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APRESENTACAQ

O presente trabalho foi desenvolvido a partir de uma refle-
xd0 sobre os problemas mais fregiientes encontrados hoje em dia no
ensino da matematica. Enumera-los, achamos ndo ser necessario ,
pois estao presentes no dia-a-dia de qualquer professor de matemd
tica. No entanto, destacaremos um que consideramos de grande im-
portancia. Trata-se da maneira como apresentamos aos nossos alu-
nos esta disciplina, ou seja, 0s recursos gque utilizamos no de-
senvolvimento dos conteldos e como os relacionamos com as demais

disciplinas e com ¢ proprio cotidiano do aluno.

Este problema nao esta relacionado apenas com questdes téc-
nicas, referentes a forma como trabalhamos os diversos assuntos ,
mas estd em estreita ligagdo com a idéia gue transmitimos ao alu-
no daquiloc que entendemos por matematica. Este aspecto & fundamen
tal, pois dele dependera o conceito que o aluno formarad sobre o

gue €& e para gue serve esta disciplina.

Com isso, se no decorrer de nossa pratica docente enfatizar
mos o desenvolvimento do conteldo e de exercicios privilegiando
aspectos formais desta disciplina, estaremos destacando uma de
suas caracteristicas. Enquanto que, ao enfatizarmos suas aplica-
¢Oes, estaremos proporcionando condigbes para que um outrc aspec—
to da matematica seja trabalhado pelc aluno, fazendo com que um
conceito mais amplo sobre o papel da matematica para o desenvolvi

mento social e cientifice seja elaborado por ele.

A questd@oc acima, ou seja, enfatizar a chamada matematica pu
na ou a aplficagao da matemaiica, podemos dizer que & crucial pa-
ra o ensinc desta disciplina. Particularmente, nac achamos gue um
aspecto deva ser privilegiado em detrimento de outro. Pelo contra
rio, entendemos que na medida do possivel, todo professor deve
trabalhar igualmente com os dois . Ambos sao imprescindiveis pa-
ra gque tenhamos uma visac abrangente scbhre O gue € a matematica e

sua importédncia para os demais ramos do conhecimento.

Sem davida, as estratégias de ensino que utilizamos para
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trabalhar os contelidos desempenham papel importante no tratamento

desta questao.

O objetivo principal desse trabalho & apresentar uma estra-
tégia de ensino que, a principic, privilegia a aplicacac da mate-
matica. Assim, através de sua utilizagao poderemos relacionar a
.matemdtica com as outras disciplinas, bem como com a vida do alu-
no, de uma forma natural. Esta estratégia estd baseada nos chama-

dos modelos mafematicos.

Por considerarmos importante localizar dentro da historia
da educagao matematica o desenvolvimento desta estratédgia de ensi

no, faremos a seguir um ripidc histdrico.

No inicio dos anos setenta, 0s problemas originados pelo
chamado "fracasso da matematica moderna“(*), provocaram uma reava.
liagao das tendencias existentes até entdo, no ensino da matemdti
ca. Basicamente, o confeitdo era o eixo central de todos os traba-
lhos desenvolvidos nesta area e, com o declinio da matemidtica mo-

derna, era necessario tragar novos rumos para o ensino desta disciplina.

A partir desta reavaliacao, o aspecto externo da matema-
tica(i), gque envolve as condigOes sdcio-culturais e histéricas
do desenvolvimento dos conhecimentos matematicos, passa a ser con
siderado, juntamente com o conteldo, como uma das bases de novas
estratégias de ensino. Além dissc, o aspecto externo trata da re-
lagao desta disciplina com as demais, enfatizando a sua aplicabi-

lidade,

As origens desse novo rumo dado ao ensino da matematica es-
tao ligadas ao II Congresso de Educacdo Matemitica, realizado em

1972, na Inglaterra. Neste congresso, apesar de a maioria dos tra

(*) Ver Morris Kline. 0 fracasso da matemitica moderna [ Why Johhny
can't add: the failure of the new math] . Sao Paulo, IEBRASK ,
1976,

(*¥*} Segunde notas do cursc "Tendéncias em Educacao Matematica',mi
nistrado pelo Prof, Ubiratan D'Ambrosioc, no primeiro semestre
de 1985.




1ii
balhos apresentados referirem-se ao aspecto interno da matematica,
privilegiando o contelido, propostas levando em consideragaoc o as-

pecto externo foram apresentadas e suscitaram discussoes sobre

esta tendéncia.

Foi em 1976, no III Congresso de Educagdoc Matematica, na Re
piblica Federal da Alemanha, que as propostas apresentadas no con
-gresso anterior, agora ja amadurecidas, desempenharam papel funda
mental para o desenvolvimento de novog caminhos nc ensino da mate
matica. 0s objetivos gerais do ensino desta disciplina, anterior-
mente baseados em Bloom, foram reformulades, enfatizando o aspec-

to externo.

Em conseqiéncia, surgiram varios trabalhos e propostas para
a reformulacac das estratégias de ensino da matemitica e, dentre

estes, destacamos a utilizagéo de modelfos matematicos.

0s modelos matematicos passaram a ser utilizados freguente-
mente entre engenheiros, fisicos, estatisticos e economistas,apds
a Segunda Guerra Mundial e, com o advento dos computadores, come-
caram a ser utilizados nas chamadas ciencias nao-exatas, como bio

logia, psicologia, geografia e antropologia.

Resumidamente, podemos definir um modelo matemidtico como ©
resultado final da "matematizagao" de um determinado problema. Ma
tematizar tem o sentido de descrever em linguagem matematica O

problema em guestao.

Com isso vemos gue os modelos matematicos tem sua origem no
relacionamento entre a matematica e outras ciéncias e ao estuda-
los, podemos distingliir tres aspectos: um primeiro relacionado ao
trabalho do matemitico aplicado, que seria a chafacdao de modelos
matematicos propriamente ditos; um segundo, relacionadc com o en-
sinarn a crian modefos matematices, que seria relativo a um traba-
lho a ser desenvolvido a nivel de graduagac e pds-graduagao; e
um terceiro, relacionado com a utifizacao de modefos matematicos

como estratégia de ensine desta disciplina, relativo ao trabalho



do nrofessorde matematica.

Neste estudo, desenvolveremos o terceiro aspecto e assim,no
Capitulo I estudaremos o que significa o termo modefo, caracteri-
zando-o em dois niveis. Um primeiro, relacionado com a acepgao
utilizada pela 16gica e matemdtica, anresentando o conceito de mo-
defo. Um segundo, relacionado com a nogido de modelo, utilizada pe
la matematica aplicada e outras ciéncias, possibilitando a ca-

racterizagao de um modedo matemdatico.

No Capitulo II nos dedicaremos exclusivamente & utilizagao
de modelos matematicos no ensino. Trataremos dos materiais didéti
cos que consideramos uma primeira aproximacao da aplicacao da
idéia de modelo na educagao. Neste capitulo, apresentaremos uma
estrategia de ensino que utiliza especificamente 0s modelos mate-
maticos, descrevendo e analisando cada etapa no processc de mode-
lagem. Ne final, desenvolveremos uma série de exemplos de modelcos
matematicos que podem ser utilizados no ensino de primeiro, segun

do e terceiro graus.

O Gltimo capitulo tratard da discussdo de algumas questoes
gerais envolvendo a utilizagao de modelos matematicos, como por
exemplo: a dimensao politica existente ao utilizd-los como elemen
tos auxiliares na descrigao de um determinado problema, a possibi
lidade de manipulac¢ao dos dados iniciais no processo de modelagem
e sua consegiiéncia para o modelo matematico. Além dissc, apresen-
taremos dois exemplos especiais. Um relacionado com a criagao ma-
tematica e os modelos matemdticos. Procuraremos através da histd-
ria do desenvolvimente do cdlcule infinitesimal mostrar o aprimc-
ramento de um modelo concebido na Grécia e que possibilitou a
criagao de um ramo da matematica. O outro exemplo gue apresentare
mos, relata a experiéncia de um trabalho desenvolvido na sala de

aula, utilizando modelos matematicos como estratégia de ensino.

No desenvolvimento do trabalho, procuraremos apresentar
exemplos gque possibilitem uma maior compreensdc das idéias gue

discutimos.
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Além disso, desde guando escolhemos este tema nara nossa
dissertacao, delimitamos como um dos objetivos gerais, a elabora-
cdo de um texto em linguagem acessivel aos professores de primei-
ro e segundo graus. Nao queremos com issO que a& linguagem seja
menos precisa, mas gue pessoas gque normalmente nac tem acesso ao
meio academico, possam utilizar estas idéias para o aprimoramento

“de sua atividade docente.

Ao terminar esta apresentagao gostaria de registrar meus
agradecimentos. Primeiro ao Professor Lafayette de Moraes pelo es
timulo, auxilio e compreensaoc durante o desenvolvimento deste tra
balho. Também aos Professores Rodnev Bassanezi e Eduardo Sebastia
ni pelas sugestoes e indicagoes de leitura que muito nos auxilia-
ram. Aos amigos Ires e Ary pelo incentivo e carinho durante este
tempo. Quero lembrar também o Professor Mario Matos, pelo apoio
num momento difficil. Nao deixaria de lembrar também a Faculdade
de Educagao - UNICAMP, pela bolsa de incentivo académico que nos
permitiu realizar, em parte, este estudo. E a Isabel gque datilo-

grafou este trabalho.



CAPITULO I

CARACTERIZACAO DE MODELO

0 termo modefc tem, fundamentalmente, dois aspectos a se-
rem considerados. Um primeiro, gue abordaremos a seguir, refere-
e ao conceito de modefo como & utilizado no ambito da logica e
da matematica. O segundo, refere-se & utilizacao do termo modefo
nas chamadasg ciéncias empiricas, e este segundo aspecto, nos inte
ressara mais de perto. No entanto, & bom enfatizarmos gue, tanto
na matemdtica e na ldgica guanto nas ciéncias empiricas, o concei

(1)

to de modefo estd intimamente ligado com o de J{nterpretacdo.
Assim, segundo Newton da Costa [10](2), discutir sobre inferprela
¢do, equivale a tratar de modefos e reciprocamente; com isso, OS
modefos passam a ser um dos conceitos centrais, tanto na matemati

ca e na ldgica, guanto nas ciéncias naturais e humanas.

1 - ¢ CONCEITO DE MODELO

um modelo, considerado pelo prisma da logica matematica e,
a grosso modo, visto como uma interpretacao de um determinado sis
tema de axiomas. Para um refinamento desta afirmagao, faremos um

estudo sobre ¢ que entendemos por axioma e sistema de axiomas.

1.1 - Axdioma

A utilizacgdo do termo ax{oma remonta d Antigliidade; para Eu

clides, no seu célebre trabalho, "Os Elementos", o termo axicma

(1) Newton da Costa, "Interpretaciones y modelos en ciencia, in
Revista Universitaria, Universidad Catolica de Chile, 1985:
afirma que falar de interpretacao, significa falar de uma lin
guagem em um possivel modelo e, no caso das ciéncias empiri-
cas, das relacoes deste modelo com a realidade.

(2) 0 numeral entre colchetes indica a localizacao da obra na
referéncia bibliografica no final do trabalho.



era utilizado para designar uma verdade evidente por si mesma,
Axioma era o oue podemos considerar como um - conhecimento
universal e indiscutivel, numa época em que se acreditava na exis

téncia desse tipo de conhecimento.

Nesse periodo havia a disting@o nitida entre os termos axdg
ma e postufado. Os postulados eram afirmacdes de cardter mais es-
pecifico; por cutro lado, os axiomas,como ja dissemos, exXpressa-

vam verdades universais, globais.

Um axioma, para os gregos, seria uma afirmagao do seguinte
tipo:

Soman quantidades Liguais a ambas parntes de uma desigualda-
de, nao altena esta desigualdade.

Enguanto que, a afirmacao:

Dois pontos determinam uma reta,

exemplifica 0 que para eles era considerado um postulado.

Uma reavaliagao do significado destes termos sd ocorre  no
século XIX, com o surgimente das geometriag nao-euclidianas.

A tentativa de demostragao de que o quinto postulado da

(3) nao era independente dos demais, levou &

geometria euclidiana
construgao de outras geometrias e, com isso, a idéia de existén-

cia de verdades universais teve de ser reconsiderada.

(3) Numa tradugao portuguesa do livroc de Asger Aaboe [ 1], p.92 ,
o referido postulado recebe a seguinte redagao: "Se duas re-
tas, que fazem angulos com uma terceira prolongadas concorre
rac; outras duas retas, que fizZerem com a4 mesma ou com outra
terceira, angulos respectivamente iguais, para a mesma banda

semelhantemente concorrerao." Hilbert [17], porém, reformulou
este texto e, criou a formulacao mais conhecida do quinto pos
tulado: "Por um ponto fora de uma reta, passa uma e somente

uma reta paralela a esta".



Varios matematicosg, em trabalhos independentes, constataram

(4)

gue o "postulado das paralelas” & independente dos outros, ou

seja, nao pode ser deduzido dos demais. Dentre estes matematicos,
encontramos Gauss, Bolyai,Lobatchevskv e Riemann. Cada um contri-
buiu para ¢ desenvolvimento do que hoje denominamos, denericamen
te, geomethiias ndo-eucfidianas. Riemann, por exemplo, substituiu

0 guinto postulado de Euclides, pela afirmacac: "por um ponto fo-

(5)

ra de uma reta ndc¢ passa reta paralela a esta’ .

mada Geometria Riemanniana, sem a qual, Einstein nao poderia

criando a cha-

ter

formalado a sua Teoria da Relatividade Generalizada.

Como ilustragéo do que ocorre em gecmetrias nao-euclidianas,

apresentamos © seguinte guadro, onde resultados da gecmetria

el

clidiana sd3c comparadas com as geometrias de Riemann e Lobatchevsky.

GEOM.EUCLIDIANA

GFOM. DE RIEMANN

GEOM. DE LOBAT.

Dada uma reta r e um
ponto P nao em r,
existe

ura e sO uma reta
paralela a r pas
sando por P,

nenhuma reta para-
lela a r passan—
do por P.

pelo menos duas
retas paralelas
a r passando

por P.

A reta 1

& separada emduas
partes por um pon

nac € separada em
duas partes porum

€ separada em
duas partes por

to. ponto. um ponto.
Duas retas distintas | no maximo um pon— |em um ponto (se no MaXino em um
se interceptam em to. for eliptica tni- |ponto.

ca) ; em dois pon—
tos (se for elipti-
ca dupla) .

Retas paralelas

mantém a distancia
entre si constante.

nao existem.

nao mantem a dis
= . -
tancia entre si
constante.

A sama dos angulos
internos de um trian
qulo e

igual a 180%

maior do que 1809,

meror do que 1802.

(4) Outro nome dado ao quinto postulado de Euclides.

(5) Segundo a formugao de Hilbert [17].
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A partir do desenvolvimento dessas geometrias, o termo axio
ma passa a ser considerado como uma afirmacdo verdadeira sobre de
terminado assunto. Segundo Tarski, [33], p-118, temos: "Algumas
dessas afirmagoes, que para nds tém a aparéncia de evidentes, sao
escolhidas para serem "afirmagoes primitivas" ou "axiomas"; nds

- as aceitamos como verdades sem que sua veracidade seja verifica-
da".

Com a finalidade de tornar mais clara nossa caracterizagao

de axioma, consideremos a afirmacdo sequinte:
"O fodo € maior do que as partes™ (L.1.1)

Dependendo do significado que atribuirmos aos termos todo,
maior e pantes, a afirmag@o (1.1.1) poderd ser verdadeira, ou nao,

conforme veremos a seguir:

Consideremos, inicialmente, conjuntos §inites, isto &, con-
juntos com um nimerc finito de elementos. Para fixar idéias, con-

sideremos o conjunto A de trés elementos:

A ={a,b,c L

Neste caso, fodo significa o conjunto 2A; o termo maioh re—
fere-se ao nimero de elementos do conjunto; parites se refere acs

subconjuntos proprios de A, gue sao:

{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c} .

Vemos gue, considerando ¢ conjuntec A com os respectivos
significados dados aos termos todo,maior e partes, a afirmacao
(1.1.1) é verdadeira, pois nenhum subconjunto proprio de A pos-

sui um nimero maior de elementos do que A.

Pensemos agora, em conjuntes {nfinifos. Em particular, o]



conjunto dos numeros naturais, representado por N.

0s termos de {1.l1.1) continuam com os significados atribul

dos anteriormente.

Tomemos como subconjunto proprio de N, o conjunto dos nume

rog pares, que denotaremos por 2ZN.

Mostraremos, a seguir, gque ao considerar o conjunto N e seu
subconjunto préprio 2N, a afirmagdao (1.1.1) nao & verdadeira,pois

existem tantos nimeros pares quantos nimeros naturais. De fato,

seja a fungao f dada por

£ : N » N

n-=+ 2*'n

Afirmamos que a fungido £, acima definida, & uma fungao bi-

jetiva, ou seja, & injetora e sobrejetora. Vejamos:

(i) f & injetora:

se 2n = 2m, temos gque n = m, assim imagens iguais implicam

em que os elementos do dominio também sejam iguais.

(i1) £ & sobrejetora:

seja k um elemento de 2N. Logo k & um elemento do tipo
2+p, para algum p elemento de N. Assim, k = £(p), ou se

ja, k & imagem de algum elemento de N.

De {i) e (ii) temos que £f €& bijetiva e, com isto, conclui
mos gque 7N tem o mesmo nimero de elementos que N. Logc, (1.1.1}

naoc & verdadeira.

Com este exemplo, vemos a necessidade de delimitarmos © as-

sunto a que se refere a afirmacao, para gue esta seja um axioma.



Antes de terminarmos estas consideragoes sobre os axiomas ,

achamos importante salientar dois aspectos:

1) 0s axiomas sao aceitos tacitamente;
2) os axiomas, segundo sua natureza, podem ser classificados
em:

{a) axiomas logicos;

(b) axiomas especificosgs da disciplina gue se esta estudando

no nossc caso, axiomas matematicos.

Por exemplo, considerando as afirmacoes o ef, a sequinte
sentenca: o » (R =+ o), &€ um axioma 10gico, onde o simbolo " - "
significa "se...entac". <Considerando a teoria dos nlmeros naturais,
a afirmagao "zero nao & sucessor de algum numero natural", & um

axioma especifico.

1.2 — Tenmos Primitivos, Regras de Ingenencia ¢ Sistemas de Axio-

mas

Observemos que &c formular um axioma, necessitamos de al-
guns termos basicas, nao definidos, gue se apresentam como imedia
tamente compreendidos. Sao os chamados teamos paimitivos ou fLer-
mos nao-definidos. Como exemplo, podemos citar os termos ponto, re

ta, plano, na formulacao usual da gecmetria euclidiana.

As negras de Lngerencia sao as ferramentas fundamentais pa-
ra a obtencgac de novos resultados a partir dos axiomas dados. Es-
tas regras sao leis da 16gica que, quando aplicadas, fornecem con
clusdes verdadeiras, sempre que as hipOteses o sejam. Segundo
Tarski, [ 331, p.47, sdo as regras de inferencia que indicam as
"diregoes" que devemos tomar para que, a partir de resultados ver
dadeiros, possamos transform&-los e produzir novas afirmagoes tam

bem verdadeiras.



Duas regras de inferéncia que podemos considerar como basi-

cas sdo: a negra de substituigav e a regra modus ponens.

A negra de substitui¢do consiste, numa primeira aproximagao,
no seguinte: a sentenga & obtida da sentenca ¢ pela substi-
tuigdo da varidvel © em ¢ , pela varidvel w . Podemos afirmar
que ¢ & verdadeira se y for aceita como verdadeira. Vejamos um

exemplo:

} & a sentenca: "Todo nimero par & da forma 2 .8, para §

elementc de WN",

Se substituimos a variavel (6 por w , obtemos a seguinte
senten¢a, gque chamamos ¢ : "Todo nlimero par & da forma 2 -w, pa

ra w elemento de N",
Como ¢ & verdadeira, temos que ¢ também & verdadeira.

A negra modus ponens estabelece que se duas afirmagoes ¢ e
o s3o aceitas como verdadeiras, onde ¢ e da forma o > B , en-

tio podemos inferir B , ou seja, reconhece-la como verdadeira.
Por exemplo, se admitirmos como verdadeiras as seguintes
afirmagoes:
o : Todo nimero par & da forma 2-r, para r elemento de N.

¢ : Se¢e todo numero par & da forma 2+r, para r elemento de

N, entac 2 divide todo numero par.

Pela regra modus ponens, podemos afirmar que "2 divide todo

nimero par" & uma sentenga verdadeira,.

Tendo em maos estes trés elementos — termos primitivos,axio
mas e regras de inferencia - estamos em condigdes de caracterizar
am S.istema Axiomatico ou Sistema de Axiomas, como também @ cha-

mado.

Um Sistema de Axi¢mas € composto por:



(a)
(b)
()

{a)

{b)

{c)

uma coleg¢ao de termos nao-definidos, termos primitivos;
axiomas gue relacionam estes termos; e

regras de inferéncia.
Vejamos um exemplo:

Consideremos como termos primitivos as palavras ARVORE e

CERCA.
Os axiomas que relacionam estes termos sac:

A,: Toda cerca & um conjunto de arvores, contendo pelo me-
nos dois elementos.

A.: Existem pelo menos tres arvores.

A,: Dadas guaisquer duas arvores distintas, T, e T existe
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uma e sO uma cerca contendo as duas aArvores.

A,: Dada gualguer cerca F e uma arvore T n3o em F, en-
tao existe uma e s6 uma cerca F', contendo T, nao con

tendo arvore comum com F.

Como regras de inferéncia, consideremos as duas regras defi

nidas anteriormente: regra de substituig¢aoc e regra modus

ponens.

A partir de (a),(b) e (¢}, temos um Sistema de Axiomas,

que chamamos de I,

Nas segOes seguintes, voltaremos a este exemplo e a tratar

de sistemas axiomdticos.

1.3 - Teonremas, Prova, Teoria Matematica

Como j& sabemos, 0s axiomas sao proposigdes aceitas tacita

mente como verdadeiras. Ha no entanto, proposigdes gue sé aceita-

mos como verdadeiras apds o estabelecimento de sua validade, usan



do para isso, apenas axiomas, definig¢Oes ou proposigoes anterior-
mente provadas. As proposigoes gue necessitam ser estabelecidas,
sao os chamados feoremas e © processo para estabelecer sua veraci

dade & chamado de prova ou demonstracgdo.

Observemos que a logica subjacente ao sistema axiomatico,ou
seja, a 1dgica presente implicitamente na formulagao e dedugao de
resultados a partir dos axiomas, possibilita a criagaoc dos teore-
mas. Estes teoremas si3o derivados dos axiomas especificos do sis-
tema, a partir das regras de inferéncia e axiomas légicos, presen

tes na ldgica subjacente.

As feonias da matematica, como por exemplc a Teoria de Gru
pos, a Teoria de Conjuntos, a Teoria dos Nimeros, sao ilustragoes
do que afirmamos acima. Vejamos, em ecpecial, a Teoria dos Gru-
pos, que @ o conjunto dos resultados obtidos a partir dos seguin-

tes axiomas especificos.

Dados um conjunto finito G e uma operagao interna *, gue

relaciona elementos de G. Um grupo (G,*) & caracterizado por:

G.: Dados a,b,c elementos de G, temos:

a*{(a * ¢) = (a * b) * ¢ (associatividade} ;

"

G.: Existe um elemento "e" em G, chamado efemenfo neuthe ,

tal gue:

a * e = a, qualgquer gue seja o elemento a de G:

Para todo elemento a de G, existe um elemento a' de G,

(%]
.

chamado efemento {nverso de a, tal que: a * a' = e.

Outro exemplo de teoria matematica & dado pelos chamados

Axiomas de Peanc, gue formalizam o conjunto dos nimeros naturais
(N} .

0s simbolos ndo logicos dessa teoria sao:



- a constante 0Of{zero):

9 - -
¥ e mener que y ou ¥y e menor que X.

10

- a operagdo S, chamada sucessor, gue a cada elemento X
de W, associa seu sucessor S5x = X ¥ 1
- as operagoes + e *;
— a relagdo "menor que" dada pelo simbolo <.
Os axiomas nao logicos de N séo:(6)
N,: 5x
1 70
N2: Sx =Sy > X =Y
N3: X +0=x
N4: X + 8y = S{x + vy)
: X - =
N5 0 0
NG: X+« 8y = (X+y} + x
N ~(x < 0)
Ng: % < Sy ++ X <y v X =Y
N9: X = yvX <y v Y < X
(6) Em linguagem natural temos:
Nl. zero nao e sucessorde qualquer x de IN.
NZ: se o sucessor de x & igual ao sucessor de vy, entao x e
igual a vy.
zero & o elemento neutro da operagao +,
N4: x adicionado ao sucessor de ¥ & igual ao sucessor de
(x + y):x + 8y = x + (y + 1) = S(x ¢ ¥).
NS: 0 produto de qualquer x de W por zero e igual a zero.
N6: 0 produto de x pelo sucessor de y & igual ao produto de
x por y adicionado de x:X ¢« S(y) = x-(y + 1) = xy + X.
N?: nao existe x em N menor que Zero.
Ng: x & menor que o sucessor de y se e S0 se x @ menor
que ¥y ou X e igual a y.
N_: Dados dois elementos x, y de N, ou X ¢ igual a y, ou
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Nosso proximo passo para chegarmos & conceituagdao de um mo-
delo sera a caracterizagao do que & uma interpretagdo de um siste

ma axiomatico.

1.4 - Tateapnretagac de um sistema de axiomas

Antes de iniciar, gostariamos de observar que estamos consi
derando apenas sistemas axiomatizaveis; outros sistemag, onde a
axiomatizagac nao & possivel, estdo excluidos de nossa considera-
¢ao.

Ao caracterizar um sistema axiomatico, nao estamos preocupa
dos com o significado dos termos primitivos gue estamos utilizan-
do. Uma interpretagao de um sistema de axiomas, pode ser vista,
num primeiro momento, como a atribuicac de um significado aos ter

mos primitivos de um sistema.

Na caracterizagdo do sistema axiomatico, apenas criamos sim
bolos {(termos primitivos) e os relacionamos logicamente atraves
dos axiomas. Naoc nos preocupamcs c¢om o significado destes simbo-

los, estamos trabalhando com o nivel sintitico do sistema.

Ao fazermos uma correspondéncia entre os simbolos e determi
nados significados para estes simbolos, estaremos interpretando

nosso sistema e, com isso, passamos a trabalhar a nivel semantico.

Observemos gque esta interpretacao do sistema tem duas carac

teristicas principais:

(a} da significados aos termos primitivos,
(b) torna verdadeiros os axiomas do sistema para estes signifi-
cados.

Com isso, ao interpretarmos um sistema, estamos dando signi

ficado a expressao "verdade segundo uma interpretagao"(?). E im-

(7) Para maior aprofundamento desta questao, ver Tarski [34] ou
Mates {24].
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portante observarmos gue falar em "verdade de uma afirmacao” 50

faz sentido apds havermos dado um significado para os termos des—

sa afirmacgao.

Um aspecto importante a ser destacado se refere ao fato de
gque as regras de inferéencia dos sistemas preservam a validade, ou
seja, se A €& uma afirmagao verdadeira e B e obtida de A por
aplicacdo de uma regra de inferéncia, entaoc B & uma  afirmagao

verdadeira para a interpretagao considerada.

A consequencia principal do que observamos acima, diz res-
peito aos teoremas derivados de um sistema axiomatico. Os teore-
mas sao deduzidos a partir dos axiomas, por meic das regras de in
ferencia, e como estas regras preservam a validade de uma afirma-
cao, temos que os teoremas sao afirmagoes verdadeiras para  esta

interpretagéo dos axiomas do sistema.
Vejamos um exemplos:

Consideremos o sistema £ wvisto anteriormente. Os termos

primitivos de ¥ sao as palavras ARVORE e CERCA e os axiomas sao:

Alz Toda cerca @ um conjunto de arveres contendo pelo menos
dois elementos.

L3

Existem pelo menos trés arvohes.

el

Dadas quaisqguer duas aiveres distintas, Tl e T,,existe

2
uma e sO uma cerca F contendo as duas arvores.

A,: Dada gualguer cerca F e uma arvore T ndo em F, en-
t3o existe uma e s6 uma cerca F', contendo T, nao con

tendo arvore comum com F.

Tomemos os seguintes significados ou interpretagdes para os

termos primitivos de Z:

(i) arvores terdo o significado de pontos da geometria euclidia
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na; cerca terd ¢ significado de #reda.

(ii) os axiomas, com esta interpretagao, ficam:

A.: Toda #eta & um conjunto de pontos contendo pelo menos

dois elementos.

A,: Existem pelo menos trés ponrios.

A3: Dados guaisquer dois pontos distintos, Tl e T2r existe
uma e sO uma reta F contendo os dois pontos.

A,: Dada gualquer reta F e um ponte T nao em F, entao

existe uma e sO uma reta F', contendo T, nac contendo

ponto em comum com F.

Os axiomas, com esta interpretagéo, sac os axiomas da geome
tria euclidiana, que sabemos serem verdadeiros segundo a interpre

tagdo usual.

Observemos gue os significados atribuidos aos termos primi-
tivos, satisfazem as condigoes (i} e (ii}, vistas anteriormente ?

com isto, temos uma inteaprefagae do sistema I.

E importante salientarmos gque, neste contexto, s& faz senti
do nos referirmos & verdade de uma dada afirmacgac, se considerar-
mos a interpretagdo do sistema da qual é derivada. Além disso, a
toda afirmacdo de um sistema axiomdtico, apds darmos uma interpre
tagao, poderemos atribuir um e apenas um dos valores 1dgicos, ver

dadeiro (V) ou falso (F).

Estamos agora, €m condigées de conceituar um modefo de uma

forma mais elaborada.

1.5 - Concedituacdo de Modelo

Tendo em miocs estes dois elementos essenciais - um sistema
axjiomaitico S e uma interpretacao de S - estamos em condigoes

de conceituar um modelo.
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Uma interpretagac & um modelo para um sistema axiomitico §,

se todos os axiomas forem verdadeiros para esta interpretacgao.

Um aspecto importante a destacar & gue esta definigao de
verdade, segundo uma determinada interpretacao, aplica-se, de for
ma rigorosa, a uma linguagem formalizada, o que ndo & nosso caso.
-Para um aprofundamento deste assunto, indicamos os trabalhos de

Tarski [ 34] e Mendelson [25].

Observemos gue um sistema podera ter varios modelos, pois

poderemos ter diversas interpretacoes de um mesmo sistema,

Ainda considerando 0 sistema Z, vejamos alguns modelos para

esse sistema axiomatico.

Ml: A palavra aftvere terd o significado usual. Além disso, consi-
deraremos um conjunto com apenas treés arvores. A palavra cen-

ca significarad o conjunto formado pelas trés arvores.

A iy ficam com esta in-

Vejamos como ©s axiomas Al, i\ 30 By

2 L4
terpretacac dos termos primitivos de =.

A Toda cerca & um conjunto de arvores contendo pefos me-

noes dodls efementos.

- Como a Unica cerca, segundo nossa interpretacgao, pos-—

sui trés elementos, este axioma & verdadeiro.
A.: Existem pelo menos tres arvores.

- Como tomamos um conjunto com trés arvores, este axioma

& verdadeiro para nossa interpretacgao.

BA,: Dadas gquaisquer duas arvohres distintas, T, ¢ T,, existe
uma ¢ 40 uma cexrca TF  contende as duas arveres.

- Segundo nossa interpretacao, existe apenas uma cerca, lo-

go A, é verdadeiro.

A,: Dada qualguen cerca F e uma arvore T ndo em F, entdo
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existe uma e 40 uma cerca F', contende T, ndo conten-

do arvore em comum cem F.

Todos os elementcs de nossa interpretagac, estaoc presen
tes na unica arvore existente, logos, come ¢ antecedente
de nossa implicagao naoc se verificara, temos que A, e

verdadeiro.

Ao considerarmos esta interpretacao para Z, os axiomas tor

nam-se afirmagoes verdadeiras; logo M, e um modelo para o siste

ma

M

2:

Z.

A palavra axrvoie terd novamente seu significado usual. Tere-

mos agora, um conjunto com quatro arvores, chamadas A,B,C e

D. A palavra cerca serad definida da seguinte forma: cada con--

junto de dois e apenas dois elementos & uma cerca. Assim, pa-

ra esta interpretagao, teremocs as seguintes cercas:

Fl = {A,B} F4 = {ch}
F, = {an,C} F5 = {B,D}
F3 = {A,D} F6 = {C,D}

Vejamos como ficam os axiomas com esta interpretagao:

Toda cenca e um confunto de pelo menos dodis elementos-

Na interpretagao M,, cercas sao exatamente os conjun-

tos com dois elementos, logo Al & verdadeiro.
Existem pelo menos trnes arvohes.

Como estamos considerando um conjunto com guatre arvo-

res, A, e verdadeiro.

Dadas quaisquern duas arvores distintas T, e T,, existe

2]’
uma ¢ 40 uma cerca F contendo as duas arvores.
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- Pela interpretagaoc que demos ao termo ceica, este axio-

ma & satisfeito por todos elementos A,B,C,D.

A,: Dada qualguen cerca F ¢ uma arvere T ndo em F, en-
tao existe uma ¢ 30 um cerea F', contendo T, ndo con-

tendo arvonre comum com F.

- Este axioma é verificado para cada elemento A,B,C,D e
para cada cerca Fl’FZ'FB’F4’F5'F6 de nossa interpreta
géo. Tomemes, por exXemplo, a arvore A e a cerca F4;
vemos que A nao esta em F, e a unica cerca contendo

4
Ao repetirmos este processc

-

A disjunta de F4 =1 F3.

para todas as possibilidades, veremos gue A4 & verda-

deiro.
Assim, novamente, M, satisfaz a definigcac de Modelo.

My Como um terceiro exemplo de modelo para 2, consideremos a in
terpretacao dada d pag.l2. Os termos primitivos, neste caso,
sao identificados com os termospoento e reta da  geometria
euclidiana. Segundo a interpretacao usual da geometria eucli-
diana, cos axiomas Al,A2,A3 e A4 sao verdadeiros e portanto,

esta interpretagdc & um modelo para o sistema 2.

Outro exemplo importante de modelo de um sistema axiomati-
co, teremos ao considerar os axiomas de Peano vistos na pag.9. Os
nimeros naturais sao uma interpretagdc para estes axiomas, ou se-
ja, segundo esta interpretacao, os axiomas sao satisfeitos. As-
sim, o conjuntc M, dos nlimeros naturais, & um modelo para este
sistema.

O conceito de modelo visto nesta segéo, como observamos, es

tad ligado especialmente com a lbgica matemidtica. Procuraremos, no

decorrer do capitulo, mostrar sua ligagéo com os chamados mode-
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-, 8 . . ~ ,
£Los matamat&coé( ) cuja caracterizacao veremos a seguir.

2 - A CARACTERIZACAO DE UM MODELO MATEMATICO

Com o0 cbjetive de caracterizar um modelo matematico, de uma
forma mais abrangente possivel, apresentaremos tres abordagens
‘distintas sobre o0 gue & um modelo matematico. Os trabalhos esco-
lhidos apresentam aspectos diversos de um modelo matematico e is-
so nos auxiliard na nossa formulagac sobre o que € um modelo mate

matico.

2.1 - A caracterdizacao do Professon Barneto

O primeiro trabalho que apresentamos & 4o Professor Aristi-
des Camargos Barreto. O artigo em que baseamos nossas observagoes
foi escrito em 1984, para ser apresentado no V Congresso de Educa
¢ao Matematica e trata os modelos matemdticos como uma estratégia

(9)

educacional viavel para o terceiro mundo .

Para o Professor Barreto, um modelo matematico & o resulta-
do final de varios esforgos para matematizar uma determinada si-
tuagao; ou seja, um modelo matematico seria uma representacao

aproximada e seletiva, em termos matemadticos de uma dada situagao.

A partir dessa caracterizagao, o autor procura colocar en

termos matematices, o que entende por um modelc matemdtico. Para

(8) Neste trabalho, utilizaremos a expressao modelo matematico a
fim de enfatizar a acepgao de modelo utilizada nas ciencias
empiricas e em matematica aplicada, enquanto que, ao nos refe
rirmos ao conceitc, como & utilizado na logica, utilizaremos

o termo modelo.

(89) Aristides Camargos Barreto. Models: a viable strategy for the
third world. 1984, mimeografado.
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tanto, utiliza as seguintes representacoes:

Seja S0 uma situagidc real ou imaginaria. Esta situagac te
ra varias componentes e interdependéncias entre elas. Por exem-
plo, se pretendemos estudar as diversas relagoces existentes entre
varios animais em uma floresta, representarcmos todo este comple-
xo, constituido pelos animais e as interacoes entre eles, por
SO.

Ao selecionarmos componentes e interpendencias chegaremos
a uma situagdo mais simplificada, gque chamaremos de S. No eXem-
plo anteriormente citado, se selecionarmos apenas oOs animals que
satisfazem a relacdo "ser da mesma familia que" estaremos restrin

gindo nosso estudo a esses animais e a esta interdependencia.

Como queremos criar um modelo matematico de uma situagao 5,
ou seja, como queremos matematizar S, devemos considerar alguma
(10}

estrutura matematica , para relacionarmos com a situagao estu-

dada. Chamemos de E esta estrutura matemdtica. Assim, E & um

conjunto ndo-vazio gue possui uma ou virias relagles entre  seus
elementos.
Nossc objetivo é relacionar a situagao § (pertencente  ao

mundo real) com a estrutura E (pertencente ac mundo matematico) .
Para tanto, necessitamos do auxilio de uma fungao £, que esta

definida da seguinte formas

ou seja, £ tem como imagem de um componente de S, um ele

(10) E importante observarmos que a expressao estrutura matema-
tica esta sendo utilizada como sinonime da expressao siste-
ma axiomaAtico. No entanto, a nivel formal, estrutura tem ou
tro significado que pode ser visto em Schoenfield [321. -
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mento de E. Além disso, f deverd preservar a interdependéncia
dos componentes, isto &, se X e vy, componentes de S s3o in-

terdependentes, entao f(x) e f(yY) estdc relacionados em E.

Com isto, o Professor Barreto define guando a estrutura ma-

temadtica E & um modelo matemitico da situacdo S (ver Barreto

[e 1, p.4):

"Dizemos que E & um modelo matematico de S, se existe uma
aplicacac m : § » E, tal gue componentes distintas de 8 corres
pondam, atraves de m, a elementos distintos em E e, interdepen
dencias distintas em §, correspondam a relagoes distintas em E,
com a aplicagao m preservando cada interdependencia. Esta apli-
cacac m & dita ser uma representagao, uma modelacdo, ou uma ma-

tematizagao de S".

Nesta caracterizagao de modelo matemiatico, dada pelo Profes-
sor Barreto, alguns aspectos do processo de modelagem (gque no ca=-
so seria a aplicagdo m) n2o ficam evidenciados, como por exemplo,
a etapa de verificacao e testagem dos resultados obtidos através

do meodelo matemiatico.

Com o propdsito de esclarecer melhor este aspecto, apresenta

mos a seguir a caracterizacao do Professor Ubiratan D'Ambrosio.

2.2, - A Canractenizagao do Professon D'Ambrosio

As ideéias apresentadas nos paragrafos seguintes estio basea—
das nas notas de aula do curso ministrado pelo Professor Ubiratan
D'Ambrosio, no segundo semestre de 1985, na Faculdade de Educagao
da UNICAMP e no seu livro "Da Realidade & Agao" [11] .

Partindo do seguinte esquema, o Professor Ubiratan caracteri

za 0 gue entende por um modelo matematico.
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| QEALIDADE fNFQQ

. MODELO
iNDIVIDUWO

Neste contexto, a realidade & constituida por elementos clas
sificados em concretos e abstrateos. Os elementos concretos, o au-
tor denomina de axfefateos, enguanto gue as idéias, ou elementos

abstratos, tem a designagac de menieéatoé(ll).

0 indi{ividuc & parte e ao mesmo tempo observador da realida-
de. B ele gquem coleta e armazena as informagoes sobre determinada
situagdo e busca, através da produgdo de novas idéias (mentefa-
tos) e de objetos concretos (artefatos), exercer uma acdo sobre a

realidade.

0 ideal seria gue o individuo fosse capaz de encarar a reali

dade come um todo e a partir dal comecar uma anilise de detalhes,

{11) A esta classificacao deos elementos que constituem a realida-
de (artefatos e mentefatos), acrescentariamos, para acompa-—
nhar a nomenclatura dada pelo Professor Ubiratan D'Ambrosio,
os antefatos. Um antefato seria tudo que ainda nao se tornou
um mentefato, por ser apenas uma intuigcac para o individuo.
Na historia da matematica encontramos diversos exemplos.
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{12)

usando as linguagens convencionadas das ciencias

0 modelo seria o ponto de ligagao entre as informagoes capta
das pelo individuo e sua agao sobre a realidade. O modele situa-
se no nivel do individuo e € criado por ele como um  instrumento
de auxilio para a compreensao da realidade. O processo de modela-
‘gem, ou seja, © caminho de criacao do modelo, & O pProcesso median
te o qual se definem as estratégias de agao do sujeito sobre a

realidade(l3).

0 modelo, segundoc o Professor D'Ambrosico, seria uma estrate-
gia que da ac homem condigoes de exercer seu poder de andlise da
realidade. Tal estratégia se aplica, em geral, a todas as lingua-
gens convencionadas; usando a linguagem convencionada da matem&t£

ca, obtemos um modelo matematico.

Esta caracterizagao de modelo matematico tem uma abordagem
mais global, pois & fundamental gue voltemos & realidade de onde
partimos, para que, atraves. das estratégias de acaoc indicadas pe-
lo modelo, modifiquemos a situagao inicial. Aléem disso, a partir
da verificacdo dos resultados obtidos e de uma possivel reconside
ragéo de outros aspectos do problema, teremos um aprimoramento do
modelo construido e, portanto, o aperfeiccoamento ou.criagéo de no
vas estratégias. Em suma, podemos destacar gue o modelo nao ape-
nas cria estratégias mas, também & uma estratégia de agao sobre

a realidade,

A terceira caracterizagdo de um modelo matematicoc que apre-

sentaremocs foi extraida do trabalho apresentado pelo Professor

(14)

Jan de Lange , em sua visita a Faculdade de Educag%o,UNICAMP,

(12) Ubiratan D'Ambrosio. Da realidade a acao, p.63

(13) Ubiratan D'Ambrosio. Da realidade a agao, p.65

{14) O Professor Jan de Lange apresentou as linhas gerais de um
trabalho que esta sendo desenvolvido na rede oficial de ensi
no da Holanda, onde a utilizacao de modelos matematicos tem
grande destaque.
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em novembro de 1985.

2.3 - A caractenizagae do Professon de Lange(ls)
O trabalho do Professor de Lange estd baseadc no desenvolvi-
mento de um curriculo gue classificou de realista. Em resumo, es-

te curriculc enfatiza os seguintes pontos:

(i) o dominio de problemas reais, onde o contexto serve tanto pa
ra desenvolver conceitos matematicos, como para propiciar o

desenvelvimento e aplicagac dos mesmos;

(ii}) a atenc¢ac geral & voltada para o desenvolvimento de esquemas,

simbolizagac e modelos;
(iii) o carater interativo do processo de ensino-aprendizagem.

Além desses aspectos, o Professor de Lange enfatiza a neces-
sidade de conhecermeos ¢ poder de comunicacgao da linguagem matema-
tica. Segundo ele, este poder de comunicacao €& resultado do fato
de a usarmos sempre gue ela possa auxiliar ou tornar mais claro

um argumento apresentado.

Ac mesmo tempo em gue caracteriza um modelo matematico, o au
tor introduz procedimentos didaticos para a utilizagao de modelos

comoc estrategia de ensino.

Partindo de gue um modelo matemdtico & a matemaiizacao de um

problema, o Professor de Lange define o gue significa matemati-

(15) Apesar dos trabalhos do Professor Barreto e do Professeor
D'Ambrosio estarem tambem voltados para o ensino da matemati-
ca, e nesta caracterizacao que enfatizaremos este aspecto.
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(16)

zar , destacando dois niveis: a matematizagao horizontal e a

matematizagao vertical.

A matematdizagdo horizontal tem como caracteristicas princi-

pais:

(i) identificacgao dos aspectos matematicos especificos do proble

ma apresentado;
(ii) transferencia do problema para um modelo conhecido:
(iii) formulagao do problema de diversas maneiras;
{(iv) reconhecimento de isomorfismos entre diferentes problemas;
(v) identificagao de relagles e regularidades:

(vi) esguematizagac do problema, em termos matemiticos.

A matematizagao vertical caracteriza-se pelo tratamento mate

matico do problema. Seus pontos principais sido:

(i} elaboracdo de uma expressao matematica que represente a rela

gao encontrada;

(1ii) utilizagao de sucessivos modelos matemaiticos que, em princi-

pio, ofereceriam tratamentos adequados ao problema.
{iii) refinamento e ajuste do modelo encontrado;
(iv) integragac de diverscs modelos de um mesmo problema;

(v} generalizagao dos resultados obtidos.

(16) Matematizar & uma atividade que visa organizar e estruturar
um problema apresentado, colocando-¢ em termos matematicos.
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Apds estas etapas, passamos, segundo de Lange, a interpreta-
cao dos resultados obtidos atraves do modelo matematico. Neste es
tagio, sdo discutidas as restrigoes do modelo e o método utiliza-
do no processo de modelagem (matematizagao horizontal e verti-
cal). 0 modelo & analisado criticamente e possiveis manipulagdes
nos dados ou erros de identificacao de variaveis e relagoes pode-

rao ser detectados.

£ importante observarmos que, nos treés trabalhos apresenta-
dos, ao caracterizarmos um modelo matemdtico, implicitamente tra=-
tamos do processo de modelagem. Com o objetiveo de caracterizar as
diversas etapas desse processo, faremos a seguir uma descricgao

mais detalhada do phocesso de modefagem.

2.4 - 0 processo de modefagem

Encontramos em diversos autores, varias descrigoes do proceg
so de modelagem. No entantc, baseamos nossa descricaoc no trabalho
de Maki e Thompson [ 23], por considera-lo minucioso e por abran-

ger aspectos das trés caracterizag¢oes apresentadas.

Com ¢ objetivo de tornar mais claro cada estagio do processo,
apresentamos concomitantemente um exemplo. Para que o leitor pos-
sa ter uma boa visualizagao, criamos um quadro, onde, na primeira
coluna, descrevemos a etapa do processc e na segunda, desenvolve-

mos o exemplo. Vejamos entao:

PROCESSO DE MODELAGEM EXEMPLO ]

19 - Observacgao de uma situa- Tomemos como situagac a ser estu-
cao, seja em laboratério | dada a interagac natural entre

ouvida cotidiana. espécies coexistindo num mesmo ni

cho ecoldgico. Observemos gue ha

varias relagoes entre as espécies,

como por exemplo, a cadeia alimen
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tar, a divisao do espacge fisico,

etc.

29 - Selegao de aspectos que

consideramos relevantes
para o objetivo de nosso
estudo. Simplificamos a

situagao original.

Selecionemos como aspecto relevan

te para nosso estudo, a relagao

natural entre as espécies dada
por: "... ser presa de ..." . Res
tringimos com isto a  situagdo

inicial, & observagao apenas des-

sa relacao.

Identificacao de proces-
s0s operativos gue posgsi-~-
bilitarao a codificagdo do
problema em linguagem ma-
tematica. As variaveis
principais e as relagoes
entre elas sao representa
das por simbolos e rela- |
¢Oes matematicas. E a iden
tificagaco da estrutura M
anteriormente citada, como
também a realizagao  dos
itens (i), da matematiza-
gao horizontal e vertical;
(v) e (vi) da matematizagao

horizontal.

Ag variaveis gue estamos estudan-

do sao as diversas espécies. A re

lagao entre elas &: "...ser presa
de...". Assim, podemos adotax a
notacgao:

i : wvariando de 1, ... , n;

j : variando de 1, ... , n.

Estas duas variaveis possibilita-
rao o estudo do relacionamento en
tre as espécies pela relagdo sele

cionada. Entao:

0, se a espécie i naoc es

tiver relacionada com

.

J'

1, se a espécie i esti

ver relacionada com 3.
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PROCESSO DE MODELAGEM

EXEMPLO

Em particular se estivéssemos tra
lhando com tres espécies, de tal

forma gue:

na espécie 1 houvesse canibalismo
e esta fosse presa de 3;

a especie 2 fosse presa da espé-
cie 1 e 3:

a espécie 3 fosse presa de 2.

Teriamos entao:

ajp T lia, =0 apy =1
app = li @y, =05 a,y =1
231 S 07 a3, =1y a3, =0

Conseguimos, atraves dessa nota-
gao, identificar como  estrutura
matematica que se adapta ao pro-

blema, ¢ anel das matrizes.

Assim, a matriz do nosso caso par

ticular é:

1 0 1
1 0 1
0 1 0

Este & um modelo matemitico  gue

descreve nossa situacgao.

49 - Estudo da formulagdo ma-
tematica obtida para o

problema, atraves de téc

Através de resultados especificos
da teoria de matrizes obtemos re-

sultados importantes sobre o pro-
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blema em guestao.
Utilizando apenas o fato do pro-
bhlema ser representadc em formg

matricial, temos que a soma dos

elementos de uma linha 1 da ma-
triz, nos da o numero de espéecies
gue se alimentam de 1. Na matriz

particular cque determinamos:

a espécie 1 & presa de duas espé-

cies ;

presa de duas espé-

M

a espécie 2

iltime passo no processo,
diz respeito & comparagao
entre 0s resultados obti-
dos matematicamente e e}
que ocorre na situagao

real. Esta seria a etapa
de verificagac dos resul-
tados obtidos, ou ainda ,
o momento de interpreta-

cao dos resultades do mo-

delo.

cies ;

a espécie 3 & presa de uma espé-
cie.

Comparamos os resultados obtidos
com o auxilio da matematica com
os resultados observados do pro-
blema. Apds uma avaliagao, caso

seja necessario, retomaremos todo
© processo novamente a fFim de

adapta-lo melhor ao nosso estudo.

Algumas observagdes com respeito a cada estagio do processo

se fazem necessarias.

A primeira etapa do processo & caracterizada pela necessidade
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de termos como auxiliar um especialista da drea a gque pertence o
problema gque iremos estudar. O especialista terd melhores condi-
¢oes de situar e criar hipGteses scbre o problema gue é apresenta
do. Estas hipdteses sao o resultado de um estudo meticuloso ou
mesmo da intuigao do cientista. Além do estudo e intuigao, o cien
tista, para formular estas hipoteses, podera utilizar o reconheci
mento de similaridades com outras situagoes ja estudadas. Seria
este o momentc em que estariamos passando pelas etapas (ii) ,(iii),

(iv) da matematizacao horizontal.

0 segundo estagio nao deve ser encarade apenas como uma sim
plificao da situagdo inicial. Temos o objetivo de tornar a formu
lagao do problema tao precisa quanto possivel. Buscamos uma com
preensac clara e precisa das palavras e conceitos que utilizare-
mos, necessitando para isso, fazer idealizagces e aproximacoes da’
situagdo inicial, identificando variaveis basicas e dispensando
toda informacao que for julgada desnecessaria para a resclugao do

problema.

Neste estagio, chegamos ao chamado Medefo Real, ou seja, a
descrigcdc de uma determinada situagac apds sua simplificagao e

identificagao dos dados essenciais.

O terceiro passo, que se refere a codificag¢do matematica do
problema, envelve um alto grau de criatividade. Atraves do modelo
real, 34 obtido, chegamos ao modelo matematico, onde elaboramos
uma expressdo matematica gue representa a relagao encontrada en-
tre as variaveis do problema. Todo © valor do trabalho de constru
¢ao de um modelo reside nesta fase, pois uma identifica¢ao inapro
priada do mundo real com o mundo matemdtico podera levar a resul-
tados infrutiferos, ou até mesmo errados, comprometendo todo o}

trabalho anterior.

0 modelo matemdtico gue obtemos ao final desta etapa, geral
mente nao e Gnico; varios modelos podem descrever uma mesma si—

tuacao. Estes diversos modelos dependerao da éenfase dada,ao cons-—
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truirmos o modelo real, a certos aspectos do problema.

Os resultados obtidos, atravées do modelo matematico cons-—

truido, podem ser classificados em:

(1) teoremas do ponto de vista matematico;

(ii) previsdes sob o ponto de vista empirico.

0 ponto principal da quarta etapa do processo de modelagem
& o fato de podermos produzir novas informagoes sobre o problema
inicial a partir de técnicas matemdticas. Além disso, nac apenas
informagoes especificas sobre o problema sac criadas, mas resulta
dos mais gerais, de natureza matemidtica, que poderao impulsionar
a pesquisa em varias areas desta disciplina. Ermesta etapa que pas

*

samos pelos itens (ii), (iii), (iv) e (v) da matematizacao vertical.

O ultimo estagio do processo de modelagem diz respeito & de
codificagao dos resultados obtidos anteriormente. Comparagoes en-
tre a situacgac original e as previsoes obtidas sao feitas e ava-
liadag, sendo, muitas vezes, necessaria uma reconsideragéo de to-
do o processo de modelagem, havendo, em consequencia, um refina-
mento do modelo cobtido. Novamente, estariamos passande pelas fa-

ses (iii), (iv)e(v) da matematizacao vertical.

A descrigao do processo de mecdelagem permite que fagamos a

seguinte caracterizacdo de um modelo matematico:

Um modelo matemiatico € o sistema obtido apds o
terceiroc estagio do processo de modelagem, ou
seja, & a explicitacao das relagoes matemati-
cas entre os dados iniciais do problema em

guestao.

A distingao gque fazemos entre um modelo real e um modelo ma

tematico, geralmente nao & muito marcante, e, na pratica, ocorre
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a utilizagao de modelos que podemos considerar como mistos, Estes
modelos, que podemos considerar como mistos, sao uma simplifica-
cao de um determinado problema, porém, apenas algumag das expres-

sOes utilizadas pertencem ao mundo matematico.

No entanto, & bom salientarmos que, a nao distingao entre
estes dois tipos de modelos, pode levar a conclusdes erradas,prin
cipalmente gquando estamos trabalhando com assuntos da area de
ciencias humanas e sociais, onde os conceitos utilizados sao di-

ficeis de serem gquantificados.

Outro aspecto que merece destaque sobre a distingao entre
modelc real e modelo matematico, & o fato que as conclustes sobre
o mundo matemidtico ndo sac conclusoes sobre o mundo real. E impor
tante que fagamos a distingdao entre os modelos do fendmeno e a

que tipo de modelo as conclusoes se referem.

Ao construirmos um modelo matematico, este poderd ser clas-
sificado em modelo deteaministico ou medelo estocastico. Um mode
Lo sera defeaministico se ele predizer o gue ocorrera, ao darmos
informagtes suficientes em um momento ou estagioc, com o comporta-
mento futuro de todo ¢ sistema. Em geral, & com este tipo de mode
lo matematico que trabalhamos. Quando incorporamos ao modelo um
comportamento probabilistico, ou seja, nac importard a quantidade
de dados e informagGes gque tenhamos, os resultados seraoc sempre
dados através de probabilidade; estaremos trabalhando com um mode
Lo estocastico. Com este tipo de modele ndo hd como predizer, com

absoluta certeza, o procedimento futuro do sistema.

A utilizagdo de um tipo ou outro de modelo matematico, de-
penderd da situac@o e dos recursos disponiveis. Quando trabalha-
mos com as ¢iéncias humanas e sociais, a utilizagao de modelos
envolve chances e incertezas; com isto e pelo fato do mundo real
dar fortes evidéncias de ser um modelo estocastico, este tipo de
modelo devera ser o mais utilizado ao tratarmos com estes proble-

mas. No entanto, ndo podemos esquecer que o modelo deterministico



31

pode ser visto como uma primeira aproximagac do problema e,muitas
vezes, as dificuldades técnicas tornam proibitivas a utilizagao

de modelos estocasticos.

Em suma, podemos dizer que ¢ modelo matematico € um dos tra
tamentos cientificos que podemos dar a um problema. Quando este
problema tiver origem em ciéncias fisicas, o modelo matematice da
rad um tratamentoc efetivo na descrigao do fenOmeno. Quandc o pro-
blema envolver questoes da adrea de ciéncias humanas e sociais, ob
teremos algum sucesso através do modelo matematico, porém  este,
muitas vezes, nao serda o mais apropriado, pois nestas ciéncias te
mos aspectos dificeis de serem quantificados; melhor seria estu-
darmos a situagao no contexto do medelo real, onde os significa-

dos para as vari&veis sdc nao matematicos.

Ao finalizarmos esta segéo &€ necessario, mais uma vez, que
enfatizemos a importancia do confronto entre os resultados obti-
dos atraves do modelo e o problema gue o originou. Sem esta etapa,
o modelo matemdtico n3o terd uma dinamica gue possibilitara a sua

reformulagac e o seu aprimoramento.

Um exemplo da importancia dessa etapa & dado pelos seguin-
tes modelos matemdticos que descrevem a divida externa de um
. {17}
pais .
Egtes modelos tem o nome de Modelo de Divida de Doman, e,

o primeiroc deles € o seguinte:

Sejam D e vy respectivamente a divida nacional e a renda

nacional de um determinado pais. Suponhamos que:

{a) a taxa de aumento da divida nacional & igual a uma propor-

cao fixa da renda nacional;

(17) Nos exemplos que seguem, utilizaremos equagoes diferenciais.
Para um leitor nao familiarizado com o assunto pedimos que
antes procure este em algum livro de célculo, onde pode
ra encontrar facilmente. N
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{(b) a renda nacional aumenta a uma taxa constante f ao longo

do tempo.

Em linguagem matematica, temos:

(A) _%%_ = oay{t), equagdo que representa a condigao (a).
(B) ii = B, equagdo que representa a condigao (b).

Além disso, tomaremos COmMO equagoes gque estabelecem as con-
di¢les iniciais do modelo, as seguintes:

(C)  vy(Q)

i!
=<3

(D) DI(Q)

Il
o

Como as eguacgoes (A) e (B) sao equacgoes diferenciais e,
como nosso objetivo & determinar a razdo entre a divida nacional
e a renda nacional, resolveremos as eqguacgoes (A) e (B). £ bom
observarmos que, em termos de avaliagao economica, & esta razao

entre a divida e a renda nacional que importam.

Resolvendo a equagao (B) temos:

fo < oo

vy = Bt + C }
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Como vy = Yo guando t = 0, temos que Yo = C; lego, pode-

Mmos escrever:

lv = Bt + v,

Substituindo o valor de vy acima obtido em (A), temos:

dD
dt

= o (Bt + yo) = aft + ovy.

Resolvendo esta equagao:

Ja

Il

J(aBt + uyo)dt

t2
D = CtB—i-' + Otyot + C

Il

Como D = D,., quando t = 0, temcsgue DO C.

— 1 3
D= —'2-— aBtT + {Iyot + DO

A solugdo do modelo matemdtico & dada por:

oL a2
(D(t) =5 aBt™ + ay,t + Dy
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Calculemos agora, a razao entre a divida e a renda nacional:

" ou melhor,

a)

b)

c}

1 2
p(t) _ 2.08Y *oavet Py
v (t) gt + Yy
L 2
D(t) _ DO N ayot N > afft
v ~ Btry, | BtTvy | BTy

Ao fazermos t tender a infinito, ou seja, t -+ «, temos:

D
Q
2T T yO —_ 0

avp® “Y9

W"} — constante = ——"B——

1 2
5 at

t+
Bt +vy,

w)

(t)
(t)

Logo, quando t »> ® , a razao —+ © , ou seja, a divi

<

da do pals cresce muito mais rapidamente que a renda; logo, este

pals & economicamente inviavel.

Sendo assim, o modelo gue esta descrevendo esta situacao de

ve ser modificado, pois ao compararmos o resultado obtido pelo mo

delo e o que ocorre em um determinado pals, vemos gue estes resul

tados nac se adaptam a realidade econdmica.
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Como a equagac (A) descreve a relagdo entre a divida e a
renda, esta nao sera modificada. No entanto, a equacgdo (B), onde
esta relacicnada a renda a uma taxa constante, sofreri modifica

¢oes, passando a ser descrita como:
dvy
' . ==

Isto significa gue a renda nacional varia a uma Proporgac

constante da propria renda.

Nosso modelo fica com as seguintes eguagoes:

{Aa) —%%— = qay{t)
' dy _
(B") T By (t)
{(C) y(0) = Y
(D) D(O) = DO' além disso, o > 0,8 > 0.

Este & chamado Segunde Modelo de Divida do Domar.

Resolvendo a equagac (B'), temos:
s e
b4
tny = Rt + C
y = C eBt

Cemo y = yo, quando t = {, temos, YO = C. Assim,



Substituindo em (A} o valor de

mos:
dp  _ oBt
at o
Resolvendo esta equagaos:
dD = f av eBtdt
) o
o gt
D—Byoe + C
D = DO’ quande t = 0, 1locgo
= - 2
C DO 2 YO
Logo, a solugac da eguagao é:
- o Bt -
D = 3 yo e + DO 8 yO
ou ainda,
o Rt _
= F —— -
D D0 2 Yo (e 1}

36

v encontrado acima, obte-

e

assim,
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E a solugao do modelo matemdtico &:

D{t)

il
o
+
w |Q
~
o
o
|

v{t)

Il

3
<

o

Como gueremos conhecer a expressao da razao 5%%% ; Cbtemos:
o Bt
p(t) _ Dot EY¥ele -1
y(t) Rt
¥,y€
gque, quando t + »©, temos:
DO a yo(est - 1) .
Bt 0 ¢ Bt - B
Y a8 e
Assim, guando t > «, EEE; — %%— , gue € uma constante

finita e, portanto, oferece parametros para gue passamos avaliar
o desenvolvimento econdmico de um pais. A razdo que encontramos

tem um significadc economico; por exemplo, enguanto esta razao for

. 3 . - , .
menor gue 75% ou seja, —=—, © pals e economicamente viavel.
9 1

Este exemplo demonstra a importancia de, apds obter o mode-—
lo matematico, confrontar os dados obtidos através do modelc com

aqueles do problema especifico que estamog trabalhando.
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3 — A RELACAQ ENTRE O CONCEITO DE MODELO E A CARACTERIZACAD DE
UM MODELO MATEMATICO

Nesta secao, procuraremos estabelecer algumas relagoes en-
tre o que chamamos de conceito de modelo (secdo 1) e as diversas

caracteriza¢des apresentadas anteriormente.

Chegamos ao conceito de modelo como sendo uma intenpretagac
de um determinado sistema de axiomas, onde os significados atri-
buidos aos termos primitives do sistema, tornam os axiomas verda-
deiros para esta interpretacao. Com este tratamento, situamos O

modelo no ambito da ldgica matematica.

Nas diversas caracterizagoes de um modelo matematico vistas
na segéo anterior, temos como ponto comum, o fato do modelo mate-
mitico ser apresentado como uma <inferpretagdc, através da lingua-

gem matemdtica, de um determinado problema.

Com isto, geralmente, poderemos relacionar © termo moeded o
com o termo {nteapretfacdo, ou seja, um modelo poderéd ser visto co
mo uma interpretacgdo de uma determinada estrutura, sendo esta ma-

tematica ou pertencente ao gque chamamos de mundo real.

Este relacionamento merece algumas ressalvas: primeiro ,
& importante considerarmos que, ao trabalhar com entes matemati-
cos teremos uma avaliagao precisa do medelo, enquanto que, ao tra
halharmos com entes do chamado mundo real, o modelo, como inter-
pretagac, passa a ter uma abrangéncia parcial, dependendo dos as-
pectos do problema gque estamos privilegiando. Em segundo, esta
idéia de que o modelo matemdtico & uma interpretagdo, através da
linguagem matematica, de um determinado problema, podera fazer
com que aspectos relevantes do mesmo ,por nac poderem ser descri-
tos por esta linguagem, sejam deixados de lado. Além disso, a ma-
tematica pode ser descrita em uma linguagem formalizada, o que ja
ndo ocorre com o mundo real, dificultando a relagao mundo matema-

tico/mundc real.
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Badiou em [ 3 ], enfatiza a relagao entre modelo e modelo
matemético..Neste trabalho, onde o autor procura dar uma introdu-
¢do a uma epistemologia materialista da matematica, ele desenvol-
ve a tese de que existem duas instancias da palavra modelo: uma
seria a nogao descritiva da atividade cientifica e outra se refe-

riria ac conceito da ldgica matematica.

O modelo visto como uma nogao descritiva da atividade cien-
tifica, seria um objeto artificial, destinado a reproduzir, a

imitar o objeto real gue gueremos investigar. ([3 ] p.l7).

ApGs esta caracterizacao do que seria a nogac de modelo,

Badiou o classifica em dois grupos:

19) Mcdelos tedOricos ou matematicos: seriam um feixe de hipdte-
ses, cuja coeréncia e desenvolvimento dedutivos estédo ga-
rantidos por uma codificagdao matematica. Neste grupo, esta-
riam inseridos os modelos matematicos gue caracterizamos an
teriormente, além de exemplos classicos como modelos do uni

verso, estudados em cosmologia.
29) Montagens materiais, cujo destinc & triplo:

i) apresentar num espago de mode sintético processos naoc-espa-

ciais: grafos, diagramas, etc...;

ii) meodelos gue tendem a realizar estruturas formais. Como exem
plo, o autor cita um trabalho gue expGe como construir efe-
tivamente em cartdc ou madeira os cinco poliedros convexos,
como anresentar um conetivo logico sobh a forma de um circui

to eletrico simples(l8).

(18) Neste item, incluiriamos a criacao de materiais didaticos
para o ensino.
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iii} modelos gue visam imitar comportamentos: como exemplo, os

robos.

Quanto ao concedto de modelo, o autor da um tratamento seme
lhante ao nosso, porém atendo-se a guestoes mais formais, como a
definigao de uma linguagem formalizada, de um dispositivo de in-

terpretacao, para finalmente trabalhar com o conceito de modelo.

Em suma, podemos delimitar dois niveis de utilizacac da pa-
lavra modef¢. Um primeirc, relacionado d& 1ldgica, apresenta o mode
lo como um conceito bem definido; um segundo,onde tratamos da no-
¢do de modelo, onde,este é visto como uma interpretacao de um de-
terminado problema, tendo, assim, a denominagao de modelfo matema-

tico,

4 - EXEMPLOS

Apresentaremos alguns exemplos de modelos, tratandc aspe-
cialmente do conceito de modelo. Os modelos matematicos, por se-
rem o objeto principal deste estudo, teraco um tratamento mais de-

talhado no capitulo seguinte.

4,1 - Modelos findifos

Antes de apresentar o primeiro exemplo, faremos uma rapida
apresentagdo da estrutura de gnrafc, que possibilitarda a criagao

de exemplos de modelos finitos.

Um grafc G, segundo Lucchesi [ 22 ], consiste em um conjun
to finito, chamado VG, de elementos chamados veatices e uma fun-
gao de incidencia, chamada YG, gue associa a cada aresta a de
G um par nao ordenado de vertices (nao necessariamente distintos)

de @G, chamados extremos de a.

Podemos representar um grafo atraves de um diagrama, onde

cada vertice € representado por um ponto, e cada aresta por uma
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linha ligando os pontos que representam seus extremos. Por exem-

plo, seja G o grafo representado pelo seguinte diagrama:

Téemos assim,

ve = {a,B,C,D} ,

o conjunto de vertices de G e

aiG = {1;21'3:4:5:6} I

o conjunte de arestas de G.

4.1.1 - Seja G o grafe representado pelo diagrama abaixo:
GRAYO G
A
B cC

(19) Este exemplo esta baseado em Barreto [4 ].
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Consideremos um sistema axiomatico cujos termos primitivos
sao: ponto, Linha, plano. Atribuindo os seguintes significados pa
ra estes termes: ponifo serd cada um dos vértices de G; finha se-
ra cada um dos pares AB, BC, CA; como Unico pfanc o conjunto ABC.
Com estes significados, vemos que G satisfaz os seguintes axio

mas:

P.: Existem pelo menos dois pontos em uma linha.

Em G, exatamente dois.

P,: Existem alguns pontos que estao fora de uma linha dada.

Em G, exatamente um,.

P,: Dois pontos determinam uma linha.
Em G, temos como linhas os pares AB, BC, CA; logo, P3

esta satisfeito.

P,: Em um plano, existem pelo menos trés pontos naoc na mes-
ma linha.
Em G, temos um Unico plano ABC que satisfaz Py

Trés pontos, n3o em uma mesma linha, determinam um pla-

no.

Em G, © unico plano, satisfaz P5.

P .: Uma linha contendc dois pontos de um plano esta contida
nesse plano.

Em G, isto ocorre trivialmente.

Assim, G & um modelco para O sistema axiomatico formado
pelos axiomas Pl,Pz,P3,P4,P5,P6. Observemos que G €& um modelo
parcial da geometria euclidiana, pois da forma como definimos 0

grafo G, ele nao possui linhas paralelas.
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4.1.2 - Modelos Iniendiégiﬁﬁéﬂgjgé

Utilizando o mesmo conjunto de axiomas visto anteriormente,
podemos ter as seguintes interpretacdes, relacionando-os com ou-

tras disciplinas.

| PONTOS A,B,C LINHAS AB,BC,CA PLANO ARC MODELQO [
Cidades estrada de mao circuito in- de trang
dupla terurbano porte
Tres cores combinagdo de combinacao de| Sptico
primarias duas cores trés cores
Vitaminas dieta de segun- dieta comple~ bicldgi-
da ordem ta co
Fatores de pro pequenas infla- grande infla-| econdmi-
dugdo da infla | ¢des cao co
cao
Vértices fios circuito elétrico
4.1.3 ~ Nesso exemplo, basecado em Nagel 128), a pafavia 'classe’

sera entendida como uma colegao de elementos distintos.Ca

da efemento ¢ chamado de "membro' da classe.

Dadas duas classes K e L, consideremos osg seguintes axio

mas:

Quaisquer dois membroszs de K estio contidos em apenas

um membro de I,

Ayt Nenhum membro de X estd contido em mais do que  dois

membros de L.

Os membros de X ndo estdo todos contidos em um {nico
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membro de L.

Quaisquer dois membros de L contém apenas um membro

de K em comum.

A_: Nenhum membro de I contém mais do gue dois membros de

K.

Consideremos a seguinte interpretacao para as classes K e

classe dos pontos que sdc véertices de um triangulo.

=
Il

classe das retas ague sao lados desse triangulo.

o
1l

A afirmacao "um membro de K estd contido em um membro de
L", significa que um ponto que & um vertice se encontra sobre uma

reta gue & um lado.

Assim, considerando a seguinte figura:

vejamos como ficam os axiomas:

Ay Quaisquer dois vértices estdo contidos num mesme lado.

. Nenhum vértice esta contido em mais do que dois lados.

Az.
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Asi Os vértices nao estao todos contidos em um unico lado.

A4: Quaisquer dois lados contém apenas um vértice em comum.

Ag: Nenhum lado contém mais do que dois vértices.
Pela figura anterior, vemos gue os axiomas saoc verdadeiros
para esta interpretacao, logo obtivemos um modelo para o sistema

axiomatico apresentado.

4.2 - Modelos Inginditos

Um modelo infinito serd aquele cujo sistema axiomdtico exi
ge um nimero infinito de elementos para interpreta-lo. E o «caso,
por exemplo, dos modelos das geometrias euclidiana , riemanniana
e de Lobatchevsky. Além disso, & importante chservarmos gue Os mQ
delos infinitos sao, necessariamente, ideais, ou seja, seus obje-

tos ndo sao do mundo real, como os modelos do exemplo 4.1.2,

4.2.1 - Parna a geometria euclidiana temos como modelo, o eAPAaco

euclidiano.

4.2.2 - Para a geometnia nlemanniana, temos o seguinfe modelo:

2
Consideremos uma esfera gue chamaremos S .

No plano euclidiano poderemes definir uma reta como sendo

a menor distdncia entre dois pontos e a chamaremos geodesdica.

Na esfera 52, o que significard uma geodésica (linha de

caminho mais curto entre dois pentos)?
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A linha que liga Pl a P2 € o caminho mais curto entre es-

-, 2
tes pontos, logo deve fazer parte de alguma curva geodesica de S°,
Ao considerarmos a esfera, suas geodésicas serao as "elicun-

-~ - . -r - - 2 . —
gjenencias maiones" ou "canculos maximos” de S, ou seja, sac 0Os

equadores da esfera.

Um tridngulo na esfera sera constituido inevitavelmente por

trés arcos contidos em tres circunferencias maiores.

¥4,

Ao somarmos A +B+T, veremcs gue seu resultado estarad en-
tre 1800 e 9000. Por exemplo, a uma curta distancia, a calotada

esfera (ou seja sua casca) difere pouco de um plano. A scma, nes-

. - -, o)
te caso, esta também proxima de 180 .

Um tridngulo interessante de considerarmos seria:
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@

' Este triangulo & retangulo e equildtero e ocupa i% da superficie

da esferae A+ B+0 = 2700.

Dois pontos de uma esfera podem unir-se por dois arcos geo-
désicos constituindo um grande circulo. Mas se os pontos P, e P,
sdao antipodas, entdo por eles passa uma infinidade de geodesicas.

LN

- 2 o
Vemos tambem que dada uma reta r em S {gecdesica) e um
ponto P nao pertencente a esta reta, nac existird uma reta para

lela a r contento P. Por exemplo:

4.2.3 - Um modefo para a geometrdia de Lobafchevsky senda:

Consideremos uma superficie representada pela forma de uma

sela de cavalo; a chamaremos S.
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As retas na superficie S serdoc dadas pela intersegao de

S com qualquer plano euclidiano.

Poderemos verificar facilmente que este modelo satisfaz os

axiomas euclidianos exceto o axioma das paralelas:

s

Além disso, ao tracarmos um triangulo sobre esta superficie

- . - (o]
veremos que a soma de seus angulos internos sera menor gue 180",
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Com os exemplos vistos anteriormente poderemos chegar a um

importante conceito geométrico: a curvafura de uma superficie.

Uma superficie curva & uma superficie onde os teoremas eu-
clidianos ndo funcionam. Sobre uma superficie de curvatura positi
va, a soma dos angulos internos de um triangulo & maior que 180°
{caso da esfera). Ao tragarmos uma circunferencia de raio £ sobre
esta superficie, verificaremos que a area do circulo & menor que
ﬂ£2 e seu perimetro infericr a 2nf. Numa superficie de curvatura
negativa {(caso da sela), a soma dos angulos de um tridngulo & me-
nor gue 180°. se tracarmos uma circunferencia de raio £, obtere-

mos uma Area maior que wl° e um perimetro superior a 2nf.

No capitulo seguinte, trataremos de modo especial dos mode-

fos matematicos aplicados ao ensino da matematica.



CAPITULO II

MODELOS NO ENSINO

Faremos neste capitulo um estudo sobre a utilizagao de mode
los no ensino da matematica. Assim, antes de tratarmos especifica
mente de modelog matemdticos associados ao ensino, faremos um ra-
pido estudo sobre os materiais didaticos que, pela classificagao
de Badiou podem ser considerados como Uuma interpretacao con-
creta {(material) de uma determinada estrutura matematica, podendo

agsim, ser chamados de modefes conchretos.

1 - MATERIAIS DIDATICOS

Inicialmente, gostariamos de precisar o gue entendemos por

material didatico.

De uma maneira geral, podemos considerar como material dida
tico todos os elementos auxiliares no desenvolvimento do processo
de ensino-aprendizagem. Sendo assim, mesmo os modelos matemdticos
podem ser vistos como elementos auxiliares no ensino de matemati-~
ca. No entanto, como gueremos ressaltar a importancia dos mode—
los matematicos, vendo sua utilizagao como uma forma de encarar o
ensino da matemdtica, achamos mais interessante nos limitar & con
cepgaco de materiais didaticos como materiais concretos (utiliza-
dos principalmente nas primeiras séries do primeiro grau), como
por exemplo, os blocos logicos, as barras de Cuisenaire, material
dourado mantessoriano, ou gqualgquer outro material gue confecciona-
mos para auxiliar no desenvolvimento do estudo de determinado con

ceito matematico.

Apds este esclarecimento, faremos um breve histdrico do apa

recimento e da utilizacdo de materiais didaticos no ensino.

(20) Ver pagina 39 deste trabalho.
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1.1 - Héstorico

Nas primeiras décadas do século XX, a médica Maria Montes-
sori, apbs aperfeicgoar seus estudos em psicolegia e pedagogia, pa
blica seu primeiro trabalho, "Antrnopofogia Pedagogica” , on-
de apresenta a idéia de utilizagdo de materiais didaticos (concre
tos) como elementos auxiliares no processo de ensinc-aprendizagem,
Este trabalho teve como ponto de partida as idéias dos médicos
franceses Seguin e Itard e, apds desenvolver uma pesquisa sobre a
recuperacao de criangas excepcionais, transferiu os procedimentos
desenvolvidos nesse estudo, para o trabalho com criangas de desen
volvimento normal, culminando pela sua posicac em defesa da utili

zagéo de objetos concretos no ensino.

O pensamento de Montessori recebeu influéncia de cientistas
e educadores da epoca, COmO por exemplo Dewey, gue Jjuntamente com
a evolugéo da biologia e psicologia, deram forma ao movimento co-
nhecido como Escola Nova, no inicio deste século. Ela, apesar de
nao se considerar como participante do movimento escolanovista ’
tem varios pontos de contato com estas idéias, principalmente no

que diz respeito & utilizacdo de materiais concretos(zl).

Mcontessori utiliza o material como ponto inicial para o de-
senvolvimento de conceitos; para ela, os materiais sao "abstra-

2(22) | w6 livro "Pedagogia Cientifica” [ 261 ,

¢Oes materializadas
publicado pela primeira vez em 1909, a utilizagdo de materiais di
daticos é apresentada dentro de um conjunto de propostas para edu

cagdo pré-escolar, onde o desenvolvimento do processo de  ensino

(21) Dewey, um dos teoricos da Escola Nova, defendeu a existencia
de experiencia direta no programa educacional da crianga, en
fatizando a necessidade de utilizagao de materiais didaticos,
como auxiliares neste processo,

(22) Ver Izaltina de Lourdes Machado, Educagao Montessorti: de um
homem novo para um novo mundo, p.48.

UNICA MP
a1 IOTECA CENTRAL
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aprendizagem estd baseado na experidncia concreta da crianga atra

ves de materiais.

Devido a diversas mudangas sociais que ocorreram no inicio
deste século, a escola passa a ser possivel, também, & classe tra
balhadora. Com esta expansdo e o aumento do contingente de alu-~
-nos, vindos de diversos meios e classes soclais, houve a neceggi-
dade de se criar novas condigbes para o ensino. Os materiais dida
ticos tem um papel de destague nessa transformagao educacional,
Eles possibilitam a formacdo de um concedito atraves de atividades
envolvendo objetos que, de forma ingenua, contribuem para essa

formagao.

No ensino da matematica, a utilizagao de materiais concre—
tos e o desenvolvimento, a nivel formal, de uma estratégia de en-
sino baseada em materiais, tem seu ponto culminante com o +traba-
lho do Professor Dienes, na década de setenta. Dentre os traba-
lhos do Professor Dienes, o que descreve os estdgios que ele con-
sidera como fundamentais para o desenvolvimento do estudo de de-—
terminada estrutura matemitica, chama-se "Les six étapes du npro-
cessus d'apprentissage en mathématicue",que em portugues tem o ti

tulo "As seis etapas no processo de aprendizagem em matematica®l 13].

Com este trabalho, a idéia da necessidade de utilizarmos si
tuagoes concretos para chegarmos a estruturas mais abstratas e
complexas como as estruturas matematicas, tornou-se comum as pes-

socas interessadas no ensino da matematica.

1.2 ~ Uma estrategia de ensino utifizando materiais diditicos

O material didatico, como j& observamos, é um elemento auxi
liar para a formagao de conceitos. Ele ajuda a desenvolver um con
ceito, que esta num nivel abstrato, através de atividades ou ilus
tragoes, que estdo num nivel concreto. Podemos desenvolver melhor
esta idéia: partimos do que chamaremos "mundo matematico", delimi

tando um determinado assunto que queremos estudar. Com o objetivo
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de facilitar um primeiro contato com estas idéias que queremos de
senvolver, fazemos uma primeira aproximagao (ou, ainda, interpre-
tagdo) atraves do material didatico. Esta intefpretagéo"concreta%
tem como caracteristica o fato de que o significado atribuido a
um determinade termo tem existencia fIsica (& um objeto concreto),
pertencente ao mundo que rodeia o aluno. Atraves do material dida
tico temos possibilidade de identificar um elemento do mundo mate
matico, com um elemento do que podemos chamar de munde real. De

uma forma esquematica temos:

INTERPRETACAO . IDENTTFICACED
MUNDO l
> | MATERTAL | >
MATEMATICO DIDATICO |
L

Ao fazer o caminhc de volta nesse egquema, ou seja, gquando
partimos do mundo real para chegarmos aoc mundo matematico, encon-
tramos como estagio intermedidric, justamente og modelos maiem&t£
cos. Em suma: a partir de uma situa¢ao que delimitamcs no mundo
real, criamos através de uma simplificagdo e de uma simbolizacgdo
dos elementos, um modelo matematico. Apbs a criagdo do modelo ma=-
tematico, podemos identificar seus elementos com elementos do

"mundo matemdtico". Assim completando o esquema temos:

MATERIAL LN

=

MATEMATICO
/gE
T:::H““xh_ MODELO
“4cly | MATEMATTCO
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0 processo de aprendizagem, utilizando materiais didaticos

como elementos auxiliares, tem certas etapas bem definidas que

Wilmer [ 371, esguematiza da seguinte forma;
ESTRUTURA RESULTADOS
MATEMATICA TEORICOS
‘ A
|
N q
T F
£ 2l
g
R b
R Eiack UTILIZANDO 5
RETACAS| MATERTIAL | RESULTADOS | ABSTRAG
— 7’ |[DIDATICO MATERIAL PRATICOS
0 estdgio de interpretagac da estrutura matemitica ‘%3 ca-

racteriza-se pela escolha ou criagao do material didatico necessa
rio para o desenvolvimento das idéias gque levarao ao conceito gue
gueremos estudar. E através dessa interpretagaoc que criaremos con

digcbes para o aluno associar entes matemdticos com objetos concre

tos.
Veremos a seguir uma ilustragao do processo acima descrito,

atraves do estudo das operagoes de simetria de um paralelogramo.

1.2.1 - 0 problfema mafematico

Queremos determinar as operagoOes de simetria de um paralelo
gramo que ndao seja um quadrado e nem um losango.

Neste primeirc momento, procuraremos escolher O material

mais adeqguado para auxiliar no desenvolvimento do conceito de si-

metria. Para tanto & necessario que estejamos seguros do conceito,

(23) Ver nota {(10}.
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ou geja, do conteldo que gueremos desenvelver. Assim, um egtudo
preliminar serd de grande importdncia para o desenvolvimento do

resto do trabalho. Comecemos, portanto, com este estudo.

Antes de estabelecer a definic¢ao formal de simetria, procu-
raremos pensar em algum exemplo mais concreto,come a nossa ima-
~gem refletida em um espelho: a imagem refletida & simetrica ao ob-

jeto que & refletido.

Os triangulos ABC e A'B'C', na figura abaixo sao simétri

cos

Tanto no exemplo do espelho, guanto neste dos triangulos ,
podemos detectar alguns pontos em comum. Em ambos os casos, sem—
pre temos um referencial a partir do gual afirmamos gue duas figu
ras sao simétricas. No caso do primeiro exemplo, o espelho € este
referencial; o espelho, a grosso modo, pode ser visto como um pla
no e, portanto, podemos chamd-lo de planc de simetfria. No exemplo
dos triangulos, temos como referéncia a reta 1r, gue podemos con
siderar como efix¢ de simetrala. Outro aspecto gue podemos observar
é que os pontos simétricos sdo egiiidistantes do eixo ou plano de
simetria. Estas duas situacOes sado exemplos de uma simefria axiak,

ou seja, sdo simetrias cujo referencial & um eixo ou plano.

outro tipo de simetria que encontramos é a sdmefrla central,

onde o referencial & um ponto do plano.

Vejamos um exemplo: considere um ponto 0 de um plano. Da-

) +
do um ponto P, gualquer desse plano, considere a reta OP. Usan-
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do o compasso com a ponta seca em 0 e abertura OP, marque 0
+
ponto P' na semi reta oposta a OP. Com este processo, oObtemos

o pontc P' simétrico ao ponto P, em relacao ao pontc 0.

e e e W e

Bl

O triangulo A'B'C' & simétrico ao tridngulo ABC em re-

lagao ao ponto 0.

Quando queremos deslccar um ponto de uma dada regifo de um
espago, de um planc, ou de uma reta, utilizamos uma funcac. No ca
so da operagao de simetria, utilizaremos também uma funcdo, s6
que esta deverd satisfazer algumas condigles. Dada uma funcdo f,
esta sera uma operagao de simetria se tiver as seguintes proprie-~

dades:

(1) f(x+y) = £(x}) + f£(v), para todo X,y pertencente ao domi-

nio da funcao f.

{(ii) f(x-x)

A+ £(x), para todo elemento A pertencente ao con-

junto dos numeros reais.
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E, além disso, satisfaca a propriedade de "levar uma figura
sobre si mesma" (& o caso de dobrarmos a pagina sobre a reta r,

no exemplo dos triangulos).

As duas propriedades descritas acima, caracterizam o que

chamamos de fung¢do £ineaxr. Vejamos um exemplo:

Seja £ : R—+ IR uma. funcac dada por x——3+x

Verifiguemos as duas propriedades:

(1) f{x+y) 3e(x+y) = 3+x + 3y = f(x} + f{v).

{(ii) £(i+x)

A3 - x) = Xef{x)

i

3« {Ax)

Como (i) e {ii) sao satisfeitas,a funcdo £, acima definida,

é€ uma funcgac linear.,

Para definir uma operagao de simetria, precisamos formalizar

a propriedade de "levar uma figura sobre si mesma".

Assim, dadoes uma fungéo f gque satisfaz as propriedades (i)
e (ii) e um ponto x do dominio de £, dizemos que f & uma ope-

ragao de simetria se

fix) = %' ,

onde x' & o ponto gimétrico de x.

Como exemplo, consideremos a fungao

f : R— R , dada por

X—> —X

Esta fungao satisfaz (i) e (ii):

{i) fix +vy) = ~(x+y) = -%x-y =-x+ (-y) = £(x) + £(y)
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(11) £{A -x) = =(A +x) = & «(-x) = A+ £(x)

Além disso, dado qualguer x pertencente ao conjunto dos
nimeros reais (R), f{x) = -x & exatamente o ponto simétrico a

X.

1.2.2 - Matenial Didatico

bpds este estudo, estaremos com melhores condigoes de esco-

lher um material adequado d situagac que gueremos desenvolver.

Geralmente, os problemas gque envolvem figuras geométricas ,
possibilitam a confeccgdc do material pelo proprio aluno. No entan
to, sera sempre bom esclarecermos que, aco trabalharmos com geome-
tria plana, o material criado estara representado em trés dimen-

sCes uma figura gue possui apenas duas.

Neste exemplo, poderemos utilizar uma faixa de cartolina,.
Apbs desenhar uma figura com forma de paralelogramo, a recortare-
rmos da faixa, marcando os vértices e angulos correspondentes tan-
to de um lado, gquanto de outxo da cartolina. Assim, graficamente

podemos representar

A B
D £
ao vertice A corresponde o angulo o;
ac vértice B <corresponde o angulo Bj;
ao vertice C corresponde o angulo :
ao vértice D corresponde o angulo §.
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A seguir, associaremos a Operagéo de simetria, as diversas
maneiras que encontramos para encaixar a figura recortada na fai-
xa de cartelina. Temos com isto, uma representagao "concreta” do

problema inicial.

1.2.3 - Resultado Pratico

A figura do paralelogramo podera ser encaixada na cartolina,

das seguintes formas:

1¢) colocando cada angulo da figura com seu vVértice correspon-

dente na faixa:

A \/

29) colocando o angulo o em correspondencia cem o vértice C;
o angulo B em correspondéncia com ¢ angule D; o angulo ¥y
em correspondéncia com o angule A; o angulo § em corres-

pondéncia com ¢ angulo B.

Observemos que se determinarmos os pontos médios dos lades
AD e BC e tracarmos uma reta passando por estes pontos, obteremos
um eixo horizontal. Ao tracgarmos uma reta paralela aos lados AD
e BC, passando pelos pontos médios dos lados AB e DC, obteremos
um eixo vertical. Chamemos de P o ponto de intersecao destes

eixos.

A segunda forma gue encontramos de encaixar o paralelogramo,

determina uma operacao de simetria gue, a grosso modo, podemos de
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finir comc “"girar o paralelogramo, em relacao ac ponto P, num an
gulo de 180°" .

Poderemos verificar, experimentalmente, que nao had  outras
formas de encaixar o paralelogramo. O passo seguinte sera o desen

volvimento de resultados tedricos obtidos apbs este trabalho.

1.2.4 - Resultado Teorico

Neste estagio, formalizaremos 0s resultados obtidos, defi-

nindo o que significa cada uma das operag¢ces encontradas.

A primeira forma de encaixe do paralelogramo & chamado OPE-

RACAO IDENTIDADE, pois apenas associa os vértices aos angulos cor

respondentes.

A segunda operacaco encontrada, onde o paralelogramo gira

]_80O em torno do ponto P (centro do paralelogramo), chama-se RO-

TAgﬁO.
A conclusido final & de que o paralelogramo estudado possui

apenas estas duas operagoes de simetria:

(1) identidade e
(2) rotacac de 180° em torno de seu centro.

1.3 - Principais caracternisticas de um matenial didatico

0 exemplo acima utiliza como material didatico, elementos
simples como cartolina, recorte, cores. No entanto, encontramos
materiais j& elaborados como os blocos logicos de Dienes, © mate-
rial Cuisenaire, o material didatico montesoriano, entre outros.
E importante observarmos gue, devido a participagéo do aluno, a
melhor estratégia de trabalho com materiais concretos, na nossa

opinido, serad aquela em que o aluno precisard confeccionar o mate

rial.

Tanto nos materiais ja elaborados como nagqueles gque serao
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confeccionados peles alunos, devemos encontrar algumas caracteris

ticas basicas, como:

- o material deve proporcionar ao aluno condigoes para que este
estude uma propriedade especifica, além de possibilitar que

ele proprio a descubra;
- o material deve ser o mais simples possivel;

- o material deve favorecer a etapa seguinte,em que utilizaremos
a linguagem matematica para estabelecer,de maneira rigorosa,os

fatos obtidos através dele.

Devemos considerar o fato de ser o uso adequado do material
concreto que proporcionara bons resultados no processo de ensino-
aprendizagem. Uma aplicag¢ao indevida ou uma ma utilizagdo do ma-
terial por parte do professor, podera ocasionar mais danos gue be
neficios ao aluno. E fundamental tanto o dominio do contelido mate

matico quanto da técnica de utilizag¢ac do material escolhidoc.

Utilizar adequadamente o material didatico como auxiliar no
processo de aprendizagem implica em tomarmos alguns cuidados, co-
mo por exemplo, o tipo de programa gue desenvolveremos, a freqilien
cia que utilizaremos materiais, a adaptagac do conteldo a este
tipo de abordagem, a adeguagao do material ao assunto a ser traba
lhado. A abordagem dos assuntos deverd ser explorativa e indutiva,

proporcionando um melhor aproveitamento do material.

Se tomarmos como padrac o professor tradicional, ou se3a,
aguele tipo gque trabalha apenas com aulas expositivas, num esgue-
ma de teoria -exemplos - exercicios, vemos que, o papel do profes-
sSGr, ao adotar uma abordagem com base em materiais didaticos,
deve ser basicamente modificado. A fung¢do principal do profes-
sor, nessa estratégia, se concentra em facilitar interac¢des ade-

gquadas entre os alunos e o material. O professor devera discutir,
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rever, perguntar, e incentivar exploracoes futuras, fazendo per-
guntas adequadas ou corientando no momento oportuno. Em suma, o)
trabalho de um professor gue utiliza materiais didaticos difere

sensivelmente do trabalho de um professor tradicional.

A seqguir faremos referéncia ac que chamamos de modelfos gra-
§4cos. Um modelo grafico também &€ um material didatico porém,acha
mos interessante considera-los separadamente, pois sao muito uti-
lizados no ensino em niveis mais avangados onde o trabalho com
materiais concretos nac fornece a estratégia de ensino mais ade-

guada.

2 ~ MODELOS GRAFICOS

0 modelo grafico desempenha no ensino da matematica o mesmo
papel que os materiais didaticos. Sac auxiliares no processo de
ensino-aprendizagem, possibilitando uma abordagem mais intuitiva

de um determinado conceito matematico.
Wilmer [ 371, p.38, define um modelo grafico como:

"modelo grafico de um conceito (algébrico, analitico, geomé
trico, etc.) @ umafigura geométrica ou um diagrama suficientemen-
te bem definido, de modo gque, O raciocinio sobre ele tenha a mes-

ma validade gue o raciocinio formal sobre o conceito".

A finalidade principal de um grafice ou diagrama, na acep-
¢cdo que ora enfocamos, & auxiliar a compreensdo intuitiva de um
determinado conceito, principalmente, conceitos complexos como 0OS

que encontramos, por exemplo, em variedades diferencidveis e topo

logia geral.

Os exemplos mais importantes de modelos graficos sao: o pla
no cartesiano; os diagramas de Venn; os grafos; os graficos de

fungoes; etc.

Os graficos de fungles interpretam geometricamente um con-

ceito algébrico, o de fungdo, facilitando seu entendimento. Além
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disso, possibilitam o aprimoramento de nossa intuigao.

Vejamos a seguir alguns exemplos gue ilustram estas afirma-

goes.

2.1. Exemplos
2.1.1 - A funcdo exponencial

-~ X - . . - -
A funcao e e definida no conjunto dos numeros reais (R)

. s + -
e assume valores reais positivos {R ). Um esbogo dc seu grafico

{311

44

Através do grafice, podemos observar duas propriedades ana-
1iticas importantes dessa fungdo, ou seja, ela nao é limitada su-

periormente, porém tem com limite inferior o nimero zero. Em sim-

bolos:

i) lim eX = +w ii)  lime® = 0
X + + = X + - @

2.1.2 = A {funcdac maion Antedirno [(funcao escada)

F & a fungao maior inteiro definida por



Fix) =fx} = n se n <x <n+ 1, onde

Um esbogo do grédfico de F & dado por:

n e

%

Ya
3
F(x)
2 .
b e i
2o ° i o2 3 4 i
‘ ;—-—1»»1
'.
— L -7

Através dele podemos verificar que F(x)

tervalos [n,n + 1), porém F(x)

- ]
minlo.

2.1.3 - A {un¢ao seno

64

é continua nos in

nio ¢ continua em todo seu  do-
A funcdo senc & definida no conjunto R e assume valores
no intervalo [-1,1]. Um esboco do grafico é:
]
i
\ senx
. 5 X
T 3

|
(=
[ "

)
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Através do grafico podemos verificar as seguintes proprieda

des da fungao  sen X:

i) seus pontos de maximo e minimo sao respectivamente 1 e -1.
ii) sen x & uma funcac periddica, com periodo 2mw.
Quando relacionarmos os modelos matematicos com graficos

(ver exemplo 3.1.1 - Cap. I1), teremos cportunidade de estudar ou

tros exemplos.
Na secdo seguinte veremos a utilizagdo de modelos matemati-

ces no ensino.

3 - MODELOS MATEMATICOS

Esta secdo serd dedicada ao estudo da utilizagao de modelos

matematicos (Cap. I - segdo 2), como estratégia de ensino.
Faremos, primeiramente, uma retomada do processo de modela-
gem, visto no Capitulo anterior.

Os diversocs estigics para criagao de um modelo matematico

podem ger, resumidamente, representados no seguinte esquema:

"DADOS SOBRE MODE LO
SITOAGAC Tl MAaTEN A -
REaL T)CO

Recunsnd
MATEMATIOS

Verificacoo

@ Testagem

_ CONCLUSOES
PREVISOES / aoE o
————— | EXPLICALOES, < 30 OATE
- 0 MATE-
COMLLUS0ES DEL
maTic0
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partindo de uma situacdo neal, observamos € simplificamos

determinado aspecto do problema que consideramos relevante, COm
jsto obtemos ¢4 dados sobre a situagdo real. Apds esta etapa, te-
mos condig¢bes de formular hipoteses, identificar relagoes entre

os dados e de codificar em linguagem matematica o qgue foi observa
Fate modelo, geralmente,
de-

dos

do, obtendo-se assim O modefo matematico.
& formado por uma OU mais equacoes (ue descrevem as relagoes
tectadas entre as variaveis selecionadas. Disporemos, agora,
recursos matemdticos existentes, para solucionar este modelo, che

gando a resultados e conclusies sobre o modelo matematico. O es-

tagio seguinte refere-se a 1nterpretagao desses resultados matemd
ticos, gerando previsoes, explicagdes ou conclusdes sobre a situa
¢ao inicial. Devemos entio, fazer a validagao desses resultados,
comparando-0s Com Os dados e a situagao geradora do modelo. Apos

verificarmos a adequacdo desses resultados, poderemcs utiliza-los

para elaborar uma estratégia de agao sobre a realidade.

Podemos aprimorar o esguema anterior, inserindo una etapa

intermedidria entre as fases de coleta de dados sobre a situagao
e a formulacao do modelo matematico. Trata-se do gue denominamos
29) .

porém ainda ndo estamosutilizando a lin

Neste estdgio obtemos uma simpli-

de modelo real (Cap. I, p.
ficagdo da situagdo real,

gquagem matemdtica. O esquema agora fica:

SELEGAD
VARVAVELS | M
0aSERYA. | DADOS SOBRE | cimpipicache | MODELO OnELO
| & 911uask0 [TormuLasao REAL SiMBo_uqm- MATEMATA-
ATAL bE HIPOTESES | X0 €0

ANALISE

J
pE
~ _ ”
Neri §icagan 50040
Testagem
~ coneLysOES
. COMCLUS0ES ~
ESTRATEGIAS]) < DE CODIFL CACRD E O MO
A GoBRE A S\ 1S 508RE O 0’
TUAGAD REAL DELD MATENA

Ti¢0
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Algumas observagdes com relagac a estes esquemas se  fazem
necessarias. Em primeiro lugar, & importante oObservarmos que um
modelo real consitui-se na primeira tentativa de descrever o fato
observado, além disso, esta etapa possui um carater fundamental
para o processo de modelagem, pois € através do modelo real que
selecionamos as variiveis e as relagdes gue determinarao o modelo

matematico.

Apbs a elaboragao do modelo, nosso objetivo passa a ser a
resolucdo do problema matematico e, para isso, utilizamos os re-
cursos matemidticos Jja existentes e, caso estes nao sejam suficien
tes, deveremos reformular o modelo ou entac "criar" novos recur-

sos matematicos.

Uma fase importante do processo, ja salientada anteriormen-
te, diz respeito a verificagao dos resultados obtidos atraves da
solugdo matemdtica, confrontando-os com a propria situagao ou en-
ta0 com o modelo real. Somente apds este estdgio & gue teremos

condicdes de avaliar se criamos ou nao um bom modelo matematico.

Ao utilizar um modelo matemdtico como estratégia de ensino,
proporcionameos ao aluno uma visao mais abrangente da matematica
e de seu relacionamento com outras ciéncias peis, como podemos Ob
servar, ao partir de uma situacao real, esta, por estar dentro de
algum contexto, tera sempre aspectos sociais, cientificos, filoso

ficos e politicos a serem considerados.

Apds estas consideragdes cremos que fica claro que a estra-
tégia de ensinoc nao utiliza apenas ¢ modelo matematico mas sim,
todo o processc de modelagem e, além disso, toda uma idéia de en-
sinar matemitica colocando-a dentro de um contexto comum &os alu

nos, relacionando-a com as ciencias e o dia-a-dia das pessoas.

Para gue possamos utilizar o processo de modelagem dentro
de uma perspectiva educacional, devemos fazer algumas modifica-
cdes para que este se adapte melhor a esta finalidade. Com isto,

temos gue o estagio de formulacao do modelo real devera ser sim-
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plificado e colocado, de forma que se torne interessante e compre
ensivel para os estudantes, possibilitando também gue trabalhe-

mos o conteGdo matemdtico gue desejamos.

Assim, deveremos adaptar o processo de modelagem, inserin-
do uma nova etapa que & denominada "modelo de sala-de-aula" (Maki
. & Thompson [23], ficamos entaoc:

T
o~ Fd
~ OES
5 TUAGAO DADOS SOPRE rovewo ADAPTAGOES  MObE LO
REAL *Ia siruacho > REAL ] A":')}f DE
, GV C
REAL PEDACC \SALA D AU- |

NP
MODELC
!s MATEMATICO

)
CON{LUS0ES
coneusdes
< ' < S0BRE O Mo -
- SOBRE A SvToal
GAO AEAL DELO PATER -

Necessitamos salientar alguns aspectos desse novo esguema.
Na maicria das vezes, 0s problemas gue encontramos no nivel dos
alunos ja se encontram na forma do modelo real. Por exemplo, ao
lermos sobre algum problema da comunidade em um jornal, © repor-
ter para descreve-lo 3& o gimplificou e adaptou, necessitando
ainda do gue chamamos de "adaptacgOes pedagdgicas", para gue se en

guadre dentro do assunto que gueremos desenvolver,

Na etapa de solugac do modelo matematicoe & que as condigodes

para trabalharmos o conteldo desejado se apresentam de uma forma
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mais proplcia pois, o aluno estara suficientemente motivado e in-
teressado pelas conclusoes finais, alem de estar sentindo a neces-

sidade de novos conhecimentos matematicos para chegar a tal fim,

Apds a obtengdo dos resultados matemdticos e de sua inter-
pretagao, ou seja, de sua decodificacao para chegarmos as conclu-
sbes, previsoes e solugtes da situagao real, devemos fazer a tes-
tagem dos resultados cbtidos. E nessa etapa que coroamos todo o]
nosso trabalho anterior, pois € al que avaliamos e discutimos to-
do o processo realizado, tendo como passo seguinte a criagao de
estratégias baseadas nesses resultados ou entao, caso seja neces-
sario, refazendo todos os passos, anteriores, buscando um novo mo

delo gue descreva adequadamente a situagao real.

£ importante termos claro gque sempre necessitaremos fazer
adaptagdes, tanto da situagao quanto do modelo real, as condigoes
que se apresentam no momento, nac apenas condi¢oes a nivel de con
telido matemdtico, como também a nivel de compreensao e envolvimen
to dos alunos. Apesar disso, o processo de modelagem nos oferece
um dos caminhos para gue possamos relacionar a matematica com ou-
tros ramos do conhecimento, fazendo com que esta disciplina te-
nha um papel atuante dentro do contexto escolar e, em Gltima ana-

lise, dentro da vida do aluno.

Estas adaptacdes permitem também gue, um mesmo problema se-
ja trabalhado em varios niveis, obtendo-se varics modelos de uma
mesma situacdo. Além disso, ao enfocar diverscs aspectos de um
mesmc problema, estaremos criando condic¢oes para o aluno reava-
liar e, conseguentemente, reformular o modele criado, a medida

que novos dados e conhecimentos sdo adquiridos.

A utilizacdo de uma estrategia de ensino baseada em modelos
matematicos pode ser considerada valiosa  para uma compreensao
maior da matemdtica e de sua abrangéncia, além do  fato de que
existe por tras desse trabalho a intengao de colocar esta disci-

plina dentro de um contexto mais proximo ao do aluno.



70

A segao sequinte serd dedicada a alguns exemplos de modelos
matematicos que podem ser utilizados no desenvolvimento de alguns

conteldos.

3.1 - Exemploes

Antes de desenvolvermos esta segao, salientamos o fato de
gue as situagoOes ou problemas apresentados sao escolhidos previa-~
mente. Com isso, o primeiro estagio do processo de modelagem, ou
seja, a coleta de dados sobre uma situagac real, & um pouco preju
dicado. No entanto, & importante considerarmos o fato de que em
uma situagao real de sala-de-aula, surgirdo assuntos de interesse
geral que, apds discussCes e algumas adaptagdes poderaoc ser estu-
dados atraveés deste modelos, recuperando-se assim, esta etapa do

processo,

Procuraremos nos exemplos abaixo, trabalhar com a aplicagéo
da matematica em outras areas do conhecimento. Serdc exemplos que
abrangem 19, 2?2 e 39 graus, onde procuraremos enfatizar os mode-

los interdisciplinares (Cap. I, 4.1.2).

3.1.1 - Assunto a sen desenvolvido: conceilto de relacdo

Nivel a sen apresentado: 19 grau

Neste exemplo, utilizaremes um mapa do Estadeo de Santa Cata
rina, onde estaoc localizadas as cidades de Floriandpolis, Itajai,
Blumenau e Joinville, Ligando estas cidades existem duas rodcovias:
uma estrada federal BR10O1l e uma estrada estadual, que identifica-

remos pela sigla SC.

Num primeirc momento, faremos um esbogo do mapa,localizando

apenas, as cidades gque interessam.

(24) Exemplo baseado em Anna Averbuch [et al.] , Matematica sa-

ber e fazer, 89 serie, 19 grau, p.69.
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BLUMENAY

|! J B
FLoﬁfm-léPbC,'S
/

Esta situagdo & bastante simples, porém podemos observar
dois aspectos importantes neste exemplo. Primeirc, pelo fato de
ser simples, a situacdo poderd facilitar o trabalho do  conceito
de relagdo. Segundo, existem outras questOes, além da matematica,
que podemos estudar com esta situagao. Por exemple, o problema do
transporte rodoviario, taxas rodoviarias, impostoc cobrado  sobre

mercadorias, pagamento de frete, e outros.

Ao observar o mapa, podemos cbter a seguinte relagao entre

as cidades e as rodovias:
"pela cidade C passa a rodovia BE"

Temos como dados da situagdo, as diversas cidades e as duas
rodovias:

cidades: Floriandpolis, Itajail, Blumenau, Joinville; rodo-
vias: BR 101, SC.

Uma maneira de simplificar estes dados & abreviandc os no-

mes das cidades e rodovias. Assim:

Cidades: C

Floriandpolis: f
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Ttajai: i
Blumenau: b
Joinville: j
estradas: E
BR-101: e
SC: e,

Chamaremos de R a relagao:

"pela cidade x, passa a estrada v"

Logo, quando uma cidade e uma estrada satisfizerem a rela-
¢do0 R, escreveremos:
iRe

: . . 3 *
fRe iRe,; bRe2, JRel {(*)

l; 1?

Utilizando a notagio de conjuntos, podemos escrever:

{£,i,b,3}

0
il

xa}
|

{el; e2}

0 passo seguinte sera relacionar os dois conjuntos. Faremos
isso através da nogao de produto cartesiano, gue poderemos apre-
sentar como uma combinagao entre os elementos dos dois conjuntos.
Esta combinacdo serd de tal forma que sO poderemos combinar dois
elementos de cada vez, um de cada conjuntc sendo gue, ao escrever
mos, © primeiro sera do conjunto C e o segundo do conjunto E;
faremos todas as combinacdes possiveis de dois elementos, preser—

vando esta ordem. Assim, temos:

CxE = {(f,el):(f.ez):(i,el):(i,ez);(b,el);(b,ez):(j,el):(j,ez)}
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Observemos gue 08 pares que relacionamos anteriomente em

(*), estac representados nesse produto cartesiano. Logo, podemos

escrever:
R = {(f,el):(i;el):(i,ez):(b,ez):(j,elJ}

onde R, representa a relacac existente entre os elementos dos

pares ordenados selecionados.

Obtemos assim, um modefc matemaiico dos dados observados no
mapa. Este modelo também ilustra o conceito formal de uma relagao

entre dois conjuntos.

A partir da mesma situagao, poderemos construir um modelo
grafico para descré-la. Utilizando a notagao grafica usual de re-
presentar conjuntos (através de diagramas de Venn}, representare-

mos os conjuntos C e E, da seguinte forma
|‘|| ¢ |‘|\ E
Para representarmos a relagao existente entre os elementos
de C e E, utilizaremos uma flecha, com inicio num elemento de

C e final, num elemento de E. A representagao da relacao R, fi

ca entao:
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Poderemos também, utilizar o plano cartesianc para represen
tar a relagdo R. Neste caso, os eixos cartesianos representarao
os conjuntos C e E, escolhendo-se o eixo horizontal para re-
presentar o primeirc conjunto, ou seja, € e O eixo vertical pa-
ra representar o conjunto E. Marcaremos pontos a uma mesma dis-
tancia (a partir da origem 0}, tanto para representar os elemen-

tos de E guanto os elementos de (. Obteremcs, entao:

E
M
€,
2y A
e i S
. > L
)C A b J

Quando os pontos do conjunto €  estiverem relacionados com
elementos do conjunto E, representaremos esta relagdo através de
um ponto obtido na intersegao de duas semi-retas: uma vertical,ob
tida partindo do ponto em C e outra horizontal, obtida de um

ponto do conjunte E. Temos entao, a representagao de R:

t
A
Cq 1 fﬁ e?h
ﬂ
& T . . f . ?5
S T ¢
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Com esta representagao vemos gue © ponto Pl’ tem como co-
ordenadas os pontos f e e, ou seja, o par ordenado (f,el) ;

que estd na relagdoc R, dada através do produto cartesiano.

Ao observar este modelo grafico de R, podemcs obter as se-
guintes informacdes, qgue ddo uma interpretagaoc do que esta ali re-
‘presentado. Em primeiro lugar, para irmos a Blumenau saindo de
Floriandpolis, pela BR101l, necessariamente, teremos que passar
por Itajai. Em segundo, existem pelo menos dois caminhos distin-
tos para irmos de Florianépolis a Joinville: caminho l: Pl - P2 -
PS’ ou seja, Floriandpolis, Itajai, Joinville (note que cs tres
pontos estdo alinhados no grédfico); caminho 2: £ - i - b - i - 3,

ou seja, dando uma volta em Blumenau.

Estas observagoes, poderdo ser comprovadas, facilmente, ob-

servando O mapa.

3.1.2 - Assunto a sen desenvolvido: Concedifo de Mafrniz
Nivel a sen trabalhado: 2¢ grau

Este exemplo e o seguinte estdo baseados no trabalho”MATRI-
CES" dos professores Jan de Lange e Martin Kindt, editado na Ho-

landa em 1983.

HAU

1. Nila Hau

2. Yila Laiou
e

d 3. YVila Moau

4. vila Haule

o 1 z 3 4 5 ke 5. Vila luah i
!
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Na figura acima temos o mapa de uma ilha imaginadria do Ocea
no Pacifico, chamado Hau. Sua origem & vulcdnica e sua vegetagao

tropical.

Existe um plano de implantagac de uma escola na ilha. O ma-
pa nos mostra a localizagao das cinco vilas existentes em Hau; um
~dos fatores gue sera considerado importante ao ser decidido em
que vila ficard a escola & a quantidade de gquilCmetros que ¢ alu-
no deve percorrer {a pé, a cavalo ou de bicicleta) para chegar a

escola.

Para que possamos avaliar este aspecto, ou seja, a distéan-
cia entre as vilas, necessitaremos fazer um diagrama, onde as vi-
las e as distincias estejam relacionadas. Sabemos gue a distancia

de

vila Hau & vila Lalou & 3 km

vila Moau & vila Lalou é 6 km
vila Haula & vila Lalou & 7 km
Vila Moau 3 vila Haula & 4 km
vila Haula 3 Vvila Luah & 2 km

Podemos construir o segqguinte grafo (Ver Cap. I - 4.1}, onde
0s pontos sao as vilas e os caminhos que ligam estes pontos re-

presentam ¢ caminho entre duas vilas:

. MoGu

L

3 1 9 .
V. Haula V. Luah,

V. Hau V. Laloy
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Este grafo ja & uma simplificagdo do problema original e,
através dele, poderemos continuar a busca pela solucao do nosso
problema, ou seja, encontrar a vila para construir a egecola de
tal forma gue a distancia percorrida pelos alunos para chegar a

escola seja a mencr possivel.

0 passo seguinte sera a construgao de uma tabela de distan-

cias entre as vilas. Uma forma de construi-la poderd ser:

PARA - HAU LALQU MOAU HAULA LUAH

DE-+Hau ! 0 3 9 10 19
Lalou 0 6 7 16
Moau g 6 0 4 13
Haula 10 4 4 0 9
Luah 19 16 13 9 0

Considerando apenas os elementos numéricos da tabela temos

a seguinte representagao:

3 9 10 19

0 6 7 16

9 6 0 4 13

10 4 4 0 9
19 16 13 9 g

A esta representacao chamamos matriz, e sua caracteristica
principal & gue cada elemento possui um lugar determinado na ma-
triz. Assim, congiderando o fato de haver 5 linhas e 35 colunas
na tabela, poderemos identificar gualquer elemento, bastando in-

dicar a linha e coluna desejadas.Por exemplo:

- 0 elemento da 39 linhae 49 coluna & 4
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Notemos que e importante a ordem: primeiro linha, depois coluna,

pois isso facilita a notacgao:

elementc da 3¢ linha e 49 coluna = 4

A34

I

a 19

15

Continuando a busca de solugac para o nosso problema, que
ja estd na forma de modelo matematico, pois © escrevemos comoe uma
matriz, vamos somar 0s elementos de cada linha da matriz; isto da
rd a soma das distancias percorridas por alguém que parte da vila

gue estd@ representada pela linha e anda por toda a ilha.

Assim, temos:

linha 1: ¢ + 3 + 9 + 10 + 19 = 41 km

linha 2: 3 + 0+ 6 + 7 + 16 = 32 km
linha 3: 9 + 6 + 0 + 4 + 13 = 32 km
linha 4: 10 + 4 + 4 + 0 + 9 = 27 km

linha 5: 19 + 16 + 13 + 9 + 0 = 57 km

Observemos gue o elemento 0 em cada linha esta indicando

que a pessoa partira daguela vila.

Apds esta soma, encontramos que para a dist@ncia percorrida
ser a menor possivel, teremos que construir a escola na quarta
vila, ou seja Vila Haula, resolvendo,assim, nosso problema ini-

cial,

Com este problema, conseguimos introduzir o conceito de ma=-
triz e, sem divida, agora sera o momentc propicio para  fazermos
algumas consideragOes sobre a notagao, ordem de matriz,construgdo

de matrizes através do Indice do elemento.
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3.1.3 - Assunto a sen desenvolvido: operacac com matrizes

Nivel a sen apresentado: 29 ghrau.

Outra aplicagao importante da Matemidtica que encontramos &
em economia. O exemplc que segue, trata de alguns assuntos rela-
cionado com este ramo do conhecimento ao mesmo tempo gue trabalha

-as operagoes com matrizes.
A situagao inicial & a seguinte:

Em uma loja especializada em roupas esportivas, a secgao de
jeans & uma das mais movimentadas. Existem varias marcas e tama-

nhos e, no depdsito,encontramos o seguinte estoque:

23 calgas da marca Wrangler (W) com os seguintes tamanhos:

40 + 3 pecgas
42 =+ 11 pecgas
44 * & pecgas
46 ~+ 3 pecgas

De outras marcas, encontramos as seguintes guantidades dis-

tribuidas respectivamente pelos tamanhos 40,42,44 e 46:

L = Levis: 5,5,3 e 4

Us = 0¢ys ¢P: 1,7,0 e O
LEE = LEE: 6,2,2 ¢ 2

CK = Calvin Klein: 3,0,0 e 3

Toda esta informacao pode ser armazenada em forma de matriz,
bastandc que se disponha, por exemplo, os tamanhos como linha e

as marcas como ¢oluna, Temos assim:
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marca: W L us LEE CK
tamanho: 40 3 5 1 6

42 11 5 7 2 0

44 6 3 0 2 0

46 3 4 0 2 3

Colocando os dadog na forma matricial poderemos determinar,
por exemplc, quantas cal¢as do tamanho 42 ha em estoque basta
gue somemos os elementos da segunda linha: 11 +5+7+2+0 = 25.0u
entao, quantas pecas da marca LEE existem basta somar a coluna

correspondente: 6+2+24+2 = 12,

O comerciante deseja ampliar seu estoque, para isso, devera

considerar as seguintes condigoes:

a) as marcas Wrangler e Levis vendem aproximadamente o dobro

das outras.

b) os tamanhos 42 e 44 vendem duas vezes mais rapido que cs
outros.
c) de uma mesma marca nac quer ter mais que 40 pegas.

Uma forma de representar o pedido de compra de novas pegas
pode ser feita através de matrizes, onde as condigoes a e b aci

ma também estdo especificadas.

2% 2X X X x®
4x 4x 2X 2 2X
dx dx 2% 2x 2x

2% 2x X X b 4

Esta &€ a matriz P de pedidos.
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Agora, como a condicdo C deve ser satisfeita e come j&

existem no depdgsito as guantidades descritas pela matriz A a se

guir:
3 5 1 6 3
il 5 7 2 0
Az
6 3 0 2 0
3 4 0 2 3
Temos
3+2x% 5+2x 1+x 6+ 34+x
11+4x S5+4x T+2x 2+2x% 22X
AtP = 6+4x  3+dx  2x  242x  2x
3+2x 4+2x X 2+x 3+x

Como a condigao € coloca que de uma mesma marca teremos

no maximo 40 pegas, ficamos com

(3+2x) + {11+4x) + (6+4x) + (3 +2x) = 23 + 12x < 40.

Escolhemos a marca Wrangler por esta possuir a maior quanti

dade em estoque. Assim

Assim, a matriz P, de pedidos, fica:

(RN S N
O
=N e
NN
R
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Apds este trabalho, podemos formular algumas congideragoes
sobre a adicao de matrizes.
Somamos as matrizes A e P e esta adigac foi feita atra-

vés da soma de elementos correspondentes em cada matriz. Por exem

plo, sejam as matrizes

o]
g
ie)

a+p b+ g c +

A+ B d + s e f + u

+
r+

g + v h +w i+ x

{25)

Logo, s6 poderemos somar matrizes de mesma ordem {e es

ta & a Gnica condigido para scmarmos matrizes) .

Ainda utilizando este problema, podemos trabalhar a multi-

plicacao de matrizes.

0 estoque foi ampliado e agora a matriz A & a geguinte:

5 7 2 7 32

i5 9 9 4 2

A= 10 7 2 4 2
5 6 1 3 4

(25} ‘A ordem de uma matriz & dada por seu nimero de linhas e nume
ro de colunas. Neste caso nossa matriz soma tem ordem 3 X3,
ou seja tres linhas por tres colunas.
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Em uma semana sao vendidas as seguintes pec¢as, representa-

das pela matriz Vi

(=T SRRNT, -
oW e W
[ =
=
WO NN

Assim, o estoque ficou:

5-1 7-3 2-0 7-1
15-5 9-8 9-6 4-1
10-2 7-3 2-1 4-2

5-0 6-1 1-1 3-0

4 4 2 6 2

10 1 3 3 0

= 8 4 1 2 2
5 0 3 1

0 prego de cada pecga, segundo a marca, € o seguinte:

WRANGER: Cz$479,00

LEVIS: Cz$329,00
US TOP: Cz$209,00
LEE: Cz$319,00

CALVIN KLEIN: Cz$579,00

0 gue queremos determinar & guanto o comerciante ganhou com

a venda das calgas de tamanho 40.

Novamente, para auxiliar na resolugao dessa questao, podere

mos escrever o prego em forma matricial:



479
3258
P = 209
319
579

Para calcularmos ©

mos a linha 1 da matriz

Agsim temos:

84

quanto ganhou o comerciante, considera-

Vv, que corresponde ac tamanho 40.

479
329
209
319
579

1-479 + 3-329 4+ 0-.209 + 1-319 + 2:579 = 2.943

ou seja, com a venda das calgas de tamanhoc 40, o comercian-

te ganhou Cz$ 2.943,00.

Fazendo o mesmo para os outros tamanhos temos:

TAMANHC 42:

(5 8 6 1

2) 479
329
209
319
579

5479 + 8+329 + 6+209 + 1-319 + 2:579 = 7.758
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TAMANHO 44:
(2 3 1 2 0) 479
329
209
319
579

2¢479 + 3.329 + 1.209 + 2.319 + 0.579 = 2.792

TAMANHO 46:
(0 1 1 0 3) 479
329
209
319
579

0:.479 + 1.329 + 1-.209 + 0-319 + 3.579 = 2.275

Assim, os ganhos do comerciante podem também ser represen

tados por uma matriz G.

anhos tamanho 40 2.94
ganhos tamanho 42 7.758
G = ganhos tamanho 44 - 2.792
anhos tamanho 46 2.275

ou entdo de uma forma mais explicita:
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1
5
= (3
0
(1.479 + 3.329 + 0-209 + 1-319 + 2.579
54479 4+ B+329 + 6+209 + 1319 + 2+579
G 9.479 4 3-329 + 1-209 + 2+319 + 0+579
0479 + 1329 + 1-209 + 1:319 + 3-579

Temos assim, uma sugestac de como se procede a regra de mul -
tiplicacdao de duas matrizes. Resta-nos agora formalizar, ressal-
tando a necessidade das matrizes satisfazerem a seguinte condigao
sobre as ordens: niimerc de colunas da primeira matriz deve ser

igqual ao nlimero de linhas da segunda matriz.

3.1.4 - Este exemplo esta baseado no exemplo apresentado pelo pro
fesson de Lange, em novembro de 1985, em conferdncia aphe
sentada na Faculfdade de Educagac - UNTCAMP.

Antes de formularmos o problema € interessante Observar Jue,
segqundo o Prof. de Lange, ele foi apresentado a professores uni-
versitarias holandeses e gque, de um grupo significativo, apenas

dois resolveram.
Consideremos a seguinte situagao:

Um casal de ratos, a cada 40 dias procria 6 novos ratos: 3
machos e 3 fémeas. A cada 120 dias um casal de ratos noves esta
apto a procriar.

0 probfema: Considerando gue nao ha mortalidade, calcular

o numero de ratos apds 400 dias.
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Uma forma de resclvermos o problema e através de um modelo

matemdtico que descreva a situnagao acima.

1 - Dados do problema:
- 1 casal de ratos ao final de 40 dias procria 6 ratos: 3
machos, 3 fémeas.
- no periodo de 400 dias, os ratos nac mohrrem.

- a cada 120 dias um casal de ratos novos estd apto a pro-

criar.

2 - A partir desses dados, podemos construir uma tabela, onde con
taremos o tempo, o numero de ratos novos a cada intervalo e O

total da populagao. Os intervalos seraoc de 40 dias. Assim te-

mos:

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

RATOS

NOVOS 0 6 6 6 24 42 60 | 132 {258 |438 | 834

TOTAL 2 8 14 20 44 86 | 146 278 {536 (974 11808
Este modelo da situagao apresentada tem como resposta ao

problema, o valor 1808 ratos.

3 - poderemos também obter outro modelo matemitico da  situagao
apresentada. Este novo modelo poderd ser dado através de urm

grafo e da matriz associada a este grafo.

Representaremos os periodos de vida de um rato, da seguinte

forma:

0 - 40 dias: jovem = j



88

40 - BO dias: adulto —+ a

mais de 80 dias: velho -+ v

Como pontos para ¢ grafo temos: j,a,v, representande, como
ja dissemos, os periodos pelos quais passa, em geral, um rato. Es
tes periodos estarac ligados por linhas que rerresentarac a passa-

"gem de um periodc a outro. Assim, num primeiro esbogo, temos:

0s niimeros em cada linha, representam a probabilidade de um
rato que estd em um periodo passar para outro., Como NG NOsso caso,
excluimos a possibilidade de morte dos ratos, todos tem 100% de
probabilidade, nesse caso, esCrevemos probabilidade iguat a 1.
Além disso, o caminho que liga um rato velho a um rato jovenm,
existe pelo fato de cada casal velho procriar tres novos casais ,

assim a linha gue liga um velho a um Jjovem tem valor trés.

Assim, podemos reescrever o grafo:

e chama-lo G
Q

Observemos que temos o laco no ponto v, pois nao ha morta
lidade entre os ratos, ou seja, um rato apOs atingir este estagio

ficara eternamente nele.

Temos, & seguinte matriz associada a G:
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3 a v
J 0 1 0
gue chamamos R.
a 0 0 1
v 3 0 1

Com esta matriz R, poderemos determinar o niimero de ratos
apds 400 dias, bastando que determinemos uma matriz que dé o nlame
ro de ratos a cada intervalo de 40 dias. Consideremos & seguinte

matriz linha N, dada por

N = (j a vy,

onde em cada coluna estd o nimerc de ratos do respectivo periodo.

Assim, no primeiro periocdo, ou seja, guanto t = 0, temos

N = (0 0 2)
A matriz R explicita como estdo relacionados estes periodos (R

& proveniente de G), assim, para ¢ periodo segquinte, ou seja, 40

dias apds, gquande t = 1, temos

(0 0 2}

oo
foot
11

(6 0 2)

Lad
e

e o total = 8 ratos

Esta matriz, resultante do produto, € a nova matriz N, ob-
tida no final do periodo.
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No intervalo sequinte, t = 2, temos:
(6 0 2) 0 1
0 0 1 = {6 6 2)
3 0 1

total: 14 ratos

E assim, ate t = 10, onde teremos

(438 258 278) 0 1 0
= (834 438 536)

o

total: 1808 ratos.

A vantagem principal deste modelo é gque através da matriz
N, que determinanos para cada periodoc de tempo, podemos determi-
nar quantos ratos existem em cada pericdo (jovem, adulto, velho),
ou seja, (j,a,v).

0Os dados desse problema sao, sem duvida, irreais; sabemos
gue & impossivel encontrarmos a taxa de mortalidade com valor nu-

lo. Assim, consideremos outros dados para nosso problema.

Suponhamos que, apbs um periodo de observagdo em laboratdo-

rio, os cientistas chegassem aos sequintes dados:

- a cada 40 dias um casal de ratos procria 4 ratos: 2 ma-

chos, 2 femeas.

- a probabilidade de um rato jovem passar para o periodo

adulto e de 0,6.

- a probabilidade de um rato adulto sobreviver e tornar-se

velho & de 0,9.



91

- a probabilidade de um rato velho sobreviver neste periodo
éo,g-

- a cada 120 dias um casal de ratos novos esta apto a pro-

criar.

Queremos determinar o numero de ratos apds um periodo de
400 dias.

Com esta nova situacao, o primeiro modelo apresentado  nao
podera ser utilizado, pois agora a probabilidade de um rato velho
sobreviver ao periodo de 400 dias € menor gque um e, nesse modelo,
este dado & fundamental. Assim, o modelo mais indicado é o segun-
do, onde cada periodo de vida estad especificado na matriz N e a

matriz R relaciona cada um destes.

0 grafo G, agora, com os novos dados fica:

3 \2\
0,6 @ 0,9

0,9

O

E a matriz R passa a ser

0 C,6 0
0 0 0,9
2 0 0,9

com estes novos dados, qual serd o nimero de ratos apds qua
trocentos dias? Como podemos verificar, a nova matriz R, quanti-
tativamente, tem seus elementos com valores bem proximos dos da
matriz anterior.Logo, & de se esperar, que o resultado final nao
seja muito diferente dos 1808 encontrados anteriormente. Porém,is
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so ndo ocorrera, havera uma diferenga significativa entre os re-

sultados finais. Sendo, vejamos, quando t = 1 temos:

(0 0 2) 0 0,6 0
0 0 0,9 = (4 0 1,8)
total: 5,8 = 6 ratos
t=2
(4 01,8) 0,6
0,9 = (3,6 2,4 1,6}
2 0 .9

total: 7,6 =~ 8 ratos

Com estes dois resultados, j& podemos observar alguma dife-

renca; guando passam-se 180 dias temos:

(12,8 7,7 14,3) 0 0,6 0
0 0 0,9 = (19,4 7,7 14,3)
2 0 0

total: 41,4 =~ 41 ratos

Com os dados anteriores, no mesmo periodo, obtemos um total

de 278 ratos, e esta € ,sem divida uma grande diferenga. Vejamos
ao final de 400 dias:

{39,2 17,2 28,3) 0 0,6
2 0 ,

total: 121,3 ratos =
121 ratos
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Vemos assim, que uma breve modificagao dos dados iniciaisg
do problema, ocasiona modificagoes relevantes nos resultados. Is-
to nos alerta para a importancia da coleta de dados e hipoteses
iniciais, pois o modelo matemdtico criado estara diretamente su-

bordinado a eles e consequentemente as conclustes finais.

3.1.5 - Assunto a ser desenvelvido: intrhodugcdo ac concedilo de de-

rivada.

Nivel a sern trnabafhado: 29 gnau(26)

Seja uma particula descrevendo uma trajetdoria cuja fungao

deslocamento (dada em fungdo do tempo) & dada por:

St} = 3t2 - 5t + 2,

onde S = distancia em metros {m)
= tempc em segundos (S}.
a) Qual a velocidade média (v} da particula no intervalo
[ 28,4581 ?

Sabemos da fisica que a V é dada pela razac entre a dis-
tincia percorrida e o tempo necessario a este deslocamento. As-

gim, temos

S¢inal T ®inicial  _  _AS
tfinal B tinicial bt

Portanto, neste intervalo ({2s,4s ], temos:

(26) Exemplo baseado em Luiz Marcio P. Imenes, Matematica Aplica
da, 29 grau, p. 23.
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5(2) =4 Einicial = 2
S5(4) = 30 tfinal = 4
_ _As _ 30-4 _ 26  _

Vm T At 4 -2 B 2 13 m/s.
D) Calculemos a Vﬁ no intervalo [ 2s,3s]:

5(2) = 4 At = 1

_ l4-4

Vrn = =3 = 10 m/s

c) A partir de agora, pensemos em intervalos de tempo cada vez

menores, por exemplo [2s;2,1s8].

temos Vﬁ = 0.1 = 5.1 7,3 m/s.

Uma forma de denotarmos © extremo superior do nosso intervalo de
tempo &: 2 + At, onde para o caso (a) temos At = 2, para (b)
At = 1; para {c} At = 0,1.

Calculemos a V. para o intervalo [2,2 + At]:

S(2 + At) =S(2) =3 (24AE)°—5(24At) + 2 - 4

3At2 +  TAt

AS

Assim

2
C_ 36tT+ T7At . v - At(3At + 7) _
Vi = AT e m = it = 7 + 3At

Caam . A WD im s mimmmn e = e teettmnme v e o
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tomando At cada vez mais proximo de zero até At = 0 temos: {is-

to significa At— 0 (At tende a zero)) V_.n = 7 m/s.
1

Assim, Vvi{2) = Tm/s.

Que & também conhecida como velocidade instantanea, para t = 2.

Usando a linguagem dos LIMITES, temos:

lim (7 + 3Aat) = 7
At— 0

ou seia, gueremos dizer gue a medida que A= 0, (7 + 3At) = 7.

De uma forma geral

lim £(x}) = b,

H-— a

significa que gquando x— a, f(x}— b.

Assim, seja £ uma fungéo real definida num intervalo aber
to TcR e seja a € I; diremos gue a fungao f &  derivavel
no ponte x = a se existir e for igual a um ntmero real o seguin

te limite

f{la+h)-f{a)

lim B

h— 0

Quando a fungao f for derivavel no ponto a, denotaremos por

£f'{a) a derivada da fungao £ no ponto a.

De uma forma geral £'(x) & a derivada da fungao £ no pon

to x que também pode ser denotada por ig%, com a finalidade de

lembrarmos gue este conceito deriva de uma razao gque no nosso
AS

exemplo & =
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3.1.6 — Assunto a sea desenvolvido: introducdo ac concedito de in-

grat
Nivel: 39 grau

Problema:

Uma particula se desloca descrevendo uma trajetdria, obede-
cendo a sequinte funcio velocidade (dada em termos da variavel
tempo t): v{t}) = 2 - t. Calcular o deslocamento dessa particula,
com At = 1.

_ Ag (1)

e , onde Lg(t) & a varia-

Sabemos que (1) V(1)
¢ao do deslocamento no intervalo de comprimento At , gquando

Alt) + 0 temos: = V(t) = s5'(t)

Assim, de {l1) temos

At .Vm(t) = As (L)

Logo, para cada At, se calcularmos a area de um retangulo

de base At e altura vm(t), teremos a variagao do deslocamento.

Assim, quanto t = 1, para determinarmos a funcao desloca-
mento, bastard gque calculemos a area da figura delimitada pela

fungdo v(t) e as retas x =0 e x = 1.

Graficamente, temos

FAl
2 . vt}

5 T (A)
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Primeiramente, determinemos uma area aproximada de A, divi
dindo ¢ intervalo [0,1} em 4 subintervales iguais. Entao cons-
truimos retangulos em cada subintervalo, usando para altura dos
retangulos, o valor da fungao em cada extremo supericr dos subin-

tervalos. Assim, teremos:

A

\=

P e e R T

RETANGULO ALTURA AREA
1 v(F) == O
IT V()= 1 (4) +1 = =
ITI v(%} = %- (_i_) .(_%_): %
v v{l) = 2 (i)-2 =-%?

A area de A é aproximadamente a soma das areas dos retan
gules I,1I1,III,IV. Assim,
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o, 1 3.1 1,234 _ 30 L
At s+ *tgtz T BYTEIETET® O 17

como poderemos melhorar esta aproximagao?

~ Observemos gue guanto menor a partigéo, ou seja, o comprimento de
At, a altura de cada retangulo tende a se aproximar da reta 2t,

Assim, tomemos uma partigao, onde © comprimento de cada subinter-

valo & — . O retingulo & entao construido em cada subintervalo
1
de base — € altura dada por v(%;}.

A area de cada retangulo é dada por:

RETANGULO ALTURA EREA
l V(._l.—) - 2._1.:- ...].:-...2.—
n n n n
2 vy = 2. 2 T
n n n n
n f(hoy = 2.0 1 20
n Il 4] n

A Srea de A & aproximadamente a soma das areas dos n-ési-

mos retangulos. Assim,

A = _].:..__2.4-_1,..2_ +_l_,.._§...+...+_l__.2_n._ =
n n n n n n n n
=._1..(._2.+..4_+_6+__'+213._)=
n n n n n

_2 L2 2 =
n n n n
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2

= ——5(1 + 2+ 34+ ,,. + n) =
n
2 n 2 n(n+l)
= —2 . E k - 2 . 2 —
n k=1 n
B 2 2 n n
n n

Assim,
A1+ —
In

A medida gue aumentamos o nimero de nossa partigao do inter:

valo [0,1], mais proximos ficamos da area verdadeira.

Assim, a medida que n aumenta, temos:

A= 1+ L
n
lim 1 + SR 1
n
n - w

Para verificarmos se esta € uma boa aproximagao para A, cal
culemos a area de A através da area do triangulo, pois A  nada

mais & que um tridngulo de base = 1 e altura=2.

Assim

—_— b.h == 1.2 =
Area A = 3 5 1

Como 1 & a area de A temos

A= 1lim 1 + +
n
n—+ «
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Assim, o deslocamento da particula, do instante t = 0 ao
instante t = 1, & igual a 1 m.

E possivel usar este mesmo tipo de procedimento para uma
fungao f, definida num intervalc [a,b], onde £f(x) > 0, para to

do x € [a,b].

1) Assim, seja f definida por vy = f(x) para todo x€ [a,b]
Y
- B3
"y b
2) Dividamos o intervalo [a,b] em n subintervalos de mesmo

comprimento. O comprimento de cada subintervalo & Ax, gue

- . b-a
e dado por Ax = —0

3) Sejam X, © valor do extremo superior do 19 subintervalo;
X o valor do extremo superior do 29 subintervalo;... e x.

2
o valor do extremo superior do n-ésimo intervalo. Assim,

A

L 4

L]
{
f
|
i
|
|
|
{
i
|
!
i
b

o TR



4) Correspondendo a cada X, temos f(xi), que serao as res-

pectivas alturas de cada subintervalo.
5) Temos a soma:
f(xl)- Ax + f{xz)- AxX 4+ L. f(xn)- Ax

que & a area aproximada da figura delimitada por f(x) e as

retas X = a e X = b.

Esta soma & chamada soma de Riemann e podemcs representa-la

por
n
T f(x.) Ax
s 1
i=1
6) Tomando o limite dessa soma de Riemann, guande n aumenta,
ou seja, gquando aumentamos © numerc de subintervalos, ou

ainda, gquando tomamos n =+ «, Se esse limite existir, ou
seja, for um nimero real, o chamamos de integhral definida

de f de a até b e denotamos por

b
J f(x)dx.
a

Temos com isso gque a integral de Riemann de uma fungao pode
ser vista como a area delimitada pela fungdo e as respectivas re-
tas X = a e X = b, bastando para isgo que tomemos subinterva-

los cada vez menores.

3.1.7 = Assunto a sen desenvolvimento: Equacoes difenenciais

NZvel: 3¢ grau

Este exemplo tem a finalidade de trabalhar a no¢ao de faxa.
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Assim:

Existindo uma relagdo funcional y = f(x) entre as varia-
veis vy e x, dizemos que o valor de variagac de y ao Xx  va-

riar uma unidade & a TAXA DE VARIACAO de vy relativamente a X.

gendo dada a relacdo funcional y = f£(x), a faxa porcentual

de variacdo de y em relagdo a x & dada por

dvy /dx

PROBLEMA REAL:

Até o fim do século acredita-se que a demanda mundial de pe
trdleo cresgca a uma taxa anual de 3,3%.Queremos obter o valor da

demanda num ano t gqualqguer.

DADOS SOBRE 0 PROBLEMA

- taxa anual de crescimento: 3,3%

-~ Demanda: D

- Tempo: t (anos)

- Além disso, a demanda D estd em funcao do tempo t, as-

sim: D = D(t}.
Sabemos que
dp/dt
_d/at. . 033

Trabalhando com esta equagao, temos:

dp  _
5 = 0,033 dt
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Obtemos assim, uma equagac diferencial linear de primeira ordem;

como queremos encontrar a expressao da fungao D, integramos am-

bos s lados e oObtemos:

fnD(x) - EnD(0) = 0,033 X
o UnD(x) — fnD(O)] _ 0,033 x
e tnb (x) 0,003 x
~TRB(a)
D(x) = eo’033 X-D(O)
Ou seja,
pit) = n(0) -e?7 07 E (e

E este & um Modelo gue determina o valor da demanda em rela
cao ao tempo.

Desta equagdo (**) podemos chegar & seguinte conclusao:

- 0 crescimento da demanda sera exponencial.

Como neste modelo a taxa percentual & constante,dizemos que
a fungdo D, cresce segundo o MODELO DE MALTHUS.

0 Modelo de Malthus de uma funcdo £ que estd em fungao de
x, ou seja, y = f(x) & dado por:

onde )\ & uma constante.



104

3.1.8 = 0 exemplo que segue t&abaﬁhan& ainda com equacoes diferen

ciais, 40 que agora nosso problema sena determinar a data

de uma antigiiidade, athaves do metodo do carbong 14.

PROBLEMA REAL:

A datacdo através do carbono estd baseada em principios de
radioatividade descobertas e desenvolvidas no inicio do seculo
principalmente por Rutherford. Certos dtomos sao instaveis e, as-
sim, com o passar do tempo, sem passarem por nenhuma influéncia
externa, através de uma transicdo eles se transformarac em um ato
mo de um novo elemento. Durante a transigdo emitirdo radiagac. A
partir de evidencias colhidas experimentalmente, Rutherford for-
mulou um modelo bastante simples para descrever a forma pela qual
a amostra radiotiva se transforma. Se N = N(t) representa o nii-

mero de Atomos em uma amostra radioativa em um tempc t, entao:

dN
dt

representa o nimero de desintegragoes nessa unidade de tempo.
Rutherford mostrou que o niumero de desintegragao & proporcional ao

numero de atomos existentes, assim

- = - AN (%)

onde )\ & uma constante positiva, chamada de constante de decai-
mento. Cada substincia terd sua constante A associada,gque  sera

determinada experimentalmente.

Na pratica, ndo medimos diretamente a constante A, mas a
meia-vida TtT. A constante <t & definida como o tempo necessario
para que a metade de uma determinada quantidade de atomos decaia

Para relacionarmos T com 1}, basta resolvermos a equagao (*),
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com condigdo inicial N = N,, gquando t = 0. Temos assim que
N(t) = N e AT (k)
No
~ Assim, se N = —— quando t = 1 , temos:
N0 - N e—kr
2 0 !

isto nos da

‘Enz (***)

Como a meia-vida do carbono 14 (Cl4) & de 5568 anos, consi-

4 -
derando {***) temos gque A , para Cl , & 1,245 x 10 4 pPoOr ano.

- - - 4
No método de datagdoc através de C°, temos que,como a at-
mosfera terrestre & continuamente bombardeada com raios cdsmicos
. . - . 14
e estes combinando-se com o nitrogenio, formam C°, faz com Qque
. 14 o .
todos os seres vivos possuam € . Nas plantas e animais Vvivos, a
- ~ 14 . ~
razao de absorgao de C & balanceada pela razao natural de de-
caimento e um estado de equilibrio & obtido. A suposigac  basica
na datacao por carbono & de que a intensidade de bombardeamento da
superficie terrestre por raios cosmicos tem permanecido constante
atravées do tempo. Isto significa que a razao original de desinte-
~ 14 . - =
gragao de C em uma amostra de madeira € a mesma gue &  razao
medida hoje em um pedaco de madeira ainda nao cortada da arvore.
Quando uma amostra & formada, a madeira & isolada de sua origem

= 14 = ~
e os atomos de C decaem por nao haver absorgao.

O problema & determinar a data de fabricagao de uma mesa re

donda gue estd fixada na parede do castelo de Winchester. A mesa
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tem 18 polegadas de diametrc ccm 25 setores, um para o reieos ou-
tros para cada um de seus cavaleiros. A forma circular faz com
gque nenhum cavaleiro preceda o outro. Alguns especialistas afirma
vam que era a mesa redonda do rei Artur. Em 1976, alguns cientis-
tas e arguedloges estimaram a data dessa pega através de  va-
rios métodos, sendo um deles o de Cl4, para tanto utilizaram O

modelo criado por Rutherford descrito acima.

Considerando as observacoes do peniltime paragrafo, suponha

mos que a mesa foi feita gquanto t = 0. Seja RO a razao ini-

cial de desintegragao, assim

N . H
0 dt 0
t

A razdo atual de desintegracdoc, RI(t), & dada por

_ dN _ _ -t
R(t) = Tt = AN(t) = e NO
usando {**).
Assim:
R0 _ ANO . At
R(t) ANO e
R At
fn(——2) = £n°

(***)  gn [RO/R(t)] = At .". —%— £n [RO/R(t)] = t
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Para madeira em seu estado vivo, ou seja, ainda na arvore
antes de ser cortada, & razac de desintegracac (por  minuto /por

grama de amostra) & 6,68, assim, tomamos este valor guando a mesa

é& construida, isto &,

RO = 6,68.

Das medicdes feitas em 1977, a razao era de

R{t) = 6,08

Usando a equagao (***) temos:

t = L - 4n ]EEJEELJ: 700 anos
1,245 x10

Assim, a data de fabricagao da mesa & mais ou menos 1275, o

gue claramente indica que a mesa nac & do rei Artur, pois este vi
veu no seculo V.

com estes exemplos, encerramos ¢ capitulo II. A seguir, tra
taremos de algumas questoes gerais envolvendo o uso de modelos ma

tematicos.



CAPITULO III

ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE MODELOS MATEMATICOS

Neste capitulo, discutiremos algumas questﬁes envolvendo
a utilizagao de modelos matematicos como um instrumento de auxi-
lio d resolugdo de um problema. Procuraremos destacar alguns as-
pectos, como por exemplo, a possibilidade de manipulagac dos da-

dos iniciais de um prchlema.

Uma das secgdes deste capitulo serd dedicada ao estudo do
desenvolvimento do cdlculo infinitesimal, onde através da histd-
ria da matemdtica, veremos o aprimoramentc de um modelo matemati-
co criado na Grécia antiga e que possibilitou o crescimento dos

conhecimentos matematicos.

Finalmente, com 0 propdsito de incentivar e exemplificar a
adogdo desta estratégia de ensino utilizando modelos matematicos,

relataremos um trabalho desenvolvido em sala de aula,

1 - A DIMENSAO POLITICA DA UTTLIZACAO DE MODELOS MATEMATICOS

O exemplo 3.1.4 do capitulo anterior, apesar de relatar
uma situagdo bastante simples, apresenta uma guestao de grande
importancia, tanto para © processo de modelagem, quanto para a
avaliagdo dos resultados obtidos através do modelo. Esta guestao
refere-se i possivel manipulagdo dos dados iniciais do  problema

gue queremos estudar através do modelo matematico.

Neste exemplo, queriamos criar um modelo que descrevesse
a situacao e possibilitasse a previsao de crescimento de uma ninha-
da de ratos, constituida inicialmente por um casal apto a pro-
criar.

Numa primeira apresentagdo do problema, além do casal, i~

nhamos como dados o fato de que cada gestagao produziria 6 novos

ratos (3 machos e 3 fémeas); a cada 120 dias, os filhotes 3ja es-
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tariam amadurecidos e em condigCes de se acasalar; a taxa de mor-

tazlidade era nula.

A partir desses dados, construimos dois modelos que descre-
viam a situagdoc e permitiam que se previsse o numero de ratos
apbs 400 dias. Com estas hipbteses, chegamos que ao final desse

periodo teriamos 1808 ratos.

Numa segunda apresentacgao do problema, partimos de outros
dados: mantivemos como ponto de partida apenas um casal apto a
procriar e conservamos, também, o tempo necessario para o amadure
cimento sexual das crias; no entanto, diminuimos para guatro o ni
mero de ratos a cada gestagao; passamos a admitir a possibilidade
de mortalidade entre os ratos, diminuindo a probabilidade de um
rato passar de uma faixa para outra de vida, segundo nossa classi

ficagdo, de 1 para 0,6; 0,9; 0,9 respectivamente.

Com estes dados e hipdteses e utilizando o mesmo modelo de-~
terminado anteriormente, chegamos a um resultado aproximado de
121 ratos no final do mesmo periodo de tempo. £ interessante ob-
servarmos que, aparentemente, os novos dados nao apresentam uma
diferenca relevante com relagado aos anteriores, no entanto, os re

sultados apresentam uma diferenga significativa.

A partir desse exempleo, identificamos um aspecto importante
a ser discutido com relacdo ao uso de modelos matematicos como
instrumentos de auxilio 3 compreensao e resolugao de um problema.
Este aspecto refere-se d possibilidade de manipulagao dos dados
e hipbteses, ocasionando a elaborag@o de estratégias tendenciosas

baseadas no modelo criado a partir desses dados.

Durante o processo de modelagem, ao fazermos a verificagao
e testagem dos resultados obtidos através do modelo, poderemos de
tectar esta possivel manipulacao dos dados iniciais. No entanto,
devemos observar que, ao construir um modelo matematico, temos ob
jetivos e os resultados do modelo poderao servir aos mais diver-

sos interessses. Assim, como a coleta de dados sobre © problema
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faz parte do processo de criagao de um modelo, a possivel manipu~
lacdo destes podera ser justificada como uma atitude para defen-

der os objetivos e interesses de quem constrdoi o modelo.

A partir dessa discussao inicial, vemos gue ao utilizar um
modelo matematico & importante considerarmos uma outra dimensao
~além do aspecto auxiliar dos modelos, que seria o carater poli-

tico de sua utilizacgao.

Geralmente, as decisoes que tomamos com respeito & solucdo
de um problema, devem ter a gualificagao de ofima ou racional, re
forgcando a dimensdo politica do uso do modelo matematico, visto

que este indica solugoes.

Claro gue quando o problema a ser estudado naoc possuir re-
lagoes sociais, ou melhor ainda, nado envolver variaveis humanas ,
pelo menos diretamente, este aspecto politico do modelo fica uﬁ
tanto diluido. No entanto, isto s& ocorre aparentemente pois, di-
ficilmente encontraremos um problema cuja solugaoc nao implique em

consegliéencias a nivel social.

Com o objetivo de exemplificar as afirmagoes acima, podemos
pensar em um exemplo simples e, até certo ponto, ideal em algumas
consideragoes. Observemos gue o objetivo do dono de uma empresa
de transporte &, em iiltima analise, o lucro de sua empresa. o]
passageiro, o usudrio do transporte, consciente de seus direitos,

terd como exigencia a eficiéncia e a segurancga do transporte.

Assim, ao criarmos um modelo matemdatico relacionando estas
variaveis - lucro, eficiéncia e seguranga - dificilmente encontra
remos uma solugao gque proporcicne, &0 mesmo tempo, um lucro maxi-
mo para o empresario e um maximo de eficiencia e seguranga para o
usuario. Logo, no caso de utilizarmos este modelo como auxiliar na
solugcao de um problema envolvendo estas variaveis, teremos que

optar em atender os interesses do empresario ou do usuario.

Na maioria das vezes, dificilmente encontraremos solugoes

que atendam a objetives diversos. Um modelo matematico sera sem-
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pre uma aproximacao do problema e portanto nao poderid dar  conta
de todos os seus aspectos. Além disso, seus objetivos estardao su-
bordinados aos interesses de guem © c¢riou ou de gquem promoveu sua

elaboracao.

Em suma, a criacao de um modelo nao e uma atividade neutra.
RO criarmos um modelo temos interesses e este procurara atende-
los. No entanto, os métodos matematicos de resolugao de um modelo
serac os mesmos para solucionar problemas com objetivos mais di-
versos. A nao neutralidade de um modelo estd caracterizada pelos

objetivos de quem o criou e sua utilizagao,

2 - A NOGAO DE MODELO E A CRIACAQD MATEMATICA

Os modelos matematicos surgiram praticamente quando o homem
passou a se preocupar em compreender © universo e a natureza. Den
tro da historia da matematica podemos citar Pitagoras, Newton,
Euler, Lagrange, Maxwell como grandes criadores de modelos matema
ticos do universo fisico. Mais recentemente, temos Volterra,Lotka,
Leontief, Samuelson e outros que tem tentado criar modelos do uni
verso social e bioldgico. Podemos dizer que paralelamente a  uma
histdria da matemdtica, existe uma histdéria da modelagem matemati
ca, ou ainda, uma historia dos modelos matematicos. O conceito de
modelo, visto no ambito da ldogica, sd foi desenvolvido no inicio
deste século, apesar de com Euclides 3j& termos um primeirc es-

bo¢o de sistema formal.

Com o propdsito de mostrar o desenvolvimento de uma jideia
matemdtica até esta chegar a constituir-se em um ramo da matemati
ca, faremos um estudo do desenvolvimento do calculc diferencial e
integral, mostrando também o aprimoramento de um modelo criado na

Grecia Antiga e que possibilitou este desenvolvimento.

Ao contrario do gue geralmente ocorre em um curso de calcu-
lo, onde em primeirc lugar estudamog a diferenciagéo e ap65 inte-

gragdo, historicamente, as idéias de integragac desenvolveram-se
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antes que as da diferenciagao. E na Grécia Antiga que os proble-
mas relacicnados com o processo de soma e o cdlculo de area e vo-
lume de determinadas figuras aparecem pela primeira vez, originan
do o desenvolvimento de idéias sobre a integragao. Somente na Ida
de Moderna, por volta do século XVII, que a diferenciagdo passa a
ser estudada a partir de problemas relacionados com a determina-
‘¢do de tangentes de curvas e o calculo de maximos e minimos de
uma fungao. O relacionamento entre integragdo e diferenciagdo,con
siderando-as como operacoes mutuamente inversas,apareceu no final
do seculo XVII, no trabalho de Barrow (Barrow's Lectiones), prede

cessor de Newton.

A origem do cdlculo integral estd ligada a escolas gregas
como dos Eleatas e Sofistas. Os famosos paradoxos de Zenao (per-
tencente a escola sofista) tratam da questdo da divisao infinita’
de uma grandeza e estao relacionadas a problemas gue atualmente
pertencem a assuntos como continuidade e processos limites.

Um destes & ilustrado pela histdria de Aquiles e a tartaru-

- - . (27)
ga e, em essencia, e a seguinte :

Aquiles, um famoso corredor da época, vai disputar uma cor-
rida contra uma tartaruga. Com o propdsito de ser justo Aguiles
dad uma vantagem a sua oponente. Mas contrariamente a sua eXpecta-
tiva e a nossa experiéncia, Aquiles perde a corrida. O raciocinio
de Zenao & o seguinte, quando Aquiles atinge o ponto em gue a tar
taruga se encontrava no inicio da corrida esta por mais lenta
gque fosse, J& teria se movido para um ponto mais & frente. Quando
Aquiles atingir este novo ponto, sua oponente ja tera se movimen-
tado para um ponto mais a frente e quando ele atingir este novo
ponto, ocorrerd o mesmo até o fim da corrida e ele nunca consequi

ra alcanga-la.

p.51.
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Por meio de um recursoc habil, Zendo dividiu o intervalo de
tempo entre o momento de partida de Agquiles e o instante em gue
ele alcangaria a tartaruga em uma infinidade de intervalos, afir-
ma entao que a soma de um nimeroc infinito de parcelas deve ser ne
cessariamente infinito o que & naturalmente errado. Se raciocinar

. ) S
mos desta forma, poderemos afirmar que =5 € infinito, pois %% =

= 0,333... =0,3 + 0,03+ 0,003+ ..., onde temos um nimero infi-

nito de parcelas dc lado direito.

Os primeiros problemas que aparecem na histdria do cidlculo
- dizem respeito a determinagao de areas e volumes de figuras como
a circunferéncia, a esfera, o cone, etc. A resolucao destes pro-

blemas possibilitou o desenvolvimento da idéia de divis@o de gran

dezas.

Por exemplo, o famoso problema grege da quadratura do circu
lo, ou seja, o problema de determinar um quadradc cuja area seja
igual a area de um circule, langou um dos germens de desenvolvi-
mento do metodo de exaustao de Eudoxes. Antifon (aprox. 430 a.C.),
contemporanec de Socrates, defendeu a idéia de gue dobrando suces
sivamente o niamero de lados de um poligono regular inscrito am
um circulo, a diferenga entre a area de um e de outro, no final,
deixaria de existir, ou seja, haveria exaustao da area do circuleo
pelo poligono. Como &€ possivel construir um quadrado de area igual
d area de qualquer poligono regular, entdo & possivel construir

um quadrado de area igual 3 de um circulo.

0 metodo de exausfac & usualmente creditado a Eudoxos (aprox.
370 a.c.) e podemos considerad-lo como a resposta da escola platd-
nica aos paradoxos de Zenao. O método supde a divisibilidade infi
nita das grandezas e tem por base a proposicao: se de uma grande-
za de onde subtraimos uma parte naoc menor que sua metade, da par-
te que sobra substraimos uma outra n3c menor que sua metade e as-
sim por diante, havera um comprimento cuja grandeza {tamanho) =

menor que gualquer outra grandeza do mesmo tipo.
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Arquimedes (aprox. 287-212 a.C.) foi quem aplicou de forma
mais elegante o método de exaustdo, aproximando-se do atual calcu

lo integral.

0 método de exaustdo, apesar de rigorosc, & estéril, nao
possibilita a obtengdo de formulas ou resultados, apenas os justi
fica. Em cutras palavras, dada uma fGrmula conhecida, o método
de exaustao pode construir uma maneira elegante de estabelece-1la,
mas nao possibilita a descoberta inicial do resultado. No entanto,
sabemos gue Arquimedes nao apenas estabelecia resultados, ele tam
bém descobria as formulas gue posteriormente "demostrava" utili-

zando o método de exaustio.

Em 1906, foi descoberta em Constantinopla, uma cdpia do tra
tado Método escrito por Arquimedes e enderegado a Eratdstenes, on
de descreve a maneira gue utiljiza para descobrir os resultados e
férmulas., A idéia fundamental deste método, o chamado Métfodo do
Equifibriv, estd em considerar uma grandeza como constituida de
um grande nlmero de partes atdmicas, ou seja, ndo divisiveis, sen

do esta, em esséncia, a idéia presente no cilculo moderno.

Até o inicio da Idade Moderna, houve poucos avangos nestas
ideias. Por volta de 1450, alguns trabalhos de Arquimedes chegam
a4 Europa Ocidental através de manuscritos do século IX. No entan-
to, s6 no inicio do século XVII & que estas idéias de Arquimedes

recebem novas contribuicgdes.

0 maior impulso dado ao cidlculo integral e diferencial &
devido a problemas de astronomia e meca@nica que surgiram no Renas
cimento, visto que ¢ uso de infinitésimos é um instrumento indis-

pensavel para o desenvolvimento dessas ciencias.

Seguindo os passos de Arquimedes, Kepler desenvolveu idéias
de infinitésimos em conexdo com a integracao, levado sempre  por
razoes de ordem mais pritica que tedrica. Por exemplo, Kepler se
propds a comparar a capacidade de tonéis de vinho que se usava

entao, nas quais estudava o volume de numerosos corpos de rotagao,
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obtidos ao fazer girar arcos de conicas ao redor de eixos parale-
los ao eixo das mesmas. Desta maneira, descreveu e denominou, ge-

ralmente com nomes derivados de frutas mais de noventa corpos.

Recorrendo diretamente a expressoes de carater infinitesimal
e, admitindo que as figuras fossem compostas de infinitas figuras,
infinitamente pequenas e cuja area e volumes s&o c¢onhecidas ,
Kepler consegue determinar, muitas vezes com &xito, a area e volu
me de algumas figuras ja conhecidas através dos trabalhos de Ar-

guimedes.

Por exemplo, Kepler via o circulo como um poligono regular
possuindo um numero infinito de lados. Considerando cada um des-
ses lados como base de um triangulc cujo vértice &€ o centro . do
circulo. Com isso, a adrea do circulo esta dividida em um numero
infinito de finos triangulos, todos com a altura igual ao raio do
circulo. Sabendo que a area do triangulo & a metade do produto da
medida de comprimento da base pela medida da altura, temos gue a
drea do circulo & igual & metade da medida do comprimento da cir=-
cunferencia pelo raio, ou seja, 23—55—5—:'nr2.

Concepgbes semelhantes & de Kepler e também vinculadas  as
investigagoes de Arguimedes encontram-se, segundo Babini [2 ], no
trabalho de Cavalieri gue além de trabalhar com trigonometria e
com as aplicagdes dos logaritmos, & autor de um método para calcu
lar areas e volumes de figuras através do que chamou "indivisd-
veis". E, este método, podemos considerar como intermediario en-
tre os trabalhos de Arguimedes e os procedimentos para a determi-
nacdo de areas e volumes, que seriam desenvolvidas mais tarde,cul
minando com © que hoje conhecemos por calculo integral e diferen-

cial.

Este método de Cavalieri tem como ponto fundamental o con-
ceito de 4indivisivel, no entanto, fica dificil determinar o que
ele entendia por indivisivel. Exemplificando, podemos dizer  gue

os pontos sdo os indivisiveis da reta; as retas os indivisiveis
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de uma figura plana e as secgdes planas de um sdlido, os indivisi-
veis deste. Com este conceito de indivisivel, gque para Cavalieri
& uma forma de se expressar e de referir aos elementos de duas fi
guras que estd comparando, e com certa técnica algebrica ele
consegue determinar, com grande precisao, as areas e volumes de

diversas figuras.

Vejamos como encontramos atualmente a redagac do chamado
Principio de Cavalieni, cujo valor pratico no calculo de volumes
& , sem dlivida, muito grande, principalmente a nivel de segundo

grau, quando ainda nao trabalhamos com calculo integral.

Sejam A e B dois sdlidos. Cada plano horizontal n de-
termina nos sdlidos A e B secodes planas, que indicaremos res-
pectivamente por wNA e nNB (pois estas sao as intersegoes do
plano 7 com os sdlidos respectivos). Se, para todos os planos ho
rizontais = , as figuras planas TA A e TN B tem a mesma area,
o Principio de Cavalieri afirma gque o volume de A e O volume de

B sao iguais. Graficamente, temos:
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Observemos que é plausivel pensarmos gue duas fatias bastan
te finas, de mesma altura, cujas bases tem mesma area, tem aproxi
madamente o mesmo volume. Conseguiremos aprimorar, a medida em
gue consideramos fatias cada vez mais finas. Temos assim, através
do Principio de Cavalieri, a redugdo do problema de calculo de

volume ao problema de calcular area.

Cavalieri pertencia ao circulo cientifico formado pelos dis
cipulos e amigos de Galileu. Deste grupo, ocuparam-se de questoes
ligadas a infinitésimos, Vivianni e Torricelli. Além dissc, o es
tudo da curva ci{cloide, permitiu & maioria dos matematicos da pri
meira metade do séculc XVII, desenvolver os métodos infinitesi
mais. A cicliide, nome dado por Galileu, & a curva descrita  por
um ponto de uma circunferéncia gue roda, sem tocar, numa reta e
de cujas propriedades se ocuparam Galileu, Mersenne, Torricelli,

Descartes, Fermat, Wallis, entre outrocs.

Entre os precursores do chamado calculo diferencial e inte-
gral varios outros matematicos merecem mengac. Contudo, destaque
especial devemos dar a Isacc Barrow, professor de Newton que, co-
me ja nos referimos, deu a primeira versao do Teorema Fundamenial
do Calculo.

varios mateméticos, e em especial os citados anteriormente,
prepararam ¢ caminho para que Newton e Leibniz, atravées de seus
trabalhos independentes, firmassem este ramo da matematica, crian
do um simbolismo e um conjunto sistemidtico de regras, que hoje <0

nhecemos como cdlculo diferencial e integral.

O trabalho matemidtico de Isacc Newton estd intimamente liga
do a suas investigagOes de filosofia natural e nao se limita  ao

cidlculo, trata também de alguns topicos de algebra e geometria,

Entre as obras dedicados ao calculo, encontramos “De Analysis
per Aequationes Numero Terminorum Infinitas", de 1669, porém s&
publicado em 1711. Este trabalho trata de séries, apesar do al-

goritmo nao ser estudado em si, mas como recurso para calcular com
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primento de curvas e areas. Neste tratado aparece também o tecore-
ma geral do binCmio, que é a generalizagao para expoente qualquer
da formula bem conhecida de desenvolvimento da poténcia de um bi-
nomio com expoentes inteiros e positivos, que chamar-se-3a Binomio

de Newton.

_ A contribuicao mais importante de Newton para o desenvolvi-
mento do cdlculo é o mefeode das variagoes . Este metodo foi tema de
um tratado escrito em 1671 e publicado em 1736. Em 1672, numa car-
ta, Newton tragou as linhas gerais do metodo ac dizer que podia se
aplicar nao sd ao trac¢adc de tangentes a qualguer curva, seja ela
geométrica ou mecanica, como também se aplicaria para resolver qual
quer tipo de problema sobre curvatura, area, comprimentos, centros
de gravidade, etc. Além disso, afirmava que entrelagou este metodo
com um outro método gue consiste em trabalhar com as equagoes, re-

duzindo—~as a séries infinitas.

De fato, este método nao € outro sendo um método gue usamos
hoje em cilculo infinitesimal. Sua natureza & geométrico-mecanica,
pois supde que todas as grandezas geométricas sac criadas por movi
mentos de velocidade diferentes, enguanto o tempo "flui continua e
uniformemente”, Temos disso que O tempo, atuando como pano de fun-
do, nao aparece explicitamente, porém implicitamente nas velocida-
des, nas velocidades de velocidades (aceleracao), etc. As grande-
zas criadas sao as vaadaveds, suas velocidades sao as vaxrdiacgoes e
Newton denomina momento ao produto do incremento de tempo pela res
pectiva variacao. Para variagoes sucessivas, ele introduziu uma no
tagdo caracteristica, que ainda se usa em mecanica e consiste em
colocar pontos acima da letra que indica a variavel correspondente.
Observemos gue as variagdes e momentos de Newton s&@o as derivadas

e diferenciais que conhecemos.

Newton, ainda que de forma obscura, trabalhou com a impor-
tante nocac de limite. Em um tratado de 1704, introduziu a expres-
sdo "razao dos incrementos evanescentes”, com a finalidade de le-

vantar certas objecdes de ordem técnica que seu método despertava.
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Enquanto na Inglaterra, atraves do trabalho de Newton, 0
cdlculo infinitesimal atingia grandes resultados e adguiria as
primeiras notas que lhe conferiam autonomia e identidade, no con-
tinente europeu, por obra de Gottfried Wilhelm Leibniz, esta auto
nomia e identidade se acentuavam. Se a obra de Newton foi a de um
"filSsofo natural", a de Leibniz foi a de um fildsofo preocupado
com a clareza e o rigor de seus conceitos. Esta preocupag¢do com o
formalismo matematico lhe permitiu, entre outras c¢oisas, que

criasse o simbolisme adequado ao nove algoritmo.

Leibniz, além de suas contribui¢les para o cilculo, desen-
volveu seu trabalho matematico na area da teoria dos numeros, da
combinatoria, da Algebra e podemos considerd-lo como precursor de
varios ramos da matematica como: o cdlculo geométrico, a teoria

dos determinantes, a logica matemidtica e a topologia.

As consideragoes de Leibniz sobre os infinitésimos, se en-
contram manuscritas desde 1673, partem da consideragao de um
triangulo especial (o tni&nguﬁo caracteristico, como denomina) que
ja figurava no trabalho de Barrow, mas Leibniz diz toma-lo de Pas
cal. Através do estudo deste tridngulo e suas semelhangas, reco-
nheceu gue o problema de determinar a tangente e a area sao in-
versos e encontrou relagoes entre as somas dos elementos geométri

cos que "preludiam" as formulas de calculo integral.

QO primeiro trabalho de Leibniz sobre este tema data de 1684
e refere-se ao calculo diferencial. E um artigo bastante breve on
de aparecem definidas as diferenciais na forma atual e as regras

comuns de diferenciagao das expressdes racionais e irracionais.

Em 1686 apareceram os primeiros artigos de Leibniz sobre o
calculo integral e pela primeira vez aparece publicado o conheci-
do simbolo de integral [. Posteriormente, aparecem outras ques-
toes originais como o teorema das diferenciais sucessivas de um
produto, que hoje leva seu nome, intervindo em todos os problemas

de origem geométrica e mecanica que interessavam dos matemdticos

da época.
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Com este breve histdérico podemos ter uma idéia de como Qs
conhecimentos matematicos sdao produzidos e, fazendo uma analogia
com os modelos matem&ticos, podemos encarar o desenvolvimento ma-
tematico como o aprimoramentoc de um modelo. No caso do calculo ,
o aprimoramento de um medelo criado por Arguimedes e que propor-

cionou o desenvolvimento de uma area da matematica.

A segdo seguinte & dedicada & descrigao de uma experiéncia

realizada por nds em sala de aula utilizando modelos matematicos

como estratégia de ensino.

4 - UMA EXPERIENCTA EM SALA DE AULA

Da mesma forma que anteriormente procuramos exemplificar a
criagao matematica, através do aperfeigoamento de um modelo matemd.
tico, nosso objetivo agora & exemplificar a utilizagdo de modelos

como estratégia de ensino.

Antes de iniciar, gostariamos de observar que esta experién
cia foi realizada sem maiores preocupagOes COm O rigor necessario
para classificd-la de cientifica. No entanto, a incluimos no tra-
balho por considera-la importante nao sé para nossa pratica, como
também, como exemplo e estimulo para a utilizacdo de modelos mate

maticos na sala de aula.

Trabalhamos com dois grupos gue na realidade sao duas tur-
mas de segundo ano do segundo grau de uma escola técnica. Os alu-
nos destas turmas estao cursando a terminalidade Tecnico em Pre-
cessamentc de Dados, sendo a carga de matematica de trés aulas
no primeiro ano e duas no segundo. As turmas eram do periodo no-
turno e o assunto desenvolvido foi o conceito e operagoes com ma-

trizes.

Os dois grupos eram bastante heterogeneos. Denominamos de
gaupo A a turma que utilizamos como grupo de contrcle, onde de-
senvolvemos © assunto de uma maneira tradicional, através de con-

ceito (definicao), exemplos e exercicios. Esta turma possuia 52
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alunos, dos quais 85% trabalhava durante o dia. A segunda turma
tinha apenas 14 alunos, dos quais 70% trabalhava durante o dia.
Nesta turma, que denominamos giupce B, desenvolvemes e} assunto

através da utilizagdo de modelos matematicos.

A média de idade dos alunos era praticamente a mesma e va-
riava entre 17 e 25 anos. Quanto & formagao anterior, a maioria
cursou O primeiro grau regularmente em escolas da rede estadual,
alguns poucos alunos cursaram o supletivo de primeiro grau. O ni-
vel de conhecimento e dominio dos contelidos de primeiro grau, nos
dois grupos, pode ser considerado baixo. Notamos durante o traba-
lho uma grande dificuldade em trabalhar algebricamente (resclu-

oes de equagdes 19 e 29 graus, inequagdes,...).
& 5 &

Nao houve possibilidade de escolhermos aleatoriamente os
integrantes de cada um dos grupos o gue seria preferivel para de-
senvolvermos mais tecnicamente nossa experiéncia. Além disso, nao
aplicamos um pré-teste onde colheriamos dados para uma comparagao
posterior. Por estes motivos, nos deteremos na descricao e avalia
¢ao do desenvolvimento do processo, nao enfatizando os momentos

inicial e final.

Tinhamos com cada grupc um encontro semanal de noventa minu
tos {(equivalente a duas aulas semanais) . Nosso trabalho foi desen

volvido durante seils encontros.

No grupo A, como ja cbservamos, baseamos nosso trabalho no
tripé: teoria, exemplos, exercicios. Este enfoque podemos clasgi-
ficar de tradicional e, sem divida, & 0 gue usualmente encontra-

mos na pratica do professor de matematica.

Com © grupo B, o trakalho foi desenvolvido basicamente com
os problemas apresentados em 3.1.2 e 3.1.3 do capitulo anterior.
No primeiro encontro, apresentamos um problema, no casc, o mapa
de uma ilha com a localizagao de suas vilas e os diversos cami-
nhos entre elas. O problema apresentado era o de determinar em

qual das vilas seria mais propicio implantar-se uma escola, levan
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do-se em consideragac apenas a menor dist@ncia gue o alunc deve-

ria percorrer para chegar até ela.

Neste primeiro contato com o grupo, guando apresentamos 0
problema, procuramos ressaltar a importadncia de identificar e re-
conhecer os dados relevantes de um problema., Discutimos, também,a

necessidade e importancia de representar estes dados de uma forma
clara e precisa, favorecendo assim a compreensao do problema a

ser estudado.

Na semana seguinte retomamos a discussac sobre a importan-—
cia de identificagaoc e representagao dos dados. Trabalhamos com
o conceito de matriz, enfatizando gue todo elemento da matriz es-
tad "bem localizado" através da linha e coluna correspondentes. Ac
trabalharmos esta caracterizagao de um elemento da matriz, os da-
dos ja estavam representados em forma matricial e a discussac par
tiu das duas matrizes encontradas pelos alunos {onde as linhas e
colunas estavam trocadas). ApOs este trabalho, chegamos ao concei
to de oadem de uma matrniz, classificando os diversos tipos: ma-
triz guadrada, matriz linha, matriz coluna. Com isto, estavamos
desenvolvendo as "ferramentas" necessarias para solucionar o pro-

blema proposto.

Nas duas primeiras semanas, © grupo B apresentou um de-
senvolvimento mais lento gue o grupo A, provavelmente istoc occor-
reu devido 3 abordagem diferente que nao estavam acostumados.Além
disso, a necessidade de participacgao de cada elemento no decorrer
do trabalho fez com que o contetdo fosse degsenvolvido mais lenta-
mente e, este seria um primeiro pontc a observarmos scbre um tra-
balho utilizando modelos matematicos: a participagao de cada alu-
no é fundamental, pois s0 com a discussac do problema e sua repre
sentagdo € que poderemos proseguir.

No grupe A, estavamos desenvolvendo o assunto tradicional-

mente. No primeirc encontro, definimos o gue & uma matriz, ordem

de matriz e exemplificamos apresentando os diversos tipos. Nesta
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turma trabalhamos com um numero maior de exercicios, no entanto ,
podemos observar gque 0s alunos do grupoc B apresentavam uma
maior seguranga na resolucdo do mesmo tipo de exercicio. Podemos
atribuir esta diferenca, ao fato dos alunos no grupo B chegarem

através da discussac a estes conceitos, sem precisarmos defini-los.

0s trés encontros seguintes foram dedicados ao estudo das
operagbes com matriz: adigdo, subtragdo, multiplicagao par esca-

lar, multiplicagao por matriz.

Apresentamos ao grupo B um novo problema (3.1.3 cap.Il ).
Os alunos tiveram uma menor dificuldade para determinar os dados
relevantes e para representa-los utilizando matriz. 0O problema
referia-se ao movimento de estoque de uma loja de artigos esporti
vos. Estudamos cada uma das operagoes na medida em que era neces-
saria para a resolugdo do problema. No final, propusemos uma lis-
ta de exercicios envolvendo estas operacoes e, Os aluncs, apresen
taram um certo dominio para resolvé-los, tendo, novamente, uma
maior facilidade que os integrantes do outro grupo na resolugao

dos mesmos problemas.

A @ltima semana foi dedicada a um exercicio de avaliagao
com dois grupos. Reservamos este momento de avaliagao formal em
primeiro, porque estavamos desenvolvendo o trabalho em uma escola
e necessitariamos destes dados para a avaliagao bimestral e em
segundo, porque mesmo nao tendo realizado um prée~teste, julgamos
que seria um dado indicativo do desenvolvimento do assunto em ca-

da grupo.

Procurames elaborar exercicios equivalentes para oOs dois
grupos, dirigindo a avaliagdo para o nivel de compreensdo do con-
ceito e das operacgdes estudadas. Nao avaliamos no grupo B, o de-
senvolvimento com relacdo 3 "elaboragdo" de um modelo matemitico,
procuramos detectar apenas, a compreensao do conteldo propriamen-
te dito. O maximo de pontos para os exercicios era 10, o grupo A
teve uma média de 6,2 e o grupo B, 7,0. Apesar de ter sido ape-

nas uma avaliagao quantitativa, a nivel de conteudo, nao conside-
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rando aspectos mais abrangentes do desenvolvimento de aluno, acre
ditamos ter colhido alguns dados para uma posterior reflexao so-

bre esta estratégia de ensino.

Como conclustGes finais temos: durante o desenvolvimento do
trabalho, o grupo B mostrou-se mais envolvido e interessado pe-
lo asssunto gue o grupo A; as guestoes apresentadas buscavam so-
lugao dentro do gque estavamos estudando. O crescimento deste gru-
po foi mais homogéneo que o grupo A; na avaliagac, os alunos do
grupe B tiveram seus pontos entre 6,0 e 9,0, enquanto gue no

A, os pontos variaram entre 3,0 e 10,0.

Sem davida, ao descrevermos esta experiencia, estamos dei-
xando de considerar varias questoes gue surgiram durante cada en-—
contro e que se perderam no decorrer do proprio trabalho. No en-
tanto, acreditamos que com os dados descritos acima, podemos per-
ceber algumas caracteristicas dessa estratégia de ensino como,uma
maior participacao e envolvimento dos alunos, maior interesse e
desenvolvimento tanto a nivel cognitivo como afetive (os alunos

passam a ver a matemitica sob um novo prisma).



CONSIDERACOES FINATS

Ao utilizarmos os modelos matematicos como base de uma es-
tratégia de ensino nao peodemos deixar de observar que algumas eta
pas do processo de modelagem ndo se apresentam tac bem definidas
como vimos anteriormente. Através dos exemplos estudados no capi-
tulo II ja podemos perceber este fato e, principalmente, isto
ocorrerd ao trabalharmeos com o alunc, onde sempre temos que nes
adaptar as condigdes que se apresentam. Assim, muitas vezes, tere
mos que eliminar etapas, "fundir" outras ou até mesmo criar novos
estagios, dependendo do trabalho gque queremos desenvolver. Em su-
ma, a utilizagdo desta estratégia nao implica em etapas rigidas

que nao possibilitem adaptagoes.

0 importante no decorrer do trabalho é preservar o gque pode
mos chamar de "filosofia dos modelos matematicos", ou seja, a
apresentagio da matemdtica como algo relacionado com outras disci
plinas e presente em situagdes do nosso dia-a-dia. Isto € possi-
vel principalmente quando estamos trabalhando com contetdos de
primeiro e segundo graus, onde a matemdtica estudada é "aplica-

vel" & vArias situacdes interdisciplinares e da vida diaria.

Como toda estratégia, esta também tem limitagoes, ou seja ,
ndo é o "ovo de Colombo" para o ensino da matematica. Porém, com
esta abordagem podemos dar uma visao ampla do gue € a matematica
e teremos condicdes de responder ds célebres perguntas: "para que

serve isto?" cu "onde vou utilizar isto?".

A utilizacdo de modelos matematicos como estratégia implica
rd em gue muitas vezes a combinemos com outras abordagens como a
etnomatematica, a resolugao de problemas, e outras. Isto depende-

ra do enfogque que pretendemos dar ao nosso trabalho.

AO ProOCUrarmos noves caminhos gque possibilitem uma melhoria
do ensino da matemidtica ndo podemos esquecer que esta disciplina
estad inserida em algo mais amplo que & o sistema educacional bra-
sileiro e, este apresenta uma problematica bastante complexa que

muitas vezes impede o desenvelvimento de novas idéias. Em resumo,
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nido podemos nos iludir de que conseguiremos uma melhoria do ensi-
no da matemdtica enquanto nac houver mudancas drdsticas na politi
ca educacional do nosso pais. No entanto, nao podemos nos deixar
levar pelc caos & necessario alguma resistencia e o aprimoramento

do trabalho docente & um dos peontos de resistencia do professor.
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