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Resumo

Algoritmos de aproximacao sao algoritmos polinomiais para problemas de otimizagao
que produzem solugoes com uma certa garantia de qualidade. Para muitos problemas
relevantes, nao se conhecem algoritmos exatos eficientes e muitos deles sao NP-dificeis.
Desse modo, algoritmos de aproximagcao sao uma alternativa para encontrar solugoes boas
para esses problemas. Neste trabalho, investigamos problemas que integram questoes de
inventario e roteamento. Mais especificamente, estudamos o Inventory Routing Problem
(Problema de Estoque e Roteirizagao, IRP). Dado um ou mais depésitos, uma frota de
veiculos, um conjunto de clientes e um plano de horizonte de demandas de T' periodos
para cada cliente, o objetivo é formar entregas de forma que os veiculos entreguem todas
as demandas dos clientes a tempo, minimizando a soma dos custos de transporte e dos
possiveis custos de armazenamento.

Nossa contribuicao é dividida em duas partes. Primeiro, estudamos o Inventory Access
Problem (IAP), uma versao particular do IRP em que um tnico cliente enfrenta deman-
das em um horizonte de planejamento discreto e o objetivo é encontrar uma politica de
abastecimento que minimize a soma dos custos de transporte e armazenamento. Embora
a versao nao capacitada seja polinomial, apenas uma 3-aproximacao é conhecida para o
caso capacitado. Nos melhoramos esse fator para 2,619 e, como resultado direto, também
diminuimos o melhor fator conhecido para o problema chamado Star Inventory Routing
Problem with Facility Location (SIRPFL), que é uma extensao do IAP com varios de-
positos e clientes e cujas solugoes correspondem a rotas em formato de estrelas. Além
disso, estudamos os casos capacitados do IAP e do SIRPFL em que todos os itens de uma
mesma demanda devem ser entregues na mesma viagem e diminuimos os melhores fatores
conhecidos também para essas versoes.

Em seguida, estudamos o Tree Joint Replenishment Problem (Tree JRP), outra versao
particular do IRP em que um conjunto de clientes enfrenta demandas didrias por itens
em um horizonte de planejamento discreto. As demandas sao satisfeitas por itens ja
mantidos em estoque, que é reabastecido a partir de pedidos para um depdsito que servem
um subconjunto de clientes simultaneamente. No Tree JRP, a cadeia de abastecimento é
representada por uma arvore cujas folhas sao os clientes e o custo de um pedido para um
subconjunto de clientes ¢ determinado pelo custo de uma subarvore minima que os conecta
a raiz. O objetivo é decidir quando fazer os pedidos e quais clientes farao parte de cada
pedido, de modo que os custos totais de transporte e armazenamento sejam minimizados.
Neste trabalho, comegamos o estudo da variante cujos pedidos tém capacidade limitada e
fornecemos uma H-aproximacao baseada em arredondamento de PL. Destacamos que essa
é a primeira aproximacao tanto para o caso em que as demandas podem ser divididas
em varias viagens, quanto para o caso em que a demanda de um periodo nao pode ser
dividida.



Abstract

Approximation algorithms are polynomial algorithms for optimization problems that pro-
duce solutions with a certain quality assurance. For many interesting optimization prob-
lems, no exact efficient algorithms are known and many of them are NP-hard. Therefore,
approximation algorithms are an alternative to find good solutions for these problems. In
this work, we investigate problems that integrate inventory and routing decisions. More
specifically, we study the Inventory Routing Problem (IRP). Given one or more depots, a
fleet of vehicles, a set of customers, and a demand planning horizon of T" periods for each
customer, the objective is to make trips in a way that the vehicles deliver all customer
demands on time, minimizing the sum of transportation and storage costs.

Our contribution is divided into two parts. First, we study the Inventory Access
Problem (IAP), a particular version of the IRP where a single client faces demands in a
discrete planning horizon and the goal is to find a supply policy that minimizes the sum
of transportation and storage costs. Although the uncapacitated version is polynomial,
only a 3-approximation is known for the capacitated case. We improved this factor to
2.619 and, as a direct result, we also improved the best factor for the problem called
Star Inventory Routing Problem with Facility Location (SIRPFL), which is an extension
of the TAP with many depots and customers and whose solutions have the format of a
star. Moreover, we study the capacitated cases of IAP and SIRPFL in which all items
of a single demand must be delivered by the same trip, and we improved the best-known
factors for these versions as well.

Next, we study the Tree Joint Replenishment Problem (Tree JRP), another particular
version of the IRP where a set of customers faces daily demands for items in a discrete
planning horizon. The demands are satisfied by items already held in stock and replen-
ished by joint orders for a depot that serve a subset of customers simultaneously. In the
Tree JRP, the supply chain is represented by a tree whose leaves are the customers, and
the cost of an order for a subset of customers is determined by the cost of a minimum
subtree that connects them to the root. The goal is to decide when to make the orders
and which customers will be part of each order, so the total ordering and storage costs
are minimized. In this work, we start the study of the variant where the orders have
limited capacity, and provide a 5-approximation that is based on the LP rounding tech-
nique. We emphasize that this is the first approximation for the splittable version, when
a demand can be divided into multiple trips, as well as for the unsplittable version, when
one period’s demand must be delivered in a single trip.
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Capitulo 1

Introducao

Algoritmos de aproximacao sao algoritmos com complexidade polinomial para problemas
de otimizacao combinatéria que devolvem uma solucao com valor dentro de um fator
da solugao o6tima. Em particular, algoritmos de aproximacao sao muito utilizados para
lidar com problemas NP-dificeis, ja que eles nao podem ser resolvidos de forma exata por
algoritmos polinomiais, a nao ser que P = NP. A ideia é desenvolver algoritmos viaveis
para esses problemas considerando o tempo de execugao e a memoria utilizada, mesmo
que a qualidade da solucao obtida seja comprometida. Encontrar aproximacgoes boas para
problemas NP-dificeis pode ser trabalhoso; contudo, algumas técnicas e estratégias gerais
ja foram desenvolvidas. Neste trabalho, estamos interessados principalmente na estratégia
que consiste em formular o problema como um programa linear inteiro ou misto; obter
e resolver um programa linear relaxado; encontrar uma solucao inteira para o problema
original com custo limitado por um fator do valor da solu¢ao do programa linear.

Problemas de inventério e de roteamento sao observados em diversos setores da in-
duastria, uma vez que gerenciamento de estoques e planejamento de entregas (dominios
do ambito de logistica) estdo presentes no dia-a-dia de médias e grandes empresas e,
em geral, contribuem com uma parcela consideravel dos custos operacionais. Dado que
ambos os tipos de problemas sao muito relacionados, modelos unificados sao necessarios
a fim de minimizar os custos do processo como um todo [63]. Contudo, muitos desses
problemas ja sao NP-dificeis mesmo quando vistos individualmente. Por exemplo, se
considerarmos apenas decisoes de inventario, temos o Lot-Sizing Problem [68] ou o Joint
Replenishment Problem [38] e, se considerarmos apenas decisoes de roteamento, temos
o Facility Location Problem [49] ou o Vehicle Routing Problem [34], entre outros. Este
tipo de complicacao faz com que encontrar solugoes exatas para os problemas unificados
seja impraticavel, sendo necessario resolvé-los muitas vezes com auxilio de heuristicas ou
algoritmos de aproximacao.

Os denominados Inventory Routing Problems [I§] sao exemplos de problemas que
integram variaveis de estoque e roteamento. Nesses tipos de problemas, dado um ou
mais depoésitos e uma frota de veiculos, deve-se encontrar a melhor politica de entregas
de forma a servir um conjunto de clientes, que, por sua vez, se deparam com um plano
de horizonte de demandas e custos de armazenamento associados. Atualmente, nao sao
conhecidos algoritmos de aproximagao com fator constante para as versoes mais gerais
do IRP, que consideram os custos das entregas a partir de uma funcao do conjunto de
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clientes envolvidos na entrega, e nao se sabe se essas versoes do IRP admitem aproximagao
com fator constante. Entre os resultados conhecidos, temos aproximacgoes com fatores
sub-logaritmicos para a versao do IRP que considera um tinico depésito, varios clientes e
cujas funcoes de custo de entrega sao submodulares ou equivalentes ao custo de um rota de
comprimento minimo do conjunto de clientes atendidos [59, 23]. Por causa disso, estudos
recentes voltaram-se para casos particulares do IRP, logrando algoritmos de aproximagcao
com fatores constantes para essas versoes.

Uma dessas simplificacoes consiste em considerar o roteamento direto, ou seja, todas
as viagens sao realizadas diretamente do deposito até o cliente, fornecendo rotas em for-
mato de estrela. Essa simplificacao corresponde ao Star Inventory Routing Problem with
Facility Location (SIRPFL), uma versao de IRP com varios depositos e clientes e que tem
por objetivo minimizar custos de abertura de depésitos, armazenamento e roteamento. O
SIRPFL foi introduzido recentemente por Jiao e Ravi [44], que forneceram os primeiros
algoritmos com aproximagoes constantes, e por Byrka e Lewandoski [25], que melhora-
ram esses fatores. Em ambos os trabalhos, foram abordadas 3 versdes para o SIRPFL,
diferenciadas pelo fator capacidade de entrega, sao elas: Uncapacitated SIRPFL (versao
com entregas sem limite de capacidade), Capacitated Splittable SIRPFL (versao com ca-
pacidades e possibilidade de dividir a demanda de um cliente em um periodo utilizando
varias entregas) e Capacitated Unsplittable SIRPFL (versao com capacidades e necessi-
dade de entregar a demanda de um cliente em um periodo utilizando uma tnica entrega).
Os autores citados anteriormente observaram que algoritmos para a versao particular do
SIRPFL com apenas um depoésito e um cliente, chamada de Inventory Access Problem
(IAP), podem ser utilizados como sub-rotinas para as versdes mais gerais do problema.
Atualmente, os algoritmos para o SIRPFL com os melhores fatores de aproximagao co-
nhecidos sao baseados nessa estratégia.

Outra simplificacao de IRP modela a cadeia de fornecimento como uma arvore, de
forma que a raiz represente o deposito e que as folhas representem os clientes. Desse modo,
o custo de roteamento pode ser estimado pelo custo de conectar a raiz a um subconjunto
de folhas dessa arvore, dando origem ao chamado Tree Joint Replenishment Problem
(Tree JRP). Esse problema admite uma 3-aproximagao baseada em arredondamento de
programa linear (PL) [30] e o melhor algoritmo de aproximagao conhecido tem fator
2 [60]. Uma premissa do Tree JRP é que se pressupde um tnico veiculo com capacidade
de carregamento ilimitada, o que nao é realista para determinadas aplicagoes.

Neste trabalho, realizamos uma revisao bibliografica do estado da arte do Inventory
Routing Problem sob o aspecto de algoritmos de aproximacgao. Entre as nossas contribui-
¢oes, estad um algoritmo de aproximagcao para o IAP que melhora o menor fator conhecido.
Como consequéncia, também melhoramos o fator de aproximacao de duas versoes capa-
citadas do SIRPFL. Além disso, desenvolvemos um algoritmo de aproximagao com fator
constante para uma generalizacao do Tree JRP que considera capacidades de carrega-
mento. De acordo com nossa pesquisa, esse é o primeiro trabalho a obter aproximacoes
para versoes capacitadas do Tree JRP ou do JRP tradicional.

No Capitulo [2| fornecemos o ferramental tedrico béasico necessério e técnicas de al-
goritmos de aproximacao utilizados neste trabalho. Para isso, definimos formalmente o
que é um algoritmo de aproximagcao, enunciamos alguns conceitos béasicos da area e, em
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seguida, apresentamos as principais técnicas de programacao linear e de algoritmos de
aproximacao utilizadas na literatura. No final desse capitulo, também fornecemos um
exemplo de algoritmo de aproximacao.

No Capitulo [3| definimos todos os problemas relacionados ao IRP abordados neste
trabalho, mais especificamente, o problema genérico IRP, o SIRPFL e versoes particulares
como o TAP e o Tree JRP. Nesse mesmo capitulo, também introduzimos o Capacitated
Tree JRP, uma generalizagao do Tree JRP com capacidades de carregamento nas entregas
e suas variantes, o Capacitated Splittable Tree JRP e o Capacitated Unsplittable Tree JRP
(versoes que se diferem pela possibilidade ou nao de dividir a demanda de um cliente em
um periodo em entregas diferentes). No final do capitulo, também enumeramos alguns
problemas relacionados ao IRP encontrados na literatura que consideramos relevantes
para o estudo do problema, desde casos particulares até generalizagoes e extensoes.

No Capitulo {4, damos uma visao geral do IRP na literatura para algoritmos exatos e
heuristicas e, como foco principal, apresentamos uma revisao bibliografica detalhada do
IRP na éarea de algoritmos de aproximagao, desde os primeiros algoritmos de aproximagcao
encontrados na literatura até o estado da arte de cada variante existente.

No Capitulo B, aprimoramos os algoritmos de aproximagao das versoes capacitadas
do TAP desenvolvidos por Jiao e Ravi [44], mais especificamente, o Capacitated Splittable
IAP e o Capacitated Unsplittable TAP. No inicio desse capitulo, realizamos uma revisao
dos algoritmos de aproximacao de Jiao e Ravi e de alguns resultados técnicos do SIRPFL
realizados por Byrka e Lewandoski [25]. Em seguida, apresentamos uma melhoria no
algoritmo de aproximagao do Capacitated Splittable TAP que possibilitou a redugao do
fator de aproximagao do algoritmo de 3 para 2,619 e, como consequéncia direta, do fator
de aproximacao do Capacitated Unsplittable IAP de 6 para 4,562. No final desse capitulo
também observamos que, de acordo com os resultados recentes de Byrka e Lewandoski,
as nossas melhorias realizadas para os algoritmos de aproximacao do IAP reduzem de
forma direta os melhores fatores de aproximacao do Capacitated Splittable SIRPFL e do
Capacitated Unsplittable SIRPFL. Os resultados deste capitulo serao publicados na revista
Operations Research Letters [I].

No Capitulo [} desenvolvemos os primeiros algoritmos de aproximagao para o Capa-
citated Tree JRP utilizando a técnica de arredondamento de PL. No inicio do capitulo,
fazemos uma revisdo da 3-aproximagao para o Tree JRP de Cheung et al. [30]. Em
seguida, baseando-nos nesse algoritmo, apresentamos uma, 6-aproximacao para o Capaci-
tated Splittable Tree JRP e uma 5-aproximacao para o Capacitated Unsplittable Tree JRP,
sendo a segunda aproximacao também valida para o Capacitated Splittable Tree JRP. A
ideia geral dos algoritmos consiste de duas etapas. Na primeira, determinamos em que
periodos serao agendadas entregas e quais clientes participarao de entregas nos periodos.
Para isso, utilizamos uma sub-rotina de arredondamento de Cheung et al., mas adaptada
para o Capacitated Tree JRP. Na segunda, para cada periodo, determinamos quantas
entregas e quais clientes serao incluidos em cada entrega, utilizando um algoritmo de
roteamento para cada versao do Capacitated Tree JRP explorada. Um resumo dos resul-
tados deste capitulo foi publicado nos Anais do VI Encontro de Teoria da Computagao [5]
e pretendemos submeter uma versao completa a uma revista.

Finalmente, no Capitulo [7| apresentamos concluses gerais, perguntas em aberto e
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possiveis trabalhos futuros no estudo de algoritmos de aproximacao voltados para o IRP,
particularmente aqueles para versoes com capacidades. Os resultados contidos nesta dis-
sertacao estao resumidos na Tabela

Tabela 1.1: Resumo dos resultados realizados nesta pesquisa

Problema Resultado anterior Nosso resultado
Capacitated Splittable IAP 3 [44] 2,619
Capacitated Unsplittable TAP 6 [44) 4,562
Capacitated Splittable SIRPFL 3,236 [25] 2,905
Capacitated Unsplittable SIRPFL 6,029 [25] 4,649
Capacitated Splittable Tree JRP - 5

Capacitated Unsplittable Tree JRP - 5
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Capitulo 2

Métodos de otimizacao combinatoéria

2.1 Algoritmo de aproximacao

As definigoes a seguir foram adaptadas do livro de Williamson e Shmoys [69] e representam
alguns conceitos basicos sobre algoritmos de aproximacao.

Considere um problema de otimizagao P e seja A um algoritmo para P. Dada uma
instancia Z do problema P, denote por A(Z) o valor da solu¢ao obtida por A para Z e
por OPT(Z) o valor da solucdo 6tima de Z.

Definicao 1. Um algoritmo é uma «-aprozimagao para um problema de otimizagao se
ele for um algoritmo polinomial tal que, para toda instancia do problema, ele produz uma
solugao cujo valor estd dentro de um fator o do valor da solugao otima. Chamamos de
a a performance garantida do algoritmo, também chamada de fator de aprozimacdao ou
razao de aproximacao.

Em outras palavras, A é uma a-aproximacao para P se A é um algoritmo polinomial
e se, para toda instancia Z do problema P, temos que A(Z) < a- OPT(Z) para um
problema de minimiza¢do ou A(Z) > - OPT(Z) para um problema de maximizagao.
Note que, de acordo com esta convencao, temos que o > 1 para problemas de minimizacao
e que a < 1 para problemas de maximizacao.

Também é possivel estender a defini¢ao de algoritmos de aproximacao para algoritmos
aleatorizados.

Definicao 2. Um algoritmo € uma a-aproximacao aleatorizada se ele for um algoritmo
polinomial tal que a esperanc¢a do valor da solugao esteja dentro de um fator o do valor
da solu¢ao dtima.

Neste caso, A é uma a-aproximacao aleatorizada para P se A é algoritmo polinomial
e se E[A(Z)] < a- OPT(Z) para um problema de minimizagao ou E[A(Z)] > «- OPT(ZI)
para problema de maximizagao, sendo E[A(Z)] a esperanca do custo da solugao de A
para Z.

Finalmente, temos os esquemas de aproximacao polinomiais.

Defini¢ao 3. Um esquema de aprozimagao de tempo polinomial (PTAS) é uma familia de
algoritmos { A.}eo tal que, para cada € > 0, A, € uma (14¢€)-aproximagao para problemas
de minimiza¢ao ou uma (1 — €)-aprozimacao para problemas de mazximizagao.



14

2.2 Programacao linear e algoritmos de aproximacao

Os seguintes conceitos e resultados de programacao linear foram extraidos do livro de
programagao linear do Bazaraa et al. [16].

Programacao linear é uma técnica para formulagao de problemas de otimizagao combi-
natoria onde a instdncia é formada por um vetor ¢ € Q", um vetor b € Q™ e uma matriz
A = (a;;) € Q™" cuja tarefa é representada pela decis@o de devolver exatamente um dos
seguintes resultados possiveis:

1. encontrar um vetor z € Q" tal que Az > b e ¢’z é minimo, ou
2. verificar que {z € Q% : Az > b} ¢ vazio, ou
3. verificar que para todo o € R existe um # € Q" com Az >beclz < a.

O vetor = é chamado de variavel do problema. Qualquer x que satisfaca as restri¢oes
é chamado de solugao viavel e, se existir pelo menos algum x no problema, o problema
é dito viavel; caso contrario, é dito inviavel. Uma instancia do problema é chamada
pelo nome de programa linear. Tanto o problema quanto uma instancia do problema sao
frequentemente abreviados por PL. Programacao Linear é um problema bem resolvido e
pertence a classe P.

Também ¢é possivel definir um programa linear com variaveis inteiras. Na programagao
linear inteira (PLI), uma instdncia é composta de um vetor ¢ € Q", um vetor b € Q™ e
uma matriz A = (a;;) € Q™ ". A tarefa é similar, encontrar um vetor z € Z" tal que
Ax > b e 'z é¢ minimo, ou verificar que {x € Z" : Ax > b} é vazio, ou verificar que a
solucao ¢ ilimitada.

Diferentemente de PL, PLI é um problema NP-dificil [48]. Quando a instancia é com-
posta tanto por variaveis racionais arbitrarias quanto por varidveis inteiras, o problema
¢ denominado Programagao Linear Mista. Ao transformar as varidveis inteiras de um
problema linear inteiro ou misto em variaveis racionais, o problema resultante é um pro-
grama linear chamado de relaxacgao linear do problema original. Note que a solucao 6tima
da relaxagao linear nao necessariamente corresponde a uma solucao viavel do problema
original. Para um problema de minimizacao, o valor 6timo da relaxacao linear de um pro-
blema linear inteiro ou misto ¢ um limitante inferior para o valor da solu¢ao do problema
original e, para o caso de maximizac¢ao, um limitante superior.

Um conceito muito importante em programacao linear é o conceito de dualidade.
Considere o programa linear abaixo, que esta escrito na forma canénica para um problema
de minimizagao, i.e, todas as variaveis do problema sao nao negativas e todas as restri¢oes
sao do tipo maior ou igual. Denominamos esse programa de problema primal:

P: min cx
s.a Ar>b (2.1)
z>0

O seguinte programa linear é especialmente relacionado com o problema acima e esta
escrito na forma candnica para problema de maximizacao. Esse programa é chamado de
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problema dual:

D : max wb
s.a wA<c (2.2)
w >0

Sejam xo e wy quaisquer solucoes viaveis para os problemas primal e dual, respectiva-
mente. A seguinte propriedade sempre é valida: cxg > woAxy > web. Essa propriedade é
conhecida como dualidade fraca e quer dizer, em outras palavras, que o valor de qualquer
solucao viavel do problema dual é um limitante inferior para o valor da solu¢ao 6étima do
problema primal correspondente. Além dessa propriedade, outros dois resultados muito
importantes existem sobre problemas primais e duais, descritos a seguir:

Teorema 1 (Teorema fundamental da dualidade). Com rela¢do aos problemas primal e
dual, apenas um dos sequintes itens € verdadeiro:

1. Ambos os problemas possuem solucao dtima x* e w* com cx* = w*b.
2. Um problema possui valor da fun¢ao-objetivo ilimitado e o outro problema € invidvel.
3. Ambos problemas sdo invidveis.

Teorema 2 (Teorema das folgas complementares). Sejam x* e w* quaisquer solugdes
vidveis dos problemas primal e dual na forma canonica. As solugoes correspondentes sao
otimas se, e somente se,

[

T=0paraj=1,..ne

1. (¢j —w*aj)x
2. wi(a'x* —b;) =0 parai=1,..,m.

Diversos algoritmos de aproximagao sao baseados em técnicas de programacao linear,
visto que grande parte dos problemas de otimizacao combinatoéria sao enunciados na forma
de programacao linear inteira ou mista. Logo, os resultados acima sao frequentemente
utilizados na analise e projeto de algoritmos de aproximagao para problemas de otimizacao
combinatoria.

Dentre algumas das principais técnicas de programacao linear utilizadas para desen-
volvimento de algoritmos de aproximacao temos o arredondamento de PL, que consiste
em utilizar a solucao 6tima da relaxacao linear do problema linear inteiro ou misto do
problema estudado e de alguma forma arredondar os valores das varidveis fracionarias
para valores inteiros. Assim, o caminho para se encontrar um algoritmo de aproximagao
é descrever um processo de arredondamento que seja polinomial em funcao da entrada de
tal modo que o custo da nova solucao obtida seja no maximo um fator da solugao 6tima
da relaxacao, que é um limitante inferior para a solug¢ao 6tima do problema original.

A técnica primal-dual consiste em analisar as variaveis de ambos problemas primal e
dual da solucao relaxada e fazer uma sequéncia de decisdes (muitas vezes a partir de um
critério guloso) até encontrar uma solugao viavel do problema original limitado por algum
fator das solugoes do primal e do dual. Uma técnica que utiliza a perspectiva primal-dual,
por exemplo, ¢ a técnica do dual-fitting. Considerando-se um problema de minimizagao,
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ela consiste em iniciar o procedimento com uma solucao dual w e uma solugao primal
integral inviavel x e iterativamente fazer atualizagoes nas solugoes primal e dual até que
a solucao primal se torne viavel e de forma a garantir que o valor das duas solugoes sejam
iguais. Uma vez que a solugao primal integral vidvel for encontrada, a analise consiste
em encontrar um fator v > 1 de forma que w/v seja viavel. Desse modo, utilizando o
teorema da dualidade, o custo da solugao primal integral obtida ¢é limitado por:

cx:bwzy-bggybw:v-c@
Y

onde w e & sao solucoes 6timas dual e primal, respectivamente. Como o valor da solugao
do programa relaxado ¢ um limitante para o valor do programa inteiro, isso implica que
o valor da solugao obtida com essa estratégia ¢ uma y-aproximacgao para o problema.

Além de programacao linear, muitas outras técnicas também sao utilizadas na analise e
projeto de algoritmos de aproximacao, como busca local, algoritmos gulosos, programacao
dinamica, arredondamento de dados, factor revealing, arredondamento aleatorio, chernoff
bounds, semidefinite programming, PCP, entre outros. Direcionamos o leitor interessado
ao livro de algoritmos de aproximagcao de Williamson e Shmoys [69].

2.3 Um exemplo de algoritmo de aproximacao

Em seguida, ilustramos a aplicagao de técnicas de programagao linear para projetar um
algoritmo de aproximagao para o Problema da Cobertura de Conjuntos (Set Cover Pro-
blem, SC'). Diversos problemas de IRP podem ser definidos por formulagdes baseadas
em cobertura como descrito no Capitulo [3], assim, as ideias do algoritmo de aproximagao
para o SC podem ser adaptadas para problemas de IRP. Construiremos um algoritmo de
aproximacao para o SC utilizando a técnica de arredondamento de PL. Para isso, sera ne-
cessario projetar um algoritmo polinomial em funcao da entrada que devolva uma solucao
vidvel com custo no méximo um fator do custo da solucao 6tima do PL.

No SC, uma entrada consiste de um conjunto £ = {ey, ..., e, } de elementos, uma fami-
lia & = {54, 5, ..., S} de subconjuntos de E e, para cada S; € S, um peso nao negativo
w; > 0. O objetivo é encontrar uma colegao de subconjuntos de custo minimo que co-
bre todos os elementos de E. Em outras palavras, queremos um conjunto de indices
I C{1,2,...,m} que minimize Zjel w; sujeito a Ujej S;=F.

Dada uma solugao qualquer I, defina para cada j € {1,...,m},

S 1 sejel,
7710 sejél

Note que cada vetor binario x € {0,1}™ corresponde a uma solugao /. Portanto, podemos
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reescrever o problema enunciado acima como um PLI:

m
min E wj:cj
=1

=
s.a Z r; > 1, Vie{l,2,..,n}, (2.3)
jiei€S;
z; € {0,1}, Vje{l,2,...,m}.

A funcgao-objetivo calcula a soma dos custos dos conjuntos escolhidos na solugao. A
primeira restrigao garante que cada elemento 4 ¢ coberto por pelo menos um conjunto S;.
Seja RL a relaxacao linear do PLI acima, que é obtida ao substituirmos as restrigoes
xz; € {0,1} por z; > 0, para cada j € {1,2,...,m}. Defina f; = |{j : e; € S;}|, ou seja,
fi € o numero de conjuntos que contém i e defina f = max{f; : e, € E}. Considere o
seguinte algoritmo:

Algoritmo 1 Arredondamento-SC({ey,ea, ..., e,}, {S1, 59, ..., Sm}):

1: Construa RL
2: Obtenha uma solucao 6tima z*
3: I%{jij%}

Vamos provar o seguinte teorema:
Teorema 3. Arredondamento-SC é uma f-aproximacao para SC.

Demonstra¢ao. Arredondamento-SC é um algoritmo polinomial, visto que é possivel cons-
truir e resolver a relaxacao RL em tempo polinomial, assim como obter a solugao I a partir
de z* em tempo linear em funcao da entrada. Dado qualquer e; € E, temos pela primeira

restrigdo do programa linear que » | x; > 1, que por sua vez ¢ a soma de f; termos.

jie; €S
Portanto, para algum j com e; € Sj, o valor de z}
soma, ou seja, r; > fi > % Logo, por construgao, para cada e; € F, existe indice j em [
tal que e; € S, ou seja, I ¢ uma cobertura. O custo da solugao é dado por

¢ maior ou igual que a média dessa

U)(I)221'wj§2($;f)'wjszwjx;:f'ZRLSf'OPTu

jel jel j=1

onde zgy, é o custo da solugao 6tima da relaxacao linear RL, que por sua vez é um limitante
inferior para o custo da solug¢ao 6tima OPT' do problema. O]
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Capitulo 3

Definicao dos problemas

3.1 Inventory Routing Problem

No Problema de Estoque e Roteiriza¢ao (Inventory Routing Problem, IRP), a entrada
inclui um grafo G = (V, E) e uma fun¢ao de distancia w que associa um nimero nao
negativo para cada par de vértices 7,7 € V. Temos um deposito r € V especificado e cada
elemento v € V' \ {r} é chamado de cliente. O dep6sito possui capacidade de produgao
infinita, o que significa que o dep6sito pode fornecer tantas unidades de demanda quantas
forem necessarias. Também, é dado um plano de horizonte com T" periodos numerados de
1 até T'. Para cada cliente 7 e periodo ¢, existe uma demanda por d;; unidades que deve ser
atendida pelo dep6sito usando uma frota de veiculos que pode ou nao ter uma capacidade
de carregamento. Uma solugao corresponde a um conjunto de rotas em cada periodo
do planejamento. Uma rota ¢ uma sequéncia de vértices de V' (clientes ou deposito)
que devem ser visitados por um veiculo que comeca no depésito, faz o carregamento dos
produtos e visita os clientes entregando os produtos. Na versao capacitada, o veiculo nao
pode carregar mais unidades de produtos do que sua capacidade, C.

Para cada cliente 7, existe um custo h%, > 0 que é pago para manter uma unidade
de demanda no estoque do cliente i do periodo s até o periodo ¢t. Assim, o custo para
manter a demanda d;; nesse perfodo é dado por H!, = h',dy;. A tnica suposi¢io que
temos sobre a funcao de custo de armazenamento é monotonicidade, ou seja, para cada
cliente ¢ e quaisquer trés periodos u < s < t, devemos ter h’, > h’,. Como os custos
de armazenamento sao monotonicos, é preferivel satisfazer demandas com itens entregues
mais recentemente. Para a versao nao capacitada do IRP, isso implica que entregas sao
feitas apenas para clientes com inventario vazio (cf. [27]).

Uma entrega consiste de um conjunto de demandas, sendo o custo de uma entrega
equivalente ao comprimento de uma rota entre o depésito e todos os clientes envolvidos
na entrega. Uma solugao do IRP consiste de um conjunto de entregas para cada periodo
do plano de horizonte de forma que esse conjunto de entregas atenda todas as demandas
dos clientes antes dos seus periodos de expiracao, i.e., para cada cliente i, deve haver pelo
menos d; itens em estoque no periodo t. Dada uma solugao x do problema, a soma de
todos os custos de armazenamento para todos os clientes no horizonte é o custo total de
armazenamento (holding cost) h(z), a soma de todas as distancias percorridas em todas
as rotas em todos os periodos do horizonte é o custo total de entrega (ordering cost) r(x)
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e o custo total da solucdo é c(x) = h(z) + r(x). O objetivo do problema é determinar
uma solu¢ao com o menor custo ¢(x) possivel.

Plano de horizonte

Cliente | 1 2 3 4
A 0 | 400|800 | 0
B 400 | O 0 | 600
C 0 0 |80 | O
D 200 | 800 | 200 | O
E 0 | 200 | 200 | 200

(b) Demandas por cliente e periodo

(a) Grafo ponderado

Figura 3.1: Exemplo de instancia do IRP. Do lado esquerdo temos o grafo representando o
deposito r e os clientes, de A a E. Do lado direito temos uma tabela com as demandas d;;
de cada cliente para um plano de horizonte de T' = 4 periodos. Neste exemplo, definimos
h', = 0.1 x (t—s) para todo i € V'\ {r}. Por exemplo, se os itens demandados pelo cliente
A no periodo t = 3 forem entregues no periodo s = 1, entao o custo de armazenamento
dessa demanda sera H, = 0.1 x (3 —1) x 800 = 160.

O IRP aparece diversas vezes na literatura na forma de programa linear inteiro. Um
exemplo de formulagao, descrita a seguir, foi proposta por Nagarajan e Shi [59]. Seja
C =V \ {r} o conjunto de clientes, [T] = {1,2,...,T} o plano de horizonte de T" periodos,
D = {(i,t) € C x [T] : diy > 0} o conjunto de demandas nao nulas e f(S) : 2¢ — R,
uma fungdo que representa o custo da entrega para um conjunto de clientes S C C (note
que essa funcdo generaliza o custo de transporte do IRP). Nessa formulagao, temos as
seguintes varidveis binérias:

g { 1, se o subconjunto S C C foi escolhido para se tornar uma rota no periodo s,
Ys =

0, caso contrario; e
; 1, se a demanda (i,t) € D foi satisfeita usando uma entrega no periodo s,
rt, = )
st 0, caso contréario.

Com essa interpretacao das variaveis, o IRP pode ser formulado como:

T t
min) Y f(S)yS + D D Hil,
(

SCC s=1 it)eD s=1
t
5.4, > al =1, (i,t) € D (3.1)
(IRP) =
v < Y, (i,t)eD,s <t (3.2)
S:eSCC
ot y? € {0,1}. (i,t) eD,s<t,SCC (3.3)

Dada uma solugao (z,y), o primeiro termo da fungao-objetivo corresponde ao custo
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de entrega r(z,y) e o segundo termo corresponde ao custo de armazenamento h(z,y).
A restricao garante que cada demanda (i,t) é satisfeita antes do seu periodo de
expiragao. A restrigao garante que a rota definida por S deve conter o elemento ¢
se alguma demanda (i,t) foi atendida no periodo s. Tradicionalmente, a fungao f(5)
corresponde ao custo minimo de uma rota envolvendo o conjunto S U {r}, ou ao custo
minimo de um conjunto de rotas, todas partindo de r e envolvendo coletivamente S. Em
outras palavras, a fun¢ao f(S) corresponde ao valor de uma solugao 6tima para o TSP
com os vértices S U {r} ou ao valor de uma solugao 6tima para o VRP com deposito r e
clientes S (ver descrigoes sobre o TSP e o VRP na Secao [3.4)).

Nas Figuras [3.2] e temos trés exemplos de solugoes para o IRP considerando
que a fungao f(S) corresponde ao custo de uma solugao 6tima para o VRP com capacidade
ilimitada. As arestas em destaque nas figuras correspondem as rotas realizadas em cada
solu¢do. A primeira solu¢ao minimiza os custos de armazenamento realizando entregas
em todos os periodos de forma a nao manter produtos em estoque. A segunda minimiza
os custos de roteamento entregando todas as demandas do plano de horizonte no primeiro
periodo. A terceira fornece uma melhor solugao com relagao as duas primeiras buscando
ponderar adequadamente os custos de armazenamento e estoque.

O problema descrito acima é apenas uma configuragao possivel das inimeras variantes
do IRP. Nesta descricao, o plano de horizonte é finito, temos apenas um deposito e varios
clientes, o deposito possui capacidade infinita de produgao, o roteamento é feito por uma
frota ilimitada de veiculos idénticos com capacidade infinita, as demandas dos clientes
sao previamente conhecidas e nao sao permitidas perdas nem atrasos nas mercadorias
demandadas. Das principais formas com que o IRP pode ser estruturado, os seguintes
critérios sao os mais encontrados na literatura e servem para definir variantes do IRP:

e Plano de horizonte: Pode ser finito, infinito ou periédico (demandas dos clientes
se repetem a cada certa frequéncia).

e Numero de depébsitos x clientes: Pode ser um para um, um para muitos ou
muitos para muitos.

e Capacidade de produgao no depodsito: Pode ser limitada (existe uma quan-
tidade méaxima de produtos que pode ser entregue por periodo) ou ilimitada (o
depdsito tem tantos produtos quantos forem necessarios em qualquer periodo).

e Tipo de roteamento: Roteamento direto (veiculo sai do depdsito, entrega merca-
doria para apenas um cliente e volta para o dep6sito), roteamento multiplo (veiculo
sai do deposito, entrega mercadorias para diversos clientes e volta para o deposito),
ou roteamento continuo (veiculo nunca volta para o deposito).

e Niimero de veiculos: Apenas um veiculo, multiplos veiculos ou nimero ilimitado
de veiculos.

e Capacidade dos veiculos: Pode ser limitada (existe uma quantidade méxima de
produtos que cada veiculo pode carregar), ou ilimitada (o veiculo pode carregar
quantos produtos forem necesséarios).
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(c)t=3

Figura 3.2: Uma solugao para o exemplo da Figura minimizando custos de armaze-
namento. Em cada periodo, visitamos todos os clientes com alguma demanda positiva
entregando todos os itens solicitados. Note que, nesse caso, o custo de armazenamento é
0. O custo de roteamento seré 220 para o periodo t = 1, 225 para t = 2, 240 parat =3 e
200 para t = 4. Portanto, o custo total da solucao ¢ 220 + 225 + 240 + 200 = 885.

Plano de horizonte

Cliente | 1 2 3 4
A 0 | 400|800 | 0
B 400 O 0 |600
C 0 0 [800| O
D 200 | 800 | 200 | O
E 0 | 200 | 200 | 200

(b) Demandas por cliente e periodo

Figura 3.3: Uma solucao para o exemplo da F igura minimizando custos de roteamento.
Realizamos apenas uma entrega em t = 1 satisfazendo todas as demandas dos clientes
no plano de horizonte. O custo de roteamento no periodo t = 1 é de 260 e de 0 para os
demais. Os custos de armazenamento sao iguais a 40 + 160 = 200 para o cliente A, 180
para o cliente B, 160 para o cliente C', 80 +40 = 120 para o cliente D e 20440+ 60 = 120
para o cliente E. O custo total da solucao é 260 + 780 = 1040.

Plano de horizonte

Cliente | 1 2 3 4
A 0 [400 | 800 | 0O
B 400 | 0 0 |600
C 0 0 (80| O
D 200 | 800 | 200 | 0O
E 0 |200 | 200 | 200

(c) Demandas por cliente e periodo

Figura 3.4: Uma solucao para o exemplo da Figura com custo total menor que as
anteriores. Satisfazemos todas as demandas acumuladas até t =2 emt =1edet =3
até t = 4 em t = 3. Os custos de roteamento em ¢t = 1 e t = 3 sao iguais a 245 e 260.
Os custos de armazenamento por cliente em ¢ = 2 sao iguais a 40 para A, 80 para D, 20
para F e 0 para os demais. Os custos de armazenamento por cliente em ¢t = 4 sao iguais
a 60 para B, 20 para E e 0 para os demais. O custo total é 505 4+ 220 = 725.
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e Composigao da frota de veiculos: Homogénea (veiculos idénticos), ou hetero-
génea (veiculos com configuragoes diferentes, por exemplo, diferentes capacidades).

e Capacidade méaxima de inventario: Pode ser limitada (existe uma quantidade
méxima de produtos que um cliente consegue manter em estoque por periodo) ou
ilimitada (um cliente pode manter quantos produtos forem necessérios em estoque).

e Capacidade minima de inventario: Pode ser limitada (o cliente precisa de uma
quantidade minima de produtos disponivel em estoque por periodo) ou ilimitada (o
cliente pode manter uma quantidade arbitraria de produtos em estoque).

e Demandas: Deterministicas (todas as demandas no plano de horizonte sao pre-
viamente conhecidas), estocasticas (as demandas sao conhecidas a partir de uma
distribuigao probabilistica), ou dindmicas (parte das demandas sdo conhecidas e séo
reveladas de tempos em tempos).

3.2 Star Inventory Routing Problem with Facility Lo-

cation

No Star Inventory Routing Problem with Facility Location (SIRPFL), temos um grafo nao
direcionado G = (V, E') com pesos nas arestas w, para cada e € F e um plano de horizonte
de T periodos numerados de 1 até T'. Seja F C V um conjunto que representa os depositos
(também chamados de instala¢oes dependendo da aplicagao) e C C V um conjunto que
representa os clientes (também chamados de varejistas). Cada deposito j € F possui um
custo de abertura f;. Para cada cliente ¢ € C e periodo t € {1,...,T}, associamos uma
demanda d;; > 0 que deve ser entregue em um periodo s < t por um depédsito aberto j
através da aresta (i,7). Seja h', o custo de armazenamento por unidade de demanda do
periodo s até t para o cliente i. Assim como no IRP, a tnica suposi¢cao que temos sobre
os custos de armazenamento é a monotonicidade.

O objetivo do SIRPFL ¢é abrir um subconjunto de depésitos F' C F que podem ser
utilizados em todos os periodos do plano de horizonte e definir o conjunto de demandas
que sera entregue em cada periodo e para cada cliente, minimizando os custos totais de
abertura dos depositos, armazenamento das demandas e conexao dos clientes. Note que
uma vez decididos os depositos que serao abertos, as conexoes entre depoésito e clientes
ja sao determinadas, bastando conectar cada cliente no deposito aberto mais proximo,
formando rotas em formato de estrela (ver Figura . Os custos de conexao podem ser
interpretados como custos de roteamento do veiculo que realizaréd a entrega das demandas
(neste problema, nao ha limite de namero do veiculos que podem ser utilizados). Note
que a versao particular do SIRPFL com apenas um periodo e capacidade ilimitada nos
veiculos reduz-se ao classico Uncapacitated Facility Location Problem (UFL) [49].

Consideramos duas versoes para o SIRPFL, sao elas: Uncapacitated SIRPFL (veiculos
nao possuem capacidade, permitindo fazer a entrega de todas as demandas de um cliente
em uma Unica viagem, caso seja necessario) e Capacitated SIRPFL (os veiculos possuem
uma capacidade méxima de produtos que podem ser transportados, logo, o veiculo pode
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precisar fazer mais do que uma viagem para entregar um conjunto de demandas para um
cliente). Na versao capacitada do SIRPFL que consideramos, todos os veiculos possuem a
mesma capacidade, denotada por U. A versao capacitada possui ainda duas variagoes, sao
elas: Capacitated Splittable SIRPFL (a demanda d;; pode ser dividida em varias viagens) e
Capacitated Unsplittable SIRPFL (a demanda d;; deve ser entregue em uma tnica viagem).
Neste tltimo problema, presumimos que todas as demandas possuem tamanho menor ou
igual que U.

O Inventory Access Problem (Problema de Acesso ao Inventario, IAP), também in-
troduzido por Jiao e Ravi, é um caso particular do SIRPFL no qual temos apenas um
deposito e um cliente, bastando apenas decidir quando fazer a entrega de cada demanda.
Assim como o SIRPFL, existem trés versoes para o IAP, cuja interpretacao é analoga as
versoes do SIRPFL, sao elas: Uncapacitated IAP, Capacitated Splittable IAP e Capacitated
Unsplittable IAP.

Nas Figuras e temos, respectivamente, um exemplo de instancia e um exemplo
de solucao do SIRPFL com apenas um depdsito, que por sua vez, é uma simplificacao do
exemplo da Figura (IRP tradicional) utilizando roteamento direto. Note que, para essa
configuragao com apenas um depoésito, o SIRPFL se reduz a resolver independentemente
uma instancia de IAP para cada cliente.

3.3 Tree Joint Replenishment Problem

No Tree Joint Replenishment Problem (Problema de Reabastecimento em Conjunto,
JRP), a entrada contém uma arvore 7 = (V, E) cuja raiz representa o deposito r e as
folhas representam os clientes, N. Para cada cliente ¢ € N, existe uma demanda d;; > 0
para todo t € [T] = {1,2,...,T}. Paracada i € N, denote por path(i) o conjunto de veérti-
ces no unico caminho de ¢ até a raiz r. Para cada vértice j € V, existe um custo K @) >0
relacionado a visitar o vértice j. O custo de fazer uma entrega para um subconjunto
S C N de clientes é dado por Zjeuiespath(i)
vértices nos caminhos da raiz a cada vértice i € S. Além disso, ha também um ntmero

KU ou seja, é a soma dos custos de todos os

hi, > 0 que corresponde ao custo de armazenamento de um item do periodo s até ¢ para
o cliente 7, sendo que a Tnica suposicao que temos dos custos de armazenamento, mais
uma vez, ¢ a monotonicidade.

Uma solugao consiste dos periodos em que se realizam entregas e do conjunto de
clientes reabastecidos em cada entrega, de forma a satisfazer todas as demandas com
itens disponiveis no inventario. O objetivo do problema ¢ satisfazer todas as demandas
dos clientes antes dos seus periodos de expiragao e minimizar a soma dos custos das
entregas e dos custos de armazenamento.

As Figuras e ilustram, respectivamente, um exemplo de instancia e uma so-
lugao para o Tree JRP. Esse exemplo consiste mais uma vez de uma simplificacao do
exemplo da Figura (IRP tradicional), mas é também uma extensdo do exemplo da
Figura (SIRPFL), visto que nessa versao é possivel economizar custos de roteamento
realizando rotas através da arvore, ao invés de apenas conexoes diretas entre o deposito e
os clientes. Nesse exemplo, nem todos os clientes sao representados como noés folhas, mas
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Plano de horizonte

Cliente | 1 2 3 4
A 0 | 400|800 | O
B 400 | O 0 | 600
C 0 0 |800| O
D 200 | 800 | 200 | O
E 0 | 200 | 200 | 200

(b) Demandas por cliente e periodo

(a) Grafo ponderado

Figura 3.5: Exemplo da Figura na versao SIRPFL. Note que o peso das arestas
foram dobrados para corresponder ao custo de ida e volta do veiculo entre o depdsito e o
respectivo cliente.

Figura 3.6: Uma solucao para o exemplo da Figura Por inspecao, é possivel obter a
solugao otima dessa instancia, resolvendo, para cada cliente, o IAP correspondente. Na
solucao otima: A somente é visitado em ¢t = 2, gerando um custo de 120 + 80 = 200; B
é visitado em t = 1 e t = 4, gerando um custo de 240; C ¢ visitado em ¢t = 3, gerando
um custo de 110; D é visitado em ¢t = 1 e t = 2, gerando um custo de 200 + 20 = 220;
E é visitado em t = 2, gerando um custo de 80 + 60 = 140. O custo total da solugao é
portanto 200 4+ 240 + 110 4 220 + 140 = 910.

essa representacao é equivalente ao problema definido, visto que podemos criar uma ins-
tancia correspondente adicionando uma nova folha ligada a cada cliente com uma aresta
de custo 0 e transportar a demanda desse cliente para a nova folha criada. Note também
que no Tree JRP, diferentemente do IRP e do SIRPFL, o grafo é ponderado nos vértices,
mas podemos fazer uma correspondéncia entre pesos de arestas para pesos em vértices,
bastando definir peso K" = 0 para raiz r e associar, para cada cliente j, o peso da aresta
incidente nele e em seu pai j’ na arvore 7T, isso ¢, definir KU) = Wjrj,.

O Capacitated Tree JRP é uma extensao do Tree JRP. Neste problema, além de uma
entrada do Tree JRP, recebemos uma capacidade de entrega, U. No Capacitated Tree
JRP, uma entrega (conjunto de demandas entregues por um veiculo) nao pode exceder a
capacidade U do veiculo, podendo eventualmente ser necessario realizar mais do que uma
entrega no mesmo periodo, ao contrario do Tree JRP, em que as demandas planejadas para
um periodo podem ser sempre entregues por um tnico veiculo. O objetivo do problema
¢ o mesmo do Tree JRP, contudo, além de determinar o conjunto de demandas que sera
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satisfeito em cada periodo, também é necessario particionar estas demandas em diversas
entregas de capacidade maxima U. A versao capacitada do Tree JRP ainda possui duas
variagoes, sao elas: Capacitated Splittable Tree JRP (a demanda d;; pode ser dividida em
varias entregas em um mesmo periodo) e Capacitated Unsplittable Tree JRP (a demanda
d;y deve ser entregue em uma unica entrega). Um exemplo de solugdo para a versao
Splittable do Capacitated Tree JRP é dada na Figura [3.9]

3.4 Problemas relacionados

Além de todas as variantes definidas neste capitulo, existem diversos outros problemas
relacionados ao IRP, que incluem casos particulares, generalizagoes ou extensoes. A seguir,
apresentamos alguns desses problemas, separados em duas partes. A primeira parte,
abrange os casos particulares do IRP, onde se encontram o VRP e JRP, problemas que
j& sao muito bem estudados na literatura e que serviram de base para comegar o estudo
do IRP. A segunda parte, abrange generalizagoes e extensoes do IRP, ou seja, versdes do
IRP mais genéricas que permitem resolver um conjunto de variantes do IRP, ou ainda,
problemas que integram o IRP com algum outro problema conhecido.

3.4.1 Casos particulares

Vehicle Routing Problem, VRP: Problema classico onde temos um deposito e varios
clientes localizados em um espaco métrico. Os clientes precisam ser visitados para atender
suas demandas e, para isso, o deposito dispoe de uma frota de veiculos. Para o caso em que
os veiculos possuem uma capacidade limitada ou por alguma outra restricao do problema,
é necessario realizar varias rotas, portanto, a solucao é um conjunto de rotas, uma por
veiculo, com o menor custo de transporte. Diferentemente do IRP, nao existem custos
de inventario (holding cost) visto que o plano de horizonte é de apenas um periodo. Vale
relembrar que o VRP é uma generalizagao do Problema do Caizeiro Viajante ( Traveling
Salesman Problem, TSP [33]), cuja tarefa é determinar a rota de comprimento minimo
para um conjunto de clientes dadas as distancias entre cada par de clientes, com melhor
fator de aproximagao encontrado de 1,5—¢, para um certo € constante muito pequeno [45].
Das diversas variantes do VRP, muitas delas j& foram exploradas na area de algoritmos
de aproximagao, por exemplo, o Generalized Multiple Depot Multiple Travelling Salesman
Problem |55, o Capacitated VRP [28|, o VRP with time window [15], o Dial-a-Ride
Problem [41], entre outros.

Joint Replenishment Problem, JRP: Outro problema classico que envolve um con-
junto de clientes que enfrentam demandas diarias por um item em um horizonte de pla-
nejamento. As demandas sao satisfeitas por itens previamente mantidos no estoque de
cada cliente e reabastecidos por meio de um pedido conjunto para um depédsito de um
subconjunto de clientes. Cada entrega possui um custo de preparagao fixo (setup cost),
independente do ntimero de itens entregues, além do custo dos itens pertencentes a en-
trega. A solugao é um conjunto de entregas que satisfaga todas as demandas a tempo
e o0 objetivo ¢ decidir quando fazer os pedidos e quais clientes serao atendidos em cada
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Plano de horizonte

Cliente | 1 2 3 4
A 0 [400|800 | 0
B 400 | 0 0 | 600
C 0 0 [800| O
D 200 | 800 | 200 | 0O
E 0 |200 | 200 | 200

(a) Arvore T (b) Demandas por cliente e periodo

Figura 3.7: Exemplo da Figura para uma versao Tree JRP. Os pesos das arestas da
versao IRP foram correspondidos a pesos nos vértices para o Tree JRP (note que o peso
dos vértices foram dobrados para corresponder ao custo de ida e volta do veiculo através
das arestas da arvore).

Plano de horizonte

Cliente | 1 2 3 4
A 0 | 400|800 | 0
B 400 | 0 0 |600
C 0 0 [800| O
D 200 | 800 | 200 | O
E 0 | 200 | 200 | 200

(c¢) Demandas por cliente e periodo

Figura 3.8: Uma solugao para o exemplo da Figura . Neste caso, satisfazemos todas
as demandas acumuladas até t =2 emt =1edet =3 atét =4 em t = 3. Os custos
de roteamento em t = 1 e t = 3 sao iguais a 290 e 310, respectivamente. Os custos de
armazenamento por cliente em t = 2 sdo iguais a 40 (cliente A), 80 (cliente D), 20 (cliente
FE) e 0 para os demais clientes. Os custos de armazenamento por cliente em ¢ = 4 sdo
iguais a 60 (cliente B), 20 (cliente E) e 0 para os demais clientes. O custo total da solugao
é portanto 600 + 220 = 820.

=1 (rota 2) (c)t=3 (rotal) (d) t=3 (rota 2) (e) t =3 (rota 3)

Figura 3.9: Uma possivel correcao da solucao da Figura de forma a torna-la viavel
para o Capacitated Tree JRP. Neste exemplo, assumimos que U = 1000. Em ¢ = 1 sao
necessarias duas rotas: a primeira entrega 400 unidades para A, 400 unidades para B e
200 unidades para D e a segunda entrega 800 unidades para D e 200 unidades para E. O
novo custo de roteamento em ¢ = 1 é¢ 390. Em ¢ = 3 sao necessarias trés rotas: a primeira
entrega 800 unidades para A e 200 unidades para B, a segunda entrega 400 unidades para
B, 200 unidades para D e 400 unidades para E e a terceira entrega 800 unidades para
C. O novo custo de roteamento em ¢t = 3 é 530. O novo custo da solu¢ao é portanto
920 + 220 = 1140. Note que nesse exemplo, foi necessério dividir a demanda t = 4 de B,
logo, esta solugao somente é véilida para o Capacitated Splittable Tree JRP.
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pedido, de modo a minimizar os custos totais de entrega e armazenamento. Atualmente,
existem diversos algoritmos de aproximagao para o JRP [52, 53], [6I]. O melhor fator de
aproximagcao para esse problema é de 1,791, obtido por Bienkowski et al. 2013 [21].

3.4.2 Generalizagoes e extensoes

Production Inventory Routing Problem, PIRP: Também conhecido como Pro-
duction Routing Problem, PRP [4], este problema integra o VRP com outro problema
classico, o Problema de Dimensionamento de Lotes (Lot-Sizing Problem, LSP [68]). Neste
problema, temos a mesma entrada do IRP, contudo, além de decidir o conjunto de ro-
tas e as quantidades de produtos a serem enviadas em cada entrega, devemos decidir
quando produzir os produtos envolvidos, adicionando novos custos de producao e restri-
¢oes de estoque do lado do deposito. O PRP é mais geral que o IRP, visto que considera
planejamento de produgao além do planejamento de distribui¢ao considerado no IRP.

Consistent Inventory Routing Problem, CIRP: O CIRP consiste de um IRP com
a adicao de restrigoes que buscam melhorar a qualidade do servigo de distribuicao, de
forma a gerar solucoes mais consistentes com relagao a quantidades de produtos entregues,
frequéncia das entregas e gestao da forca de trabalho. A motivacao para o estudo deste
problema é que muitas vezes (como comentado em [32]), a solugao 6tima do IRP pode
gerar inconveniéncias tanto para o fornecedor e para o cliente. Dentre alguns exemplos
de situagoes que buscam ser evitadas pelo CIRP temos: pequenas entregas para o mesmo
cliente em curtos periodos de tempo, entregas muito grandes em longos periodos de tempo,
veiculos pouco carregados e veiculos sobrecarregados.

Green Inventory Routing Problem, GIRP: Este problema, introduzido por Cheng
et al. [29], é uma extensao do IRP que considera impactos ambientais e frotas de veiculos
heterogéneas. O proposito do problema é minimizar os custos de inventario e de trans-
porte, dado que neste ultimo caso sao integrados custos adicionais de poluicao devido a
emissao de C'Oy dependendo do tipo de veiculo ou combustivel utilizado nas rotas.

Inventory Location Routing Problem, ILRP: O ILRP, discutido por Liu e Lee [54],
é uma generalizacao do SIRPFL dada pela substituicao das rotas diretas pela presenca
de rotas de comprimento minimo, assim como o IRP tradicional. Além disso, o problema
também é uma generalizagao do Location Routing Problem [56], que por sua vez, integra
o UFL com o VRP. Versoes intermediarias entre o SIRPFL e o ILRP (com relagao a
estrutura de roteamento) também existem, como por exemplo, o tree IRPFL [44], cujas
rotas possuem uma estrutura em arvore.



28

Capitulo 4

Revisao bibliografica

4.1 Inventory Routing Problem

A versao cléassica do IRP [I§] consiste de um problema que integra administracao de inven-
tario, roteamento de veiculos e planejamento de entregas. Como observado antes, mesmo
quando as decisoes de inventario ou de roteamento sao consideradas individualmente, re-
caimos em problemas NP-dificeis, como o Problema de Reabastecimento Conjunto (Joint
Replenishment Problem, JRP [47]) e o Problema de Roteirizacao de Veiculos (Vehicle
Routing Problem, VRP [34]), que sdo casos particulares do IRP.

O IRP surgiu por volta da década de 80, estudado como uma variagao do VRP com
a adi¢ao de custos de inventario. O IRP foi introduzido por Bell et al. [I8] com a fina-
lidade de resolver o problema de abastecimento de gases e produtos quimicos para usos
industriais. A motivagao para estudar o IRP comegou na observacao de que resolver
o problema de inventario e roteamento separadamente pode gerar sub-otimalidades (ou
seja, custos adicionais desnecessarios para as empresas) e que existia uma intuigao de que,
se fosse criado um modelo unificado para ambos os problemas, solugbes mais proximas
da solugao 6tima seriam encontradas (reduzindo custos operacionais das empresas). No
artigo de Bell et al., a nova abordagem consistiu de um algoritmo que utiliza relaxacao
lagrangiana para resolver um programa linear misto com cerca de 800 mil varidveis e 200
mil restrigoes, levando a economia de 6% a 10% dos custos operacionais. Por sua vez,
Sarmiento e Nagi [63] defendem exaustivamente a importancia de unificar modelos de
diferentes decisoes nos sistemas de produgao e distribuicao exibindo relatos de diversas
empresas que utilizaram modelos unificados (todos eles baseados em heuristicas) e eco-
nomizaram milhoes de délares em custos operacionais. Além do mais, Sarmiento, Ana e
Nagi comentaram que até aquele momento (1999) néo existiam muitos estudos unindo as
analises de inventario e distribuicao e que nenhuma metodologia para resolugao exata do
problema que fosse tratavel na industria havia sido desenvolvida.

Para verificar o estado da arte das formas de resolucao do IRP, separamos os trabalhos
em trés vertentes: algoritmos exatos, heuristicas e algoritmos de aproximacgao. Para
a referéncia bibliografica das duas primeiras vertentes, buscamos identificar conceitos e
temas que podem ser iteis na area de algoritmos de aproximacao, além de identificar
limitacoes que possam ajudar a comparar os resultados obtidos em aproximagao até o
momento e permitir identificar lacunas no estado da arte do IRP.
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4.1.1 Algoritmos exatos

Algoritmos exatos do IRP nao eram explorados até meados do ano 2000 devido a dificul-
dade de tratar o problema, mesmo para pequenas instancias [31]. Assim, muitos desses
algoritmos envolviam apenas versoes simplificadas do IRP, ou seja, casos especiais do
problema. Por exemplo, em 1984, Federgruen e Zipkin [39] desenvolveram um algoritmo
exato para o IRP com apenas um periodo, utilizando Decomposigao de Benders [19].

Archetti et al. 2007 [9] implementaram o primeiro algoritmo de branch-and-cut do
IRP para o caso com apenas um veiculo, resolvendo instancias de 50 clientes com 3
periodos e 30 clientes com 6 periodos em cerca de 2 horas. Posteriormente, esse resultado
foi melhorado por Solyali e Siiral 2011 [66] utilizando uma formulagao mais forte. A
versao com varios veiculos foi estendida por Coelho e Laporte 2013 [31] e Adulyasak et
al. 2013 [3] a partir do modelo de Archetti et al. As solugoes consistiram na formulagao
do problema como um programa linear inteiro com variaveis acf]t indicando o nimero de
vezes que uma aresta (7, j) no grafo de entrada G é utilizada na rota de um veiculo k em
um periodo ¢ (definindo as rotas de cada veiculo), variaveis yf * indicando se um veiculo &
visitado por um veiculo £ no periodo t e variaveis qf " denotando a quantidade de produto
enviada do depésito ao cliente ¢ utilizando o veiculo k no periodo t. A partir da defini¢cao
dessas variaveis, é possivel modelar um programa linear inteiro com restricoes analogas
do LSP (restri¢des que calculam e mantém a conformidade do inventario do depésito) e
do TSP (restri¢oes de grau de um vértice e de eliminagao de subciclo para cada rota, que
¢ definida por um veiculo k£ e um periodo t).

Apos o trabalho de Coelho e Laporte, o niimero de trabalhos considerando o IRP de
maneira exata se manteve baixo. Em 2016, Desaulniers et al. [35] propuseram uma nova
formulagao matematica para o IRP e desenvolvem, segundo eles, um algoritmo de branch-
price-and-cut que é o melhor dentre os algoritmos de branch-price-and-cut ja vistos até
2016, obtendo solugoes 6timas para diversas instancias grandes que estavam em aberto
até entao. Mais recentemente, em 2019, Archetti et al. [10] resolveram de forma exata o
IRPLR, variante do IRP que, ao invés de minimizar o custo total de distribui¢ao, minimiza
a razao do custo total de distribuicao e a quantidade total de produtos enviada.

4.1.2 Algoritmos heuristicos

As primeiras formas de se resolver o IRP surgiram pela definigdo de heuristicas e na
tentativa de criar politicas de entregas que garantissem uma melhora no trade-off entre o
custo de armazenamento e o custo de distribuicao, integrando o gerenciamento de pedidos
e a entrega de produtos.

Em 1985, Burns et al. [24] compararam as estratégias de direct shipping (fazer uma
entrega por cliente) e de peddling (fazer uma entrega para varios clientes) e desenvolveram
métodos analiticos para calcular pardmetros que sao tteis na avaliacao das tomadas de
decisao no processo de criar as entregas. Os métodos consistem de féormulas matematicas
que, segundo eles, facilitam a analise de sensibilidade da mudanca de algum parametro
do problema, ja que podem ser realizadas por qualquer um com uma simples calculadora,
diferente de um modelo matemético, onde esses parametros sao escondidos das pessoas e
dificultam no entendimento do que esta acontecendo no sistema do fornecedor.
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No mesmo ano, Dror et al. [36] resolveram o problema (retornando as rotas dos vei-
culos de fato, diferentemente de Burns et al.) formulando diferentes programas lineares
inteiros e decompondo o problema em sub-problemas conhecidos, dentre eles o Generalized
Assignment Problem, GAP [58], o VRP e o TSP. Na primeira abordagem, primeiro atri-
buimos os clientes nos periodos utilizando o GAP e, posteriormente, resolvemos o VRP
para cada periodo e o conjunto de clientes selecionado nesse periodo. Na segunda aborda-
gem, atribuimos os clientes em um veiculo de algum determinado periodo e resolvemos o
TSP para cada veiculo. Em cada abordagem, alterou-se levemente a formulacao do GAP
utilizada para gerar o comportamento desejado. Diversos outros estudos consideraram
a ideia de decomposicao do IRP em sub-problemas conhecidos e separacao do IRP em
etapas. Campbell e Savelsbergh [20] citam os trabalhos mais relevantes relacionados a
esse tipo de abordagem até 2002 e desenvolveram uma metodologia de duas fases para
resolver o IRP, tentando escalar essa metodologia para instancias da vida real. A primeira
fase utilizou programacao linear inteira e a segunda fase efetuou o roteamento dos veiculos
com auxilio de heuristicas.

Antes do conceito de gerenciamento da cadeia de fornecimento, era habitual (e ainda é,
em muitos casos) a utiliza¢ao da politica RMI (retailer-managed inventory) onde o cliente
decide a quantidade e o periodo da entrega, fazendo que o fornecedor organizasse apenas as
rotas de distribuigao [62} 12, 57]. Contudo, a nova politica utilizada pelo IRP é a chamada
VMI (vendor-managed inventory) onde o fornecedor conhece o plano de horizonte de
demandas do cliente e administra tanto a criagdo de pedidos (quantidade do produto
e quando entregar) quanto a distribui¢do (criagdo de jornadas de entrega em veiculos).
Uma comparagao entre politicas RMI e VMI pode ser encontrada em [IT] onde Archetti e
Speranza modelam ambas politicas matematicamente e analisam as politicas teoricamente
(provando formalmente que a politica VMI é melhor que a RMI) e experimentalmente
(implementando algoritmos e fazendo testes com instancias de outros trabalhos).

Com relagao as politicas de inventario e estratégias de roteamento, Bertazzi e Spe-
ranza [20] dao uma boa nogao das diferentes politicas e estratégias existentes, algumas
das mais utilizadas e conhecidas sao: Zero Inventory Ordering ZI0, em que um cliente é
reabastecido somente quando seu estoque se torna vazio; Periodic quando toda operacao
(entrega) para um cliente deve ser feita periodicamente dado uma frequéncia fixa; Full
load quando entregas devem ser feitas somente com veiculos lotados; Maxzimum level, ML
quando é definida uma quantidade méxima de estoque que pode ser atingida para cada
cliente; Partition-based quando o conjunto de clientes sao particionados em subconjuntos
e as rotas somente podem visitar clientes dentro de um conjunto destes subconjuntos.
Chan et al. [27] descrevem algumas destas politicas, traz uma boa revisao das politicas
nao estudadas na sua pesquisa, enumerando trabalhos e resultados obtidos até aquele mo-
mento (1998), além de contribuir com um estudo tedrico, provando um limitante inferior
para politicas genéricas e criando uma fixed partition policy e limitantes superiores para
a mesma.

Como existem intimeros trabalhos resolvendo o IRP através de diversos tipos de téc-
nicas e heuristicas, é dificil avaliar qual delas é a mais eficiente e/ou melhor em termos
de qualidade nas solugoes, uma vez que o conjunto de instancias e de restrigcoes conside-
radas pelos trabalhos podem variar muito. Segue uma lista de alguns trabalhos do IRP e
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relacionados, divididos por técnica/metodologia:
e Algoritmos genéticos: Aziz e Mom [14], Sofianopoulou [65], Hiassat et al. [43]
e Busca tabu: Supithak [67], Archetti et al. [§], Seifbarghy e Samadi [64]
e Busca local: Lau et al. [50], Santos et al. [61], Alvarez et al. [7]
e GRASP: Dubedout et al. [37], Guemri et al. [42]

e Outros: Askin e Xia [I3], Abdelmaguid et al. [2], Kheiri [46]

Métodos mais sofisticados em algoritmos heuristicos ainda estao sendo desenvolvidos
como o método de Alkaabneh et al. [6] de 2020, que utiliza Decomposigdo de Benders e
meta-heuristicas para resolver o IRP com produtos pereciveis e custos ambientais.

4.1.3 Algoritmos de aproximacao

Sao poucos os trabalhos que contribuem com algoritmos de aproximagao para alguma
versao do IRP. Nesta secao, listamos todos os trabalhos em que encontramos um algoritmo
de aproximacao para alguma variante do problema. Um resumo dos resultados pode ser
observado na Tabela [4.1]

O primeiro trabalho publicado foi desenvolvido por Fukunaga et al. em 2014 [40]
e oferece as duas primeiras aproximagoes com fator constante para o IRP com apenas
um deposito, demandas deterministicas, plano de horizonte finito e com a restricao de
clientes serem atendidos a partir de uma periodic policy especifica. A primeira é uma
2,55-aproximacao para o caso em que os veiculos possuem capacidade infinita e a segunda
é uma 4,55-aproximacao para o caso em que todos os veiculos possuem uma mesma
capacidade constante. As técnicas utilizadas no desenvolvimento dos dois algoritmos sao
uma simples redugao para o problema chamado Prize-Collecting Vehicle Routing Problem
e arredondamento de PL aleatorio. Vale ressaltar que no trabalho de Fukunaga et al., os
custos de entrega foram modelados através do comprimento da arvore de custo minimo
que conecta o deposito e os clientes envolvidos na entrega. Contudo, segundo os autores,
a aproximacao encontrada também se estende para o caso em que o custo das entregas
sao definidas pelo custo de uma rota minima, dada por uma solucao 6tima de TSP.

O segundo trabalho, desenvolvido no ano seguinte por Nagarajan e Shi [59], ofereceu
o primeiro algoritmo de aproximacao com fator sub-logaritmico para o IRP com um
deposito, demandas deterministicas, plano de horizonte finito e custos de entrega definidos
pelo custo de rotas minimas. Nesse trabalho, nenhuma restricao de politica de entrega
é necessaria e os custos de armazenamento sao generalizados para func¢oes polinomiais.
A modelagem do problema foi unificada com o problema chamado Submodular Joint
Replenishment Problem (SJRP) que, por sua vez, possui a mesma entrada do IRP, embora
os custos de entrega sejam determinados por uma fun¢ao submodular qualquer em funcao

do subconjunto de clientes atendidos na entrega. O algoritmo desenvolvido por Nagarajan
log T
logoi)gT
de horizonte. Nagarajan e Shi comentam que o algoritmo também é uma O(logT)-

e Shi rendeu uma O( )-aproximagcao, onde T é o nimero de periodos do plano

aproximagcao para a mesma versao do problema com custos de armazenamento arbitrarios
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(monotonos) fazendo alguns ajustes no algoritmo. A técnica utilizada por Nagarajan e
Shi é um arredondamento de PL mais sofisticado, construindo o que eles chamam de
shadow intervals associados as variaveis binarias relacionadas a cada demanda (i,t) do
PLI construido (o mesmo enunciado na Subsegao . Em seguida, as demandas sao
particionadas de acordo com estes intervalos e as entregas sao finalmente definidas. Dado
que a formulacao possui um ntmero exponencial de variaveis, parte do trabalho
de Nagarajan e Shi dedica-se a determinar uma forma de resolver a relaxacao linear de
(IRP) em tempo polinomial. Contudo, para o propdsito do algoritmo de aproximacao de
Nagarajan e Shi, bastou provar que a relaxacao pode ser resolvida de forma aproximada
em tempo polinomial para o caso em que a func¢ao de custo das entregas é equivalente ao
custo de um TSP. Para isso, os autores analisam o problema dual da formulagao
(que por sua vez, possui um ntmero exponencial de restri¢oes) e determinam uma rotina
de separagao polinomial para resolver o dual de forma aproximada. No caso da funcao de
custo das entregas ser aquela do SJRP, os autores mostraram que o PL pode ser resolvido
de maneira exata utilizando um oréculo de separacao polinomial.

Visto que o SJRP tem grande relacao com o IRP, vale citar um terceiro trabalho,
desenvolvido por Cheung et al. [30] meses apos o trabalho de Nagarajan e Shi (ainda
em 2015), que apresenta algoritmos de aproximagao para versoes particulares do SJRP,
sao elas: Tree JRP, Laminar JRP e Cardinality JRP. Essas versoes diferem-se pela es-
trutura das fungoes submodulares utilizadas. As modelagens dos problemas sao muito
parecidas com as de Nagarajan e Shi e a técnica utilizada no Tree JRP e Cardinality JRP
também consistiu em arredondamento de PL, proporcionando uma 3-aproximacao e uma
S-aproximacao para esses dois problemas, respectivamente. Para a versao Laminar JRP,
foi desenvolvido um algoritmo exato baseado em programacao dindmica. Dentre as trés
versoes estudadas por Cheung et al., destacamos o Tree JRP, problema também conhecido
pelos nomes de Multilevel JRP [60] e Multi-Level Aggregation Problem [22]. O primeiro
algoritmo de aproximacao para o Tree JRP foi dado por Bechetti et al. 2006 [17], a partir
de uma 2-aproximacao baseada em arredondamento de PL para a versao particular do
Tree JRP com deadlines, ou seja, com custo de armazenamento zero (caso a demanda
seja satisfeita a tempo) ou infinito (caso a demanda seja satisfeita fora do prazo de ex-
piracdo). Para a versdo mais geral do Tree JRP, o primeiro algoritmo de aproximagao
com fator constante foi obtido pela propria 3-aproximacao de Cheung et al. comentada
anteriormente. Logo em seguida, Pedrosa [60] demonstrou que é possivel reduzir o Tree
JRP para o problema chamado Multistage Assembly Problem, que por sua vez, admite
uma 2-aproximagao dada por Levy et al., baseada numa abordagem primal-dual [51], ob-
tendo dessa forma, o melhor algoritmo de aproximacao para o Tree JRP encontrado até
o momento, com fator de aproximagao 2 + € (para um € > 0 arbitrario).

Apos esses trés trabalhos, nenhum outro estudo parecido foi realizado até metade e
fim de 2019. Em maio de 2019, Jiao ¢ Ravi [44] introduzem e desenvolvem as primeiras
aproximagoes para o SIRPFL e o IAP. Nesse trabalho, os autores introduziram todas as
variantes nao capacitadas e capacitadas do SIRPFL e do TAP e forneceram algoritmos de
aproximagao com fator constante para cada versao, utilizando técnicas de arredondamento
de PL. Como comentado por Jiao e Ravi em seu trabalho, a versao nao capacitada do IAP
se resume a resolver um Lot-Sizing Problem com apenas um item, que por sua vez, é pos-
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Tabela 4.1: Melhores fatores de aproximagao encontrados para diversas variantes do IRP

Problema Resultado anterior Melhor resultado

IRP with any (monotone) holding cost O(logT) [59] O(loglog min(N,T)) [23]
IRP with polynomial holding cost O(logigT) B9  O(loglog min(N,T)) [23]
Uncapacitated Periodic IRP - 2,55 [40]
Capacitated Periodic IRP - 4,55 [40]
Capacitated Splittable IAP - 3 [44]
Capacitated Unsplittable IAP - 6 [44]
Uncapacitated SIRPFL 12 [44) 1,488 [25]
Capacitated Splittable SIRPFL 24 [44] 3,236 [25]
Capacitated Unsplittable SIRPFL 48 [44] 6,029 [25]

Tree JRP 3 [30] 2 + ¢ [60]

sivel de ser resolvido na otimalidade em tempo polinomial a partir de uma programagao
dindmica [68]. Ja para as versoes capacitadas do IAP, os autores fornecem os primei-
ros algoritmos de aproximagao com fator constante, obtendo uma 3-aproximacao para
o Capacitated Splittable IAP e uma 6-aproximagcao para o Capacitated Unsplittable IAP,
sendo o segundo algoritmo reduzido a partir do primeiro (veja os detalhes no Capitulo 5.
Estendendo os resultados do IAP, Jiao e Ravi adaptaram as formulacoes matematicas e os
algoritmos de arredondamento para tratar as versoes do SIRPFL, derivando aproximacoes
constantes para o Uncapacitated SIRPFL, Capacitated Splittable SIRPFL e Capacitated
Unsplittable SIRPFL, com fatores de 12, 24 e 48, respectivamente.

No fim de 2019, dois trabalhos melhoraram os resultados obtidos anteriormente. No
primeiro, desenvolvido por Bosman e Olver [23], ¢ desenvolvido um algoritmo de apro-
ximagao que resolve a mesma versao do IRP explorada por Nagarajan e Shi (resolvendo

consequentemente o SJRP) com um fator de O(loglog min (N, T")), exponencialmente me-
logT

loglog T’

resultado, eles utilizaram a mesma formulacao que Nagarajan e Shi, mas associada com

lhor que a antiga O( )-aproximagcao obtida por Nagarajan e Shi. Para obter esse

um problema chamado Submodular Cover Over Time, reduzindo o IRP para esse pro-
blema e desenvolvendo um algoritmo de arredondamento de PL aleatério a partir dele.
No processo de arredondamento, também foi utilizado o conceito de intervalos, contudo,
a estrutura utilizada é totalmente diferente da utilizada no trabalho de Nagarajan e Shi.

No segundo trabalho de 2019, Byrka e Lewandowski [25] melhoram as mesmas versoes
do SIRPFL estudadas por Jiao e Ravi. Neste trabalho, os autores fizeram uma simples
redugao do SIRPFL para uma versao do UFL chamada Per-Client Nondecreasing Concave
Connection Cost Facility Location (NCC-FL), que por sua vez, pode ser reduzida ao
UFL sem perda no fator de aproximacao (ver detalhes em [25]). Na redugao de cada
versao do SIRPFL para o NCC-FL, Byrka e Lewandowski utilizaram como sub-rotina
os algoritmos de aproximacao para as versoes correspondentes do IAP para computar
os custos de conexdo entre cada cliente e depdsito (mais detalhes no Capitulo . A
reducao apresentada por Byrka e Lewandowski rendeu uma 1,488-aproximagao para o
Uncapacitated SIRPFL, uma 3,236-aproximacao para o Capacitated Splittable SIRPFL e
uma 6,029-aproximacao para o Capacitated Unsplittable SIRPFL.
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Capitulo 5

Algoritmo de aproximacao para o
Capacitated Splittable IAP

Neste capitulo, apresentamos uma melhoria na 3-aproximacao para o Capacitated Split-
table TAP de Jiao e Ravi [44], o que permite reduzir o fator de aproximacao do algoritmo
para 2,619 e, como consequéncia direta, melhorar as aproximacgoes das versoes capacitadas
do SIRPFL. Para isso, iniciamos o capitulo com uma revisao das aproximacoes desenvol-
vidas por Jiao e Ravi para as versoes capacitadas do IAP. Em seguida, apresentamos
alguns resultados técnicos do SIRPFL provados por Byrka e Lewandoski [25] e mostra-
mos como é possivel obter algoritmos de aproximagao para o SIRPFL a partir de qualquer
algoritmo de aproximagcao para o IAP. Finalmente, apresentamos a nossa melhoria para
o algoritmo de aproximagao para o Capacitated Splittable TAP e apresentamos as con-
sequéncias desse resultado para o Capacitated Unsplittable TAP, o Capacitated Splittable
SIRPFL e o Capacitated Unsplittable SIRPFL.

5.1 Uma 3-aproximacgao para o Capacitated Splittable
IAP

Como descrito no Capitulo [3] relembre que o IAP ¢ a versao particular do SIRPFL com
apenas um depoésito e um cliente. Considere uma instancia do IAP em que W é o peso
da aresta que conecta o depodsito e o cliente, d; é a demanda do cliente no periodo t e
hs € o custo de armazenamento do cliente por unidade de demanda do periodo s até t.
Definimos H,; = hgd; correspondendo ao custo do cliente armazenar os d; itens de s até t.
Considere também variaveis binarias x cujos valores interpretamos como: z, = 1 caso
a demanda d; seja satisfeita no periodo s e x, = 0, caso contrario. Além disso, seja vy, a
variavel que indica o nimero de vezes que o cliente é visitado no periodo s. O Capacitated
Splittable TAP pode ser formulado como o seguinte programa linear inteiro:
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T T ¢
min Z Wys + Z Z Hgxy
s=1

t=1 s=1

5.a. > =1, t<T (5.1)
s=1
T T ord
sttt
(CS-IAP) P s<T, (5.2)
t=s
Ys 2 Tst, t S T,S S t, (53)
xStZO; t§T78§t
ys € L7, s<T.

As restrigoes garantem que toda demanda deve ser satisfeita antes do seu periodo
de expiracao. As restricoes fornecem um limitante inferior do ntimero de viagens
que podem ser feitas considerando a capacidade do veiculo. As restrigoes sao de-
sigualdades vélidas para o modelo uma vez que impoem a condigao de que, se o cliente
nao é visitado nenhuma vez no periodo s, entao nenhuma demanda pode ser satisfeita no
periodo s.

Seja (x,y) uma solugado 6tima da relaxacao linear da formulagao e, para
cada t < T, defina s; como o maior periodo tal que Zt

S=S¢

Tep > % O algoritmo de

arredondamento de PL proposto por Jiao e Ravi é dado pelo Algoritmo [2|

Algoritmo 2 Regra de visitas para o Capacitated Splittable TAP:

1: Inicialize A <0, S+ 0

2: enquanto existe alguma demanda nao satisfeita faga

3: Seja t uma demanda nao satisfeita que possui o maior s;
4 A+— Au{t}

5 S <+ SU{s}

6 Satisfaca a demanda ¢ no periodo s;

7 para demandas nao satisfeitas com t> s faga

8 Satisfaca a demanda ¢ no perfodo s,

9

: devolve conjunto de periodos de visita S

Uma vez definidos os periodos de visita, é facil alocar as demandas: basta servir uma
demanda t no maior periodo s € S tal que s < t. As demandas em A sdo chamadas de
dncoras no algoritmo de Jiao e Ravi. Note que cada demanda t € A foi satisfeita em s,
e que todas as demandas ¢ que foram satisfeitas em s, possuem s; < s;, uma vez que,
se tivéssemos s; > s;, entao s; seria processado antes da ancora s;. Note também que
todos os intervalos [s;, t] para toda ancora t € A sdo disjuntos entre si, pela construgao
do algoritmo. Por fim, como todas as demandas sao servidas antes da sua data de ex-
piracao, o algoritmo acima devolve uma solugao viavel para o problema. Como vamos
analisar o custo da solugao na préxima secao para o algoritmo melhorado, optamos por
nao reproduzir a analise feita por Jiao e Ravi.
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No trabalho realizado por Jiao e Ravi [44], provou-se que o custo de armazenamento de
uma solugao obtida pelo Algoritmo[2]é no maximo 2 vezes o custo de armazenamento 6timo
da relaxacao linear e o custo de entrega possui no maximo 3 vezes o custo de entrega 6timo
da mesma relaxacao, implicando que o algoritmo dos autores ¢ uma 3-aproximagao. Para
obter uma aproximacgao melhorada, gostarfamos de equilibrar os fatores que multiplicam
o custo de armazenamento e o custo de entrega. Intuitivamente, pode-se querer diminuir
o custo de entrega, embora possivelmente aumentando o custo de armazenamento.

5.2 Uma 6-aproximacao para o Capacitated Unsplitta-
ble IAP

Para obter a 6-aproximacao do Capacitated Unsplittable IAP, Jiao e Ravi demonstraram
que é possivel transformar qualquer solucao viavel do Capacitated Splittable IAP em uma
solucao viavel do Capacitated Unsplittable IAP que gasta no maximo duas vezes o nu-
mero de visitas da solugao do Capacitated Splittable IAP. Mais precisamente, os autores
provaram a seguinte resultado:

Lema 1. Se existe uma p-aproximagao para o Capacitated Splittable IAP, entao eziste
uma 2p-aproximagao para o Capacitated Unsplittable TAP.

Demonstracao. Considere uma solugao viavel do Capacitated Splittable TAP. Para cada
periodo de visita s da solucao, seja D*® o conjunto de periodos das demandas que foram

servidas no periodo s e particione D® nos conjuntos DSSI/2 ={t e D :d <U/2}
e DL, = {t € D* : d, > U/2}. Para cada periodo t em D?, )5, crie uma nova viagem

contendo a demanda d;. Em seguida, atribua as demandas de cada periodo ¢ em D2, /o 1S
viagens criadas anteriormente utilizando uma estratégia gulosa de tal forma que nenhuma
demanda d; seja dividida em duas viagens e que nenhuma viagem possua mais do que U
itens (criando novas viagens, caso seja necessario).

Uma vez que nao alteramos os periodos de entrega das demandas, o custo de arma-
zenamento da solugao nao ¢é alterado. Portanto, para provar o lema, basta mostrar que
o numero de viagens foi, no maximo, dobrado. Denote por n(s) o nimero de visitas re-
alizadas no periodo s pela solugdo original e por n’(s) o numero de viagens obtidas apos
executar o procedimento descrito anteriormente. Mostraremos que n'(s) < 2n(s).

E facil observar que, no fim do procedimento, todas as viagens (com excecdo de no
méximo uma) sao preenchidas com mais da metade da capacidade U. Se nao existirem
viagens com capacidade acima de ¥, entdo n’(s) = n(s) = 1. Caso contrario, a quantidade
de produtos enviadas no periodo s é estritamente maior que (n'(s) — 1) - %, ou seja,
> ieps di > (0/(s) — 1) - §. Mas, uma vez que cada viagem na solucdo original respeita a
capacidade U, entao n(s) > M, portanto, concluimos que n(s) > % Visto que
n'(s) é inteiro, segue que n'(s) < 2n(s) + 1 e, portanto, n'(s) < 2n(s). O

Agora, considere uma (A, A.)-aproximagao para o Capacitated Splittable IAP sendo
um algoritmo de aproximacao bi-fator que devolve uma solu¢ao com um custo de armaze-
namento de no maximo A, vezes o custo de armazenamento 6timo de uma solucao 6tima
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e com custo de entrega de no méximo A, vezes o custo de entrega dessa mesma solugao
6tima. Dado que a prova do Lema [lI| nao altera o custo de armazenamento da solucao
gerada, o seguinte resultado também é vélido:

Lema 2. Se existe uma (Ap, \.)-aprozimagao para o Capacitated Splittable IAP, entdo
existe uma (A, 2A,.)-aproximacao para o Capacitated Unsplittable IAP.

5.3 Algoritmos de aproximacao para o SIRPFL

No trabalho de Byrka e Lewandoski [25], os autores demonstram que é possivel obter algo-
ritmos de aproximacao para cada versao do SIRPFL a partir de algoritmos de aproximagcao
para uma variante do UFL chamada Per-Client Nondecreasing Concave Connection Costs
Facility Location (NCC-FL), algoritmos estes também desenvolvidos pelos autores.

Lembrando que na versao classica do UFL, a entrada contém um conjunto de depo-
sitos F e um conjunto de clientes C e a tarefa é abrir um subconjunto de depdsitos e
conectar cada cliente ao dep6sito aberto mais préoximo. O custo de abrir um depésito j
¢ f; e o custo de conectar o cliente ¢ a um depésito j ¢ a distancia d;;. Neste problema,
supomos que as distancias d;; sao definidas sobre um espago métrico. O objetivo do UFL
¢ minimizar os custos totais de abertura e de conexao.

Jano NCC-FL, a entrada ¢ idéntica a do UFL, com a diferenga que, para cada cliente 1,
contém também uma fungao concava nao decrescente g;. O objetivo ainda é minimizar os
custos totais de abertura e de conexao, mas o custo de conexao entre um cliente ¢ e um
depdsito a distancia z é dado por g;(x). Byrka e Lewandoski mostraram que é possivel
reduzir todas as versoes do SIRPFL para o NCC-FL de forma que uma aproximagao para
NCC-FL implica em uma aproximacao para cada versao do SIRPFL. Primeiramente,
vamos provar a reducao do Uncapacitated SIRPFL para o NCC-FL com o seguinte lema:

Lema 3. Uncapacitated SIRPFL pode ser reduzido ao NCC-FL em tempo polinomial,
preservando o fator de aproximacao.

Demonstracao. Considere uma instancia do Uncapacitated SIRPFL. Para cada cliente
1 € C e deposito j € F, resolva a instancia correspondente do Lot-Sizing Problem que
considera apenas o deposito j e o cliente ¢, com custo w; ; por entrega e tal que armazenar
uma unidade de demanda no inventario do perfodo s a ¢ custa h,. Isso pode ser feito
de maneira 6tima em tempo polinomial [68]. Em seguida, construa uma funcao g;(x)
definindo g;(w; ;) como o valor da solugao obtida para cada depdsito j € F e interpolando
linearmente os demais valores do dominio de g;(x).

E facil notar que gi(x) € uma funcdo concava crescente. Isso segue do fato que a solugao
6tima do Lot-Sizing Problem com custo de entrega z também é uma solugao viavel para
a mesma instancia do problema com custo de entrega « - x para a > 1. Além do mais,
o valor dessa solugao com custo de entrega aumentado é no maximo « vezes o valor da
solugao 6tima da instancia com custo de entrega « - x.

Dessa forma, é possivel resolver uma instancia do Uncapacitated SIRPFL utilizando
um algoritmo para o NCC-FL. Note que, ap6s aplicar o algoritmo do NCC-FL, sabendo
quais sao os depositos abertos, basta utilizar a solucao 6étima calculada pela programacao
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dindmica do respectivo cliente e depésito conectado para satisfazer as demandas de cada
cliente. Dessa maneira, tem-se que o custo da solu¢cao do NCC-FL é igual ao custo da
solucao construida para o SIRPFL e, portanto, o lema segue. O

Dado que existe uma 1,488-aproximagao para o NCC-FL [25], o resultado do Lema
implica no seguinte resultado:

Corolario 1. Existe uma 1,488-aproximacao para o Uncapacitated SIRPFL.

A seguir, provamos outro resultado de Byrka e Lewandowski que proporciona algorit-
mos de aproximagao para ambas as versoes do Capacitated SIRPFL a partir de qualquer
algoritmo de aproximagao da respectiva versao do Capacitated TAP. No lema seguinte,
dizemos que um algoritmo é uma (Af, A\y4,)-aproximacao para o SIRPFL se o custo de
abertura da solugao devolvida ¢ de no méximo Ay vezes o custo de abertura de uma so-
lucao 6tima e a soma do custo de armazenamento e entrega da solucao devolvida é de no
maximo A, vezes a soma do custo de armazenamento e entrega dessa mesma solugao
otima.

Lema 4. Se existe uma p-aproximagao para o Capacitated IAP (versao Splittable ou
Unsplittable), entao existe uma (A, p(1 + 2e~1))-aprozimagio para a respectiva versio
do Capacitated SIRPFL, para todo Ay > 1,6774.

Demonstracao. A abordagem realizada neste caso é parecida com a prova do Lemma [3]
Para cada cliente i € C e depoésito j € F, resolva a instancia correspondente do Capacitated
IAP que considera apenas o deposito j e o cliente ¢ com custo de entrega w;; e custos
de armazenamento dados por h’, utilizando uma p-aproximagio. Note que nao podemos
definir g;(w; ;) como o custo da solugao obtida pelo algoritmo de aproximacao, visto que
a funcao resultante nao seria necessariamente concava.

Portanto, a construgao de g;(x) sera feita de uma maneira ligeiramente diferente.
Primeiro, relembre que uma solugao para o Capacitated IAP (tanto para a versao Splittable
quanto para a Unsplittable) pode ser representada por um conjunto de periodos de visita.
Agora, fixe um cliente 7 e considere uma instancia correspondente do Capacitated TAP
considerando um custo de entrega x tal que armazenar uma unidade de demanda no
inventério do periodo s a ¢ custa h’,. Dada uma solugao S para essa instancia, defina
V' (S, z) como o valor da solugao S com custo de entrega = e A(x) como a solugdo dessa
instancia instancia obtida a partir de uma p-aproximacao para o Capacitated TAP.

Agora, seja F = {1,2,...,n} o conjunto de depositos de uma instancia do Capacitated
SIRPFL e suponha, sem perda de generalidade, que w;; < w;2 < --- < w;,. Note que
para x < y, a solu¢do A(z) é viavel para a mesma instancia do Capacitated IAP com
custo de entrega y. Além disso, o custo dessa solucao para essa instancia com custo de
entrega y é no maximo ¥ vezes mais cara do que o custo dessa solucdo para a instancia
com custo de entrega x, ou, mais precisamente, V(A(z),y) < £-V(A(z),z). A seguir,
construimos uma sequéncia de solucoes. Seja S1 = A(w; ). Para cada j € {1,...,n — 1}
definimos:

g 15 se V(Sj, wijr1) < V(A(wiji1), diji1)),
1 = s
A(w; j11), caso contrario.
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Finalmente, definimos g(w; ;) = V(S;,w; ;) e interpolamos linearmente os valores da
funcao g;(z) para cada j € F. Nesse caso, pode ser observado facilmente que g;(z) é uma
funcao concava nao decrescente. Note também que, cada custo de conexao desta instancia
do NCC-FL é no méximo p vezes o custo de conexao 6timo para o respectivo cliente e
deposito. Portanto, dado que existe uma (\f, 1 +2e~*/)-aproximagao para o NCC-FL [25]
e uma vez que também perdemos um fator p com relacao ao custo de conexao, obtemos
o lema. O]

5.4 Algoritmo melhorado para o Capacitated Splittable
IAP

Para melhorar a 3-aproximacao de Jiao e Ravi, queremos igualar os fatores das contri-
buicoes do custo de armazenamento e do custo de entrega. Na aproximacao melhorada,
usamos o mesmo algoritmo de arredondamento de PL dado pelo Algoritmo [2 com a ex-

t

ce¢ao de que definimos s; como sendo o maior periodo tal que . Tst > @, para algum

s=s
parametro 0 < a < 1. Note que o algoritmo original corresponde a escolha de o = 1/2.
A seguir, analisamos o custo da solugao do algoritmo modificado. Seja (z,y) uma
solugdo 6tima da relaxacdo linear da formulagao (CS-IAP|) e considere uma solugao for-
necida pelo Algoritmo [2] modificado. Primeiro, limitamos o custo de armazenamento com

o seguinte lema:
~ L. 1 T t
Lema 5. O custo de armazenamento da solugio € de no mdximo = >, | > | Hyxy.

Demonstra¢ao. Considere uma demanda qualquer para algum periodo t. Primeiro, nos
analisamos o caso em que t € A. Nesse caso, t é servido no periodo s;, gerando um custo
de armazenamento H,,;. Uma vez que 22:1 Ty = 1, temos que Y ' x4 > 1 — a, caso
contrario, s; nao seria maximal. Uma vez que H, é monotonicamente decrescente em s,
isso implica que

St St t
Hszt<1 - Oé) S Hstt szt S Z Hstxst S ZHstxst- (56)
s=1 s=1 s=1

Agora, supomos que t ¢ A. Seja s’ o ultimo periodo em S tal que ' < ¢t. Nesse
caso, o custo de armazenamento de t é Hy;. Uma vez que t nao foi escolhido para ser
uma ancora, nés sabemos que s; < s'. Mais uma vez, temos que » o', ry > 1 — a, logo,
Zj:1 T > 1 — a. Portanto, como anteriormente, temos que

s’ s’ t
Hs’t(l - Cl/) S Hs’t szt S ZHstxst S ZHstxst~ (57)
s=1 s=1 s=1
Somando ((5.6)) ou (.7 para todo periodo ¢, o lema segue. ]

O custo de entrega da solugao é limitada pelo seguinte lema:

Lema 6. O custo de entrega da solugao é de no mdzximo (1 + é) Zstl Wys.
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Demonstragao. Seja D® o conjunto de demandas satisfeitas no periodo s pelo Algoritmo [2]
O namero de viagens no periodo s € S, digamos n(s), pode ser calculado como

n(s) = {Z %W < %H (5.8)

teDs

Note que os conjuntos D* formam uma particao sobre o conjunto de todas as demandas
do cliente. Logo, o ntmero total de viagens na solugao, digamos n(S5), é

n(S) =3 n(s <ZZ—+1 szt +18| = Z LISl (5.9)

ses seS teDs seS teDs

De acordo com as restrigoes (5.1]) e (5.2)), n6s podemos limitar o primeiro termo do

lado direito de (5.9)) por

T

Zys>ZZ—x5t szt —Zdt. (5.10)

s=1 t=s t=1 s=1 t=1

Para o segundo termo do lado direito de usamos o fato de que |S| = |A|. Por

construgao, os intervalos [s;, t] sdo disjuntos para t cAedt x4>a,logo

=S¢t

éz ZZyS_ ZZ%» LS == 8], (5.11)

s=1 teA S=St teA S=S¢ teA

onde a segunda desigualdade segue pela restri¢ao (5.3)).
Combinando (5.10) e (5.11]) e substitutindo em (5.9), temos que n(S) < (1+2) ST Y

Uma vez que cada viagem gera um custo de W, o lema segue. O]

De acordo com os Lemas [f] e [6], o seguinte lema é imediato:

Lema 7. O Algoritmo@ € uma (ﬁ, 14 é)—apm:m‘magdo para o Capacitated Splittable
IAP.

Para otimizar o fator de aproximagao, igualamos os fatores do custo de armazenamento
e do custo de entrega fixando o = @ ~ 0,618. Substituindo esse valor de a no Lema ,
noés obtemos o seguinte resultado:

Teorema 4. FExiste uma 2,619-aprozimacao para o Capacitated Splittable IAP.

5.5 Consequéncias para problemas relacionados

Se existe uma (A, A\, )-aproximagao para o Capacitated Splittable IAP, entao existe uma
(An, 2\, )-aproximagao para o Capacitated Unsplittable IAP (de acordo com o Lema [2)).
Aplicando o mesmo procedimento do Lema [I] para converter uma solu¢ao do Capacitated
Splittable TAP em uma solugéo viavel do Capacitated Unsplittable TAP e, desta vez, uti-
lizando a nossa (ﬁ, 14+ = ) aproximacao para o Capacitated Splittable TAP, obtemos o

seguinte resultado:
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Lema 8. Existe uma (ﬁ, 2+ %)—apmxz’mag:do para o Capacitated Unsplittable IAP.

_ V171
- 4

Otimizando os fatores de aproximagao fixando « ~ 0.781, o seguinte resultado

¢ imediato:
Corolario 2. Existe uma 4,562-aprozimacgao para o Capacitated Unsplittable TAP.

Além do mais, se existe uma p-aproximacao para o Capacitated IAP, entao existe uma
(As, p(1 + 2e7*1))-aproximagao para o Capacitated SIRPFL (de acordo com o Lema .
Logo, escolhendo o valor de Ay de maneira apropriada e, para cada aproximacao melhorada
obtida para o Capacitated IAP, obtemos os seguintes resultados:

Corolario 3. Existe uma 2,905-aproximagao para o Capacitated Splittable SIRPFL.

Corolario 4. Existe uma 4,649-aproximacao para o Capacitated Unsplittable SIRPFL.
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Capitulo 6

Algoritmos de aproximacao para o
Capacitated Tree JRP

Neste capitulo, apresentamos os primeiros algoritmos de aproximagao com fator constante
para o Capacitated Tree JRP. A primeira fase de nossos algoritmos é baseada no algoritmo
de arredondamento de PL para o Tree JRP desenvolvido por Cheung et al [30], que
é utilizado para realizar o agendamento de entregas e decidir em que periodos serao
realizadas entregas. Na segunda fase, executamos um algoritmo de roteamento de entregas
distinto para cada versao do problema, que decide quantos e quais clientes farao parte de
cada entrega.

Iniciamos o capitulo revisando o algoritmo de Cheung et al. Em seguida, descrevemos
dois algoritmos para o Capacitated Tree JRP. Primeiro, apresentamos uma 6-aproximagao
com um procedimento de roteamento mais simples e que vale para a versao Splittable do
problema apenas. Depois, melhoramos esse algoritmo utilizando um procedimento de
roteamento ligeiramente mais elaborado e obtendo uma 5-aproximacao que vale tanto
para a versao Splittable quanto para a versao Unsplittable do problema.

6.1 Uma 3-aproximacao para o Tree JRP

Considere uma instancia do Tree JRP. Denote por D o conjunto de todos os pares (i,t)
com dy > 0 e defina o valor fixo H!, = hi,d;, i.e., H., ¢ o custo de armazenar os d;
itens do periodo s até ¢ por um cliente i. Considere também varidveis binérias z’, cujos
valores interpretamos como: %, = 1 caso a demanda (i,t) € D seja satisfeita usando uma
entrega no periodo s e !, = 0, caso contrario. Além disso, considere variaveis binarias y/
interpretadas como: y/ = 1 se o vértice j foi visitado no periodo s e y/ = 0, caso contrario.
Segue a formulagao de programacao linear inteira de Cheung et al. para o Tree JRP [30]:
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min Z ZK Yl + Z Z Lt

JjeV(T) s=1 (i,t)eD s=1
s.a. ngt =1, (i,t) € D (6.1)
(T-JRP) =1
rl, <yl (i,t) € D,s < t,j € path(i) (6.2)
yl, vy € {0,1}, (i,t) € D,s < t,j € V(T). (6.3)

As restrigoes garantem que todas as demandas sao entregues antes dos seus
periodos de expiragao. As restrigoes garantem que, para a demanda (7, t) ser entregue
no periodo s, todos os vértices no caminho path(i) devem ser visitados no periodo s e,
além do mais, caso um vértice j nao seja visitado em s, entdo nenhuma demanda (i,t)
tal que j € path(i) pode ser satisfeita em s. As restrigdes definem o dominio das
variaveis.

O problema dual da relaxacao linear da formulacao é denotado por . Ele é
usado na anélise do fator de aproximagao do algoritmo de arredondamento proposto.

(i,t)eD
5.4. B <Hi+ Y L3 (i,t) e D,s <t (6.4)
jEpath(i)
(D-T-JRP) L .
> > Li<K, s<T,jeV(T) (6.5)

1:jEpath(i) t=s

L7 >0. (i,t) € D,s <t,j€V(T) (6.6)

O procedimento de arredondamento do algoritmo considera apenas os valores das
varidveis 3/ da relaxagio linear de de forma a obter os periodos em que cada
vértice serd visitado. Uma vez decididos os vértices que serao visitados em cada periodo,
basta satisfazer cada demanda (i,t) no maior periodo s < ¢ tal que i é visitado.

O algoritmo de arredondamento inicia criando entregas na raiz r em todos os periodos
s < T tais que o intervalo (32°_1 47 3°*_ 4] contém um inteiro. Para os demais vértices,
utilizando qualquer percurso da arvore 7 em pré-ordem, criam-se tentativas de entrega
para cada j € V(T)\ {r} em cada periodo s tal que (325"} i, >2°_ 4/] contém um
inteiro. Seja j' o pai do vértice j (que ja foi processado pela construgao do algoritmo).
Para cada tentativa de entrega s do vértice j, criam-se no maximo duas entregas em j (se
existirem), sao elas: no ultimo periodo de entrega de j' em [1, s| e no primeiro periodo de
entrega de j' em (s,7T]. A Figura ilustra o procedimento de arredondamento para os
trés primeiros vértices de uma arvore. O pseudocddigo do algoritmo de arredondamento
de PL proposto para o Tree JRP por Cheung et al. ¢ dado pelo Algoritmo [3]
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@ 1,0 | 0,6 @ 0,6 | 0,2 @ 0,8 | 0,2 | 0,2 @ 0,5 | s
1 L0 9 16 3 22 4 24 5 32 4 34 7 36 g 41 g
(a) Criagao de entregas para a raiz r.

— (I — ()< Gh—

@ 0,3 | 0,3 (v) 0,3 | 0,1 (v) 0,8 | 0,1 | 0,2 (v) 0,5 | S
1 03 9 06 3 09 4 1,0 5 18 5 19 - 21 g 26 ¢
(b) Criacao de entregas para um vértice j filho de 7.

— K >
@ 0,1 0,2 8 0,3 | 0,1 e 0,2 | 0,1 | 0,2 e 0,3 | s

03 3 06 4 07 5 09 5 1,0 7 12 g L5 g

N +

1 0,1
(c) Criagao de entregas para um vértice k filho de j.

Figura 6.1: Exemplo do procedimento de arredondamento de PL. de Cheung et al. para
a criacao de entregas. Nesse exemplo, o plano de horizonte é de 8 periodos. Os circulos
pontilhados representam as tentativas de entrega para determinado vértice e os circulos
continuos representam as entregas definitivas. Os valores acima de cada intervalo repre-
sentam os valores das variaveis 4/, por exemplo, yt = 0,8, yi =0,1 e y5 =0,2. Os valores
abaixo de cada intervalo representam os valores acumulados das varidveis y/ ao decorrer
do plano de horizonte.

Algoritmo 3 Algoritmo de arredondamento de PL para o Tree JRP:

1: Resolva a relaxagao linear de (T-JRP) e obtenha (z,y)
2: para cada periodo s de 1 até T faca

3 se o intervalo (321 y7 37°_ 4] contém um inteiro entéo

4: Crie uma entrega em r no periodo s

5: para cada no j € V(T) \ {r} em pré-ordem faca

6: para cada periodo s de 1 até T" faga

7: se o intervalo (3277} »7, 32 _ %] contém um inteiro entéo

8: Crie uma tentativa de entrega em j no perfodo s

9: para cada periodo s que contém uma tentativa de entrega de j faga
10: se existe uma entrega para pai(j) em (s,7| entao

11: Crie uma entrega em j na primeira entrega de pai(j) em (s, T
12: se existe uma entrega para pai(j) em [1, s] entao

13: Crie uma entrega em j na ultima entrega de pai(j) em [1, s]

14: Satisfaca cada demanda (7,t) na entrega mais proxima com relagao a t que contém i

Para provar que o Algoritmo [3| sempre devolve uma solugao viavel para o problema, é
necessario provar o seguinte lema:

Lema 9. Para cada vértice j € V(T) e intervalo de periodos [s,t] onde S _ vyl > 1, o
Algoritmo @ cria uma entrega no vértice j em algum periodo em [s,t].
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Demonstragao. Primeiramente, mostramos a seguinte propriedade da solugao 6tima (z, y):
para cada par de vértices j e j' tal que j° € path(j) e qualquer periodo u, temos que
yl < y{:. Para isso, considere um vértice j nao folha com filhos C. Observe que, para
cada perfodo u, temos que y} = maxgec y¥, caso contrario, seria possivel diminuir o valor
da fungao-objetivo diminuindo y/ e mantendo a viabilidade da solugao. Portanto, para
cada par de vértices j e j' tal que j' € path(j) e qualquer periodo u, temos que y/ < yJ .
Levando isto em consideracao, vamos provar o lema por inducao na profundidade do né j:

Caso base (nd raiz): Para qualquer intervalo [s, ] onde >.'_ v/ > 1, o intervalo
(Zi;ll yr, 2221 yr] contém um inteiro. Portanto, por construgao do algoritmo, uma en-
trega na raiz deve existir em algum periodo em [s, t].

Passo de indugao: Considere um vértice j e qualquer intervalo [s, ¢] tal que ZZ:S vl > 1.
Seja 7' o pai do vértice j. Uma vez que 3/, < y{Z para todo u, temos entao que ZZ:S y{Z > 1.
Usando a hipotese de inducao, temos que existe uma entrega para o né j' em algum pe-
riodo em [s, t|; vamos chamar este periodo de w'. Assim como no caso base e, pelos passos
do Algoritmo [3], temos que existe uma tentativa de entrega para j em algum periodo em
[s,t]; vamos chamar este periodo de u. Escolhendo u' como a entrega de j' mais proxima
de u que esta contido em [s, t], sabemos que o algoritmo criard uma entrega em u’, porque
o algoritmo cria entregas em ambos os lados da tentativa de entrega em u. Dessa forma,
o passo de indugao esté provado e, portanto, o enunciado do lema segue. O

Vamos continuar a prova da viabilidade do Algoritmo Para isso, considere uma
demanda qualquer (i,t) € D. De acordo com as restrigoes e , concluimos que
2221 v} > 1. Logo, pelo Lema EL existe uma entrega para ¢ em algum periodo em [1, ],
implicando que todas as demandas sao satisfeitas antes dos seus periodos de expiracao e
portanto, a solucao dada pelo algoritmo ¢é de fato viavel para o Tree JRP.

Com relagao ao custo da solugao, separamos a analise do custo de entrega e do custo
de armazenamento. Para limitar o custo de entrega, provamos o seguinte lema:

g ; 5 izi T (1) gy
Lema 10. O custo de entrega da solug¢ao do Algomtmo@ € de no mdzimo 2y > iy KVl
. , A ‘o T
Demonstragao. De acordo com o Algoritmo |3} o no raiz ¢ visitado no maximo |>_, _, v |
o o T :
vezes e os demais nos sao visitados no maximo 2[) . _, v/ | vezes, uma vez que realizamos
no maximo 2 entregas para cada tentativa de entrega de j. Uma vez que cada visita a um
vértice j incorre em um custo de KU), usando os limitantes para cada vértice e somando

para todos os vértices, obtemos o lema. O

Com relagao ao custo de armazenamento, mostramos que o custo de armazenamento
da solucao do Algoritmo |3| ¢ de no maximo Z(i HeD B}, o valor 6timo da solugao do

problema dual (D-T-JRP)).

Lema 11. O custo de armazenamento da solugao do Algoritmo [3 é de no mdzrimo
Z(i,t)eD BZ'

Demonstra¢ao. Para cada demanda (i,t) € D, considere o conjunto de entregas que
servem (i,t) de maneira fracionéaria, de acordo com a solugao (x,y) da relaxacao linear

de (T-JRP)), i.e., o conjunto de periodos s tal que z’, > 0. Seja s; o menor periodo desse
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conjunto de entregas fracionarias. Dizemos que [s1,t] é o intervalo ativo da demanda
(i,t). Assim, se xst >0, entdo s > sy evale S\ zf =1

$=81 S
Uma vez que 2% , > 0, temos que, por folgas complementares, a restricao do problema

s1t
. : : i _ gy
dual correspondente a esta variavel ser justa, ou seja, By = H} ,+ € path(i) let Dado que

as variaveis L /', 30 ndo negativas, temos que H! , < Bj. Entretanto, sabemos que H}, é

st
monotonicamente decrescente em s, logo, para qilalquer periodo s no intervalo ativo de
(i,t), temos que H!, < B{. Logo, para provar o lema, basta mostrar que existe uma entrega
para i no intervalo ativo da demanda (i,t). Pela propria definigdo de um intervalo ativo
e pelas restricoes e (6.2), temos que Zi:sl y’ > 1. Portanto, utilizando o Lema@
sobre o intervalo [sq, ], temos que existe alguma entrega em 7 no intervalo ativo de (i,t),

como desejado. O

Finalmente, de acordo com os Lemas [10] e [11] e pelo fato de que as solugoes 6timas da
relaxacao linear de ((I-JRP) e do problema dual (D-T-JRP) serem limitantes inferiores

para a solugao 6tima do Tree JRP, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 5. O Algoritmo 3 € uma 3-aprozimagao para o Tree JRP.

6.2 Uma 6-aproximacao para o Capacitated Splittable
Tree JRP

Assim como o algoritmo de Cheung et al., nosso algoritmo é baseado em arredondamento
de PL. A seguir, denote por 7; a sub-arvore maximal de 7 enraizada em j € 7. No PL
misto abaixo, temos uma varidvel inteira 3/ que indica o ntimero de vezes que o vértice j
¢ visitado no perfodo s. Além disso, temos uma variavel racional z, que representa a
fragao dos d;; itens da demanda (i,t) € D que é satisfeita por uma entrega no periodo s.
Uma solugao para o programa abaixo é um limitante inferior para o valor de uma solugao
6tima de qualquer versao capacitada do Tree JRP.

min Z ZK Yl + Z Z Lot

JEV(T) s=1 (i,t)eD s=1
s.a. ngt =1, (i,t) € D (6.7)
s=1
(CT-JRP) why <y, (i,t) € D,s < t,j € path(i) (6.8)

Z Z _xst < yga s < T7] < V<T> (69)

y € 7t x>0, (i,t) € D,s <t,j€V(T) (6.10)

A principal diferenca da formulagao acima para a versao sem capacidades descrita na
secao anterior é a adicao das restrigoes . Elas limitam o ntmero de vezes que cada
vértice j deve ser visitado no periodo s em funcao do nimero de demandas servidas no
periodo.



47

Nosso algoritmo consiste de duas etapas. Na primeira, determinamos em que periodos
serao agendadas entregas e quais clientes participarao de entregas nos periodos, no qual
realizamos um procedimento parecido com o do algoritmo do Tree JRP apresentado an-
teriormente. Para isso, utilizamos uma sub-rotina de arredondamento de Cheung et al.,
mas adaptada para . Na segunda, para cada periodo, determinaremos quan-
tas entregas e quais clientes serao incluidos em cada entrega, utilizando um algoritmo de
roteamento.

Agendamento de entregas. Dada uma solugao 6tima da relaxacao linear, determi-
naremos em que periodos cada vértice sera visitado. Primeiro, criamos um conjunto de
entregas tentativas. Para cada j € V(T), criamos uma entrega tentativa em todo periodo
s€{1,2,...,T} tal que o intervalo (32°_1 ¢/ 3°°_ 4J] contém um inteiro. Intuitiva-
mente, podemos pensar que o total de entregas fracionarias 3/ acumuladas entre duas
entregas tentativas consecutivas é de no maximo um. Depois, selecionamos entregas defi-
nitivas. Escolhemos as proprias entregas tentativas para a raiz r e processamos os demais
vértices j iterativamente em um percurso pré-ordem. Seja j' o pai do vértice j (que ja foi
processado antes pelo algoritmo). Para cada entrega tentativa em um periodo s, escolhe-
mos no maximo duas entregas definitivas em j: no ultimo periodo de entrega definitivo
de j' em [1, s] e no primeiro periodo de entrega definitivo de j' em (s, T].

Roteamento de entregas. Para cada periodo s, queremos construir um conjunto de
entregas incluindo os vértices com entregas agendadas nesse periodo. Note que uma
entrega corresponde a uma subarvore enraizada em r e que varias entregas diferentes no
mesmo periodo podem conter vértices diferentes. O algoritmo construiré todas as entregas
simultaneamente processando a arvore de maneira bottom-up, i.e., processamos os vértices
de T que tém entrega agendada em s em um percurso em pds-ordem.

Para uma folha i de 7T, que corresponde a um cliente, seja s’ o periodo da proxima
entrega agendada para i, ou 7'+ 1 se nao houver. A demanda acumulada de ¢ no periodo
s & definida como D$ := Y7 "'d;,. Criamos [[l)]s
cada e, possivelmente, uma entrega parcial com o niimero de itens restantes da demanda,

diga-se, R;.

| entregas cheias para ¢ com U itens

Para um vértice interno j, definimos Dj como a soma das demandas residuais Rj de

seus filhos ¢. Analogamente, neste caso combinamos as entregas parciais dos filhos em L%j
entregas cheias e, possivelmente, uma entrega parcial com o restante da demanda, ;. Na
etapa de combinar as entregas parciais dos filhos em entregas cheias, devemos combina-
las na ordem em que cada filho foi processado na arvore (este detalhe sera importante
quando formos analisar o algoritmo). Por simplicidade, se um vértice j nao tiver entrega
agendada para um perfodo s, definimos Dj := 0 e R} := 0.

O pseudocodigo do procedimento de roteamento de entregas ¢ dado pelo Algoritmo [4]
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Algoritmo 4 Roteamento de entregas para o Capacitated Splittable Tree JRP:

1: para cada periodo s de 1 até T faga

2 para cada n6 j € V(7) em pos-ordem faga

3 se j é folha entao

4 Crie L%j entregas cheias e guarde a demanda residual em Rj
5: senao

6 D3 <0

7 para cada filho ¢ de j faca

8 D3 « Di + R;

9 Crie L%j entregas cheias e guarde a demanda residual em R}
10: se I?) > 0 entao

11: Crie uma entrega para a demanda residual em R;

Agora analisamos a viabilidade da solugao gerada pelo algoritmo. Para isso, precisa-
mos demonstrar que o algoritmo de arredondamento de Cheung et al., quando aplicado
ao programa (na etapa de agendamento de entregas), visita cada cliente i antes
de cada demanda nao nula, i.e., se d; > 0, entao existe uma entrega em ¢ em um periodo
s com s < t. Para isso, podemos utilizar o mesmo resultado do Lema |§| do Tree JRP. E
necessario provar que a solugao 6tima da formulagao ((CT-JRP) possui a mesma proprie-
dade da solucao 6tima da formulacao com relagao as varidveis y?, assim como foi
considerado na prova do Lema |§| Para a formulacao (CT-JRP)), a prova da propriedade
¢ ligeiramente mais complicada que a prova original, como segue:

Lema 12. Eziste uma solu¢ao dtima (x,y) para a relazacao linear de (CT-JRP) tal
que, para cada par de vértices j e j' com j' € path(j) e para cada s € {1,2,...,T},
vale y) < yi'.

~ . ~ ., . -/ L
Demonstrag¢ao. Considere uma solucao viavel tal que y/ > ¢/. Vamos provar que é
. .. . ., . v . .. ~ .
possivel diminuir a variavel y! para y/ e manter a viabilidade da solu¢ao. Como reduzir o
valor de 3/ s6 pode diminuir o valor da fungao-objetivo, isso ¢ suficiente para demonstrar
o lema.

. . . T d; j T d; i
Como j' € path(j), temos T; C Tjr, dai 3~y 1)y Doims T st < ZieV(le)nN s TETY

PR L 3’ T dis i ' :
Como o segundo termo ¢ limitado por ¥/, temos que ZieV(Tj AN 2utes T T < YL . Por
.~ . . . . . ; i/
tanto, a restrigao continua satisfeita se substituirmos o valor de y/, por v/ .
Além disso, como 7T; C 7, sempre que temos uma restricao z?, < y/ da forma
. ) o . ., . -
em que y/ aparece, também temos uma restricao da forma 2!, < yJ . Mas como y! > y/,
podemos diminuir o valor de y/ para y/ de forma que todas as desigualdades continuem

satisfeitas. n

O proximo lema (que é uma adaptagao do Lema |§| de Cheung et al.) afirma que
ha, pelo menos, uma entrega agendada em cada intervalo cujo nimero fracionario de
demandas acumulado seja superior a um. A prova desse lema é idéntica a prova do Lema
9], com a excecao de que utilizamos o Lema[I2] para provar a propriedade da soluc¢ao 6tima

da formulagao (CT-JRP).
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Lema 13. Seja j um vértice de T e [s,t] um intervalo de periodos tal que Ztu:s yl > 1.
O algoritmo de agendamento cria uma entrega no vértice j em algum periodo em |[s,t].

Agora, considere uma demanda (i,t) € D. De acordo com as restrigoes e ,
concluimos que Zizl y) > 1. Logo, pelo Lema , existe uma entrega para i em algum
periodo em [1,¢], o que implica que todas as demandas sao satisfeitas antes dos seus
periodos de expiracao. Isso é suficiente para demonstrar que o algoritmo cria uma solucao
viavel, ja que cada entrega criada pelo algoritmo de roteamento em um periodo s que
passa por um vértice j serve todas as demandas de clientes descendentes de j de periodos
a partir de s e até a proxima entrega. Além disso, toda entrega criada respeita o limite
de capacidade de U itens.

Em seguida, analisaremos o custo da solucao gerada. Para limitar o custo de arma-
zenamento, comparamos com o valor 6timo do problema dual, da mesma forma como foi
realizado no trabalho de Cheung et al. Para isso, considere o problema dual da relaxagao

de (CT-JRP):
max Z B;
(i,t)eD
sa. Bj<H,+ > Li+ Y, —”MJ (i,t) e D,s < t (6.11)
(D—CT—JRP) jEpath('L) ] ’LGV(T)
> ZL;@ < KW — MJ, s<T,jcV(T) (6.12)
i:jEpath(i)

L7 > 0, M7 > 0. (i,t) e D,s <t,7€V(T) (6.13)

Usando folgas complementares e o Lema podemos limitar o custo de armazena-
mento da solucao gerada da mesma maneira como foi realizada no Lema[I0} Dessa forma,
o seguinte lema segue:

Lema 14. O custo de armazenamento € de no mdximo Z(i HeD Bi.

A analise do custo de entrega é mais elaborada. Observe que o algoritmo de agenda-
mento implica que o nimero de periodos em que uma entrega é agendada é LZZZI yr |
para a raiz e no maximo 2| Y ._, y}| para os demais vértices. No entanto, como uma
entrega tem capacidade limitada, um vértice pode ser visitado miltiplas vezes no mesmo
periodo. Estimamos o ntimero de vezes que um vértice é visitado a partir do Lema [15]
A ideia do lema é limitar a quantidade de vezes que cada vértice j é visitado em funcao
do menor nimero de entregas cheias possiveis de acordo com as demandas acumuladas
associadas a subarvore de j.

Lema 15. Seja n} o nimero de vezes que um vértice j € visitado pelo algoritmo no

periodo s. Para todo j € V(T), vale nj < inGV(T)ﬂN UJ + 2.

Demonstragdao. Seja ni o numero de entregas cheias que passam por j no perfodo s no
momento imediatamente apos processarmos o vértice j no algoritmo. Iremos mostrar por

indugao na altura do né j que nj = inev(ﬂﬁ I L()]J Quando j é uma folha, temos que
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ineV(Tj )N %J = L%J, entao, neste caso, o lema vale pela construcao do algoritmo de
roteamento.

Considere agora um vértice interno j com filhos C. Relembre que cada entrega cheia
que passa por um né filho também passa por j e que todas as entregas parciais dos nos
filhos sao combinadas para formar L% entregas cheias e, potencialmente, mais uma
entrega parcial com Rj itens. Portanto, o nimero de entregas cheias que passa por j no

periodo s é

leC
D:| | D
= S + — |,
‘ U U
tec |iev(T)nN | L
_ Dl | e B
‘ U U ’
tec |iev(TnN | L

onde a penultima igualdade vale pela hipotese de inducgao e a tltima igualdade vale pela
definigao de Dj. Multiplicando os dois lados por U, obtemos

U-ﬁj:ZU. Z % +U'{ZeeUchJ

lec 1€V (Te)NN
=2 | > Di-R |+ Ri-R)
leC \ieV(T,)NN leC
s s ZiEV(T-)ﬁN Df
= Y Di-R=U- { - .
i€V (T;) NN

Isso completa a inducao.

Além das entregas cheias que passam por j criadas até a iteragdo que processamos
J no algoritmo de roteamento, podemos ter entregas parciais para entregar os R} itens
restantes para clientes descendentes de j que serao combinados com outras demandas
residuais em algum vértice posterior a j com relacao ao percurso da arvore realizado pelo
algoritmo. Contudo, dado que combinamos as demandas residuais dos filhos na ordem
do percurso em pos-ordem utilizado pelo algoritmo, temos que os R; itens restantes de j
estao divididos em no maximo duas entregas. Portanto, nj < nj + 2 e o lema segue. [

Com o auxilio do Lema ¢é possivel provar o seguinte resultado:
Lema 16. O custo de entrega é no mdzimo 53y, S KUyl

Demonstracao. Fixe um vértice j e defina §; como o conjunto de perfodos em que é
realizada alguma entrega j. Utilizando o resultado do Lema|[I5] o nimero total de entregas
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que incluem j, diga-se n;, ¢ limitado por

D _ T
ny < Saes, (Sievimnn % +2) = Sieviyow Dim % 28, (6.14)

onde a igualdade vale por construcao do algoritmo de roteamento e pode ser verificada
usando indugao na altura de j em 7. Observe que por construgao do algoritmo de
agendamento temos que

28 < 22| S0 v <40

Entéo resta limitar o valor do termo de (6.14]) com a soma. Somando-se todas as restrigoes
do tipo do programa linear para todo ¢ e utilizando Y% _, 2%, = 1 pela restricdo (6.8),

T
Zs 13/; >Zs IZZEV THNN Lat= sd_ﬁtﬂ
t
= zzGV T)NN Zt 1 Ly Zs:l Tl
- EZGV T, NN Zt 1 Ft

Juntando os dois limitantes e somando para todos os vértices, obtemos o lema. O
Como o valor 6timo do PL é um limitante para o 6timo, os Lemas [14] e [L6] implicam:
Teorema 6. FExiste uma 6-aproximacgao para o Capacitated Splittable Tree JRP.

Demonstragao. Seja PL* o valor 6timo da relaxacao linear de (CT-JRP]). Somando os
custos de armazenamento ¢ de entregas dados pelos Lemas [14] e [I6] o valor da solucao ¢é
no maximo

IR I

(3,t)eD JEV

=PL* +5 > ZK y)

JEV(T
< PL*+5PL* = 6PL*. L]

6.3 Uma 5-aproximacao para o Capacitated Unsplitta-
ble Tree JRP

O algoritmo de roteamento apresentado na subse¢ao anterior permite que uma demanda d;
seja dividida em vérias entregas, tornando o algoritmo valido apenas para a versao Split-
table do Capacitated Tree JRP. A seguir, apresentamos uma adaptagao do algoritmo de
roteamento anterior de forma que toda demanda d;; seja entregue em uma tnica entrega.

Da mesma maneira que o algoritmo anterior, o novo algoritmo construira todas as
entregas simultaneamente de maneira bottom-up, ou seja, utilizando um percurso em pds-
ordem da arvore.
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Roteamento de entregas melhorado. Para uma folha ¢ de 7, que corresponde a
um cliente, seja s’ o periodo da proxima entrega agendada para i, ou T+ 1 se nao
houver. Defina D] como o conjunto de demandas acumuladas no periodo s, ou seja,
defina D} ={(i,t) € D:s <t <s —1}. Em seguida, particione D; em duas partes:
D ={teD;:dy <U/2} e D; ={te D;:dy>U/2}. Para cada periodo t em D;,,
crie uma entrega parcial contendo toda a demanda d;;. Depois, atribua as demandas de
cada periodo t em D; nas entregas parciais criadas antes iterativamente de tal forma que
nenhuma demanda d;; seja dividida em duas entregas e que nenhuma entrega possua mais
do que U itens (criando novas entregas parciais, caso seja necessario). E facil observar
que, no fim do procedimento, todas as entregas parciais (com exce¢ao de no maximo uma)
serao preenchidas com mais da metade da capacidade U. Por fim, crie entregas definitivas
para as entregas parciais preenchidas com mais da metade da capacidade U e guarde as
demandas da entrega parcial com menos da metade da capacidade U no conjunto R;.
Para um vértice interno j, definimos D; como a uniao de todos conjuntos das demandas
residuais 17} de seus filhos £. Como no algoritmo anterior, também combinamos as entregas
parciais dos filhos, embora neste caso consideramos que cada conjunto de demandas R;
de um filho ¢ deva ser adicionado inteiramente em uma mesma entrega. Fazemos isso
utilizando a mesma estratégia para um noé folha: criamos entregas parciais alocando
demandas residuais iterativamente nas entregas parciais criadas anteriores ou criando
uma nova entrega parcial, caso seja necessario. Novamente, criamos entregas definitivas
para cada entrega parcial com mais da metade da capacidade U ocupada e guardamos as
demandas da entrega parcial com menos da metade da capacidade U no conjunto R;.
Apobs processar todos os vértices da arvore, criamos uma entrega definitiva para a
entrega parcial com menos da metade da capacidade U obtida na raiz, se ela existir. Por

simplicidade, se um vértice j nao tiver entrega agendada para um periodo s, definimos
Di:=0eR;=0.

A seguir, explicamos com mais detalhes a estratégia gulosa utilizada no algoritmo.
Primeiro, descrevemos o procedimento para criar entregas na etapa que processamos oS
nos folhas da arvore. Considere o conjunto de entregas parciais criadas a partir do conjunto

i pelo algoritmo. Para cada perfodo ¢ em D;_, adicione d; na entrega parcial com a
menor quantidade de itens, se a demanda couber nessa entrega parcial, caso contrario,
crie uma nova entrega parcial contendo d;;. Um pseudocodigo deste procedimento é dado
no Algoritmo

O procedimento de criagao de entregas para nés internos é analogo com relacao ao
Algoritmo , com a excegao de que processamos as demandas acumuladas de Dj agrupadas
pelas demandas residuais 7} de cada filho ¢ e por nao haver a necessidade de particionar
as demandas nos conjuntos Dj, e D;_, dado que toda demanda residual R; ja possui
carregamento menor ou igual que %, pela construcao do Algoritmo |5 O pseudocddigo do
procedimento para nos internos ¢ dado no Algoritmo [6]

Finalmente, o novo algoritmo de roteamento completo ¢ dado no Algoritmo [7]



Algoritmo 5 Criagao de entregas para nos folhas:

Entrada: Conjunto de demandas acumuladas D] de uma folha 7 em s.
Saida: Conjunto de demandas R; correspondente a demanda residual de ¢ em s.

CriaEntregasFolhas(Dy)

1 Dy« {(i,t) € Dj : dip < G}

2: Df, < {(i,t) € Dj : dyy > %}

3. para cada demanda (i,t) € D;, faga

4: Crie uma nova entrega parcial contendo a demanda (i, t)

5. para cada demanda (i,t) € D; faga

6: W <« quantidade de itens da entrega parcial menos carregada
7 se W +d; < U entao

8: Adicione a demanda (i,t) na entrega parcial menos carregada
9: senao

10: Crie uma nova entrega parcial contendo a demanda (3, t)
11: W < quantidade de itens da entrega parcial menos carregada

12: se W < % entao

13: R? < demandas da entrega parcial menos carregada

14: senao

15:  Ri+ 0

16: devolve R;

Algoritmo 6 Criacao de entregas para noés internos:

Entrada: Conjunto de demandas residuais D} de um no6 interno j em s.
Saida: Conjunto de demandas R} correspondente a demanda residual de j em s.

CriaEntregasInternas(D?)

1: Crie uma nova entrega parcial vazia

2: para cada filho ¢ de j faga

3 W <« quantidade de itens da entrega parcial menos carregada

4 se W + Z(ivt)eRng; d;; < U entao

5: Adicione as demandas em R na entrega parcial menos carregada
6 senao

7 Crie uma nova entrega parcial contendo as demandas em R
8: W <« quantidade de itens da entrega parcial menos carregada

9: se W < % entao

10: R; < demandas da entrega parcial menos carregada

11: senao

122 RS ()

13: devolve R;
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Algoritmo 7 Roteamento de entregas para o Capacitated Unsplittable Tree JRP:

1: para cada periodo s de 1 até T faga

2 para cada n6 j € V(7) em pos-ordem faga
3 se j é folha entao

4 R; < CriaEntregasFolhas(Ds3)

5: senao

6 Ds 0

7 para cada filho ¢ de j faca

8 D; + DU R;

9

RS < CriaEntregasinternas(D5)

10: se R: # () entao
11: Crie uma nova entrega parcial para as demandas em R}

A analise do custo de entrega é semelhante aquela feita para a 6-aproximacao. Mais
uma vez, queremos estimar o ntimero de vezes que um vértice ¢ visitado em funcao do
nimero minimo de entregas cheias possiveis de acordo com as demandas associadas a
subéarvore de j. Contudo, desta vez, limitamos essa quantidade de visitas por duas vezes
o numero minimo de entregas mais um, na forma do lema seguinte.

Lema 17. Seja n} o nimero de vezes que um vértice j € wvisitado pelo algoritmo no
periodo s. Para todo j € V(T), vale nj < [23 7,y (1 )nn Z(i’t)eD; b _QZ(i,t)eR; |41,

Demonstragdo. Seja nj o ntmero de entregas com carregamento acima de % unidades
que passam por j no periodo s no momento imediatamente apds processarmos o vértice j

no algoritmo. Também, defina L3 = Dj \ R}, ou seja, L é o conjunto de demandas

pertencentes as viagens com carregamento acima de % criadas pela estratégia gulosa ao

processar o vértice j no periodo s. Mostraremos por inducao na altura do né j que

=S d; d;
nj < [2 ZkeV(Tj)ﬂN Z(i,t)eD,@ T =22 iner: T

s
J

., dir __ dit
Quando j é uma folha, temos que 3, cy 1)y Z(i,t)eD;; % = Z(i,t)eD]s. . A quan-
tidade de produtos enviada no periodo s por viagens com carregamento acima de % é
s U

= s
J 27

. . — . ) —3 X Q — L. .
estritamente mailor que n ou seja, Zw)eL? diy > ;- 5. Como n; € inteiro,

] dit | _ dit d;
n; < LQ Z(i,t)eL. FJ - LQ E(z’,t)eD; U 2 Z(i,t)eR; FJ

3
Entao, neste caso, o lema vale pela construgao do algoritmo de roteamento.

Considere agora um vértice interno j com filhos C. Relembre que cada entrega com

carregamento acima de ¥ que passa por um né filho também passa por j e que cada

2
entrega com carregamento menor ou igual que % dos nos filhos sao combinadas para

formar, digamos, m} entregas com carregamento acima de % e, potencialmente, mais uma
entrega com carregamento menor ou igual que % para os itens em R;. A quantidade de

produtos enviadas no periodo s por viagens com carregamento acima de % originadas pela

U

combinagao das demandas residuais dos filhos ¢ estritamente maior que mj - 3, ou seja,
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Z(Z feL: dit > mj - Q , logo, temos mj < 22 iters % Portanto, utilizando a hipdtese

de indugao, podemos limitar o nimero de entregas com carregamento acima de < que
passam por j no periodo s como

=S __ oS s
n; = E N, +mj

Lec
d; d;
S Y T EeY Hey
LecC keV (Te)NN (i, t)eDS (i,t)ER; (i,t)EL;
d; d;
2y XY EeY Y Fe X ﬁ— 2 T
LeC keV/( )ﬁN(lt)€D5 LeC (it)ERS (i,t)eD? (it)ERS
2y Y Y Py Y ey Y g s
LeC keV (Ty)NN (3, t)eDS LteC (z t)eRS LeC (i, t)eRS (1) ERS
-2 ¥ Y Ee Y
keV (T; mN(zt)eDS (i,t)ERS

onde a segunda desigualdade segue da definigao de L; e a segunda igualdade, da defini¢ao

de D;. Como nj & inteiro, temos que n; < LQ D keV(T)NN 2o(i)e )eDs de 2> un eR: iJ, o
que Completa a mdugao.

Além das entregas com carregamento acima de % que passam por j, podemos ter
entregas parciais para entregar os itens das demandas em R] restantes para clientes des-
cendentes de j que serao combinados com outras demandas residuais em algum vértice
processado depois de j no percurso da arvore realizado pelo algoritmo. Contudo, neste
caso, garantimos que as demandas restantes em R; sao entregues em exatamente uma
entrega, pela construcao do algoritmo. Portanto, n;<nj+1leo lema segue. ]

Com o auxilio do Lema [17] é possivel provar o seguinte resultado:
Lema 18. O custo de entrega é no mdzimo 43,y ST KWyl

Demonstragao. Fixe um vértice j e seja S; o conjunto de periodos em que é realizada
alguma entrega em j. Utilizando o resultado do Lema [17] o ntimero total de entregas que
incluem j, diga-se n;, é limitado por

d;
ny < Ses, (|2 Zvevimon Saneny % =2  oen: %] +1)
< ZSGS~ (2 Zi’ev (T;)NN Z(i t)eDS, #) + |S |

T d
_227,6‘/ THNN -1 o 1Sl

onde a igualdade vale por construcao do algoritmo de roteamento e pode ser verificada
usando inducao na altura de j em 7. Limitando as parcelas do lado direito da desigualdade
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acima de maneira aniloga como na prova do Lema [16], obtemos

T it
n; <2 zz‘eV(ﬁ)nN > et d? + |51
<2 2?:1 yg +2 Estl yg
=4 Zle yﬁ.

Uma vez que cada visita a um vértice j incorre em um custo de K), usando o limitante
acima e somando para todos os vértices, obtemos o lema. O

Como o valor 6timo do PL é um limitante para o 6timo, os Lemas [14] e [18] implicam:
Teorema 7. Existe uma 5-aproximacgao para o Capacitated Unsplittable Tree JRP.

Visto que uma solucao viavel para o Capacitated Unsplittable Tree JRP também é
uma solugao viavel para o Capacitated Splittable Tree JRP e dado que o valor 6timo da
relaxagao linear de também é um limitante inferior para o custo da solugao
6tima do Capacitated Splittable Tree, o resultado abaixo é direto:

Teorema 8. Existe uma 5-aproximacao para o Capacitated Splittable Tree JRP.
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Capitulo 7

Consideracoes finais

Nesta dissertagao, estudamos o Inventory Routing Problem sob a perspectiva de algorit-
mos de aproximacao. Observamos que a literatura para este problema é muito reduzida
na area de algoritmos de aproximacao, resumindo-se a aproximacoes sub-logaritmicas
para a versao mais geral do IRP [59] 23] e algumas aproximacgoes constantes para sim-
plificagdes do IRP, mais especificamente, para uma versao periddica do IRP [40], para
o SIRPFL [44, 25] e para o Tree JRP [30]. Uma questdo em aberto para o IRP tra-
dicional é se ele admite aproximagao com fator constante, ou se a analise do algoritmo
sub-logaritmico do melhor resultado encontrado é justa.

Nossa primeira contribuigao é a melhora de um algoritmo de aproximacao para o IAP,
versao particular do SIRPFL com apenas um cliente e um deposito. Para a versao do
IAP chamada Capacitated Splittable IAP, melhoramos a 3-aproximacao de Jiao e Ravi [44]
para um fator de 2,619. Como consequéncia direta desse resultado, reduzimos os melhores
fatores de aproximagao do Capacitated Unsplittable IAP de 6 para 4,562, do Capacitated
Splittable SIRPFL de 3,236 para 2,905 e do Capacitated Unsplittable SIRPFL de 6,029
para 4,649.

Como o SIRPFL é o primeiro problema a estender o IRP de forma aproximada com
varios depositos (apesar de forma simplificada) e pelo IAP estar diretamente relacionado
com o SIRPFL, acreditamos que o TAP merece uma maior atengao, uma vez que nao exis-
tem outros trabalhos para o IAP além do realizado por Jiao e Ravi. Uma alternativa para
encontrar melhores aproximagoes para o IAP é desenvolver novos algoritmos utilizando
outras técnicas além do arredondamento de PL. Como a formulagao matematica do AP
¢é relativamente simples, uma possivel abordagem para construir um novo algoritmo de
aproximagcao que acreditamos ser promissora é a técnica primal-dual. Outro ponto a se
considerar, com relagao ao nosso algoritmo melhorado, é verificar se a anélise que fizemos
para a nossa versao do algoritmo ¢é justa.

Nossa segunda contribuicao é o desenvolvimento dos dois primeiros algoritmos de apro-
ximagcao para versoes do Tree JRP com capacidades de entrega, mais especificamente, uma
primeira 6-aproximacao para o Capacitated Splittable Tree JRP e uma 5-aproximacao para
os problemas Capacitated Splittable e Capacitated Unsplittable Tree JRP. Nossas aproxi-
macoes sao baseadas na 3-aproximacgao de Cheung et al. para o Tree JRP sem capaci-
dades [30] e, embora exista uma 2-aproximagao para esse problema [60], ndo sabemos se
é possivel adaptar esse algoritmo para resolver a versao capacitada, assim como foi feito



o8

com o algoritmo de Cheung et al.

Observamos que a nossa b-aproximacao vale tanto para a versao Splittable quanto para
a Unsplittable e nao sabemos se a segunda é mais facil de aproximar do que a primeira.
Uma vez que uma solugao para a versao Splittable é menos restrita do que uma solucao
para a versao Unsplittable, uma possibilidade é projetar um algoritmo que explore o fato
de uma demanda poder ser dividida em varias entregas. Outra opgao é verificar se é
possivel refinar a analise feita para a 6-aproximagao do Capacitated Splittable Tree JRP
ou melhorar o algoritmo de roteamento, ja que é razoavel pensar que um algoritmo de
roteamento que busca criar entregas cheias deveria proporcionar solugoes melhores do que
um algoritmo que nao efetua entregas cheias pela impossibilidade de dividir uma demanda
em varias entregas. Algumas variantes interessantes também podem ser consideradas,
como uma versao de Tree JRP com varios depositos e capacidades, assim como o SIRPFL,
ou até mesmo uma versao de Tree JRP na auséncia da arvore 7 como entrada, o que,
por sua vez, aproximaria a versao tradicional do IRP.

Por fim, esperamos que este trabalho possa ajudar a aumentar o interesse nos Inven-
tory Routing Problems e em algoritmos de aproximacao para pesquisadores de pesquisa
operacional e areas afins, visto que ainda existem assuntos nao resolvidos do problema na
area de algoritmos de aproximacao e diversas possibilidades de estudo iniciadas e levan-
tadas neste trabalho.
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