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RESUMO

A propagacao de ondas eldsticas em uma estrutura estd diretamente relacionada as proprie-
dades mecanicas dos materiais e da geometria constituinte da mesma. Sabe-se que estruturas
periddicas possuem caracteristicas particulares, principalmente quando se refere a questdao da
propagacdo de ondas. Por exemplo, é possivel criar bandas de frequéncias onde ndo ocorre
a propagacdo de ondas. Este fendmeno é denominado como regido de banda proibida, sendo
mais conhecido pela expressdo na lingua inglesa band gap. Tal conceito foi apresentado inicial-
mente em estudos envolvendo a teoria eletronica de bandas no dominio da fotnica e s6 depois
implementado em aplicacdes mecanicas. Mais recentemente, pesquisas sobre alteracdes em es-
truturas periddicas ou quasi-periddicas demonstraram uma oportunidade de investigacdo dos
modos topoldgicos, bem como os modos de defeito. Este trabalho restringe-se a investigacao
dos modos de defeito, aqui sendo caracterizado a partir da quebra da periodicidade do cristal
fononico. O sistema da estrutura mostra-se sensivel as alteragdes da periodicidade. Portanto,
pode-se encontrar tanto modos isolados onde a vibragdo € concentrada, como variagdes nos ni-
veis de atenuacdo das ondas. Assim, serd investigada a influéncia da alteracdo dos parametros
da geometria e dos materiais constituintes de apenas uma célula unitaria formadora dos cristais
fononicos, ou seja, trata-se da inser¢do de uma célula defeituosa na estrutura unidimensional.
Para os cristais fondnicos bidimensionais (modelados pela inclusdo de espalhadores cilindricos
de Al,O3 em uma matriz de resina epoxi), o defeito seré criado a partir da remog¢do de algumas
inclusdes. As andlises computacionais serdo realizadas utilizando o Método do Elemento Es-
pectral (SEM), para os cristais fondnicos unidimensionais e o Método de Expansdao em Ondas

Planas (PWE), para os casos bidimensionais.

Palavras-chave: Estruturas periddicas; cristais fondnicos; modos de defeitos; quebra da perio-
dicidade.



ABSTRACT

The propagation of elastic waves in a structure is directly related to the mechanical properties
of the materials and its constituent geometry. It is known that periodic structures have particular
characteristics, especially when it comes to the issue of wave propagation. For example, it is
possible to create frequency bands where wave propagation does not occur. This phenomenon
is called region of prohibited band, being better known by the expression band gap. This con-
cept was initially presented in studies involving electronic band theory in the field of photonics
and only later implemented in mechanical applications.. This concept was initially presented in
studies involving electronic band theory in the field of photonics and only later implemented
in mechanical applications. More recently, research on changes in periodic or quasi-periodic
structures has demonstrated an opportunity for investigation into topological modes as well as
defect modes. This work is restricted to the investigation of defect modes, here it is charac-
terized by breaking the periodicity of the phononic crystal. The structure system is sensitive
to changes in periodicity. Therefore, one can find both isolated modes where the vibration is
concentrated, and variations in the levels of attenuation of the waves. Thus, the influence of
changing the parameters of the geometry and of the constituent materials of only one unitary
cell forming phononic crystals will be investigated, that is, it is the insertion of a defective cell
in the one-dimensional structure. For two-dimensional phononic crystals (modeled by the in-
clusion of Al,Os3 cylindrical scatteres in an epoxy resin matrix), the defect will be created by
removing some inclusions. The computational analyzes will be performed using the Spectral
Element Method (SEM), for one-dimensional phononic crystals and the Plane Wave Expansion
Method (PWE), for two-dimensional cases.

Keywords: Periodic structures; phononic crystals; defect modes; break of periodicity;
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao

De modo geral, a periodicidade sempre despertou interesse e serviu como alicerce
para o desenvolvimento de formulacdes e no préprio entendimento dos conceitos de fisica.
Por exemplo, Sir [saac Newton através das investigagdes que resultaram no livro Principia, foi
um dos primeiros a estudar estruturas periddicas, uma vez que tentou determinar a velocidade
do som no ar utilizando um modelo de sistemas massa-mola acoplados que simbolizavam o
meio de propagacdo (BRILLOUIN, 1953). Ademais, na natureza podemos encontrar arranjos
periédicos como os favos de mel que formam as colmeias, Fig. 1.1 (a)'. Quando comparada com
outros poligonos que tém o encaixe perfeito (como sobreposicdes de tridngulos, quadrados e
retangulos), estruturas de formato hexagonal sdo mais eficientes, principalmente quando se trata
do aproveitamento de drea, bem como a relacdo com a quantidade de matéria a ser armazenada.

Fato que limita o gastos dos recursos (cera) (HALES, 1998).

Outro exemplo sdo as teias de aranha, que podem ser classificadas em alguns tipos,
esses dependem das espécies de aranhas e suas peculiaridades. Normalmente sdo classificadas
em: teias de folhas, emaranhadas, triangulares e esféricas. Frequentemente encontradas e mais
comuns em jardins, as teias esféricas (Fig. 1.1 (b) 2) sdo confeccionadas pelas aranhas tece-
l1as de orbe e podem ser entendidas como uma estrutura com periodicidade radial (BITTEL,
2011). Grosso modo, plantacdes também podem ser vistas sob o olhar da periodicidade (Fig.
1.1 (¢)). Alguns beneficios que a aplicacdo desse tipo de estratégia traz implicam na redugio
da disseminagdo de pragas, assim como traz mais facilidade para o processo de colheita. Outro
caso interessante é relatado no estudo de Oliveira et al. (2011), onde observou-se o aumento
da produtividade de zonas reflorestas, isso deve-se ao fato de intercalar faixas de eucalipto com

plantas de espécimes nativas.

@ ® ©

Figura 1.1 — Periodicidade na natureza: (a) arranjo hexagonal dos favos de mel; (b) teia de ara-
nha do tipo orbe (esférico); (c) vista aérea de plantacoes.

Disponivel em: <http://www.crnl.org.br/972191_16739182/>. Acesso em: 01 de jul. 2020
Disponivel em: <http://origens.org/teias-de-aranha-e-design-inteligente/>. Acesso em: 16 de jul. 2020
3 Disponivel em: <https://www.pinterest.pt/pin/615656211535798486/>. Acesso em: 16 de jul. 2020
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Muitos sistemas de engenharia também sdo formados a partir da repeti¢do de ape-
nas um elemento (ou fragdo) que compde a estrutura; essa fracao pode ser definida como célula
unitdria. Sendo assim, o sistema composto por tal caracteristica € classificado como uma es-
trutura periddica. Mencionando aplica¢des que envolvem esses componentes tem-se: trilhos de
linhas férreas na inddstria ferrovidria, como mostrado na Fig. 1.2 (a)*; sistemas de dutos para
transporte de fluidos na drea de recursos hidricos, bem como na industria de petréleo e gés;
cascos de navios e submarinos, na drea naval; fuselagem de aeronaves, apresentado na Fig. 1.2
(b)5; em construcdes civis tem-se o Estddio Nacional de Brasilia “Mané Garrincha”, que de
maneira simplificada pode ser entendido como uma constru¢do com padrdo de repeticdo radial,
apresentado na Fig. 1.2 (¢); no campo da geracdo de energia elétrica, tem-se a distribuicdo de

painel solares, Fig. 1.2 (d)’, dentre outros diversos exemplos.

Figura 1.2 — Periodicidade em projetos de engenharia: (a) trilhos de trens; (b) estrutura da fu-
selagem de uma aeronave; (c) vista aérea do Estddio Nacional de Brasilia “Mané
Garrincha”; (d) arranjo de painéis solares para geracao de energia elétrica.

A partir dos anos 1930, diversas pesquisas foram desenvolvidas envolvendo estru-
turas periodicas no campo da fisica do estado sélido e de Optica das ondas. Estas estruturas sé
passariam a ser chamadas de cristais fotdnicos depois de passadas algumas décadas (BENISTY;
WEISBUCH, 2006). Tratando-se disso, Brillouin (1953) foi um dos pesquisadores pioneiros e

4

Disponivel em: <https://image.freepik.com/fotos-gratis/trilhos-de-trem_44895-16.jpg>. Acesso em: 30 de jul.
2020
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30 de jul. 2020
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concebeu muitos dos conceitos difundidos e utilizados atualmente. Cristais fotdnicos sdo cons-
tituidos por arranjos periddicos, possuindo como caracteristica fundamental a propriedade de
controlar e limitar a propaga¢do das ondas eletromagnéticas. Essa peculiaridade acontece em
fun¢do do fenomeno do band gap. Band gaps sdo definidos como uma faixa de frequéncia na
qual as ondas ndo se propagam (LAUDE, 2015), na Fig. 1.3 (a) tem-se um exemplo de uma
arranjo da fibra de cristal fotonico, a torcdo em espiral oferece caracteristicas adicionais para
controle da perda de transmissdo, dispersdo e o estado de polarizacdo da luz em fibras Opticas
(WONG et al., 2012).

O equivalente aos cristais fotdnicos para ondas mecanicas sao denominados de cris-
tais fondnicos. Nesse caso, as caracteristicas periddicas podem estar atreladas a variacdo das
propriedades mecanicas como: densidade e mdédulo de Young, mas também podem ocorrer em
fungdo dos parametros geométricos. Tais altera¢des criam uma impedancia mecanica de uma
para outra secdo da estrutura. Assim, sabe-se que o band gap também é influenciado pelas

dimensdes da estrutura, nos cristais ocorrendo mais facilmente em médias e altas frequéncias.

(© (d)

Figura 1.3 — Exemplos de: (a) fibra 6ptica de cristal fotonico (BERAVAT et al., 2016); (b) cris-
tal sonico formado a partir da composicdo de espalhadores cilindricos verticais
(SPIOUSAS et al., 2015); (c) cristal fononico bidimensional atuando como guia
de onda (GKANTZOUNIS; FLORESCU, 2017); (d) metamaterial composto pelo
acoplamento de ressonadores sobre um placa metdlica (BILLON et al., 2019).

Além do mais, outros tipos de estruturas periddicas similares aos cristais fondnicos
sdo: cristais sOnicos (baseados em estruturas eldsticas que interagem com o ar) € 0s metama-
teriais (consistindo no acoplamento de ressonadores em outros elementos como barras, vigas,

placas, ...). O trabalho de Spiousas et al. (2015), brevemente representado na Fig. 1.3 (b), con-
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sistiu em criar a ilusdao de proximidade de uma fonte sonora, criada pela colocacio de um cristal
sonico entre a fonte € um ouvinte, uma vez que o cristal sonico € um obstdculo formado por
espalhadores cilindricos densamente compactados. Gkantzounis e Florescu (2017) identifica-
ram modos guiados em cristais fononicos 3D estruturalmente desordenados (Fig. 1.3 (c)). Os
metamateriais trazem consigo uma propriedade interessante e muito investigada no controle de
vibragdo e ruido, ja que os ressonadores t€m a capacidade de serem sintonizados para uma de-
terminada frequéncia. Billon et al. (2019) projetaram um metamaterial adaptativo baseado na
combinacao de partes metdlicas e poliméricas altamente dissipativas, nesse caso as propriedades

mecanicas do polimero dependem tanto da temperatura quanto da frequéncia (Fig. 1.3 (d)).

1.2 Revisao Bibliografica

Métodos analiticos e numéricos foram desenvolvidos para avaliar o comportamento
de estruturas periddicas, usualmente visando a verificagdo da estrutura de banda (diagrama de
dispersdo) e a resposta forcada do sistema. Alguns exemplos de trabalhos que utilizam-se de
tais métodos para avaliar as estruturas periddicas sdo: a Teoria de Espalhamentos Muiltiplos
(Multiple Scattering Theory - MST), utilizada por Page et al. (2005) para ajustar e determi-
nar a dispersdo de pulsos ultrassonicos em cristais fondnicos 3D. Para andlise da estrutura de
banda e transmissao de ondas elasticas de cristais fonOnicos 2D, o Método dos Elementos de
Contorno (Boundary Element Method - BEM) foi usado pelo Li et al. (2018). Outros métodos
também foram utilizados como: Diferencgas Finitas no Dominio do Tempo (Finite-Difference
Time-Domain - FDTD) por Hsieh et al. (2006) e Kafesaki et al. (2000); Método dos Elementos
Finitos (Finite Element Method - FEM) por Wu et al. (2011); Vasseur et al. (1994) e Yao et al.
(2009) aplicaram a Expansao de Ondas Planas (Plane Wave Expansion - PWE) para diferentes
tipos de defeitos pontuais em chapas finas. Kafesaki et al. (2000) e Deng et al. (2019) estuda-
ram defeitos lineares em cristais fondnicos 2D utilizando-se de diversos métodos matematicos
e numéricos. Miranda Jr et al. (2019) consideraram a teoria das placas finas de Kirchhoff-Love
e estudaram a influéncia de matrizes periddicas acopladas a ressonadores locais (multi-DOF)
pelo método PWE e pelo método de Expansdo em Ondas Planas Estendido (EPWE).

Assim como os primeiros estudos sobre estruturas peridédicas comegaram no campo
da fotdnica, com os cristais fotdnicos, os primeiros estudos envolvendo defeitos foram nessa
area. Em 1998, Rouhani et al. (1998) investigaram a estrutura de bandas fotonica e eletronica
de um de guia de onda semelhante a um “pente”, no qual ramos laterais foram enxertados ao
longo de uma guia de onda bidimensional. O guia de ondas periddico, apresenta a abertura na
largura de bandas onde ndo ha propagacio de ondas, mostrando a presenca de band gaps que
se originam tanto em fun¢do da periodicidade do sistema, quanto dos estados ressonantes dos
ramos enxertados (que nessa caso desempenham o papel de ressonadores). Grandes band gaps
em algumas faixas de frequéncia especificas puderam ser encontrados considerando uma es-

trutura periddica composta por dois ou mais guias de ondas sucessivos que diferem por suas
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caracteristicas fisicas. Quando um ramo de defeito causado por um comprimento diferente era
inserido no guia de ondas, observava-se a existéncia de modos localizados no interior da faixa de
frequéncia correspondente aos band gaps. Esses modos localizados, também chamados de de-
feito aparecem como picos estreitos e de grande amplitude no espectro de transmissao. Rouhani
et al. (1998) ainda sugeriu que a fabricacdo de tais guias de ondas poderia ser muito util, al-
guns exemplos de dispositivos propostos seriam de filtragem ou de multiplexacio 8. No entanto,
essas aplicacdes estavam mais particularmente ligadas em estruturas integradas de frequéncias

opticas.

Munday et al. (2002) desenvolveram um guia de onda acustico 1D que consistiu
na modulag@o do diametro da secdo transversal. Assim, a estrutura periddica do guia de onda
€ composta por células unitarias de duas se¢oes, compreendendo no total cinco (5) repeticoes.
O defeito foi causado pela modificacio do comprimento da se¢do de maior didmetro da cé-
lula unitdria central. Com a inser¢@o do defeito, pode-se observar a presenca de picos estreitos
(modos propagantes) no interior dos band gaps. Uma desvantagem dessa caracteristica de ser
estreito implica na falta de robustez nos modos de defeito. Consequentemente, pequenas in-
consisténcias nas secdes transversais do guia de ondas perturbam a condi¢do de interferéncia e
fazem com que frequéncias ligeiramente diferentes passem pelas outras partes do guia de on-
das, mostrando a alta sensibilidade do sistema. Resultados numéricos e experimentais foram
apresentados para comparagdo. Além disso, Bria e Djafari-Rouhani (2002) apresentaram uma
andlise tedrica para controle de ruido e filtros a partir da ocorréncia de reflexdo omnidirecio-
nal em cristais fondnicos, onde frequéncias em uma largura de banda podiam ser atenuadas ou

mesmo nao propagadas.

Ja o trabalho de Shelke et al. (2014) abordou a avaliacdo do efeito da distribuicao
regular e irregular de redes fondnicas nas ondas actsticas, juntamente com a investigacao dos
fendmenos de reflexdo e refracdo das ondas para padrdes especificos de cristais sdnicos. Esses
consistem de uma matriz quadrada de hastes cilindricas de PVC alocados numa matriz de ar,
utilizou-se um modelo formulado pelo MEF. Através da Fig. 1.4 (a) € possivel observar que
grande parte das ondas ndo consegue transpassar o cristal sonico, uma vez que, em funcao das
interferéncias destrutivas, os band gaps ocorrem em certas faixas de frequéncia. No entanto,
quando o defeito € inserido pela remocdo do cilindro de PVC situagdo no centro da estrutura
(Fig. 1.4 (b)), observa-se que a regiao do defeito concentra energia, fazendo com que menos
ondas consigam transpassar o obstdculo. E no dltimo caso, Fig. 1.4 (c), encontra-se a estrutura
atuando como um guia de ondas, uma vez que a propagac¢do € favorecida apenas no canal onde

os cilindros de PVC foram removidos.

8 Técnica utilizada para permitir que mais de uma mensagem ocupe 0 mesmo meio de transmissio.
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() (b) ()

Figura 1.4 — Modelos de cristal sonico 2D (a) sem defeitos; com defeitos: (b) pontual central;
(c) defeito linear (SHELKE et al., 2014).

Focando no defeito linear para estruturas 2D, Fan et al. (2012) avaliou guias de
onda acusticos com mudangas de dire¢do abruptas (curvatura de 90°). Verificou-se nas simu-
lagdes que as ondas acusticas se propagavam apenas ao longo da dire¢do favorecida através
do canal caracterizado pelo defeito, significando que as ondas apresentam modos localizados,
evitando também grandes perdas de transmiss@o por possiveis interacdes com outros elementos

(inclusoes).

Sabe-se que quebra da periodicidade em um cristal fondnico gera modos de loca-
lizados no interior dos band gaps, estes sdo excitacdes localizadas em torno dos préprios ele-
mentos caracterizadores do defeito. Deste modo, estruturas com tais caracteristicas geralmente
levam a algumas aplicacOes especificas. Explorando isso, Lv et al. (2013) e Qi et al. (2016) (Fig.
1.5) utilizaram-se de um cristal fondnico 2D para implementar um sistema de colheita de ener-
gia, este sendo composto pelo acoplamento um elemento piezoelétrico ao local onde ocorreu
a quebra da periodicidade, ou seja, a remog¢do de uma inclusdo cilindrica. A utilizagc@o de de-
feitos em estruturas periddicas 1D também € largamente utilizada em aplicacdes que envolvem
colheita de energia (energy harvesting) (HUANG et al., 2014). Pennec et al. (2010) apresentam
um artigo de revisdo onde discorrem sobre diversos exemplos de defeitos em cristais fondnicos

bidimensionais.
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Figura 1.5 — Sistema de metamaterial actstico e modo de onda do defeito concentrado. Adap-
tado de Qi ef al. (2016).

1.3 Objetivos

O principal objetivo desta dissertacdo € investigar e modelar alguns tipos de defeito
em cristal fondnicos usando o método do elemento espectral, para casos unidimensionais, €
o método de expansdo em ondas planas, para casos bidimensionais. Para este fim, andlises
analiticas e numéricas serdo realizadas. Os resultados consistirdo na avaliacdo dos diagramas
de dispersao, respostas forcadas baseadas na transmissibilidade e na interpretacao dos modos

de onda, quando houver a possibilidade.

Os objetivos especificos desenvolvem-se pela caracterizagdo dos tipos de defeitos
para os cristais uni e bidimensionais. O defeito serd causado pela quebra da periodicidade:
modificando parametros geométricos como comprimento e didmetro; modificando um material
constituinte de uma célula unitaria; combinacdo da modificacdo de parametros geométricos e
de material para casos 1D. Para casos 2D, o cristal fondnico é formado por 25 inclusdes cilin-
dricas de Al,O3 (rede quadrada com 5x5) embutidas em uma matriz de resina epoxi. A quebra
da periodicidade serd avaliada a partir da remog¢ao dessas inclusdes, os padroes de remoc¢ao
serdo: pontual (diametro da inclusdo central sobre modificagcdes, apresentando uma reducio do
valor do didmetro inicial); reto (uma linha de inclusdes é retirada); obliquo (as inclusdes sdao
removidas em uma forma de “S”), esses dois ultimos tipos de defeito foram um canal no cristal

fonOnico.

1.4 Estrutura do Trabalho

Esta dissertacdo estd dividida em 4 capitulos. Uma breve introdugao sobre estruturas
periddicas que motivam este trabalho e uma revisdo bibliografica descrevendo pesquisas sobre

defeitos em cristais fondnicos foi apresentada neste primeiro capitulo.

No segundo capitulo, a formula¢do do método dos elementos espectrais (SEM) e
matriz de transferéncia € apresentada para os cristais fondnicos unidimensionais, tanto para te-

oria de barra elementar como para a teoria de viga de Euler-Bernoulli. A formulagao tradicional
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do método de expansdao em ondas planas (PWE) € apresentada para um caso particular de cristal

fononico 2D, bem como a formulagdo mais detalhada para os casos envolvendo defeito.

Os resultados sdo apresentados no terceiro capitulo. Observa-se os exemplos de
defeito nas estruturas com as variacdes dos tipos de defeitos em fun¢do dos pardmetros geomé-
tricos, de material e de posicao da célula defeituosa na estrutura. Nos casos 1D, na forma de
diagramas de dispersdo comparando as células unitdrias sauddveis e defeituosas e pela trans-
missibilidade. Além dos diagramas de dispersao, a representacdo dos modos de onda de Bloch
€ apresentada para cristais fononicos 2D, uma vez que por limitacdo do método empregado ndo

€ possivel obter a resposta forcada.

No quarto capitulo estdo as conclusodes, propostas para trabalhos futuros e as publi-

cacdes que foram realizadas durante o periodo desta dissertacao.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Conforme j4 mencionado na introdugdo, a periodicidade nas questdes que nos ro-
deiam sempre foi instigante. Do ponto de vista matemaético, Floquet (1883) definiu a base para o
estudo de estruturas periddicas, uma vez que foram propostas solucdes analiticas para equacoes
diferenciais ordindrias (EDO) com coeficientes periddicos. Bloch (1928) ampliou estes funda-
mentos para fungdes com periodicidade tridimensional, o que a transformou em uma solugao
mais robusta. Deste modo, generalizando estas formulagdes, o teorema de Bloch-Floquet pode
ser aplicado na matriz de transferéncia e a partir disso encontra-se um autoproblema, cujas so-
lucdes s@o os nimeros de onda. Assim, pode-se determinar os diagramas de dispersao, onde o
comportamento das ondas na estrutura é observado. Ondas podem ter um cariter propagante ou

evanescente, além disso € possivel verificar os efeitos causados pelo limite de Bragg.

2.1 Teorema de Bloch-Floquet

Considerando um sistema constituido por células unitérias distribuidas ao longo de
apenas uma direcdo, aqui sendo representada pelo eixo x (Fig. 2.1). Cada célula unitéria tem
comprimento L. e pode ser subdividida em outros elementos. A estrutura se comporta como
um soélido elastico linear e é simétrica em relacdo ao plano perpendicular ao eixo x. Sabe-se
que cada célula unitaria se acoplada as adjacentes relacionando-se em funcdo de um vetor de
deslocamento u e um vetor de for¢a F (LAUDE, 2015).

-

Figura 2.1 — Representacdo da estrutura do cristal fondnico unidimensional constituido por cé-
lulas unitérias distribuidas ao longo da dire¢do longitudinal; em detalhe, tem-se a
relacdo dos deslocamentos e forcas nos nés do lado esquerdo (L) e direito (R) da
1-ésima célula unitaria, i.

Relacionando os termos do lado esquerdo e direto das células unitarias periddicas,

como as apresentadas no destaque da Fig. 2.1, onde cada célula unitéria é acoplada as adjacentes
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nas extremidades. A solugdo por matriz de transferéncia pode ser formulada como:

yr = Ty, 2.1)

onde y, = {uy Fm}T € o vetor de espaco de estados. m representa as extremidades L ou R e
T é a matriz de transferéncia [2n X 2n], com n sendo a quantidade de graus de liberdade das

extremidades referentes aos lados esquerdo ou direito da célula unitéria.

Aplicando as condi¢des de deslocamento e equilibrio de for¢a para células unitérias
consecutivas (i — 1) e (i), tem-se:
() _ (1)

U” =Uug
i ) 2.2
F(L’) — _Fl(,j”) (2-2)

Y

deste modo, encontra-se também a seguinte relacdo de y£i) = yg ~V ¢ a substituindo na Eq. (2.1),

tem-se que:

g =Ty, 2.3)

Neste caso, estendendo a formulacao dos teoremas de Floquet (1883) e Bloch (1928),
considerando o dominio de uma estrutura periddica com nimero de células unitdrias infinito,

pode-se aplicar as condicdes periddicas de Bloch-Floquet, obtendo-se a seguinte relagdo:

(i-1)

= efu;

(i)
L

u
: . 24
FI(f) = —e”F](_‘lil), ( )

onde U = — jkL. é a coeficiente de atenuacdo, com j sendo a unidade imagindria e k o nimero de
onda de Bloch. Substituindo a Eq. (2.4) na Eq. (2.3), e retirando a notacao indicial do sobrescrito
(i) e do subscrito L:

(i) (i)
e =M u;(i) , sendo assim, Ty = ety, (2.5)

este € o autoproblema de onda de Bloch.

2.2 Método do Elemento Espectral

Nesta secdo serd apresentada uma breve formulagdo do método dos elementos es-
pectrais para estruturas 1D, utilizando a teoria de barra elementar para o elemento de barra e
teoria de Euler-Bernoulli para elemento de viga. Barras sdo elementos estruturais fundamentais
e também funcionam bem como guia de ondas, para tanto apenas forcas axiais e deslocamen-
tos longitudinais sdo representados. Quando se modela uma estrutura por elementos de viga,

pode-se determinar os deslocamentos transversais e as rotagdes da secdo transversal da mesma.
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2.2.1 Elemento de Barra

Doyle (1997) e Lee (2009) desenvolveram diversos trabalhos no campo da dina-
mica estrutural, principalmente com analises espectrais. Como exemplificada por Lee (2009), a

equacgdo governante que rege a vibracao longitudinal de uma barra é dada por:

EAU' — pAii =0, (2.6)

onde E é o médulo de Young, A € a drea da secdo transversal, w, é a frequéncia angular, p a
massa especifica do material constituinte da barra e u sendo o deslocamento longitudinal, bem
como suas derivadas espacial (1”") e temporal (ii). A equacdo que relaciona as forcas axiais da
estrutura é dada por:

F(x,t) = EAu(x,1), 2.7)

onde F é a for¢a axial interna e () significa derivada em relagfo ao espaco. Lee (2009) assume

que a solucdo para Eq. (2.6) em sua forma espectral é dada por:
1 N—1 )
u(x,t) = N n;) Uy (x; @,)e! (2.8)

onde j =+/—1 e N € o nimero de pontos amostrados discretizados. Fazendo a substitui¢do do
termo da Eq. (2.8) na Eq. (2.6), tem-se:

EAU" + w,pAU = 0. (2.9)

Assim, a solucdo geral da Eq. (2.9) é:
U(x) = Cye K@), (2.10)

onde U(x) é o deslocamento no dominio da frequéncia, k o nimero de onda da barra e uma
constante C,. Lee (2009) declara que uma relacdo de dispersdo pode ser obtida a partir da
substituicao da Eq. (2.10) na Eq. (2.9), obtendo-se:

kK —kz=0
kg = 0\ 24, @2.11)
ki = —ky = kg

sendo k| e ky as duas raizes reais e kg 0 nimero de onda puramente longitudinal correspondente

ao modo de onda da barra.

Considerando um elemento de barra de comprimento L, a solu¢do geral da Eq. (2.9)

pode ser determinada por:
U(x) = Cre 7% 4 Cye/*®* = e(x; m,)C, (2.12)

onde e(x, w,) = [e ¥ eIkr¥] e C = {C] ).
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Conforme apresentado na Fig. 2.2, o deslocamento espectral nodal de um elemento

de barra de comprimento finito, L, pode ser relacionado com a seguinte convencao de campo de

R
U, U(L)

deste modo, pode-se observar a seguinte relagao:

deslocamento:

U U:
—
e ————————

T——’ o T

Figura 2.2 — Convencdo de sinais para um elemento de barra (LEE, 2009).

U= | €O | ¢ o, (2.14)
e( > Wy
onde
1 1
HR((Dn): eijkl‘x e,jka : (215)

Fazendo a substitui¢do da Eq. (2.12) na Eq. (2.13), tem-se a representagdo do campo

de deslocamentos em fun¢ao dos graus de liberdade nodais em uma barra de comprimento L:
U(x) = Fr(x; 0,)U (2.16)

onde:
Fr(x; 0,) = e(x; 0, Hg' (0,) = [ Fri Fr2 ]
Fr1 = csc(krL) sen[kg (L —x)]. (2.17)
Fry = csc(kg L) sen(kpx)

Assim, de acordo com a Eq. (2.7), os componentes espectrais da forca axial associados ao

deslocamento U (x) sdo dados pela seguinte relagao:
F =EAU, (2.18)
as for¢as nodais espectrais podem estar relacionadas as for¢as definidas como:
el e
23 +F(L)
substituindo as Eq. (2.16) e (2.18) na Eq. (2.19), obtém-se:

Sr(@,)U =F.(w,), (2.20)
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onde Sr(,) é a matriz de rigidez espectral para um elemento de barra de comprimento finito,
e é dada por:
. E (kRL) COt(kRL) — (kRL) CSC(kRL)

Sr (o) L | —(kgL)csc(kgL)  (kgL)cot(kgL)

(2.21)

Utilizando-se das Eq. (2.9) e Eq. (2.18), a representacdo em espacos de estados con-
siste em relacionar varidveis de entrada e saida por meio de equagdes diferenciais de primeira
ordem, assim:

F' = EAU" = —w?pAU = —EAk%

n

U — i (2.22)
EA’
organizando na forma matricial, sabendo-se que o sistema encontra-se compreendido no inter-
valode 0 <x < L:
1
U’ 0 — U
{ , } = EA { } (2.23)
F —EAK; 0 F
—— y | ——
Yk Ag(®) Y&

A matriz de transferéncia para um elemento de barra € encontrada aplicando Tr =

AR sendo dada por:

Tr(w) = (2.24)

—EAkg sen(kgL) cos(kgL)

cos(kg) (EAkg) ™! sen(kgL) ]

Agora, particionando a matriz da Eq. (2.21) em: Sy;, S;, S;1 € Sy Onde os nés de
cada elemento se relacionam com os adjacentes de maneira andloga a assemblagem apresentada
na montagem de matrizes no FEM. A Fig. 2.3 apresenta uma célula unitdria composta por
duas secdes de diferentes didmetros. A mesma pode ser modelada apenas por dois elementos
espectrais, identificados por (1) e (2), respectivamente. Cada um destes elementos possui dois

noés e tém o nd (2) como nd de interconexao.
No6 2

N6 1 Q) N6 3

Figura 2.3 — Exemplo da relacio dos nds e elementos que constituem uma célula unitdria, neste
caso assimétrica: dois elementos (1) e (2), trés nos.

Portanto, a assemblagem da matriz de rigidez dindmica da célula unitdria apresen-
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tada na Fig. 2.3 é dada por:

Sin Sir 0
Se=| St Sert+Su2 S |- (2.25)
0 Srll Srr2

2.2.2 Elemento de Viga

A teoria de viga de Euler-Bernoulli serd utilizada na formulacio do elemento de
viga implementada nesta dissertacdo. Como apresentada por Lee (2009), a equacdo governante

para uma viga de secdo transversal uniforme € dada por:
EN"" 4 pAv =0, (2.26)

onde I corresponde a0 momento de inércia em relacdo a linha neutra e v é o deslocamento
transversal. Os esforcos internos correspondentes ao momento fletor (M) e forca cisalhante (Q)

sao dados por:
M(x,t) = EIV'(x,t)

(2.27)
O(x,t) = —EN" (x,1).
A solucao para Eq. (2.26) na forma espectral é dada por Lee (2009):
1 N—1 )
v(x,t) = N Zb Vi (x; @, ) et (2.28)
Portanto, realizando a substituicdo da Eq. (2.28) na Eq. (2.26), tem-se:
EIV" — 2pAV = 0. (2.29)
Assim, a solugdo geral da Eq. (2.9) é:
V(x) = Cye /K@n)x, (2.30)

onde V (x) é o deslocamento transversal no dominio da frequéncia. Substituindo a Eq. (2.30) na

Eq. (2.29), a seguinte relacdo de dispersdo é encontrada:
K~k =0
1/4
PA
kp =/ | =— 2.31
=van(54) @31
k] :—kzszekgz—k4:jkB

resultando em duas raizes puramente reais e duas puramente imagindrias, kg é o nimero de
onda puramente transversal correspondente ao modo de onda da viga. E, portanto, a Eq. (2.28)

deve ser escrita como:

V(x) = Cre M8+ Cre "8 4 C3e 8% + Cpe 5" = e(x; ) C, (2.32)
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onde e(x, @,) = [e~ kB o= iksY o= iksY o=iksY] 6 C = {C] C; C3 C4} .

De forma andloga ao procedimento realizado para o elemento de barra. Considerando-

se um elemento de viga de comprimento finito, L, pode-se encontrar as seguintes relagdes de

deslocamentos lineares e angulares:

onde

Uj V(0)
vod O L V() . (2.33)
U, V(L)
0, V/(L)
Vi | 4]
0, < g > 0:
O O(x) 0

Figura 2.4 — Convengao de sinais para um elemento de viga (LEE, 2009).

Substituindo a Eq. (2.32) na Eq. (2.33), tem-se a seguinte relacao:

e(0; )
"0; w,
v | €O oo, (2.34)
e(L; m,)
e (L; w,)
1 1 1 1
_ _jkB _kB ]kB kB
Hg(w,) = o ksl o—ksL oiksL ks (2.35)

_jkBe—jkBL —kBe_kBL jkBejkBL kBekBL

Entdo, o campo de deslocamentos do elemento de viga pode ser representado em

func¢ao dos termos dos graus liberdade do vetor V, a partir da eliminacdo do vetor de constantes
C na Eq. (2.32) através da Eq. (2.34). Sendo assim:

V(x) = Fg(x; 0,)V, (2.36)

onde Fg = e(x, O)n)HB_] (a)n) = [FBI Fpo Fp3 FB4].

Com base na Eq. (2.27), os componentes espectrais para momento fletor e forca

cisalhante podem se relacionar com o deslocamento espectral da seguinte forma:

M(x)=EIV'(x)  Q(x)=—EIV"(x). (2.37)
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Agora, relacionando os momentos fletores e as forcas cisalhantes definidos para o

elemento de viga, encontra-se:

01 —Q(0)

g\ _) -mo | 038
O +Q(L)
M, FM(L)

Portanto, substituindo a Eq. (2.36) na Eq. (2.37), organizando o resultado para os

lados esquerdo e direito da Eq. (2.38), encontra-se o seguinte sistema:

Sg(0,)V =F (). (2.39)

A matriz do elemento espectral para uma viga de Euler-Bernoulli é dada por:

SB11 SB12 SBI3 SBl4
El| s s s s
Sp = = B12 SB22 SB23 SB24 ’ (2.40)
L | spi3 spx2 SB33 SB34
SB14 SB24 SB34 SB44
onde os termos internos da matriz da Eq. (2.40) sdo:
sp11 = sp33 = AgL? (cosL senhL + senL coshl)
SB2) = Spaa = A3E3k§2 (— cosL senhL + senL coshL)
SRl = —SB34 = ABZ3k§] senL senhL
sp13 = AgpL? (senL + senhl)
sp14 = —Sp23 = ApL*ky' (— cosL+ coshL)
Spo4 = A3Z3k§2 (senL + senhlL)
Ap——— L
_ B 1— cosL coshL
L=kgL

(2.41)

Assim como feito para a formula¢do da matriz de transferéncia do elemento de
barra, pode-se reescrever a Eq. (2.27) na forma espectral e a Eq. (2.29) como quatro (4) equacdes

diferenciais ordindrias de primeira ordem:

W =0
0'=W"=1 (2.42)
Q = —EIW" = —w,pAW = —EI*W
M' =EIW" = —Q,
organizando na forma matricial, encontra-se:
W [0 1 0 ]
o' = 0 0 (2.43)

o ol~o

‘é{i(@m%

)
><OOO
=

L
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A matriz de transferéncia para um elemento de viga é determinada aplicando Ty = L, sendo
dada por:
B S1 52 Ccy2 7]
C — p—
: ks  EIG, EIG
1| —kss2 1 @
Tg(w) = 5 Elk3  Elkp | (2.44)
—Elkgsl EU(%CQ C1l —kBS2
—El3cy —Elkgsy —>1 ¢l
L kp i}
onde
c1 = cos(kgL) + cosh(kpL)
¢y = cos(kgL) — cosh(kgL) (2.45)
s1 = sen(kpL) + senh(kpL)
sp = sen(kpL) — senh(kpL)

2.3 Método de Expansao de Ondas Planas

O Método da Expansdao em Ondas Planas (amplamente conhecido por Plane Wave
Expansion - PWE) foi desenvolvido aplicando fundamentalmente a transformada de Fourier,
por isso é considerado um método que atua no dominio da frequéncia. Utilizado para obtengao
dos diagramas de dispersdo, também conhecidos pela nomenclatura estruturas de banda. O mé-
todo tem a formulacdo baseada em estruturas periddicas infinitas (SIGALAS; ECONOMOU,
1992; VASSEUR et al., 1994). Esta secdo apresenta a formulagdo do PWE para um caso espe-
cifico de cristal fondnico 2D, que é formado por uma placa fina de resina ep6xi com inclusdes
cilindricas de Al;O3 embutidas. A Fig. 2.5 apresenta uma possibilidade de dominio represen-
tado pelo PWE, onde se observa a repeticdao tanto da célula unitdria em duas direcdes, como

uma super célula (esta composta pelo agrupamento de uma matriz de 4x4 células unitdrias).

o
D~

lula unitaria—,_

_________

________,.,_
- -

-
“

0000
p—— -

super célula

Figura 2.5 — Cristal fondnico 2D com detalhe para representacdo da célula unitéria (tracejada
na cor preta) e de uma matriz de 4x4 inclusdes formando a supercélula (tracejada
na cor vermelha).
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A Fig. 2.6 apresenta o cristal fononico para o qual serd formulado o PWE e al-
guns parametros geométricos do mesmo, tais como espessura da placa (), constante da rede
quadrada (a), raio da inclusao cilindrica (r,). Embora o cristal fondnico 2D considerado sauda-
vel possa ser modelado utilizando-se da técnica da supercélula, uma vez que o mesmo trata-se
de uma estrutura perfeitamente periédica, nao ha a necessidade de se implementar a técnica,
podendo-se modelar apenas uma célula unitdria e aplicar as condi¢des de periodicidade de
Bloch-Floquet.

|— — g‘— —:Ih

a

Figura 2.6 — Cristal fondnico bidimensional do tipo placa fina com rede quadrada.

Utilizando-se da caracteristica dos cristais fonOnicos serem periddicos e que, con-
sequentemente, as condi¢cdes de contorno do problema também apresentam periodicidade. A
solu¢do para o autoproblema pode se restringir a primeira zona irredutivel de Brillouin (First
Irreducible Brillouin Zone - FIBZ), regido ao longo da qual serdo obtidos os diagramas de dis-
persdo e o modos de onda de Bloch. A Fig. 2.7 apresenta a zona de Brillouin para rede quadrada,

onde o tridngulo em destaque corresponde a regido da FIBZ:

A equacdo diferencial que governa os efeitos de flexdo em uma placa fina de espes-
sura uniforme pode ser escrita como (SIGALAS; ECONOMOU, 1992):

*w 92 3w 2w 9?2 2w 02 9%w %w
- = D 2 D 2.46
92 = o ( 5 P ayZ) 259y <y8x8y> T35 ( 52 TP axz) , (240)
. o . ER PP
onde w € o deslocamento transversal na direcao do eixo z, D = m ¢ arigidez a flexdo

com V sendo o coeficiente de Poisson e / a espessura do cristal fondnico. Os parametros @ = ph,
B =Dv, e y=D(1—v) sdo fungdes periddicas, sendo varidveis dependentes do vetor posi¢ao
r(x,y). Usando o teorema de Bloch-Floquet, o deslocamento provocado pelas ondas de flexdo
na estrutura € definido por:

w(r,1) = e/ &Iy (p), (2.47)
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(l,l
a a

G)
k‘(

0,0)

Figura 2.7 — Representacdo da primeira zona irredutivel de Brillouin (FIBZ) para o cristal fond-
nico 2D com uma rede quadrada.

onde k = (ky,k,) é¢ dado como o vetor de onda de Bloch, @ ¢ a frequéncia angular e 7 € o tempo.
O parametro wg € uma fungao periddica com a mesma periodicidade espacial da super célula

formadora do cristal fondnico, podendo ser expandido em série de Fourier como:
.
wk =) e/BTAg (2.48)
g1

_2n
T a

onde g (n1,n7) é o vetor equivalente a rede reciproca de distribuicdo quadrada 2D, n; e

ny estdo compreendidos em 0,£1,£2,...,4n e Ag, € o coeficiente de Fourier correspondente.

Os parametros dados pelas fungdes periddicas ¢ (r), B(r) e y(r) sdo expandidos em
série de Fourier, como:
H(r) =Y e/®"Hy,, (2.49)
2

onde H (r) pode ser substituido por qualquer uma das trés fun¢des periddicas supracitadas. O

coeficiente de Fourier correspondente, Hg,, € definido como:

fHi+(1—f)Hp para g, =0 7 (2.50)

8 (Hy — Hp)Fy, para gy #0

onde g, = %(ﬁl,ﬁz), com 71y € fip variando de 0,+1,%2,...,4+n, Hy, refere-se a matriz de
Toeplitz, que é uma matriz cuja diagonal € constante. A funcdo f é a razdo de preenchimento,
sendo assim definida pela raz@o entre a drea da inclusdo cilindrica e a drea total da secdo da

c€lula unitaria. Fy, € entendida como a fung¢do da estrutura, dada por:
1 .
Fo = / e IBRT 2 (2.51)
A

onde o operador integral é calculado apenas sobre a drea do material da inclusdo, neste caso

sendo apenas uma circunferéncia. Portanto, para inclusdes cilindricas de raio r,, como o caso
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apresentado aqui, tem-se que a razdo de preenchimento e a fun¢@o da estrutura sdo dadas por:
ﬂrg 2f
f="3 e Fy=g-Jilglmn) (2.52)

onde J;(|g2|r,) € a fun¢do de Bessel de primeira ordem.

Realizando a substituicao das Egs. (2.47) e (2.49) na Eq. (2.46), tem-se ap0s algu-

mas manipulagdes matematicas a seguinte relagao:

21 g1

+ Y (kt+g)3(k+g3)2 [Bly, Akrg, +

g1
+ ZZ(k +g1)x(K+81)y(k+83)r(k+83)y [V]ngkJrgl + (2.53)
g1

+ Y (k+g)2(k+g3)2[Dlg, Awcrg, +
g1

+ Y (k+g)2(k+g3)2[Bly, Akrg,
g1

onde g3 = g1 +&.

Além disso, a Eq. (2.53) pode ser representada na forma matricial, fato que facilita

na visualiza¢io do problema de autovalor, de forma a encontrd-lo como:
0" PArsg, = Qi (2.54)

onde ® € o vetor de autofrequéncia e pode ser obtido pela solucao da Eq. (2.54) para cada um

dos valores do vetor de onda de Bloch, k, compreendido na FIBZ.

2.3.1 Defeito Pontual

Defeitos do tipo pontual s@o criados a partir de modificagdes em apenas uma das
inclusdes cilindricas. Tais alteracdes, por si sés, caracterizam a quebra na periodicidade da
estrutura do cristal fondnico. A Fig. 2.8 apresenta o cristal fondnico com este tipo de defeito.
Para modelé-lo torna-se necessdrio implementar a técnica da super célula (KUSHWAHA et
al., 1993; SIGALAS, 1997; WU et al., 2004). Como mencionando anteriormente, essa técnica
consiste em selecionar um conjunto de células unitdrias formando uma matriz, aqui gerando
uma matriz de 24 ou 25 inclusdes, uma vez que a inclusio defeituosa pode ser completamente
removida no caso em que ry = 0 (YAO et al., 2009; YAO et al., 2013).

Segundo Yao et al. (2009), os coeficientes de Fourier correspondentes para o caso
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XXX X
eoo0o00
o0 00
o0000
o0000

Figura 2.8 — Cristal fondnico 2D do tipo placa fina com defeito pontual.

de defeito pontual em cristal fononico sdo determinados por:

1
—{24 [fHA+(1—f)HB]+deA+(1—fd)HB} ,para g =0
25
Hg, = 2 2 21 4
(Hs — Hp) Z Z cos 3 (miny +many) | — 1| Fg, +Fg ¢ .para g #0
m1=72m2272
(2.55)

onde g, =2m(ny/5a,ny/5a) é o vetor da rede reciproca com n, = 0,4+1,+2,..., +n. As fungdes

I

da razdo de preenchimento e de estrutura do defeito sdo dadas por:

2
fa="F e Fg=gitnlgl) (2.56)

a? 2 |g2|r0
2.3.2 Defeito de Linha Reta

Defeitos de linha reta geralmente possuem aplicacdes mais restritas. Sun e Wu
(2007) desenvolveram um estudo sobre a propaga¢ao de ondas acusticas em um cristal fondnico
2D formado por um canal na parte central da estrutura. Notou-se a ocorréncia do confinamento
das ondas na drea do canal. A amplitude das ondas que se propagavam também apresentou um
aumento, ou sofreu pouca influéncia mantendo-se constante, principalmente quando comparada
as ondas localizadas nas proximidades das inclusdes. No entanto, Feng et al. (2015) relataram
que os defeitos lineares retos também podem ser usados para criar ressonadores e filtros, uma
vez que com determinados ajustes de largura e intercalando com inclusdes intersticiais notou-se

um aumento no ndmero de modos atenuados.

A inser¢do do defeito linear requer apenas alteragdes na forma como sdo calculados
os coeficientes de Fourier, Hg,, uma vez que o problema pode ser entendido como uma gene-
ralizagdo do caso onde a inclusdo cilindrica é removida (r;/r, = 0%). Assim, neste trabalho, o
defeito linear € causado pela remocdo de uma linha completa das inclusdes que se localizam na

parte central da super célula (Fig. 2.9), tal qual o procedimento realizado em outras pesquisas
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(YAO et al., 2010; DOS SANTOS et al., 2019; SUN; WU, 2007). A técnica da supercélula foi

implementada para uma matriz de 20 células unitarias (4x5).

Figura 2.9 — Cristal fononico 2D do tipo placa fina com defeito de linha reta, considerando-se
uma rede quadrada.

Assim como pode ser encontrado no trabalho de Yao et al. (2010), o coeficiente de

Fourier correspondente a este caso de defeito em cristal fondnico é determinado por:

(

% {20[fHa+ (1 — f)Hp) +5f4Ha +5(1 — f4)Hp} ,para g =0,

2 2

1 2 4

E(HA —HB) [ Z Z cos (?ﬂ (m1n1 +m2n2)> — COS <—?ﬂ:n1) —
m1=72m2272

2 2 4
— cos <—?nn1> —1 —cos (?nnl) — Cos (—?nm) Fg, —, paragy #0

cos[ — 27 + cos 2n +1+ cos 27 + cos 4m F¢

- ——n —~n ~n —n

\ 51 50 5 s e
(2.57)

2.3.3 Defeito Linear Obliquo

O defeito linear obliquo também € formado a partir da remog¢ao completa das inclu-
soes. Os trabalhos de Fan et al. (2012) e Vasseur et al. (2011) também apresentam estruturas
periddicas 2D com defeitos lineares obliquos. Entretanto, as mesmas tém curvaturas mais abrup-
tas, formando um angulo de 90° (uma curvatura em formato de “L””) e dois angulos de 90° (uma
curvatura em formato de “Z”’), respectivamente. A fim de garantir uma maior interac@o entre as
ondas propagantes e as inclusdes que delimitam o canal, a abordagem de um defeito em forma
de “S” foi escolhida e a estrutura periddica estd apresentada na Fig. 2.10. Neste caso a técnica

da super célula também foi implementada para uma matriz de 20 sub-células (5x4).

Assim como o caso do defeito linear reto, o raio das inclusdes que foram removi-

das é zero. E tal qual apresentado no trabalho de Yao er al. (2010), os coeficientes de Fourier
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Figura 2.10 — Cristal fondnico 2D do tipo placa fina com defeito linear obliquo, considerando-
se uma rede quadrada.

correspondente para esse problema sdo dados por:

2—15{20[fHA+ (1—f)Hp|+5faHa+5(1 — f4)Hp} ,para g =0,
)
1

g(HA_HB)[ Z Z cos(z?n (m1n1—|—m2n2))_

my=—2my=—2

4w 21 cos 27 2% 1
COS 3 n 3 n» 3 ni 3 ny

2 2 4r 2 1
— cos (?nnl + ?ﬂ:nz — cos| =i+ —n Fy,+ - para gy # 0,

4w 21 21 2T
cos| ——ny——ny | +cos| ——ny——ny | +1+

2 2 4w 2\ .4
+cos| —ny+—ny | + cos| —n;+ —nyp ng

(2.58)
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3 RESULTADOS SIMULADOS

Neste capitulo serdo apresentados os exemplos de defeitos nos cristais fondnicos
1D e 2D. Para os casos unidimensionais, comparagdes entre os diagramas de dispersdo e as
respostas forcadas para as células sauddveis e defeituosas fundamentardo a discussdo. A res-
posta forcada se baseard na relacdo de transmissibilidade, uma vez que a estrutura é excitada
na extremidade esquerda e o mensurada na extremidade direita. Nos casos 2D, diagramas de
dispersdo serdo apresentados, bem como os modos de onda de Bloch (Bloch modes), esses sao
calculados para facilitar a visualizacao da propagagdo das ondas na estrutura. O defeito (que-
bra da periodicidade) de apenas uma célula unitdria, ocasiona a geracao da célula defeituosa e

seguird a seguinte ordem de implementagao:

1. Cristais fononicos 1D - tipo barra e tipo viga

e Reducio do comprimento da célula;
e Aumento do comprimento da célula;

e Reducdo do diametro da célula;

Aumento do didmetro da célula;

Modificagc@o do material constituinte da célula;
2. Ciristais fononicos 2D - placa fina

e Defeito pontual;
e Defeito de linha reta;

e Defeito linear obliquo;

3.1 Cristais fononicos 1D - Barra

Fig. 3.1 apresenta uma barra homogénea com se¢ao transversal uniforme, onde d =
6 mm e L = 500 mm. Mesmo se tratando de uma estrutura homogénea, é possivel subdividi-
la em fracdes menores (as j4 mencionadas células unitédrias), que quando repetidas formam a

estrutura por completo.

O diagrama de dispersao obtido a partir de uma célula unitdria apresenta as partes
reais e imaginarias dos autovalores, podendo ser visto na Fig. 3.2 (a). Nesta representacdo, a
ordenada positiva representa a parte real do produto kL, enquanto a negativa representa a parte
imagindria. Constata-se que ha apenas ondas propagantes nesta faixa de frequéncia, uma vez
que a parte imagindria diferente de zero representaria em um intervalo de banda que ocorre a

atenuacgdo da propagacio de ondas e a presenca das ondas evanescentes, ou seja, um band gap.
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célula unitaria

Figura 3.1 — Elemento de barra homogéneo e de secdo transversal uniforme; em detalhe tem-se
a célula unitaria.

Para este caso, o decaimento da parte imagindria é pouco e acontece em fungdo das perdas de
transmissao das ondas, visto que utilizou-se o um fator de perda no material através do médulo
de Young complexo, E. = E(1+ jn). Jd a parte real do produto kL apresenta um comportamento
crescente e isso ocorre até o rebatimento no limite de Bragg. A condi¢do de contorno livre-livre
¢ aplicada para se obter a resposta forcada, assim € possivel observar os modos propagantes da

estrutura e suas respectivas frequéncias (Fig. 3.2 (b)).
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Figura 3.2 — (a) Diagrama de dispersao e (b) resposta forcada baseada na transmissibilidade da
barra homogénea de secao transversal uniforme.

A Tab. 3.1 apresenta os dados do material constituinte da estrutura homogénea e os
parametros geométricos que serdo utilizados no cristal fondnico obtido a partir da variagdo de

secdo transversal.

Tabela 3.1 — Parametros do material (poliacetal) constituinte da estrutura homogénea e parame-
tros geométricos do cristal fondnico.

Descric¢do Valor
Comprimento do elemento “A” (L4) [mm] 20
Comprimento do elemento “B” (Lp) [mm] 60

Didmetro do elemento “A” (L4) [mm] 60

Diametro do elemento “B” (Lg) [mm] 15
Fator de perda (1) 0,01
Densidade [kg/m?] 1400

Moédulo de Young [GPa] 3,2
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A Fig. 3.3 apresenta o modelo do cristal fondnico constituido por cinco (5) células

unitarias, subdividas em trés (3) elementos "A-B-A":

Figura 3.3 — (a) Cristal fondnico tipo barra (excitacdo e medi¢do na direc@o longitudinal) com
cinco (5) células unitarias; (b) esquema dos parametros da célula unitaria em deta-
lhe.

Assim como feito para a estrutura homogénea, avaliou-se o cristal fondnico no in-
tervalo de 1 a 25 kHz. A partir do diagrama de dispersdao da célula unitaria (Fig. 3.4 (a)) é
possivel observar a existéncia de trés (3) band gaps, o primeiro de 2,29 a 11,99 kHz, o segundo
de 12,80 a 18,31 kHz e o terceiro que comega em 19,45 e passa de 25 kHz (sombreados na cor
violeta). Nestes referidos intervalos de frequéncia a parte imagindria difere de zero, do mesmo
modo que a parte real atinge o valor 7 ou zero. Quando se observa a resposta forcada, constata-
se que na regido dos band gaps nao se encontram modos de ondas propagantes, conforme visto
na Fig. 3.4 (b).
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Figura 3.4 — (a) Diagrama de dispersdo e (b) resposta forcada baseada na transmissibilidade
para o cristal fondnico (sauddvel) composto por 5 células unitdrias.

3.1.1 Defeitos Geométricos

Inicialmente, o defeito é causado a partir de mudangas no comprimento do elemento
“B” da célula unitaria. O comprimento da célula defeituosa estd parametrizado e pode ser visto
na Tab. 3.2. Onde serd avaliado o comportamento do sistema para os diferentes valores de
comprimento defeituoso, Ly. O pardmetro “100%L” equivale ao cristal fononico saudédvel e

sera considerado como a razao de referéncia.

Tabela 3.2 — Parametrizacao da razao de redu¢do no comprimento da célula defeituosa.

Razao [%] 100 90 80 70 60 50 40 30 20 10
Comprimento [mm] 60 54 48 42 36 30 24 18 12 6

A Fig. 3.5 apresenta os diagramas de dispersao para as seguintes razoes de defeito:
90, 80, 50, 40, 20 e 10%. Pode-se observar que conforme a razdo de defeito vai reduzido, os
band gaps tendem a subir para regides de alta frequéncia, visto que para 90 e 80% ainda €
possivel encontrar trés (3) band gaps até os 25 kHz. O primeiro mais largo e o segundo mais
estreito, quando comparados com os do diagrama de dispersdo do cristal fondnico sauddvel,
Ja o terceiro band gap é afastado para regido de alta frequéncia. Nos casos 50, 40 e 20%, o
primeiro band gap comeca a se iniciar em uma frequéncia mais elevada e a largura varia pouco,
mantendo-se aproximadamente constante. No dltimo caso, onde a razdo de defeito é 10%, o
primeiro band gap ja vai para uma frequéncia mais elevada e ocorre um pequeno aumento da
regido de passa banda entre o primeiro e o segundo band gap, onde as ondas se propagam.
Assim, esse caso termina com a existéncia de apenas dois (2) band gaps na faixa de frequéncia
que vai até 25 kHz.
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Figura 3.5 — Diagrama de dispersao para as seguintes razdes de comprimento: (a) 90%; (b) 80%;
(c) 50%; (d) 40%; (e) 20%; (f) 10%.

A Fig. 3.6 mostra as respostas forcadas para redu¢do de comprimento. Observa-se
que com 90% as alteracOes na resposta sao pouco visiveis, principalmente quando se trata da re-
gido que compreende o primeiro e terceiro band gap. No entanto, hd um pequeno deslocamento
nos modos propagantes e o aparecimento de um modo mais a direita na regido do segundo band

gap, mostrando a reacdo a essa alteragdo e a sensibilidade do sistema para médias frequéncias.

Com 80%, encontra-se um modo propagante mais centralizado ao interior do se-

gundo band gap juntamente com uma reducdo na amplitude de vibragdo transmitida em médias
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Figura 3.6 — Comparagdo entre as respostas for¢adas para a redu¢do do comprimento da célula
defeituosa.

frequéncias. H4 um pequeno deslocamento do modo mais a esquerda para o centro da regido de
banda proibida no primeiro e no terceiro band gap. Para 70 e 60%, o primeiro band gap conti-
nua praticamente inalterado, enquanto o segundo e o terceiro apresentam um modo propagante
bem mais centralizado e concentrando aproximadamente o mesmo nivel de energia de vibra-
¢do. 50% € um valor que apresenta pouca influéncia na resposta, uma vez que ha basicamente a
reducdo na amplitude dos modos propagantes em médias frequéncias. Nos casos onde a razao
de comprimento € de 40, 30, 20 e 10% observa-se o deslocamento progressivo do modo pro-
pagante de baixa frequéncia para a regido do primeiro band gap. O mesmo fendmeno ocorreu
com os modos propagantes na regido de frequéncia mais elevada, sendo que esses foram deslo-
cados para o interior do terceiro band gap. Mostram-se também poucas alteracdes na regidao do

segundo band gap, visto que somente pequenas variagdes de atenuacdo sao encontradas.

A Tab. 3.3, apresenta as métricas proporcionais utilizadas para avaliar o efeito do
aumento no comprimento da célula defeituosa na resposta da estrutura, tal qual o procedimento

apresentado para reducao desse parametro.

Tabela 3.3 — Parametrizacdo da razdo de aumento no comprimento da célula defeituosa.

Razdo [%] 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
Comprimento [mm] 66 72 78 84 90 96 102 108 114 120

Os diagramas de dispersao para as razdes de comprimento 110, 140, 170 e 200 %
podem ser vistos na Fig. 3.7. Comparando com os diagramas de dispersao apresentado na Fig.

3.5, pode-se observar que conforme a razdo de comprimento aumenta os band gaps tendem a



Capitulo 3. Resultados Simulados 48

aparecer em faixas de frequéncias mais baixas.
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Figura 3.7 — Diagrama de dispersdo para as seguintes razdes de comprimento: (a) 110%; (b)
140%; (c) 170%; (d) 200%.

Fig. 3.8 apresenta as respostas forcadas para os casos com aumento da razdo de
comprimento da célula defeituosa. Para pequenas variagdes (110%) ndo se encontra uma grande
influéncia em médias frequéncias. No entanto, os modos limitrofes mais a direita do primeiro
e terceiro band gap sofreram pequenos deslocamentos, tendendo mais ao centro da regido de
banda proibida. De modo geral, a tendéncia mostrada € que os modos limitrofes a direita se des-
loquem para a baixas frequéncias. As razdes 140, 150, 160 e 170% tendem a apresentar modos
mais centralizados no interior do segundo band gap. Enquanto, 180, 190 e 200% apresentam

modos propagantes de maior amplitude no primeiro band gap.
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Figura 3.8 — Comparagao entre as respostas forcadas para o aumento do comprimento da célula
defeituosa.

As métricas da variagdo do diametro da célula defeituosa se dardo de forma anédloga
ao procedimento realizado para o comprimento e podem ser vistas na Tab. 3.4. Todavia a dis-
cretizacdo das razdes de didmetros sdo menores, uma vez que este tipo de defeito implicou em
alteracGes menos significativas na questdo da sensibilidade da resposta da estrutura frente aos

modos de defeito.

Tabela 3.4 — Parametrizacdo da razdo de redugdo e aumento no didmetro da célula defeituosa.

Razio [%] 200 190 180 170 120 110 90 80 50 40 20
Didmetro [mm] 30 285 27 22,5 18 16,5 13,5 12 75 6 3

Quando implementado o defeito envolvendo a reducdo do diametro da célula de-
feituosa, observado na Fig. 3.9, encontra-se apenas uma espécie de “afundamento” dos band
gaps, caracterizando niveis maiores de atenuagdo. O aumento da atenuacdo vista no interior dos
band gaps ocorre de maneira inversamente proporcional a reducdo do didmetro da célula de

defeituosa.

Para o modelo de cristal fondnico 1D apresentado neste trabalho, comparando a
variagdo de didmetro, reducdo e aumento, este Gltimo mostrou-se mais promissor. Conforme
pode ser observado na Fig. 3.10, embora ndo tenha havido a presenca de modos localizados
na parte central dos band gaps. Em todos os intervalos de banda proibida gerados foi possivel
encontrar pequenos deslocamentos na frequéncia dos modos propagantes para regido interna
do band gap e verificou-se que esse deslocamento tem como consequéncia menores niveis de

atenuacao.
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Figura 3.9 — Comparacdo entre as respostas forcadas para o reducio de didmetro da célula de-
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Figura 3.10 — Comparacao entre as respostas forcadas para o aumento de didmetro da célula

defeituosa.

Fazendo-se necessario avaliar a influéncia que o posicionamento da célula defei-

tuosa tem sobre a estrutura. Dentre todos os exemplos realizados, os com variagdes de com-

primento foram os que apresentaram as respostas mais significativas, uma vez que houve a

ocorréncia de modos localizados no interior dos band gaps (observados nas Fig. 3.6 e Fig. 3.8).

Para fazer esta verificacdo, serd utilizado como base o exemplo de célula defeituosa com razao
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de comprimento de 200%. Observando a Fig. 3.11 pode-se concluir que quando o defeito € in-
serido nas células intermedidrias, ou seja, C2, C3 ou C4, todos esses casos apresentam o mesmo
modo de defeito, sendo a média entre as frequéncias para as células defeituosas C1 e C5, e igual
a 6,44 kHz.
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Figura 3.11 — Comparacao entre as respostas forcadas para um cristal fondnico tipo barra com-
posto por cinco (5) células; célula defeituosa variando para cada uma das posicoes
das células dentro da estrutura.
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3.2 Cristais Fononicos 1D - Viga

O mesmo cristal fondnico utilizado na implementacdo da formulacdo da teoria de
barra elementar serd utilizado na teoria de viga de Euler-Bernoulli, agora a diferenca estd ma
direcdo da forca de excitacdo e na direcdo do deslocamento mensurado. A Fig. 3.12 mostra o
cristal fondnico, for¢a na extremidade esquerda (x =0) e o deslocamento medido na extremidade
direita (x =L).

Figura 3.12 — (a) Cristal fondnico; (b) esquema dos parametros da célula unitdria em detalhe.

Através do diagrama de dispersao (Fig. 3.13), observa-se cinco (5) band gaps, qua-

tro (4) largos e um (1) estreito, esse ultimo localizado na regido de baixa frequéncia.
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Figura 3.13 — (a) Diagrama de dispersdo e (b) resposta forcada do cristal fondnico saudavel
(100%L) - viga.

3.2.1 Defeitos Geométricos

Da Fig. 3.14, destaca-se que mesmo para pequenas variacdes o sistema ja se mostra
mais sensivel. Para a razdo de comprimento de 90%, ha ocorréncia de modos de defeito na
regido interna dos band gaps 2, 3 e 4. Para 80%, essa ocorréncia é mais proeminente, questao
pela qual os modos s@ao bem mais centrais e com maior amplitude. Com 50% & possivel observar
a presenga de modos nos band gaps 1 e 3. Os casos com 20 e 10% apresentam apenas um modo

no interior do segundo band gap.
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Figura 3.14 — Comparacao entre as respostas forcadas para a redu¢do do comprimento da célula
defeituosa.

Agora, utilizando-se apenas das razdes de comprimento apresentadas na Tab. 3.3:
110, 140, 170, 190 e 200%. Observa-se na Fig. 3.15 que para 110%, os modos limitrofes aos

band gaps tendem a deslocar para frequéncias mais baixas. Para 140%, encontra-se modos
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internos na regido central dos band gaps 1 e 2, e modos de média frequéncia sofrem uma
reducdo em sua amplitude de vibragdo. Com 170%, tem-se modos internos nos trés (3) primeiros
band gaps e um ganho na amplitude de vibracdo dos modos propagantes de média frequéncia,

0 mesmo acontece para o caso com razao de 200% no comprimento.
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Figura 3.15 — Comparacio entre as respostas forcadas para a aumento do comprimento da célula
defeituosa.

A Fig. 3.16 apresenta as respostas forcadas para os casos onde houve a reducdo
da razdo de diametro. Aqui, diferentemente do que aconteceu quando o diametro da célula
defeituosa foi reduzido para a estrutura formulada pelo elemento de barra, as respostas mais
preponderantes consistem em apresentar um maior nivel de atenuacgdo, ou seja, outro “afunda-
mento” aparente dos band gaps. Para os casos onde a razao de didmetro € inferior a 30% houve

a condicao de matrizes singulares, o que influenciou na precisao dos resultados obtidos.
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Figura 3.16 — Comparacao entre as respostas forcadas para a redu¢do do diametro da célula

defeituosa.

Com o aumento da razdo de didmetro da célula defeituosa (Fig. 3.17), tem-se para

o caso de 110%, dois modos limitrofes aos band gaps 1 e 2 deslocam-se na frequéncia para

regido interna dos mesmos, as amplitudes de vibracao apresentam pequenas flutuacdes. De 120

a 160%, esses mesmos modos anteriormente mencionados deslocam-se para parte central do

band gap, direcionando-se para frequéncias mais elevadas dentro dos dois primeiros band gaps.

De 170 a 200%, além desse deslocamento para regides centrais dos band gaps, ha um aumento

no nivel de atenuagdo de vibracdo em altas frequéncias.
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Figura 3.17 — Comparacdo entre as respostas forcadas para a aumento do didmetro da célula

defeituosa.
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3.2.2 Defeitos de Material

O modelo de cristal fononico formado a partir da mudanca de material € constituido
por quatro (4) células unitdrias, também sendo subdivididas em trés (3) elementos e apresentado

na Fig. 3.18. A Tab. 3.5 contem as propriedades dos materiais que constituem essa estrutura.

Tabela 3.5 — Parametros dos materiais constituinte do cristal fononico.

Secio Material Densidade [kg/m®] Moddulo de Young [GPa] Fator de perda
A Aco 7800 210 0,01
B Poliacetal 1400 3,20 0,02

Figura 3.18 — (a) Cristal fondnico baseado na mudanga de material; (b) célula unitaria e identi-
ficacdo de parametros geométricos.

A Tab. 3.6 apresenta os parametros geométricos da célula unitdria, assim como os

elementos que a compdem.

Tabela 3.6 — Parametros geométricos da célula unitéria do cristais fondnico.

Descri¢ao Valor [mm]
Comprimento da célula unitéria (L¢) 100
Comprimento do elemento “A” (L4) 40
Comprimento do elemento “B” (Lp) 30

Diametro da se¢do transversal (D) 19

De acordo com o diagrama mostrado na Fig. 3.19 (a), constata-se que este cristal

fononico possui quatro (4) band gaps, o primeiro compreende uma largura de banda muito
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Figura 3.19 — (a) Diagrama de dispersdo da cristal fononico saudavel (100%Ry) tipo viga com
mudanca de material; (b) resposta forcada baseada na transmissibilidade.

estreita, mas os outros trés possuem uma largura de banda consideravel. No entanto, a resposta

forcada, Fig. 3.19 (b), apresenta apenas os trés bad gaps mais largos.

O defeito serd causado a partir das mudanga na razdo de preenchimento da célula
defeituosa, diferindo-a das demais células unitdrias formadoras do cristal fononico. A fracao de
preenchimento da célula sauddvel é dada por:

Lp

=—. 3.1
f Lo (3.1
A razdo de preenchimento da célula defeituosa é dada por:
Je
Ry =25, (3.2)
T fa

onde f. e f. sdo as fracdes de preenchimento para a célula unitdria sauddvel e defeituosa, res-

pectivamente.

Tabela 3.7 — Valores para razao de preenchimento e os respectivos comprimentos dos elementos

“A” e “B” [mm].
Ry “B” “A” Ry “B” “A”
10 4 48 110 44 28
20 8 46 120 48 26
30 12 44 130 52 24
40 16 42 140 56 22
50 20 40 150 60 20
60 24 38 160 64 18
70 28 36 170 68 16
80 32 34 180 72 14
90 36 32 190 76 12
100 40 30 200 80 10

Por mais que os comprimentos dos “A” e “B” sejam alterados, o comprimento total

da célula unitdria sempre permanece constante. A Fig. 3.20 (a) apresenta célula unitéria de re-
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feréncia (100%). Como pode ser observado na Fig. 3.20 (b), onde a razdo de preenchimento é
de 150%, pela Tab. 3.7 os comprimentos dos elementos “A” e “B” sdo 20 e 60 mm, respectiva-

mente.

19
30 | 40 | 30 |
(a)
19
20 60 20
(b)

Figura 3.20 — (a) Célula unitaria com razdo de preenchimento de 100%; (b) célula unitaria com
razdo de preenchimento de 150%.

Pela observacao da Fig. 3.21, pode-se compreender que conforme se varia a razao
de preenchimento e o elemento de poliacetal vai reduzindo sua participacdo na composi¢ao da
célula defeituosa, os modos limitrofes a regido de passa banda tendem a ir para frequéncias
da regido interna (central) dos band gaps. Tomando como exemplo o caso de 60%, tem-se um
modo que sofre um pequeno deslocamento para o primeiro band gap, um modo centralizado no

interior do segundo band gap e dois (2) modos presentes no terceiro band gap.

[y
(—3
—

§ —100% Rf
(1)
§ —90% Rf
__80% R
% >0 il 1
= —70% Rf
<P}
= —60% R
% 0 60% g
= —50% R
.— .f
'.; 40% Rf
2 50 —30%R
E 4
= —20% Rf
[~ .
R 0
= -100 - ‘ ‘ . 10% &,
0 5 10 15

Frequéncia [kHz]

Figura 3.21 — Comparacao entre as respostas forcadas para a reducido da razdo de preenchi-
mento da célula defeituosa.
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A Fig. 3.22 apresenta as respostas forcadas para os casos de célula defeituosa com
aumento da razdo de preenchimento. Observa-se que ocorre uma concentragdo de modos na
regido de frequéncias mais altas dentro do primeiro band gap. Ja para médias frequéncias, essa
concentracao de modos de defeito propagantes tendem a convergir para o faixa de frequéncia
proxima ao centro do segundo band gap. Em altas frequéncias, modos de defeito aparecem para
os valores de Ry at€ 160% e para os superiores a 170% encontram-se vales de antirressonincia

similares as aplica¢des que envolvem ressonadores.

fr— 100 T T
3 —100% R,
2 5 —110% R,
5 i (1)
= \JU W‘/\ —120% R,
= i \/ ~130% R
L 0 f
E __140% R
5 b
= 150% R
= '507 f
'z 160% R
2 b
o .
E-IOO* —170% R y
g __180% R
: 190% R /
— ()
~_150 ‘ ‘ | "R,
5 10 15 20 25 200% R

Frequéncia [kHz]

Figura 3.22 — Comparacdo entre as respostas forcadas para o aumento da razdo de preenchi-
mento da célula defeituosa.

Extrapolando a questdo do defeito em fun¢do da troca do material constituinte da cé-
lula unitaria do cristal fondnico. As proximas células defeituosas serdo formadas pela troca total
do material do elemento “B”, considerando Ry =100%. As propriedades desses materiais estdo
apresentadas na Tab. 3.8. A vista disso, apenas materiais com propriedades mecénicas distintas
das propriedades do aco serdo empregados, uma vez que a célula unitdria deverd possuir como
caracteristica fundamental uma grande diferenca de impedancia de um para outro elemento. E
embora as madeiras sejam consideradas materiais ortotrépicos, para fins de simplificacdo da

modelagem elas serdo consideradas como materiais 1sotropicos.

A Fig. 3.23 compara as respostas forcadas obtidas para as células defeituosas com-
postas por tungsténio comercial, cobre C11000 e aluminio. Quando a célula defeituosa € com-
posta por tungsténio comercial, observa-se a presenca de dois modos propagantes no interior do
primeiro band gap. Para o caso do cobre C11000, encontra-se um modo de defeito mais cen-
tralizado ao interior do primeiro band gap e, assim como o tungsténio comercial, hd um grande

aumento no nivel de atenuacdo no segundo band gap. Com aluminio, apresentam-se modos
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Tabela 3.8 — Parametros dos materiais utilizados na célula defeituosa.

Material Densidade [kg/m3 ] Modulo de Young [GPa]
Tungsténio comercial 19300 400
Cobre C11000 8890 115
Aluminio 2710 69
Nylon 6.6 1140 3,3
Madeira P. Taeda J. 504 0,017
Madeira Pinheiro de Douglas 504 0,012

no primeiro e segundo band gap, um “afundamento” mais proeminente no terceiro e, de modo

geral, encontra-se um aumento no nivel de atenuacao.

—Saudavel

—W comercial
—Cobre - C11000
— Aluminio

Transmissibilidade [dB re 1.0]

0 5 10 15 20 25
Frequéncia [kHz]

Figura 3.23 — Respostas for¢adas dos cristais fondnicos formado a partir da mudanca de ma-
terial (apenas materiais metdlicos na célula defeituosa), com defeito na primeira
célula unitéria.

Verifica-se que quando o material da célula defeituosa apresenta propriedades me-
canicas proximas a da célula unitdria saudavel, o comportamento da resposta forcada do cristal
fondnico com defeito ndo difere muito da resposta obtida para o caso sem defeito. Como visto na
Fig. 3.24, caso do Nylon 6.6, onde houve apenas pequenos deslocamentos nas frequéncias dos
modos proximos aos band gaps e pouquissimas alteragdes na amplitude da vibra¢do. Quando
as propriedades mecanicas se afastam dos polimeros, indo para a drea das madeiras, pode-se
observar que a diferenca de impedancia entre esses materiais € maior, e portanto, ocorrem mais
alteracdes nas respostas for¢adas. Assim, tanto para a madeira P. Taeda J. como para o Pinheiro
de Douglas, houve um maior nivel de atenuacio na regido do primeiro band gap e encontra-se

modos no interior do segundo e terceiro band gap.
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Figura 3.24 — Respostas for¢adas dos cristais fondnicos formado a partir da mudanga de mate-
rial (polimeros e madeiras formam a célula defeituosa), com defeito na primeira
célula unitdria.

Utilizando-se do exemplo da célula defeituosa de Aluminio, a Fig. 3.25 apresenta
a comparagdo das respostas forcadas quando a célula defeituosa muda de posicdo. Encontra-
se sobreposi¢Oes das respostas, uma vez que a resposta para posicdo C1 equivale a resposta
apresentado para condi¢cdo C4, e C2 é igual a C3. Tal qual foi verificado na Fig. 3.11, utilizando-
se da teoria de barra elementar e com um cristal fondnico composto por um nimero impar de

células unitarias.
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Figura 3.25 — Comparacio entre as respostas for¢adas para um cristal fononico tipo viga com-
posto por quatro (4) células; célula defeituosa variando para cada uma das posi-
coes.
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3.3 Cristais Fononicos 2D - Placa Fina

3.3.1 Defeito Pontual

O Ciristal fondnico 2D do tipo placa fina formado a partir das inclusdes cilindricas
circulares de Al,O3 embutidas em uma matriz de base de resina epoxi, apresentado na Fig. 2.6
serd utilizando como referéncia, uma vez que equivale ao caso do cristal fondnico 2D saudavel
e a partir do qual serdo realizadas as alteracdes na inclusdo central (caracterizando o defeito).
As propriedades dos materiais que constituem o cristal fondnico sdo mostradas na Tab. 3.9. A
rede periddica € dada por a = 6 mm, o raio dos cilindros circulares € r, = 1,8 mm e a espessura
da placa é h = 0,6 mm. Utilizou-se f = 0,283, o que representa a fracdo de preenchimento
otimizada para gerar um band gap mais largo, conforme constatado nos trabalhos de Yao et al.
(2009) e Yao et al. (2013).

Tabela 3.9 — Propriedades mecanicas dos materiais: matriz epoxi e inclusoes de Al,O3.

Propriedade Resina Epoxi  Al,O3

Massa especifica [kg/m>] 1142 3970
Moédulo de Young [GPa] 4,350 402

Razdo de Poisson 0,378 0,230
Velocidade de Onda Transversal [m/s] 1160 7898

Para avaliar os diagramas de dispersdo do cristal fon6nico com um defeito pontual,
variou-se o raio da inclusdo cilindrica central. Quando o raio do cilindro que representa o defeito
(r4) € igual ao raio dos outros cilindros “saudéveis” (r,), considera-se que € um cristal fononico
sauddvel. A partir do parametro raio do defeito, a fracdo de preenchimento do defeito (fy) é

determinada. A Tab. 3.10 correlaciona a razdo de defeito (r;/r,) € f4.

Tabela 3.10 — Parametros de material da placa fina para cristal fononico 2D - matriz epdxi e
inclusoes de Al,Os3.

ra/ro 80% 60% 40% 20% 0%
fa 0,181 0,102 0,045 0,011 O

Fig. 3.26 (a) mostra diagrama de dispersdo ao longo da FIBZ, ou seja, orientado por
M —T"— X — M para um cristal fondnico cujo diametro da célula defeituosa € igual aos demais,
portanto nao ha defeito. Observa-se que para a frequéncia de faixa mostrada, ha um intervalo
de banda completo, localizado de wa/c;, = 3,333 a 4,632.

Para r;/r, = 80%, Fig. 3.26 (b), observa-se que hd uma redugdo na largura do
band gap da banda 3.311 e 4.367 (maximo), uma vez que o modo propagante de mais alta
frequéncia encontra-se na regido onde antes era o band gap. O mesmo fendmeno ocorre no

caso em que ry/r, = 60%, Fig. 3.26 (c), onde passa a ter a presenca de trés modos de defeitos
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Figura 3.26 — Estruturas de banda dos exemplos da super célula do cristal fononico com as
seguintes configura¢des da razdo ry/r,: (a) sauddvel (100%); (b) 80%; (c) 60%;
(d) 40%; (e) 20%; (f) 0%.

localizados na regido central do band gap. Com ry/r, = 40%, Fig. 3.26 (d), os modos continuam
com uma proximidade entre si similar ao caso anterior, mas se deslocam para frequéncias mais
baixas. Para os casos com rg/r, = 20% e 0% (incluséo cilindrica completamente removida),
Fig. 3.26 (e) e Fig. 3.26 (f), respectivamente, pode-se observar que o modos de defeito comegam
a se separar e ter frequéncias mais especificas, apresentando um afastamento na frequéncia

normalizada de 0,150 e os modos estdo centralizados na regido do band gap.

Na Fig. 3.27 estdo representados os modos de onda de Bloch ao longo de I — X.
Para o caso do cristal fononico saudavel, r;/r, = 100%, observa-se que as amplitudes de onda
sdo praticamente constantes em toda regido da compreendida pela estrutura e ndo se identifica
grandes perturbagdes, conforme visto na Fig. 3.27 (a). Os demais modos de onda de Bloch a
serem apresentados equivalem aos modos compreendidos na regido interior ao band gap das
Fig. 3.26 (demarcados por um “x” em seus respectivos valores de r;/r,). Na Fig. 3.27 (b),
observa-se a existéncia de maiores perturbagdes nos contornos dos lados direito e esquerdo da
estrutura do cristal fondnico, bem como uma pequena perturbacdo na amplitude da onda na
regido da inclusdo central com r;/r, = 80%. A partir de r;/r, igual ou inferior a 60%, trés

modos comecam a ser encontrados no interior do band gap, Fig. 3.27 (c)-(f). Assim, conforme
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a ryq/r, diminui, observa-se que a amplitude da onda no local da inclusdo defeituosa tende para
valores maiores, assim como hd uma redug@o no nivel das perturbacdes nas demais regides da

estrutura, principalmente nas extremidades.

-

@ (b) (©)

(d) (e) (®)

Figura 3.27 — Modos de onda de Bloch para o cristal fononico 2D para r;/r,0: (a) 100%;(b)
80%;(c) 60%:(d) 40%;(e) 20%;(f) 0%.
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3.3.2 Defeito de Linha Reta

A Fig. 3.28 (a) mostra o diagrama de dispersao para este caso de defeito, observa-se
que na faixa de frequéncias que vai de 0,12 a 0,138, bem como de 0,14 e 0,16, ocorre a pre-
senca de modos guiados juntamente com band gaps parciais estreitos. Verificando-se que este
fato é um indicio que esta configuracdo de defeito em cristal fondnico ndo favorece criagio de
band gaps e, consequentemente, a atenuagdo das ondas propagadas. Tornando-os com melhores

alternativas para aplicagdes como guia de ondas.

(a) (b)

Figura 3.28 — Diagrama de dispersdao compreendendo a faixa de frequéncia normalizada: (a)
wa/c; de 0 a 0,33; (b) detalha apenas para wa/c; 0,1 a 0,18, e para presenga de
modos guiados.

Pelas Fig. 3.29 (a)-(b), observa-se o comportamento do modo localizado destacado
pelo retangulo vermelho na Fig. 3.28 (b). Assim, vé-se como o defeito de linha reta no cristal
fonoénico atua de maneira andloga a um guia de ondas, guiando-as no interior do canal e apre-
sentando pequenas variagdes na amplitude da onda, mesmo com as inclusdes que delimitam o

canal, ndo hé grandes interferéncias.

(a) (b)

Figura 3.29 — Modo de onda guiado causado pelo defeito de linha reta no cristal fondnico:(a)
vista de topo; (b) vista em perspectiva.
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3.3.3 Defeito Linear Obliquo

O defeito obliquo € definido pela remocao de inclusdes na trajetdria, formando um
“S”, conforme mostrado na Fig. 2.10. Observando a Fig. 3.30 (a), encontra-se alguns modos
localizados e guiados um pouco mais distanciados dos demais modos, destacados pelo retangulo
azul, que compreende o intervalo de frequéncia normalizada de wa/c; = 0,114 a 0,153. Assim,
tomando como referéncia a Fig. 3.30 (b), encontra-se mais claramente um modo localizado
isolado (retangulo vermelho) que, geralmente, corresponde aos modos planos, e trés modos
guiados (retangulo azul), onde os modos apresentam mais variagdes em sua inclinacao na regiao
M—-T—-X—-M.

w al(..t

(b)

Figura 3.30 — Diagrama de dispersdao compreendendo a faixa de frequéncia normalizada: (a)
wa/c; de 0 a 0,22; (b) faixa de frequéncia normalizada detalhada apenas para
wa/c; 0,12a0,16, onde ha a presenga de um modo localizado (retdngulo vermelho)
e trés modos guiados (retingulo azul).

Como nos demais casos investigados, também obteve-se 0 modo de onda de Bloch
ao longo da regido I' — X. As Fig. 3.31 (a)-(b) representam o modo guiado central, visto entre
outros dois modos e destacado no retangulo azul da Fig. 3.30, pode-se observar que este tipo
de defeito facilita a propagacdo da onda ao longo do caminho canal, assim como o defeito de
linha reta. No entanto, a intera¢io entre ondas e as inclusdes que delimitam o canal apresenta

uma baixa influencia na reduc¢do da amplitude das ondas ou no aumento de perturbagdes.

(b)

Figura 3.31 — Modo de onda guiado causado pelo defeito de linear obliquo no cristal fond-
nico:(a) vista de topo; (b) vista em perspectiva.
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4 CONCLUSOES

Neste trabalho, uma investigacdo numérica foi realizada a fim de observar o com-
portamento da propagacdo de ondas eldsticas em estruturas periddicas, com foco nos cristais
fondnicos, frente a insercdo de defeitos (quebra da periodicidade). Apresentou-se um contexto
sobre as estruturas periddicas, classificacio e aplicagdes que as envolvem. Assim como 0s mé-
todos matematicos analiticos e numéricos desenvolvidos para modelar tais aplicacdes. Em se-
guida, uma revisdo geral sobre os defeitos causados pela quebra da periodicidade e algumas

pesquisas que o avaliam foram apresentadas.

Propds-se uma modelagem utilizando-se do SEM para os cristais fononicos 1D,
tanto para as ondas propagantes longitudinais como para as transversais, elementos de barra e
viga, respectivamente, € o método do PWE para prever o comportamento dos cristais fononicos
2D. Os defeitos foram inseridos em apenas uma célula constituinte das estruturas, denominada

de célula defeituosa, uma vez que apresenta parametros diferentes das demais.

Os resultados foram apresentados através dos diagramas de dispersao e das respos-
tas forcadas para exemplos de defeitos nos cristais fononicos do tipo barra e viga. Observou-se
que quando ha diminui¢@o da razdo de comprimento os modos de defeito aparecem no interior
dos band gaps, principalmente para valores intermediarios dessa razao (80, 70, 60 e 50%). Ja o
aumento da razdo de comprimento apresenta modos internos em todos os band gaps da faixa de
frequéncia avaliada, mostrando que o modelo € mais sensivel a essas alteracdes, e sendo mais
eficiente na criagdo dos modos de defeito. Comparando com as variagdes de comprimento, 0s
defeitos causados pela variacao do didmetro da secdo transversal ndo se mostraram tao influen-
tes na criacdo de modos de defeito, principalmente quando se trata das vibragdes longitudinais.
No entanto, para os modelos formulados por elementos de viga (onde as vibragdes transversais
sdo levadas em consideracdo), valores elevados da razdo de didmetros mostram-se promissores
na criagdo de modos de defeito. Para os casos inversos, quando essa razao € reduzida, a resposta
do sistema nao € satisfatéria, uma vez que para pequenos valores de didmetro os resultados

apresentam flutuacao e imprecisdo (presenca de matrizes singulares).

Os defeitos de material avaliaram as influéncias que as varia¢des na razdo de pre-
enchimento de uma célula defeituosa tém sobre a estrutura do cristal fondnicos. Novamente,
para valores médios durante a redugdo da razdo de preenchimento (80, 70, 60 e 50%), modos
de defeito aparecem no interior dos band gaps de médias e altas frequéncias. Quando ocorre
o aumento dessa razdo, os valores mais elevados (a partir de 170 até 200%) mostram-se mais
eficientes na criagdo dos modos de defeitos, visto que os menos estdo situados na regido central
dos band gaps. Na extrapolacdo, quando o defeito é causado pela troca completa do material

que constitui a célula defeituosa, ao utilizar os metais mais pesados que o aco (constituinte
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da original da célula unitdria), encontra-se uma espécie de “afundamento” no nivel de atenua-
cdo das ondas propagadas similar ao de aplicacdes que envolvem ressonadores. Para os casos
onde houve a substitui¢do do material da célula defeituosa por polimeros e madeiras, modos de
defeito sdo identificados na regido dos band gaps. Quanto a alternancia da posi¢ao da célula de-
feituosa em relacdo ao seu posicionamento na estrutura, observou-se que ha uma sobreposi¢ao
de respostas, uma vez que a resposta mensurada para o defeito localizado na célula C1 coincide

com a resposta em C4, do mesmo modo que C2 coincide com C3.

Por ultimo, tratando-se dos defeitos em cristais fononicos 2D, utilizou-se a combi-
nacdo da técnica da super célula juntamente com o método do PWE para determinar os dia-
gramas de dispersdo e calcular os modos de onda de Bloch. Para os casos onde houve apenas
a alteracdo no diametro da inclusdo central, defeito pontual, encontrou-se claramente nos dia-
gramas de dispersdo a presenca de modos de defeito no interior dos band gaps, principalmente

para ry/r, a partir de 60% até a inclusdo ser completamente removida, r;/r, = 0%.

Através da visualizacao dos modos de onda de Bloch também foi possivel constatar
a influéncia que a razdo de didmetros da inclusdo central tem no aumento da amplitude da onda
propagada no cristal fondnico, mostrando o maximo do pico de amplitude para r;/r, = 0%,

corroborando mais uma vez para a aplicagao desse tipo de defeito para colheita de energia.

Nos casos de defeitos lineares, tanto de linha reta como o linear obliquo, ndo hd
exatamente a presenca de apenas modos de defeito localizado. Por meio dos diagramas de dis-
persdo e da visualizacdo dos modos de onda de Bloch, verificou-se a existéncia dos modos
localizados e guiados, bem como a falta de band gaps largos, o que leva a conclusdo que esse
tipo de quebra de periodicidade implica também na concep¢do de uma outra proposta de apli-
cacdo para os cristais fononicos com defeitos. Assim, observa-se que os mesmos atuam melhor
como guias de ondas, em virtude da remocao das inclusdes que delimitam a regido do canal e
facilita a propagacao das ondas. Com a remogdo das inclusdes, a amplitude da onda confinada

no interior do canal ndo apresentou grandes perdas ou perturbagdes.
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4.1 Trabalhos Futuros

Os seguintes topicos sdo sugestdes para trabalhos futuros:

e Andlises experimentais para verificacao e constatacdao da presenca dos modos de defeito;

e Investigacdes sobre a presenca dos modos de defeitos em outras formulagdes, como ele-

mentos de barra e viga de alta ordem;

e Investigacdo da relacdo entre os modos de defeito (quebra da periodicidade) e os modos

topoldgicos em estruturas periddicas;
e Avaliar a influéncia dos defeitos em outros tipos de rede;
e Utilizacdo dos modos de defeitos em aplicacdes que envolvam colheita de energia;

e Aplicacdo de métodos para otimizar o tipo de defeito e as caracteristicas da célula defei-

tuosa;



Capitulo 4. Conclusées 70

4.2 Publicacoes em Anais de Conferéncias

e V.G.R.C. Dos Santos, E.J.P. Miranda Jr e ]. M.C Dos Santos, “Band Structures and Linear
Defects in Phononic Crystal Thin Plates ”, Proceedings of the XL Iberian Latin-American
Congress on Computational Methods in Engineering (CILAMCE), November 11-15, Na-
tal, RN, Brazil, 2019
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