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Resumo

Este trabalho versa sobre Relacoes de Recorréncia e alguns de seus métodos de
resolucao. Buscamos gerar um texto de facil leitura que estimule o leitor a prosseguir
e aprofundar-se no estudo do assunto.

Trés métodos de resolucao com seus respectivos Teoremas e demonstragoes foram
trabalhados: método para recorréncias de primeira ordem, método das raizes carac-
teristicas e método das funcoes geradoras.

Buscamos trazer exemplos resolvidos utilizando os Teoremas demonstrados. Em
alguns problemas, foram introduzidas novas técnicas de resolucao a fim de enriquecer
o trabalho e mostrar ao leitor a existéncia de diferentes formas de abordagem para
solucionar uma relacao de recorréncia.

Concluimos que a formulacao de relagoes de recorréncia é uma ferramenta poderosa
e versatil na resolugao de problemas combinatérios. Consequentemente, torna-se as-

sunto obrigatorio aqueles que se aventuram no estudo da Matematica Discreta.

Palavras-chave: Relacoes de Recorréncia, métodos de resolucao.



Abstract

This study is about Recurrence Relations and some of their methods of resolution.
We tried to generate an easy-to-read-text which stimulates the reader to proceed and
to deepen his study about this subject.

Three resolution methods with their theorems and demonstrations were studied: the
method for first order recurrences, the characteristic root method and the generating
function method.

We seek to bring examples solved using the theorems stated. To some problems,
new resolution techniques were introduced in order to enrich the work and show the
reader the existence of different approach forms to solve a recurrence relation.

We concluded that the formulation of recurrence relations is a powerful and versatile
tool in the resolution of combinatorial problems. Therefore, it becomes an obligatory

subject to those who adventure in the study of Discrete Mathematics.

Key words: Recurrence Relations, resolution methods.
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Introducao

Baseado na linha central de pesquisa do Mestrado Profissional, estudamos as Relagoes
de Recorréncia, importante assunto da Matematica Discreta, tendo como objetivo geral
produzir um texto acessivel que sirva como fonte de consulta a docentes e discentes da
disciplina, ministrada principalmente nos cursos de graduacao de Matematica.

Citamos como principais contribuicoes a divulgacao do assunto e a producao de uma
fonte de consulta rica em exemplos resolvidos.

A dissertacao encontra-se dividida em trés capitulos. No Capitulo 1 trabalhamos
quatro exemplos de relacoes de recorréncia, sem nos preocuparmos com definicoes e
as respectivas técnicas de resolucao, buscando familiarizar e instigar o leitor que esta
comecando o estudo do assunto.

Ja no Capitulo 2 desenvolvemos os métodos de resolucao, seus respectivos Teore-
mas e demonstracoes. Trés métodos de resolucao foram trabalhados: método para
recorréncias de primeira ordem, método das raizes caracteristicas e método das fungoes
geradoras. A cada método de resolugao introduzido, trouxemos novos exemplos resol-
vidos.

Finalmente, o Capitulo 3 traz dez problemas que visam a aplicar os métodos de
resolucao estudados no Capitulo 2. Nos tltimos quatro problemas, foram introduzidas
novas técnicas de resolucao a fim de enriquecer o trabalho e mostrar ao leitor a existéncia

de diferentes formas de abordagem para solucionar uma relagao de recorréncia.



CApiTULO 1

Exemplos classicos

Iniciaremos este trabalho explorando alguns exemplos de recorréncia que nos
fornecerao condigoes de introduzirmos conceitos importantes. Frequentemente neces-
sitamos contar quantidades que dependem da entrada de um parametro, digamos n.
Desta forma, veremos como obter o calculo do n-ésimo termo de uma sequéncia em
funcao dos termos anteriores. Em seguida, discutiremos diversos métodos para en-
contrar formulas gerais para este n-ésimo termo da sequéncia. As ideias e métodos
apresentados neste trabalho tém uma extensa variedade de aplicagoes, algumas das

quais teremos oportunidade de desenvolver no Capitulo 3.

1.1 Algumas recorréncias elementares

Exemplo 1.1 Os Graos de Trigo

Segundo uma das lendas que narram a criagdo do =xadrez, contada em
O Homem que Calculava, do escritor e matematico Malba Tahan, numa provincia in-
diana chamada Taligana havia um poderoso raja que havia perdido o filho em batalha.
O raja estava em constante depressao e passou a descuidar-se de si e do reino.

Certo dia o raja foi visitado por Sessa, que lhe apresentou um tabuleiro com 64
casas brancas e pretas com diversas pegas que representavam a infantaria, a cavalaria,

os carros de combate, os condutores de elefantes, o principal ministro e o préprio raja.
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Sessa explicou que a pratica do jogo daria conforto espiritual ao raja, que finalmente
encontraria a cura para a sua depressao, o que realmente ocorreu.

O raja, agradecido, insistiu para que Sessa aceitasse uma recompensa por sua in-
vencao e o bramane pediu simplesmente um grao de trigo para a primeira casa do
tabuleiro, dois para a segunda, quatro para a terceira, oito para a quarta e assim su-
cessivamente até a tultima casa. Espantado com a modéstia do pedido, o raja ordenou
que a quantia em graos que fora pedida fosse paga imediatamente.

Fez o raja um bom negdcio?

Para responder a esta questao, definimos .S,, como o nimero de graos de trigo pagos
pelos n primeiros quadrados e t,, o nimero de graos no n-ésimo quadrado.

Temos

tnsr = 21 (1.1)

Esta equagao é um exemplo de relacao de recorréncia, ou seja, o valor de cada termo
depende de seu antecessor. Vamos ver como podemos resolvé-la a fim de encontrar uma
expressao geral para t,,. Sabemos que t; = 1. Isto nos foi dado e é chamado de condicao

inicial. Temos que:

t2 - 2t1 :Qltl,
ty = 2ty =221,

t4 - 2t3 - 23t1,
e em geral

tn=2t,_1 = 2" 1¢,.

Usando a condicao inicial, temos

t, =21, para todo n > 1. (1.2)

Neste caso, resolvemos a relagao de recorréncia por iteragao. Observamos que uma
recorréncia como (1.1) tem geralmente muitas solugoes. O que define uma solugao tinica

’

¢ a condicao inicial dada no problema. Neste exemplo, a sequéncia 1, 2, 4, 8, ... é a
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Unica solugao, mas se nao tivermos a condicao inicial definida, qualquer multiplo desta
sequéncia, por exemplo, 5, 10, 20, 40, ... é solucao.

Mas estamos realmente interessados em S,,, temos em
Sn+1 — Sn ‘l‘ tn+17 (13)

uma outra forma de relagao de recorréncia que depende do antecessor de S e do valor

de t ja calculado.

No6s podemos reduzir (1.3) a uma recorréncia de S, usando (1.2). Isto nos da
Spt1 =S, +2". (1.4)

Vamos usar iteracao novamente para encontrar o valor de S,,, para todo n, na relacao

de recorréncia (1.4). Temos

Sy = S 42,
Sy = Sy 422,

e em geral
Sp=S8p 1 +2" =8 42422 4. 42"

Sendo S; = 1, conforme a condigao inicial obtemos

Sp=1+24+22+... 42"

Esta soma nada mais é que a soma dos termos de uma progressao geométrica de

razao 2 e a; = 1. Sendo assim concluimos que !

1—2n
S, = — 1.
1-2

Sabemos que existem 64 quadrados no tabuleiro de xadrez. Entao o nimero de

graos de trigo que Sessa pediu foi 264 — 1.

I Chegaremos a esta mesma férmula usando funcdes geradoras.



1.1 Algumas recorréncias elementares 5

A titulo de curiosidade, depois que foram feitos os cdlculos, os sabios do raja ficaram
atonitos com o resultado que a quantidade de graos havia atingido, pois, segundo eles,
toda a safra do reino durante 2.000 anos nao seriam suficientes para cobri-la. Impres-
sionado com a inteligéncia do bramane, o raja o convidou para ser o principal ministro

do reino, sendo entao perdoado por Sessa de sua grande divida em trigo.

Exemplo 1.2 A Torre de Hanoi

A torre de Hanoi, também conhecida por torre de bramanismo ou quebra-cabecas
do fim do mundo, foi difundida para o Ocidente pelo matematico frances Edouard Lucas
em 1883. Temos uma torre de oito discos empilhados inicialmente em ordem decrescente

de tamanho (de baixo para cima) em um dos eixos de um total de trés.

Figura 1.1: A Torre de Hanoi

O objetivo é transferir todos os discos para um outro eixo, na mesma ordem em
que se encontram, movendo um unico disco por vez, efetuando o menor nimero de
movimentos e nunca colocando um disco maior sobre um menor.

Segundo Lucas, o jogo que era popular na China e no Japao veio do Vietna, dai a
origem de seu nome. O matematico foi inspirado por uma lenda Hindu, a qual falava
de um templo em Benares, cidade Santa da India, onde existia uma torre sagrada do
bramanismo, cuja funcao era melhorar a disciplina mental dos jovens monges. De acordo
com a lenda, no grande templo de Benares, debaixo da cipula que marca o centro do
mundo, hd uma placa de bronze sobre a qual estao fixadas trés hastes de diamante. Em
uma dessas hastes, o deus Brama, no momento da criacao do mundo, colocou 64 discos
de ouro puro, de forma que o disco maior ficasse sobre a placa de bronze e os outros
decrescendo até chegar ao topo. A atribuicdao que os monges receberam foi de transferir

a torre formada pelos discos, de uma haste para outra, usando a terceira como auxiliar



1.1 Algumas recorréncias elementares 6

de acordo com as restrigoes acima. Os sacerdotes, desde entao, trabalham dia e noite
em sua tarefa. Segundo a lenda, quando a tarefa estiver completa, a torre ird desabar
e o mundo acabara.

Frente a problemas como esses, nos perguntamos se ¢ possivel calcularmos o menor
niumero de movimentos para mover 8, 64, n discos? Sim, neste tipo de abordagem
partimos do problema particular (calculamos o nimero de movimentos para 1, 2, 3
discos) para o problema genérico (n discos).

Para obtermos éxito, devemos:

(i) obter a solugao do problema genérico a partir da solugao de exemplares
menores do problema (com, digamos, n — 1 elementos);
(ii) determinar de modo trivial a solu¢ao de certos exemplares do problema

(com, por exemplo, 1 elemento).

Seja T,, o menor numero de movimentos para mudar uma torre de n discos do eixo
a esquerda para o eixo a direita. Para que o maior disco possa ser colocado no eixo a
direita, é obrigatorio que a configuracao dos discos que precede este movimento seja a
que tem todos os discos, com excecao do maior, empilhados no eixo intermediario e o
maior disco sozinho a esquerda. A tarefa de passar os n — 1 discos menores do eixo a
esquerda para o eixo intermedidrio é equivalente (em quantidade de movimentos) a de
passar n — 1 discos do eixo intermediario para o eixo da direita. Por definicao, o menor
numero de movimentos para se conseguir isto é 7;,_;. Uma vez que o disco maior seja
colocado no eixo a direita, resta ainda passar para este ultimo todos os n — 1 discos
que se encontram no eixo intermediario, tarefa que requer no minimo 7;,_; movimentos.
Temos um total de no minimo 27,,_; + 1 movimentos. A relacao de recorréncia que

obtivemos é

T,=2T,1+1, para n > 2. (1.5)

Se somarmos 1 em ambos os lados da equacao (1.5) obtemos

T +1=2(T, 1 +1). (1.6)
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Fazendo a mudanga de varidvel 7,, = T,, + 1, (1.6) se reduz a

Tn = 2Tn—17 (17)

que define uma progressao geométrica de razao 2 e termo inicial 7; = 2. Portanto,
T, = 2", 0 que implica

T,=2"—1, para n > 1. (1.8)

Chegaremos a esta mesma solucao de outro modo no préximo capitulo. Concluimos

que 255 movimentos sao necessarios para realizarmos a tarefa com 8 discos.

Exemplo 1.3 A sequéncia de Fibonacci

No ano de 1202, Leonardo de Pisa, matematico italiano, mais conhecido como Fi-
bonacci apresentou o seguinte problema em seu livro Liber Abaci. Desejamos estudar
a proliferacao de coelhos em condicoes especiais. Comegamos com um casal de coelhos
recém-nascidos. Supomos que cada casal de adultos produz por més um casal de co-
elhos recém-nascidos. Os coelhos jovens tornam-se adultos com dois meses, de modo
que passam a procriar também. Supomos também que os coelhos nunca morrem e nao
h& migracao. Vamos denotar por F,, a quantidade de casais de coelhos presentes no
comego do n-ésimo mes.

A Tabela 1.1 lista para alguns valores de n o nimero de casais de coelhos adultos, o
numero de casais com um mes de idade, o nimero de casais recém-nascidos, e o total de
casais de coelhos. Por exemplo, no comeco do terceiro meés, ha um casal recém-nascido.
No comego do quarto meés, os recém-nascidos do més anterior tém agora um mes de
idade, e ha novamente um casal recém-nascido. No comeco do quinto mes, os casais
com um mes de idade e o recém-nascido no mes anterior sao coelhos adultos e com um
meés de idade respectivamente. E assim por diante.

Podemos entao, encontrar uma relacao de recorréncia para F;,. Observamos que o
numero de casais de coelhos no comego do n-ésimo meés é dado pelo ntimero de casais
no comego do (n — 1)-ésimo més mais o nimero de nascimentos no comego do n-ésimo

meés. Mas o ntimero de nascimentos no comeco do n-ésimo meés é o mesmo nimero de
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Meés n Casais adultos Casais com um Casais recém- Total de casais
no comeco do més no comeco nascidos no de coelhos no
més n do més n comeco do més comego do meés

n n==F,
1 0 0 1 1
2 0 1 0 1
3 1 0 1 2
4 1 1 1 3
) 2 1 2 )
6 3 2 3 8
7 ) 3 ) 13

Tabela 1.1: Tamanho de uma populacio de coelhos

casais que tinhamos dois meses atrds, ou seja, no comego do (n — 2)-ésimo més. Entao,
temos para n > 3,

Fn - Fn—l + Fn_g. (19)

Se definirmos Fj sendo 0, entao (1.9) é valida para n > 2. Vamos calcular alguns

valores de F}, usando a recorréncia (1.9). Nés ja sabemos que

F() =0 e Fl = 1.
Entao,
F, = Fi+F = 1,

F3 - F2+F1 -

2
F, = B+F = 3
Fs = Fy+F, = 5
Fs = Fs+F, = 8
F = Fo+F, = 13,

Fy = Fm+Fs = 21.
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No préximo capitulo usaremos a relagao de recorréncia (1.9) para obter uma férmula
explicita para F),. A sequéncia dos numeros Fy, Fy, Iy, ... é chamada de Sequéncia de
Fibonacci e os nameros I, de nimeros de Fibonacci. Estes nimeros tém extraordinarias
propriedades e surgem numa grande variedade de lugares. Para citarmos um exemplo,
na espiral formada pela folha de uma bromélia, pode ser percebida a sequéncia de
Fibonacci, através da composicao de quadrados com arestas de medidas proporcionais
aos elementos da sequéncia, por exemplo: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ---. Este mesmo tipo de
espiral também pode ser percebida na concha do Nautilus marinho. Ainda nao existem

estudos que expliquem satisfatoriamente estes fatos.

Figura 1.2: Fibonacci e a bromélia

Exemplo 1.4 Permutacgoes Cadticas

Uma permutacao de 1, 2, 3, ..., n, é chamada de cadtica quando nenhum dos
7’s se encontra na posicao original, isto é, na i-ésima posicao. Desta forma a tnica
permutacao cadtica que conseguimos com dois elementos é 21.

Seja D,, o nimero de permutagoes cadticas de n elementos. E imediato concluir que
D, =0e Dy = 1. Para n = 3, sao possiveis duas permutacoes cadticas: 231 e 312.
Ja para n = 4, temos nove possibilidades: 2143, 2341, 2413, 3142, 3412, 3421, 4123,
4312 e 4321. Vamos entao deduzir uma relacao de recorréncia para D,,. Para resolver
o caso geral devemos separar os casos possiveis de acordo com o elemento na n-ésima
posicao. Para contar o nimero de elementos de um conjunto, vamos particiona-lo de
modo que a cardinalidade de cada subconjunto da particao seja facil de calcular, e a
cardinalidade do conjunto seréd a soma das cardinalidades dos subconjuntos da particao.
A Tabela 1.2 ilustra o raciocinio empregado. Nesta tabela denotamos por a; o elemento

que ocupa a i-ésima posicao na permutacao. O conjunto de todas as permutacoes
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cadticas ¢ inicialmente particionado de acordo com o elemento na n-ésima posigao.
Considere como o primeiro subconjunto aquele constituido pelas permutagoes que tém
o 1 na n-ésima posigao. Particionamos agora este subconjunto de acordo com o elemento
que ocupa a primeira posicao. Consideremos dois subconjuntos: o primeiro contém as
permutacoes que tém n na primeira posi¢ao e o segundo contém as permutacoes que tém
n em alguma posicao diferente da primeira. As permutacoes do primeiro subconjunto
ttmoa; =n,a, =1,e2,3, ..., n—1, ocupando as posicgoes 2, 3, ..., n—1, sendo que
nenhum desses nimeros ocupa sua posicao natural. Mas entao, por definicdo temos
D,,_» permutacoes neste subconjunto. As permutagoes do segundo subconjunto tém
a, =1,e2,3, ..., nocupando as posicoes 1, 2, ..., n — 1, sendo que os nimeros 2, 3,

., n— 1 nao ocupam sua posi¢ao natural e o niimero n nao ocupa a primeira posicao.
Ou seja, cada um dos nimeros tem uma posicao que lhe é proibido ocupar. A primeira
posicao estd fazendo o papel da n-ésima posigao (aquela que o niimero n nao ocupa), e

portanto, este conjunto deve conter D,,_; permutacoes.

a, =1 a, =2 a, =n—1
apa=nla#nla=nla#n|... |a,1=n|a,1#n
Dn—2 Dn—l Dn—2 Dn—l cee Dn—2 Dn—l

Tabela 1.2: Conjunto de permutagoes cadticas

Somando as cardinalidades de todos os subconjuntos e lembrando os casos especiais

ja resolvidos, temos a relagao de recorréncia

D,=n—-1)(D,_2+ D,_1), para n > 3. (1.10)

Reescrevendo a equacao acima, temos

Dn - nDn_l = (_1)[Dn—l - (n - ].)Dn_g]

Definindo
d, = D, —nD,_,, (1.11)
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a equacao acima pode ser reescrita como

que define uma progressao geométrica de razao —1 e segundo termo igual a 1. Portanto,
d, = (—1)". Substituindo este valor em (1.11), temos uma outra relagdo de recorréncia

para o problema, que sera mais 1til para obtermos uma solugao no préximo capitulo.

Dl = Oa
D, = nD,,+(-1)", para n > 2. (1.12)



CAPITULO 2

Resolucao de relacoes de recorrencia

Apresentamos a seguir os principais métodos para obtencao de solugoes de relagoes
de recorréncia. Na secao 2.1 sao introduzidas nogoes basicas que nos auxiliarao no

desenvolvimento do capitulo.

2.1 Nocoes basicas

Considere a sequéncia de numeros a,, n =0, 1, ... , e a equacao
bo(n)ansr + bi(n)anyr—1 + -+ b.(n)a, = u(n), n=0,1,..., (2.1)
onde u(n) e os coeficientes b;(n), j = 0,1, ... ,r, com by(n) # 0 e b.(n) # 0, sdo fun¢des

conhecidas de n. A relagao de recorréncia (2.1) é chamada rela¢ao de recorréncia
linear de ordem r. Se u(n) =0, n = 0,1, ..., (2.1) é dita homogénea, caso contrério
¢ dita completa. Se os coeficientes sdo constantes (independentes de n), b;j(n) = b;,
j=0,1,...,r,n=0,1,...,(2.1) é chamada relagdo de recorréncia linear de ordem r
com coeficientes constantes. No caso de uma sequéncia dependente de dois parametros

ani, n=0,1, ..., k=0,1, ..., arelacao de recorrencia

12
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b0,0(na k)an—l-r,k—l—s + bO,l(n; k)an—l—r,k—l—s—l + - F b?‘,s(na k)an,k = u(n, k)v (22)
n=0,1,...,k=0,1, ..., onde u(n, k) e os coeficientes b; ;(n, k), i = 0,1, ... ,r,
j=0,1, ... s, com byo(n,k) # 0 e b, 5(n, k) # 0, sdo funcoes conhecidas de n e k, é

chamada de relagao de recorréncia linear de ordem (r,s).

A solugao geral da relagao de recorréncia (2.1) inclui r constantes arbitrérias. O
conhecimento de r condigoes iniciais (valores) ag, ai,. . ., a,_1 nos da uma solugao tnica.
No caso da relagao de recorréncia (2.2) o conhecimento de r+ s condi¢oes iniciais ag j,
A1 gy ooy Q1) € Ap0, G 1, - - -, Opns—1 NOS d& também uma solucao unica.

Vamos agora considerar a relacao de recorréncia linear homogénea de ordem r cor-

respondente a (2.1):
bo(n)anr + bi(n)anir—1 + -+ + by (n)a, =0, n=0,1, ..., (2.3)

onde os coeficientes b;(n), j = 0,1, ... ,r, com by(n) # 0 e b(n) # 0, sdao funcoes
conhecidas de n. Observamos que, se ai(n) e as(n) sdo solugdes quaisquer de (2.3),
entao ciaq(n) + ceas(n), onde ¢; e o sdo constantes arbitrarias, é também uma solugao
de (2.3). Em geral, podemos demonstrar que o conjunto das solugoes de (2.3) constitui
um espago vetorial linear de dimensao r. As r solugoes ay(n), as(n),. .., a.(n), de (2.3)

serao linearmente independentes se e somente se o Wronskiano

ai(n) as(n) a, (n)
We(n) = al(n'jL 1 “2(".+ 1) : ar(n.+ 1)
ai(n+r—1) a(n+r—1) - a(n+r—1)

é diferente de zero para algum n = m' . Consequentemente, se as r solugoes ai(n),
as(n), ..., a.(n) da relacdo de recorréncia linear homogénea de ordem r (2.3) sao

linearmente independentes, entao elas constituem uma base para o espaco vetorial r

1 TIsto acontece se e somente se Wy(n) # 0 para qualquer n.
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dimensional de todas as possiveis solu¢oes. Além disso, toda solucao de (2.3) é da

forma
a, = cra1(n) + caas(n) + - - + cpa.(n), (2.4)
onde ¢y, ¢, ..., ¢, sdo constantes arbitrarias. A solugao (2.4) é chamada de solug¢do
geral de (2.3). No caso em que r valores a,,, Gmi1, .- -, Gmir—1 sa0 dados, o sistema
ay = cra1(m) + caas(m) + - - - + c.a.(m),

i1 = crag(m+ 1)+ caae(m+1) 4+ -+ cra,.(m+ 1),

Umtyr—1 = Clal(m‘i"f’—l)—FCgCLg(m—'—T—1)—|—..._|_Crar(m_'_r_1)7

desde que W,.(m) # 0, tem uma tnica solugao envolvendo as constantes ¢y, ca, ..., ¢;.
Introduzindo esta solugao em (2.4), uma tnica solucao de (2.3) é deduzida. Além disso,
se w(n) é uma solugdo particular da relagdo de recorréncia linear completa de ordem

r (2.1), entao, de acordo com a anélise anterior, segue-se diretamente que
an, = c1a1(n) + caaz(n) + - - - + cra.(n) + w(n)

¢ a solugdo geral de (2.1).

2.2 Relacoes de recorréncia de primeira ordem

Vamos considerar uma relagao de recorréncia linear completa de primeira ordem

com coeficientes varidveis,

a1 — b(n)a, = u(n), n=mm-+1, ..., (2.5)

onde b(n) # 0, n =m,m+1, ..., e m éum inteiro ndo-negativo. A solugao desta relacao

de recorréncia ¢é obtida usando o teorema abaixo que utiliza o método de iteracao.
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Teorema 2.1. A solugdo da relagao de recorréncia linear (2.5), com a,, uma condi¢ao

inicial dada, é

n—2
n = Qmbp—1m + Y u(r)by_1,1+ u(n — 1), (2.6)

paran=m-+1,m-+2, ..., onde

bus = [ J 0(%). (2.7)

k=r
Prova: Esta demonstragao encontra-se em [2]. Introduzindo a transformagao
hp = an/bp-1m, n=m+1m+2 ..., hy=an
e fazendo w(n) = u(n)/bpm, n =m,m+1, ..., em (2.5) obtemos

Pt = b — b(N) - By - b1 = w(N) - by
Dividindo ambos os membros desta equagao por b, ,,, temos a relagao de recorréncia

hpi1 =h, +w(n), n=mm+1, ...,

onde h,, = a,, ¢ a condicao inicial dada. Iterando esta recorréncia, obtemos

hm+1 = h'm -+ w(m),
hm+2 = hm—l—l + w(m + 1) = hm + w(m) + w(m + 1),

hpi1 = hp +w(n) = hyp +w(m) +wim+1) +--- +w(n — 1) + w(n).

Consequentemente

hn+1:hm+2w(r), n=m,m-+1, .
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Retomando a sequéncia a,, n =m,m+ 1, ..., a iltima expressao, e sabendo que
ap = hpbp_1m, n=mm+1, ...,

e desde que u(n) = w(n)b,m, n=m,m+1, ..., obtemos entao

[asry

n—

Unt1 = Qmbpm + w(r)bpri1 +u(n), n=mm+1, ...,

\3
Il
3

que é a expressao (2.6) com n + 1 ao invés de n, como queriamos demonstrar. W
A solucao da relacao de recorréncia linear completa de primeira ordem com coefici-

entes constantes,

Api1 —ba, =u(n), n=mm-+1, ..., (2.8)
onde b # 0, n =m,m~+1,..., e m é um inteiro nao-negativo dado é facilmente deduzida
do Teorema 2.1 considerando b(n) = b, n = m, m+1, --- . Além disso, quando u(n) = u
constante para todon =m,m+1,..., podemos utilizar a formula da soma dos termos

de uma progressao geométrica. As solugoes de (2.8) sao dadas pelo seguinte corolério.

Corolario 2.1. A solugdo da relagdo de recorréncia linear (2.8), com a,, uma condi¢ao

wictal dada, é

—_

n—

ap = a4+ u(r)b" o n=m A+ 1lm 42, (2.9)

ﬁ
I
3

Em particular, com u(n) = u constante para todon =m,m-+1, ...,

L A - (1= ™) /(1 —b), b1, 210

am +u-(n—m), b=1,
paran=m-+1,m+2, ---.

Observagao 1: Se o termo a,, nao é dado, (2.6) com a, = ¢, uma constante

arbitraria, constitui uma familia de solugoes, que é a solucao geral da relagao de re-
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corréncia (2.5). Do mesmo modo, (2.9) e (2.10) com a,, = ¢ s@o as respectivas solugoes

gerais de (2.8).

Exemplo 2.1 Torneio de ténis

Supomos 2n jogadores em um torneio de ténis individual. Queremos determinar,
usando uma relagdo de recorréncia, o numero a, de diferentes maneiras de associar os
jogadores em pares para disputar as n partidas da primeira rodada.

Para obtermos a solu¢ao, vamos fixar o jogador com o ntmero 2n da lista. Este
jogador pode ser colocado com qualquer um dos outros 2n—1 jogadores a fim de disputar
a primeira partida. Desta forma, restam ainda 2(n—1) jogadores com os quais podemos

formar a,,_; pares para as outras n — 1 partidas da primeira rodada. Segue entao que
an = 2n—1)a,—1, n=2,3,...,a =1

Esta é uma relacao de recorréncia linear de primeira ordem homogénea com coeficientes
variaveis. Assim, a partir de (2.6), com m =1, u(n) =0, b(n) =2n+1,n=1,2, ...,

e a; = 1, deduzimos a expressao

n—1
an=by1g =[] @k+1)=3.5. - (2n-1), n=273 -
k=1
Multiplicando o segundo membro da equacao por 2.4 . --- .(2n) = 2"n! e dividindo

a expressao resultante pelo mesmo ntiimero, encontramos a seguinte expressao para a,:

1.2.3. - .2n—=1)(2n) (2n)!
2nn| 2!’

n=12---

Exemplo 2.2 Regioes do plano

Queremos determinar, usando uma relagao de recorréncia, o numero a, de regioes
em que o plano € separado por n circulos, com cada par de circulos intersectando-se
em exatamente dois pontos e nunca trés circulos tendo um ponto de intersec¢ao em

comum. A Figura 2.1 nos dd o numero de regioes paran =3 en = 4.
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Consideremos n circulos no plano nas condigoes impostas pelo problema. Entao
estes circulos separam o plano em a, regides. Agora, adicionemos outro circulo, in-
tersectando cada um dos n circulos em exatamente dois pontos e nao passando por
nenhuma interseccao ja definida. Deste modo, este circulo intersecta os n circulos em
2n pontos passando através de 2n regioes. Cada uma destas regioes é separada em duas
regides. Consequentemente, a adigdo do (n + 1)-ésimo circulo aumenta o nimero de

regioes em 2n. Entao
Api1 =p+2n, n=12 ..., a =2

Esta é uma relacao de recorréncia linear completa de primeira ordem com coeficientes
constantes. Assim, a partir de (2.9), com m =1, b= 1, a; = 2, e u(r) = 2r, deduzimos

a expressao
n—1
a, =2+ 2 g T,
r=1

que, apos o uso da féormula da soma dos termos de uma progressao aritmética, se reduz

a

a,=nn—-1)+2 n=1,2---.

T

074\ bge

Figura 2.1: Circulos no plano

Na figura 2.1 temos um plano dividido por trés e quatro circulos conforme as

condicoes do problema. Verificamos um total de 8 e 14 regioes, respectivamente, o
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que esta de acordo com a solugao encontrada.

Exemplo 2.3 Permutagoes cadticas (continuagdo)
Como haviamos mencionado no primeiro capitulo, agora ja temos as ferramentas
necessarias para a resolucao da relacao de recorréncia encontrada no Exemplo 1.4.

Naquele exemplo, obtivemos a relagao

Dl = Oa
D, = nD, 1+ (-1)", para n > 2.

que pode ser reescrita como
Dyy1 — (n+1)D, = —(=1)", paran > 1.

Temos agora uma relacao de recorréncia completa de primeira ordem com coeficientes

variaveis. Entao, de (2.6), comm =1, D; =0, b(n) =n+1eu(n) = —(—1)", obtemos

n—2
D, = 0-bn—l,l - Z (_1)rbn—l,r+l + (_1)71’
r=1
n—2
D, = (=1)"=> (=1)"by_1,+1, para n > 2. (2.11)
r=1
Sabemos também que
n—1
bn—l,r+1 == H (]f + 1)
k=r+1

Quando desenvolvemos (2.11) para os primeiros termos, verificamos um padrao na

solugao, a qual pode ser escrita como:

e que podemos demonstrar por inducao.
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Exemplo 2.4 A Torre de Hanoi (continuacgao)
Vamos obter a mesma solucao ja encontrada no Capitulo 1, mas agora fazendo uso

do Teorema 2.1. Partindo da ja deduzida relacao de recorréncia
T,=21T,1+1, paran>2; Ty =1,

verificamos que temos uma relacao de recorréncia completa de primeira ordem com

coeficientes constantes. Entao, de (2.10), com m =1, b=2,T; =1, e u = 1, obtemos

T,=2""1—(1-2"Y)=2"~1.

2.3 O método das raizes caracteristicas

Vamos primeiro considerar a relacao de recorréncia linear homogénea de sequnda

ordem com coeficientes constantes:
Gpao + b1api1 +boa, =0, n=mm+1, ..., (2.12)

onde by # 0 e m é um inteiro ndo-negativo. Claramente, a sequéncia da forma a(n) = ¢",

n=m,m+1, ..., ésolucao de (2.12) se e somente se ¢ é raiz da equagao
"2 4 byt 4 byt = 0.

Dividindo ambos os membros desta equacao por t", para t # 0, obtemos a seguinte
equacao de segundo grau,

2+ byt + by =0, (2.13)

que é chamada de equacdo caracteristica da relagdo de recorréncia (2.12). Podemos
entdo analisar o discriminante b2 — 4by da equacio caracteristica que determina trés

possibilidades. Especificamente, se b? —4by > 0, (2.13) tem duas raizes reais e distintas,

_ —bi— /B — b, b bt N
2 Y

2 .

e
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enquanto, se b2 —4b, = 0, a equacio tem uma raiz dupla ¢ = —b; /2. Mas, se b3 —4by < 0,

(2.13) tem duas raizes complexo-conjugadas

b =i/ B b —by + /Ay — 12

9 2 2 ’

¢ =

onde ¢ = y/—1 é a unidade imaginaria. Estes nimeros complexos podem ser escritos
em sua forma trigonométrica, onde p = /by e tan = —y/4by — b?/b;. Desta forma

temos

o1 = p(cosf +isend), ¢o=p(cost —isend).

A solugao geral da relagao de recorréncia (2.12) depende do tipo de raizes da equagao

caracteristica (2.13). Mais precisamente, provaremos o seguinte teorema:

Teorema 2.2. A solugao geral da relagao de recorréncia linear homogénea de sequnda

ordem com coeficientes constantes (2.12) € dada por
a, = c1a1(n) + ceas(n), n=m,m+1, ..., (2.14)

onde ¢1 € ¢y sao constantes arbitrdrias. Além disso, se a equagao caracteristica (2.13)
tem:

(a) duas raizes reais e distintas ¢1 e ¢o, entdo
aj(n) = ¢}, as(n) = ¢y, (2.15)
(b) uma raiz dupla ¢, entao

aj(n) =¢", as(n) =ne", (2.16)

(c) duas raizes complezo-conjugadas ¢y e ¢y = ¢y, com médulo p e argumento 0 e

—0 respectivamente, entao

aj(n) = p"cos(nd), as(n) = p"sen(nd). (2.17)
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Prova: Esta demonstracao encontra-se em [2]. (a) Como ¢; e ¢o sao raizes da
equagao caracteristica (2.13), a1(n) = @7, e az(n) = ¢§ sao solugdes de (2.12). O

Wronskiano destas solugoes é

o1 Py
¢?+1 ¢3+1
com ¢1¢o # 0, pois g1 = by # 0, e ¢1 # ¢o. Consequentemente, Wh(n) # 0 e as

solugdes de (2.15) constituem uma base do espago vetorial das solugoes da equagao
(2.12).
(b) Como ¢ é raiz da equagao caracteristica (2.13), a(n) = ¢™ é solugao de (2.12).

Wz(n) = = (¢1¢2)"(¢2 - ¢1)7

Uma base de um espaco vetorial no R? das solugoes da equagao (2.12) é composta de

duas solugoes linearmente independentes. A fim de determiné-las, estabelecemos
ap = hp,d", n=mm-+1, ..., (2.18)

onde h,, n = m,m+ 1, ... , é a sequéncia a ser determinada. Substituindo (2.18)
em (2.12), obtemos
¢ Pia + bidhy sy + bahy, =0,

e, como by = —2¢, by = ¢* com ¢ # 0, deduzimos para h,,

n=m,m+ 1, ..., arelacao de recorréncia
hpio —2hpi1 +h, =0, n=mm-+1,---.

Definindo

hpit —hy =09n, n=mm-+1, ...,

estabelecemos uma relagao de recorréncia linear homogénea de primeira ordem

Ini1 — Gn =0, n=mm+1, ...
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cuja solucao geral, é dada por
gn = C1, n:m7m+17”"
Consequentemente,
hpi1 —hp=c1, n=mm+1,---.

A solucao geral desta relagao de recorréncia, de acordo com a Observacao 1, é dada por
h,=c +cn, n=mm-+1,---.

Introduzindo esta solugao geral em (2.18), deduzimos a expressao necessaria para a
solucdo geral de (2.12). Devemos observar que o Wronskiano das solugoes a;(n) = ¢" e
as(n) = n¢™ é dado por

W — — 42n+1
2(n) ¢n+1 (n+1>¢n+1 ¢

e como ¢ # 0, Wa(n) # 0.

(c) Como ¢y e ¢ = ¢ sdo raizes complexo-conjugadas da equacao caracteristica (2.13),
a, = ¢ e @, = ¢ sdo solucdes complexo-conjugadas de (2.12), as quais podem ser
escritas na forma trigonométrica como

a, = p"cos(nb) +ip" sen (nd), a, = p"cos(nh) — ip" sen (nh).

Interessados somente nas solugoes reais da relagao de recorréncia (2.12) faz-se necessario
isold-las. A este respeito, note que, se a, = aj(n) + iaz(n) é uma solucdo complexa
da recorréncia, entao cada um dos aj(n) e ag(n) é também é uma solugdo da mesma

equacao pois

[a1(n + 2) + byay(n + 1) + beay (n)] + i[az(n + 2) + bias(n + 1) + beas(n)] = 0,
n=mm-+1, ...,

que implica
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al(n+2)+bla1(n+1)+b2a1(n):0, n:m,m+1, cee

as(n +2) + bras(n + 1) + beaz(n) =0, n=m,m+1,---
Consequentemente,
a;(n) = p"”cos(nf), az(n) = p™ sen (nd)

sao duas solugoes reais de (2.12). O Wronskiano destas solugoes é dado por

p" cos(nb) p" sen (nf)
Wa(n) =
p"tcos(nd +6) p"T sen (nd + 0)
Deste modo,
Wy = p?"*tcos(nf) sen (nf + 60) — sen (nd) cos(nfd + 0)]

e desde que

sen (nf + 0) = sen (n#) cos @ + cos(nf) send,

cos(nf + 0) = cos(nf) cos @ — sen (nb) send,
o Wronskiano se reduz a

Wy = p?"*! senOcos?(nf) + sen?(nb)] = p***! sen 6

que, por forca de p # 0 e senf # 0, implica Ws(n) # 0. Consequentemente, as solugoes

em (2.17) constituem uma base de um espago vetorial das solugdes da equacao (2.12) e

a prova do teorema estd completa. W

Exemplo 2.5 Um jogador azarado?

Um jogador A disputa uma série de partidas de jogos de azar contra um adversdario

B. Em qualquer partida a probabilidade do jogador A ganhar R$ 1 ép e de perder R$ 1

€ q=1—p. Supomos que inicialmente o jogador A possua n reais e o seu adversdario

possua k — n reais. Qual a probabilidade p,, do jogador A perder tudo?
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Na primeira partida, o jogador A pode ganhar ou perder R$ 1, com probabilidade
p e q respectivamente. Se ele ganhar a primeira partida, ficard com n + 1 reais e a
probabilidade de perder tudo torna-se p,.1. Se ele perder a primeira partida, ficara

com n — 1 reais e a probabilidade de perder tudo torna-se p,_;. Entao

pn:ppn+1+qpn—17 n:1727"'7k_17

ou
Ppn+2—pn+1+QPn=0, nIO,l,...,k—Q,
com
p0:17 pkzo

Esta é uma relacao de recorréncia linear de segunda ordem com coeficientes constantes.

As raizes da equagao caracteristica,
pt? —t+q=0,

sao ¢1 =1 e ¢g = q/p. Se p # 1/2, de onde q # 1/2, as raizes sao distintas, enquanto
que se p=1/2, de onde ¢ = 1/2, ¢ = ¢; = 1. Deste modo, de acordo com o Teorema

2.2, a solugao geral da relacdo de recorréncia: (a) para p # 1/2, é
pn=c1+ca(q/p)”, n=0,1,2 ... k,
enquanto (b) parap =1/2, é
pp=cr+cn, n=012 ... k.
Usando as condigdes iniciais obtemos: (a) para p # 1/2,
cot+e=1, ¢ +e(q/p)f=0,

de onde
A U7/ )
T l-(g/pr T 1-(g/p)¥
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enquanto (b) para p =1/2,
01:1, Cl+02/{5:0,

de onde

Cc1 = 1, Cy = _E

Obtemos entao, a solucao da relagao de recorréncia que satisfaz as condigoes iniciais:

(a) para p # 1/2,

n k
pn:(q/p) (q/p)’ n=0,1,2, ...k

1—(q/p)*

e (b) parap=1/2¢
E—
pn:Tna n=0,1,2, ...k

n k—n p q Pn
1 29 060 040 0,667

25 0,60 0,40 0,132
10 20 0,60 040 0,017
1 29 049 051 0,982
5 25 049 0,51 0,905
10 20 049 0,551 0,788

Tabela 2.1: Probabilidades de A perder todo seu capital.

Consideremos, por exemplo, que o jogador A tenha, por maior experiéncia, uma
probabilidade p = 0,6 de ganhar cada partida, logo ¢ = 0,4. O jogador A inicia a
disputa com R$ 10 enquanto que o jogador B possui R$ 20. Entao a probabilidade de

A perder todo seu dinheiro sera

(0,4/0,6)'° — (0,4/0, 6)3
1—(0,4/0,6)3

P10 = = 0,017,

ou seja, a chance de A perder tudo é praticamente desprezivel. Porém, se fizermos
p=20,49 e ¢ = 0,51, chances praticamente iguais e os mesmos valores R$ 10 e R$ 20,

obtemos pip = 0, 788, uma probabilidade muito maior. Se considerarmos as probabi-
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lidades de cada jogador iguais, ou seja p = ¢ = 1/2, com os mesmos valores iniciais,

teremos
30 — 10

=0,667.
30 ’

P1o =

A Tabela 2.1 mostra mais alguns valores p,, com algumas variacoes dos valores n e

(n — k) e das probabilidades p e g.

Exemplo 2.6 Uma sequéncia de médias aritméticas

Queremos determinar a sequéncia a,, n = 0,1, ... , para a qual o termo geral é a
média aritmética de seus dois termos anteriores e os dois primeiros termos sao 0 e 1.

A sequeéncia a,, n = 0,1, ..., de acordo com sua defini¢ao, satisfaz a relacao de
recorréncia linear

Ap = i(an—1+an—2)a n:2737 ERREE

ou

20p49 —Api1—a, =0, n=0,1, ...,

com condigoes iniciais ag = 0 e a; = 1. As raizes da equacgao caracteristica,

22 —t—1=0,
sao ¢ = 1 e ¢y = —1/2. Deste modo, de acordo com o Teorema 2.2, a solugao geral da
relacao de recorréncia é
_1)n

As condigoes iniciais requerem que
c1+co=0; 01—502: 1.

Dai
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Exemplo 2.7 Calculando o n-ésimo nimero de Fibonacci (continuacao)
Vamos ilustrar o uso do Teorema 2.2 para resolver a recorréncia que define a
sequéncia de Fibonacci, como haviamos adiantado no Capitulo 1. A relacao de re-
corréncia que encontramos através do estudo do crescimento populacional de coelhos,

sob certas condicgoes, é

Fn - Fn—l + Fn_g. (219)

Neste caso, a equagao caracteristica é dada por
2 —t—1=0.

As raizes caracteristicas encontradas sao duas raizes reais e distintas:

_1+V5 15

¢1 5 5

b2

Logo, a solucao geral da relacao de recorréncia é

o () ()
2 2

As condigoes iniciais Fy =0 e F; =1 nos dao duas equagoes

Cl—|—02:0;

14++/5 1—+/5
Cl< 9 )—l—Cg( 5 ):1.

Resolvendo este sistema encontramos

C1 = Cy = —

s~
5~
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Consequentemente, com as condigdes iniciais dadas, a solu¢ao de (2.19), que é, o n-ésimo

(0]

Vamos agora considerar a relacao de recorréncia linear completa de sequnda ordem com

nimero de Fibonacci é dada por

1
F,=—
V5

coeficientes constantes:
Apio + D1apy1 + boa, =u(n), n=mm+1, ..., (2.20)

onde by # 0 e m é um inteiro nao-negativo. De acordo com o que vimos na Segao 2.1,
se c1ai(n) + caaz(n), n =m,m+1, ..., é a solugao geral da correspondente relagao de
recorréncia linear homogénea (2.12) e w(n), n = m,m-+1, ..., é uma solucao particular

de (2.20), entdo a solugao geral de (2.20) é dada por
a, = cra1(n) + cpas(n) +w(n), n=mm+1,---. (2.21)

Consequentemente, necessitamos ainda encontrar a deduc¢ao de uma solucao particular

de (2.20). Consideremos o caso

° n
U(n)Zb"Zuj<.)> n=m,m-+1, ..., (2.22)
— J
J
onde b e u;, 5 =0,1, ... ,s, sao constantes. O método de constantes arbitrarias para

a deducao de uma solucao particular de (2.20) é determinado pelo seguinte teorema.

Teorema 2.3. Uma solucao particular da relagao de recorréncia linear completa de
sequnda ordem com coeficientes constantes (2.20) no caso em que a func¢ao u(n) €
dada por (2.22), com b uma raiz do polinémio caracteristico ¢(t) = t* + byt + by de
multiplicidade k > 0 é dada por

k+s
w(n):b”_ka](@), n=m,m+1,..., k=0,1,2, (2.23)

=%
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onde os coeficientes w;, j =k, k+1, ... k4 s, sao determinados pelo sistema de s+ 1
equagoes:
(a) para k =0,
o(b)ws = us,
d(D)ws_1 + b (D)w, = u,_1, (2.24)

gb(b)wj + b¢/(b)Wj+1 + b21Uj+2 = uj, ] = 0, 1, e, S — 2,

(b) para k =1,
¢ D)wepr = us,
¢ (b)wjs1 +bwjre = u;, j=0,1,...,s—1, (2.25)
(c) para k =2,
Wir2 = u;, j=0,1,...s, (2.26)

com ¢'(b) a derivada do polinomio caracteristico ¢(t) no ponto t = b.

Prova: Esta demonstragao encontra-se em [2]. Introduzindo (2.22) em (2.20)

e exigindo que (2.23) satisfaca a relagao de recorréncia resultante, obtemos

k+s n+92 k+s n4+1 k+s n s n

j=k =k =k =0 N

Usando as relagoes de recorréncia

(5)-0) ()
(57 =0)=(0) ()
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deduzimos a relagao

k+s n k+s n k+s n
# Y w() () ()

j=k j=k j=k
k+s n k+s n k+s n s n
+blewj< ) —i—blewj(,_ 1) +bgzwj< ) :bkzuj< )
o J o\ s J =\

Introduzindo o polinémio caracteristico ¢(b) = b*+b;b+by e sua derivada ¢'(b) = 2b+0by,

temos

% (b)w; (2’) + j; b (b)w, (j " 1) + j; bw; (j " 2) =t iuj (”)

j=k 7=0 J

[gualando os coeficientes dos binomiais (7;) em ambos os lados desta expressao e
como (a) para k = 0, ¢(b) # 0, (b) para k = 1, ¢(b) = 0, ¢'(b) # 0 e (c) para k = 2,
¢(b) =0, ¢'(b) = 0, concluimos (2.24), (2.25) e (2.26), respectivamente. W

Exemplo 2.8 Quando o jogador ird a ruina?

Consideremos o problema do Exemplo 2.5 e definimos d,, como sendo o valor espe-
rado do nimero de jogos até o jogador A perder tudo considerando p < ¢.2. Vamos
encontrar uma relacao de recorréncia para d,, e determinar a sua solucao.

Na primeira partida, o jogador pode ganhar ou perder R$ 1, com probabilidade p e
q, respectivamente. Se ele ganhar a primeira partida, terd n 4 1 reais e, depois desta
partida, precisara de d, 1 jogos para perder todo seu capital. Se ele perder a primeira
partida, terd n — 1 reais e, depois desta partida, precisara de d,_; jogos para perder

tudo. Considerando ambos os casos, deduzimos a seguinte relacao de recorréncia
dp =p(dpi1+1)+q(dp1+1), n=1,2,... k-1,

ou
dn+2_ (1/p)dn+1+(q/p)dn = _1/p7 n:0717 7k_27

2 Se p > ¢ quem perde tudo, a longo prazo, é o jogador B
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com condigoes iniciais

dp =0, dp,=0.

Esta é uma relagao de recorréncia linear completa com coeficientes constantes. A

solugao geral da correspondente relagao de recorréncia homogénea,
dpio — (1/p)dpir + (¢/p)d, =0, n=0,1, ... k—2,
de acordo com o Exemplo 2.5: (a) parap # 1/2, é
d, =c1+c(q/p)", n=0,1,... k,
enquanto (b) parap =1/2é
d,=c1+comn, n=0,1,... k.

A funcado u(n) da relagdo de recorréncia linear completa é da forma (2.22), com b = 1,
s =0ewuy=—1/p. Observamos que (a) se p # 1/2, b =1 é uma raiz simples (k = 1),
enquanto (b) se p = 1/2, b = 1 é uma raiz dupla (k = 2) do polinomio caracteristico
o(t) = t* — (1/p)t + (¢/p). Deste modo, de acordo com o Teorema 2.3, uma solugao
particular da relagdo de recorréncia linear completa com coeficientes constantes: (a)
para p # 1/2 é dada por w(n) = wyn, onde, por (2.25) e desde que ¢'(1) = (2p — 1)/p,

obtemos w; = 1/(1 — 2p) e entao

Além disso, uma solucao particular (b) para p = 1/2 é dada por w(n) = wyn(n —1)/2,

onde, por (2.26), we = —2 e entao

w(n) = —n(n —1).
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Consequentemente, a solugao geral da relagao de recorréncia linear completa com coe-

ficientes constantes: (a) para p # 1/2 é dada por

dn201+02 g + n ,nzO,l,...,l{;,
p 1—2p
enquanto (b) para p = 1/2 é dada por
dy=c1+con—nn—-1), n=0,1, ... k.

Usando as condigoes iniciais, obtemos (a) para p # 1/2,

k
k
Cl—|—02:0; 1+ ¢ g + :0,
p 1=2p

de onde

q\" k
Cp=—C, —C+cl|=—| + =0,
P 1—2p

o que nos da
k 1 k 1

- . , Co = . ,
1—2p'1—(g/p)F" > 1—2p 1—(q/p)*

CcCl =

enquanto (b) para p =1/2,
01:0; czk—k(k—l):&

de onde

01:0, 02:(/{5—1).

Entao, a unica solucao da relagdo da recorréncia linear completa: (a) para p # 1/2, é

dada por
n k- 1—(qa/p)"

T 1-2p 1-2p1—(¢/p)¥

d, n=0,1, ...,k

e (b) parap=1/2¢é
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Consideremos, por exemplo, p = 0,4, ¢ = 0,6 e os jogadores A e B iniciando a
disputa ambos com R$ 10. O numero esperado de jogos até o jogador A perder tudo

sera
10 20 1—(0,6/0,4)1°

T 1-2(0,4) 1-2(0,4)'1—(0,6/0,4)%

dio = 48,295,

ou seja, a estimativa é de que o jogador A va a ruina em 48 a 49 partidas. J4 se tiver-
mos p = ¢ = 1/2, teremos djp = 100, uma estimativa bem mais alta e que representa a

quantidade de jogos para que um dos jogadores perca tudo.

Vamos finalmente considerar o caso geral da relagao de recorréncia linear de ordem

r com coeficientes constantes:
Upir +b1Gpyr 1+ -+ ba, =uln), n=mm+1, ..., (2.27)

onde b, # 0 e m é um inteiro nao-negativo. Consideremos que

A correspondente relagao de recorréncia linear homogénea de ordem r com coefici-

entes constantes é dada por
par + 010 p 1+ +ba, =0, n=mm+1, ..., (2.29)

onde b, # 0 e m é um inteiro nao-negativo. o polinomio caracteristico desta relacao de

recorréencia é,

Gt) =t" +byit" M b, (2.30)

A solugao geral de (2.29) e a solugao particular de (2.27) no caso em que u(n) é
dada por (2.28) sao dadas pelos dois teoremas a seguir. As provas, similares as dos

Teoremas 2.2 e 2.3, respectivamente, serao omitidas.
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Teorema 2.4. A solucdao geral de uma relacdo de recorréncia linear homogénea de
ordem r com coeficientes constantes, (2.29) é dada por

v

ki—1 n
a, = E (cj71+cj72n+---+cj7kjn J )pj
Jj=1

va
+ Z (cja+cjamn+- - +cip, 0 )p cos(nb;)
Jj=v+1

v2
+ Z (djs+djan+ -+ djp, n7")p/ sen(nb;),
j=v+1
onde p; € uma raiz real do polinomio caracteristico (2.30) de multiplicidade k; > 0,
J=1,2, ... 1n, comky+ky+---+k, =vepj(cost; +isenb;) é uma raiz compleza

de multiplicidade k; > 0, j =v+1,v+2, ... ,va, com 2(kyy1+kyio+---+k,,) =r—v.

Teorema 2.5. A solucao particular de uma relacdo de recorréncia linear completa de
ordem 1 com coeficientes constantes, (2.27) no caso em que u(n) € dada por (2.28),

com b uma raiz do polindmio caracteristico (2.30) de multiplicidade k; > 0, é dada por

k+s
n
wn:b"_kaj(l), n=mm-+1, ..., k=01, ...
=%
onde os coeficientes wj, j =k, k+1, ...  k+ s sao determinados pelo sistema de s+ 1

equagoes

: b e .
Zm¢( FDbyw, =y, j=0,1,... s,

com ¢Wk=9)(b) denotando a derivada de ordem v +k — j do polinémio caracteristico

o(t) no ponto t = b.

Exemplo 2.9 Queremos determinar a solug¢dao geral da relagao de recorréncia

Upia + 4an40 + 4a, = 3(anis + 2a,11) + (22n+113)3", n=20,1,---
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Podemos reescrever a relacao como
Upyg — apys + 4ay 19 — 6ap41 + 4a, = (22n 4+ 113)3", n=0,1, ...,

que é uma relacao de recorréncia linear completa de quarta ordem com coeficientes

constantes. A correspondente relacao de recorréncia homogénea é
Gpia — 3pss + 40y — 6ap1 +4a, =0, n=0,1,---.
Seu polinomio caracteristico é dado por
o(t) = t* — 3t> + 4t* — 6t + 4.

Devemos notar que ¢(1) = 0. Deste modo p; = 1 é uma raiz real do polindomio

caracteristico. Dividindo-o por (f — 1), obtemos
o(t) = (t —1)(t> — 262 + 2t — 4).

Fatorando (* — 2t? 4+ 2t — 4) obtemos (t — 2)(t*> 4+ 2) o que nos da as outras trés raizes,
Py =2, p3s = V2 e py=—/2i, comi=+/—1. A raiz complexa p; = v/2i tem médulo
V2 e argumento § = 7/2. A solucdo geral da relacdo de recorréncia homogénea, de

acordo com o Teorema 2.4, é dada por
an = ¢1 + 2.2" + ¢3(V2)" cos(nm/2) + ca(V2)" sen(nw/2), n=0,1,---.

Além disso, a funcao u(n) = (22n + 113)3" da relacao de recorréncia completa é da
forma (2.28), com b = 3, s = 1, up = 113 e u; = 22. Deste modo, pelo Teorema 2.5 e

ja que b = 3 nao ¢ raiz do polinomio caracteristico, dai k = 0, concluimos que

w(n) = (wo +wn)3", n=0,1,...,
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é uma solucao da relagao de recorréncia completa. Determinamos os coeficientes wy e

wy através das equagoes
(3w = u1,  G(3)wo + 3¢'(3)wr = uo.
Como ug = 113, u; = 22, ¢(3) = 22 e ¢/(3) = 45, estas equagoes transformam-se em
22w, = 22, 22wy + 135w, = 113

e, entdo, w; = 1 e wy = —1. Portanto, w, = (n — 1)3" e a solugao geral da relagao de

recorréncia completa é dada por
Uy = c1+02.2"+e3(V2)" cos(nm /2)+es(V2)" sen(nm /2)+(n—1)3",  paran =0,1,---

Se tivermos acesso a quatro condigoes iniciais podemos calcular as constantes ¢y, co,
3 e cq. Por exemplo, se ag =1, a; =4+ /2, ay = 17 e a3 = 64 — 2¢/2, resolvemos um
sistema de quatro equagoes e encontramos ¢; = 2, ¢ = 1, c3 = —1, e ¢4, = 1. Entao,

com estas condigoes iniciais, a solucao geral da recorréncia é dada por

an =24 2" — (V2)" cos(nm/2) + (V2)"sen(nw/2) + (n — 1)3", paran=0,1,---

2.4 O método das funcoes geradoras

Agora vamos focar nossa atencao em um dos mais importantes usos das fungoes
geradoras: a solucao de relagoes de recorréncia. Neste método, a relacao de recorréncia
¢ utilizada para a obtencao de uma equacao para a funcao geradora ordindria® de
uma sequéncia. Vamos trabalhar sempre com fungoes geradoras ordinarias e, portanto,
torna-se desnecessario o uso do adjetivo, que suprimimos até o final do capitulo.

Dada uma sequéncia g, que satisfaz uma dada recorréncia, buscamos uma forma
fechada para ¢, em termos de n. A solucao deste problema via funcoes geradoras

consiste em quatro etapas que listaremos a seguir:

3 Ver Apéndice A



2.4 O método das fungoes geradoras 38

1 Escrever uma tnica equacao que expresse ¢, em termos de outros elementos da

sequéncia. FEsta equacao deve ser valida para todo inteiro n, assumindo que

gi=go=--=0.

2 Multiplicar por 2™ cada membro da equagao de recorréncia que exprime o n-ésimo
termo da sequéncia em fun¢ao dos anteriores e somar a equacao obtida para todo
n. Isso d&, a esquerda o somatdrio E gnx" que é a fungao geradora G(x) .

n
O lado direito deve ser manipulado de forma que se torne uma outra expressao

envolvendo G(z) .
3 Resolver a equagao resultante, encontrando uma forma fechada para G(x).

4 Expandir G(z) em uma série de poténcias e identificar o coeficiente de z™, isto é,

uma forma fechada para g,.

Algumas vezes temos mais de uma solucao, e a escolha da solugcao que realmente cor-

responde a sequéncia em questao é feita utilizando-se as condic¢oes iniciais.

Exemplo 2.10 O n-ésimo nimero de Fibonacci por fungoes geradoras
Vamos seguir as quatro etapas para resolver a relagao de recorréncia (1.9) do Exem-

plo 1.3. Temos que

0, sen < 1;
F(n) = 1, sen=1;
F, 1+ F, o, sen > 1.
Mas, pela Etapa 1 precisamos de uma férmula para F'(n) que seja valida para todo

n. A equacao

F,=F, 1+ F,

vale para todo n > 2, e funciona também para n < 0 (porque temos F; = 1 e F,,<o = 0).
Mas quando n = 1, o lado esquerdo da equacao ¢ igual a 1 e o direito é igual a 0. Para

atendermos a Etapa 1 vamos fazer uso da seguinte definigao:
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[m =mn] terd valor 1 se m = n, caso contrario valera 0. 4

Com isto, podemos reescrever a relagdo de recorréncia adicionando [n = 1] no lado
direito da equagao, o que adiciona 1 quando n = 1, e nao faz nenhuma mudanca

quando n # 1. Entao temos
Fn:Fn—1+Fn—2+[n: 1]7

que é a equacao necessaria para finalizar a Etapa 1.
Na Etapa 2 vamos multiplicar cada membro da relacao de recorréncia por z" e

somar para todo n a fim de obter a funcao geradora G(z).

G(x) = Z g = Zgn_lx" + Z Jp_ox" + Z [n = 1]z"
_ Zgnl,n-i-l + Zgnl,n—i-Z +

= 2G(z) + 2°G(x) + z.

A Etapa 3 é simples neste caso; temos

x

Glr)= —.
(z) 1—xz—2?

A Etapa 4 é a parte mais trabalhosa e que realmente responderda o nosso problema.

Nossa tarefa é encontrar o coeficiente de x™ no desenvolvimento da funcao geradora

em uma série de poténcias. Para isto, vamos utilizar um tipo de fungao racional cujos

coeficientes sao particularmente apropriados, ou seja

W = (m; ") ap"z". (2.31)

n>0

4 Em geral, se S é uma sentenca que pode ser verdadeira ou falsa, a notagao [S] vale 1 se S é verdadeira,
0 se falsa.
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Uma soma finita de uma fungao como (2.31),

a1 a2 ap

S(x) = et 2.32
(LU) (1 _ plx)ml-i-l + (1 _ p2x>m2+l + + (1 _ pll’)mH_l, ( )
também nos fornece coeficientes interessantes,
my+n mo +n m;+n
[xn]S(x):a1< ! )p’;+a2< ? )pg+-~+al( l )pl". (2.33)
my Mo my

onde a notagao [z"]S(x) denota o coeficiente de 2™ na fungao S(z).
Podemos mostrar que toda fungao racional R(z) = P(x)/Q(x) tal que R(0) # oo
pode ser escrita como

R(z) = S(z) + T(x), (2.34)

onde S(x) tem a forma (2.32) e T'(x) é um polinomio. Nestas condigdes, existe uma
forma fechada para os coeficientes [2"|S(z). Encontrar S(x) e T(x) é equivalente a
encontrar a expansao em fragoes parciais de R(x).

Notemos que S(x) = oo quando = éigual a 1/pq, ..., 1/p;. Entao os nimeros py, que
precisamos encontrar, para conseguirmos exprimir R(x) na forma desejada S(z)+7(x),
devem ser reciprocos dos numeros ay onde Q(ay) = 0. (Lembremos que R(z) =
P(z)/Q(z), onde P e @) sao polindomios; temos R(z) = oo somente se Q(z) = 0.)

Suponha que @(z) tenha a forma
Q(r) =g+ qr+ -+ g™, onde g #0 e ¢, #0.
O polinomio “refletido”
Q" (x) = qoa™ + @™ 4+ g
tem uma importante relagdo com Q(x):
Q™) = q(x —p1) - (z = pm) <= Qz) = qo(1 — pr2) -+ (1 = p2).

Deste modo, as raizes de Q' sao reciprocas das raizes de @, e vice-versa. Podemos

entdo encontrar os nimeros p;, para fatorarmos o polinomio “refletido” Q.
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Por exemplo, na sequéncia de Fibonacci temos
Qz)=1—2 — 2% Q¥ (x) =2 -2 — 1.

Calculando as raizes de Q, obtemos

_ 1V 1-5

o 2 2

Portanto Qf(z) = (z — 21)(z —22) e Q(x) = (1 — z12)(1 — z97).
Uma vez que descobrimos os p’s, podemos entao encontrar a expansao em fragoes
parciais. A tarefa torna-se mais simples se todos as raizes sao distintas, entao vamos

considerar este caso especial em primeiro lugar.

Teorema 2.6. Teorema da Expansao Racional para Raizes Distintas

Se R(z) = P(x)/Q(x), onde Q(z) = qo(1 — p1x) - - - (1 — pyz) e os niumeros (p1,--- , )

sao distintos, e se P(x) é um polindmio de grau menor que l, entdo

—ka(l/Pk)'

/) (2:85)

[2"|R(x) = a1p} + - - - + ayp]’, onde aj, =
Prova: Esta demonstracao encontra-se em [3]. Sejam ay, ... ,q; as constantes
declaradas. A Férmula (2.35) é vélida se R(z) = P(z)/Q(z) ¢ igual a

ay ay

S(x) ot

:1—p1x L—px

E podemos provar que R(z) = S(x) mostrando que a fungdo 7'(z) = R(x) — S(x)
nao tende ao infinito quando = — 1/p;. Para isto, mostraremos que a fung¢ao racional
T'(z) nunca é infinita; por essa razao T'(z) deve ser um polinomio. Também podemos
mostrar que T'(z) — 0 quando  — oo; por isso T'(z) deve ser 0. Admita oy = 1/px.
Para provar que lim,_,,, 7'(z) # oo, é suficiente mostrar que lim,_,, (r —ay)S(z) =0,
porque T'(z) é uma fungao racional de x. Portanto, queremos mostrar que

lim (z — o) R(z) = lim (z — ay)S(z).

T—oy T—og
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O limite da direita iguala-se a lim, ., ax(z — ax)/(1 — prx) = —ar/pr, porque

(1—prx) = —pr(x —ag) e (x — ) /(1 — pjz) — 0 para j # k. O limite da esquerda é

lim (2 — ag) 2 — p(ay) Tim

r—ap  Plag)
T—ay, Q(x) —ar Q) Q'(ag)’

pela Regra de L’Hospital. Logo, o teorema esta provado. M

Retornando ao exemplo dos Numeros de Fibonacci, temos P(x) = =z e Q(x) =

1—2—2%= (1 —2.7)(1 — 297); consequentemente Q'(z) = —1 — 2z, e
—pP(Lfp) -1 p
QW/p)  —1=2/p p+2

De acordo com (2.35), o coeficiente de (x1)", denotado por [2"|R(x) é portanto
x1/(x1 +2) = 1/V/5; o coeficiente de ()™ é x5/(x5 +2) = —1/4/5. Entdo o Teorema

nos da que

_ (w)" = (m)" 1

N

Exemplo 2.11 Os Graos de Trigo - Continuag¢ao

No Exemplo 1.1 trabalhamos uma relagao de recorréncia proveniente da lenda sobre
a criacao do jogo de xadrez. Pela simplicidade da solucao foi possivel encontra-la usando
o método da iteracao. Vamos agora, ilustrar o método das funcoes geradoras e chegar
a mesma soluc¢ao do Capitulo 1.

Temos que

tn-i—l = 2 tn

A condicao inicial foi t; = 1. Neste caso ty nao é definido. No entanto, pela Etapa
1 precisamos de uma equagao valida para todo inteiro n. Podemos definir ¢, usando a

propria relagao de recorréncia com n = 0, obtendo

1
t(): §t1 —

1
2
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Temos entao que

0, se n < 0;

t(n) =q 1 se n =0;

N[ =

2t,-1, sen>0.

Com isto, reescrevemos a relagao de recorréncia adicionando [n = 0] no lado direito
da equagao, o que adiciona 1/2 quando n = 0, e nao faz nenhuma mudanga quando

n # 0. Entao temos

1
tn = 2tn_1 + 5[” = O],

finalizando a Etapa 1.
Na Etapa 2, multiplicamos cada membro da relagao de recorréncia por 2™ e somamos

para todo n a fim de obter a fungao geradora G(z).

G(z) = Ztn:c" =2 Ztn_lx" + % Z [n = 0]z"

=2 Ztnx"+l + %

:QxG(x)jL% ,
o que nos da
1/2 1 .
= =—-(1-2 .
Gla) = - =51 —22)

Podemos, neste caso, usar a identidade
lty+y’ +-+y'+ =) (2.36)

ly| < 1. Temos entao que

ou
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Em outras palavras,

tn — 211—1’

o resultado que esperavamos.

Teorema 2.7. Teorema Geral da Expansao para Fung¢oes Geradoras Raci-

onais

Se R(x) = P(x)/Q(z), onde Q(x) = qo(1 — prx) -+ (1 — pz)% e os mimeros
(p1, .. ,p1) sao distintos, e se P(x) é um polinomio de grau menor que dy + -+ - + dj,
entao

[2"|R(x) = filn)py +--- + filn)p}, paratodo n =0, (2.37)

onde cada fr(n) € um polinomio de grau dy, — 1 com coeficientes dados por

(—p)™ P(1/py)dy,

a
' QU (1/p)
P(1/pr)
. 2.38
@~ Do I, (L~ 75/00)% (23%)
Isto pode ser provado por indugao a partir do max(dy, ... ,d;), usando o fato de que
al(dl —1)' al(dl—l)!
R(p)— 2\~~~ WA )
R T N (T

é uma funcao racional cujo denominador polinomial nao é divisivel por (1 — pyz)% para

qualquer k.

Exemplo 2.12 Uma recorréncia interessante
Agora que temos um método geral, estamos prontos para resolver novos problemas.

Vamos tentar encontrar uma forma fechada para a recorréncia

g9 =1 g =0
gn = 20p-1— gno+ (—=1)", paran > 2. (2.39)
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’

E sempre uma boa ideia fazer uma pequena tabela com os primeiros inteiros n. Temos
entao:

0 12 3 4 5 6 7 8
—O" |1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1
g |1 0 0 -1 -1 —2 —2 -3 -3

Parece que a recorréncia segue um padrao evidente, mas devemos confirmar este
padrao, entao precisamos percorrer as quatro etapas listadas a fim de obter a solucao
por funcoes geradoras.

A Etapa 1 nao nos impoe dificuldade, desde que precisamos apenas reescrever a

recorréncia tornando-a valida para todo n. A equacao
9n = 2001 — Ggn2+ (_1)n[n > 0] - [n = 1]

é valida para todo inteiro n. Agora podemos executar a Etapa 2:

G(z) = Zgnx” = 2 Zgn_lx” — Zgn_gx" + Z (=1) 2™ — Z x"

= 92 — 2
rG(x) xG(x)+1+x

Entao, pela Etapa 3, temos:

1 —z(l+42x) -z —a?

Gle) = 1+2)1—2zc+22)  (1+a)(1—x)?

Nosso trabalho esta pela Etapa 4. O fator quadrado no denominador é um pouco
problematico, j4 que sabemos que raizes repetidas nos trazem mais dificuldades que

raizes distintas. Temos duas raizes, py = —1 e ps = 1; 0 Teorema 2.7 nos diz que

gn = a1(—=1)" + (agn + ¢)(1)"

para alguma constante ¢, onde por (2.38) obtemos

_1. PR 1
01—4, Ay = 9
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(A segunda férmula para a; em (2.38) é mais facil de ser utilizada que a primeira
quando o denominador é facilmente fatorado. Nés simplesmente substituimos x = 1/py

em todo lugar de R(z), exceto no fator que se anula, e dividimos por (dy — 1)!; isto da

d—1

o coeficiente de n™~'p.) Fazendo n = 0 temos que o valor da constante ¢ é 3/4; dai

nossa resposta é
1 3

(1" + (—gn+ 2) = 13~ 20+ (1))

RS,

gn =

Neste momento, nao custa verificar os casos n = 0 e n = 1, para ter certeza que
nossa solugao nao contém falhas. Devemos inclusive ir além e testar mais valores ja que
a formula nos parece simples demais. Verificamos e, funcional!

Chegariamos a esta solucao conjecturando? Neste caso, com alguma inspiracgao,
até poderiamos chegar, mas nao é o que acontece na solucao de grande maioria das
recorréncias; assim, fica evidente a forca deste método para a resolucao de relagoes

mais complexas.



CAPITULO 3

Algumas aplicacoes de relacoes de

recorrencia

Neste capitulo iremos resolver alguns problemas que envolvem diversos tipos de
relacoes de recorréncia procurando relacionar a solugao escolhida com o conteido de-
senvolvido no Capitulo 2. Nem sempre isto sera possivel, ja que nao tivemos a pretensao
de esgotar o assunto neste trabalho. Quando nao for possivel aplicar um dos teoremas
que demonstramos, faremos uso de outras técnicas de resolugao, enriquecendo assim,

substancialmente o nosso trabalho.

Problema 1. Um problema cldssico em combinatoria é a contagem das regioes
criadas no plano por um conjunto de retas. Suponha que desejamos desenhar n linhas
retas em um pedacgo de papel de acordo com a figura, de modo que cada par de linhas se
cruzam (mas trés linhas nao se interceptam em wm ponto comum). Em quantas regioes
essas n linhas dividem o plano?

Comecamos a examinar o problema considerando os primeiros valores de n. Cha-
memos de a,, o nimero de regioes quando desenhamos n retas. Quando n = 0, temos
obviamente apenas uma regiao. Ao desenharmos uma reta (n = 1) dividimos o plano
em duas regides. A segunda reta deve cruzar com a primeira e deve atravessar as duas
regioes definidas pela primeira, claramente obtemos a; = 4. Agora, vamos examinar o

efeito do desenho de uma terceira linha. Ela deve atravessar cada uma das outras duas
47
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(a) trés retas e sete regides (b) quatro retas e onze regides

Figura 3.1: Divisao de uma regiao por retas.

linhas (em pontos diferentes). Antes, entre, e depois destes dois pontos de intersegao, a
terceira linha corta trés das regides formadas pelas duas primeiras linhas (esta acao da
terceira linha nao depende de como ela é desenhada, somente que intercepte as outras
duas linhas). Logo, cada uma dessas regioes serd por sua vez subdividida, e o novo
numero de regioes é a3 =a; +3=4+3=7T7.

Passemos agora ao caso geral. O plano esta dividido em a,,_; regides por n — 1 linhas
retas, e queremos calcular quantas regides teremos ao desenharmos a n-ésima linha.
Por imposicao do problema, esta ultima linha intercepta todas as n — 1 anteriores, e,
assumindo uma orientacao qualquer para a n-ésima linha, podemos enumerar os pontos
de intersecao de acordo com esta orientacao. Entao, o trecho da n-ésima linha antes do
ponto 1 (na orientagao escolhida) subdivide a regiao que o contém em duas. O trecho
entre os pontos i e 1 + 1, para ¢ = 1,2,...,n — 2, subdivide a regiao que o contém em
duas. Finalmente, o trecho apds o (n — 1)-ésimo ponto de interse¢ao também subdivide
a regiao que o contém em duas. Serao, portanto, n regioes adicionais. Estabelecemos

assim a relagao de recorréncia

Ay = Qp_1+n. (3.1)
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Esta é uma relacao de recorréncia linear completa de primeira ordem com coeficientes
constantes e nao-homogénea. Devemos entao aplicar o Corolario 2.1 da pagina 16 para
obtermos a solucao.

Reescrevendo a relagao de recorréncia para o formato desejado ficamos com

(py1 — Qp =N+ 1,

sendo, entdao, m =0, ap =1, b=1eu(n) =n+ 1.

[y

n—1 n—
an = agh" + Y u(" =14 (r+1)=1+(1+2+ - +n)
r=0

T

Il
=)

1 2 2
:1+n(n2+ ):n +2n+ , para n > 0.

Assim, obtemos rapidamente o niimero de regides em que fica dividido o plano quando

desenhamos n linhas retas nas condi¢oes impostas pelo problema. Por exemplo, a9 = 56.

Problema 2. Senhas vdlidas: senhas compostas com os algarismos provenientes
do conjunto {0,1,2,3} sdo consideradas vdlidas se e somente se contém um nimero par
de zeros. Quantas senhas validas com n algarismos podemos formar desta maneira?

Denotemos por a,, a quantidade de senhas validas com n algarismos e um niimero par
de zeros. Vamos entao encontrar a relacao de recorréncia para o problema. Notemos
que a quantidade de senhas invélidas (senhas com o ntmero de zeros impar) com n
digitos é igual a 4" — a,,. Consideremos agora uma senha valida de (n + 1) digitos. Ou
seu primeiro digito é 1, 2, ou 3, ou seu primeiro digito é 0. No primeiro caso, os tltimos
n digitos formam uma senha valida com n digitos, ja no segundo caso, os mesmos n

digitos formam uma senha invalida. Podemos obter entao a relagao de recorréncia

aps1 = 3a, +1(4" — a,),

que nos da

pi1 — 2a, = 4". (3.2)
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Novamente, temos uma relagao de recorréncia linear completa de primeira ordem com
coeficientes constantes e nao-homogénea. Aplicando o Corolario 2.1, comm =1, a; = 3

(senhas com um digito e niimero par de zeros: 1, 2 e 3), b =2 e u(n) = 22", obtemos

n—1 n—1 n—1
a, = albn—l + Z U bn r—1 —3. 2n—1 + Z 227’ . 2n—r—1 =3. 2n—1 + Z 2n+7’—1 —
r=1 r=1 =

3‘271—1_'_(2n_|_2n+1_|__”_‘_22n—2) :2_2n—1_I_(2n—1_|_2n_|_2n+1_|___._|_22n—2).

Para resolver o parénteses basta aplicarmos a féormula da soma dos termos de uma

progressao geométrica.
ap = 2"+ (2271 —2n7 ) =227 £ 1), para n > 2.

Por exemplo, a quantidade de senhas vélidas de 5 digitos serd as = 2571(25 + 1) =

(16) - (33) = 528

Problema 3. Demonstre, utilizando relagoes de recorréncia, a iqualdade abaizo:

i

Temos uma sequéncia infinita de operacoes no primeiro membro da igualdade e

devemos mostrar que se escrevermos este primeiro membro como uma poténcia de 2,
o expoente deve convergir para 1/3. Para isto, vamos supor que a base 2 aparece um
nimero finito n de vezes e associar seu expoente a, a quantidade n de bases 2. Por

exemplo:

D = a; = 1/2;

DO
5SS
Il Il
DO [\
N

= ay=1/4;

N
|
rO
|
o
I
rO
oolw

— a3 = 3/8
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Considerando que os acréscimos das bases estao sendo feitos a esquerda e aplicando
as propriedades operatorias de poténcias de mesma base, conseguimos obter um padrao

no calculo de a,,:

1
a, = =
1 27
1 1 1 1
— (1 - ——(1=-2) =2
@ = (- 2( 2) 4
1 1 1 3
— Z(1-— ——(1=-2)=2
s = 3 (1—a) 2( 4) 8’
que nos da
1 1 1
an:§(1—an_1):>an+1+§an:§.

Para resolver a relagao de recorréncia e obter o n-ésimo expoente da base 2 aplicamos

a formula (2.10) do Corolédrio 2.1, com m =1, a; =1/2, b= —1/2 e u = 1/2, obtendo

e S () () R

ou seja,

Para demonstrarmos a igualdade basta fazermos n tender ao infinito, pois a, é uma

sequéncia infinita. Teremos entao

iy 1121

n—00 3 3’

e assim fica demonstrada a igualdade.
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Problema 4 Resolva a relacao de recorréncia a, + da,_1 + 6a,_o = 42 -4". Va-
mos utilizar o método das raizes caracteristicas. Devemos reescrever a equacao como
Apyo + Dayp1+6a, = 42-4"2 Primeiramente devemos obter a solucao geral da corres-
pondente relacao de recorréncia linear homogeénea de segunda ordem com coeficientes
constantes aplicando o Teorema 2.2.

A equacao caracteristica da relacao de recorréncia é t2 + 5t 4+ 6 = 0 e suas raizes sao

p1 = —2 e py = —3. Portanto, por (2.15), obtemos
an = c1(—2)" + co(—3)".

Para obtermos uma solucao particular aplicamos o Teorema 2.3:

s 0
u(n) =4"-672 =" u; (n) =4") uy (n) = b,
j j

J=0 Jj=0

logo temos b = 4, s = 0 e ug = 672. A multiplicidade de b = 4 no polinémio carac-

terfstico ¢(t) = t* + 5t +6 é k = 0. Logo,

onde o coeficiente wy é determinado pela equacao:

<b(4)w0 = Uo
42wy = 672
Wy = 16.

Temos entao nossa solucao particular w(n) = 4"wy = 16 - 4". Conforme (2.21), a

solugao procurada ¢é dada por

a, = cra1(n) + czaz(n) + w(n) = ¢1(—=2)" 4+ co(—3)" + 16 - 4".
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Para encontrarmos as constantes c¢; e ¢y necessitamos de duas condigoes iniciais. Seja

ap = 17 e a1 = 60. Resolvendo as equacoes

17 = Cl—|—02+16
60 = —2c¢; — 3¢y + 64,

obtemos ¢; = —1 e ¢y = 2. Nestas condigoes,
a, =—1-(=2)"4+2-(=3)"+16 - 4".
Problema 5 Queremos determinar a solucdo geral da relagao de recorréncia
Upia + 20p40 + @y = 2(aps3 + apy1) + (bn—2)2", n=0,1,---
Podemos reescrever a relagao como
Upiq — 2043 + 20549 — 20541 + a, = (bn —2)2", n=0,1,...,

que é uma relacao de recorréncia linear completa de quarta ordem com coeficientes

constantes. A correspondente relacao de recorréncia homogénea é
Aptgq — 2043 + 20p49 — 2041 +a, =0, n=0,1,---.
Seu polinomio caracteristico é dado por
o(t) =t* — 263 + 2t* — 2t + 1.

Devemos notar que ¢(1) = 0 e ¢/'(t) = 2(2t> — 3t*> + 2t — 1), de onde ¢/(1) = 0. Deste
modo, p = 1 é uma raiz real dupla do polindémio caracteristico. Dividindo-o por (t—1)2,

obtemos

#t) = (t —1)*(t* + 1),
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que implica que o polinomio caracteristico também tem duas raizes complexo-conjugadas
pL=1¢€ py = —i, com i = +/—1. A raiz complexa p; = i tem médulo 1 e argumento
0 = 7/2. A solugao geral da relagao de recorréncia homogénea, de acordo com o Teo-

rema 2.4, é dada por
an = ¢1 + con + czcos(nmw/2) + ¢y sen(nm/2), n=0,1,---

Além disso, a fungao u(n) = (5n — 2)2" da relacdo de recorréncia completa é da
forma (2.28), com b =2, s = 1, ug = —2 e u; = 5. Deste modo, pelo Teorema 2.5 e ja

que b = 2 nao ¢ raiz do polinémio caracteristico, dai k = 0, concluimos que
w(n) = (wo +wn)2", n=0,1,...,

¢ uma solucao da relacao de recorréncia completa. Determinamos os coeficientes wy e

wy através das equagoes
P(2)wr = u1,  B(2)wo + 2¢'(2)wr = uo.
Como ug = —2, u; = 5, ¢(2) =5 e ¢'(2) = 14, estas equagoes transformam-se em
dwi =5, dwy + 28w, = —2

e, entdo, w; = 1 e wy = —6. Portanto, w, = (n — 6)2" e a solugdo geral da relagao de

recorréncia completa é dada por
a, = ¢1 + can + ez cos(nm/2) + ey sen(nw/2) + (n — 6)2", paran =0,1,--- .

Problema 6 Consideremos uma certa reagcao nuclear no interior de um reator
contendo nicleos e particulas livres de alta e baixa energia. Ha dois tipos de eventos:
(1) a particula de alta energia colide com um nicleo e é absorvida, fazendo com que ele
emita trés particulas de alta energia e uma particula de baiza energia; (2) a particula

de baizra energia colide com um nucleo e € absorvida, fazendo com que ele emita duas



55

particulas de alta energia e uma particula de baixa energia. Consideremos ainda que
toda particula livre causa um evento 1 us depois de ser emitida. Suponha que uma
unica particula de alta energia € injetada no tempo 0 em um sistema contendo somente
niucleos. Determine o numero de particulas livres de alta e baiza energia no sistema em
um tempo de n jus.

Denotemos por a,, e b, o nimero de particulas livres de alta e baixa energia no tempo

n, respectivamente. Temos entao

Qp = 3an—1+2bn—1;
bn = an_l—l—bn_l. (33)

As equacoes deste sistema de relagoes de recorréncia sao validas para n > 1, com
condicoes iniciais ag = 1 e by = 0. Vamos utilizar o método das funcoes geradoras para
resolver (3.3) percorrendo as quatro etapas do método. Para atendermos a Etapa 1,

temos que

an, = 3ap_1+ 2bn—1 + [n = 0]7

bn - an—1+bn—1-

Na Etapa 2 vamos multiplicar cada membro da relacao de recorréncia por " e somar

para todo n a fim de obter as fungoes geradoras A(x) e B(x).

Alz) = Zanx ZBan 1" —i—Zan " +Z
B(x) = ana: Zan 1" +an 1",

o que nos da

A(x) = 3zA(x)+22B(x) + 1,
B(z) = zA(z)+ zB(z),
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de onde se obtém

l-o _ (3+V3)/6 N (3—1/3)/6
l—dz+2> 1-02+V3)z 1-(2—3)z’
x V3/6 V3/6
I—dz+22 1-2+V3)r 1-(2-V3)

Segue-se que

an = 3+6ﬁ(2+\/§)“+3_6ﬁ(2—¢§)”,
by = g(ﬂﬁ)”—?(z—\/ﬁ)".

Verificamos o crescimento exponencial das particulas quando, por exemplo, calculamos
através de um recurso computacional a9 = 413.403 e by = 151.316, enquanto que
a5 = 299.303.200 e b15 = 109.552.574. Observamos que com o aumento de n, a razao

entre as quantidades a,, e b, tende a se estabilizar, se aproximando da razao

(3++3)/6 3+V3 N
V3/6 V3 SV

2,732050841635177.

Para fins de praticidade dos célculos, o sistema

a, = s +6\/§(2 +/3)",

V3

b = - 2+V3)"

nos oferece uma excelente aproximacao.

Problema 7. O mordomo chefe e os cavaleiros do Rei Arthur: doze cavaleiros
do Rei Arthur foram convocados para uma reunido. FEstes doze cavaleiros podem ser
divididos em seis pares de cavaleiros que sao mutuamente hostis. O mordomo chefe do
Rei Arthur teve a tarefa de assentar os doze cavaleiros em torno da Tdvola Redonda

de modo que nenhum par de cavaleiros mutuamente hostis sente em lugares adjacentes.
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De quantas maneiras o mordomo chefe pode fazer isto?

Qualquer alocacao aceitavel dos cavaleiros da origem a mais 11 alocagoes aceitaveis,
obtidas com o deslocamento de cada cavaleiro um numero fixo de lugares no sentido
horario. Nao consideraremos duas alocacoes diferentes se diferem apenas por um rear-
ranjo ciclico.

Usaremos a seguir a técnica de particionar o conjunto de alocacoes distintas e contar
a cardinalidade de cada subconjunto da particao. Vamos denotar por 2n o ntimero de
cavaleiros sentados e por A, o nimero de alocagbes com vizinhos nao hostis. Seja B,
o numero de alocagoes com somente um par de vizinhos hostis. Finalmente, considere
C,, o nimero de alocacoes com somente dois pares de vizinhos hostis.

Podemos deduzir uma férmula que exprime A, ,; em funcao de A,, B, e C, .
Consideremos uma alocagao de n + 1 pares de cavaleiros mutuamente hostis sem que
nenhum par seja colocado em lugares adjacentes. Supomos que os pares de cavaleiros
hostis sejam numerados. Pedimos entao que o par de numero (n + 1) deixe a mesa.
Agora existem trés possibilidades: ou nao ha vizinhos hostis entre os 2n cavaleiros
remanescentes, ou ha exatamente um par vizinhos hostis, ou hé exatamente dois pares
de vizinhos hostis (cada um dos dois cavaleiros retirados estaria sentado entre dois
inimigos). Vamos entdao explicar de quantos modos podemos reintroduzir o (n + 1)-
ésimo par de cavaleiros a mesa de modo que nao tenhamos vizinhos hostis. O caso em
que existem dois pares de vizinhos hostis entre os 2n cavaleiros remanescentes é mais
facil de lidar. Cada um dos dois cavaleiros que estao voltando deve separar um par
de vizinhos hostis. Isto pode ser feito de duas maneiras. Sabendo que o ntmero de
alocacoes de 2n cavaleiros com exatamente dois pares de vizinhos hostis é C),, o nimero
de alocacoes neste caso sera 2C),.

Agora consideremos o caso em que temos exatamente um par de vizinhos hostis entre
os 2n cavaleiros remanescentes. Entao, um dos cavaleiros que retornam deve sentar-se
entre os dois vizinhos hostis. Existem agora 2n 4 1 cavaleiros a mesa e 2n + 1 assentos
entre eles. Ja que o segundo cavaleiro que esta retornando nao deve sentar-se ao lado
de seu inimigo, ele terd a sua disposicao 2n — 1 lugares. Devemos lembrar também que

qualquer um dos dois cavaleiros pode sentar primeiro, de onde concluimos que existem
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2(2n — 1) modos dos cavaleiros retornarem a mesa. Levando em conta que o nimero de
alocacoes de 2n cavaleiros com exatamente um par de vizinhos hostis é B,,, o nimero
de alocagoes neste caso sera 2(2n — 1)B,,.

Finalmente, consideramos o caso em que nao ha vizinhos hostis entre os 2n cavaleiros
remanescentes. Entao, o primeiro dos cavaleiros que retornam pode ocupar qualquer
um dos 2n lugares disponiveis e o segundo cavaleiro que esta retornando pode ocupar
(2n — 1) (ele ndo deve sentar-se ao lado de seu inimigo). Vemos entdo que temos
2n(2n — 1) modos do par de cavaleiros hostis retornarem neste caso, concluindo entao
que o numero de alocagoes serd 2n(2n — 1)A,,.

Como podemos observar, as trés possibilidades investigadas esgotam todas as pos-

sibilidades. Isto significa que A, satisfaz a relacao de recorréncia
Api1 =2n(2n — 1)A, +2(2n — 1)B, + 2C,,. (3.4)

Esta relacao sozinha nao determina A, para todos os valores de n. Analogamente a
(3.4) precisamos encontrar relagdes de recorréncia para B, 11 e Cp1. E o que faremos
a partir de agora.

Consideremos as alocagoes de 2n + 2 cavaleiros, n > 1, com exatamente um par de
vizinhos hostis. O nimero de alocagoes é B, ;. Para evitar uma discussao a mesa,
pedimos aos dois vizinhos hostis para deixa-la. Agora existem duas possibilidades: ou
nao existem vizinhos hostis entre os 2n cavaleiros remanescentes ou existe exatamente
um par de vizinhos hostis (eles estavam separados pelos dois cavaleiros mutuamente
hostis que se retiraram da mesa). Neste tltimo caso, os dois inimigos ao retornarem
devem novamente ocupar os dois lugares vagos que deixaram (caso contrario terfamos
dois pares de vizinhos hostis & mesa), e isto pode ser feito de duas maneiras. Desde
que existem B,, alocacoes de 2n cavaleiros com exatamente um par de vizinhos hostis,
chegamos a 2B,, alocacoes possiveis. No primeiro caso, o par de inimigos que retorna
pode sentar em qualquer dos 2n lugares existentes. Tendo em vista a possibilidade dos
dois inimigos trocarem de lugar entre si, eles podem sentar de 4n maneiras diferentes ao

retornarem. Combinando isto com A, alocagoes de 2n cavaleiros sem vizinhos hostis,
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obtemos 4nA,, alocagoes. Também, o ntimero de pares distintos de inimigos pode ser

escolhido de n + 1 modos. Segue-se que B,y satisfaz a relacao de recorréncia
Bni=4n(n+1)A, 4+ 2(n+ 1)B,,. (3.5)

Finalmente, consideramos o caso em que existem dois pares de vizinhos hostis entre
0s 2n + 2 cavaleiros & mesa. O ntimero de dois pares hostis pode ser escolhido de C7_,
formas. Isto nos dd n(n + 1)/2 modos. Se substituirmos cada par hostil de cavaleiros
por um novo cavaleiro, e sendo os dois novos cavaleiros de um par hostil, entao vamos
acabar com 2n cavaleiros e ou vizinhos nao hostis (neste caso os dois cavaleiros que
voltam n&o sentam lado a lado) ou exatamente um par de vizinhos hostis.

Existem A, alocacoes de 2n cavaleiros com vizinhos nao hostis. Podemos ir de
uma dessas alocacoes para o padrao original de assentos de quatro maneiras, devido
a possibilidade de intercambio de cavaleiros em cada um dos dois pares hostis. Isto
significa que A, alocacoes originam 4C?_ A, alocagbes que estao de acordo com o
padrao original.

H4 (1/n)B, alocagbes com exatamente o par designado de cavaleiros hostis, pois
temos n pares e somente nos interessa as alocacoes de B,, com o par que esta voltando.
Raciocinando como antes, vemos que (1/n)B, alocagdes originam 4C?,,(1/n)B, =
2(n + 1)B,, alocagoes que estao de acordo com o padrao original. Com ambos os casos

considerados, temos que para n > 1
Cpi1=2n(n+ 1A, +2(n+1)B,. (3.6)

Podemos agora montar uma relacao de recorréncia completa para o problema, reunindo

(3.4), (3.5) e (3.6), recaindo em um sistema de relagoes de recorréncia valido paran > 2:

A1 = 2(2n—1)(nA, + B,) + 2C,,
By = 4dn(n+ 1A, +2(n+1)B,,
Cry1 = 2n(n+1)A, +2(n+1)B,.
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Um célculo simples nos mostra que A, =2, By =0 e Cy = 4.
Com o sistema de relagoes de recorréncia podemos montar uma tabela de valores e

encontrar a solucao do problema !:

n A, B, C,

2 2 0 4
3 32 48 24
4 1.488 1.920 1.152
5 112.512 138.240 78.720
6 | 12.771.840 | 15.160.320 | 8.409.600

Verificamos que o mordomo chefe do Rei Arthur teria 12.771.840 alocagoes possiveis,

ou seja, a tarefa de encontrar uma nao seria tao complicadal

Problema 8. Somas e relacoes de recorréncia estao intimamente relacionadas.
Queremos calcular a soma alternada dos n primeiros quadrados perfeitos, ou seja, pro-

curaremos a forma fechada para
Sp =Y (—=1)"k?
k=0

que escrita como relagao de recorréncia é

SO = 0;
Sy = Sp_1+ (=1)"n? n>0. (3.7)

Utilizaremos neste problema o método de compila¢ao cujo primeiro passo consiste em
generalizar a relacao de recorréncia que queremos resolver. De uma forma genérica,

terfamos:

T():Oé;

T, = To1+ (=1D)"(B+n+6n?), n>0. (3.8)

1 Os resultados podem ser obtidos em uma planilha de célculo.
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Notemos que (3.7) ¢ um caso particular de (3.8). O método consiste em escolher valores

particulares para «, 3, 7 e 0 e combiné-los, cumprindo mais trés etapas:

2. Achar valores de parametros gerais para os quais conhecemos a solugao;
3. Compilar uma lista de casos particulares que podemos resolver;

4. Obter o caso geral combinando os casos particulares.

A solucao de (3.8) tera a forma de
T, = A(n)a+ B(n)B + C(n)y + D(n)d. (3.9)

Vamos partir para a compilacao, deixando claro que escolheremos funcoes 7;, de forma
que ao descobrir os valores dos parametros «, 3, v e d e substitui-los em (3.9) encon-
tremos equacoes simples e faceis de solucionar.

Comegaremos com T,, = 1. Ao substituir essa funcao em (3.8) temos

1 = q

1 = 1+ (=1)"(B+yn+dn), n>0, (3.10)

que nos dd a = 1 e f = =0 = 0. Substituindo esses valores em (3.9) temos que
A(n) = 1.
Tomando T}, = (—1)" em (3.8) teremos

1 = o

(=1)" = (=D)" '+ (=1D)"(B+yn+on?), n>0,

que nos dd « = 1e 3 =2, v =06 = 0. Substituindo estes valores em (3.9) temos que

A(n) +2B(n) = (1), donde B(n) = “=L,

Fazendo T,, = (—1)"n em (3.8) teremos

0 = qo

(D)™ = (1" (n—1)+ (=1)"(B+yn+n*), n>0,
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quenos dd a=0e = —1,7=2ed = 0. Substituindo estes valores em (3.9), temos
que —B(n) +2C(n) = (—1)"n, donde C(n) = 7(_1)7%2:“)_1.

Por fim, fazemos T;, = (—1)"n? em (3.8) e obtemos

0 = o

(D" = (1" (n =1+ (=1)"(B+yn+n%), n>0,

quenosdd a=0e f=1,v=—2ed = 2. Substituindo estes valores em (3.9) temos
que B(n) —2C(n) + D(n) = (—1)"n?, donde D(n) = %2"2%)
Queremos encontrar a soma S, = > ,_,(—1)"k?, representada sob a forma da

relacao de recorréncia (3.7), que como ja vimos, é um caso particular de (3.8) com
a=0ef=0,v=0ed=1. Entao, S, = D(n) e a solugdo procurada para a nossa

relacao de recorréncia sera:
(=1)"(n* +n)
5 .

Sy =

Podemos testar a formula fechada para pequenos valores de n obtendo entao Sy = 0,
S1 = -1, 5, =3, S3 = —6, e assim por diante, resultados que verificamos estarem de

acordo com o esperado.

Problema 9. Supondo que temos a disposicao cédulas de R$ 1, R$ 2, R$ 5, R$ 10
e R$ 20, quantas maneiras existem de pagarmos 50 reais?

Vamos assumir a seguinte notagao para o problema: cédulas de um real (1), cédulas
de dois reais (2), de cinco reais (5), de dez reais (10) e de vinte reais (20). Segundo
Graham [3], George Pélya popularizou este tipo de problema ao mostrar de uma forma
instrutiva que podemos resolvé-lo por fungoes geradoras.

Vamos estabelecer somas infinitas que representarao todas as maneiras possiveis de
fazermos as escolhas para o total de R$ 50,00. O simbolo | significard que nenhuma
cédula de determinado valor serd escolhida. O mais simples é comecar com um numero

pequeno de tipos de cédulas, entao supomos primeiramente que temos somente cédulas
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de um real (1). A soma de todos os modos de pagar uma quantidade com cédulas de

(1) pode ser escrita como

A= ]+O+OOW+WOWMW+WMWM@WA) +---
= [+ W+ W+ W+ W+

O primeiro termo significa que nao pagamos nenhum real, o segundo termo representa
que pagamos R$ 1, o terceiro, R$ 2, e assim por diante.
Agora, acrescentamos a possibilidade de usar cédulas de dois reais (2) em conjunto

com as de (1). Entao, a soma de todas as composigoes possiveis serd

B = A+ QA+ @ @A+ @ 2)@2A+ 2@ @) @A+ ---
= (|+@+@°+ @+ @"+--)A,

uma vez que cada pagamento pode ter um certo nimero de cédulas de (2) escolhidas do
primeiro fator e um certo nimero de cédulas de (1) escolhidas de A. Similarmente, se

cédulas de cinco reais sao permitidas para compormos um determinado valor, teremos
C = (|+®+G*+6G)’+®"'+--)B,

que inclui termos como (5)%(2)%(1)*, que representa seis cédulas de R$ 5, oito cédulas
de R$ 2 e quatro cédulas de R$ 1, quando o expandimos. Cada um dos termos obtidos
¢ um modo de compor uma quantia desejada. Por fim, adicionando a possibilidade de

pagarmos com cédulas de R$ 10 e R$ 20, obtemos

D = (|+ (10) + (10)* + (10)* + (10)* 4 ---)C;
E = (|+(20) + (20)% + (20)% 4+ (20)* +---)D.

Nosso problema é encontrar o niimero de termos em E que tem como soma R$ 50. Um
truque simples resolve facilmente nosso problema. Trocamos (1) por z, (2) por 22,
(5) por z°, (10) por 2z'% e (20) por z?°. Entao, cada termo é trocado por z", onde

n é o valor monetdrio do termo original. Por exemplo, (20) (10) (5) (5) (2) torna-se
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Z20H104545+2 — 242 (g quatro modos de pagarmos R$ 5, (1)°,(1)%(2), (1) (2)? e
(5), nos levam a concluir que o coeficiente de 2° na expansao de E serd 4 depois de
substituicao proposta.

Consideremos que A,, B,, C,, D, e FE, sejam o numero de maneiras de pagar n
reais quando estamos autorizados a utilizar as cédulas de no maximo R$ 1, R$ 2, R$ 5,
R$ 10 e R$ 20, respectivamente. Nossa andlise nos leva a concluir que os coeficientes
de 2™ nas respectivas séries de poténcias abaixo nos darao o nimero de maneiras de

pagarmos n reais:

= 14+2+22+2+244+ ...,
T+ 22428+ 284+ 224..)4,

1420+ 2204204220+ )C,

H O Q B =
[

(
(14+ 22+ 21042 4+ 2204 B,
(
(

14220+ 240 4 204280+ )D.

Obviamente, A,, = 1 para todo n > 0. Podemos ver também que B,, = [n/2] +1: para
pagarmos n reais com cédulas de R$ 1 e R$ 2, podemos escolher ou 0 ou 1 ou 2 ...ou
|n/2]| cédulas de R$ 2, feita esta escolha temos somente uma possibilidade de compor
o total com cédulas de R$ 1. Desta forma vemos que A,, e B,, sao simples, mas C,,, D,
e E, exigirao um pouco mais de nossa atencao.

Vamos fazer uso da identidade (2.36), introduzida no Capitulo 2:

1
T4 2" 422"+ = :
1—zm

|z] < 1. Temos entao que
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A = 1/(1-2),

B = A/(1-2%),
C = B/(1-2°),
D = C/(1—2"9,
E = D/(1-2%).

Multiplicando pelos denominadores, teremos

(1-2)A = 1,
(1-2*)B = A,
(1-2")C = B,
(1-2D = ¢,
(1-2*)E = D.

Agora podemos igualar os coeficientes de 2" nestas equacoes, obtendo relagoes de re-

corréncia nas quais os coeficientes desejados sao calculados rapidamente:

Ap = Ana+[n=0],
B, = B, 2+ A,,

C, = Ch5+B,,

D, = Dy 10+ Cy,
E, = E, o0+ D,.
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Vamos usar a recorréncia para encontrarmos FEsy. Primeiro, Esqg = E3g + Dsg = Erg +
Dyy + D3g (observamos que Ejp = Dig pois as cédulas de R$ 20 nao auxiliam no

pagamento de R$ 10). Agora queremos calcular Do, Doy e D3y. Temos

Dy = Do+ C,
Dyy = D+ Cy = Do+ Cho + Co,
D3y = Dy + Cs9 = Dy + Cip + Cop + Ch.

Precisamos obter Cig, Cy e C39. Entao

Cs = Cy+ Bs,
Cio = Cs+ Big=Cy+ Bs+ Byg, e por iteracao
Cy = Coy+ Bs+ Big + Bis + Ba,
Csy = Co+ Bs + Big + Bis + Ba + Bas + Bao.

A confecgao de uma tabela, portanto, basta para determinarmos todos os coeficientes

necessarios: O valor final da tabela nos da a resposta do problema, Exy, ou seja, existem

n|0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
A, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
B,|1 3 6 & 11 13 16 18 21 23 26
C,|1 4 10 18 29 42 58 76 97 120 146
D, |1 11 40 98 195 341
E, |1 11 109 450

exatamente 450 maneiras de pagarmos R$ 50 nas condi¢oes impostas pelo problema.
Mas ainda nao somos capazes de responder qual a forma fechada para FE,. Multi-

plicando as equagoes, obtemos a expressao compacta

1 1 1 1 1

= oo a0 (1= o)

mas nao é imediato como chegamos ao coeficiente de z". Para os leitores interessados,

na pag. 344 da referéncia [3] hd um cdlculo da forma fechada para E,, de um exemplo



67

bastante similar a este.

Problema 10. O Problema de Josephus: nosso ultimo problema é uma variante de
um antigo problema resolvido por Flavius Josephus, um famoso historiador do século
I. Diz a lenda que Josephus nao teria vivido e tornado-se famoso sem seus talentos
matemdticos. Durante a guerra judaico-romana, estava entre um grupo de 41 rebeldes
Judeus presos em uma caverna pelos romanos. Preferindo a morte a captura, os rebeldes
decidiram formar um circulo e, a partir de um rebelde escolhido como base, matar cada
terceira pessoa, recomecando a contagem sempre que um rebelde fosse morto, até que
restasse um unico. Mas Josephus, juntamente com um outro conspirador, nao queria
morrer, por isso, rapidamente teria calculado onde ele e seu amigo deviam estar no
circulo para permanecerem vivos.

Em nossa variante, comegaremos com n pessoas numeradas de 1 a n formando
um circulo, e eliminaremos toda segunda pessoa remanescente até que somente uma
sobreviva. Este circulo € percorrido no sentido hordrio tantas vezes quanto necessario,
comecando com a pessoa da posicao 1. Qual a posicao que o sobrevivente ocupa?

Esta resolugao encontra-se em Santos [7] e em Graham, Knuth e Patashnik [3]. A
reproduzimos aqui por considerar este problema um classico das relacoes de recorréncia.

Para facilitar, associamos a cada pessoa o niimero da posi¢ao que ocupa no circulo.
Denotemos ainda por J(n) o niimero da pessoa sobrevivente em um circulo composto
por n pessoas. Estd claro que J(1) = J(2) = 1. Podemos visualizar na Figura 3.2
um circulo de 8 pessoas, por exemplo, onde seriam eliminadas as pessoas das posicoes
2, 4, 6, 8, na primeira volta, as pessoas 3 e 7 na segunda, e por fim 5 na terceira
passagem, sobrevivendo a pessoa da posigao 1. Obtemos facilmente os valores de J(n)
para valores pequenos de n, o que nao nos anima a fazer qualquer conjectura. Listamos

estes valores:

1 2 3456
Jn)J1 1 3 1 3 5

Na primeira rodada as pessoas pares sempre serao eliminadas. Faremos a andlise

das duas situacoes possiveis: ou n é par ou n é impar. Supondo inicialmente n par,
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Figura 3.2: J(8) = 1.

digamos n = 2k, k natural, a segunda rodada comega como a primeira (a pessoa 1
é poupada), com a diferenca que os ntiimeros associados as pessoas nao correspondem
mais as suas posigoes respectivas. Assim, a pessoa na posi¢ao ¢ tem o nimero 2i — 1,
veja Figura 3.3 a seguir. O problema agora tem k = 5 pessoas ao invés de 2k, e no qual
os numeros das pessoas nao correspondem exatamente as posicoes que elas ocupam.
Por defini¢ao, a pessoa sobrevivente num problema com k pessoas é J(k); portanto,
levando em conta a diferenca dos niimeros e posicoes, temos que a pessoa sobrevivente

J(2k) é 2J(k) — 1. Ou seja, a relacdo entre os termos pares da sequéncia serd
J(2k)=2J(k) —1, para k>1. (3.11)

Considerando agora n impar, digamos n = 2k + 1, a pessoa 1 é eliminada ao fim da
primeira rodada, onde sao eliminadas k + 1 pessoas, restando entao k pessoas, de modo

que o numero da pessoa na i-ésima posicao é 2i + 1. Assim, temos
J2k+1)=2J(k)+1, para k>1. (3.12)
Portanto, a relagao de recorréncia para a sequéncia J(i), valida para k > 1 é

J(1) =1
J(2k) = 2J (k) — 1 (3.13)
J(2k +1) = 2J (k) + 1.
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2k-1

Figura 3.3: Eliminados apds a primeira rodada para n = 2k e para n = 2k + 1.

Desta relagao de recorréncia podemos deduzir com facilidade a solucao de alguns ca-
Sos especiais que nos ajudarao na solugao geral. Por exemplo, os elementos da sequéncia

cujos indices sao poténcias de 2. Substituindo em (3.13), temos

J(1) = 1;
J(2") = 2J(2" ') —1, para n>1.

Entao J(2) =2J(1)—1=2-1=1,J4)=2J(2)—1=1,J8)=2J4)—1=1,0
que nos leva a crer (prova-se facilmente por indugao) que J(2") = 1 para todo n.
Consideremos agora um valor de n que se situe estritamente entre duas poténcias
de 2, por exemplo n = 2¥ + 1, onde 1 <[ < 2% — 1. Se interrompemos o procedimento
ap6s [ eliminagoes (nas posigoes 2, 4, ..., 2[), temos um problema similar ao original,
tendo 2* pessoas no circulo, e no qual o nimero da pessoa na “primeira” posicdo é
20 4 1, como mostra a Figura 3.4 para n = 10 = 23 + 2. Prosseguindo a partir deste
ponto, temos que a pessoa sobrevivente serd a que ocupa a “primeira’ posicao apos
as | eliminagoes (sabemos que J(2%) = 1), portanto J(n) = J(2F +1) = 2l + 1 para

1 <1< 2F —1. Provaremos esta férmula por inducao.
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Figura 3.4: Situacao apos duas eliminacgoes: [ = 2.

Vamos expressar os parametros k e [ em funcdo de n. Temos que | = n — 2% e

k = [log,n|, segue que | = n — 2U°¢2m) " Portanto,
J(n) =2(n — 2"y 11 para n > 1. (3.14)

Substituindo n = 1 em (3.14), obtemos J(1) = 1; ou seja, a condigao inicial estd

satisfeita. Primeiramente, trabalharemos com n par. Entao,

J(n) = 2 J(n/2) -1
— ofo (™ _ gliog, 2] _
2_2(2 9 22)+1] 1
n

— 2 -2 (5 o 2[10g2 n—logy 2J> 4 1i| o 1

- (g _ 2U°g2"J—1) n 1} _1

= 2[n—2lenl 4 1] -1

= 2(n -2y 4o 1
= 2(n— 2y 41,
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onde a primeira equagao é obtida de (3.13) e a segunda decorre de supor verdadeira
a férmula (3.14), usando o Principio de Indu¢do Matemadtica. Analisaremos de forma

analoga quando n é impar:

Jn) = QJ( 21)
= 2[2( gllos2 * J)+1}+1
{2( gllogz (n=1)] - )+1}+1

[n log2 (n—1)] + 1} + 1

(n=D) = gllog2n] para n fmpar. Portanto a férmula

onde usamos o fato de que 2l°gz
(3.14) foi provada por inducao. Com esta solugdo obtemos rapidamente a posi¢ao do
sobrevivente .J(n). Por exemplo, J(100) = 73 pois 100 = 2% + 36 o que implica [ = 36

e J(100) = 2.36 + 1. Poderfamos ainda usar diretamente (3.14), o que nos daria

J(n) = 2(100 — 2Ue21000) 11 — 2(100 — 2%) + 1 =236 + 1 = 73.



Consideracoes finais

O presente trabalho trouxe um estudo inicial do assunto Relagoes de Recorréncia e de
algumas de suas técnicas de resolucao. Tivemos por objetivo produzir um texto acessivel
aqueles que necessitarem estudar este importante topico da Matematica Discreta.

Esse estudo nos permitiu aprofundar nosso conhecimento da disciplina, bem como
fundamenta-la de maneira rigorosa. Observamos a necessidade de saber como lidar com
recorréncias, uma vez que sao muito comuns nao s6 na Matematica como também em
Computagao, na construgao de algoritmos. Vimos ainda que as Relagoes de Recorréncia
encontram-se intimamente ligadas a diversos assuntos da Matematica Discreta tais como
Coeficientes Binomiais, Func¢oes Geradoras, Convolugoes, Teoria dos Numeros, entre
outros, tornando-se muitas vezes indispensaveis ao estudo destes.

Concluimos que a formulagao de Relagoes de Recorréncia é uma ferramenta pode-
rosa e versatil na resolucao de problemas combinatérios. Consequentemente, torna-se
assunto obrigatério aqueles que se aventuram no estudo da Matematica Discreta.

Como anseio pessoal fica o prosseguimento deste estudo com enfoque nas recorréncias
que dependem de mais de um parametro e no uso de recursos computacionais na re-

solugao de recorréncias.
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APENDICE A

Funcoes Geradoras Ordinarias

Este apéndice tem por finalidade introduzir conceitos referentes as funcoes gerado-
ras, com énfase nas funcoes geradoras ordinarias, as quais citamos no Capitulo 2.

Segundo Santos [7], as fungoes geradoras sdo uma das principais ferramentas para
a solugao de problemas de contagem, especialmente problemas que envolvam a selecao

de objetos nos quais a repeticao é permitida.

Definicao A.1. Uma série de poténcias é uma série infinita da forma ag+ayx+asx® +
asx®+---, onde 0s a;, para i =0,1,2,3,... sao nimeros reais e x é uma varidvel. Por
esta definicao, qualquer polinomio em x € uma série de poténcias. Por exemplo, o

polinémio 1 + 2x + x2 pode ser escrito como 1 + 2z + 122 + 023 + 02 + 02® + - - - .

Definicao A.2. Se ag + a1z + ax® + -+ € by + bix + boyx® + - -+ sdo duas séries de
poténcias, entao a soma destas duas séries € a série de poténcias na qual o coeficiente
de x" € a,.+b, e o produto destas duas séries é a série de poténcias na qual o coeficiente

de x" € aobT + ale_l —+ CLng_Q + ..+ aTbo.

Definicao A.3. Sea,, parar =0,1,2,..., é o numero de solucoes de um problema de

combinatoria, a fun¢ao geradora ordindria para este problema € a série de poténcias

ap + a1 + agr® + asx® + - - - (A.1)
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ou, de maneira geral, dada a sequéncia (a,), a fun¢ao geradora ordindria para esta
sequéncia € definida como a série de poténcias (A.1).

As fungoes geradoras ordindrias serao utilizadas naqueles problemas em que a ordem
dos objetos dentro de cada subconjunto nao seja relevante. Se encaira neste caso o
exemplo abaixo, em que as solugoes para cada varidvel sao equivalentes a retirarmos
bolas indistinguiveis de caizas diferentes, portanto sem a preocupacdo com a ordem da

retirada.

Exemplo A.1. Achar a fungao geradora ordindria f(x) na qual o coeficiente a, de x"
¢ o numero de solucoes inteiras nao-negativas da equacao x + 3y + 4z =r.

Escrevendo vy = 1z, y; = 3y e 21 = 4z, teremos:
1+ tza=r,

com x1 € N, y; maltiplo de 3 e zy multiplo de 4. Desta forma, a série de poténcias

cujos expoentes sao os possiveis valores de x1 €
l+z+a?+2°+2" + .
Para y, e z, temos, respectivamente,
1+ +2%+2° +2+- e

1+ +a%+ 22 +2%+. .

Desta forma, a funcao geradora ordindria f(x) é dada por:
fa)=Q+z+2”+2°+- ) - 1+2>+2°+2"+- ) L+ +2%+ 2%+ ),

Neste produto, apds alguns cdlculos inciais, verificamos, por exemplo, que o coefi-
ciente de x7 € iqual a 5. Este coeficiente corresponde as cinco solu¢oes possiveis para

r1+ Y1+ 21 =7, com as restri¢coes impostas, as quais listamos a sequir:

1’1:0, y1:3, 21:4;
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rr=1, =6z =0;
=3, yn=0, z=4
rp=4, y1=3, 2z =0;
=17, 1y =0, 2z =0.

Com estas trincas obtemos as solugoes para x, y e z. E l6gico que para valores mai-
ores nao poderiamos fazer este trabalho sem a ajuda de um recurso computacional. E
importante salientar que existem diversos teoremas que nos dao condicoes de obtermos
estes coeficientes e que nao os veremos por fugirem ao proposito deste trabalho.

O leitor que tiwer interesse em aprofundar-se no assunto poderd consultar a re-

feréncia [7].
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