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INTRODU?KO

A modelagem matematica em Epidemiologia busca descrever ¢
interpretar a propagagdo de doencas infecciosas em populagfes de
individuos. Através da anéilise e da abstragio de tais fenbmenos,
situagBes-problema sdo traduzidas em equa¢des (ou sistema de
equacdes), a partir da devida escolha das varidveis de estado e
suas correlagBes, o que constitui um modelo matematico.

Sob o ponto de vista matemético, os modelos produzidos podem
ser, em geral, deterministicos ou estocdsticos, E importante
observar, no entanto, que a formulagio deterministica nio implica
na exclusio de consideragBes de natureza probabilistica nos
modelos.

Os modelos biomatemédticos deterministicos nem sempre sido
aplicdveis aos problemas reais, visto que s3o obtidos através de
simplificagfes que podem comprometer suas solugSes como elementos
de decisdo. Sdo0 modelos educacionais e muitas vezes trativeis
analiticamente, podendo fornecer idéias para a formulagdo de
modelos mais complexos. S30 baseados essencialmente no processo de
velocidade da propagacio da doenga, isto ¢, nas variagBes dos
grupos populacionais envolvidos e nas condicBes iniciais. Nesses
modelos, as equagles sdo formuladas em termos de ndimeros {ou
proporgdes) de individuos em cada classe no instante t. Sdo
frequentemente adotados quando trabalhamos com uma grande
populacdo e estamos interessados no estudo da propagagdo total da
doenca.

0Os modelos estocasticos baseiam-se em métodos estatisticos e
procuram representar a realidade com maior fidelidade. As equagdes
sfo formuladas em termos da probabilidade de que se tenha
determinado namero (ou proporgdo) em uma dada classe populacional
no instante t, Nesses modelos, obtém-se como resultado final ndo
um numero (ou proporgdo) exato, mas apenas' um valor médio. A

utilizac3o desses modelos é& mais satisfatdéria quando estamos



lidando com uma populagio pequena ou quando estamos interessados
apenas ©m um pequeno grupo de uma populagido.

Apesar dos modelos estocasticos parecerem estar bem mais
préximos da realidade do fenémeno modelado, geralmente tém um
tratamento analitico complexe, e o0 instrumental mateméatico
utilizado atinge um nivel razoavel de dificuldade técnica.

Estas consideragdes nfio tornam os modelos deterministicos
menos importantes, pois ao que tudo indica, s3o eles o ponto de
partida na direg8o da formulagdoc de modelos mais realistas. Além
disso, atualmente sdo utilizados métodos computacionais para
simulacdo e calculo dos paraAmetros, o que permite que os modelos
deterministicos possam representar mais adequadamente os fendmenos
biolbgicos.

A modelagem matemé&tica em Epidemiologia apresenta algumas
vantagens:

- Simplificacio e uso de uma linguagem universal, o que
permite uma maior interacdo entre pesquisadores de diferentes
dreas e uma transformacio da linguagem qualitativa em
quantitativa,

= Identificagic das variaveis essenciais e seus inter
relacionamentos para uma melhor compreensdo do fendmeno estudado.
Relaciona a parte experimental (laboratéric) e a teédrica
(formillaqio de leis ou hipéteses).

— Previsdo do futuro da epidemia, permitindo um planejamento
de combate da doenga.

-~ A analogia existente entre algumas epidemias favorece o
emprego de técnicas e avangos obtidos em uma, e que podem ser
adaptados na investigagBo de outras.Assim, os modelos matemdticos
apresentados para a Dengue (€lassica (Capitulo 1), foram
inicialmente baseados nos modelos para a malaria (Apéndice 1},
visto que ambas apresentam a mesma forma de transmissdg, por
vetores. O namero de novas infecgBes, em ambas as infecgdes, ¢
proporcional ao numero de encontros entre individuos infectados e
sadios, traduzido, matematic.amente, pelo "produto" entre estas
populacdes.

As particularidades de cada infecgdoc s&o introduzidas nos



modelos através da inclusfio (ou nfio) de novas taxas, que traduzem
determinadas caracterlstfcas, tais como:

tmunidade: habilidade para combater doengas devido A presenga
de anticorpos. A imunidade é incorperada aos modelos através da
inclusio de uma classe de individuos recuperados, cuja entrada é
proporcional ao nimero de individuos infectados.

periodo de incubagao: perfodo entre a aquisi¢io da doenca e a
aparicdo dos sintomas. Tal perfodo varia consideravelmente em
cada infecgdo.

perfodo infeccioso: perfodo no qual os individuos infectados
estdo aptos para transmitir a doenga para qualquer suscetivel. Ni3o
deve estar necessariamente ligado aos sintomas da doenca. E este
periodo que nos di a taxa de remocfo, isto &, a taxa com a gqual os
individuos deixam a classe dos infecciosos. Assim, por exemplo, se
um individuo estd apto a transmitir a infecgdo durante S5 dias, a
taxa de recuperagdo serd, aproximadamente, igual a 1/5=0,2.

mortalidade: a taxa de mortalidade natural € geralmente
incluida nos modelos com o objetivo de abastecer a populagdo de
suscetiveis, uma vez que € considerada igual a taxa de natalidade,
fazendo, no entanto, com que a populagio total permanega
constante, E estimada como sendo o inverso da esperanca de vida,
ou seja, para uma esperanga de vida de 65 anos, a taxa de
mortalidade natural & considerada como, aproximadamente, 1/65 =&
0,015. Podemos ainda incluir, dependendo da doenga, uma taxa de
mortalidade devida & doenga.

Qutros conceitos epidemiol6gicos s3o necessarios na
formulag@o dos meodelos:

prevaléncia: proporgio ou porcentagem da populagio de
hospedeiros infectados por uma doenga ou parasita em qualquer
instante t;

epidemia: uma sGbita, r4pida eclosio ou crescimente na
prevaléncia e intensidade de um parasita ou doenga;

endemia: termo usado para descrever doengas ou infecgdes por
parasitas que ndo exibem grandes flutuagdes através do tempo numa
localidade espacial definida;

arbovirus: um virus que utiliza artrépodes (espécie do reino



animal que comprecnde’ alguns invertebrados, como insetos,
aracnideos e outros) comovetores e é transmitido pela saliva para
o hospedeire final;

Intensidade: namero médio de parasitas num individuo
infectado da populacfio hospedeira;

parasita: organismo que apresenta uma dependéncia obrigatéria
de outro organismo;

transmissao: processo pelo qual um patégeno (que produz
infecclo) passa de uma fonte de infecg@o para um novo hospedeiro;

vetor: animal (ou objeto) que transmite os agentes causadores
de uma infeccio;

viremia: presenga de um ¥irus no sangue.

Uma das principais dificuldades na modelagem em epidemiologia
é a estimativa dos valores dos parametros, particularmente por
causa da escassez de dados quantitativos. Nesse trabalho foi
possivel estimar alguns deles, através de simulagbes numéricas
realizadas a partir de uma pesquisa sobre a dengue classica,
realizada em escolares, no Rio de Janeiro. (Capitulo 2)

Quando trabalhamos com duas populagbes distintas interagindo,
a analise qualitativa do modelo muitas vezes ¢é prejudicada,
principalmente devido ao grande namerc de equacbes e parametiros
envolvidos. No osso caso especifico de Modelagem da dengue, onde
temos populacdes de mosquitos e humanos interagindo, procuramos
contornar tal dificuldade adequando o modelo de Bailey para a
malaria e assumindo que a influéncia de uma das populagbes
envolvidas estd implicita no parametro B (taxa de contaminagéo).

Com o objetivo de obter previsGes para uma possivel epidemia
de dengue hemorréagica, consideramos como individuos suscetiveis a
essa forma da doenga como aqueles previamente infectados -.pela
dengue classica. Além disso, como a populagdo de mosquitos varia
sazonalmente, foram inclufidos parémetros peridédicos no modeleo.

(Capitulo 3)



CAPITULO 1

1.1 -A DENGUE

A dengue é uma doenga infecciosa febril aguda, benigna na
majoria dos casos. A origem do nome vem da palavra dengue, que nas
linguas espanhola e portuguesa significa afetacdo, e em &rabe
significa fraqueza. Com ambos o5 sentidos, a palavra dengue
descreve sintomas da doenga ou comportamentos praticades em
virtude da mesma. A procedéncia espanhola da palavra, que
corresponde ao inglés dandy, esteriotipa a atitude particular do
doente durante a marcha, com denguice no andar, com as pernas
rigidas e afastadas para impedir as dores, particularmente
intensas nos joelhos. E uma doenga préopria dos paises quentes,
tropicais e sub-tropicais.

A dengue ¢ causada por quatro diferentes tipos de virus da
familia Flasisirue, denominados pelos nameros 1, 2, 3 ¢ 4. A esta
famflia pertencem virus de outras infecg¢bes, como, por exemplo, a
febre amarela.

Os virus da dengue tém capacidade de se multiplicar em
organismos completamente diferentes, tais como o humano e o
mosquito. Infectando seres tdc distintos, mostram uma enorme
adaptacic ac meie natural e s8o classificados, segundo sua
manutencido na natureza, como arbovirus, isto é, virus transmitidos
por artrépodes. '

Os vetores da dengue s8o mosquitos (somente as fémeas) do
género dedes, que se alimentam de sangue para suprir necessidades
protéicas. Os mosquitos tornam-se infectados apds picar individuos
virémicos (que possuem o virus na corrente sanguinea), e
transferem a infecg8o de um homem para outro. O mosquito Ledea

aegypti (Figura 1), € o mais importante vetor da dengue devido os



seus habitos urbanos e 4 associagio ao homem.

Qutro vetor, o dedes afbopiclua, dévido a seus habitos rurais
e & transmissic transovariana, tem importancia como potencial
causador ou mantenedor de endemias de dengue, _

O homem é a principal fonte de infeegfo. O deslocamento de
pessoas € responsavel pela expansfio geografica da doenga, ji que o
mosquito possui autonomia de vSo muite limitada.

A dengue pode ser chamada cléssica ou hemorrégica, dependendo
das caracteristicas da doenga. A dengue hemorragica ¢ uma forma
mais grave da infecgao.

Os Humanos infectados sido infecciosos para o mosquito em
média até o quinto dia da doenga. J& o mosquito pode transmitir a
infecgdo imediatamente apés uma regurgitagdo ou apés um periodo de
incubagdo que varia, em média, de 8 a 10 dias, permanecendo
infeccioso durante cerca de dois meses, ou seja, pelo resto de sua
vida. Nio pode ocorrer a infecgdo de pessoa para pessoa, mas esta
pode ser mantida na populagdoc de mosquitos de geragdo em geragio
por transmissfo transovariana do virus, sem a participagioc do
homem.

No homem, o perfodo de incubagidoc & em média de 3 a 6 dias,
podendo, em alguns casos, estender-se até 15 dias.

A infecgio provoca uma imunidade de longa duracgio e. de
sorotipo  especifico, isto €, os individuos infectados, por

exemplo, pele virus tipo 1 sdo imunes em relagdo a este mas podem



ser reinfectados por qualquer um dos outros tipos.

Existe uma associagfio entre as reinfecgdes por tipos
distintos e o aparecimento da dengue hemorragica. Isso se dai
devido ac fato que os anticorpos produzidos como resposta a uma
primeira infec¢do associam-se ao virus causador de uma infecglo
posterior, de sorotipo distinto, sem neutralizd-lo, facilitando
sua a¢io. Sendo assim, o risco da ocorréncia de formas graves da
doenga (hemorréagica) ¢ maior nos individuos previamente
infectados. Qualquer um dos quatro sorotipos pode determina-la. A
infecgfio prévia da mde e a consequente imunizaglo passiva
transplacentéria predispbe também os latentes as formas graves,
mesme na auséncia de infecgSes anteriores.

Vacinas contra a doenga vém sendo estudadas, e a principal
dificuldade no seu desenvolvimento se deve ao fato de gque uma
vacina contra a dengue deve induzir imunidade simultinea e eficaz
contra os varios tipos virais, pois a imunidade wvacinal contra
apenas um tipo de virus poderia aumentar o risco da dengue

hemorrégica em caso de infecgde posterior por outros tipos.

1.2 - MODELOS DETERMINISTICOS PARA A DENGUE CLASSICA

Apresentaremos a seguir alguns modelos matematicos
determinfsticos com o© intuito de analisar a estabilidade e o
comportamento da infecgfio para a dengue.

Nos modelos gerais, onde comparecem populagdes de mosquitos e
humanos, os parametros envolvidos nas equagfes sfo praticamente
impossiveis de serem determinados, mesmo quande se tem dados reais
de uma epidemia. Por este motivo fomos levados a propor modelos
mais simples nos quais pudemos fazer simulacfes numéricas com os

escassos dados de que dispomos da doenga no Brasil.

Nos Modelos 1 e 2 consideramos a iterag@io entre populagdes de

mosquitos {vetores) e humanos:



n : populagio total humana (constante).

x(t) : individuos suscetfveis no instante t;

y(t) : individuos infectados no instante t;

z(t) : individuos recuperados no instante t;

n’ : populacBo total de mosquitos (constante)
x'(t): mosquitos suscetiveis no instante t;

y'(t): mosquitos infectados no instante t.

E importante notar que em nossos modelos a classe z é
composta pelos individuos imunes; por outro lado, n3o consideramos
a classe zZ' de mosquitos recuperados, pois uma vez infectados,
estes permanecem assim pelo resto da vida. Antes de definirmos as
taxas de transigio, lembramos que a infecgdo através do contato
direto de pessoa para pessoa ndo ocorre. Contudo, na populacdo de
mosquitos a transmissio pode ser transovariana, significando que
parte dos mosquitos pode nascer infectada.

Sejam as taxas:

B : taxa com a qual surgem novas infecgBes na populacéo
humana, através do contato com mosqguitos infectados;

B’: taxa com a qual surgem novas infecgfes na populacio de
mosquitos, através do contato com humanos infectados;

7 : taxa com a qual os individuos humanos se recuperam;

i : taxa de natalidade e mortalidade na p:«pulagio humana;

i’: taxa de natalidade e mortalidade na populagdo de
mosquitos;

a : proporgdo de mosquitos que nascem sadios de mosquitos

infectados.

Supomos que as taxas de natalidade para as duas populagdes
sdo consideradas iguais as suas taxas de mortalidade a fim de
mantermos as populacBes totais (n e n’} constantes. Assim, a
quantidade que ¢é introduzida na populagio através da taxa de
natalidade serd também retirada através da taxa de mortalidade,
ndo havendo, portanto, variagBes no ndmero total de individuos em
ambas as populagdes. Esta simplificago pode ser feita, visto que

o periodo de tempo ¢ pequeno, ¢ tais variagles podem ser



desprezadas.
A seguir apresentaremos os modelos mateméticos da epidemia e

a analise qualitativa de cada um deles.

- MODELO 1

Este modelo é baseado nos meodelos apresentados por Bailey
para a maléria. (Vide Apéndice 1). Os modelos aqui apresentados
levaram em considerag¢fio uma diferenga fundamenta! entre essas duas
infeccBes, que é a questdo da imunidade. Enquanto a malaria
provoca uma imunidade temporaria, que em muitos modelos & até
desprezada, a dengue provoca imunidade especifica e de longa
duragao.

Neste modelo, supomos  que as populages de mosquitos e
humanos interagem homogeneamente. Além disso, n8o incluimos aqui
as taxas de natalidade na populagdo humana, devido ao fato do
ciclo de vida do mosquito ser muito pequeno com relagdoc ao humano,
ou seja, a taxa de natalidade humana pode ser desprezada quando
comparada com a taxa de natalidade do mosquito.

As transigSes entre os grupos na populagdo humana podem ser

representadas da seguinte maneira:

BuEcetivels 3{)’ infectados 7 recuperados

« — y _— ”

Ou seja, na populagio humana temos:

(i) - Os individuos suscetiveis decrescem a uma taxa proporcional
ao nimerc de encontros entre individuos suscetiveis € mosquitos

infectados: -Bxy’.

(ii) - Os individuos infectados crescem a mesma taxa com a qual os

individuos suscetiveis decrescem: Bxy’



(iii) - Os individuos infectados decrescem a uma taxa de

recuperagic gue € proporcional ao nimero de individuos infectados:

=7y

(iv) - Os individuos recuperados crescem a uma taxa proporcional
ao nftmero de individuos infectados, que s&o aqueles que se

recyperam da doenga: 7y.
Na populagclo de mosquitos, as dinAmicas s8o analogas, isto é&:

{i) - Os mosguitos suscetiveis decrescem a uma taxa proporcional ao
namere de contatos entre mosquitos suscetiveis e humanos

infectados: -8'x'y.

{ii) - Os mosquitos suscetiveis crescem a uma taxa proporcional ao

nimero de mosquitos que nascem sadios de mosquitos infectados:

au'y’.

{iii) - Os mosquitos infectados crescem a mesma taxa com a

qual os suscetiveis decrescem: 8'x’y.

(iv) - Os mosquitos infectados decrescem a uma taxa proporcional

ao namero de mosquitos que nascem sadios de mosquitos infectados:

—ap'y’

As equacdes do modelo que descreve o processo dindmico s8o:

[
_.QX__ - » d_x.,_ = = 3 ] 14 ¥
qt- Ay 1{ at B'x'y + ap’y
(M)
- (1.2.1)
{H)'_(_il_ v _ .(.11:__ - [ N )
dt= BxXy’ -y dt T Cam'y'+ B'x’y
dz_
at™ ¥

O Modelo 1 & pois, descrito com a interagio entre as equagbes

de humanos (H) e de mosquites (M).

i



O lado direito da primeira equaclc de (M) surge como segue:

dx’
dt

= _B,xFy + p!x’_ plxl+ a-'-l,y' - _B’x!y + auiy’

Um estudo qualitativo do modelo & feito através da anélise
das equacBes quando as taxas de variag8o das populagles sSo nulas,
istc é, nos pontos onde d()/dt=0. Os pontos onde isso ccorre sio

chamados pontos de equilibrio, significando gue n3c ha alteragdes

nas quantidades de individuos em cada uma das classes envolvidas.
Para calcular estes pontos, basta igualarmos as equagBes a zero.
No sistema (1.2.1), usande o fato das populagBes totais serem
constantes, n=x+y+z e n’'=x'+y', podemos considerar somente as

equages independentes e assim reduzir o sistema.

Pontos de equilibrio

E=0 > —Bxln'-x'")=0 @) =
-g—{—:O > Bx(n'-x' )-yy=0 (8 y=0 ) =
g—f-_-o > -8'x’y+ap’ (n’ -x’)=0 {3) x'=n’ (c)

Temos portanto os seguintes pontos de equilibrio:

- * * =
P=(x , 0z.,n",0) com X +z =n
-]

Ao calecularmos os pontos de equilibrio, € necessdria uma
analise de tals pontos para obtermos maiores informagdes sobre o
comportamento do modelo quando t»w. Em outras palavras, devemos
saber se as solugSes se aproximam ou se afastam de tais pontos
quando t tende & infinito. Tal anilise & feita a partir da teoria

da estabilidade (Apéndice 3).

i1



Estabilidad

Analisaremos &a estabilidade dos pontos de equilibrio através
da Matriz Jacobiana (ou de linearizagBo)} do sistema (1.2.1)

reduzido a trés equagdes, que é dada por:

-g{(n’ =-x") 0 Bx
A= BlD® -Xx7) 4 Bx ,
0 -8'x"  -p’y-aw’
onde cada componente a_ = oft (i,j=1 3)
Ij ax] " L B ) ¥

ara X = = =x'
) X X =Y, X =X

No ponto Pe, temos:

*
0 0 Bx
*
Ac =A|P- 0 -y Bx
) 0 -B8’n’ -au'

Os polindmios caracteristicos, dados por det (A - 4l) = O nos
e

fornecem os seguintes autovalores:
A =0
1

A, = e [y +ap’P-dlyaw’+B8'n'x. W22

»
Como gyap'+88'n'x >0 temos que Az e Aa possuem parte real
*

negativa, porém dependem de x . Como h1=0 teremos uma reta de

0,x;,y;) em

do problema em diferentes 1trajetérias,teremos um ponto de

equilibrio. Assim, para cada condig8o inicial (xo,yo,z
equilibrio distinto,

Uma outra andlise do modelo pode ser feita através da

obtencdo de uma quantidade minima de individuos infectados

12



necessaria para que a doenga se¢ propague. Assim, o comportamento
das solugbes do modelo serd diferente dependendo se uma certa
quantidade, que varia de acordo com o modelo, estd acima ou abaixo
do valor "limiar". Ou seja, estabelecemos uma condicio para que
ocorra a propagacio da doenca,

A obteng80 dessa condigio limiar & um dos principais
objetivos da epidemiologia, pois s6 assim serd possivel tomar

medidas preventivas para que a doenga ndo se propague,

Condig&o Limiar

Em t=0 temos (xo;yo;Ol e [x;;y;) para as populagfes humana e
de mosquitos, respectivamente. Para que ocorra uma propagagio da
doenga, devemos ter, inicialmente, as taxas de transigdo na classe

de individuos infectados positivas, em ambas as populagdes.
Temos entao:

onyo > ¥, e onyo ) 'y,

Considerando xoé n e x'zn temos:

»
0

Bnyo b 7y, e £'n ¥, > ap Yo © que fornece:

N1 ¢
nn' > T (1.2.2)

que é o requerimento limiar da densidade inicial de suscetiveis

para que ocorra um surto epidémico.

Se inicialmente tivermos y=0 ou y'=0, valem os mesmos
argumentos j& apresentados anteriormente para os modelos da
maldria. (Apéndice 1)

Por este modelo, as atitudes da sadde piblica devem assegurar
que nn'< any a fim de previnir a epidemia.

BB! L}
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No caso da dengue, os parametros ndo sdo independentes de n e
n’, pois, por exemplo, B esta relacionade com o nimero de contatos
entre mosquitos e humanos. Sendo assim, podemos supor que o
mosquito apresenta uma certa taxXa média de picadas, b’. Entfo, em

uma unidade de tempo, X' mosquitos suscetiveis efetuam b'x’
picadas. Destes mosquitos, somente uma parte seri afetada pela
dengue, b'x'(y/n). Seja f a propor¢do de humanos infectados
realmente infecciosos. Assim, b'X'f(y/n) ser4d a taxa com a qual
surgirdc novos mosquitos infectados, ou seja, B’ = bWf/n

Similarmente, em uma unidade de tempo, y' mosquitos infectados,
dos quais uma proporgdo f° ¢ rcalmente infecciosa, realizam by’
picadas, das quais b'y’(x/n) sfo em individuos suscetiveis. Ent#o,

a taxa com a qual surgem novas pessoas infectadas sera

b'f’y’(x/n), ou seja, B = b'f'/n.

Substituindo estes valores de B e B' em (1.2.2), temos a

condiglo limiar:

Fau
g msz, (1.2.3)

=N}~

Notemos que em (1.2.3) ao invés de termos relacionados o
nimero inicial de suscetiveis em ambas as populacdes, temos a
densidade de mosquitos necesséria para que a doenga se propague.

Em modelos de epidemia, uma vez esgotado o estogque de

individuos suscetiveis, a infecgdo tende a desaparecer.

Visando incluir no estudo, as endemias, formularemos agora um
modelo no qual o estoque de suscetiveis ndo é esgotado, bastando
para isso considerarmos uma taxa de "entrada" na populagBo humana,

permitindo o reabastecimento da populacio de suscetiveis.

- MODELO 2 ({Ciclo de Vida}

Para este modelo, supomos que na populagdo humana todos as

4



individuos nascem suscetiveis. Por simplicidade consideramos ainda
gue a taxa de entrada € igual a de salda. Todos os calculos e
andlises feitos para o Modelo 1 ser8c feitos também aqui. Temos

entdo as seguintes equacgdes:

-d L d' | I | -
d_’;'=-3xy+p(y+z) ﬁ'=-—3xy+a;xy
{M)
d ] d' | . ) | ——"
(H1-5f=8xy~(u+ar)y gf‘=5xy-an}'
%=7y - HZ (1.2.4)

Pontos de equilibrio

Novamente considerando somente as equagOes independentes e

igualando—-as a zero, obtemos os seguintes pontos de equilibrio:
P1= {(n;0;0;n’;0)

"* » » » *
P2= (x ;¥ :z ;X" ;¥ ) onde:

*_Bpn + {p+ylay’

x = 8'(Bn’+ u)

* i [nn'BB'- (u + y) au’]
YR e+ oY (Bo' @)
« y [nn’BR’- (p + 7} au’l

B (u+ %) (Bn'+ u}
,*_ p [on'BR'- (p + y) ap’]
Y =B nBr +ap’(p + ¢)]

z

o ap’{p + y) { Bo'+ u)
B [ng'uy +au’(p + 7)]

X

Estabilidade

5



A matriz de linearizagdo para o sistema (1.2.4) reduzido a trés

equagdes & dada por:

-B(n’=-x") 0 Bx
A= | Bln’~x"} -(p+y) Bx

0 -B'x"  -fy-ap’

O polindmio caracteristico, LI. obtido de det( Al— Al ) =0,
onde A1=A|p é dado por:
1

A3+ A%(2peap’+y) + Aplepp+2uap’+yap’) +{-nn' BB peplap’ +uyap’)=0

Usando o critérioc de Routh-Hurwitz,[20], concluimos que, se
nn’ B {ju+ylay’ entdo teremos a estabilidade do ponto P1' Caso
contrario, isto €&, se nn'S88"»{(p+¥y)ay’ entdo o ponto Pl sera
instavel. Neste caso, como as trajetérias sfo limitadas (x=y+z=n e

x’+y'=n’) entdo teremos a estabilidade do ponto Pz.

Notemos gue para gue exista um nivel endémico ndc nulo da

doenga devemos ter y. > 0, o que nos da:

(p+y)au’
BBI »

nn' > que ¢ exatamente a condigio de

estabilidade‘ de Pz’

As expressbes de B=b’f'/n e B’=bf/n obtidas no Modelo 1
continuam sendo véalidas para este modelo, pois as suposigdes
feitas para as interagBes populacionais ndo foram alteradas.
Assim, substituindo 8 e B' temos que a relacdc das densidades de

1
mosquitos ¢ humanos deve superar [(p+y)ap'/b'ff’], isto &

n' ('_“_ ]apv
> b,Eff, (1.2.5)
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Taxa de Reprodutibilidade Basal -~ Ro

Analisemos ¢ numero de casos secunddrios que surgem de um
Ginico caso primarioc simples, numa populagldc inteiramente
suscetivel. Este ntimero é chamado taxa de reprodutibilidade basa],
designada por Re. Assim, se um individuo infectado causa mais do
que um caso secundario, ou seja, se Ro¥l, teremos um surto
epidémico. Se Ro{l, no sentido de um individuo infectado nfo
infectar pelo menos um individuo, a doenga tende a extingdo. Ja
quando temos Ro=l, significando que um individuo infecta em média
um Ynico individue durante todo o seu periddo infeccioso, entfo a
doenca tende a permanecer endémica. Isto porque cada individuo
infectado deixard de ser infeccioso e serd substituide por um
individuo que anteriormente era suscetivel.[16]

Se a taxa de recuperagdo da doenga humana € ¥, o tempo médio
no estado infeccioso € 1/y. Durante este perifodo, o naimero médio
de picadas recebidas de k mosquitos suscetiveis {k=n'/n, que d4 a
densidade de mosquitos por pessoa), serad kb'/y, pois inicialmente
temos n's X’. Dessas picadas, somente uma proporgdc I sera
realmente infecciosa para o mosquito. Assim, haverd uma média de
kb'f/y mosguitos infectados por um caso primario. Por outro lado,
cada um desses mosquites sobrevive por um tempe médio de L/’
(pois a taxa de mortalidade é p’). O nGmero de picadas infecciosas
em humanos suscetiveis serd em média, portanto, b'f’/p’. Assim, o

namero de casos secundarios deverd ser, aproximadamente:

kb’ ©'f kb ff ,
= 7 como k=n'/n,
¥ 4 rf2

i v (1.2.6)
0 nyp’

Relacionando (1.2.5) € (1.2.6), devemos ter

17



(ptyla (1.2.7)
7

Ro >
para que exista o nivel endémico nfoc nulo dado por Pz'

Andlises mais detalhadas do comportamento da doenga serdo
feitas a partir de modelos simplificados. Vale observar que os
modelos simplificados podem ser bastante uteis, sendo importante
decidir o gue se considera e o gque se deve ignorar. Se os
interesses principais sfo qualitatives, ent80 os modelos bésicos

sio suficientes, [3].

Consideremos, inicialmente, um modelo baseado no modelo

classico SIR (Kermack-Mckendrick) para epidemias, [6] [21].

-MODELO 2

Neste medele, ndo incluimos equagBes para a populagdo de
mosquitos. Assumimos que a dinimica populacional dos vetores esta
implicita na taxa de transmissio B. Istoc implica que o coeficiente
B nio tem o mesmo significado dado anteriormente. Aqui, 8 ¢ bem
mais complexo, e € considerado assim simplesmente para uma
simplificacio do modelo, visto que excluimos a populagao de
mosquitos. Na verdade, B representa toda a dinamica populacional
entre a populagdc humana e a de mosquitos, uma vez que a
transmissfio da doenca nio ocorre através do contato entre humanos
suscetiveis e infectados, ou seja, entre x e y, mas sim entre x e
y'. Portanto, embora a andlise deste modelo seja andloga ao modelo
classico SIR, sua interpretagdo €& outra, devido a este novo

significado do parametro B.
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—";f'c ( a densidade de

" humanos infecciosos € proporcional a densidade de mosguitos

Assumimos que y'=cy, e entfo B

portadores do virus da dengue).

As equacbes que descrevem o modelo s&o:

r g'—
dy_ - (1.2.8)
1 at™ Bxy - 7y
dz_
onde

X+y+Z = n , com x(0)=x0>0 : y(0}=y0>0 i z(0)=0. Logo Y= DX .

O sistema (1.2.8}) & um sistema ndo linear, mas como as duas
primeiras equagtes s6 dependem de X e y, podemos reduzi-las a uma

dnica equacfo, dada por:

dy _ Bxy -7y _ _ 7
& = Bxy 1+'B_§’ {x#0) {1.2.9)

cuja solugdo geral ¢ dada por:

y=—x+zlnx+c

B

Usando y{0) = n - x(0) temos:

4 7

11-){0=-1ch+B In x0+ o] =>c=n—-§lnx0
Portanto,
- - ¥ X
y=n-x+gl ( xc‘] (1.2.10)

Da equagdo (1.2.9) temos as seguintes relagdes:
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dy i 7 . .

] >0 se 6% > 1 < Xx < 8 (nimero de infecciosos cresce)
dy Y 7 .

" 0D sge 55 {1 = x> g (nGmero de infecciosos decresce)

Ou seja, y ¢ uma fun¢lio crescente de X se x% , €y é uma
fungido decrescente de x se x)z.

B
O valor maximo de y em fungdo de x & dado quando dy/dx = O,

ou seja, ymué obtido quando x=y/8.

Em relagido ac tempo t, temos que dx/dt<Q para todo x>0 3
dy _dy .dx _ .. ¥ dx dy
ey = ( IW )E >0 se Xy/B e 2 <0 se x$y/B

dt ~ dx dt dt

Nos planos de fase apresentados neste capitulo, so
considerados os valores para B e ¥ obtidos através das simulagbes

numéricas realizadas. (Ver Cap.2).

Figuna 2 - Plano de fase pona « e 4
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Tomando agora a primeira e terceira equagdes do sistema
(1.2.8) temos:

% = - g x (y=0)
Notemos que dx/dz < O para todo x>0.
.1

.

Figura 3 - Plano de fase pona « € 4

Notemos que os valores de equilibrio X €z dependem da

condigéo inicial X -
Resolvendo dx/dz obtemos:

x(z} = X, Exp [(-B/¥%)z] (1.2.11)

Utilizando agora o fato que n = x+y+z na terceira equacdo do

sistema, temos:

g—f= 7y = y(n—x-z) (1.2.12)

a1



Substituindo (1.2.11) em {1.2.12), obtemos:

dz

at= 7 n-z- x Exp [(-B/7)z}) {1,2.13)

A fim de obter uma expressdc mais simples para z(t),
resolveremos uma equagio aproximada. Para isto, tomemos o

desenvolvimento da série de Taylor de Expl-z/p], onde p=y/B (taxa
de remoGdo relativa), istoé:

Gl

Q0 truncamento até segunda ordem vem das seguintes

o

z
Exp[-z/p) = 1- =
pl-z/p} 5

consideragoes:

- Se tomarmos o desenvolvimento até o termo linear em =z,
entioc obtemos uma fungdo crescente em 2z, 0 que naturalmente
contraria as hipéteses do modelo.

~ Se incluirmos os termos de terceira ordem, terfamos uma
consideravel complicagdo no processo de integragéo.

Substituindo a expressio aproximada para Expl[-z/p] em

(1.2.13}, com n-x  no lugar de Yor obtemos:

dz

dz _ X _ z2_ 2
_7(y0+[5-0 1]z+x0/2p z

dt ) (1.2.14)

Resolvendo a equagdo (1.2.14) obtemos:

2

_ P X 1 _
Z(t} = ‘*i'-'o- [ EU -1+ ﬂ’-tgh '2' (E‘Zt ¢ ]] .(1-2.15)
onde:
% 2 2
« = [(Eo -1) ¥2% /P ]
(1.2.15")
-1 1 4
De {1.2.15) vem:
dz oc2 z 21
e 5L sen”(lart - o | (1.2.16)
o
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que nos di a variaglo de pessoas recuperadas, O grafico de dz/dt
nos dd a curva epidémica (de acorde com ¢ modelo SIR}, que tem a

seguinte configuragao:

S o
H
Figuna 4 - Gnafico de dy/dt
Notemos que dz/dt atinge o maximo quando
2
dz _ ayt _ _ _ @
e’ =0 s = =0 > t= oy {1.2.17)

Esse grafico traduz o fato de que o nimero de ocorréncias
identificadas no processo epidémico aumenta & medida que o tempo
passa, Aaté atindir seu valor méximo, e depois decresce até a

extincao.

Facamos t-+ o para obter uma aproximagdo para a extensdo
total da epidemia, isto €, o nimero de pessoas recuperadas apés um

longo intervalo de tempo. Fazendo t « em (1.2.15) obtemos:

2
z =P [3—0-1 +a] (1.2.18)
o xo P

Se 2)1103,70/,02 pode ser negligenciade comparado com [(xo/pJ~1]2
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entdo a, dado por (1.2.15') é aproximadamente jgual a [(xolp)—lL

Assim, (1.2.18) pode ser escrito como:

z = 2p [1- %0] > X B xo-Zp[I-go]

Fazendo p [1- (p/xo) I=he nzxotemOS

X - X% 2h =» z =X ~-X
w D ®

Taxa de Reprodutibilidade Basal - Re

Para que ocorra uma epidemia, devemos ter inicialmente

dy/dt>0, o que da:

L4

yBx9)>0 » Bx7r>0 =3 x>’3

Se, inicialmente  x=n, entdo a densidade critica de

suscetiveis é dada por:

n= 2 e uma epidemia ocorre quando %E > 1 ; e caso

T B B8n

contréario, ou seja, quando ~ <1, a doenga vai para extincio,

Portanto:

~-MODELO 4

Neste modelo, permitiremos que a classe dos individuos
suscetiveis seja reabastecida, a fim de analisar sob quais
condicbes existe a possibilidade de ocorrer uma endemia. A
din&mica populacional da populagio dos mosquitos estd implicita na

taxa de transmissdo £, como no modelo anterior. Admitimos
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novamente que a taxa de natalidade € igual a taxa de mortalidade,

para que a populagdo total se mantenha constante.

Temos as seguintes equagdes;

- d_x N _
gt = “Bxy + ply+z)
- %f = Bxy - (u+y)y {1.2.19)
dz _ - uz
] dt - 3’3’ “‘

onde u é a taxa de natalidade (mortalidade} (ver Introdugso).
Consideramos ainda que todos os recém-nascidos sfo suscetiveis,
pois no casc da dengue, a quantidade de individuos que nasce
infectado através da transmissfo materna ¢ muito pequena gue pode

ser desprezada..

Pontos de Equilibrio

dx _ _ .
at = 0 > Bxy = uly+z) {i)
W0 5 pxy = wnly (i)
%% =0 = gy =pz = y=upz/y (iii)

Substituindo (iii) em (i) temos =z(Bx—u-y) = 0, logo,

gy
z=0 ou X=—
B

- Se z=0 = y=0, e como x+y+z=n entdo x=n, logo Pl=[n:0;0)
€ um ponto de equilibrio. Neste ponto teremos a populagfo livre da
doenca, isto &, todos os individuos s3o sadios. Observamos que
neste caso teremos também implicitamente que y'=0, pois y'=ay, o

que é coerente com o Modelo 2.
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Pty
B r
e substituindo em (i) e (ii) obtemos o outro ponto de equilibrio:

- Se xX= entlo fazendo y+z=n-Xx

p =87 _# (nB-p-y) 7 (nB-p-y)
z | B Blury) ° Blu*y)

Neste ponto, se n){p+y}/B temos um nivel endémico nfo nulo da

doenga,pois as coordenadas de Pz sdo positivas.

Estabilidade

A matriz de linearizagfo do sistema (1.2.19) é dada por:

-By -Bx+u K
A= By Bx-(p+y) O
0 4 —H

COom

0 -Bn+p u

A1=A ] p= 0 Bn-(p+y) O
1

0 ¥ -

cujos autovalores sio:

A=0
A =Bn-p-7

}\3=—u

Como existe um autovalor nulo, nada podemos concluir de

imediato sobre a estabilididade do sistema para o ponto PI.

Temos ainda:
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—{nB-p-v)

Bty -7
AsAlp =| pépy) 45
2 g+
0 7 i

cujos autovalores sio:

A=0
1
A~ % ["“[“B/[H*'ﬂh([(ﬁnu}/(uq]]2_4;1[611_“_”) 1/2]
A= % [‘H[HB/[}!W)]—([{Bnu}/{p.pa,)12_4”(&_1_“_?)) 1/2]
De maneira aniloga, nada podemos afirmar sobre a estabilidade
do ponto Pz'

Taxa de Reprodutibilidade Basa} - Ro

Neste modelo, fazendo dy/dt > 0, obtemos:

H*
B

x >

Se, inicialmente, x=n, entdv a densidade critica de

suscetiveis & dada por:

B+ 7 B n
n = = T = 1
T B Ky
ou seja,
__Bn
0 Y

e, se R0>1. isto €, se n >(u+y)/B, teremos um surto epidémico; se



Ro(l, a doenca tende & extingio.

Planos de Fase

No Modelo 4 podemos usar o fato de que a populagdo total &
constante, e assim desacoplar as equagBes do sistema, fazende uma

andlise das trajetdrias do plano de fase tomando-as duas a duas.

I} X e Y (Suscetiveis e Infectadosl

Considerande z=n-x-y na primeira equagBo do sistema temos

duas equagdes independentes de =z:

dx

at = Bxy + p(n-x)
4y _ovv -

Pontos de equilibrio

P1=(n;0}
P =( u+:r.#fn3—u-a'1]
2 B ' Blu+y)

€, para que o ponto P2 esteja mno primeiro quadrante é
My

necessario que n >

 Estabilidade

A matriz de linearizagic é dada por:

-By—p -Bx

By  Bx—{pu+y)
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€ A= A|Plnos da os autovalores:

?ll= -u

A= Bn-pu-v
de onde concluimos que, se ?‘z < 0O entdo Pl ¢ estdvel, no sentido
que a populagdo tende a ficar livre da infecgBo. Para isto €

necessario que

p+y
B

n <

Em outras palavras, a doenga se extingue quandc aumentamos 7

{taxa de remogdo) e diminuimos B {combatendo o mosquito}.
A matriz A = A]Pznos fornece os seguintes autovalores:

A= 2 [[-uBn/(u+arJ}+ (18un/(pem) P~ap(Bn-p-y)) "2]

A=

) [[—pﬁnf(uw}]— [[Bun/(u+r)]2—4u(8n—u—w]) Uz]

O3 —

de onde concluimos que

2
Se [Eﬁ_i‘;‘.)).] = 4u (nB-p-7), e mwu+y)/B, entdo teremas duas

raizes reais negativas;
Se (Bun) |* < 4p (nB-p-7), e n>{p+y)/B entdo teremos duas
(p+y) .

raizes complexas comn parte real negativa.

Bty
n >-£2.
B

Portanto, Pzé estavel desde que

Resumindo, temos:
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iln = ”;7 = Plé estavel (doenca se extingue)
(la}
iiln > P;T Pzé estavel (endemia).
Figuna S - Plano de fase pana « € y X

II) X e Z {Suscetiveis e Recuperados)

As equacdes desaclopadas do sistema s&o:

dx _ _ e -
dt = Bx (n-x-z)+ p{n-x)
dz _ vy (n—x-2z) -

dt Hz

Pontos de egquilibrio

P1=(n;0)
_¢ bt7 ¥ (nB-p~7}
P By

e, para que l:’2 pertenga ao primeiro quadrante, devemos ter

n>’u;"r.

Estabilidade
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Temos a seguinte matriz de linearizacéo:

-Bn+2Bx+8z~p Bx
A=

- —(p+7)
E a matriz Al= A|Plfor‘nece 0§ seguintes autovalores;
Rl= -
A= Bn-p-y

p+y
5

e,para que l'*‘1 seja estavel, devemos ter n<

A matriz A2=A|sz ornece 0s autovalores:

Al= % [[-u(Bn-rZ'x)/ (u+x)I+ ([ —u(Bn+2y)/ {J.t+ar}12-4p(.'3n—p+ar)) 1/2]

A )= %[[—u[BmZﬂ/ (p+7)]- ([—u(Bn+23r]/ (u+7)]2—4p(8n—p+3r)] 1/2]

e, para que Al e Az tenham parte real negativa, devemos ter a

seguinte condigao:

BT
B

r+pr-~u>0 = nod , O que vale quando F’2 estd no primeiro

quadrante, ou seja:

y WY BT
"R 7B

Resumindo temos:

i) n= % =Y P1 & estavel;
(1Ia)
ii) n)m = P ¢ estavel.
B 2
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»

Fiquna 6 -~ Planc de Faoe pana « € 4

III) Y e Z (Infectados e Recuperados)

As equagdes desaclopadas do sistema sio:

d — LT — —

—Idt = B8 (n-y-z) - (u+y) ¥
dz _

dat T VY2

Pontos de equilibrio

P1=[n;0)

P =[u(nB-u-ar] . y(Bo~-pu-7y) )
2z Blp+y) *  Blu+y)
Estabilidade

A matriz de linearizacdo é dada por:
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Bn-28y-Bz—(u+7) -By

Para a matriz Al= AlPl obtemos 0s autovalores:

A= -n

>
Il

Bn—p-y

Portanto, para que Pl seja estave] devemos ter

n < l‘ga’, que equivale & condigfo para que ndo exista P, com

coordenadas positivas.
A matriz A2= .»*\|P2 nos fornece:
A = —12-[ ~usn/{u+y) + [ [uBn/(u+7)]2 - 4 (Bn-u-y) )1/2 ]

A = %[ —upn/(u+y) = ( [uBn/(us)I” - 4y (Bn-p-y) )1"2 ]

Logo, para que l"2 seja estavel, isto &, para que ?L]e 12
A
B

tenham parte real negativa devemos ter n >

Resumindo temos:

i} n= B+ = Pl é estavel;
(I11a)

ii) n > By = P2 & estavel.
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k4

Fiquna 7 - Planc de fase pana y € 4

Vale notar que, apesar de analisarmos duas a duas as equacses
as condigbes para estabilidade dadas por (la), {(Ila}, e (IIla)
foram exatamente as mesmas para os trés planos de fase. Este fato
poderia ser mais facilmente constatado no modelo (1.2.20) que se
segue.

Utilizando agora, o fato que n = x+y+z, podemos substituir o
Modelo 4 pelo sistema abaixo, ¢ que elimina o problema de obtermos

autovalores nulos:

r

dx__ —
dt- Bxy + p {n-x)

- 'gf=8xy - {py)y - {1.2.20)
dz__~ _
dt Ty uz

Pontos de equilibrio

»



P1=(n;0;0)

p =( Y _ p(nB-p-7) . ¥(nb-p-7)
2 B Blury) 7 Blusr)

Estabilidade

A matriz de linearizag@o para este modelo é dada por:

-8y - -Bx 0
A= By Bx—(p+y) O
0 7 M
e temos:
M ~An 0
A1= A|P1= 1) Bn—-(u+y) 0
0 Y -

cujos autovalores sdo:

A=Bn-p-7

e para que A3<0 devemos ter n< p;ar » O gque equivale & condigio

para que nio exista P2 no primeiro quadrante, e neste caso, P1 &

estavel.
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Temos ainda:

[ -t {nf-p-7)

ity -u —(u+y} 1}

A= AlP = # (ng-p-7)
2 2 prYe” 0 O
0 7 -

cujos autovalores sfo:

A = -n
A, = %[ —un/ () + (B ()] - 4 (Bnp-y) )”2]
A, - —12[ —ppn/ () — ( IpBn/uenl® - ap (Boopep) )V ]

E, para que ste ja estavel, isto €, para que Aze 13 tenham

parte real negativa devemos ter

Bty
no>—45— .
B
Notemos que as condigbes de estabilidade para este modelo,
que é equivalente ao Modelo 4 s8o0 as mesmas obtidas da analise dos

planos de fase, ou seja:

i} Se n« u ;‘Y entio F'1 é estavel;

ii) Se n> p—;?— entdo P2 & estavel.

0 fato de Pz ser estavel significa que a infeccdo apresenta
um nivel de infecciosos constante nZo nulo, isto &, ocorre uma

endemia.,
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Anélise de Solugdes Perjodicas

Verificaremos agora a existéncia de solugdes peribédicas para
este Gltime modelo apresentado, (sistema 1.2.20), visto que
podemos considerar somente as equagdes para x e y, pois estas sfo
independentes de z. E importante garantir que as solugdes nio sdo
periédicas quando variamos os valores dos paraAmetros. A analise

ser4 feira através do teorema apresentado a seguir,[20] [32).

Teorema de Bendixon-Dul.ac

Yeja o siotema

de_
“d—t-— g (83,4)
%= F (x4}

Suponds que § e ¥ tenham deninsadas panciaic condinuae num
donziniooémp&eunerwemnemn,aw&'aoe%%%z— tem o meamo ainal
mﬂ,n&oeﬂoﬁew&ug&'opaﬁédimdodntenmdado
inteinamenie contida em Q. _

Pimitanmente, oupondo que eista uma funcao (dita fungds
pess),Bla,y) continuamente difenenciduel em Q, tal que a expressdo
3;2?%‘5‘;3?’ ndo € identicamente nuta e nie muda de sinal em R,
entdo ndo hd solucoes periddicas em Q.

Considerando as equagObes para X e Y, do sistema de equagGes

(1.2.20), temos:

]

G (x,¥) = -Bxy + p(n-x)
F (x,y) = 8xy - (u+3)y

e nosso dominio simplesmente conexe é dado por Q = {(x,y)/x+y=n}.

I

Como ——++— = B{x-y)-(2u+y), nada podemos afirmar sobre a



manuten¢do do sinal em Q.

Escolhendo a fungdo peso B (x,y} = 1/y, temos:

BG = -gx + H07X)
BF = 8x - (u+y)
Assim:
8(BF) _ g - K
ax y
8(BG) _
ay =0
e, portanto,
6(BF)+6{BG3 - - B+E < 0
8x 3y y

Logo, nic existem solugBes periédicas em f.

Estabilidade do Sistema segundo L yapunov

Consideremos novamente as equagdes para x e y do

sistema (1.2.20), cujo ponto de equilibrio nio nulo & dado por:

_¢ d+y | plnB-p-7)
Pz_( B ' Blpt+y) )

A fim de analisar a estabilidade do ponto Pz' utilizaremos

o método de Lyapunov {Apéndice 3).
Consideremos a seguinte fungdo:
* LJ
Vi,y) =x-xh x+y~-ylny

* *
onde X e ¥y sH0 as coordenadas de Pz'
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Vamos mostrar que V é uma fungdoc de Lyapunov, isto &, que

satisfaz:
[ .
i vix,y)zo0
* =B
ii) V(x,y) > O para todo (x,y)#(x ,y }

Para mostrar (l) usaremos o fato de que em nosso caso

* »
especifico temos 0<x =1 e O<y =1. Assim:

® = L [ ] *» » ] *

Vix,y)=x ~x dax +y -y Iny=
» - » *

=x(ldnx)+y(l-try)=0

Para mostrar (ii) usaremos o teste da derivada segunda. Em
outras palavras, basta mostra que P2 ¢ o unico pento de minimo de
V . Como (i) é satisfeita, garantiremos que (ii) também é. Para
isto, devemos testar se as derivadas parciais de V se anulam em

P , garantindo que é um extremo de V. Entdo:

2
av iy av
X
ﬁ = 1 - ; = a Ipz = 0
*
8y y 8y '»,

Portanto, F‘2 ¢ o0 Unico extremo de V. Basta agora aplicar o
teste da derivada segunda para garantir que € um pontoc de minimo.

Para isso ugamos o determinante da matriz Hessiana, dada por:

2y _oV
ax ax8y
H=
8%V 2%y
axdy oy

Basta que o determinante de H seja positive para que 1:’2 seja

ponto de minimo. Assim, obtemos a seguinte condigio:
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det H>0 e n > (p+y)/B

o que concorda com a condicio da existéncia de Pz no primeiro

quadrante,

Portanto, a fun¢dc VI(x,y) definida acima & uma Fungio de
Lyapunov.
Analisemos agora o sinal de sua taxa de variaclo sobre a

solucdo, isto ¢ o sinal de -cd—i% . Temos:

dv _ _[ pnB(x—; )] <o

dt oy )X

Portanto, de acordc com ¢ Teorema de Lyapunov (Apéndice 3),
concluimos que o ponto de equilibrio F‘2 ¢ globalmente

assintoticamente estavel.

Salientames que a maior dificuldade de se usar o método de
Lyapunov é encontrar a fungdo V, e guando esta nio & encontrada,
partimos para maneiras alternativas de andlise da estabilidade,

como ¢ método de linearizacao.

Os valores utilizados para o grafico de Vi(x,y) e suas curvas
de nivel,(figuras 8 e 9 ) foram obtidos através de simulacbes

numéricas para o modelo apresentado. { Cap.2 ).

Figuna 8 ~ Via,y)
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J / |

»

X

Figura 9 - cuwwas de nlvel de Via,y)®

Individuos infectados como func¢io de B

Considerando os individuos infectados y no ponto de

equilibrio P2 como uma fungio do parametro 8, temos:

Para obtermos o valor de 8§ no qual o grafico de y corta o

eixo horizontal, fazemos:

- Ch-q= _ by
¥B) =0 e nf-p-7=0 » g=ET-p

Por outro lado,

® Ag Irregularldades devem-se a esrros numericos
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portanto, y(B) é sempre crescente com £, tendo uma assintota Y ax

dada por

_ _un
ymax - H+y (B-)W}

e, para B > '30 temos sempre y (8} = y' = ¥y

max

Snafico de y(B)

Na realidade o valor de B depende da densidade de mosquitos

transmissores que pode variar sazonalmente. Nossc objetive €

analisar modelos que levem em consideracio B=B(t). (Vide Cap.3)
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1.3 - MODELO DISCRETO - EQUAC&ES DE DIFERENGCAS

Faremos uso agui de um instrumental algumas vezes mais
simples, construinde um modele através de equagBes de diferengas.

Considerando um intervalo de tempo unitdrio, nosso objetivo é
determinar © que acontece com as populagbes nos intervalos de
tempos subsequentes, ou seja, em t+l, t+2, .... No modelo que sera
apresentado, trabalharemos com equagBes de diferengas néo
lineares. Uma equagdo de diferenga ndo linear é uma equagdo da

forma:

X, = T {xt;xH;....} (1.3.1)
onde X, é o valor de x no tempo t e a funcfo de recursdo f depende
das combinagbes n#&o lineares dos seus argumentos. Uma solugdo
de (1.3.1) ¢é uma férmula geral relacionando x, com alguns
valores inicialmente especificados, por exemplo, X, xl, etc.

Dificilmente uma solugio analitica é obtida quande (1.3.1) €
nio linear. Assim, devemos estar satisfeitos obtendo informagbes
sobre a natureza das solugBes ou explorando solugbes com ajuda de
computadores.

Os modelos com equagdes de diferengas e equacgdes diferenciais
nem sempre sgdo andlogos. Uma analogia pode ocorrer porque a
derivada de uma fungdo é definida como sendo o limite de um

quociente de diferencas, ou seja:

dx _ lim Ax _ lim x(t+l) - x(t)
dt ~ At->0 At T At->0 At ’

e quando At->0 o caso discreto se aproxima de um limite, que é o

caso continuo.

No casc de uma equacgio de diferengas de primeira ordem,

temos:
X = f‘(xt) (1.3.2)

t+]

No contexto de equagbes de diferencas, uma solugio de
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equilibric x ¢ definida como sendo o valor que satisfaz as

relacgdes:
X =X =X (1.3.3)

tal que ndc ocorram mudangas do instante t para o instante

subsequente t+1.
Da equac3o (1.3.2), segue que X satisfaz a seguinte relagdo:

x = f(x) {1.3.4)

ou seja, X & um ponto fixo da funcio f.

Supondo que X esteja determinado, cabe a seguinte pergunta:
dade algum valor de X, préximo de X, x, se aproxima ou se afasta
de X 7

Para responder a esta questdo, iniciemos com a solugdo:

X = X +X {1.3.5)

t t
onde x; é uma quantidade pequena chamada perturbacio do estado de

equilibric X. O objetivo é entdo, determinar quando X, ecresce ou -

decresce.

Das equagbes (1.3.4) e (1.3.5) segue que a perturbagio X,
satisfaz
X =x -x=flx)-x=1flx+x')-x (1.3.6)
t41 1-1 t t
Como o lado direito envolve uma fungdo f calculada em §+x; a

equagdo (1.3.6) ainda nao fornece uma forma da qual possamos obter

informacfes diretas.

Por outro ladeo, o valor de  pode ser aproximado explorando o
fato de que x; é¢ uma quantidade pequena, ou seja, utilizando a
férmula de Taylor, notamos que para uma fungic f conveniente

temos:



_ _ df : 2
f[x+xt) = f(x) + ( = ;) X, + 0 (:i:t ) (1.3.7)

onde o (xzz) é pequeno (proximo de zero), ne minimo numa

vizinhanga de X, e pode ser desprezadoe. Como f(X) = X, temos:

- » - dr ]
fx+x) =x+ (g 1) x (1.3.8)

Substituindo (1.3.8) em (1.3.6), temos:

] - d l - »
e e (G lE) - T=(E1z) %

41

que pode ser escrito como

XX = ax {1.3.9)

1%

Assim, a equagdo linear (1.3.9} descreve o que acontece
proximo ao ponto de equilibrio. Note que a € uma quantidade
conhecida, obtida do célculo da derivada de f no ponto x.

Aplicando a equacio {1.3.9) recursivamente, temos:

H - ' = ’ = = t+1 ,
X, = a (axt_l} a {a[xt_z)] - = a X (1.3.10})
Assim, em t temos:
x =a'x (1.3.11)
t o "~

A solugdo de uma simples equagdo linear de diferencas envolve
uma expressio da forma (algum ng]t, onde t & o instante de tempo.
Assim, a magnitude de a determina se a populagio cresce ou

decresce. Isto é:

se [a] > 1 = X, cresce;

se Ja] < 1 = x: decresce;
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se jaj = 1 = x; constante.

Portante, no nosso caso, uma condicio para estabilidade ¢
la| < 1, pois x; decresce e x, se aproxima de x .

As questbes de  estabilidade  serfo  descritas mais
detalhadamente para ¢ nosso modelo.

Consideremos o© seguinte sistema de equagdes de diferencas,

correpondente ao Modelo 4, continuo,dado pelas equagdes (1.2.20):

X, "X =-BxXy +u (n - xt)
1%, " ¥ = Bx 3y - {u+7) ¥, (1.3.12)
Zoop T % T W, T MR
onde
X : populagio de individuos suscetiveis;
y : peopulaglo de individuos infectados;
z : populagdo de individuos recuperados;
B : taxa de infeccio;
¥ : taxa de recuperacio;
# : taxa de natalidade;
n : populagéio total {constante);

O sistema (1.3.12) pode ser escrito na forma:

X, = f (xt,yt,zt) = ~thyt + p(n—xt) + X
Vo, = BX¥,Z ) = Bxy - (w2)y +y, (1.3.13)
% w(xt,yt,zt) LA zt(l—,u)

Os pontos de equilibrio x, ¥, z devem satisfazer:

f(x, 5 2)
g (x } 2) (1.3.14)

N o] Ml
[

w (x, ¥y, 2)

Exploraremos a estabilidade destes estados de equilibrio



analisando pequenas perturbages do sistema. Como antes, isto
resultardA pum sistema linearizado de equagdes para pequenas
perturbagbes X', ¥ e Z'.

Temos

+ X

»
It
]

.y’ (1.3.15)

+ Z

et

n
Ni )
-

Portanto,

“

o x“_l.._ X = f_(xt,yt,z_t) -x = f_{x tX Ly ty,z+ th - X
W EUXHX Yty ,z+2Z )y (1.3.16)

t+l

]

N

=w(X+X ,y+y ,z2+2 )=-2
( RS A 2 )

Usando a expansio em séries de Taylor de f obtemos:

- e R - - = ar » af M
f {x+xt’y+yt'z+zt] = flx,y,2) + 8x 'x,y,z X7 8y 'x,y.z Ve *
% |-£:V-§ z, + o(x’2+y’2+z’z] (1.3.17)

Agindo analogamente para g e w, e substituindo (1.3.17) em

(1.3.16) vem:

, _af s af . af ,
Xa = axlxzyz % aylnyz Wt ow= lxyz &
L} —_— ag L} ag h ] ag 'Y
Ver T B lxyz R ey lnyz Nt w xyz A
z = 3_“" |._._ ' B_W —-——= ¥ + _QE [_........ z'
t+1 8x 'x,y,z 't ay 'x,v,z “t z Ilx,y,z 7t
que pode ser escrito na forma

; 1 St ; * %12 y; 43 ;

,+ _ 2 + a y: a ¥ (1.3.18}
t4 2t 22 7t 232 “t

' =a X +a_ y +a_2z

t+1 31t 3z 33 Tt
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A matriz composta desses coeficientes &, portanto, o

Jacobiano do sistema {(1.3.14), isto é&:

ot \___ ot | ___ of |

ax 'x,y.z ay 'x,y,2 8z 'x,y,z

%2 |___ dg |- == dg |l = =
A= ax 'X,y,z ady 'x,v,z dz I'x,y,2

w o _ __ ow [ dw |

ax 'X,y.z ay 'x,y.z 8z Ix,y,z

Para analise da estabilidade, devemos encontrar a equagho
caracteristica de (1.3.18}, fazendo det (A-Al=0 e entdo
determinar se as rafzes desta equagdo (autovalores de A) sio de
magnitude menor que 1. Uma maneira alternativa para verificar a
estabilidade, evitando o céalculo dos autovalores, & aplicar o
Teste de Jury,[20], que é o seguinte:

Considere o polinémio:
P(A]=An+alknﬁl+...+a A+a

n-1 n

Defina as seguintes combinagdes de parametros:

b =a-aa. ,ks2..n2
k n




cn_k= bnbn_k—- bxbm , k=2,....n-3

c. =bb-bb
nz 1 n-1

2 2
=C =-C
n n 2
= £ C - ccC
n-1 n n-} 23
d =cc¢ - CC k=2,...,n-4
n-k n n-k 2 u+2 ' '

Note que a lista torna-se mais curta a cada estagio, até

haver somente trés quantidades que relacionam seus antecessores

pela regra:
_ .2 _ 2
n  “n n-3
n-—1= pnpn—l - pn-3 l:)1'1~2

n—2= pnpn-z - pn-—S p1-1-1

E formula-se o critéric como segue.
CondigBes necessarias e suficientes para que todas as raizes

do polinémio P(A) satisfag .m a condigiio que |A| < 1 sdo:
i) P(1}=1+a1 t..%a >0
ity -D"p(-1) > 0
i) -a) |a | <1
-0) o | > It |

—-c) |cn] > ]cz|

-a) la,] > la, |

Pontos de equilibrio

Do sistema (1.3.13), considerando X =X =X, y
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Z =Z =Z, YEm
t+1 ot

-8Bx y - g (n-x)

BXY - () Y
-7y - pz =0

obtemos os seguintes pontes de equilfbrio:

P1= (n:0:0)

p=( &%, p(ng-p-y) '.r(nB—u—w))
2 g ' Bluxy) —° Blu+r)

Para o nosso sistema temos a seguinte matriz jacobijana:

~Byt—- u+l —18:-:t 0
A=
By, Bx, ~{(p+7)+] 0
0 ¥ 1-p
e assim
F -
~jt+1 -Bn 0
Al = A s = 0 Bn-{ptyl+l 0
1
0 s 1-u
:EEH_B:M - +1 _(u+7]
pry '
A, = Alpz B #(nB-p-7) I
gty
0 ¥
.

Calculande os polindmios caracteristicos
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Q] (A): det [AI-M) = 0 temos:

a) Ponto Pl=(n,0,0):

-Q(M:—As+a12+al+a = 0 onde
1 1 2 3

al=3—3p+{3n—7
az=6p-3—28n+23r-3;.124-2;1.{311-23’#

2 3 2 2
a=3u - 2uBn + 2uy - 3p +Bn -y +1l-p +ufn-py

Fazando Glll} = —Ql[l) e aplicando o Teste de Jury, temos:

DG >0 n<‘%’J

2) (-1’G-1) >0 e 1> “";'2

3) fa | <t
[b,| > {p ] e 0<p<l

Portanto, para que l'-'1 seja estavel devemos ter Ou<l e

pty=2 gty
<n <
B B

b) Para o ponto Pz temaos:
- Qz(l] : det(Az— A =0
Calculando-se os autovalores obtemos:

?t1=1—;1

2 2
_ 2(g+y)-pBn % [,u(473—4Bng2+12p72—88n3rp+u3 n +12w2-4,8nu2+4u311/2

Az.s 2 (p+y)

e temos as seguintes condigdes:
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Al €1 e wo
1
By

|Az| <1 & p+y > —5 €& COmO p+y < Bn (para que I-"2 pertenca ao

primeiro quadrante} temos p ¢ 2

Ihaf <1 o p+y > Bnu

ou seja, devemos ter:

B% C BnpuCp+y CBn = Boup+ty <Bn =»PBnu<fn =» p<l

Resumindo;: O < ju <1 e B ¢ n , para que Pz seja estavel.

B

Vale notar que o resultado obtido com o modeio discreto €

equivalente ao do modelo continuo!
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CAPITULO 2

2.1 - SIMULACOES NUMERICAS

Apés, aproximadamente 69 anos, o estado do Rio de Janeiro
sofre uma nova epidemia de dengue,

A redugio das atividades de controle do principal vetor
(dedes aegupti) e do sistema de vigilancia epidemiologica das
enfermidades por ele transmitidas, notadamente a partir da década
de 70 favoreceram a reinfestagio do Ric de Janeiro pelo dedea
aegypti, favorecendo, consequentemente, a ocorréncia da doenga.

Qutros fatores contribuiram decisivamente para a terceira
epidemia de dengue no Rio de Janeiro em 1986 (a primeira teria
ocorrido em 1888 e a segunda em 1923), tais como: condigtes
climaticas, complexas relagBes so6cic—econdmicas, migracio e
deslocamento da populag8o, fortes marcas de subdesenvolvimento,
falta de saneamento basico e outros, [10].

A magnitude desta terceira epidemia foi, sem ddvida, maior do
que se supunha. Foi, provaveimente, a major epidemia de uma doenga
transmitida por vetores neste século, no Rio de Janeiro.

Pesquisas realizadas com escolares, [15), indicam gque,
possivelmente, 507 da populagic da cidade de Niterdi tenha sido
inf ectadé pelo sorotipo 1, entre 1986 e 1989, [14].

Sempre que um virus é introduzido numa comunidade "virgem",
isto €&, inteiramente suscetivel, com elevada infestagfo, ocorre um
surto epidémico {R°>1), e independentemente do controle do vetor,
a virose se torna endémica (R0=l) guando cerca de 40 a 507 da
populagio ja foi atingida . A "barreira imunolégica de grupo”
protege os até entfo suscetiveis, [13].

A fim de utilizarmos tais informagdes em nossos modelos € com
o objetivo de obtermos valores para os parémetros, levamos em

consideragio os dados apresentados por Figueiredo, [22], os quais
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foram obtidos através de uma pesquisa realizada na cidade do Rio
de Janeiro em 1986 e 1987. Enire outras informagdes, temos a

seguinte tabela:

X poxltiva taxa de

DISTRITO N
1986 1987 - atague
Copacabana &% 15.2 22.0 8.0
Lins de Vasc. 15 6.7 26.7 21.4
Penha 17 4.2 76.5 0.0
Tagquara 52 19.2 44.2 31.0
Total 143 I8.9 37.0 Z22.4

Observando cuidadosamente a tabela acima, notamos que:

a) a populagio total de criangas pesquisadas permanece
constante, ndo hi taxa de entrada;

b} a porcentagem de criangas soropositivas, tanto em 1986
como em 1987 deve incluir tanto a populagio infectada (y} como a
populacio imune {z};

c¢) a pesquisa apresenta os dados agrupades por regides. Sendo
assim, é importante Jlembrar que as regides possuemn condigbes
s6cio—econbmica—culturais distintas, além de diferencas

climaticas, migracio e outras.

Estas e outras observagbhes nos levam a realizar nossas

simulacbes considerando gue:

~ Oz individuos levam, em média, 7 dias para se recuperarem

da infecgdo. Assim, obtemos -l, =y, que €é o periodo infeccioso

médio. Considerando como unidade de tempo 1 més, temos
-1_ 1 -1

a2l nl= a2,
7 0.233

- Fixado y, basta estimar B. Para isso utilizamos o modelo
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1.2.8, visto que nfio hd taxa de entrada.
— B foi estimado para as diferentes regides.

- As condicdes iniciais para as populages x, y e z foram
equivalentes para todas as regides, supondo gue apenas uma crianga
infectada tenha sido introduzida na populagdo. Os valores, dados
em porcentagem, foram tomados com o objetive de analisar as
populagées envolvidas no periocdo de dois anos ap6s o infcio da
infecg@o. Em outras palavras, estamos supondo que em 1985 apenas
um individuo infectado foi introduzido, para assim compararmos os
valores da simulacdo com os valores da tabela em 1986 e 1987. As

condigbes iniciais para 1987 s8c os valores finais de 1986.

No decorrer dos testes realizados, notamos que, para obter
valores proximes aos da tabela para X, ¥y e 2z, seria necessario
variar o parametro B. Caso B fosse mantide constante no decorrer
de 2 anos, os niveis populacionais de X, ¥y e 2z atingiriam o
equilibric antes do final de 1 ano, ndo havendo, portanto,
alteracdoc até o final do segundo ano. Essa variagio do parametro B
é razoave], uma vez que o mesmo depende da dinamica populacional
do mosquito. No Cap.3, introduzimes 8 como uma funcdo de t.

~ara o modeloe utilizado, temos Ro= B/y. Sendo assim, como B
varia, Ro também nao pode ser constante.

A seguir, apresentamos o resultado das simulagbes, com os

valores da tabela e os valores obtidos, separados por regifo.

COPACABANA

Perfodo: 1985 a 1986 -~ Figura 2.1

Condi¢des iniciais: x(0}=0.983
y(0}=0.017
z(0}=0
Parametros: y=4.29 B=4.299 > R0= 1.002
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| Tabela [ Simulagao
X 0.848 0.B2436
y+z 0.152 0.17563
4 . -
X
B 1Z
.acf::”-”;:-
t
Figuna 2.! - Copacakana
Perfodo: 1986 a 1987 — Figura 2.2
Condi¢Bes iniciais: x(0)=0.82436
¥(0)=0.001
z{0)=0.17563
Parametros: ¢=4.29 g=5.85 = Roz 1.363
[ Tabela | Simulacio
X 0.78 0. 78357
y+z 0.22 0.2174358
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Figuna 2.2 - Gopacakana

LINS DE VASCONCELOS

Periedo: 1986 a 1987 - Figura 2.3

CondigBes iniciais: x(0)=0.934
y(0)=0.066
z(0)=0
Parametros: 9=4.29 pg=4 = R0= 0.93
| Tabela | Simulacdo
X 0.733 0.7181
y+2z 0.267 0.2819

Obs: Neste caso, simulamos somente o periodo de um ano, pois nos
valores da tabela a condicdo 1inicial Jj& era equivalente &

introducde de apenas um individuo infectado na populagac.



Vel

Figuna 2.3 ~ Lins de Vasconcelos

PENHA

Periodo: 1985 a 198 - Figura 2.4

Condi;0es iniciais: x(0)=0.941
y{0)=0.059
z{0}=0
Parametros: 7=4.2%9 g=4.9 = Ro= 1.142
| Tabela | Simulagio
x 0.588 0 .58734
y+2Z 0.412 0.24126
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Figuna 2.4 - Penha

Periodo: 1986 a 1987 - Grafico 2.5

Condicdes iniciais: x(0)=0.58734
y(0}=0.006
z{0)}=0.4126
Parametros: y=4.29 RB=l1 ES RO= 2.564
| Tabela ( Simulacgéoc
x 0.235 0.24266
y+2 0.765 0.75734

Figuna 2.5 - Penha
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TAQUARA

Perfodo:; 1985 a 1986 - Figura 2.6

CondigBes iniciais: x(0)=0.98]
¥(0)=0.019
z(0)=0
Parametros: ¥=4.29 (=4.39 = R0= 1.02
| Tabela | Simulacao
p 0.808 0.7969
y+zZ 0.192 0.2031
1 \_
X
J
——— T Z
ey

Figuna 2.6 - Jaquana

Periodo: 1986 a 1987 - Grafico 2.7

Condi¢des iniciais: x(0)=0.7969
y(0)=0.0001
z(0}=0.203
Parimetros: ¥=4.29 B=6.5 = R0= 1.515
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, Tabela ( Simulacio
X {.558 0.5435]
y+2z 0.442 0. 45557

/
N >

Figuna 2.7 - Jaquana

TOTAL

Perioda: 1985 a 1986 - Figura 2.8

Condigdes iniciais: x(0)=0.9%
y{0}=0.01
z(M=0
Parametros: y=4.29 B=4.45 =3 Ro= 1.037
| Tabela ; Simulacio
X 0.811 0.82989
y+z 0.189 0.17011}

&l



iX
1
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-'-'-—N__J_’“__ '_\;-—r-'-

Figuna 2.8 - Jolal

Periodo: 1986 a 1987

Condi¢ées iniciais:

-~ Figura 2.9
x{0)=0.82989

¥(0)}=0.00011
z{0)=0.17
Parametros: 7=4.28 B=6 = Ro=_ 1.398
| Tabela ! Simulacsio
X 0.63 0.62796
y+z 0.37 0.37204
; N

]
| k X

-

e e T ety
e

SR

Figuna 2.9 - Jotal
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Das simuiagbes, obtemos um valor médio para B e para Ro’
excluindo o valor B=1! para Penha. Assim, B=5.45 e §0=1.27. Este

valor foi utilizado nos graficos apresentados no Cap 1.
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CAPITULG 3

3.1 - A DENGUE HEMORRAGICA

Como j& citamos, a dengue hemorragica é uma forma mais grave
da doenga, e pode ser causada por qualguer um dos gquatro tipos de
virus {1,2,3 e 4).

O termo “"hemorrégica" ¢é impreciso, uma vez gque o que
caracteriza esta forma da doenca ndo é a presenga de manifestacdes
hemorragicas, mas sim a ocorréncia de um sitbitoe aumento da
permeabilidade vascular. Tal comeo na forma classica, podem ocorrer
(ou nio) manifestacdes hemorrégicas, eventuaimente intensas.

A forma hemorrégica ocorre principaimente em criangas de até
15 anos de idade. Nos adultos, porém, é mais frequente nos idosos,
alérgicos, cardiopatas ou portadores de doengas pulmonares. Outros
fatores de risco sdo também observados: sexo {mais frequente em
mulheres), raca (alta frequéncia em brancos).

Na auséncia de medicacgio, a evolugio para o dbito pode dar-se
em menos de 24 horas, enquanto gque cuidados adequados levam, em
poucas horas, & recuperagio da quase totalidade dos casos.

Existe uma associacio enfre a reinfec¢do por diferentes
sorotipos e o© aparecimento da dengue hemorragica. A partir da
década de 70 surgiram duas teorias que buscam explicar a alteracfo
ne compoartamento deo virus da dengue gquanto a forma da doenca

produzida: a Teoria da Modificacdo da Viruléncia de Reosen e a de

Infecgdo Sequencial de Halstead, [23]. A Teoria da Modificagio

da Viruléncia busca explicar o fendmenc tendo por base que
distintos isolamentos de virus da dengue, obtidos em varias
epidemias, teriam diferentes potenciais patogénicos. Essa teoria
considera a possibilidade de mutacBes nos virus. Para explicar
tais mutagBes, que oceorreriam em regides onde eos virus s3o
endémicos, considera a possibilidade de infecgdes simultaneas por
dois tipos distintog, o gque levaria ac aparecimento de uma prole

diferente dos genitores.

UNIcamp
LLL RIS CENTRAL
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A Teoria da Infecgdo Sequencial baseia-se em estudos feitos
durante epidemias de dengue hemorragicas ocorridas no Sudeste
Asiatico e Ilhas do Pacffico. Observou-se que pacientes com dengue
hemorragica sofreram infeccdo inicial pelos tipes 1, 3 ou 4
seguida, ap6és um intervalo de 1 a 5 anos, de infecgdo pele virus
tipo 2.

A primeira epidemia de dengue hemorrigica ocorrida nas
Américas de que se tem noticia aconteceu em 1981 em Cuba. Durou 5
meses e foram diagnosticados 116.000 casos com 158 mortes
{aproximadamente 0,1357%). Nesta epidemia isolou-se o virus tipoc 2,
exatamente 4 anos apos a ocorréncia de uma epidemia de dengue
classica, causada pelo virus tipo 1.

As  duas  teorias  apresentadas parecem @ justificar o
aparecimento da forma hemorragica nesta epidemia. Isto porque, dos
116.000 casos, 113.680 (987) ocorreram em individuos previamente
infectados ¢ somente 2.320 (27) em individuos sem infecglo prévia.
Por outro lado, o percentual de formas graves aumentoy,
proporcionalmente, em patamares, a cada periodo de 15 dias, o que
est4d de acordo com a Teoria da Modificacdo da Viruléncia.

Devido & estas consideracbes, ressaltamos novamente as
dificuldades no desenvolvimente de vacinas contra a dengue: a
imunidade provocada deve ser simultanea contra os diferentes
sorotipos, pois caso contrario aumenta-se o risco da ocorrér._ja de
formas graves (hemorragica).

No Rio de lJaneiro, em marge de 1986 iniciou-se uma epidemia
de dengue causada pelo sorotipo 1 (Vide Cap.2). A partir de abril
de 1990 comegaram a aparecer os primeiros regisiros de dengue
causada pelo tipo 2, em Niterdéi e Rio de Janeiro. Desde entdo, tem
sido descrito o aparecimento de varios casos de dengue hemorragica
naguelas cidades, alguns fatais. Mais de 17.000 casos de dengue
foram acumulados no Estado do Rio de Janeire em 1990, sendo que
destes, aproximadamente 27 da forma hemorragica.

Baseados nestes dados, nossc objetive € apresentar e analisar
um modelo matematico para a dengue hemorragica, tomande c¢omo
individues suscetiveis aqueles j& infectados pela dengue cléssica,

de acordo com a Teoria da Infec¢io Sequencial.
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No Cap 2, onde simulamos valores para o parametro S8, baseados
num levantamento de dados realizado no Rio de Janeiro em 1986-87,
notamoes gue seu  valor ndo deve ser considerado constante. lIsto
ja era esperado, uma vez que tal parAmetro representa toda a
dindmica entre a popula¢io humana e a de mosquitos. Considerando
tais fates, nosso eobjetive agora é introduzir 8 como uma fungio do
tempo, mais especificamente, uma fungdoc periddica de t. Isso €&
razoavel, visto que B depende da densidade de mosquitos, que varia
de acorde com as condigdes ciimaticas, temperatura, alimentacgao,

entre outros, fatores estes que variam sazonaimente.

3.2 - MODELAGEM

Antes da apresentagio do modelc, € importante notar que:

i) Nas simula¢bes numéricas do Cap. 2, observamos gque a
classe de individuos recuperados z, Tsuscetiveis & dengue
hemorragica”, possui, em geral, um crescimento anilogo ao
do crescimento logistico;

ii) Come s individuos infectados por um sorotipe tém
imunidade permanenie a esse tipo, o modelo que apresentaremos
considera somente a forma hemorragica da doenga.

Definimos as variaveis:

S(r) : individuos suscetiveis &  dengue hemorréagica
(recuperados da dengue cléssica) no instante <t;
I{t) : individuos infectados ne instante T;

Rel(r): individuos recuperados no instante T.

E sejam as taxas:

’80 ; taxa de infecgdo (representando a dindmica populacional
entre mosquitos e humanos);

70 : taxa de remocdo (por cura ou mortel.

O modelo & descrito pelas seguintes egquacdes:
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ds _ s

dT~rS(1 k)—BcSI

d] _ _ (3.1)
Tar = BoS! ~ 7,

dRe _

dr 701

com S(t }=S, Iit)=l, Rel{tr )=Re, e onde k é a capacidade de
0o’ o o' o 0 0

suporte.

Assim, assumimos gue a taxa de entrada na classe de
suscetiveis S € anidloga a da eguagdo logistica. Por outro lado, a
populagdpe S decresce a uma taxa proporcional ao numero de
"encontros”  entre  suscetiveis e mosquitos infectados, cuja
dindmica esta Iimplicita no coeficiente ‘Bo (assumimos aqui que a
densidade de mosguitos infectados € proporcional & densidade de
pessoas infectadas pelo mesmc virus que elas transmitem, e, neste
caso, Bn representa esta iInteragdo entre as duas populagBes).
Novamente lembramos que n&o ocorre a firansmissio atravées do
contato entre S e 1 (pessca para pessoa).

A populagdo I de individuos infectados cresce & mesma taxa
com a qual S5 decresce e, decresce 2 uma t:<a proporcionai ao
nomero de individuos infectados, sfo os individuos removides (por
recuperacio ou morte, conforme ja mencionado} que passam para a

classe Re.

A fim de cimplificar a analise do modele, faremos umaza
adimensionalizagao das  variaveis, diminuindo o numero de

parametros. [1], [30} . Sejam:

;o T= {3.2}

Substituindo 3.2} em (3.1} obtemos:
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fl

z(l-z) - Bzy

Bzy - 7y (3.3)

I

dt - %Y

com z(t0]=z°, y(to)-—-yo. R[tDJ=R0

onde

_Bok' _'Jo
B"’ri?__]:

Notemos que (3.3) pode ser reduzido a um sistema de duas

equagdes, visto que as duas primeiras nZo dependem de R.

Consideremos entd@o o sistema dado pelas seguintes equacgdes:

az
dt

@ _ gy

= z{i-z) - Bzy
(3.4)

Inicialmente, considerames o sistema (3.4) com os parAmetros
B e ¥ constantes. Sendo assim, obiemos os seguintes pontos de

equilfbrio:
P= (1,0
P= (3/8 ; (B-y)/B")

Para que tenhamos as coordenadas de Pz positivas, devemos ter

B>y , sendo este o Gnico caso que tem sentide bioldgico.
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Neste caso de parametros constanies podemes mostrar a
existéncia de bifurcaglo. Considerando B como um parametro ljvre,

observamos que:

i) By 3 P2 € 12 quadrante:;
i) By = P e 42 guadrante;
iii) g=x» > P=P;

iv} Para qualquer B, PI permanece f{ixo.

De acordo com loss e Joseph, [29], sabemos que uma solucdo de
equilibrio bifurca de outra em H=M (onde u & um parametro}, se
existem duas solugdes de equilibric distintas Pltu,t} e Pz(u,t} do

sistema, continvuas em u, tal gue Pliu i) = Pz[uo,t).
[+]

Sendo assim, para' B=y podemos ver o equilibric P2 COmo um

equilibrio gue bifurca do equilfbrio P1'

Para o© caso de coeficientes constantes, uma =anilise do

sistema (através da linearizagao) nos permite concluir que:
i} Se B<y entdo o ponto Pl=[1,0] & estavel {Plano de fase 1};

ii)Se B>y entio o ponto P2=(ar/B;(B—7}/le é estavel (Plano de
fase 2).

3 —

Y

Planc de face 1 - B<y Z
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Planoc de fase 2 - By

Se y=0, o sistema (3.4) reduz-se a equacdo logistica dada

por:

9z _ (12 (3.5)

No caso de coeficientes constantes, sabemos que F‘l é uma
solugio de (3.4) quando y=0, ou seja, € uma solugio de (3.5). E
natural esperar que, para o caso de coeficientes periédicos, IF’l
seja uma solugdo periodica de (3.5}, gquando y=0.

Para estudarmos as solugBes de (3.5) com coeficientes
periédicos, necessitamos de alguns resultados  apresentados

por Cushing, dados a seguir. [11] [12].

Definigdo 1: Seja B um espago de Banach de fungbes w-periddicas
com a norma definida por:
]xlo =sup  |x(t)] ,
D<tew
onde w ¢ um periodo arbitrario e fixo, Além disso, consideremos o
espago produto BxB, que & um espago de Banach com a norma induzida

de B,

|{x’y)lo = lxlo + ly]o
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Definicio 2: Para x definido em [0,w], definimos a média de x

por:

[x) = w I‘: x(s) ds

Antes de apreseniarmos os teoremas de existéncia e unicidade
para o sistema (3.4) com BeB consideremos um sistema mais geral

{tipo presa-predador) descrito por:

dz _ _ _
at = Z (b1 € .2 clzy)
(3.6)
dy _ _
at =7 ¢ bz * cz1Z]

ondeb,c ,c¢c ,c _ €B
117 12t 21
Com uma notag¢hio coerente com o sistema (3.6), a equagdo (3.5)

fica:

dz _ z(b —¢_z) (3.7
1 1
Por sclugtes de (3.7) (ou (3.6)) em B {ou BxB), consideramos

fungBes que sio também diferenciaveis.

TEOREMA 1: Yuponha &1, c, € B osatisfogendo [&1]>0 e clst) >0
pana tode t. Entdo (3.7) poscui uma e 66 uma ooluche 3, €3

Prova:

i) Existéncia - a demonstragdo da existénecia de solugbes €
apresentada por Cushing, [12], em um teorema mais geral, cujas
hipéteses basicas sdo as seguintes:
a) c Z=0 (|z|0] préximo a z=0.
b) [cuz] > O para z>0.

Em outras palavras, para garantir a existéncia das solugles

devemos assegurar que:
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a) quando a populag3c & muito pequena, préxima de zero, 0 termo
cuz, que & o0 termo que inibe o crescimento ‘de 2z, & também
Pequeno.

b) a média de .z ndc pode ser nula ou negativa quande 250,
significando que 2z nf&o cresce exponencialmente na auséneia da
doenga. Assim cu(t) deve ser uma funglo periédica estritamente

positiva.

ii) Unicidade - Dividindo a equagfo (3.7) por z obtemos:

ldz _, _ dz _ ., _
2 dt = b1 ¢z 2= (bl cuz) dt

Integrando membro a membro de 0 a w, obtemos:
w _ w _
jo(l/z] dz = .[0 (bl cuszt
0 que nos da:
w w
In z |0 = .[0 (b1 cuz}dt >
w
In z(w) - In 2(0) = _[o (b,~c,_z)dt
Notemos que o lado esquerdo da igualdade acima é igual a
zero, pois z ¢ B (pefiédica de perfodo w). Dividindo o resultado
acima por w vem:
-1[w e
0=w _[o [bl—cuz)dt = [b1 an]
Isto nos da:
[bll - [cu] =0 (a)

Suponha agora que 2' e 2’ sejam solugbes  distintas de

(3.7) e z= z'-z”" (note que z#0). Entdo:

Q_Z_, - ] T
at- 2 {b1 Cul oyt )
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Novamente dividindo por 2z, integrando de 0 a w e dividindo ¢

resultado por w, obtemos:
0= [bll - [cnz] + [cnz ) (b)

Mas z' e 2" sHo solugbes de (3.7), e consequentemente
satisfazem (a). Ent8o, juntos, {a) e (b) implicam na contradigio
[b1] = 0.

Seja z a solugdo unica de (3.7) descrita e garantida pelo
Teorema 1.

Para ¢ nosso modelo (3.4} temos o seguinte:

b1= .= 1

Portanto [b1]>0’ cu(tJ)O. Assim, as hipéteses do Teorema 1
sdo satisfeitas e garantimos a existéncia de zle B, que nc nosso

caso € constiante, zl= 1.

IEOREMA 2: ¥eja 4 @ wmg&o peniddica de (3.7). ¥uponha
&l. cu e B, '[&1] >0, cUzO pana {ode ¢ 6 ainda Cu>0’ C12>0 e
¢, *0 para todo t. Enido, existe wma constanie &, 0£&D<[c21/;,l],
lafl que pfna fa:ia &ze B satiafayendo &os [&23<[c21»;11, eax:fd,e
uma oclucac (3,4 } € BxB de (3.4) salisfayendo 0<y g, com 40
pana teds t.

Para o nosso caso especifico, devemos ter [7] = [¥] < [lel e
como y é constante e z =1 temos y=y<IB)L.*

Ou seja, a taxa de remoglo deve ser menor que a média da taxa
de infeccdo. Isto €, devemos ter que a gquantidade de pessoas que
s8o removidas é, em média, menor do que a quantidade de pessoas
que se infectam. Assim garantimos a existéncia de y>0 para todo t.
Deste modo, asseguramos a existéncia de solugBes peritdicas
somente para y proximo a [Bl. Portanto, este teorema & local.

Para o caso de coeficientes constantes, a solugd3o garantida
pelo Teorema 2 .¢ simplesmente o equilibrio Pz' onde a condigdo

b Kle_ 2z ] reduz-se a bec _-bc > 0, ou, equivalentemente para
2 21 1 121 2

2 11

afFsota demanstragio ¢ apresentada por Cushing, [I1l.
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0 nosso caso, B>y.

ESTABILIDADE

No caso mais geral, com os coeficientes w-periédicos, & de se
esperar que as solugbes permanecendo em BxB, garantidas pelo
Teorema 2, possuam algumas propriedades de estabilidade. Faremos
aqui algumas consideragdes gerais sobre a estabilidade, visto que
tal anAlise para sistemas ndo auténomos ndo é simples, mesmo

quando todos os pardmetros sio w-periédicos.

Seja x'=f(t,x}). Se f(t,x) é continua num conjunto S de pontos
(t,x) e S ¢é abertoc & direita de to’ entic a soluglo
x[t)=x(t;t0,x0] existe no intervale infinito tosti-i—m e

[t,x(t)]leS para todo ta'.t0 .

Uma solugio x:x[t;to,xo) é dita estavel (no sentido de

Lyapunov), onde to e X, sdo as condigbes iniciais, se:

i) existe b0 tal gque qualguer solugio x(t;to,xl) existe em

tost<+m e [t,x{t)]eS sempre que a condigdo inicial X satisfaz

(x| b

ii)dade €>0, existe 6=6(e,t,xo}. 0=3<b tal que se
”xl—xO”sa entdo [|x(t;to,xl} - X(t;to,xo)Hﬁe para todo
t St

Uma solugéo x=x(t;to,xo) ¢ dita assintoticamente estavel (no

gentido de Lyapunov) se valem (i)} e (ii) e ainda: existe
6=6{t,x0], 0<5<b tal que se | ]xl—xo| | =6 entio

[|xlt:t %)) - x(tit ,x )| » O quando to+e.

Uma solugdo de equiibrio ¢ instavel guando ndeo for

estavel.
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Discutiremos separadamente a estabilidade das solugBes de
equilibrio (0,0), (1,0) e (z,y), onde z e y sfo estritamente

positivos.

1 - Solugdo trivial z=0 e y=0

0 sistema linearizado em (0,0). associado a (3.4) é dado

por:

dz _
dt ~
- (3-8)

dy _ .
dt—’f)'

cujos autovalores s3o .11=l e Azz-ar. Assim, a solugdo de (3.8) dada
por (0,0) é instével. Pelo Teorema de Lyapunov-Poincaré, o mesmo

resultado vale para o sistema (3.6).

2- Solugdo z=1 e y=0

Consideremos a seguinte mudanga de variaveis:
u= -1

V=Y

Entéo:

du _dz dv _dy

dt _ dt € dt = dt

Substituindoe em (3.4) obtemos:

du 2

at = u=-u- guv - v
dv _ B

dt = Buv + (B-7)v

Cujo sistema linearizado ¢ dado por:
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du _ _
at = U - BV
dv _ ..
ag = By

e, se o ponto (0,0) é localmente  uniformemente
(3.9), entdo a solugdo (1,0) também serad para {3.4).
Da segunda equagfo para v em (3.9) temos:
Inv = J- {(B-7)dt + C
e como v(0)= v, obtemos:
vV o= v, oexp (I (B-7)dt),

que podemos escrever na forma equivalente:

v =v exp (IB-y1t) exp (I; pls)ds) onde:

(3.9)

estavel para

p(s) = B~¥-[B-7], e note que [p]=0 e assim -[;pfs) ds € B.

Assim, para [yl=y > [B] temos que v converge exponencialmente

para zero quando t tende a 0. E o mesmo acontece para u, [I1).

Consequentemente, a solugdo (1,0) & assintoticamente estivel desde

que [¥I[B], ou seja quando PIBI

* L 3
3 - Solugdo periddica z=z e y=y

Consideremos a seguinte mudanga de variiveis:

L L

u=z-z > Z = ytz

L 3 *

Yy =yY = Y = vy
Ent3o: -
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dt = dt ~ dt " dt ~ dt

L ]
dv _dy _ v . dv _dv, gy
dt dt dt dt dt

Substituindo em (3.4) vem:

Abandonando os termos de ordem 2 ou mais, obtemos:

ol 2 .
Ql_l_ _ a_ u_ » -- n_ - ‘._ Q
at = u+z —2uz -z -Buy -fvz -8z y dt
Q_\g[ _ i+ ¢+ . {_ _ = _(_11'
gt ~ B tBvz +Bz y —yv-yy - 44

[ ‘
%=u[ —z]—sz'
1 »
dv 1d
at = B +[§aff]v

u v
Fazendo agora x=_, & X = _
1 Z zZ y

dxi_ z (du/dt) — u (dz'/dt)

dt (z"}z

dxz_ y (dv/dt) - v (dy /dt)
dt ~ * 2
(y )

cdi_g g% = (usz') (1- (v4z')) - B[U"‘Z.)(V*}'.}
E ]
g: gt = Blusz vty ) - glvey))

{3.10)



Substituindo em {3.10} obtemos o seguinte sistema:

_d_xl_ _ [ _ ™
dt X,z szy
. (3.11)
dxz .
dt Bxlz

¢ a solugdo peri6édica do sistema (3.4) é uniformemente
assintoticamente estdvel se e somente se a solugdio do sistema

(3.11) também for.

Notemos que o sistema (3.11) pode ser escrito na forma:

dx _
d_t = A(t)x
onde
X
- =]
X 2
e (3.12}
¥ ¥
At = | 2 By
E 3
Bz 0

* =¥
As condicBes para estabilidade da solugio (z ,y } baseiam-se

nos resultados apresentados a seguir, [26].

Definigdo 3: Uma matriz U(t), nxn, com t>0, & dita ser matriz

solugo de {3.12) se cada coluna de U(t) satisfaz (3.12). Uma
matriz solugdo fundamental de (3.12) é uma matriz U(t) de (3.12)

tal que det U{t)*0, e quando U{t0)=l temos uma matriz solugéo

principal.
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TEOREMA 3 (Floguet): Joda matniy aolucdo fundamental U(t) de
(3.12) tem a fonma

U(f) = P(t) exp [B]
onde P(t) e B odo matniges nxn, Plt+w)=P(t) para tods t e B &
conatante.

Consideremos agora uma matriz C associada a soluclo

fundamental U(t) de (3.12) através da relagdo Ult+w)=U(t).C

Definigéo 4: Os autovalores p de € sAo chamados

multiplicadores caracteristicos de (3.12) e qualquer A tal que

p=exp[Aw] & chamado expoente caracteristico de (3.12).

Definigdo 5: Dizemos que um autovalor A de uma matriz A

possui divisores elementares simples se N(A—Al}rm,=N[A—M}, onde

N denota o nicleo e r(d) é o menor inteiro k tal que
N(A-AD¥ M =N(A-aDnY,

Lema 1: ¥e pj=e£cp [Ajw], = 1,2,..,n, ads oo mubtipbicadones
canactenisticos de (3.5) entde:

n _ s
IIFlpj—eccp[fotnd(o)da}

n _ 1 [w 2ni
§=1 h] = w Om dAla) da (mod T 2
Teorema 4:

(L)-) Uma condighio necessdnia € suficiente pana que a solugdo
(f;,:;] do sistema (3.12) seja unifonmemente estdsel & que oo
muttinticadones canactenisticos do aistema tenham modulo menon ou
igual a 1 (expoentes canactenioticoo com pante neal menon ou iqual
a 0) e aqueles com modulo igual a 1 (expoentes canactenistices com
pante neal iguatl a 0) tenham divicones elementanes simplea.,

(ii)-) Uma condicio necessania e ouficiente pana que a
m&bgdfo (q,',q*) do eiatema (3.12) aeja  uniforunemente
asaintoticamente estdsel € que todos oo multiplicadsones
canacteniaticos do slotema tenham modubo menon que 1 (expoentes
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canactendoticos com pante neal menon que 0). ¥e eole € 0 caso e
U(t) € a matriy solugio de (3.12) entds existem K0, o0 tal

que:

|ut) Uo)| s k exp {-alt-0)), t=o

E importante notar que os expoentes caracteristicos sé podem
ser determinados se as solugdes de (3.12) sio conhecidas. Ndo ha
relagdo aparente alguma entre os expoentes caracteristicos e a

matriz A(t)., Para ilustrar esse fato, apresentaremos o seguinte

exemplo:
3 2 3
1+2 cos t 1 2 cost sent
—1—% sent cost —1+§ senz‘t {3.13)

cujos autovalores sio )Ll=[-l+i1/7]/4 e )Lz=il. Notemos qu.;. ambos
possuem parte real negativa. Por outro lado, podemos verificar que
o vetor dado por (-cost, sent} exp(t/2) & uma solugdo de (3.12)
com A(t) dada em {3.13), e esta solugfo & ilimitada gquando t-D>e.
Um multiplicador caracteristico ¢ explr] e o outro expl[-2m], visto

Lue o lema 1 implica que o produto dos multiplicadores ¢ exp{-=nl.

O problema de determinar expoentes e multiplicadores
caracteristicos de sistemas periddicos ¢ extremamente complexo,
embora possamos fazer algumas consideragbes com relagdo ao trago
da matriz A (tr A). Se l'IJ:l p} {1 ¢é possivel que cada ,¢:>‘1 possua
médule menor que 1. Isto é equivalente a exigir- que tr A <0, para
que exista a possibilidade da solugio (Zﬁ.y‘) ser éstével.

No nosso caso temos tr A = —z'<0. Portanto, ¢ possivel que a
solucdo periédica ndo constante seja assintoticamente estavel. Nas

simulacSes numéricas que fizemos pudemos constatar este fato.

4 - Resultados Numéricos




Consideremos o seguinte sistema:

%tz— = z{1-z) - a(l-b cos wt) zy
ay _ a(l-b cos wt) zy - ¥y
dt

Ou seja, temos:
Blt) = a (I- b cos wt) (4.2)

com a0 e 0<b<l e periodo w.
Notemos que as restrigdes (4.2) sobre a e b garantem que as

hipoteses dos Teoremas 1 e 2 sejam satisfeitas, ou seja:

[bl} =150
cu{t) = 1 >0 para todo t

c, =6, = B(t) >0 para todo t.

O sinal negativo em b indica que no inicio do perfodo a taxa
de contato € minima, e b<{l garante que B(t)>0 para todo t.

De acordo com ¢ Teorema 2, o sistema (4.1) possui solug.es
periédicas com y>0 e z<{1 desde que [lebl'x}, onde zlé a solugio

da equacio logistica dada por (3.7). Temos entdo:
B} = ~ Iw a(l-b coswt)dt = a
w JO

Como que zl=1 {solugho da equagBo (3.5)), observamos que a
existéncia da solugido y‘, z' depende somente do valor do parametro

a, uma vez Que y permanece constante.
Para realizar os testes numéricos, consideramos que:

a) o comportamento qualitative do modelo ndo depende da ordem

de grandeza dos parametros, uma vez que o mesmo foi
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adimensionalizado;

b) como 7=(10/rJ, temos condigbes de aproximar um valor para
¥, considerando 7, e T Assim, vamos supor 70Er (pois a taxa de
remogéo da dengue hemorrigica deve ser aproximadamente igual a
taxa de entrada em =z, gue equivale A taxa de recuperagiio da dengue
classica). Portanto, fixaremos y=1. Mesmo que esse valor nidc seja
exato, pelo item (a) sabemos que o comportamento qualitativo do
modele ndo se altera. Pra a dengue classica, o parametro L foi

estimado valer aproximadamente 4,3.

¢) Fixamos também b=0.99, visto que [B] ndo depende de b. O
sistema foi testado para outros valores de b e nio foram

observadas mudangas qualitativas do modelo.

d) Como T era medido em meses, e Tazendo re4.3, temos 1=4.3,
ou seja, uma unidade de tempe na varidvel adimensional t €
equivalente a pouco mais que 4 meses. Suponde gque nosso periodo w
seja equivaiente a 1 ano, devemos ter w={2n)/3. Assim, quando t=0
temos w=0 e quando t=3 {equivalente a 1 ano) temos w=2n. Assim,
fixamos w=2.1. Novamente notamos que o comportamento qualitativo

do modelo ndo € alterado com outros valores para w.

Resumindo temos os valores fixados em:
=l
=0.99

w=2.1

Portanto, devemos variar somente o valor do parémetro a.

GRAFICOS

(i) —Quando [RB)=aly a soclugdo trivial (1,0} & globalmente
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assintoticamente estavel, no sentido de nfo depender das condigBes

iniciais.

t

Figura 3.1 (a) - a=0,8, z(0)=0.99 ,y(0)=0.01

Figuna 3.1 {b) - Plano de fase de 3.1 (a)
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t

Figura 3.2 (a) - a=08 , z(0)=0.5 , y(0)=0.04

.4

Figuna 3.2 (b) - Plano de fase de 3.2 (a)

(ii)- Quando [Bl=ady a solugiio periddica (z‘,y*) é

assintoticamente estavel, independente das condicdes iniciais.
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., 2(0)=0.99 ,y(0}=0.01

a=1.5

Fiquna 3.3 (a} -

Figuna 3.3 (b) - Plano de fase de 3.3 {(a)
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-}'(0}=0.0‘|

, z{0)=05

1.5

a=

Figuna 3.4 (a) -

Figura 3.4 (b) ~ Plano de fase de 3.4 (a)



APENDICE 1

1.1 - A MALARIA ({Modelo de Bailey)

A malaria é uma doenga infecciosa transmitida por vetores,
que s30 os mosquitos do género dnopheles. E causada por quatro
diferentes espécies de protozoarios: P. falciponwm, P. sisazx, P.
malaniae, P. onale. Os sintomas da maldria causados por cada uma
delas pode diferir.

A malaria pode ser fatal, quando diagnosticada e tratada
tarde demais, mas também pode ser prevenida ou curada totalmente
se tratada adequadamente.

As drogas a serem utilizadas no tratamento dependem do
parasita, embora haja o problema da resisténcia. Uma das
alternativas & tomar medidas diretamente contra © mosquito, porém
o problema da resisténcia ndo ¢ eliminado. Estas medidas podem ser
adotadas para manter a maldria sob controle.

A malaria tem se apresentado endémica em varias regides do
planeta, No Brasil, o crescimenio da doenca nos wltimos tempos

tem sido assustador, atingindo cerca de 560.000 individuos.

1.2 - MODELOS DETERMINISTICOS

Os modelos apresentados por Bailey,[5], consideram a
exicténcia de duas populagbes, homem (H) e mosguite (M),
interagindo homogeneamente e estas s¢ mantém constantes no tempo.

Sejam as seguintes varidveis de estado:

x(t} : individuos suscetiveis no¢ instante t;
y{t) : individuos infectados no instante t;

z(t) : individuos recuperados no instante t;
n(t) : populacgdo total de humanos (constantel;

x'(t}): mosquitos suscetiveis no instante t;



y'(t): mosquitos infectados no instante t;

z'{t); mosquites recuperados no instante t;

n'{t): populagiio total de mosquitos (constante);

Os individuos suscetiveis adquirem a infecglc somente de
mosguitos infectados e vice-versa. A taxa com a gual suscetiveis
originam novos infectados é proporcional 4 taxa de infecgdo e ao
nomerc de suscetiveis e infectados, de acordo com a Lei de AgZ3o
das Massas.

Supomos, portanto, que ¢ numero de novas infecgbes ocorrendo
na populagdo humana num intervalo de tempo At & 8xy'At, onde B é a
taxa de infecgd0. Analogamente, o ntmerc de novas infecgdes
ocorrendo em vetores suscetiveis em At & B'X'yAt.

Definimos o e ¥’ como as taxas de remoglo, isto €, o namero
de remocbes em At para humanos e vetores, respectivamente.

Temos entdo o seguinie modelo:

gﬁ___ L3 Q.)i —_— ' L
at - Bxy dt - B'x'y
QI_ * o Q}L’ —_ * 1 S P
(H) dt—Bx}' -¥y (M) dat . = B'x'y -7’y (1)
dz _ dz” _ _, _,

Com as condic¢bes iniciais:

x(0) = X, x'{0) = x;
y(0} = Yo y'(0) = yé (1"
zl)=2z , =z =2z

0 o

Para que ocorra uma propagacio da doenga € NEcessario que as
taxas de transiGdo nos individuos infectados sejam inicialmente
positivas em ambas as populagbes, ou Sseja:

onyo-'yyom e B xoyo—ar y°>0 (2)

Se, inicialmente ¥, © y; sio pequencs, podemos considerar
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xoi ne x;z n’. Entio de {2) temos:

.y 7T
nn’ > g’ (3)

O que constitui o requerimento limiar da densidade inicial de
suscetiveis para que ocorra um surto epidémico.

Se tivermos ¥, ou y{’) aproximadamente nulos inicialmente,
correspondendo a uma pequena introdugio de infectades humanos ou
de vetores pas populagbes n e n', a quantidade de infectados
crescerd inicialmente e num intervalo de tempo suficientemente
pequeno apbs o inicio do processo’ teremos y e ¥y positivos.
Consideramos entf8o, ¢ processo iniciando deste ponto e o mesmeo
argumento anterior & aplicado,

A variag@o do nimero de individuos suscetiveis com relagdo ao

nimero de mosquitos recuperados € dada por:

dx _ -Bx
dzi _a,l
O que nos da:

—-in = = — [4)

e, similarmente, calculande g—: . obtemos:

—In

N'N
[=T N ¥

B’z ' (5)
¥

Supondo que todos os suscetiveis que realmente contraem a
[

doenga sejam removidos, entdco as "intensidades” da epidemia {4 e {

nas duas populagbes sdo:
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onde z € zu'o 530, respectivamente as quantidades de individuos
recuperados e mosquitos recuperados no equilfbrio.

Portanto, para t-w temos:

X =n-ni x'=n -l
o [ 4]

y=20 y=20

z =ni z' = n'l

-] m

Substituindo esses valores em (4) e (5) obtemos:

Bl m (1-0)
r g
(6)
BDé _ .y (-i)
¥

Usando a férmula de Taylor e retendo os dois primeiros termos

da expansdo das séries, temos:

.2
~In(l-{) = i %
2 (7)
-In(1-{") = i*+ -%

Mul t iplicando-se as duas equagdes de (6) e substituindo em

(7) obtemos:

nn 1 . .
# = (L + i') onde
, SA0 as taxas de remogdo relativas.

Se { e ¢ sBo nfo negativos temos:

br%l' > 1 & nn'’pp' , condicdo esta necessaria para a
ocorréncia de um surto epidémico.

da acdo da saGde publica, conseguimos garantir

Se, através
reduzir o

que nn'c pp’, evitaremos um surto epidémico. Assim,

tamanho da populagio de vetores é sempre um caminho para se

previnir a doenca.



A fim de obtermos um modelo mais real, deverfamos interpretar
todos os mosquitos removidos como mortes, ignorando a classe Z'.
Além disso, consideramos a taxa de mortalidade humana, devide a
doenca, baixa. Vale notar que, na pratica, a imunidade é perdida
por alguns individuos, mas podemos assumi-la a uma peguena taxa
no curso de uma epidemia. J& na populaglo de mosqulitos, assumimos
uma taxa de natalidade p' igual A taxa de mortalidade (a fim de
manter a populagio total de mosquitos, n', constante). Isso seré
feito devido ao ciclo de vida nesta populagSo ser pequeno {quando

comparado com a populago humana). Supomos, além disso, que todos

05 mosquitos que nascem sdo ndo infecciosos.

Temos entfdo o seguinte modelo:

-g_x..__ ¥ d_x.’._ L. LI |
ar = XY =By ey
(M)
gl_ L d:_ L. ) — Yot
{H)"clt = Bxy’' -7y dt =B8'x'y - u'y {8)
dz _

Novamente, para gque ocorra um surto epidémico devemos ter
nn'>pp', pois as segundas equagbes para y e y' ndo foram
alteradas, sendo que agora p'=p'/f.

Em outras palavras, © produto do namero inicial de
suscetiveis das populagbes deve ser maior que o valor limiar
definido pelo produto das taxas relativas de remogéo, isto €,
nn’>yp’ /BB,

E importante lembrar que uma epidemia & caracterizada por uma
taxa de incidéncia de novas infecches que inicialmente cresce até
um pico e entdo decal assintoticamente a zero, visto que o estoque
de suscetiveis é esgotado.

A exaustio parcial do estoque de suscetiveis parece ser um
fator essencial na ocorréncia de uma epidemia real, isto &, uma
doenga de extensdo limitada.

Se permitirmos que o grupo dos suscetiveis seja reabastecido

{ou através de nascimentos ou pela transferéncia de individuos da
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classe dos removidos), entdc provavelmente encontraremos, no
minimo, um equilibrio estavel nfio nulo de infectados, para o qual
o sistema tenderd guando uma condigio limiar for satisfeita.
Quando tal equilfbrio existe na pratica, dizemos que a doenca em
questdo ¢é endémica, reservando o atributo de epidémica para
doencas de duracfic limitada.

Nos modelos apresentados, quando lidamos com processos
epidémicos, a remocdo de humanos infectados foi assumida para
acarretar imunidade, no minimo temporaria. J4& no tratamente de
situacBes endémicas, alguns dos tratamentos mais simplificados
assumem gue ndo had desenvolvimente substancial da imunidade, sendo
que individuos infectados recuperam-se e retornamm ao grupo dos
suscetiveis.

Definimos entfdo as novas taxas:

g : taxa com a qual individuos infectados retornam a classe
dos suscetiveis;

v : taxa com a qual individuos recuperados retornam a classe
dos suscetiveis (perda de imunidade};

A : taxa de natalidade = taxa de mortalidade da popula\do

humana.

Na populagio de mosquitos reteremo:' a mesma dinamica

populacional apresentada no modelo anterior.

Temos entdo o seguinte modela:

. QP - ax! _ . vy
at = Bxy’ + (A+ply —(A+v)z at = B'X'y + 'y
(M)
(H) QI — LI _c.i_!i . T L - Foup?
1at = Bxy {r+a+ily at g'x'y - p'y’ (9)
dz _ .. _
qt = Y (A+v}z

Este sistema de equagBes permite que sejam incluidas uma
grande variedade de supeosigBes com relagfio a imunidade.

O célculo dos pontos de equilibrie, usando o fato que z=n-xX~-y
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e xX'=n'-y', nos fornece:

X"‘ ['3’*‘7“11) { IlB’(?t+v} + p’(h-l-gﬁu] }
B { n'Blysasv) + (A+v) (z+A+p) }

*  (A+v) { nn’BB’ - u'(y+A+p) } (10)
¥ B" {n'Bly+a+v) + [A+v) (y+a+u} }

¥  (A+v) { nn’BR' - p'(y+a+u) }
B { nB7(A+v) + p’ (y+A+y) }

Adicionando a solugio nula x=y=y'=0.
*
Para que exista o nivel endémico nio nulo devemos ter y >0,
ou seja:
p(y+u+d)
BB) »

nn' > que & a condigio limiar.

A fim de analisar a estabilidade do estade endémico,
assumimos a auséncia de imunidade, fazende z=y=vu=0. Assim,
simplificamos o modelo ficando somente ¢om duas equagdes

independentes, dadas por:

dy _ Y —
at = Bln=-y)y" —{A+uly

(11)
C_iy_’__; L T Toert
dt = B'(n'-y )y~ u'y

Este sistema nos fornece os seguintes pontos de equilibrio:

» _ nnlBB! - ll'(lﬂ.l)
B’ (n’B+A+u)

(12)

F_nn’BB" - p'(A+u)
B(nB +u")

Uma cuidadosa anédlise do plano de fase {y,y') nos da:

- Se nn'BR'= pu'(A+u), entfo a origem ¢é assintoticamente
estavel;
- Se mn'Bf’'z wi{a+y), entdo o ponto de equilibrio endémico

(12) & assintoticamente estével.
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APENDICE 2

EQUAGOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS - SOLUGCOES NUMERICAS
METODOS DE RUNGE~KUTTA

Visto que os graficos dos modelos apresentados no capitulo 2
sio feitos a partir de métodos numéricos, faz-se necessaria uma
breve abordagem do a2sunto, visando um melhor esclarecimento no
que diz respeito as solugtes obtidas e os respectivos graficos.
Para isso, faremos aqui uma pequena e simples explanacdo dos
métodos numéricos de Runge-Kutta, pois sdc estes usados

anteriormente.

1.~ Solugae por Série de Taylor

Seja a fungio y=y{x), suficientemente regular; podemos ter a

expansio de y através de uma série, dada por:
yix) =y +y (x=x )+ y:;x (x-x )%+ ... (1)
m m m 2_' m

gue & conhecida como Série de Taylor.
Para aproximar a solugdo y{X) em X = X +1 = X +h usamos (1},
[ 441 [LL]

e assim:
- + h L} + hz L] ’/2 +
Y1 = I Y yrn :
Consideremos agora o problema descrito por:
y'= f(x,y) (2)

Derivando (2) com relagdo a X, obtemos:

rr a a
Y= g fix,y) + f(x.y)BT fix,y)
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o
0
@

!-:

g-
n

fix , ¥ )} entio
m m

y fx+ffy emX =X +y =y .

Calculando Yo obtemos:

_ 2 3
ym+l—ym+hf+% [fx+ffy)+cr{h)
y =y +h{f+hi{f+ff)+eo(h) (3)
m+l m 2 x v

Os métodos de Runge-Kutta sdo aqueles que coincidem com a
série de Taylor até os termos de ordem h,

Suponha que conhecamos uma solucio ym no ponto X=X _. Entéo,
podemos tragar a reta L1 (Fig.l) com inclinagdo yl; = F(xm. ym] que
passa por (xm.}'m]. Consideramos entdo y_, como a ponto onde a

+1

reta Ll intercepta a ordenada levantada em x = x o FLt h.
m+ m

Assim, a equag3o da reta L1 é:
y=y_+73y (xx)

Mas, ¥’ =f(x ,y) ¢ x -x =h Entio:
m m m m+i m

Yy = Y, +h f(xm.ym) (4)

m+l

Este & o método de Euler, que € um método de Runge—Kutta de
primeira ordem, pois coincide com a solugio por Taylor até os

termos de ordem h.
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L

Fig. 1

No método de Euler aperfeigoado, também conhecido como método
de Heun, trabalha-se com a média das inclinagbes em x , y €x +h,
m m

y +hy'. Geometricamenie temos;
m m

¥ig. 2

Usamos © método de Euler para determinar o ponto
[xm+h,ym+hy;1} na reta L1' Neste ponto calculamos a inclinag3o da
curva que representa a solugde de y'= fix,y) que passa por
[xm+h,ym+hyr:‘). Isso & feito através do célculo de f neste ponto.
Isto nos d& a reta Lz‘ Calcuiando a média de L1 e Lz’ obtemos a
reta pontilhada L. Finalmente, tragamos uma reta paralela a L

passando por (x .ym}. O ponto onde L intercepta xm+h & considerado
m
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como y .. A inclinagio da reta L & dada por:
¢{xm,ym.h) =12 | f[xm,ym) + f[xm+h,ym+hym}} (5)
Portanto, a equagio da reta L é&:

You=Y¥* h qb{xm,ym,h) (6}

Para comparar (3) com (6), usamos o teorema de Taylor para
fungéo de duas variaveis {onde f(x,y)=
f(xm,ym)+(x—xm)f x(xm.ym}ﬂy-ym]fy(xm,ym)*'o W h Fazendo x=xm+h.

y=y +hy;1 para substituir em ¢ e posteriormente em y e obtemos:
m m+,

m

- 3
AR h [f+(h/2)[fx+ffy)] + (b /4][fn(§0,no) + ... (7

e notamos gque (7} coincide com (3) até os termos de ordem
2. Assim, este & um método de Runge-Kutta de segunda ordem.

Um outro método de Runge-Kutta de segunda ordem pode ser
obtido se considerarmos a inclinacio no ponto médio de (xm.xm-!-h].
Este outro método é conhecido como método de Euler modificado.

Geometricamente, temos:

X X + b2 X +h
m .

Fig. 3

Novamente, comegamos com a reta LI, gue passa por (x ,y ) e
m m

tem inclinacdo f(x .ym]. Na intersecgio de L1 com xm+h/2 temos:
m
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y=ym+ th/2) .,

Calculamos a fung@o f neste ponto e obtemos a inclinagio da

*
reta L , que & dada por:
¢(x ,y _,h} = flx + h/2, y + ymh/?'}_

*
Tragando uma reta paralela a L passando por (xm,y )
. m

obtemos a reta L, cuja equagio é dada por:
y=y +hekx .,y . h (8)
m m m

Usando os mesmos procedimentos anteriores, verificamos que
. 2
este méiodo coincide com (3} até os termos de ordem h, sendo
portanto, um método de Runge-Kutta de segunda ordem.

Notamos que em ambos os casos, ¢ é da forma:
¢{xm.ym.h] = alf[xm,ym} + azf(xm+b!h,ym+bzhym) {9

onde
y'=f(x ,y) (10}
m Im m

Para o método de Euler aperfeigoado temos:

a=a= 1/2

1 2

b=b =1

1 2

e para o método de Euler medificado:
a=0,a=1
3 2
b=b=1/2
1 2

A fim de determinar uma férmula geral para os métodos de

Runge-Kutta de segunda ordem e os possiveis valores para os

parameiros, consideremos:
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y=3y_+ bzhf

e, usando a férmula de Taylor para fungio de duas variaveis,

temos:
f{x +bh,y +b hf} = f + bhf + b hff + o(h”)
m 1 m 2 I x 2 v
Podemos reescrever (8} como:

- 3
y y o+ h (alf + azf +h {azblfx+azb2ffy}) + b)) (1)

m+1

A fim de que (11) concorde com a série de Taylor até os

2
iermos de ordem h™, obtemos:

a+a=1
T 2
ab=1/2
21
ab=172
22

Escolhendo como variavel livre a2= w = 0, temos:

y =% + h [(1I-w)}f(x ,y ) + w f(x +h/2w, y +hf(x ,y }h/2w)]
mn+1 m m - m m m m ™m
+ ¢ (hY) (12)

qQue € o método mais geral de Runge-Kutta.

A deducfo para os métodos de Ru ge-Kutta de terceira e quarta
ordens podem ser desenvolvidas de maneira andloga. O métode de
Runge-Kutta de guarta ordem & frequentemente citade apenas como

método de Runge-Kutta, cujas formulas sfo:

= h
ym+1—ym+6(kl+2k2+2k3+k4)
onde:
k1 = f(xm,ym)
k2 = f(x + h/2, y + hki/2)
k¥ = f(x +h/2, v + hkes/2) (13)
3 m m
k

= f[xm+h, y * hkzl

Uma idéia da dedugBo dos métodos de terceira e quarta ordens

pode ser encontrada em [34].
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SISTEMAS DE EQUAGOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Considere a solugBo do seguinte sistema de equagBes

diferenciais ordinérias de primeira ordem:

d¥i
dx f1 [x.yl,}'z,...)

d¥:z
dx fz {x,yl,yz,...]

d¥n _
dx = T Boypyye)

Com as condigbes iniciais num mesmo ponto X

yl(xo} = ym
yz{xo) = yz’o
}'n(xo} = Yo

A solucio numérica deste sistema € obtida aplicando-se o
algoritmo de Runge-Kutta a cada uma das n equagbes paralelamente a

cada passo.

ERRO DE TRUNCAMENTO

0 erro de truncamento em um métedo de Runge-Kutta de p-ésima
ordem é khp+l, onde k é alguma constante. A deducgSo dos limites
para k ndo € um problema simples. Uma das desvantagens dos métodos
de Runge-Kutta é a falta de meios simples para estimar o erro.
Além disso, mesmo que o erro de truncamento seja pequeno, um

método de Runge-Kutta pode ser instdvel, produzindo resultados
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imprecisos sob condigbes desfavoraveis. Esses resultados podem
SUrgir porque esses pequenos erros (truncamento ou arredondamento)
podem crescer a medida que a solugdo € executada para valores de x
cada vez maijores. Essa instabilidade depende da equagdo, do

algoritmo e do tamanho do intervalo, h, [8] [19].

EXEMPLO

Para exemplificar, apresentaremos a resolugdo numérica do

sistema de equagdes utilizade anteriormente, dado por:

-
dx _ _
it = Bxy + pln-x)
ay  _ _
dt = Bxy Yy

com x(0) = 0.98 e y{0) = 0.02

Tomemos os seguintes valores:

= 0,003
7 = 0.14
g =05
h =01
n =1

e 0 =1 =05

Utilizaremeos aqui o métiodo de Runge-Kutta de guarta ordem.

Entao:

-Bxy + uln-x)

1

fl(t,x,y)
fztt,x,y] = Bxy - ¥

X =x + {h/6) (k+ 2k + 2k + k)
m 1 2 3 4

m+1

=y + (h/6) {11+ 212+ 213+ 14)

m+] m
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onde:

k1 = fl(tm.xm,ym)

i1 = fzttm'xm'ym}

k. =f{t + h/2, x + hki/2, v + hli/2)
2 i m m m

I =f(t + h2, v + hki/2, ¥y + hl1/2)
2 2 m m m

k. =f(t + h/2, x + hk2/2, y + hl2/2)
3 1 m m m

I =f(t + h/2, x + hk2/2, y + hlz/2)
3 2 m m m
k4 = fi(tm+ h, X+ hka’ y_+ h13]

l4 = fz[tm+ b, xm+ hks' }rm+ hla)

Efetuando os caleulog, obtemos a seguinte tabela de valores:

I 0 1 2 a 4
t e,1 0,2 a,3 0.4 0,5
X 0,98 0,9790094 | 0,9779850 | 0,9769259 | 0,9758308
v 0,02 0,0207057 j ©,021435% | 0,0221891 | 0,0229685
k ) -0,00974 |-0,0100725 |-0,0104155 [-0,0107690 |-0,0113400
1 . 0,00604 0,0071745 | ©,0074163 | 0,0076654 | 0,0079221
k 2 -0,009903 }-0,0102413 |-0,0i105895 |-0,0109487 |-0,0113192
1 ) 0,007065 | 0,0072935 | 0,007538% | 0,0077917 | 0,0080522
k . -0,009906 |-0,0102440 |~0,0105924 |-0,0109617  ~-0,0113222
1 5 0,0070572| ©0,0072955 | ©,0075409 | 0,0077938 | O0,00R0544
k s -0,0100725 | -0,0104156 |-0,0107692 {-0,0113400 | -0,0115102
1 s 0,0071745} 0,0074163 | 0,0076655 | 0,0079221 | ©,0081864
X .| 0.979009%| 0,9779850 | 0,9769259 | 0,9758308 | 0,9746987
. 0,0207057| 0,0214351 | 0,0221891 | 0,0229685 | ©,023773%8

102



APENDICE 3

TEORIA DA ESTABILIDADE

1 - METODO DE LYAPUNOV

Consideremos um sistema autédnomo
x'= fi{x} (1)

COm X € Rn, ne qual ¢ campo f é continuamente diferenciavel,
definido em uma regidc Q em torno de xo, sendo X, um ponto critico

de f.

Definigcdo 1: Um ponto de equilibrio X, de (1) & dito ser estavel
{no sentido de Lyapunov) se para cada =>0, existe 8>0 (dependendo
de e} tal que, se x(t) & uma solugio qualquer de (1) com
Hx{to}-xﬂﬂ(a, entdo a sojugde x(t) existe para todo t=0 e
||x(t}—xﬂH<£ para todo t=t . Um ponto de equilibrio X, de (1} ¢é

dito se assintoticamente estiavel se ¢ estavel e existe 60)'0 tal

que se x{(t) & uma solucdo qualquer de {1) com Hx{to)—xol |<6 entio

lim x(t)=x0
13+

Definicdo 2: Seja V uma fungBo continuamente diferencidve] definida
em GcR” com valores reais. Dizemos gque V & uma Fungdo de Lyapunov
sl
i) V(Xu) z 0
ii) V(x) >0 s=e X#X
iii) V satisfaz uma das seguintes condigdes:

a) V € ndo crescente sobre qualquer trajetéria em O

b) V & estritamente decrescente sobre qualquer trajetéria em @
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c) V & estritamentie crescente sobre qualquer trajetoria em {1

Observemos que as condigbes (a}, (b) e (c) podem ser testadas
sem conhecermos as trajetorias, pois o objetivo da teoria &
analisar o© comportamenio do fluxe sem dispor explicitamente das
trajetorias. Assim, a taxa de variagio de V sobre a solugic com
relacio ao sistema (1) é dada pelo produto escalar:

d

& vy =g v 3%
k

5 qi% = grad V f(x) {2)
Podemos, portanto expressar as condigbes acima da seguinte
forma:
a) grad V f(x) = 0O, para todo x € {3, x#xo
b) grad V f{x) < 0, para todo X € R, X#X
c) grad V f(x} > O, para todo x € Q, X#X

TEOREMA DE LYAPUNOV
Seja f:QcR™SR" um campo continuamente diferencisdvel com um

ponto critico em X s f{x°]=0, e congsidere o sistema din&mico
x'=f(x). Suponha que exista uma funglec V de Lyapunov satisfazendo
(a), (b) ou (), da definicio. Entdo o ponto critico sers,
respectivamente:

a) estavel

b} assintoticamente estavel

¢} instavel.

2- LINEARIZAGAO DE LYAPUNOV-POINCARE

Seja fl(x) um campo em R", onde X, ¢ um ponto de esquilibrio.

Podemos escrever:

flx) = Ax + a(x)

onde

e g—%(xoj e o(x) é uma designagdo geral para as fungOes
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continuas definidas em uma vizinhanga de X, € que sdo de ordem de
nulidade inferior a x.
O campo f(x) pode ser considerado um campe linear perturbado

por termos de ordem superior.

TEOREMA: Seja f(x) um campo continuamente diferencidvel em uma
vizinhanga de X, onde

f(x) = Ax + ol(x)
Entaoc:

1) Se a matriz A tiver todos os seus autovalores A com Reil0

(parte real negativa), ¢ ponto X=X serd assintoticamente estavel
para o campo f(x});

2) Se a matriz A tiver um de seus autovalores A tal gque ReA>0
{parte real positiva), entdo o sistema serd instavel;

3) Se todos os autovalores A de A forem tais qgue ReA>0, o ponto de

eguilibrio X, é repulsor.
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