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Introdução 

C" m dos objetivos do presente trabalho é estudar a ex1stencia, a unicidade e a re
gularidade da solução das equações que descrevem o movimento de um fluido magneto
micropolar viscoso incornpressível (problema (1.1 )-(1.3) ), ocupando um domínio limitado 
n C JJ{3 (região de escoamento) durante um intervalo de tempo (0, T) (O < T ::; x). 
Estas equações formam um sistema de equações parabólicas não lineares, onde estão re
presentados a velocidade do fluido u, a velocidade microrotacionalw, o campo magnético 
b e a pressão hidrostática p. 

Quando o campo magnético b = O, o fluido é denominado fluido micropolar (fluido 
assimétrico, fluido com tensão assimétrico) e as equações clássicas de ~avier Stokes, co
rrespondem ao caso em que a velocidade microrotacional w = O e o campo magnético 
b =O. 

A seguir, fazemos uma breve exposição dos trabalhos conhecidos. 
Para o problema (1.1)-(1.3) com b =O, usando a técnica de linearização e um quase 

teorema de ponto fixo, Lukaszewics [24] apresenta um resultado de existência de soluções 
fracas, também, com a mesma técnica, o próprio Lukaszewics [25], sob certas relações entre 
as viscosidades, os dados iniciais e as forças externas, obteve a existência e a unicidade da 
solução global forte. Também, Galdi e Rionero [14] estabeleceram sem prova, resultados 
de existência e unicidade de soluções fortes. 

Para o sistema completo (1.1)-(1.3), Rojas-l\Iedar e Boldrini [33] provaram a existência 
das soluções fracas, Rojas-l\Iedar [:32] estabeleceu a existência e a unicidade da solução 
local forte e Ahmadi e Shahinpoor [2] estudaram a estabilidade das soluções. 

Os resultados em [32] e [:33], foram obtidos usando o método de Galerkin espectral e 
argumentos de compacidade, isto é, considerando soluções aproximadas (aproximações de 
Galerkin) construídas sobre a base das autofunções dos operadores de segunda ordem que 
aparecem nas equações do problema, são obtidas estimativas uniformes para a sequência 
destas soluções aproximadas, de onde pode-se deduzir a sua convergência (ou pelo menos 
a convergência de urna subsequência) e então usando argumentos de compacidade obter 
resultados de convergência forte que permitirão o passo ao limite nos termos não lineares 
e assim obter a solução do problema como o limite da sequência das aproximações de 
Galerkin. 

Os resultados conhecidos sobre a existência global de soluções fortes do problema (1.1)
(1.3), requer de algum pequeno decaimento no tempo das forças externas associadas, mas 
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no caso das equações clássicas de j\;avier-Stokes, esta classe de decaimento não é necessário 
(ver por exemplo, Hey,vood e Rannacher [16]), portanto, devería ser possível provar a 
existência global de soluções do problema ( 1.1 )-(1.:3) sem esta condição de decaimento. 
Isto é realmente possível e neste trabalho somente assumindo certa regularidade sobre os 
dados iniciais e as forças externas, usando o método de Galerkin espectral e argumentos 
de compacidade, provamos a existência e unicidade da solução global forte de problema 
(1.1)-(1.3), atingindo de esta forma resultados ao mesmo nível do que as obtidas para 
as equações de Navier-Stokes. Também, para as aproximações de Galerkin, são obtidas 
estimativas de erro uniformes no tempo. 

"C'sando uma outra aproximação da solução e um método iterativo, no qual não pre
cisamos de argumentos de compacidade, estabelecemos existência e unicidade da solução 
local forte do problema (1.1)-(1.3). Também, este método fornece taxas de conYergência 
das soluções aproximadas. 

O outro objetivo deste trabalho é estudar o problema (1.1)-(1.3) quando é definido 
sobre um domínio dependendo do tempo Q = Uo<t<TDt x {t} C JR 3 x (0, T) (domínio não 
cilíndrico). A existência de soluções fracas em este tipo de domínios, para as equações 
clássicas de l'\avier-Stokes foi estudado por ~Iilla-l\[iranda e Límaco [28] e para as equaçôes 
de Boussinesq por Conca e Rojas<'declar [6]. Para o problema (1.1)-(1.:3) provamos a 
existência ela solução fraca, a existência e a unicidade da solução local forte, atingincto 
no caso das soluçôes fracas resultados ao mesmo nível de "\Iilla-:\Iiranda e Límaco [28] e 
no caso ela solução local forte, obtemos resultados análogos aos obtidos por Rojas-"\Iedar 
[:32] em domínios cilíndricos. Também, são obtidos resultados de existência e unicidade 
da solução global forte. 

Este trabalho está organizado como segue: 
1\o Capítulo 1, apresentamos o sistema de equações (1.1)-(1.:3) que governam o pro

blema em estudo, fixamos as notações a serem usados e definimos os espaços funcionais 
sobre os quais trabalharemos. Enunciamos resultados teóricos que serão usados no desen
volvimento deste trabalho e também, damos os resultados já conhecidos sobre o problema. 

::\o Capítulo 2, usando o resultado de existência da solução fraca estabelecida por 
Rojas-"\Iedar e Boldrini [33], provamos que condicionalmente esta solução fraca é única. 
Também, damos resultados de regularidade da solução fraca, para o qual primeiro en
contramos estimativas nos espaços de Nikolskii (baseados em um lema que estabelecemos 
e provamos usando fundamentalmente o Lema de Hardy-Littlewood) e logo usando um 
resultado que relaciona os espaços de Nikolskii e os espaços fracionários de Sobolev, prova
mos que a solução fraca do problema (1.1)-(1.3) possui derivadas fracionárias no tempo 
de qualquer ordem menor que 1/4 e condicionalmente possui derivadas fracionárias no 
tempo de qualquer ordem menor que 1/2. 

:\o Capítulo 3, combinando argumentos usados por Rojas-:\Iedar [32] (método de 
Galerkin espectral) e Heywood e Rannacher [16] (método de Galerkin espectral junto com 
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exponenciais como funções peso), provamos a existência e a unicidade da solução global 
forte do problema (1.1 )-(1.3) sem assumir decaimento nas forças externas associadas e 
também assumindo que as forças externas possuem decaimento exponencial. Logo, com 
estes resultados obtemos estimativas de erro para as aproximações de Galerkin, quando 
a solução é obtida sem assumir decaimento nas forças externas e mostramos que estas 
estimativas de erro são melhores quando as forças externas possuem decaimento expo
nencial. Convém fazer notar que em este capítulo, os resultados de existência da solução 
global forte serão obtidos sem nenhuma relação pre-estabelecida entre as viscosidades, os 
dados iniciais e as forças externas, relação que é necessária no trabalho de Lukaszewics 
[25]. l\faiores comentários sobre estas diferenças serão feitas ao início do Capítulo 3. 

1\o Capítulo 4, damos resultados de existência das soluções fracas e de existência e 
unicidade da solução local forte, quando o problema (1.1)-(1.3) é definido em um domínio 
não cilíndrico Q, isto é, um domínio dependendo do tempo. Para provar estes resultados, 
usamos uma mudança de variáveis com·eniente, transformando as equações definidas em 
um domínio não cilíndrico em um sistema de equações definidas em um domínio cilíndrico 
Q = f2 x (O, T). Logo, para este novo problema transformado, usando o método de 
Galerkin espectral e argumentos de compacidade, provamos a existência das soluçôes 
fracas e também a existência e a unicidade da solução local forte. Então, usando a im·ersa 
ela mudança de variáveis, retornamos ao problema (1.1 )-(1.3) definido sobre o domínio 
não cilíndrico Q, obtendo assim os resultados desejados. Esta técnica foi introduzida por 
Dal Passo e 1Jghi [8], para o estudo de uma certa classe ele equações parabólicas em um 
domínio não cilíndrico. Também, resultados ela existência e a unicidade da solução global 
forte podem ser obtidos, atingindo resultados análogos aos obtidos no Capítulo 3. 

:\o Capítulo 5, usando um método iterativo para as soluções aproximadas, provamos 
a existência e a unicidade da solução local forte, também são obtidas estimativas de erro 
e taxas de convergência das soluções aproximadas para diferentes normas. 

O método iterativo que usamos é inspirado em um processo iterativo proposto por 
Zarubin [41], isto é, considerando urna solução aproximada elo problema (1.1)-(1.3), linea
rizamos o problema, obtendo uma sequência de sistemas lineares que geram uma sequência 
de soluções aproximadas (a existência das quais, para cada sistema linear é obtida por 
exemplo, usando o método ele Galerkin espectral), logo provamos estimativas a priori 
uniformes no tempo para a sequência ele soluções aproximadas, a seguir, usando estas 
estimativas a priori, provamos que a sequência de soluções aproximadas é de Cauchy em 
determinados espaços de Banach, portanto a sequência converge fortemente a um elemento 
do mesmo espaço e então com estas convergências provamos que o elemento limite é a 
única solução elo problema não linear (1.1)-(1.3). Como uma consequência, facilmente 
obtemos as estimativas de erro e as respectivas taxas de convergência para diferentes 
normas. Cma observação resaltante em este método iterativo é o não uso dos teoremas 
de compacidade, fato que é fundamental no método de Galerkin. 



Capítulo 1 

Preliminares 

I\este capítulo para fixar a notação, faremos uma breve revisão dos principais conceitos 
teóricos e resultados a serem usados no estudo dos capítulos posteriores. 

1.1 Apresentação do problema 

Seja n um domínio limitado em JR3 com contorno an de classe C 1
•
1

, um intervalo ele 
tempo [0, T), o < T ~ X e o cilindro Q = n X (0, T). As equações que governam o 
movimento de um fluido magneto-micropolar viscoso incompressível definidas sobre Q, 
são dadas por (veja [2], [7], [11]): 

au 1 
àt + u ·\lu- (p + x)~u + \l(p + 2rb · b) = xrot w + rb · \lb +f, 

j~~·- ~~~u,·- (a+ ,6)\ldivw + ju. \lw + 2xw = xrotu + g, (1.1) 

àb 
- - v~b + u · \lb- b ·\lu= O àt ) 
divu = divb =O em Q, 

onde u(x, t) E JR3 denota a velocidade do fluido em um ponto x E n e no tempo 
t 2: O; w(1:, t) E JR3

, b(~·, t) E JR3 e p(x, t) E IR representam a velocidade microrota
cional, o campo magnético e a pressão hidrostática respectivamente; f(t, x), g(t, x) E JR3 

são campos de forças externas dadas; p, x, r, a, ,6, /, j e v são constantes positivas as
sociadas às propriedades do material e por razões físicas estas constantes satisfazem 
min{p, x, r,j, v, a+ ,J + ~ 1 } > O. As expressões V, 6., div e rot denotam o operador 
gradiente, Laplaciano, divergente e rotacional respectivamente ( também denotaremos 

Du . . l , [ ] ~ [hci -.-por u1 ); a i-esllna compoent.e c e v· \lu; e dada por u · "Y1L' i= L ui-D·· . at .i=l .r1 
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Sobre o contorno ao. de O. assumimos as seguintes condições 

u(x, t) = w(x, t) = b(x, t) =O, (x, t) E ao. x (0, T). (1.2) 

Por simplicidade temos assumido condições de contorno homogêneas, desde que no caso 
não homogêneo sob hipóteses convenientes pode ser tratado de um modo usual (veja [19]). 
As condições iniciais são: 

u(x, O)= u0 (x), w(x, O)= w0 (x), b(x, O) = bo(x), x E 0.. (1.3) 

A equação (1.1)-(i) tem a forma das equações de Navier-Stokes, mas está unida à equação 
(1.1)-(ii) a qual essencialmente descreve o movimento dentro dos macrovolumens no mo
mento em que eles sofrem efeitos microrotacionais representado pela velocidade micro
rotacional w. Para fluidos sem microestrutura, a velocidade microrotacional w é nulo. 
Para fluidos Newtonianos, o parâmetro x é nulo e então as equações (1.1)-(i) e (1.1)-(ii) 
são independentes. 

Quando não existe campo magnético, isto é, b = O, o problema foi estudado por 
Lukasze\vicz [24], [25] e Padula e Russo [30]. 

O sistema completo (1.1 )-(1.3), foi estudado por Galdi e Rionero [14], eles estabele
ceram sem prova, resultados de existência e unicidade de soluções fortes. Também, para 
o sistema completo (1.1)-(1.3), usando o método de Galerkin espectral, Rojas-Medar e 
Boldrini [33] provaram a existência de soluções fracas. Usando a mesma técnica, Rojas
~'ledar [32] estabeleceu a existência e unicidade da solução local forte, alcançando resul
tados ao mesmo nível das conhecidas no caso das equações clássicas de Navier-Stokes. 
Ahmadi e Shahinpoor [2] estudaram a estabilidade de soluções do sistema (1.1)-(1.3). 

1.2 Espaços de funções e notações 

No que segue do trabalho denotaremos sempre por D um domínio limitado no espaço 
tri-dimensional JR3 . 

A seguir, descreveremos os espaços funcionais a serem usados. 
Sendo D c JR3 um domínio limitado com contorno an suave, denotemos por V(D) 

para 1 ::; p ::; oc, o espaço de Banach de funções Lebesque integráveis com as normas 
usuais: 

e !lu// r.oo = sup ess/u(x) /, 
xEO 

onde /./ é a norma Euclideana. 
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i\"o caso p = 2, L2 (0) é um espaço de Hilbert separável com produto interno 

3 

(u, v)= r u(x) v(x) dx = r L ui(x) vJx) dx 
ln ln i=l 

e denotamos ll-llr 2 = 11-11· 
Quando E é um espaço de Banach e O < T ~ oc, Lq(O, T; E) para 1 ~ q ~ x, 

representa o espaço de Banach das funções com valores em E definidas no intervalo [0, T) 
que são Lq integráveis no sentido de Bochner e Lf.oc(O, T; E) denota as funções com valores 
em E definidas no intervalo [O, T) que são Lq integráveis em [O, T0 ] para qualquer T0 < 
T ~ oc; com as normas usuais: 

[for llu(t)ll}dt] l/q' 1:Sq<x 

li ui I rx-(O,T:F:) sup ess llu(t)IIF:
tE[O,TJ 

Se E é reflexivo, temos que Lq(O, T; E) para 1 < q < ex; é reflexivo. Se E é separável, 
temos que Lq(O, T; E) para 1 ~ q < oc é separável. O dual topológico de Lq(O, T; E) 
identifica-se com o espaço de Banach LP(O, T; E*), onde E* é o dual topológico de E e 
1 1 
-+-=1. 
p q 

Se E= Lq(O) denotamos Lq(O, T; Lq(O)) = Lq(Q), onde Q =O x (0, T). 
Para m ~ O e 1 :::; p < x, consideremos os espaços de Sobolev 

com a norma usual 
llullm,p = ( L IIDau(t)lli.v(n)) 11

P. 

lni::O:m 

Quando p = 2, denotamos n·m·2 (0) = Hm(O) e 11-llm,p = 11-llffm. 
Definimos 

Hf:(O) = o fecho de ego (O) na norma Hm(O) 

onde 
Cgo(O) = {u E Ck(O),k =O, 1,2, ... e soporte deu compacto}. 

Observe-se que Hm(O) é um espaço de Hilbert separável e que HJ(O) é caracterizado por 

HJ(O) = {u E H 1(0); ulan = 0}. 

Também, consideremos os espaços de Sobolev H 8 (0), Hô(O) com sE IR, s >O, como foi 
definido em L ions- \fagenes [ 23], isto é, 

ll''(O) = {1·, tal que existe DE H 8 (1R:3) com 1~ln = 1: quase sempre} 
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com a norma 

onde 

com a norma 

llviiH•(lR3) = 11(1 + lxl 2
)

512viiP(lRil' 
onde S'(JR3 ) é o espaço das distribuições temperadas sobre JR3 e v é a transformada de 
Fourier de v. O espaço Hô(D.) = o fecho de CQ"(D.) na norma de H 5 (D.). 

Denotamos por 11-lls e (., .)H• a norma e o produto interno em H 5 (D.) ( ou Hô(D.) 
quando for apropriado) respectivamente. 

Como estamos considerando D. domínio limitado, temos a desigualdade de Poincaré
Friedrichs: 

Se u E HJ(D.) então llull :::; Cnii'Vull 
onde Cn depende apenas de D.. Assim, resulta que em HJ(D.) as normas llull HI e IIV'ull 
são equivalentes. 

A seguir, enunciaremos as desigualdades de Sobolev e o Teorema de imersão de 
Sobolev, os quais serão muito usados. 

Teorema 1.1 Seja D. C JRN um domínio limitado com contorno 80 localmente Lipschitz, 
m = O, 1, 2, ... e u E ~vm,r(D.) n Lq(D.) onde l_ :::; r, q :::; oc. Para qualquer inteiro 

j, O :::; j :::; m e qualquer número a no intervalo .}_ :::; a :::; 1 satisfazendo 

têm-se 

m 

1 j 1 m 1 
-=-+a(---)+ (1- a)-, 
p N r N q 

. N 
se m- J-- <O 

r 

onde a constante C depende apenas de D., r, q, m, j, a. 

(ver (1], p. 79). 

N 
se m- j-- :2: O, 

r 

Em particular se u E Lr(D.) n Lq(D.) com 1 :::; r :::; q :::; oc, tem-se que u E LP(f2) para 
, . . 1 a l-a 

todo p com r:::; p:::; q e alem disso, com a E (0, 1], satisfazendo - = -+--,tem-se a 
p r q 

desigualdade de interpolação: 



Teorema 1.2 (Imersão de Sobolev) Seja D C JRN um domínio limitado com con
torno EJD localmente Lipschitz. Sejam m, n números inteiros e p um númem real com 
O :::; n :::; m e p 2 1. Então têm-se as injeções contínuas e densas: 

com 

1 1 m-n 
p(m- n) < N, 

N 
se 

q p 
q E [l,oc) se p(m- n) = N, 

q = oc se p(m- n) > N. 

Além disso, a injeção de H'rn,p(D) em H'n·"'(D) é compacta pam cada 1 :::; s < q, com q 
definido acima. 

Também, se mp > 1Y e k é o maio'r inteiro tal que O :::; k < pm;N, têm-se as injeçoes 
compactas 

(ver [1], p. 97, p. 144). 
Outros resultados que frequentemente usaremos nos próximos capítulos, sao os se

guintes: 

Teorema 1.3 (Desigualdade de Holder generalizada) Sejam D C JRN um dominio 
limitado, Pi 2 1, i= L 2, :3, ... , k e h, h, ... , fk funções tais que fi E LP•(D), 1 :::; i:::; k 

1 1 1 1 
onde-=-+-+ ... +-:::; 1. Então o produto f= h-h-h .... fk E LP(D) e 

P Pt P2 Pk 

li f li fY :::; li !til f.Pl li h li f,P211 h li f,P3 • • ·li ik li f,Pk • 

(ver [4], p. 57). 

Lema 1.1 (Desigualdade de Young) Sejam a, b E IR com a 2 O, b 2 O e seJam 
1 1 

p, q E IR tais que 1 :::; p < x e - +- = 1. Então, para todo E > O, tem-se 
p q 

P C bq C - ( p - 1 ) _l- q a b :::; E a + :, , onde , - -q- c . 
p 

Lema 1.2 Sejam o(t). v(t), j(t) e h(t) funções suaves não negativas definidas para todo 
f 2 O. Assumir que 

o' (t) + u ( t) :::; g ( 6 ( t)) + f ( t) e <;6 (O) = 60 • 



para todo t ~ O, onde g é uma função Lipschitz contínua não negativa definida para 
r/J ~ O. Então 

rjJ(t) :::; F(t; r/Jo), para todo tE (0, T(r/10 )) 

onde F( . ; r/Jo) é a solução do problema de valor inicial 

F' ( t) g (F ( t)) + f ( t) , 
F(O) r/Jo 

e (0, T( r/Jo)) é o maior intervalo de existência. Além disso, se g é não decrescente, então 

ht w(r)dr:::; r/Jo + ht [g(F(r; r/10)) + j(r)Jdr. 

(ver (15], p. 656). 
Urna variante do Lema de Gronwall é o seguinte lema: 

Lema 1.3 (Desigualdade de Gronwall) Sejam as funções a(t) ~ O absolutamente 
contínua com a'(t) ~O e b(t) ~O somável em (0, T]. Assumir que é satisfeita a seguinte 
desigualdade integral: 

rt a(t) rt 
<p(t) +lo <p*(r)dr:::; T +lo b(r)<p(r)dr 

para as funções contínuas positivas r.p e r.p* sobre [0, T] com uma. constante À > O. 
Então 

r.p(t) + ht r.p*(r)dr:::; }(1 + ht b(r)dr)a(t)exp(ht b(r)dr). 

(ver [31], p. 437). 
Também precisaremos do seguinte resultado de compacidade. 

Lema 1.4 (Aubin-Lions) Sejam os espaços de Banach B0 , B e B 1 • com B0 , B 1 espa
ços reflexivos, tais que B0 <.......? B <.......? B 1 com injeções contínuas e a injeção B0 <.......? B 
compacta. Para T finito e 1 :::; Pi :::; oc, i = O, 1, seja 

n· = {v; v E LP0 (0, T; Bo), v'= ~~ E LPt (0, T; Bl)} 

com a norma 
IJvllw = llvll T.Po(O,T;Ro) + llv'll {,Pt (O,T;Rt )· 

Então ~V é um espaço de Banach e 

com injeção compacta. 
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(ver [22] p. 58, para o caso 1 < Pi <ex: e [38] p. 1097, para o caso geral). 
A seguir, introduzimos alguns espaços funcionais necessários para o desenvolvimento 

deste trabalho. Considerando 

definimos os seguintes espaços: 

H(O) = 

V(O) = 
~~(0.) = 

fecho de 

fecho de 

fecho de 

c~<T(O) 

c~<T(O) 

C~(0.) , 

Em particular, quando s = 1, ví(0.) = V(O). 

na (C(D)) 3 norma, 

na (H 1(0.)) 3 norma, 

na (H5 (0.)) 3 norma. 

As normas e os produtos internos em H(O) e v~(D) são: 

(u, l:) 

(u,v)s 
i=l 

Denotamos 
H= H(O), V= ~-(0.) e ~~ = \:~(0.). 

Observe-se que V é caracterizado por 

~-={v E (HJ(0.)) 3
; divv =O em D} 

(ver [40], p. 18) e consequentemente a H 1-norma e a HJ-norma são equi\·alentes para 
u E ~·. Assim, para u E ~· denotamos jjujjv = IIY'ull. 

"[\;"ote que v· e H são espaços de Hilbert com V '---1- H inclusão contínua e densa, 
portanto, identificando H com o seu dual topológico H*, tem-se V '---1- H H· '---1- ~ ·* 

inclusões contínuas e densas, onde ~·* é o dual topológico de ~·. 

Denotamos por ~ ~* o dual topológico de ~~ e por H-s o dual topológico de HJ(O) onde 
sE IR, s >O. 

O complemento ortogonal de H em (L2 (0.)) 3 pode ser caracterizado por 

Hl_ = {6 E (L2 (0.)) 3
; rjJ = V'p para algum p E H 1(0.)}. 

Assim, o espaço (U(0.)) 3 tem a decomposição (C(0.)) 3 = H EB Hl_ (decomposição de 
Helmholtz) e podemos considerar a projeção ortogonal (definida por esta soma direta): 

..., 
I 



consequentemente, P('\lg) =O, V g E H 1(D.). 
Para D. c JR3 domínio limitado, a aplicação 

b : HJ(D.) X HJ(D.) X HJ(D.) ----+ IR 

definida por b( u, v, w) = ( u · '\1 v, w) é uma forma trilinear bem definida. 
Umas propriedades interessantes sobre a forma trilinear b são as seguintes: 

b(u,v,v) = (u·'\lv,v) =O e (u·'\lv,w) = -(u·'\lw,v), Vu E V, Vv, w E (HJ(D.)) 3
. (1.4) 

(ver (40], p. 163). 
Consideraremos o Operador de Stokes A= -P 6 com domínio D(A) = (H2 (D.)) 3 n ~· 

que é caracterizado pela relação 

(Aw, v) = ('\lw, '\lv), Vw E D(A), V v E V. 

Desde que A é um operador autoadjunto, definido positivo com inversa A- 1 
: H ----+ H 

compacta, por resultados de análise funcional para o operador A, existe uma sequência 
de autovalores positivos Àj >O e uma sequência de autofunções {'Pi(x)}_j; 1 , tal que 

e O < Àt :::; ... :::; Àj :::; Àj+l :::; ... , limj-+oo Àj = +oc. 

Além disso, {'Pi(x)}_j; 1 é uma base ortonormal para H, {~}_j; 1 forma uma base 

ortonormal em V (com o produto interno ('\lu, '\lv); u, v E V) e {cpJp) }_j;1 é uma base 
] 

ortonormal para (H2(D.)) 3 n V (com o produto interno (Au, Av); u, v E D(A)). 
Também, consideramos o operador Laplaciano B = -.6. ou o operador fortemente 

elítico L = -1.6. - (a+ {3) '\1 di v, com condições de contorno Dirichlet e domínio D( B) = 
(H2 (D.)) 3 n (HJ(D.)) 3 = D(L). Para simplificar a notação denotamos com </Ji(x) e ~li as 
autofunções e os autovalores de B ou L segundo o contexto. 

Observe-se que para os operadores B e L são válidas considerações análogas às do 
operador A. 

Usando resultados fortes de Amrouche e Girault [3], observemos que quando D. é de 
classe C1·l, temos que JJuiiH2 e IIAuJJ, JJwJJH2 e JJBwJJ, Jj'\lujj e IIA112ujJ, jj'\lwjj e JjB 112 wjJ 
são normas equivalentes. Além disso, desde que llwJJH2 e JJLwJJ são normas equivalentes 
temos que JJBwJJ e IILwJJ, JJL 112wJJ e ll'\lwll, JJL 112 wJJ e JJB112 wJJ são também normas 
equivalentes. 

O seguinte lema é um caso particular do teorema geral de interpolação de Lions
:\Iagenes [23]. 
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Lema 1.5 Sejam os espaços de Hilbert\-", H tal que \-. Y H= H* Y \-"* com inclusões 
contínuas e densas. Se a função u E L2 (0, T; v") eu'= ~~ E L2 (0, T; \-"*), então u é quase 
sempre igual a urna função de C([O, T]; H) e tem-se a seguinte desigualdade: 

d
d llu.ll 2 = 2(u', u) 
t 

no sentido das distribuições sobre (0, T). 

(ver [40], p. 260). 
Denotamos por Cw([O, T]; E) o espaço das funções fracamente contínuas de [0, T] sobre 

o espaço de Banach E, isto é, 

Cw([O, T]; E)= { u: [0, T]-+ E; V v E E, t-+ (u(t), v) é uma função escalar contínua}. 

Lema 1.6 Sejam X e 1" dois espaços de Banach tais que X Y 1" com injeção contfnua. 
Se rP E L::o(o, T; X) e r/J E Cw([O, T]; Y), então rjJ E Cv([ü, T]; X). 

Observemos que os espaços de funções são espaços vetoriais ou reais e não serão dis
tinguidas estas duas situações em nossas notações. Também os vetores serão considerados 
como vetores linha. 

Finalmente, no que segue, c denotará uma constante positiva genérica dependendo 
apenas de D, dos parâmetros p, x, r, j, v, a, /3, "'f fixados no problema e das conc!içôPs 
iniciais, e quando precisarmos distinguir as constantes denotaremos com c1 , c2 , ... e C com 
su bí ndices. 

1.3 Resultados conhecidos sobre o problema 

Considerando o problema (1.1)-(1.3) com O < T < ex::, T número real fixado, a seguir, 
damos a noção ele solução fraca do problema. 

Definição 1.1 Para qualquer f E L2(0, T; F*), g E L 2(0, T; H-1), 110, b0 E H e 1c0 E 

L 2 (D), diremos que urna tripla de funções (u, w, b) é urna solução fraca para o problema 
(1.1)-(1.3) se 

11, b E L2 (0, T; \-") n L::o(O, T; H), 

w E L2 (0, T; HJ(O)) n L::o(o, T; L2 (0)) 

e satisfaz 

(ut. ~) + (p + X)(\711, Vcp) + (u ·\lu, cp) = r(b · Vb, cp) + x(rot ·w, cp) +(f,~), (1.5) 

j ( 11: 11 O) + "'( ( \7 ~c, \7 r/J) + (a + ,3 )(di v ll', di v r/J) + 2 X (te, <j!J) + j ( U • \7 W, <j!J) 

= x(rot11,rjJ) + (g,ÇJ), (1.G) 

(b 1, v)+ v(Vb, V~v·) + (u · Vb, t';)- (b ·\lu, t:>) =O, (1.1) 



'i zp, '1/J E V, 'i rj; E HJ(O) e para todo O< t < T no sentido 1Y(O, T), com 

u(O) = u0 , b(O) = b0 e w(O) = w0 . (1.8) 

A existência de soluções fracas do problema (1.1 )-(1.3) com b = O, foi provada por 
Lukaszewicz [24], sob condições apropriadas usando a técnica de linearização e um Teo
rema de quase ponto fixo. Para o sistema completo (1.1)-(1.3), Rojas-Medar e Boldrini 
[33], provaram um resultado de existência de soluções fracas, usando o método de Galerkin 
espectral. Isto é, fixaram s = 3/2 e consideraram as bases Hilbertianas { zpi(x)}~ 1 de 
~~(O) e {'l/Ji(x)}~ 1 de Hô(O), onde os elementos foram escolhidos com sendo as soluções 
dos problemas espectrais: 

(zpi,V)s = Ài(zpi,v), 'i V E v~(O) 

('1/Ji, w)s = -\i('l/Ji, w), 'i w E Hg(n). 

Para todo k 2 1, consideraram v·k = span{ zp 1(x), ... , zpk(x)} C~~ e Hk = span{ 6 1 (x), ... , 
'1/Jk(x)} c Hô(O) subespaços finitos dimensionais e as aproximações uk,wk e bk de u,w e 
b respectivamente, definidas pelas seguintes expansões finitas: 

k k k 
uk(x, t) =:L cik(t)zpi(x), wk(x, t) =:L dik(t)'l/Ji(x), bk(x, t) =:L eik(t)zpi(:r), (1.9) 

i=1 i=1 

satisfazendo as seguintes equações: 

(u~, zp) + (J.t + x) (V'u\ V'zp) + (uk. Y'uk, zp) = x(rot wk, zp) + r(bk. V'b\ <;) 

+(!, cp), (1.10) 

j ( w;, rj;) + "f(V'wk, V' rj;) + (a + ,8) (di v wk, di v rj;) + j ( uk · V'wk, rj;) + 2x( wk, rj;) 

= x(rotu\rj;) + (g,rj;), (1.11) 

( b~, ?/;) + v(V' bk, V' '1/J) + ( uk · V' bk, '1/J) - ( bk · V' uk, '1/J) = O, ( 1.12) 

uk(O) = u~, wk(O) = w~, bk(O) = b~, (1.13) 

'i t.p,'l/J E Vk e 'i</J E Hk. 

onde u~ ---1- u0 e b~ ---1- b0 em H e w~ ---1- wo em L2 (0) quando k ---1- oc. 
Assim, usando estas aproximações Rojas-Medar e Boldrini [33], obtiveram o seguinte 

teorema de existência: 

Teorema 1.4 Se u0 , b0 E H, w0 E L 2 (0), f E L 2 (0, T; V*), g E L 2 (0, T; H- 1 
), então 

existe uma solução fraca (u, w, b) do problema (1.1)-(1.3), isto é, 

u, b E L2 (0, T; ~-)r Loc(o, T; H) e w E L2 (0, T; HJ(O)) n L00 (0, T; L 2 (0)). 

Além disso, u, b E C([O, T]; ~-r*; 4 ) e w E C([O, T]; H- 114
). 
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Observação 1.1 Como (u, w, b) é solução fraca, têm-se que u, b E L 00 (0, T; H) e w E 

L00 (0, T; L2 (D)), além disso, u, b E Cw([O, T]; Vt14 ) e w E Cw([O, T]; H- 114). Então, 

desde que H C 1~* 14 e L2 (D) C H- 114
, aplicando Lema 1.6, conclui-se 

u, b E Cw([ü, T]; H) e w E Cw([O, T]; L 2 (D)). 

Agora, usando as propriedades da projeção P : L2 (D) ~ H, podemos reformular o 
problema (1.1)-(1.3) como segue: encontrar u, w, b, em apropriados espaços (a serem 
definidos depois), satisfazendo 

(u 1, ~) + (u ·\lu,<.?)+ (p +X) (Au, <.?) = x(rot w, <p) + r(b · \lb, <.p) +(f, <p), (1.14) 

j(w1, ~) + ~r(Bw, 9)- (a+ /3) (\7divw, ~) + j(u · \lw, c/J) + 2x(w, <P) 

= x(rotu,~) + (g,~), (1.15) 

(b 11 1i·) + v(Ab, 1.0) + (u · \lb, 0)- (b ·\lu, w) =O, (1.16) 

para O< t < T, V <.p, 1./J E -v, V~ E HJ(D), 

u(.r, O) = u0 (.r), u:(x, O) = w0 (x), b(x, O) = b0 (:r:). (1.17) 

A seguir, damos a noção de solução forte (local e global) do problema (1.1)-(1.3). 
Para a definição de solução local forte, considerar o problema (1.1 )-(1.3) com T número 

real fixado, O < T < oc. 

Definição 1.2 Sejam u0 , b0 E ·v, w0 E HJ(D) e f, g E L2 (0, T; U(D)). Dizemos que 
( u, ·w, b) é uma solução lo cal forte de ( 1. 1)- ( 1. 3), se u, b E L 00 (O, T1; V) n L 2 (O, T1; D (A)) , 
w E L00 (0, T 1; HJ(D)) n L2 (0, T 1; D(B)) para algum O< T 1 :::; Te satisfaz (1.14}-(1.17). 

Para dar a noção de solução global forte, consideramos o problema (1.1)-(1.3) com T = oc. 

Definição 1.3 Sejam u0 , b0 E V, w0 E HJ (D) e f, g E L00 (0, oc; U(D)). Uma solução 
global forte do problema (1.1}-(1.3), é uma terna de funções vetoriais (u,w,b) tais que u, 
b pertencem ao espaço U>C·(O, oc; "\;") n LLc(O, oc; D(A)), w pertence ao espaço L00 (0, oc; 
HJ(D)) n LLc(O, oc; D(B)) e satisfaz (1.14)-(1.17). 

Observação 1.2 Se prova que se (u,w,b) é uma solução global forte do problema (1.1)
(1.3), então u1, b1 E L7.ac(O, oc; H) e w1 E L7.oc(O, oc; L2 (D)). E assim, esta condição 
junto com u, b E LJ.oc(O, oc; D(A)) e w E LLc(O, oc; D(B)), implicam por interpolação 
(ver Lema 1.5), que u, b são quase sempre iguais a urna função continua de [0, T] em 
1"(0 < T < oc ); analogamente, w é quase sempre igual a uma função continua de [0, T] 
em HJ(D) (O < T < oc). Consequenternente, as condições iniciais u(O) = u0 , w(O) = 
tc0 , b(O) = b0 são bem definidas. 
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Usando a técnica de linearização e um Teorema de quase ponto fixo, Lukaszewicz [25], 
estabeleceu (sob certas relações entre as viscosidades, os dados u0 , w0 e as forças externas 
f, g) a existência e a unicidade da solução global forte do problema (1.1)-(1.3) quando 
b =O. 

No Capítulo 3, para provar a existência global de soluções fortes de (1.1)-(1.3) (equi
valentemente de (1.14)-(1.17)), sem assumir as restrições feitas por Lukaszewics [25], apli
caremos o método de Galerkin espectral. 

Isto é, consideramos os subespaços finito dimensionais Vk = span{<.p1 (x), ... , <.pk(x)} 
C 1/ e Hk = span{ <,D1 (x), ... , <Pk(x)} C HJ(D), k E IN, as correspondentes projeções 
ortogonais Pk : L2 (D) ---7 Vk e Rk : L2 (D) ---7 Hkl e as soluções aproximadas: 

k k k 

uk (x, t) = L cik( t h:/ (x), wk(x, t) = L dik( t )<Pi(x) e bk (x, t) = L eik ( t)<.pi (x), (1.18) 
i=l i=l i=l 

desemvol v idos em termos das autofunções { cpi} do Operador de Stokes A = - P D. e das 
au tofunções {<,Di} do operador L = 1 B - (a + ,8) \7 di v com B = - D.. Então, os coefi
cientes Cik(t), dik(t) e eik(t) são determinados com a condição que uk, wk e bk satisfaçam 
as seguintes equações: 

u~ + (p + x)Auk + Pk(uk · \7uk) = xPkrot wk + rPk(bk · \7bk) + Pkf , (1.19) 

jw; + 1Bwk- (a+ ,8)\7div wk + jRk(uk · \7wk) + 2xwk 

= xRkrot uk + Rkg, (1.20) 

b~ + vAbk + Pk(uk · \7bk)- Pk(bk · \7uk) =O, (1.21) 

uk(O) = Pkuo, wk(O) = Rkwo, bk(O) = Pkbo, (1.22) 

desde que PkA = APk e RkL = LRk· Ou equivalentemente: 

(u~,cp) + (p+ X) (Auk,<p) + (uk · \7uk,<.p) = x(rotwk,<.p) +r(bk · \7bk,<.p) 

+(f, <.p), (1.23) 

j(w~, <,D) + r(Bwk, <,D)- (a+ ,8) (\7divwk, <,D) + j(uk · \7wk, <,D) + 2x(wk, <,D) 

= x(rot uk, <P) + (g, <,D), (1.24) 

(b~, ~) + v(Ab\ ~) + (uk · \7bk, ~)- (bk · \7uk, ~) =O, (1.25) 

uk(O) = Pkuo, wk(O) = Rkwo, bk(O) = Pkbo, (1.26) 

V <p,~ E v·k e V<,D E Hk. 

Isto é equivalente à formulação fraca: 

(u~, <;) + (p + x) (\7uk, \7<.p) + (uk. \7uk, <.p) = x(rot wk, <.p) + r·(bk. \7bk, <p) 

+(f, <p), (1.27) 
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j ( lLJ~, dJ) + ~;("Vu:k, "V <f;) + (a+ p) (di v wk, di v <f;) + j ( uk · "Vw\ <f;) + 2x( lc\ <f;) 

= x(rot uk, <f;)+ (g, </;), (1.28) 

(b~, 0) + v("Vb\ "V!};)+ (uk. "Vbk, v)- (bk. "Vuk, ~)=o, (1.29) 

uk(O) = Pkuo, u·k(O) = Rku:o, bk(O) = Pkbo, (1.30) 

V cp, w E l·k e V</> E Hk. 

üsando as aproximações (1.18) (as quais existem para todo t ~ O, segundo a estimativa 
energia para a solução fraca) com { </Ji} autofunções do Operador Laplaciano B = -6 e 
(1.23)-(1.26), Rojas-.\Iedar [32] estabeleceu resultados de existência e unicidade da solução 
local forte para (1.1 )-(1.3). Os seus resultados foram os seguintes: 

Teorema 1.5 Sejam os valores iniciais Uo, bo E v·, Wo E HJ (0.) e as forças externas 
f, g E L2 (0, T: L2 (0.)). O < T < x. Então. sobre um (possívelmente pequeno) intervalo 
de tempo [0, Tt], O< T1 ::::; T, o pmblema (1.1)-(1.3) tem uma única solução forte (u, w, b) 
e 

( 2 2( 2( 2( Ut, U't· bt) E L (0, Tt; H) X L o, Tl; L 0.)) X L o, Tt; H). 

Além disso, esta solução pertence ao C([O, Tt]; l") x C([O, Tt]: HJ(rl)) x C([O, Tt]; l"). 
Também, existem C 1-funções F0 (t), F1(t) e F2(t) tais que para quaisquer t E [0, Tt]. 

têm-se: 

llu(t)ll
2 

+ Jliu:(t)ll
2 

+ rllb(t)ll 2 

+ fot ((p + x)II"Yu(T)II
2 

+ iii"Yw(T)II 2 + 2rvii"Yb(T)II 2 )dT 

+ fo
1

(4xllw(T)II 2 
+ 2(a + P)lldivw(T)II

2
)dT::::; Fo(t), 

II"Yu(t)ll 2 + II"Yb(t)il 2 + jJJ"Vw(t)ll 2 

+c fo
1

(11Au(T)II 2 + IIAb(T)Il 2 + IIBu:(T)ll 2 )dT::::; F1(t), 

fot (llut(T)II 2 + llbt(T)II 2 + jJJwt(T)ll 2)dT::::; F2(t). 

Também, as mesmas classes de estimativas são válidas uniformemente em k E N para 
as aproximações de Galerkin ( uk, wk, bk). 

Com hipóteses mais fortes sobre os dados iniciais e as forças externas, obteve o seguinte 
teorema: 

Teorema 1.6 Além das hipóte8es do Teorema 1.5, assumir que v 0 , b0 E ,. r Jl2 (0.). 
1t:o E HJ(rl) r H 2(0.) e f~, g1 E L2(0, T; L2(rl)). Então a solução (u, n·, b) fornecida pelo 



Teo·rema 1.5, satisfaz u, b E L00 (0, T1 ; D(A)), w E L00 (0, T1; D(B)) e 

utJ bt E L00 (0, T1; H) n L2(0, T1; V), Utt, btt E L2(0, T1; V*), 

Wt E L00 (0, T1; L2(0)) n L2 (0, T1; HJ(O)), Wtt E L2 (0, T1; H- 1 
). 

Além disso, 

e têm-se as seguintes estimativas: 

llut(t)ll 2 + jJiwt(t)ll 2 + rllbt(t)ll 2 

+c ht (11Vut(r)ll 2 + IJVwt(r)ll 2 + IIVbt(r)ll 2)dr::; Ho(t); 

IIAu(t)W + IIAb(t)11 2
::; H 1(t); 

IJBw(t)ll 2
::; H2(t); 

h
1

(1lutt(r)ll~·· + l!wu(r)ll~-t + llbtt(r)ll~·-)dr::; H3(t) 

para todo tE [0, T1], onde Hi(t), i= O, 1, 2, 3 são funções contínuas em tE [0, Tt]. 
Também, as mesmas classes de estimativas são válidas uniformemente em k E IN para 

as aproximações de Galerkin ( uk, wk, bk). 

Como uma consequência de acima, usando resultados de Amrouche e Girault [3], para a 
pressão conclui-se: 

Proposição 1.1 Se as hipóteses do Teorema 1.5 são satisfeitas, então existe uma única 
função p E L2 (0, T1 ; H 1(D)/ IR) tal que (u, w, b,p) é a única solução de (1.1)-(1.3), onde 
( u, w, b) é a solução dada pelo Teorema 1. 5. 

Proposição 1.2 Se as hipóteses do Teorema 1. 6, são satisfeitas, então existe uma única 
função p E L00 (0, T1 ; H 1(0)/ IR)nC([O, TI]; L2 (0)/ IR), tal que (u, w, b, p) é a única solução 
de (1.1)-(1.3), onde (u, w, b) é a solução fornecida pelo Teorema 1.6. 



Capítulo 2 

Unicidade e regularidade da solução 
fraca 

Damos um resultado de unicidade da solução fraca das equações do movimento de um 
fluido magneto-micropolar. Também, provamos que as soluções fracas possuem derivadas 
fracionárias no tempo de qualquer ordem menor que 1/4 e condicionalmente possuem 
derivadas fracionárias no tempo de ordem menor que 1/2. 

2.1 Preliminares e resultados teóricos 

Para fixar as notações, daremos as definições dos espaços e resultados a serem usados 
neste capítulo. 

Seja I um intervalo de IR e seja E um espaço de Banach. Os espaços de Sobolev 
fracionários são definidos para O < s < 1, 1 :::; p < oc por 

n·s.p(J: E)= {f E LP(I; E); llfli1t·•·P < oc} 

onde iifii.t·•.p =(f (iif(t)- f(r)iiF,)p dtdr )1/p. 
lrxr it- ris it- ri 

TP·P(I; E) tem estrutura de espaço vetorial e com a norma iifiiw•·P = iifii u + iifii 1t·•·P é 
um espaço de Banach. 

Quando p = 2, observemos que n·s·2 (I; E) coincide algebrica e topologicamente COill 

IP(l; E) como definido no Cap. 1. 
Agora, para qualquer h 2: O seja Ih= {tE I; t +h E I} e denotamos por v 11 (.) a 

função 11h(t) = 11(t +h)- 11(l). Logo, se f E LP(I; E)(l :::; p < oc), então f, .h e .h+ f 
sào todas bem definidas em h.. 
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Os espaços de Nikolskii de ordem s, O < s < 1, 1 ::; p < oc, são definidos por 

NS·P(I; E)= {f E LP(I; E)i; llfll,vs,p < oc} 

onde 
1 (/, ) 1/p llfll,v •. p = sup hs iifh(t)ii~dt . 

h>O Th 

O espaço Ns·P(I; E) com a norma llfiiN•·P = llfllr.P + llfll,v ... p é um espaço de Banach. 
Observamos que se I = (a, /3), então Ih = (a, !3- h) para h < !3- a, h = cjJ para 

h~ !3- a. 
Quando I= (0, T), denotamos 

O seguinte resultado que compara espaços de Sobolev e espaços de 1\"ikolskii, é devido 
a .J. Simon ([39], p. 141, Corolário 24). 

Proposição 2.1 Suponha que s >r (O< r< s < 1, 1 ::; p < oc). Então 

com injeções contínuas. 

Os argumentos que usaremos para obter resultados de regularidade, será baseado sobre o 
clássico Lema de Hardy-Littlewood ([44], p .. 32). 

Lema 2.1 (Hardy-Littlewood) Suponha que j é integrável sobre (0, a). Para todo 
t, O < t ::; a, colocamos 

1 lt -O(t) = sup- f(r)dr, 
ç t- é, .; 

onde O ::; é, < t, 

1 1.; -el(t)=sup-- f(r)dr, 
ç é,- t t 

onde t < Ç ::; a 

1 1.; -e l\1(t) = max{B(t), 01(t)} = sup - f(r)dr. 
. ÇE(O,a] é, - f t 

Então, se j E U(O,a), r> 1, têm-se iV! E Lr(O,a) e 

ra Jl.r(t)dt::; 2 (-
7
-· )r r /'(t)dt. 

lo r- 1 lo 

Cm resultado que será fundamental para obter estimativas nos espaços de :\"ikolskii 
e consequentemente junto com a Proposição 2.1, para obter a ordem da..c;; derivadas fra
cionárias, é o seguinte lema: 
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Lema 2.2 Sejam X, Y dois espaços de Banach, X Y }' continuamente e seja u E 

LP(O, T; X), 1 < p < :x:, satisfazendo a seguinte desigualdade integral: 

rr-h rT-h J.t+h 
lo lluh(t)ll~ .. dt:::; lo lluh(t)llx t 9(r)drdt 

onde uh(t) = u(t +h) - u(t). Então 
1 1 1 

a) Se 9 E L 1 (0, T) e - +- = 1, tem-se u E Np;;·P(O, T; Y). Além disso, 
p q 

1 

lluiiNP:I.p(O,T;Y):::; C llullfP(O,T;Y) 

onde c é uma constante positiva que apenas depende de 11911 r.1 (O,T). 

b) Se 9 E U1(0, T) com ~ + ~ = 1, então u E N*·P(O, T; }') e satisfaz 
p q 

.!. 

llull N~'P(O,T;Y) :::; C llull ~P(O,T;X)' 

onde c é uma constante positiva que apenas depende de 11911 r.q(O.T). 

Prova. 
Prova da parte (a): 

(2.1) 

Fazendo uso do Teorema de Fubini na integral do lado direito da desigualdade (2.1), 
obtemos 

rT-h j·t+h 
lo lluh(t)llx t 9(r)drdt = 

{ 

0 T:::; 0, 
onde r = r O :::; T :::; T - h, 

T- h T > T- h. 

Observe-se que r :::; T - h, T -h > O e 7- T- h = { ~ 
T -T 

Agora, usando a desigualdade de Holder no lado direito de (2.2), temos 

(2.2) 

Ü:::; T:::; h, 
h:::; T:::; T- h, 
T > T- h. 

- - 1/q - 1/p 

.h~, lluh(t)ll ,.rff ~ (1~, lqdt) (1~" lluh(t)ll\·dt) 

17 



desde que r- r - h :::; h. Por outro lado, da definição de uh temos 

logo, 

iiuh(t)JI,:::; llu(t + h)llx + llu(t)llx e desde que (a+ b)P:::; 2P (aP + bP), resulta 

lluh(t)IIP, ::S: 2PIIu(t + h)ll~, + 2PIIu(t)11~, 

rr-h rr-h 
< 2P lo iiu(t + h)ii~dt + 2P lo iiu(t)il\-dt 

< 2P 1r iiu(t)iiP,dt + 2P for iiu(t)ii\·dt 

< 2p+l for iiu(t)ii~df = 2p+l lluii~.P(O,r;X)" 

Assim, desde que r - h 2: O e T:::; T- h, observando (2.4), temos 

Logo, levando a desigualdade acima em (2.3), vem 

Portanto, a última desigualdade e (2.2), implicam 

e desde que por hipótese g E L1 (0, T), tem-se 

(2.3) 

(2.4) 

rr-h lt+h 
lo iiuh(t)ilx t g(r)dr dt ::S: hl/q 2l+l/p II?JIIr.l(O,rJIIullr.P(O,r;x)· (2.5) 

Agora, levando (2.5) em (2.1), resulta 
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o qual implica 

Portanto, com c = 2 1 /p+l/p~ll.911~~(o,T) e da hipótese sobre u junto com a definição dos 
espaços de Xikolskii, conclui-se os resultados da parte (a) do lema. 
Prova da parte (b): 

Neste caso, encontraremos melhores estimativas para o lado direito da desigualdade 
(2.1) do que as obtidas na prova da parte (a). Para isto, será fundamental o uso do Lema 
de Hardy-Little,vood. 

Para o termo do lado direito de (2.1), temos 

rT-h lt+h 
lo lluh(t)llx 

1 
g(r)drdt 

( 
1 lt+h ) onde B1(t) = sup -h g(r) dr . 

h>O , t 

h IoT-h lluh(t)llx (* lt+h g(r)dr )dt 

< h IoT-h lluh(t)lh-Bt(t) dt 

Agora, usando a desigualdade de Holder no lado direito de (2.6), tem-se 

rT-h lt+h ( rT-h ) 1/p ( rT-h ) l/q 
.lo lluh(t)llx t g(r)drdt :S h lo lluh(t)ll\-dt lo Bi(t) dt . 

(2.6) 

(2.7) 

Por hipótese g E L'~(O, T- h), então observando a definição de B1(t), aplicamos o Lema 
2.1_ (Hardy-Littlewood) à segunda integral do lado direito de (2.7), com a= T- h, r= q 
e .f = g, obtendo 

1
T-h ( q ) q 1T-h ( q ) q 1T ( q ) q Bi(t)dt :S 2 -- !J'~(t) dt :S 2 -- !J'~(t)dt = 2 -- lliJIIL(o.TJ· 

o q-1 o q-1 o q-1 

Assim, levando a última desigualdade em (2. 7), vem 

rT-h lt+h ( rT-h ) 1/p ( q ) .lo lluh(t)IIY 
1 

g(r)drdt :S h lo lluh(t)ll\-dt 2 11 '~ q _ 1 11911'-'/(0,Tl 

c o bscn·ando ( 2.'1), resulta 
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logo, com isto em (2.1), obtemos 

desde que 21/q+l/p = 2, e então 

1 ( rr-h p ) 1/p 1/p ( q ) 1/p - 1/p 1/p 1/p 
~~~ h1/P Jo lluh(t)llydf :::; 4 q _ 1 II9IIJ,Q(O,T)IIuiiT.P(O,T;X):::; cllullf.P(O,T;X) 

onde c é uma constante que depende de 11.911 1,Q(O,T)· Portanto, pela hipótese sobre u e da 
definição dos espaços de ::\ikolskii, segue-se os resultados da parte (b) do lema. 

2.2 Unicidade da solução fraca 

Com as notações do Cap. 1, nosso resultado é o seguinte: 

Teorema 2.1 Sejam u0 , b0 E H, w0 E L2 (D), f E L2 (0, T; V*) e g E L2 (0, T; H- 1
). 

Então, existe no máximo uma solução fraca do problema (1.1}-(1.3) tal que 

u, b E L2 (0, T; v") n L00 (0, T; H) n U(O, T; U(D)), 

w E L2 (0, T; Hci(D)) n L00 (O, T; L2 (D)) n U(O, T; Lr(D)), 

2 3 
onde-+- < 1 com r> 3. 

s r-
Além disso, a solução ( u, w, b), se existe, satisfaz 

(u, w, b) E C([O, T]; H) x C([O, T]; L 2 (D)) x C([O, T]; H). 

Prova. A existência da solução fraca ( u, w, b) do problema (1.1 )-(1.3), satisfazendo 

foi provada por Rojas-Medar e Boldrini [33] (ver Teorema 1.4 do Cap. 1). 
A seguir, assumindo que (u, w, b) E U(O, T; F(D)) provaremos que ela é única. 
Para isto, suponhamos que (u 1, w1, bt) E U(O, T; F(D)) é outra solução fraca do 

problema (1.1 )-(1.3) para os mesmos u0 , w0 , b0 , f e g. Também, denotemos 
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Então, de (1.5)-(1.7), temos que p, T} e Ç, satisfazem 

(Pt.'-P) + (p + :x)('Vp, 'Vcp) = -(p· 'Vu,cp)- (u 1 • 'Vp,cp) +r(ç. 'Vb,cp) 

+r(bl · 'VÇ, cp) + ;'<(rot TJ, cp), (2.8) 

j(rJt, cjy) + !('VrJ, 'V o)+ (a+ ,B)(div TJ, divcjy) + 2x(TJ, cjy) 

= -j(p · 'Vw, cP)- J(Ht · 'VrJ, cP) + ;x(rot p, cP), (2.9) 

(Çt, ~·) + v('VÇ, 'Vu) = -(p. 'Vb, 1,0)- (ul. 'VÇ, w) + (Ç. 'Vu, li·)+ (bl. 'V p, 7/J), (2.10) 

V cp, ?i• E l" e V r) E H~(D) 

p( o) = o, TJ (o) = o' ç (o) = o. ( 2.11) 

Colocando cp = p, cjJ = TJ e 0 = r Ç em (2.8)-(2.10) respectivamente, obtemos 

1 d 2 2 
-
2

-
1 

!IPI! + (p + :x)!!'V P!l = -(p · 'Vu, p) +r(~· 'Vb, p) + r(bt ·'V~, p) + x(rot TJ, p), 
ct 

% :~ 11'711
2 + '"'tii'VTJ!I

2 
+(a+ ,B)IIdiv TJII

2 + 2xiiTJII 2 
= -j(p · 'Vw, TJ) + x(rot p, TJ), 

-
2
,. dt !IÇII 2 +v r II'VÇ!I 2 = -r (p · 'Vb, ~)+r (ç · 'Vu, O+ r (bt ·'V p, o, 

r:, f 

desde que (u 1 · 'Vp,p) = (u 1 · 'VTJ, TJ) = ('u 1 · 'VÇ,Ç) =O. 
Somando as igualdades acima, temos 

~ ~
1

1 (IIPII
2 + JIITJII

2 + rll~ll 2 ) + (p + x)II'V Pll
2 + '"'rii'VTJII

2 
+v r II'VÇII

2 

+(a+ U)lldiv '711
2 + 2xl!rJII 2 

= -(p · 'Vu, p) + r(Ç · 'Vb, p)- j(p · 'Vw, TJ)- r(p · 'Vb, ~)+r (Ç · 'Vu, Ç) 

+:x(rotrJ,p)+x(rotp,TJ), (2.12) 

desde que r(b1 • 'VÇ, p) + r(b1 ·'V p, Ç) =O. 

Agora, para r > 3 e ~ + ~ = ~' usando a desigualdade de Holder, temos 
,. p 2 

(2.13) 

2 3 1 3 1 111 
mas, por hipótese - + - < 1 então - + - < - e desde que - = - +- obtem-se 

s ,.-' s 2r-2 2 p r' 

1 1 :3 1 1 1 21 s :31,. 
- > (- + -)-- =- +- =- + -. 
p- s 2r r s 2r 2 6 
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Assim, por interpolação (Teorema 1.4 do Capítulo 1 ), temos llull r,P ~ c llull 2/·illull%r e 
então de (2.13), vem 

(2.14) 

([22], p. 84-85), logo usando a desigualdade de Young e a desigualdade de Holder, primeiro 
s r 

com p = q = 2, logo com p = 2 e q = '3' resulta 

I ( u.Vv, w) I ~ C llull 418 11ull~!tllwll7.r +c 11Vvll 2 ~ c llull 418 11wll7.riiVuW1r +c 11Vvll2 

:::; c llull 2
llwll~.r +c 11Vull 2 +c 11Vvll2 (2.15) 

para u, v E HJ(D) e w E Lr(n). Agora, usando (2.15) e (1.4) do Capítulo 1, estimaremos 
os termos do lado direito de (2.12), como segue 

1- (p· V'u,p)l = l(p· V'p,u)l 
lr(Ç · Vb, p)l = lr(Ç ·V p, b)l 

I- j(p · Vw, rJ)I = IJ(p · Vry, w)l 
I- r(p · Vb, OI = lr(p · VÇ, b)l 

Ir (Ç · Vu, Ç)l = Ir (Ç · VÇ, u)l 

< ê li V PW + CõiiPII 2 IIull'},r, 
< ê li V Pll 2 + aiiVÇII 2 + Cê,O"IIÇII 2 IIbll},r, 
< óiiV''711 2 + ê~jV Pll 2 + cê,IÍIIPWIIwll';,r, 
< ai1VÇII 2 +E li V Pll 2 + Cê,O"IIPII 2 IIbll},r, 
... 

< ai1VÇII 2 + CuiiÇII 2 IIull}.r, 

e para os outros termos, usando as desigualdades de Holder e Young, temos 

lx(rot ry, P)l :::; xllrot TJIIIIPII ~ C.íiiPII 2 + óiiY''7II 2
, 

lx(rotp,ry)l :::; Cêll'711 2 +êiiVPII 2
-

Logo, levando as estimativas acima em (2.12), obtemos 

~ :~ (IIPII 2 + Jll11ll 2 + riiÇII 2
) + (p + x)IIV' Pll 2 + "tiiY'77II 2 + vr IIVÇII 2 

~ 5E IIV Pll 2 + 2 óiiV'711 2 + 3 aiiVÇII 2 + C-IIPII 2
IIull~,r + Cê,O"IIÇII 2 IIbll},r 

+Cc,IÍIIPII 2 IIwll},r + Cc,uiiPII 2 IIbll},r + CuiiÇII 2 IIull},r + CsiiPII 2 + Ccll'7ll 2
, 

p+x 1 vr escolhendo E= lÜ' 6 = '4 e a= 6 , tem-se 

:t (IIPII 2 + Jll11ll 2 + riiÇII 2
) + (Jt + x)IIV Pll 2 + riiY'11II 2 + vr IIVÇII 2 

~c (IIPII 2 + Jll11ll 2 + riiÇII 2

HIIull~.r + llwll~.r + llbll~.r + 1), 

o qual implica 
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onde c > O depende apenas dos parâmetros fixados no problema. 
Então, integrando de O a t, resulta 

llp(t)ll 2 + Jlll7(t)ll 2 + riiÇ(t)ll 2 :S c fo
1

(llp(r)ll 2 + JlllJ(r)ll 2 + r·IIÇ(r)II 2 )<P(r)dT 

+llp(O)W + ]llrJ(O)II 2 + riiÇ(O)II 2 (2.1G) 

onde <P(t) = llu(t)ll'f.r + llw(t)ll~.r + llb(t)ll~,r + 1. 
Logo, usando a desigualdade de Gromvall em (2.16), para todo t E [0, T] tem-se 

llp(t)ll 2 + )llrJ(t)ll 2 + riiÇ(t)ll 2
::; (llp(O)II 2 + )1117(0)11 2 + riiÇ(O)II 2

) exp(c fot <I>(r)dr), 

rt 
mas, como u, w, b E L5 (0, T; Lr(D.) ), resulta que lo <I>( r)dr) < oc e então observando 

(2.11), a última desigualdade implica que p(t) = n(t) = Ç(t) =O para todo t E [0, T], 
conseq uentemen te 

u(t) = u 1(t), w(t) = u: 1(t) e b(t) = b1 (t) Vt E [0, T], 

demonstrando a unicidade. 
Agora, observe-se que para provar a continuidade de (11, w, b) é suficiente mostrar quP 

11t, bt E L2 (0, T; ~··)e tc1 E L2 (0, T; H- 1
). 

De fato, corno 11, b E L2 (0, T; ~·), w E L2 (0, T; HJ(D.)) e se Ut, b1 E L2 (0, T: \ .• ). n·1 E 

L 2 (0, T; H- 1), então por interpolação (Lema 1.5 do Cap. 1) implicam u, b E C([O, T]: li) 
e w E C ( [O, T]; L 2 

( D.)). 
A seguir, demonstraremos que u1, b1 E L2 (0, T; ~··)e w1 E L2 (0, T; H- 1

). 

De (1.5)-(1.7), têm-se 

l(ut(t), ·;;)I < (p + x)I(Vu(t), Vc;)l + l(u(t) · Vu(t), cp)l + rl(b(t) · Vb(t), cp)j 

+xl(rotw(t),cp)l + I(J(t),c;)l, (2.17) 

j I ( w t ( t) , rt>) I < ~~ I ( v w ( t) , v rt>) I + (a + i3) I (di v w (t) , di v rt>) I + 2 x I (ti' (t) , rt>) I 
+ j I ( u (t) · V w ( t), <P) I + X I ( rot u ( t), ri>) I + I (g ( t), <P) I, ( 2.18) 

l(bt(t), w)l < vi(Vb(t), V1/l)l + l(u(t) · Vb(t), 1/1)1 + l(b(t) · Vu(t), ~·)1, (2.19) 

V cp, 0 E ~· e V ó E HJ(D.). 

Agora, observando (2.1--1), tem-se 

l(u(t) · Vb(t), t))l = l(u(t) · V7;J,b(t))l :S cllu(t)ll 2/sllu(t)ll{(rlltbllvllb(t)llr.r 

e desde que u E Lx(o, T; H), vem 
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Analogamente, 

l(u(t) · \7w(t),if>)l = l(u(t) · \71j>,w(t))l ~ cllu(t)ll~rllw(t)llr,rii4>IIH6· 

Também, temos 

l(\7u(t), \7'P)I < llu(t)llvii'PIIv, 

l(divw(t),divif>)l < ll\7w(t)llll\74>ll ~ cllw(t)IIH6111>IIH6' 
l(rotw(t),'P)I < llrotw(t)IIII'PII ~ cll\7w(t)IIII'PIIv ~ cllw(t)IIHóii'Pih:· 

Então, levando em conta estas estimativas, estimamos os termos do lado direito de (2.17)
(2.19), como segue: 

I (ut(t), 'P)I < c llu(t) lldi'PIIv +c llu(t)llttrllu(t)ll u II'PIIv +c llb(t)llttrllb(t)ll r, r II'PII\-' 

+c llw(t)ll HJ II'PIIv + llf(t)llv·II'PIIv, (2.20) 

Jl (wt(t), 1>) I < 3 c llw(t)ll H6114>11 Hó +c llu(t)lltfrllw(t)ll r,r II<PII Hó 
+c llu(t)llvii1>11Hó + llg(t)IIH- 1 II<PIIH6' (2.21) 

l(bt(t), V;)l < c llb(t)II\-·IIV;IIv +c llu(t)llt!rllb(t)lluii1/JIIv 

+c llb(t)ll~(rllu(t)llull1/lllv- (2.22) 

~[as, por definição 

então, de (2.20)-(2.22), temos 

llut(t)ll~·· < c(llu(t)llv + llu(t)ll~rllu(t)llu + llb(t)ll~rllb(t)llu 
+llw(t)ll HJ + llf(t)llv· ), (2.23) 

Jllwt(t)IIH- 1 < c(llw(t)IIH6 + llu(t)ll~rllw(t)llu + llu(t)llv + llg(t)IIH- 1 ), (2.24) 

llut(t)llv· < c (llb(t)llv + llu(t)ll~rllb(t)llu + llb(t)ll~rllu(t)llr.r ), (2.25) 

onde c > O depende apenas dos parâmetros fixados no problema. 
Por outro lado, desde que por hipótese u, w, b E U(O, T; Lr(D)), então 

t-+ llu(t)llu E Ls(o, T), t-+ llw(t)llu E V(O, T) e t-+ llb(t)llr.r E V(O, T), 

também, desde que u, b E L2 (0, T; ~·),temos 

l ~r l 2r 

t-+ llu(t)ll\- E L3(0, T) e t-+ llb(t)llr E L3(0, T). 
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1 3 1 
Consequenterneute, como por hipótese - + - :S -, usando a desigualdade de Holder 

s 2 r 2 
generalizada (Teorema 1.3 do Cap. 1), obtemos 

l 2 
t-+ llu(t)llr.rllu(t)ll{· E L (0, T), 

3 

t-+ llb(t)llr.rllb(t)llf· E L2 (0, T) 
3 

t-+ llw(t)llr.rllu(t)llf· E L2 (0, T), 
3 

t-+ llb(t)llr.rllu(t)llf· E L 2 (0, T) 
3 

t-+ llu(t)llullb(t)llf· E L2 (0, T). 

Portanto, como u, b E L 2 (0, T; F) e w E L2 (0, T; HJ(D)), usando as conclusões acima 
junto com as hipóteses sobre f e g, de (2.23)-(2.25) conclui-se 

completando a prova do teorema. 

2.3 Regularidade da solução fraca 

Os seguintes resultados estendem os principais resultados de [43] para equações ele fluido 
magneto-micropolar. 

Teorema 2.2 Sejam u.o, bo E H, wo E L2 (0.), f E L2 (0, T; ~-*) e g E L2 (0, T: IJ- 1
). 

Então, a solução fraca. ( u, ~c, b) do problema. ( 1.1 )- ( 1. 3), pertence ao espaço de Nikolskii 

Teorema 2.3 Além das hipóteses do Teorema. 2.2, assumir que a solução fraca (v, 11:, b) 
do problema. (1.1)-(1.3) pertence ao (L4 (0, T; L4 (0.))) 3

. Então (u., ~c, b) pertence ao espaço 
fraciona.l de Nikolskii 

O seguinte teorema é um resultado da regularidade da solução fraca: 

Teorema 2.4 Se as hipóteses do Teo·rema 2.2 são satisfeitas, então 
a.) A solução fraca. (u, u·, b) do problema. (1.1)-(1.3), possui derivadas fracionárias de 

1 
qualquer ordem menor que -. 

4 
b) Se a solução fraca (u,lc,b) do problema. (1.1)-(1.3) pertence ao (L~(O,T;L 4 (0))rl. 

1 
então ( 11, 11', b) possui derivadas fracionárias de qualquer onlPm menor que "2. 



Prova do Teorema 2.2 

Com as notações da Seção 2.1, consideramos I= (O, T). Então, lembrando a notação 
uh(t) = u(t +h)- u(t), integramos (1.5) - (1.7) de ta t +h, obtendo 

l
t+h lt+h 

-(p + x) t (V'u(r), V''P)dr- t (u(r). V'u(r), 'P)dr 

l
t+h lt+h lt+h 

+r t (b(r) · V'b(r), <p)dr + x t (rot w(r), 'P)dr + t (f( r), <p)dr, 

l
t+h lt+h 

= -"( t (V'w(r),V'<P)dr-(o:+,B) t (divw(r),div<P)dr 

l
t+h lt+h 

-2x t (w(r),<P)dr-j t (u(r)·V'w(r),<P)dr 

l
t+h lt+h 

+x t (rotu(r),<P)dr+ t (g(r),<P)dr, 

l
t+h lt+h 

- -v t (V'b(r), V'~)dr- t (u(r) · V'b(r), ~)dr 

l

t+h 
+ t (b(r) · V'u(r), ~)dr, 

onde h > O é tal que (t +h) E (0, T). 
Pondo 'P = uh(t), <P = wh(t) e ~ = bh(t) nas igualdades acima, obtemos 

l
t+h lt+h I (J-L + x) t (V'u(r), V'uh(t)) dr I+ I t (u(r). V'u(r), uh(t)) dr I 

l
t+h lt+h +I r t (b(r) · V'b(r),uh(t))drl +I X t (rot1L;(r),uh(t))drl 

l
t+h 

+I t (f( r), uh(t)) dr I, (2.26) 

l
t+h lt+h 

< I "f t (V'w(r), V'wh(t)) dr I+ I (o:+ ,8) t (div w(r), div wh(t)) dr I 
rt+h lt+h 

+I2Xjt (w(r),wh(t))drl+lj t (u(r)·V'w(r),wh(t))drl 

l
t+h lt+h +I X t (rotu(r),wh(t))drl +I t (g(r),wh(t))drl, (2.27) 

l
t+h lt+h 

< lv t (V'b(r),V'bh(t))drl+l t (u(r)·V'b(r),bh(t))drl 

l

t+h 
+I t (b(r) · V'u(r), bh(t)) dr I· (2.28) 
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Agora, usando a desigualdade de Hõlder, estimaremos os termos do lado direito de (2.26)
(2.28), como segue: 

rt+h 
I (p + x) lt (V'u(r), V'uh(t)) dr 1 

rt+h 
< c lt I (V'u(r), V'uh(t)) I dr 

rt+h 
< c lt IIY'u(r)IIIIY'uh(t)ll rir 

rt+h 
< clluh(t)lk lt llu(r)llvrlr. 

Analogamente, 

Observemos que 

rt+h 
l(o+3)}

1 
(divw(r),divwh(t))drl < 

rt+h 
c lt i(divv;(r),divu.~h(t))irlr 

r+h 
< c lt IIY'w(r)IIIIV'u;h(t)ll rLT 

i
t+h 

< C I lu; h (f) li H 1 li u; ( T) li H 1 rJ T · 
o t o 

Também, observando que HJ(0.) "---? U(0.), temos 

Agora, 

l2x lt+h (w(r), wh(t)) dr I < c lt+h I (n~(r), lrh(t)) I dr 

rt+h 
< c lt lltc(r)llllwh(t))ll dr 

i
t+h 

< cllwh(t)IIH1 llw(r)IIH1 rlr. 
o t o 

rt+h 
I lt (u(r) · V'u(r), uh(t)) dr I 

rt+h 
< lt l(u(r)·V'u(r),uh(t))jdr 

rt+h 
< lt l(v(r).V'uh(t),v(r))lrlr 

rt+h 
< j t li U ( T) 117.411 \7 Uh (f) ) li d T 

!
t+h 

< cjju,Jt)ik.t llu(r)ll71rh. 
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Analogamente, 

l
t+h lt+h I r t (b(r) · \i'b(r), uh(t)) dr I ::; c lluh(t)llv t l!b(r)lli,4 dr. 

Também, usando as desigualdades de Hõlder e Young, temos 

l

t+h 
lj t (u(r) · \i'w(r),wh(r))drj 

l

t+h 
< c t I (u(r) · \i'wh(t), w(r)) I dr 

l

t+h 
< c t llu(r)llr,411Vwh(t)llllw(r)!lr,4 dr 

l

t+h 
< c !lwh(t)IIHri t llu(r)llr,411w(r)llr,4 dr 

l

t+h 
< c llwh(t)IIHri t (!lu(r)lli,4 + llw(r)lli,4) dr. 

Similarmente, 

l

t+h 
I t (u(r)·V'b(r),bh(t))drl 

lit+\b(r) ·\lu( r), bh(t)) dr I 

Também, desde que HJ(O) Y L2(0) e~, Y H Y L2(0), temos 

l

t+h 
I X t (rot w( r), uh(t)) dr I l

t+h 
< c t I (w(r), rotuh(t)) I dr 

l

t+h 
< c t llw(r)llllrotuh(t)ll dr 

l

t+h 
< c llw(r)IIH' IIVuh(t)ll dr 

t o 

l

t+h 
< clluh(t)!!v !lw(r)IIH' dr, 

t o 

l

t+h 
lx t (rotu(r),wh(t))drl l

t+h 
< c llwh(t) li H, !lu( r)llv dr. 

o t 

Observemos que 

l

t+h 
I t (!(r), uh(t)) dr I l

t+h 
< t I(!( r), uh(t)) I dr 

l
t+h 

< t llf(r)llv·lluh(t)ll·vdr 

l
t+h 

< lluh(t)llv t llf(r)llv-dr. 
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Similarmente, 

Então, levando estas estimativas em (2.26)-(2.28), obtemos 

l
t+h 

c \\u.h(t)\h: t (JJu(T)\\v + \Ju(T)\\7.4 + \\b(T)\\7.4 

+\\w(T)\\H~ + \\f(T)\\v·) dT, 

l
t+h 

< C \\wh(t)\\Hb t (J\w(T)\\Hó + \Ju(T)\\7.4 + \Jw(T)\\7.4 
+1\u( T) \I v + \\g( T) li f(-1) dT, 

l
t+h 

c \\bh(t)\\v t (\\b(T)\\v + \\u(T)\\7_4 + \\b(T)\\7.4) dT, 

(2.20) 

(2.:30) 

(2.:31) 

onde c > O é uma constante genérica que depende apenas dos parâmetros fixados no 
problema. 

Agora, observando que H 1(0) Y L4 (0) e integrando com respeito a t desde O a T- h 
as desigualdades (2.29)-(2 .. 31), resulta 

Assim, 

rT-h lt+h 
J 

0 
li uh ( t) li v 

1 
c ( li u ( T) I h · + li u ( T) li ~- + li b ( T) li ~ · 

+\\w( T)\\ f{ 1 + \\f( T) \!v·) dT dt, o 

l
T-h lt+h 

< \\tch(t)\\H' c(J\w(T)\\H' + \\u(T)\Ji· + \\w(T)\Jt, o o t o o 

+1\u(T)\\v + \\g(T)\\ff-1) dTdt~ 
rT-h lt+h 

< lo \\bh(t)\lv 
1 

c(\\b(T)\lv + \\u(T)\\~- + \\b(T)\\{-)riTdt. 

lT-h 
0 

\\uh(t)\\ 2 dt < 1T-h lt+h 
0 

1\uh(t)\\v 
1 

gt(T)dTdt, 

lT-h lT-h lt+h 
0 

\Jtch(t)\\ 2 dt < 1\u·h(t)\\H' g'2(T)dTdt, o o t 

foT-h \\bh(t)\\ 2 dt < 1T-h lt+h 
O \lbh(t)\k t g:J(T) dTdf, 

onde gt(t) = c(JJu(t)J\v + JJu(t)JJi- + \\b(t)\1~- + \Ju·(t)J\"Ó + 1\f(t)Jk·), 
92 (t) = r( \In· ( t) li f{ 6 + li v ( t) li r + \\te (t) li~ 6 + li u (t) li v + li g (t) li /{- 1 ) ' 

.'h u ) = c( 11 h ( , ) 1 ~v + 11 u ( t ) 11 r + 11 b ( ') 11 r ) . 
20 

(2.:32) 

(2.33) 

(2 .. 11) 



Mas, u, b E L2 (0, T; V) e w E L2 (0, T; HJ(D)), então 

t -+JJu(t)JJ~· E L1(0, T), t-+ Jlb(t)Jl~ E L1(0, T), t-+ Jlw(t)Jl~~ E L1(0, T), 
o 

logo, desde que f E L1 (0, T; V*) e g E L1 (0, T; H-1
), concluirnos que g1, g2 , g:3 E 

Ll(O, T). 
Portanto, aplicando o Lema 2.2-(a) em (2.32) e (2.34) com p = 2, Y = H e X = ~·, 

resulta u, b E Ni· 2(0, T; H). Similarmente, usando Lema 2.2-(a) em (2.33) com p = 
2, Y = L2 (D) e X = HJ(D), ternos w E N-i-·2 (0, T; L2 (D)). Assim, a prova do teorema 
está completa. 

Prova do Teorema 2.3 

Integrando as desigualdades (2.29)-(2.31) com respeito a t desde O a T- h, obtemos 

rT-h rT-h rt+h 
lo lluh(t)Jl 2 dt < lo Jluh(t)Jlv lt fll(r)drdt, (2.35) 

ln
T-h IoT-h lt+h 

Jlwh(t)Jl 2 dt < Jlwh(t)Jl ffl g2 (r) dr dt, (2.36) 
o o o t 

rT-h rT-h lt+h 
lo Jlbh(t)JJ 2dt <lo Jlbh(t)Jlv t g3(r)drdt, 

onde fJ1(t) = c(Jlu(t)Jl\-' + Jlu(t)Jlj.4 + Jlb(t)J1}4 + Jlw(t)JIHó + Jlf(t)Jlv·), 

fJ2(t) = c(Jlw(t)JIHci + Jlu(t)J17.4 + Jlw(t)Jl7.4 + Jlu(t)Jlv + Jlg(t)JIH-1), 

g3(t) =c (Jlb(t)Jl\-· + Jlu(t)Jl7.4 + Jlb(t)Jl7.4). 

Agora, como u, w, b E L4 (0, T; L4 (D)) , ternos 

t-+ Jlu(t)J17.4 E L2 (0, T), t-+ Jlb(t)Jlj.4 E L2 (0, T), t-+ Jlw(t)Jij.4 E L2 (0, T), 

(2.37) 

logo, desde que u, b E L2 (0, T; V), w E L 2 (0, T; HJ(D)), f E L 2 (0, T; V*) e g E 

L 2 (0, T; H-1
), concluirnos que g1, fJ2, g3 E L2 (0, T). 

Portanto, aplicando o Lema 2.2-(b) em (2.35) e (2.37) com p = q = 2, Y = H 
e X = V, obtemos u, b E NI•2 (0, T; H). Também, com p = q = 2, Y = L 2 (D) e 
X= HJ(D), o Lema 2.2-(b) junto com (2.36), implicam w E NI·2 (0, T; L2 (D)). 

Isto completa a prova do teorema. 

Prova do Teorema 2.4 

Parte (a): Usando o Teorema 2.2, junto com a Proposição 2.1 com s = t,p = 2 e r= a, 
obtemos para O < a < t 

u, b E N-i-·2 (0, T; H) y fVn· 2(0, T; H) = Hn(o, T; H), 

w E Ni· 2 (0, T; L2(D)) y n·n·2 (0, T; L2 (D)) = Hn(o, T; L2 (D)). 
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Parte (b): "Csando o Teorema 2.3, junto com a Proposição 2.1 com s = t,p = 2 e r= a, 
obtemos para O< a< t 

11, b E SI'2 (0, T; H) Y ~V 0 ' 2 (0, T; H)= H 0 (0, T; H), 

w E JVI·2 (0, T; L2(0)) Y ~V 0 ' 2 (0, T; L2 (D)) = IJO(O, T; L2 (D)). 

Por outro lado, 11, b E n·a·2 (0, T; H) se e somente se (1 + r 0 )u*, (1 + ra)b* E L2 (1R7 ; H), 
onde 11*(t) = 11(t) para t E [O, T] e 11*(t) = O em outro caso, u* é a transformada ele 
Fourier de 11* em t, analogamente para b*. Também, 1v E nra,2 (0, T; L2 (D)) se e somente 
se (1 + ra)u}* E L 2 (~; L2 (D)). 

Isto mostra que a sol uçào fraca ( 11, w, b) tem derivada fracionai de ordem a de fi u ido 
por 

d lt z(s) 
Dfz(t) = -d ( ) ds to t-sa 

onde z = 11, z = w ou z = b pertencem ao L2 (0, T; H) x L2 (0, T; L2 (D)) x L2 (0, T; H). 
Isto completa a prova do Teorema 2.4. 
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Capítulo 3 

Existência global de soluções fortes 

Usando o método de Galerkin espectral, provamos a existência de uma única solução 
global no tempo para as equações do movimento de um fluido magneto-micropolar sem 
assumir que as forças externas possuem decaimento no tempo e também quando as forças 
externas possuem decaimento exponencial no tempo. Além disso, obtemos estimativas 
uniformes no tempo da solução que são usadas para obter estimativas de erro para as 
soluções aproximadas. 

Para provar os resultados de existência, usaremos as aproximações de Galerkin uk, wk 
e bk desemvolvidos em termos das autofunções do Operador de Stokes A e do operador 
L = -"(6.- (a+ f])V'div (ver (1.18) do Cap. 1), também combinaremos os argumentos 
usados por Rojas-Medar[32] e Heywood e Rannacher [16]. Com esta técnica, a solução 
obtida tem maior regularidade (que é necessária para obter estimativas de erro) do que a 
atingida por Lukaszewics [25], além disso, estabelemos a existência da solução sem impor 
nenhuma relação entre as viscosidades, os dados iniciais e as forças externas, condição 
que Lukaszewics [25] precisa para obter os seus resultados. 

3.1 Existência global da solução no caso de forças 
externas sem decaimento 

A existência global de soluções fortes sem assumir decaimento exponencial nas forças 
externas, será obtida usando exponenciais como funções peso, a qual é uma forma de 
trabalhar inspirada de Heywood e Rannacher [16]. 

3.1.1 Existência e unicidade da solução 

"Um análogo ao Teorema 1.5 do Capítulo 1 (com T = oc), é o seguinte resultado. 
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Teorema 3.1 Sejam os valores iniciais u 0 , b0 E F, w0 E HJ(D.) e as forças externas 

f,g E Lx(o, x; L 2 (0)). Se lluollv, llwoiiHó• llbollv, IIJI!r,:"'(O,x:P(O)) e llgllr.x(o,x:U(í2ll são 
suficientemente pequenas, então a única solução forte ( u, w, b) do problema ( 1.1 )-( 1. 3) 
existe globalmente no tempo e satisfaz u, b E C([O, oc); v") e w E C([O, x); HJ(O)). Além 
disso, para qualquer fJ > O existem algumas constantes positivas Af, 1Vf1 e 1\!2 , tais que 

sup{IIVu(t)ll 2 + JIIVw(t)ll2 + IIVb(t)ll2} s; A/, (:3.1) 
t~O 

supe-Bt rt e0r{IIAv(T)II 2 + IIBw(T)II2 + IIAb(T)II2}dT s; j\,[1, (3.2) 
t~o lo 

supe-ot {t e0r{ilut(T)II 2 + llwt(T)II2 + ilbt(T)ii 2 }dT s; Af2. (:3.3) 
t~o lo 

Também, as mesmas classes de estimativas são válidas unifo·rmemente em k E N para 
as aproximações de Galerkin. 

Prova. Começamos provando as estimativas no tempo de 11Vu(t)il2+ll\7w(t)II 2+IIY'b(t)ii 2
-

Primeiro encontraremos estimativas para as aproximações de Galerkin ( ,·er (1.18) do 
Cap.l) e logo para a solução no limite. 

Considerando c;;= Auk em (1.23) e v= Abk em (1.25), ternos 

~ id 11Vvkll2 + (11 + x)IIAukll 2 = \(rot wk, Avk) + r(bk · \lbk, Avk) +(f, Auk) 
2d 

-(uk · Vv\ Auk), 

~ d IIVbkll 2 + vjjAbkll 2 = -(uk · \lbk, Abk) + (bk · \luk, Abk). 
2 dt 

Agora, usando as desigualdades de Young e Holder, a imersão de Sobolev H 1(0) Y L 6 (0) 
e a desigualdade de Sobolev li vil r,3 s; c li uil 1

/
2jiVuli 1/2

, para qualquer f > O e 6 > O, 
obtemos as seguintes estimativas: 

lx(rot 1ck, Auk)l < 
I r ( bk · \7 b\ A u k) I < 

< 
l(f,Auk)l < 

i(uk · \lvk, Auk)i < 
< 

I ( 11 k . \7 bk, A bk ) I < 
< 

I (I/· \luk, All)i < 
< 

C:-11Vwkll 2 + =11Aukll 2, 

cjjbkll r. 6 IIVbkll Pil Aukii s; cjl\lbk 11 312 11 Abkli 112 ii Auk li 

Cc,c5IIVbkll 6 + 6IIAbkll 2 + EIIAvkll 2
, 

C:ll/11 2 + EIIAukll2, 
ciiukllr.6 11VukiiPIIAukil s; cjj\7ukii 312 11Aukll 312 

CciiVukll 6 + EjjAukil 2, 

r li uk li r. 6 11 \7 bk li Pil Abk li s; c li \7 uk 1111 \lbk 11 112 11 Allli 312 

C.;jj\7ukii'111Vbkll2 + 6IIAbkll2, 

c li!/ li r.ô li V li li r.-1 11 Abk li s; r li \7 bk 1111 \luk 11 112 11 A vk 11 112 11--\bk li 

C,_,;IIVbkll.tiiVl/11 2 + =11-·h/11 2 + 6IIAbkll 2
-



Levando estas estimativas nas identidades acima e somando, obtemos 

1 d 
2 dt (IIV'ukll 2 + IIV'bkll 2

) + (p + x)IIAu.kll 2 + viiAbkll 2 

:S CÕIIV'wkll 2 + Cõ,<~"IIV'bkll 6 + CêiiV'ukll 6 + C<~"IIV'ukii 4
IIV'bkll 2 

+Cê,<~"IIV'bkii
4
IIV'ukll 2 + Cêllfll 2 + 5EIIAukll2 + 3óiiAbkll 2· (3.4) 

Agora, observemos que Lw = rBw - (a+ ,B)V'div w é um operador fortemente elítico, 
consequentemente 

(Lw, Bw) ~ riiBwll 2- NoiiV'wll2 

onde N0 > O depende apenas de 1, a+ ,8 e 8D ([17], p. 70). 
Logo, pondo rjJ = Bwk em (1.24) e usando (3.5), para qualquer a> O, obtemos 

t~IIV'wkll 2 + riiBwkll 2 
2 dt 

(3.5) 

:::; NoiiV'wkll2 + x(rot uk, Bwk) + (9, Bwk)- j(uk · V'wk, Bwk)- 2x(wk, Bwk) 

:S NoiiV'wkll2 + ci711V'ukll 2 + cl7ll9ll 2 + ci711V'ukii 4 IIV'wkll2 

+ci711V'wkll2 + 4ai1Bwkll2· (3.6) 

Escolhendo E > O, ó > O e a > O suficientemente pequenos, somando (3.4) e (3.6), resulta 

:t (IIV'ukll 2 + JIIV'H;kll2 + IIV'bkll2) + (p + x)IIAukll 2 + riiBwkll 2 + viiAbkll 2 

:::; c(IIV'bkll 6 + IIV'ukll6 + IIV'ukii 4 IIV'bkll2 + IIV'bkii 4 IIV'ukll2 + IIV'ukWIIV'wkll2) 

c(IIV'ukll 2 + IIV'wkll2) + c(ll/112 + 11911 2)· 

Então, tem-se 

:t (IIV'ukll 2 + JIIV'wkll2 + IIV'bkll 2) + ((p + x)IIAukll 2 + riiBwkll 2 + viiAbkll 2) 

:S c3(11V'ukll 2 + JIIV'wkll2 + IIV'bkll2)3 + c2(11V'ukll 2 + JIIV'wkll2 + IIV'bkll2) 

+c (11!11 2 + 11911 2). (3. 7) 

Isto leva à desigualdade diferencial: 

d 
d/(t) + ((t) :::; c3çJ(t) + c2Ç(t) + c1 (3.8) 

onde Ç(t) = IIV'uk(t)ll 2+ jiiV'wk(t)II2+IIV'bk(t)ll2, ((t) = (p+x)IIAuk(t)ll 2 +riiBwk(t)ll 2 + 
viiAbk(t)ll 2 e c1 =c sup(llf(t)ll 2 + ll9(t)ll2). 

12:0 
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Por outro lado, desde que JluiiH2 é equivalente a IIAuJI e llwiiH2 é equivalente a IJBwJJ, 
existem constantes positivas c4, c5 e c6 , tais que 

então, considerando c7 = min { c4 , c.5, c6} > O, tem-se 

(3.9) 

levando isto em (3.8), vem (3.10) 

Observe-se que se Ç(t) ~ 1 para todo t ~O o resultado (3.1) é obvio. Então, suponhamos 
que existe um t 1 >O e um intervalo [t 1 , t 2 ), t 1 < t 2 tal que 

Ç(t) ~ 1 para todo tE [0, tt), Ç(tt) = 1 e Ç(t) > 1 para todo tE (t 1, t2 ). 

Logo, desde que Ç(t) ~ (l(t) para todo tE [t 1, t 2 ), de (3.10) tem-se 

Consideremos a equação diferencial 

d 
-ry(t) 
dt 

'7( tt) 

c8 rJ 3(t)- c7TJ(t) + c1 = G(c1, T}(t)), 

Ç(tl). 

Então, a última desigualdade diferencial, implica que 1 ~ Ç(t) < TJ(t) para todo t no 
intervalo ele existência [t 1, t 2 ). 

Agora, observemos que quando c1 = O, temos 

d 
-d TJ(t) = CsTJ3(t)- c7T}(t) = G(O, TJ(t)). 

t 

As raizes de G(O, TJ) são TJ =O e TJ = (
7

)
112

, então existe t* E [t 1 , t 2 ) tal que TJ(t*) = (
7 

)
1

/
2

. 
Cg Cg 

Assim, TJ atinge o máximo em t*, isto é, r(O) = ( 7
)

1
/

2 é uma raiz simples inestável de 
Cg 

G(O, rJ). Logo, para c1 suficientemente pequeno, G(c1, TJ) também tem uma raiz simples 
inestável r(cl) perto de r(O). Então, temos que 1 ~ Ç(t) ~ rJ(t) ~ r(cl) < +x para todo 
f E [t 1, 12 ). Portanto, se O< Ç(O) < 1, existe uma constante M = max{1, r(cr)} >O, tal 
que O~ Ç(t) ~ rJ(f) ~ r(cl) < +x para todo t ~O. Isto é, 
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sup{ ll\7uk(t)ll 2 + jll\7wk(t)ll 2 + IIY'bk(t)W} ~ Jovf. (3.11) 
t;:::o 

Multiplicando a desigualdade (3.8) por e0t, () > O, e integrando no tempo de O a t, temos 

e0t(ll\7uk(t)ll 2 + jll\7wk(t)ll 2 + ll\7bk(t)ll 2
) 

+ fot e07 ((tt + x)IIAuk(r)ll 2 + riiBwk(r)ll 2 + viiAbk(r)ii 2 )dr 

~ IIY'uk(O)II 2 + j!IY'wk(O)II2 + IIY'bk(O)II 2 

+c3 ht eor[IIY'uk(r)ll2 + jll\7wk(r)ll2 + IIY'bk(r)ll2]3dr 

+c2 ht eor(IIY'uk(r)ll2 + jll\7wk(r)ll2 + IIY'bk(r)ll2)dr 

+B ht efJr(IIY'uk(r)ll2 + jll\7wk(r)ll2 + ll\7bk(r)li2)dr + Ct ht eordr. 

Logo, observando (3.11), obtemos 

e0t(ll\7uk(t)il 2 + jll\7wk(t)ll 2 + IIY'bk(t)ll 2) 

+ fot e0T((tt + x)IIAuk(r)W + riiBwk(r)W + viiAbk(r)li 2)dr 

~ IIY'uoll 2 + jiiY'woll2 + IIY'boll 2 + (c3l'vf3 + c2AI + ()Jovf + ct) ht e07 dT. 

Então, considerando o min{1,j,p+ X,!, v} e multiplicando por e-ot, temos que 

ll\7uk(t)ll 2 + ll\7wk(t)ll 2 + ll\7bk(t)ll 2 

+e-Ot fot e07 (11Auk(r)il 2 + IIBwk(r)ll 2 + IIAbk(r)ll 2 )dr 

::; ce-ot(IIY'uoll 2 + jiiY'woll 2 + IIY'boll 2
) + ce-Ot ht e07 dT ~ Jovf1 

desde que O< e-ot ~ 1 e e-ot ht e0rdr = ()- 1(1- e-ot) ~ ()- 1 . 

Portanto, conclui-se que 

supe-(}t rt e07 (11Auk(r)il 2 + IIBwk(r)ll 2 + IIAbk(r)ll 2 )dr ~ Ah. (3.12) 
t;::::o lo 

Além disso, desde que e07 2: 1 para todo r 2: O, (3.12) implica 

fo\11Auk(r)ll 2 + IIBwk(r)il 2 + IIAbk(r)ll 2 )dr 

~ fot e0r(IIAuk(r)il 2 + 11Bwk(r)ll2 + IIAbk(r)ii 2 )dr ~ i\!te0t. (:3.13) 
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Assim, de (3.11) e (:3.1:3), resulta que 

{ uk}, {bk} são uniformemente limitadas em L00 (0, x; ·v) n L~.oc(O, x; D(A)) (:3.1"1) 

e {wk} é uniformemente limitada em L00 (0, oc; H~(D)) n LLc(O, x; D(B)). (3.15) 

Agora, provaremos as outras estimativas, as devemos provar primeiro para as apro
ximações (uk, wk, bk) e então levar para a solução (u, w, b) no limite. 

Considerando ..p = uf em (1.23), <P = wt em (1.24) e 1j; = bf em (1.25), obtemos 

llu~ll 2 = x(rot wk, u~) + r(bk · \lbk, u~)- (uk o \luk, u~) 

-({t + x) (Auk, u~) +(f, u~), (301G) 

a; :3 :t lldiv wkll 2 + J!lw~ll 2 = x(rot u\ w~) - 2x( wk, w~) - j( uk o \l1ck, n:~) 

-~t(Bwk, w~) + (g, w~), (3017) 

llb:ll 2 = (bk o \luk, b:)- (uk o \lbk, b:)- v(Abk, b:). (3.18) 

Para o lado direito de (:3.16)-(3018), usando as desigualdades de Holder e Young, a imcrsiio 
de Sobolev H 2(D) Y L 00 (D) e (3011), temos: 

I:\ (rot wk, u~)l < C,!!"Vu/!1 2 + s!lu~ll 2
, 

lr(bk o \lbk, u~)l < cllbkllr.ooll\lbkllllu~ll::; C=II"Vbkii 2IIAbkll 2 + s!!u~ll 2 

l(uk o \luk, u~)\ 

\({1 +X) (Au\ u:)t 
\(f, u:)i 

:'((rot uk, lc~)l 

l2x(w\ lL'~)I 
\j(uk o \lwk, w~)J 

h(Bwk, lu~)! 

J(g,lc~)J 

I ( bk o "V u k, b~) I 
t ( u k o v b\ b~ J 1 

I v ( Abk) b~) I 

< C=llAbkll 2 + E!lu~ll 2 , 
k I k k k 12 ktt2 < c! lu li f."" I \lu li llut li ::; C: li Au I + Ellut , 

< C:-llAukll 2 + s!tu:tl 2, 

< C=llfl\
2 

+ Eltu:t\ 2
, 

< C.sii"Vukll 2 + 6llwfll 2, 

< Csll\lwk\12 + 5llw~ll2, 
< C.siiAukii 21\"Vwk\\2 + 5\lw~\\ 2 

::; C.;\\Auk\1 2 + 5llw~ll 2
, 

< C.;IIBwkll 2 + 5llw~ll 2
, 

< C.;llgll
2 + 5llw~ll 2

, 

< C(TIIAbkli 2 1\"Vukll2 + crllb~ll 2 ::; C(TIIAbkll 2 + crllb~ll
2

, 

< C(TIIAukll2ll\lbkll 2 + crllb~\1 2 ::; C(T\IAuk\\ 2 + cr\\b~\\ 2
, 

< C(TJlAbkJ\ 2 + crJtb:Jt 20 

Logo, levando estas estimativas em (3.16)-(3018) e somando, tem-se 

\111~11 2 + o:; 3 
~i~ lldiv wkll 2 + J!lw~JI 2 + llb~ll 2 

k 2 k 2 k 2 kll2 k 2 ::; C,o.;I!"Vw 11 + C.,IJ"Vu 11 + C,,.,,(TJJAu 11 + C.;!!B1c + C-.allAb 11 

+C,II.fll
2 

+ Csllgll 2 + 5sllu~ll 2 + 5JI!u:~ll 2 + 3crJib~JI 2 



1 j 1 
e escolhendo E = 

10
, <5 = 

10 
e a = 6, obtemos 

llu~ll 2 
+(a+ /3) :t lldiv wkll 2 + Jllw~ll 2 + llb~ll 2 

~ ciiY'wkll 2 + ciiY'ukll 2 + ci1Aukll 2 + ci1Bwkll 2 + ciiAbkll 2 + cii!W + cll9ll 2
, (3.19) 

logo, observando (3.11), multiplicando por e9t e integrando de O a t, obtem-se 

fot e 9 r(llu~(r)ll 2 + Jllw:(r)ll 2 + llb~(r)ll 2 )dr +(a+ /3)e9tlldivwk(t)ll 2 

~(a+ /3)lldivwk(O)II 2 +(a+ (3)fJ fot e9rlldivwk(r)ll 2dr + c!vf fot e9rdr 

+c ht e9r(IIAuk(r)ll 2 + IIBwk(r)ll 2 + IIAbk(r)ll 2)dr 

+C SUp{llf(t)ll 2 + llg(t)ll 2
} rt e9

T dT 
t?:O lo 

(3.20) 

Logo, de (3.20), conclui-se 

{ u~}, { bD são uniformemente limitadas em Li.oc(O, oc; H) (3.21) 

e {te:} é uniforrnernernte limitada em Li,oc(O, oc; L2 (D)). (3.22) 

Agora, de (3.14) e (3.21), ternos que existem u, b E L00 (0, oc; V) n L~, 0 c(O, oc; D(A)) e 
subsequências de {uk} e {bk} tais que quando k --7 oc, têm-se: 

uk --7 u e bk --7 b fraco-* em L00 (0, oc; V), 

uk --7 u e bk --7 b fraco em Li,oc(O, oc; D(A)), 

u~ --7 Ut e b~ --7 bt fraco em L~,oc(O, oc; H). 

Analogamente, de (3.15) e (3.22), existe w E L00 (0, oc; HJ(D)) n Li.oc(O, oc; D(B)) e uma 
subsequência de { wk}, tal que quando k --7 oc, ternos: 

wk --7 w fraco-* em L00 (0, oc; HJ(D)), 
k 2 ( w --7 w fraco em Lr,oc O, oc; D(B)), 
k 2 2 

wt --7 Wt fraco em Lr, 0c(O, oc; L (D)). 
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Então, usando o Lema de Aubin-Lions (Lema 1.4, Cap. 1) com B 0 = D(A), p0 = 2, B 1 = 
H, P1 = 2 e B = ~ ·, temos que 

uk ---t v. e bk ---+ b forte em L7.oc(O, x; ""). 

Analogamente, considerando B0 = HJ (D) n H 2(D), p0 = 2, B 1 - L 2(0), p 1 - 2 e 
B = HJ(D), resulta 

k 2 l u· ---+ 1U forte em Lr.oc(O, x; H 0 (0)). 

Assim, uma vez estabelecidas as convergências acima, passando ao limite em (1.2:3)-(1.25) 
de um modo usual (ver [40], [22]), conclui-se que (u, w, b) é uma solução global forte do 
problema (1.1 )-(1.3). 

Para provar a unicidade da solução, suponhamos que (u 1 , w1, bt) é outra solução do 
problema (1.1 )-(1.3) para os mesmos u0 , w0 e b0 . Denotemos 

Então, de (1.14)-(1.17), temos que p, 17 e Ç satisfazem 

(Pt, tp) + (p + x)(Ap, tp) = -(p ·\lu, tp)- (ut ·V p, y) + x(rot TJ, tp) + r(Ç · Vb, c;;) 

+r(b1 • VÇ, tp), 

j ( T)t, rP) + ~I ( B T), 1J) - ( CY + j3) (v di v T)) rP) + 2 X ( T)' rP) 

= -j(p · Vtc, c/J)- j(ut · VTJ, r/J) + x(rot p, ó), 
(Ç11 1!·) + v(AÇ, u) = -(p · Vb, ~)- (v 1 · VÇ, 1/J) + (Ç · Vu, i;)+ (b1 ·V p, u), 

p(O) = o, TJ(O) = O, Ç(O) =O. 

Colocando tp = p, rf; = 17 e <:· = r Ç, resulta 

~ :~ \\p\\ 2 + (p + x)I\V pl\ 2 = -(p · Vu, p) + x(rot TJ, p) + r(Ç · Vb, p) + r(bt · VÇ. p), 

~ id 1\TJI\ 2 + ~t\\VrJI\ 2 
+ (cv + /3)1\div TJI\ 2 

+ 2xi\TJI\
2 = -j(p · Vw, n) + x(rot p, rJ), 

~ct 

~; 1\ÇI\ 2 +r vi\VÇI\ 2 = -r(p · Vb, Ç) + r(Ç · Vu, Ç) + r(b1 ·V p, Ç) 

Somando as identidades acima, vem 

~.!!_(1\pl\ 2 + ji\TJI\ 2 + ri\Ç\1
2

) + (11 + x)I\Vpl\
2 

+ ~;1\VrJI\ 2 +r vi\VÇ\1
2 

2 dt 
~ \(p · Vu, p)\ + \x(rot rJ, p)\ + \r(Ç · Vb, p)\ + \j(p · Vu·, rJ)\ 

+1:\(rot p, rJ)\ + \r(p · Vb, Ç)\ + \r(Ç · V11, Ç)f 
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e usando as desigualdades de Holder e Young, no lado direito da desigualdade acima, 
obtemos 

~ :t (!IPII 2 + }11'711 2 + riiÇII 2
) + (J-l + x)ll\7 Pll 2 + "YII\77JII 2 

+r vii\7ÇII 2 

:::; Cfi1Aui! 2 IIPII 2 + cJI\7 Pll 2 + 8JI\77JII 2 + C611PII 2 + CuiiAbJI 2 IIPII 2 + aJJ\7ÇJI 2 

+CõiiBwJI 2 II7JII 2 + Ell\7 Pll 2 + Ceii7JII 2 + Ell\7 Pll 2 + CõiiAbii 2 IIÇII 2 

+EII\7 Pll 2 + CuiiAuii 2 IIÇII 2 + aii\7ÇII 2
. 

p+x. "Y rv 
Logo, escolhendo E = -

8
-, 8 = 2 e a = 4' vem 

:t (IIPII 2 + }11'711 2 + rJIÇII 2
) + (J-l + x)ll\7 Pll 2 + "YII\7'711 2 

+r vii\7ÇII 2 

:::; c (IIAull 2 + IIBwll 2 + IIAbll 2 + l)(IIPII 2 + II7JII 2 + IIÇI! 2
), 

isto, implica 

Agora, Vn E N, integrando a última desigualdade de (n -l)T a t, Vt E [(n -l)T,nT], 
temos 

llp(t)!1 2 + !ITJ(t)ll 2 + I!Ç(t)l! 2 

:::; c jt (I!Au(r)!l 2 + IIBw(r)ll 2 + I!Ab(r)ll 2 + l)(!lp(r)ll 2 + !ITJ(r)ll 2 + I!Ç(r)l! 2
) dr 

(n-l)T 

+c (!ip((n- l)T)I! 2 + }!iTJ((n- l)T)II 2 + ri!Ç((n- l)T)I! 2
) 

e usando a desigualdade de Gronwall, resulta 

!ip(t)W + !ITJ(t)W + I!Ç(t)ll2 

:::; c (!ip((n- l)T)!I 2 + }!iTJ((n- l)T)II 2 + rJJÇ((n- l)T)W) exp(cjt /3(r) dr) 
(n-l)T 

para todo tE [(n- l)T, nT] e onde (3(t) = I!Au(t)ll 2 + IJBw(t)IJ 2 + IJAb(t)IJ 2 + 1. 
Mas, de (3.2) temos que u, b E LJ.oc(O, oc; D(A)) e w E LJ.oc(O, oc; D(B)), então 

V n E N e 'ílt E [(n -l)T, nT] tem-se jt {3(r) dr < oc. Consequentemente, a última 
(n-l)T 

desigualdade implica 
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para todo tE [(n- 1)T, nT] e para todo n E IN. 
Então, para n = L desde que p(O) = TJ(O) = Ç(O) = O, resulta 

p(t)=O, rJ(t)=O e Ç(t)=O, 'v'tE[O,T]. 

Para n = 2, temos 

e desde que p(T) = TJ(T) = é,(T) = O, resulta 

p(t) =O, TJ(t) =O e Ç(t) =O, 'v't E [T, 2T]. 

Assim, p(t) = O, TJ(t) =O e é,(t) =O para todo t E [0, 2T], logo continuando com o 
processo, obtemos 

p(t) =O, TJ(t) =O e Ç(t) =O, 'v't E [O,nT], \in E li.V, 

isto implica 

u(t) = u1(t), 1c(t) = w 1(t) e b(t) = b1(t), 'v' tE [O, nT], 'v' n E N 

mostrando a unicidade da solução global forte. 
Para provar a continuidade da solução, observemos que u, b E LJ.oc(O, x; D(A)) e 

u1, bt E L?.oc(O, x; H), então usando o Lema 1.5 (Cap. 1 ), temos que u, b E C([O, x ): i'). 
Similarmente, tem-se que u; E C([O, x); HJ(D.)). 

Finalmente, as estimativas (3.1)-(3.3) do teorema são obtidas tomando o limite quando 
k---+ x nas desigualdades (3.11), (3.12) e (3.20) respectivamente. Isto completa a prova 
do teorema. 

Observação 3.1 As estimativas anteriores são válidas para () 2: O se elas são conside
radas em intervalos de tempo [0, T], O < T < x (naturalmente com o supremo dependendo 
de T ). Isto vem da forma como a prova foi feita. 

Observação 3.2 As duas últimas estimativas do Teorema 3.1, são válidas com () = O 
sobre o inter·valo de tempo [0, x) se também são dadas as hipóteses f, g E L 2 (0, x; L 2 (0)). 

De fato, temos o seguinte resultado: 

Proposição 3.1 Além das hipóteses do Teorema 3.1, assumimos que f, g E L 2 (0, x: 
U(D.)). Então, a única solução (u,w,b) dada pelo Teorema 3.1, satisfaz as seguintes 



estimativas: 

sup {t (IIY'u(r)ll 2 + IIY'w(r)ll 2 + IIY'b(r)ll 2 )dr :S Ah, (3.23) 
t;::o lo 

~~~ fot (IIAu(r)ll2 + IIBw(r)ll2 + IIAb(r)ll 2)dr :S /v/4, (.3.24) 

sup {t (llut(r)ll 2 + llwt(r)ll 2 + llbt(r)ll 2)dr :S J\;fs, (3.25) 
t;::o lo 

onde J\;/3, /v/4 e J\;/5 são constantes independentes de t. 
Também, as mesmas classes de estimativas são válidas uniformemente em k E IN pam 

as ap·roximações de Galerkin. 

Prova. Considerando <p = uk, 1J = wk e'!};= rbk em (1.23)-(1.25) e somando as igualdades, 
temos 

~ :~ (llukll 2 + Jllwkll 2 + rllbkll 2
) + (p + x)IIY'ukll 2 + "!ll\7wkll 2 + rvll\7bkll 2 + 2xllulll 2 

:S lx(rot wk, uk)l +I (f, uk)l + lx(rot u\ wk)l + l(g, wk)l 
::; xllwkll llrot ukll + Cnllfll IIY'ukll + xllrot ukll llwkll + Cnllgll IIY'wkll 

::; xllwkll 2 + X ll\7ukll 2 +c~ llfll 2 + .t:IIY'ukll 2 + xllwkW 
4 2p 2 

+X IIY'ukll 2 + c~ 11911 2 + .211V'wkll 2
, 

4 2! 2 

onde temos usado as desigualdades de Holder, Young e Poincaré. Logo, 

d
d (llukll 2 + Jllwkw~ + rllbkW) + (~t + x)IIY'ukll 2 + 1IIY'wkll2 + 2rviiY'bkll 2 

t 
::; c (llfll 2 + llgW). (3.26) 

Integrando (3.26) de O a t, e considerando o min{l, j, r, p + x, /, 2rv }, obtemos 

lluk(t)ll 2 + llwk(t)ll 2 + llbk(t)ll 2 + fot (ll\7uk(r)ll 2 + IIY'wk(r)W + ll\7bk(r)ll 2)dr 

:S c fot (llf(r)ll 2 + llg(r)ll 2 )dr +c (lluoll 2 + Jllwoll
2 

+ llboll
2
)· 

Logo, desde que f, g E L2 (0, oc; L2 (D)), vem 

lluk(t)ll 2 + llwk(t)ll 2 + llbk(t)ll 2 + ht (IIY'uk(r)ll 2 + ll\7wk(r)ll 2 + ll\7bk(r)ll 2 )dr 

:S c sup{ {t (llf(r)W + llg(r)ll 2)dr} +c (lluoll 2 + Jllwoll 2 + llboll 2
) :S c. 

t;::o lo 
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Portanto, concluímos 

sup rt (IIV't/(r)ll2 + IIV'u;k(r)ll2 + IIV'bk(r)ll2)dr:::; M:3· (:3.27) 
t2:0 lo 

.-\gora, integrando (:3.7) de O a t, considerando o min{1,j, p+ x, ~/,v} e observando (:3.11), 
temos 

IIV'7l(t)112 + IIV'tck(t)112 + IIV'bk(t)112 + fot (IIAuk(r)ll2 + IIBwk(r)ll2 + IIAbk(r)ll2)rlT 

:::; c[sup(IIVuk(t)ll 2 + JIIVwk(t)ll 2 + IIVbk(t)II 2W ft (11Vuk(r)ll 2 + JIIVwk(r)ll 2 
t2:0 lo 

+IIV'bk(r)ll 2)dr +c fot (IIV'uk(r)ll 2 + JIIV'wk(r)ll 2 + IIV'bk(r)ll 2)dr 

+c fot (llf(r)ll 2 + llg(r)ll 2)dr +c (IIV'uoll 2 + JIIV'woll2 + IIV'boll
2
) 

:S (c 1\/2 +c) max{1,j} fot (IIV'uk(r)ll 2 + IIV'wk(r)ll 2 + IIV'bk(r)ll 2)dr 

+c fot (llf(r)ll 2 + llg(r)ll 2)dr +c (IIV'uoll 2 + JIIV'tcoll 2 + IIV'boll 2)· 

Assim, observando (:3.27) e desde que f, g E L2 (0, oc; L2(f2) ), conclui-se 

sup rt (li Auk (r) 11 2 + IIBwk( r) 11 2 + li Abk (r) 11 2 )dr :::; i\/4. (:3.28) 
t2:0 lo 

.-\seguir, integrando (:3.19) de O a t, temos 

fot (llu~(r)ll 2 + Jlllc~(r)ll 2 + llb~(r)ll 2 )dr +(o:+ P)lldiv v/(t)ll 2 

:S (o:+ ô)lldiv woll 2 +c fot (IIV'wk(r)ll 2 + IIV'7l(r)ll 2)dr 

+c fot (IIAuk(r)ll 2 + IIBwk(r)ll2 + IIAbk(r)ll 2)dr +c fot (llf(r)ll 2 + llg(r)ll 2)dr. 

Logo, tendo em conta (:3.27)-(3.28) e o fato que f, g E L2 (0, oc; L 2(f2)), obtemos 

sup rt (llu~(r)ll 2 + llw~(r)ll 2 + llb~(r)ll 2 )dr:::; 1\h. (:3.29) t2:0 lo 
Portanto, tomando o limite quando k --+ ex; nas desigualdades (:3.27), (3.28) e (3.20) 
respectivamente, obtêm-se as estimativas dadas na proposição. 

Observação 3.3 Observe-se que a condição que os dados sejam pequenos, somente foram 
usados para obter a primeira estimativa do Teorema 3.1. Portanto, as duas últimas es
timativas do Teorema 3.1 e as estimativas da Proposição 3.1, são válidas se assumimos 

que IIV'u(t)ll 2 + IIV'tc(t)ll 2 + IIV'b(t)ll 2 :S M e .fot (il.f(r)ll 2 + llg(r)ll 2)rlr :S C, V f 2: O. 



3.1.2 Mais regularidade da solução 

O seguinte resultado é um análogo ao Teorema 1.6 do Cap. 1 (com T = oc). 

Teorema 3.2 Com as hipóteses do Teorema 3.1, assumimos que u0 , b0 E ~·nH 2 (0), w0 E 
HJ(O) n H 2(0) e ft. gt E Lx(o, oc; L 2 (0)). Então, a única solução dada pelo Teorema 
3.1 satisfaz 

u, b E C([O, oc); V n H 2 (0)) n C 1([0, oc); H), 

w E C([O, oc); HJ(O) n H 2(0)) n C1 ([0, oc); L 2(0)). 

Além disso, para qualquer() > O existem constantes positivas A16 , lv/7 e /t./8 , tais que 

sup{llut(t)ll 2 + llbt(t)ll 2 + llwt(t)ll 2
} ~ /t./6, 

t2:0 

sup{IIAu(t)!l 2 + IIBw(t)W + ll.4b(t)ll 2
} ~ /t./7, 

t2:0 

supe-llt rt e11T(IIY'ut(r)ll 2 + IIY'wt(r)ll 2 + IIY'bt(r)ll 2)dr ~ Ah, 
t2:0 J o 

-llt IIT 2 2 2 ln
t 

supe e (llutt(r)llv· + llwtt(r)IIH-1 + llbtt(r)llv·)dr ~ A/g. 
t2:0 o 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

Também, as mesmas classes de estimativas são válidas uniformemente em k E N para 
as aproximações de Galerkin. 

Prova. Precisaremos de melhores estimativas para uk, wk e bk. Para isto, derivamos 
(1.23), (1.24) e (1.25) com respeito ate colocamos r.p = u~, cf; = w~ e 1/J = rb~ respectiva
mente, obtendo 

~ :t llu~ll 2 + (p + x)IIY'u~ll 2 = x(rot w~, u~) + r(b~ · Vbk, u~) + r(bk · V'b~, u~) 
-(u~ · Vuk, u~) + Ut, u~), (3.34) 

. d . 
~ dt llw~ll 2 + riiVw~ll 2 +(a+ ,B)IIdiv w~ll 2 + 2xllw~ll 2 = x(rot u~, w~) 

-j(u~ · Vwk, w:) + (gt. w:), (3.35) 

~ :t llb~ll 2 + rviiY'b~ll 2 = r(b~ · Vuk, b~) + r(bk ·\lu~, bn - r(u~ · Vb\ b~) , (3.36) 

desde que (uk · Vuk uk) - (uk · V'wk wk) - (uk · Vbk bk) -O t• t - t• t - t• t - . 
Logo, somando as igualdades (3.34)-(3.36), obtem-se 



+(p + x)IIVu~W 2 + 'YIIVw~ll 2 + rviiVb~ll 2 +(a+ /3)lldiv v·~ll 2 + 2xllu·~ll 2 

= x(rot u:~, u~) + r(b~ · Vbk, u~)- (u~ · Vuk, u~) + Ut, u~) + x(rot u~, w~) 

-j(u~ · Vwk,w~) + (gt.w~) +r(b~ · Vuk,b~)- r(u~ · Vbk,b~), (3.37) 

desde que r(bk · Vb7, u7) + r(bk · Vu7, b7) =O. Agora, usando as desigualdades de Holder 
e Young, com uma constante genérica c> O, têm-se: 

lx(rot w~, u~)l < cllu~l! 2 
+ ~I!Vw~l! 2 , 

lx(rot u~, w~)l < cllw~ll 2 + (p ~ x) I!Vu~l! 2 , 

I(!~, u~) I < cl!ftll 2 + (u ~X) I!Vu~ll 2 , 

I (gt, w~) I < cl!gtll 2 
+ ~11Vw~ll 2 . 

Também, usando a desigualdade de Sobolev II'PIIr.4 ::::; c II'PW/4IIY''PII3/4 e a imersão de 
Sobolev H 1(D.) Y L.J(D.), temos 

l(n~ · Vuk, u~)l < 11Vuk!lllu~ll7.4 ::::; c !IV'ukllllu~II 112 IIVu7ll 312 

< c!IVuk!l411u~!l2 + (p ~ x) !IV'u~ll2, 

lr(b~ · Vb\u~)l < r!lb~llr.4!1V'bkll!lu~llr.4::::; c!lb~llr.4IIV'bkiiiiV'u~ll 

< c llb7II 114 IIV'b~II 314 IIVbkiiiiV'u~ll 

< c IIV'bkll 2 llb~II 112 IIVb7ll 312 + (p ~ x) IIV'u711 2 

< c IIVbkli 8 llb~ll 2 +r; IIVb~ll 2 + (p ~X) IIV'u~ll 2 · 

Analogamente, podemos provar 

lr(b~ · V'vk, b~)l < c !1Vukl! 4 llb~ll 2 +r; IIV'b~ll 2 , 

lj(u~. V'v;k, u;~)l < c I!Vwkll 8 llw~ll 2 + ~!1Vw~ll 2 + (p ~ x) IIV'u~!l 2 , 

lr(u~. Vb\ b~)l < c IIVbkll 8 llb~ll 2 + 
1
: I!Vb~ll 2 + (p ~ x) 11Vu~ll 2 · 

Usando as estimativas acima em (3.37) e observando (3.11), obtemos a seguinte desigual
dade diferencial 

:t (!lu~!l 2 +)li u·~ll 2 + rllb~ll 2 ) + (p + x)IIV'u~W 2 
+I !IV'lL"~II 2 

+r v IIVb~ll 2 

::::; c(1H)(II11~11 2 + !lw~ll 2 + llb~ll 2 ) + c(!lftll 2 + ll9t!l 2), (3.:38) 



onde c> O é uma constante genérica e c(Af) é uma constante positiva que depende de Af. 
Então, multiplicando a desigualdade acima por e9t, integrando no tempo de O a t e 

logo considerando o min{l, j, r, tt + x, "f, rv }, obtemos 

e 9 t(llu.~(t)ll 2 + llwf(t)ll 2 + llb:(t)ll 2) 

+ ht e 9 '(11'Vu.~(r)W + II'Vw~(r)ll 2 + II'Vb~(r)ll 2 )dr 

::; c ht e 9 '(11u.~(r)ll 2 + llwf(r)ll 2 + llb~(r)ll 2 )dr 

+c ~~~(ll!t(t)ll 2 + ll9t(t)ll 2) ht e9
' dr +c (llu.~(O)II 2 + jllw~(O)II 2 + rllb~(o)W) 

+cB ht e9'(11u.f(r)ll2 + Jllwf(r)ll 2 + rllb~(r)ll 2 )dr, 

d d 
desde que e9

t dth(t) = dt (e9th(t))- Be9th(t). 

Então, multiplicando a desigualdade acima por e-ot, levando em conta as estimativas 
anteriores e as hipóteses sobre ft e 9t, obtem-se 

llu.~(t)ll
2 + llw:(t)ll 2 + llb~(t)ll

2 

+e-Ot ht e 9 '(11'Vu.~(r)ll 2 + II'Vwf(r)ll 2 + II'Vb~(r)ll 2 )dr 

::; c (1 + B)e-ot ht e 9 '(11u.~(r)ll 2 + llwf(r)ll 2 + llb~(r)ll 2 )dr 

+c e-ot ht e9'dr + ce- 9 t(llu.~(O)II 2 + llwf(O)II 2 + llb~(O)II 2 ) 

::; c+ ce-ot(llu.~(O)II2 + llw;(o)ll2 + llb;(o)ll2) (3.39) 

onde temos considerado a estimativa (3.20). 
Assim, observando (3.39), é suficiente encontrar estimativas para llu.~(O)II 2 , llw~(O)II 2 

e llb~(O)II 2 , para obter as estimativas uniformes deu.~, wf e b~. 
Para isto, colocando <p = u.:, <f;= w: e 1/J = b~ em (1.23), (1.24) e (1.25) respectiva

mente, temos 

li u.; 11 2 

jllw~ll2 

x(rotwk,u.~) + r(bk · 'Vbk,u.;) + (J,u.;)- (u.k · 'Vu.k,u.;)- (p + x)(Au.k,u.~), 

x(rot u.k, w~) + (g, w;) +(a+ /1)('Vdiv wk, w;)- 2x(wk, w;) 

-1(Bwk, w;) - j( u.k · 'Vwk, w~), 

- ( bk · 'V uk, b~) - ( u.k · 'V bk, b~) - v( Abk, b~). 

Logo, lembrando que u.~, b~ E V n H2(D) e w~ E HJ(D) n H2(D), as igualdades acima, 
implicam 

llu.~(O)II ::; xii'Vw~ll +c IIAb~IIII'Vb~ll + 11/(0)II +c IIAu.~IIII'Vu.~ll +c IIAu.~ll::; c, 
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Jllw~(ü)ll < xii'Vv~ll + llg(ü)ll +c IIV'div w~ll + 2xllw~ll 
+~- IIBu:~ll +c IIAu~IIIIY'w~ll :::; c, 

llb~(O)II < c IIAb~IIIIV'u~ll +c IIAu~IIIIY'b~ll + viJAb~ll:::; c, 

desde que H 2(rl) Y Lx(O). Consequentemente, levando isto em (3.39), coucluimos 

sup(llv~(t)ll 2 + llw~(t)JI 2 + llb~(t)ll 2 ):::; Ah (:3.40) 
t2:0 

e supe-Bt rt e 87 (11V'u~(T)II 2 + IIV'w~(T)II 2 + II'Vb~(T)II 2 )dT:::; Ah. (3.41) 
t2:0 J o 

Agora, pondo <.p = Auk e ó = Abk em (1.23) e (1.25) respectivamente, têm-se 

(p + x)IIAukll2 = x(rot u·k, Auk) + r(bk · 'Vbk, Auk) +(f, Auk)- (uk · 'Vu\ Auk) 

-( u~, Auk), 

vll.-l.bkJI 2 = (bk · 'Vu\ Abk)- (uk · 'Vbk, Abk)- (b~, Abk). 

Então, usando as desigualdades de Holder e Young, temos 

(ll + :\JIIAukll 2 < C:IIY'wkll 2 + C-llll · V'bkll 2 + C,llfll 2 + C:llvk · V'ukll 2 

+C::IIu~JI
2 + 5-=IIAukiJ2, (:3.-12) 

k ·) k k 2 k k 2 k 2 k 2 ( viiAb 11~ < Co-llb · 'Vu 11 + Co-llu · 'Vb 11 + Co-llbt 11 + 3aiiAb 11 . 3.4:3) 

Observemos que 

lluk · V'ukll 2 < llukii~.411V'vkll~.4:::; ciJV'ukii 2IIV'ukii 112 IIAukll 312 

< Cfii'VukWo + -=11Aukll 2· 

Analogamente, obtemos 

llbk · V'bkll 2 < Co-II'VbkWo + aiiAbkll 2
, 

llbk · V'ukll 2 < llbkii7.411V'ukJI7.4:::; ciJV'bkii 2IIV'ukll 112 liAukll'112 

< C::IIV'bkii 8 IIV'ukll2 + -=11Aukll 2
, 

lluk · V'bkll 2 < Co-IIV'ukii 8 IIY'bkll 2 + aiiAbkll2· 

Levando estas estimati,·as em (3.42) e (3.43), obtêm-se 

(p + x)JIAukll 2 < C<IIY'wkll 2 + Co-,J'VbkWo + C,llfll 2 + C,IIV'ukll 10 

+C,IIu~ll
2 + 6-=I1Aukll2 + aiiA1lll2, 

vJJAbkll 2 < C:.o-IIY'bkii 8 IIV'ukll 2 + Co-IIV'ukii 8 IIY'bkll2 + C~rllb~ll 2 

+-lall-·tbkll2 + -=11Aukll2-



Logo, escolhendo ê > O, a > O suficientemente pequenos e somando as duas últimas 
desigualdades, tem-se 

(p. + x)IIAukll 2 + viiAbkll 2 :::; ciiV'wkll2 + ciiV'bkWo + ciiV'ukWo + ciiV'bkii 8 IIV'ukll 2 

+ciiV'ukii 8 IIV'bkll 2 + cllfll 2 + cllu~ll 2 + cllb~W. (3.44) 

Assim, observando (3.11 ), (3.40) e a hipótese sobre f, de (3.44) conclui-se 

sup(IIAuk(t)ll2 + IIAbk(t)112) :::; c. 
t~O 

Agora, considerando q; = Bwk em (1.24) e usando (3.5), temos 

riiBwkll 2 :::; NoiiV'wkll 2 + C5IIV'wkll2 + C5ll9ll2 + C5llwkll2 

+C5IIuk · V'wkll 2 + C5llw~ll 2 + 5811Bwkll2. 

(3.45) 

Desde que lluk · V'wkll 2 :::; llukll7.ooiiV'wkll 2 :::; ci1Aukii2IIV'wkll 2 e llwkll 2 :::; ciiV'wkll 2, 
tomando 8 = l, tem-se 

10 

riiBwkll 2
:::; ciiV'wkll 2 + cll9ll 2 + ci1Aukii 2 IIV'wkll 2 + cllw~ll 2

· (3.46) 

Portanto, usando as estimativas (3.11), (3.40), (3.45) e a hipótese sobre g, temos 

(3.47) 

A seguir, derivamos com respeito ata equação (1.19), obtendo 

u;t - xPk(rot w~) + rPk(b; · V'bk) + rPk(bk · V'b;)- (p. + x)Au; 

-Pk( u~ · V'uk) - Pk( uk · V'u~) + Pkft _ h. (3.48) 

Conseq uentemente, 

então, é suficiente estimar o lado direito de (3.48). Para fazer isso, observemos que 

llrPk(b;·V'bk)llv· =r sup l(b;·V'b\Pkv)l:::; r sup llb;llr.4 IIV'bkllllvllr.4 :::; ciiV'b;IIIIV'bkll 
llvl]v::;t llvllv·::;l 
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Também, temos 

llxPk{rot w~)liv· \ sup l(rot w~, Pkv)l ~c IIVw~ll, 
lv[~F:Sl 

llrPk(bk · Vb~)ll~·· = r sup l(bk · "Vb~,Pkv)l ~ ciiVbkiiiiVb~ll, 
[lv[j v :S l 

ll(ft.+x)Au~!lv· (Jt+\) sup \(Au~,v)\=(p+\) sup \(Vu~,Vv)l~ciiVu~ll, 
[[vh·:Sl [lvfiv:Sl 

!IPk(u~ · "Vuk)l\v· sup \(u~ · "Vuk, Pkv)l ~ ci!Vu~IIIIVuk\1, 
[iv[iF :S l 

IIPk(uk · Vu~)\lv· sup \(uk ·\lu~, Pkv)! ~ c\IVuk\11\Vu;l\, 
[,v[;v:Sl 

IIPk.ftllv· sup IUt, Pkv)l ~.c llftll· 
[!v[;v:Sl 

Com estas estimativas em (:3.48), vem 

Logo, observando (3.11) e elevando ao quadrado a estimativa (3.49), temos 

Da desigualdade acima, multiplicando por e01 , t 2:: O e integrando de O a t, obtem-se 

fot c 0 rllu~ 1 (T)II~·.dT :::; c fot e1Jr(IIY'w~(T)II 2 + IIVb~(T)II 2 + IIVu~(T)II 2 )dT 

+c fot eBrllft(T)II 2dT. 

Então, multiplicando por e-!Jt e levando em conta a estimativa (3.41), temos 

Portanto, levando em conta a hipótese sobre f 11 resulta 

:\gora, derivando (1.20) com respeito a t, temos 

jtc~ 1 = -~rBu·~ +(o+ H)Vcli\·lc~- jRk(v~ · "Vv·k)- jRk(uk · "V1c~) 

(3.50) 

-2:x1ct + \Rkrot11~ + Rk9t· (3.51) 



Para o lado direito de (3.51), têm-se: 

lbBw~IIH-1 "f sup I(Bw~, v) I= "f sup IC'Vw~, "'Vv)l :::=;c II"'Vw~ll, 
llviiHl ::;1 llviiHl ::;1 

o o 

ll(a + ,6)"\ldivw~IIH-1 (a+ ,6) sup l(divw~, divv)l 
llviiH19 

o 

< c sup II"'Vwfiiii"'Vvll :::=; c II"'Vw:ll, 
llviiH19 

o 

IIJRk(u~ · "'Vwk)IIH-1 j sup l(u~ · "'Vwk,Rkv)l :::=;c sup llu~llr.411"'Vwkllllvllr.4 
llviiH19 llviiH19 

o o 

< c II"'Vu~IIII"'Vwkll, 

IIJRk(uk · "'VwniiH- 1 j sup i(uk · "'Vw:, Rkv)l::::; c II"'Vukiiii"'Vw:ll, 
llviiH19 

o 

ll2xw~IIH- 1 2x sup l(w~,v)l::::; cllw:ll::::; cii"'Vw:ll, 
llviiH, ::;1 

o 

llxRkrot u~IIH- 1 X sup l(rot u~, Rkv)l::::; ~ II"'Vu~ll, 
llvliH19 

o 

IIRk9tll H- 1 - sup l(9t. Rkv)l :::=;c ll9tll, 
llviiH19 

o 

levando estas estimativas em (3.51 ), obtemos 

logo, observando (:3.11) e elevando ao quadrado a desigualdade (3.52), tem-se 

llw~ll~-~ ::::; cii"'Vu:ll
2 

+ cii"'Vw:ll
2 

+ cll9tll
2

· 

j\(ultiplicando por e0t e integrando de O a t, temos 

{t e 0 rllw~(r)ll~-~dr :::=;c {t e0r(II"'Vu:(r)ll 2 + II"'Vwf(r)ll 2)dr +c sup ll9t(t)ll 2 t e0rdr, lo lo t;::o lo 

logo, multiplicando por e-ot para todo t ~O e observando (3.41), vem 

e-{}t {t e 0 TIIw~(r)ll~-1 dr::::; c+ c (sup ll9t(t)ll 2 )e-l}t r e0
T dr. 

lo t;::o lo 

Assim, lembrando a hipótese sobre 9t. resulta 

(3.53) 
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Também, derivando (1. 21) com respeito a t, tem-se 

Então, analogamente como para (:3.48), tem-se 

Assim, observando (:3.11). obtem-se 

11 kll2 I k 2 kll2 btt v· :::; c IV'bt li +c IIV'ut . 

Logo, para qualquer e > O e para todo t ~ O, temos 

e levando em conta a estimativa (:3.41 ), resulta 

Portanto, de (3.45) e (3.47), temos que 

{uk}. {bk} são uniformemente limitadas em L 00 (0,x;D(A)) 

e { lck} é uniformemente limitada em Loc(O, ex::; D(B)), 

de (3.40) e (:3.41), resulta que 

{u~}, {bn são uniformemente limitadas em V'0 (0, ex::; H) n L7.oc(O, oc: ~·) 

(3.55) 

(3.56) 

e {wn é uniformemente limitada em L00 (0, oc: L2(f2)) n L7.oc(O, oc; HJ(O)), 

de (:3.50), (3.5:3) e (:3.56), têm-se que 

{u~t}, {b~t} são uniformemente limitadas em L7.oc(O, oc; F*) 

e {lD~t} éuniformementelimitadaem L7.oc(O,x;H- 1
). 

Com todas as conclusões acima, temos que a solução ( u, w, b) fornecida pelo Teorema 3.1, 
satisfaz: 

v, b E L00 (0, ex::; D(A.)) e 11t, bt E Lx(O, oc; H) r: L7.oc(O, oc; ~·), 

w E Lx.(O, ex::: D(B)) e Wt E Lx.(O, ex::; L2 (f2)) r L7.oc(O, oc; liJ(O)), 

11u, bu E L7.oc(O, ex::;\"*) e U'tt E L7.oc(O, x; H- 1
) • 
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Além disso, como u11 bt E LLAO, ex::; V) e Utt. btt E L7,oc(O, ex::; V*), usando o Lema 
1.5 (Cap. 1), resulta que Ut, bt E C([O, ex::); H); analogamente, mostra-se que Wt E 

C([O, ex::); L 2 (D)). Consequentemente, 

Para finalizar a prova temos que demonstrar a continuidade de u(t), w(t) e b(t) na norma 
H 2 (D). 

Observemos que 

(p + x)Au(t) - xP(rot w(t)) + P f(t) + rP(b(t) · 'Vb(t))- P(u(t) · 'Vu(t))- Ut(t) 
X(t). 

vAb(t) P(b(t) · Vu(t))- P(u(t) · 'Vb(t))- bt(t) _ Y(t). 

Lembrando que w E C([O, ex::); HJ(D)) tem-se rot w E C([O, ex::); L2(D)) e então 

P(rot w) E C([O, ex::); H). 

Agora, desde que f, ft E v~;;(O, ex::; L2 (D)), por interpolação (Lema 1.5, Cap. 1) temos 
que f E C([O, ex::); L2 (D)) e consequentemente, P f E C([O, ex::); H). 

Também, u E C([O, ex::); V) e a estimativa IIAull ~ c implicam que o termo u · Vu E 

C([O, ex::); L2 (D)). De fato, temos que 

iiu(t) · Vu(t)- u(to) · Vu(to)ll 

quando t -+ to. 

~ ii(u(t)- u(to)) · Vu(t)ll + iiu(to) · V(u(t)- u(to))li 

~c I!Au(t)lii!Vu(t)- Vu(to)ll +c IIAu(to)II!IV(u(t)- u(to)ll 

~c IIV(u(t)- u(to))li-+ O, 

Finalmente, concluimos 

P(u · Vu) E C([O, ex::); H). 

Analogamente, obtemos P(b · Vb) E C([O, ex::); H), e desde que Ut E C([O, ex::); H), con
cluimos que X E C([O, ex::); H). Consequentemente, Au E C([O, ex::); H), isto implica que 
u E C([O, ex::); D(A)). Analogamente, provamos a continuidade de w e b. 

3.2 Resultados sobre a pressão 

De um modo usual podemos obter informação sobre a pressão. De fato, temos 
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Proposição 3.2 Se as hipóteses do Teorema 3.1 são satisfeitas, então existe uma. única 

funçãop* E LJ.oc(O,x;H 1(0.)/IR) talquetomandop=p*-!rb·b tem-seque (u,w,b,p) 
é solução de (1.1)-(1.3) e para qualque·r e> O, satisfaz 

supe-ot {t e 07 jjp(r)ii~l(fl)/1Rdr:::; C, 
t~o Jo 

onde C > O é uma con.'3tante genérica que independe de t. 
Com as hipóteses do Teorema 3.2, 

e p = p* - !rb · b, satisfaz 

sup llp(t)iiH 1 (nJ/IR:::; C, 
t~O 

onde C > O é uma constante genérica que independe de t. 

Prova. Observemos que (1.1) é equivalente a 

(p + x)Au = P(F), 

onde F= f+ xrotu· + rb · '\lb- u ·'\lu- Ut. 

Também, temos que 

Então, 

IIFII 2 < cllfll 2 + cll'\lwll
2 + cllb · '\lbll 2 + cllu · '\lull

2 + cilutll
2 

(3.57) 

(3.58) 

< csup(llfW~ + ll'\lwll 2 + ll'\lbll 10 + ll'\lull 10
) + ciiAbll 2 + ci1Aull

2 + ci1Iltll
2

· 
t~O 

Agora, observemos que com as hipóteses do Teorema 3.1 (respectivamente do Teorema 
3.2), temos F E LLc(O, x; L2 (0.)) (respectivamente F E U'0 (0, oc; L2 (0.))). 

Portanto, os resultados de Arnrouche e Girault [:3], implicam que existe uma única p* E 

L7.oc(O, oc; H 1(0.)/ IR) (respectivamente, p* E Loc(o, x; H 1(n)j IR) n C([O, oc); L2 (0.)/ IR)) 
tal que 

-(p + x)~u + '\lp* F, 

div 11 O, 

ulan O 



Logo, com as hipóteses do Teorema 3.1, para todo()> O, temos 

e com as hipóteses do Teorema 3.2, 

Agora, consideramos p = p* - ~b · b e observemos que 

Então, 

llb · bll~~ < llb · bW + ll\7(b · b)ll 2 
~ llblli,4 + cllb · (\7b)tll 2 

< c ll\7bll 4 +c llbll~,4ll\7bll~,4 ~c ll\7bll 4 +c ll\7bll 2 ll\7bii 112 IIAbll 312 

< c ll\7bll 4 +c ll\7bll 10 +c IIAbll 2 
~c+ c IIAbll 2

• 

IIPII~~(n)/IR ~ IIP*II~~(nJ/IR + cJib · bll~~ ~ I!P*II~~(nJ/IR +c IIAbll 2 +c. 

(3.59) 

(3.60) 

Portanto, usando (3.2) e (3.59) (respectivamente (3.31) e (3.60)), segue-se (3.57) (respec
tivamente (3.58)). Isto completa a prova da proposição. 

3.3 Existência global da solução no caso de forças 
externas com decaimento exponencial 

Assumindo que as forças externas decaem exponencialmente no tempo, mostraremos que 
as soluções de (1.1)-(1.3). possuem melhor regularidade que as obtidas em Teorema 3.1 e 
Teorema 3.2. 

3.3.1 Existência e unicidade da solução 

Um análogo ao Teorema 3.1, é o seguinte resultado: 

Teorema 3.3 Com as hipóteses do Teorema 3.1, assumimos que para alguma constante 
1 >O, e""~tf E DXl(O,oc;L2 (D)) e e"itg E L00 (0,oc;L2 (D)), com l!e"~tfllr,""(O,oo;f,2(nJJ e 
l!e"itgll r,oo(o,oo;T,~(n)) suficientemente pequenas. Então, a única solução global forte do pro
blema ( 1.1 )- (1. 3) dada pelo Teorema 3.1, satisfaz 

11, b E L2(0, oc; D(A)) e w E L2 (0, oc; D(B)). 



Além disso, existe uma constante positiva ~( ::;: "( tal que para qualquer O ::;: () < ~/, 
têm-se 

supe_1
•

1(IIY'u(t)ll 2 + jiiV'w(t)ll 2 + IIV'b(t)ll 2
)::;: C, (3.61) 

t;::=:o 

sup ft e0T(IIY'u(r)ll 2 + IIV'w(r)ll 2 + IIV'b(r)ll 2 )dr::;: c, (:3.G2) 
t;::=:o lo 

sup rt e0T(IIAu(r)ll 2 + IIBw(r)ll 2 + IIA.b(r)ll 2 )dr::;: C, (3.G3) 
t;::=:o lo 

sup {t e0r(llut(r)ll 2 + llwt(r)ll 2 + llbt(r)ll 2 )dr ::S: C (.3.G l) 
t;::=:o lo 

onde C > O é uma constante genérica que independe de t. 
Também, as mesmas classes de estimativas são válidas uniformemente em k E N para. 

as aproximações de Galerkin. 

Prova. l\Iultiplicando a equação diferencial (3.7) por e"~t com O::;:~~::;: '7, temos 

~ (e"~ 1 Ç(t)) + e"11 ((t)::;: c3e.
11ç-3(t) + c2e-

11Ç(t) + ~re- 11 Ç(t) + ce-11 (11111 2 + 11.911 2
), (3.Gõ) 

onde ç(t) = IIV'uk(t)ll 2 + JIIV'wk(t)II 2 +IIY'bk(t)ll 2
, ((t) = (Jl+x)IIAuk(t)ll 2 +~riiBu.,k(t)W+ 

v li A bk ( t) 112 . 
Desde que 1 ::;: e"11 , temos que e"11 ç-J(t) ::;: é"11ç-J(t) e então, 

Analogamente como para (3.9), temos que existe c7 >O tal que c7Ç(t)::;: ((t), logo, 

~- (e"11 Ç(t)) ::S: C3 eh1ç-3(t) + Cz e"11Ç(t)- (c,- ~f)e·rtç(t) +c e"11 (ll.fll 2 + 11.911 2
). 

Agora, escolhendo~(* = min{ 'f,~} e ,P(t) = e"r*IÇ(t), temos 

~ l/J(t) < c34J3(t) + c24J(t)- (c,- ~(),P(t) +c e"~t(llfll 2 + 11.911 2
) 

< c3 ljJ3(t) + czl/J(t)- c,ljJ(t) + c1, 

l/J(O) - Ç(O) 

onde 7'7 = (~ 2
7 (pela escolha de~() e c1 =c sup e"~ 1 (ll.f(t)ll 2 + llg(t)ll 2

) é suficientemente 
t;::=:o 

pequena. 
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Assim, na última desigualdade diferencial, fazendo um análise similar como para 
(3.10), podemos concluir que existe uma constante C> O tal que sup ct>(t) ::::; C. Isto é, 

t~O 

sup e'7"t(IIY'uk(t)ll2 + JIIY'wk(t)ll 2 + IIY'bk(t)ll 2) ::::; C. (3.66) 
t~O 

A seguir, multiplicando (3.26) por e8t, com O::=;()<"'* ::=; 'J, temos 

~(e 8 t(llukW + Jllwkll 2 + rllbkll 2)) + e8t((fJ + x)IIY'ukll 2 + 'YIIY'wkll 2 + 2rviiY'bkll2) 
dt 

::::; Be8t(llukll 2 + Jllwkll 2 + rllbkll 2) + ce8t(llfll 2 + 11911 2) 
::::; CnB e"f"t(IIY'ukll2 + jii'Vwkll2 + riiY'bkll2) e(B-"t")t 

+c sup{e7t(llf(t)W + llg(t)112)} eCB-7lt. 
t~O 

Integrando de O a t e logo considerando o min{l, j, r, fJ + x, "f, 2rv }, temos 

e8t(lluk(t)ll 2 + llwk(t)ll 2 + llbk(t)ll 2) 

+ fot eoT(IIY'uk(r)ll2 + IIY'wk(r)W + IIY'bk(r)ll2)dr 

::::; c sup{e'7"t(IIY'ukll2 + JIIY'wkll2 + riiY'bkll2)} ft eCB-"(")Tdr 
t~o lo 

+c SUp{e7t(llf(t)ll 2 + llg(t)ll 2)} rt e(B-::Y)T dT +C (lluoll 2 + Jllwoll 2 + rllboll 2
)· 

t~o lo 

Assim, observando (3.66), o fato que ()- 7J <O e as hipóteses sobre f e g, concluimos 

sup rt e87 (IIY'uk(r)ll 2 + IIY'wk(r)ll 2 + IIY'bk(r)ll 2)dr::::; c. (3.67) 
t~o lo 

Considerando (3.65) com O ::=; "' = () < "'* ::=; 'J, e integrando de O a t, resulta 

fot e87 (11Auk(r)ll 2 + IIBwk(r)ll 2 + IIAbk(r)ll 2)dr 

::::; c/1.12 fot eBT(IIY'uk(r)ll2 + JIIY'wk(r)112 + IIY'bk(r)ll2)dr 

+c(l + B) fot e87 (IIY'uk(r)ll 2 + JIIY'wk(r)ll 2 + IIY'bk(r)W)dr 

+c1 fot e(B-::Y)T dr +c (IIY'uoll 2 + JIIY'woll 2 + IIY'boll 2) 

::::; c fot e(B-·r")Te"f"T(Ii'Vuk(r)ll2 + JIIY'wk(r)ll2 + IIY'bk(r)l12)dr 

+c1 fot e(B-::Y)T dr +c (IIY'uoll 2 + JIIY'woll 2 + IIY'boll 2) 
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onde A! vem de (:3.1) e c1 =c sup(!!f(t)!! + l!g(t)!!) sup{e"~ 1
(!!f(t)!! + llg(t)!!)}. 

t;:::o t;:::o 
Portanto, observando (:3.66), o fato que e- '7 < O e e-,. < O, conclui-se 

sup rt e0'(!!A1l(r)!l 2 + I!Bwk(r)!l 2 + I!Abk(r)!! 2 )dr::; C. (3.68) 
t;:::o lo 

Agora, multiplicando (3.19) por e01 (O ::; e < '"Y* ::; 1) e integrando de O a t, vem 

fot e 0 '(!!u~(r)!! 2 + J!!u;~(r)!! 2 + llb~(r)!! 2 )dr +(o:+ /3)e 01 lldiv1ck(t)!l 2 

::; c lldivwoll 2 +c e fot e0'lldivwk(r)li 2dr +c fot e0'(ii'Vwk(r)li 2 + li'Vuk(r)li 2 )dr 

+c fot e0'(!1Auk(r)!l 2 + I!Bwk(r)!l 2 + I!Abk(r)!! 2 )dr + Ct fot e(li-"f)•dr. 

Assim, desde que Jldiv wJI ::; cJJ'Vwll e e- '7 < O, levando em conta (3.67) e (3.68), 
obtem-se 

sup r e 0 '(!iu~(r)il 2 + llw~(r)ll 2 + llb~(r)ll 2 )dr::; c. 
t;:::o lo 

De (:3.66) e (3.68), temos que 

(:3.G9) 

{ uk}, {bk} são uniformemente limitadas em C'"(O, ex:;~·) ri L 2 (0, x; D(A)) 

e { wk} é uniformemente limitada em L00 (0, oc; H~U:?.)) n L2 (0, x; D(B)). 

Também, de (3.69) conclui-se que 

{ un, { bn são uniformemente limitadas em L 2 (0, x; H) 

e {1cn é uniformemente limitada em L2 (0, ex:; L2 (D)). 

Então, existem u, b E ClC-(0, x; ~·) n L2 (0, oc; D(A)) e w E vx(o, ex:; HJ(D)) r L2 (0, x; 
D(B) ), tais que quando k ---+ oc, têm-se 

uk---+ u e bk---+ b fraco-* em L00 (0, ex:; 1'), 

uk ---+ u e bk---+ b fraco em L2 (0, oc; D(A)), 
k k 2 

U 1 ---+ Ut e b1 ---+ b1 fraco em L (0, ex:; H), 

wk ---+ w fraco-* em L00 (0, oc; HJ(O.), 

wk ---+ w fraco em L 2 (0, oc; D(B)), 

w~---+ w1 fraco em L2 (0, oc; L2 (D)). 

Assim, usando o Lema de Aubin-Lions (Lema 1.4 do Cap.l) com B0 

2, B 1 = H, P1 = 2 e B = l', temos que 

uk---+ v e bk---+ b forte em L1.oc(O, x: ll 
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Analogamente, podemos concluir que wk ----+ w forte em Li,oc(O, oc; HJ(r2)). 
Também, usando o Lema 1.5 (Cap. 1) deduz-se que 

u, b E C([O, oc); V) e w E C([O, oc); HJ(r2)). 

Então, passando ao limite de modo usual em (1.2:3)-(1.25) (ver [40], [22]), conclui-se que 
(u, w, b) é uma solução forte do problema (1.1)-(1.3), satisfazendo 

u, b E U'0 (0, oc; V) n L2(0, oc; D(A)) n C([O, oc); V), 

w E L00 (0, oc; HJ(r2)) n L2 (0, oc; D(B)) n C([O, oc); HJ(r2)), 
2 2 2( Ut, bt E L (0, oc; H) e Wt E L (0, oc; L f2)). 

Finalmente, as estimativas dadas no teorema, são obtidas tomando o limite quando k ----+ 
oc nas desigualdades (3.66)-(3.69) respectivamente. 

3.3.2 Mais regularidade da solução 

Assumindo mais regularidade sobre os dados, análogo ao Teorema 3.2, temos: 

Teorema 3.4 Além das hipóteses dos Teoremas 3.2 e 3.3, assumimos que e"Ytjt, e"Ytgt E 

L00 (0, oc; L 2 (f2)). Então, a única solução global forte (u, w, b) dada pelo Teorema 3.2, 
para os mesmos ~~· e () do Teorema 3. 3, satisfaz as seguintes estimativas 

supe 11t(llut(t)ll 2 + llwt(t)ll 2 + llbt(t)ll 2
)::; C, (3.70) 

t;:::o 

sup rt e11T(IIV'ut(r)ll 2 + IIV'wt(r)ll 2 + IIV'bt(r)ll 2 )dr::; c, (3.71) 
t;:::o lo 
supe 11t(IIAu(t)ll 2 + IIBw(t)ll 2 + IIAb(t)ll 2

)::; C, (3.72) 
t;:::o 

sup {t e 11 T(IIutt(r)ll~- + llwtt(r)ll~-1 + llbtt(r)ll~-)dr::; C, (3.73) 
t;:::o lo 
supa(t)(IIV'ut(t)ll 2 + IIV'wt(t)ll 2 + IIV'bt(t)ll 2

)::; c, (3.74) 
t;:::o 

sup {t a(r)(llutt(r)ll 2 + llwtt(r)ll 2 + llbtt(r)ll 2)dr :S C, (3.75) 
t;:::o lo 

onde a(t) = min{l, t} e11t e C > O é uma constante genérica que independe de t. 
Também, as mesmas classes de estimativas são válidas uniformemente em k E N para. 

as aproximações de Gale·rkin. 
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Prova. Multiplicando (3.38) por eBt (O:::; f)<'"'!* :::; )), vem 

:t (eBt(llu~W + j//u:~//2 + rllb~ll2)) + eBt((p + x)IIV'u~ll2 + "!IIV'u:~ll2 + rv//V'b~W!) 

:::; (c( A/)+ cfJ) eBt(llu~ll2 + llu:~ll2 + llb;ll2) + ce'Yt(llftl/2 + ll.9tll2) e(B-'Y)t 

:::; ceBt(llu~W + llw~ll2 + llb~ll2) +c sup{e'Yt(l/!tl/2 + ll.9tll2)} e(B-'YJt_ 
t;::o 

Logo, integrando de O a t, observando (3.69), considerando o min{l, j, r, p + x, --1, r v} e as 
hipóteses sobre ft e 9t, obtem-se 

e1Jt(llu~ll 2 + llu·~ll 2 + l/b~ll 2 ) + ht e1Jr(IIV'u~(r)ll 2 + /IV'w;(r)ll 2 + IIV'b~(r)ll 2 )dr 

:::; c+ c2fot e(B-'Y)r dr +c (1/u~(O) 1/ 2 + jl/w;(o) /1 2 + rl/b~(O) 11 2), (:3. 76) 

onde c2 =c sup(llft(t)ll + ll.9t(t)ll)sup{e'Yt(l/!t(t)l/ + 1/gt(t)ll)}. :.VIas, similarmente como 
t;::o t;::o 

para (3.39), tem-se llu~(0)/1 2 + jllu:~(O)II 2 + rllb~(O)II 2 :::; c, então de (3.76), conclui-se que 

supeBt(llu~(t)ll 2 + l/w~(t)11 2 + llb~(t)ll 2 ):::; C (:3.77) 
t;::o 

e sup ft el)r(I/V'u;(r)/1 2 + 1/V'w;(r)/12 + IIV'b~(r)/1 2 )dr:::; c (:3.78) 
t;::o lo 

desde que f) - "7 < O. 
Agora, somando (3.4-t) e (3.46), temos 

11Aukll2 + IIAbkll2 + IIBwk/12:::; c (1 + 11Aukii2)11V'u~kll2 +c (llu~ll2 + llw~ll2 + llb~ll2) 

+c (IIV'ukiiB + IIV'bkiiB)(I/V'uk/12 + IIV'bk/12) +c (11!112 + 11.9112), 

logo, multiplicando por eBt (O :::; () < '"'/ :::; )), resulta 

eBt(IIAukll2 + /IAbk/12 + 1/Bu:k/12) 

:::; c sup{l + IIAuk/1 2} eBtiiV'wk/12 + ceBt(l/u~W + /11r~ll 2 + llb~ll 2 ) 
t;::o 

+c ( sup{/IV'uk/12 + 1/V'bkl/2} )4 eBt(/IV'ukl/2 + IIV'bk/12) 
t;::o 

+c sup(llf(t)ll + llg(t)ll) sup{e'Yt(llf/1 + llg/1)} e(B-'YJt_ 
t;::o t;::o 

Portanto, de (3.11), (:3.45), (3.66), (:3,77), as hipóteses sobre f e g, concluimos que 

sup e8t( /IAuk/1 2 + 1/Bwk/1 2 + /IAbkl/ 2) :::; C 
t>O 
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desde que () -'f < O. 
Agora, de (3.49), (3.52) e (3.55), levando em conta (3.61), vem 

1\u~tll~·- ~ c II'Vw~ll 2 +c II'Vb~ll 2 +c II'Vu~ll 2 +c llftll
2

, 

k2 k2 k2 2 
llwttll f{-1 ~ c II'Vut li +c II'Vwt li +c ll9tll , 

llb~ll~·- ~ c II'Vb~l\
2 +c II'Vu~l\

2
. 

Então, somando as desigualdades acima, multiplicando por e0t para todo t 2: O e inte
grando de O a t, tem-se 

lat e 0 ,.(llu~t(r)ll~··· + llw~(r)ll~-1 + llb~t(r)ll~·)dr 

~ rt e 0 ,.(ll\7u~ll 2 + II'Vw:ll 2 + ll\7b~ll 2 )dr +c sup{e7t(ll!tll2 + ll9tll 2)} rt e(O-"()r dr. 
lo t~o lo 

Logo, das hipóteses sobre ft e 9tJ do fato que ()-'f< O e da estimativa (3. 78), conclui-se 

A seguir, tomando o produto interno em L2(r2) de (3.48) com u~, de (3.51) com wft e de 
(3.54) com b~, temos 

llu~tll 2 + 1-l; X :t II'Vu~l\ 2 = x(rot w~, u~t) + r(b~ · \7bk, u~t) + r(bk · \7b~, u~) 

-(u~ · \7uk,u~t)- (uk · \7u~,u~) + Ut,u~), 
· k 

1
2 'Y d k 2 a + /3 d . k 2 k k ( k k 

Jllwttl + 2 dt II'Vwt li + - 2 -dt lld1v wt li = x(rot ut, utt)- 2x wt, utt) 

-j(u~ · \7wk, u~t)- j(uk · \7w~, u~) + (gtJ u~t), 

li b~t 11
2 + ~ :t li \7 b~ 11

2 = ( b~ · \7 u k, b~) + ( bk · \7 u~, b~) - ( u~ · \7 bk, b~t) - ( u k · \7 b~, b~). 

Somando as últimas identidades e usando as desigualdades de Holder e Young, resulta 

Jju~tll 2 + jJJw:tll2 + Jlb~\1 2 + 1-l; X :t jj'Vu~l\ 2 

1!!..11\7 kll 2 !:.!l..II"Ybkll 2 a+ /3 !!_IJdiv kll 2 
+ 2 dt wt + 2 dt t + 2 dt wt 

~ Cõjj\7w~ll 2 + Cõllb~ · \7bkll 2 + Cõjjbk · \7b~ll 2 + Cõjju~ · \7ukll 2 + Cõlluk · \7u~ll 2 

+Cõllftll 2 + C;IJ'Vu:JI 2 + C;jj\7w~ll 2 + C.;JJu: · \7wkll2 + C.;Jjuk · \7w~ll 2 

2 k kll2 I k kl2 li k k 2 +C.;JI9tll + C.;llbt · \7u + Cçj b · \7ut I + Cç ut · \7b li 

+C.;IIuk · \7b~ll 2 + 6EIIu~tll 2 + 58jjw~ll 2 + 4ÇIIb~tll 2
. (3.81) 
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Agora, observemos que 

llb~ · V'bkll 2 < llb~II~.4IIV'bkll~.4:::; ciiV'b~II
2
IIAbkll

2
, 

llbk · V'b~ll 2 < llbkll~,ooiiV'b~ll
2

:::; C IIAbkii 2 IIV'b~ll 2 , 

lln~ · V'u:kll 2 < lln~II~,411V'wkll~.4:::; c IIV'u~II 2
IIBwkll 2 , 

llnk · V'w~ll 2 < llnkll~,oo IIV'w~ll
2 

:::; c li Ankii 2
IIV'w~ll 2 , 

llb~ · V' nk 11 2 < llb~ 11~,411 V'uk 11~. 4 :::; c li V' b~ 11 2 11 Auk 11 2
, 

llbk · V' n~ 11 2 < llbk li~,"" li V'u~ 11 2 
:::; c li Abk 11 2 11 V'u~ 11 2

, 

desde que H 1 (D) '---+ L4 (D) e H 2 (D) y L00 (D). 
1 . 1 

Então, escolhendo E= -, 6 = ..!__ e Ç = -, usando as estimativas anteriores e (:3.31 ), 
12 10 . 8 

de (3.81) obtemos 

llu~tll 2 + Jllw~ll 2 + 116~11 2 + :t ((p + x)IIV'u~ll 2 + ~tiiV'w:ll 2 + viiV'b~ll 2 ) 

+(o:+ /3) :t lldiv w~ll 2 
::; c (IIV'w~ll 2 + IIV'b~ll 2 + IIV'u~ll 2 ) +c (llftll 2 + llgtll 2

). 

Logo, multiplicando por a(t) = min{1, t} e0t (O :::; () < ~ 1 • ::; ;;y), tem-se 

a(t)(llu~tll 2 + Jllw~tll 2 + llb~tll 2 ) + :t (a(t) ((J-l + x)IIV'u~ll 2 + ~tiiV'v:~ll 2 + viiV'b~ll 2 )) 

+(o:+ ,6) ~ (a(t)lldiv w~W 2 )::; ca'(t)(IIV'u~ll 2 + IIV'w~ll 2 + IIV'b~ll 2 + lldiv 1/.·tll 2
) 

+ca(t) (IIV'w~ll 2 + IIV'b~ll 2 + IIV'u~ll 2
) + ca(t) (llftll 2 + ll9tll 2

) 

desde que a(t)dd '?(t) + a'(t)tp(t) = dd (a(t) tp(t)) quase sempre. 
t t 

Observemos que a(t):::; e0t e a'(t):::; (1 +())e0t quase sempre para todo t ~O. Então, 

a(t)(llu~ll 2 + Jllw~tll 2 + llb~tll 2 ) + :t(a(t) ((p + x)IIV'u~ll 2 + ~tiiV'w~ll 2 + viiV'b~ll 2 )) 

+(o:+ fJ)dd (a(t)lldivw~ll 2 ) 
t 

::; ce0t (IIV'u~ll 2 + IIV'w~ll 2 + IIV'b~ll 2
) + ceot (llftll 2 + ll9tll 2

) 

:::; ce0t (IIV'u~ll 2 + IIV'w~ll 2 + IIV'b~ll 2 ) +c {sup e"it (llftll 2 + ll9tll 2
)} e(O-"ilt. 

t?O 

Integrando no tempo de E > O a t e logo considerando o min { 1, j, p + x, ~r, v}, vem 
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:S cO"(c) (IJV'u:(:~)ll 2 + IIV'w;(E)II 2 + IIY'b~(=:)ll 2 ) +cO"( e) lldiv w;(e)W 

+c 1t erh (11Vw;(r)ll 2 + IIY'b~(r)ll 2 + IIV'u.~(r)ll 2 )dr + c31t e(O-"'i)rdr 

onde C3 =c sup(llftll + ll9tll) {sup e7t (llftll + ll9tll)}. 
t~O t~O 

Agora, observando (3. 78) e o fato que ()- "( < O, temos 

1t O"(r)(llu~t(r)ll 2 + llw~(r)ll 2 + llb~(r)ll 2 )dr + O"(t) (IIV'u~ll 2 + IIY'wfW + IIY'b~ll 2 ) 

:::; cO"(ê) (IIV'u~(e)ll 2 + IIY'w~(e)ll 2 + IIY'b~(e)ll 2
) +c. (3.82) 

Também de (3.78), temos que existem sequências En-----* o+, tal que 

Então, tomando En -----*o+ kn sequência conveniente) em (3.82), vem 

fot O"(r)(llu~(r)ll 2 + llw~(r)ll 2 + llb~(r)ll 2 )dr + O"(t) (IIV'u~ll 2 + IIY'w:ll 2 + IIY'b~ll 2 ) 

:S C lim O"(ên) (IIV'u~(En)ll 2 + IIV'w~(-~:n)ll 2 + IIY'b~(En)ll 2
) + C 

e,.---+0+ 

:S C lim En eOe,. (IIV'u~(ên)ll 2 + IIY'w;(ên)ll 2 + IIY'b~(En)ll 2 ) + C :S C. 
ên ---+0+ 

Logo, a desigualdade acima, implica que 

sup O"(t) (11Vu~(t)ll 2 + 11Vw;(t)ll 2 + IIVb~(t)ll 2
) :::; c (3.83) 

t~O 

e sup {t O"(r)(llu~(r)ll 2 + llw~(r)ll 2 + llb~t(r)ll 2 )dr:::; C. (3.84) 
t~o lo 

Assim, de (3.79) deduzimos que 

{uk}, {bk} são uniformemente limitadas em L00 (0, oc; D(A)) 

e {wk} éuniformementelimitadaem L00 (0,oc;D(B)), 

de (3.77) e (3.78), conclui-se que 

{un, {bn são uniformemente limitadas em L00 (0, oc; H) n L2 (0, oc; V) 

e { wn é uniformemente limitada em L00 (0, oc; L2(0)) n L2 (0, oc; Hd(O)), 

de (3.80), obtêm-se que 

{u~t}, {b~t} são uniformemente limitadas em L2 (0, oc; ~·*) 

e {w~} éuniformemeutelimitadaem L 2(0,oc;H- 1
), 
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de (3.8.3) e (:3.8<-t), V E > O, têm-se que 

{ u~}, { bn são uniformemente limitadas em L 00 ([E, oc ); l'), 

{ wn é uniformemente limitada em L00 ([E, x); HJ(O)), 

{u~t}, {b~t} são uniformemente limitadas em L2([E, oc); H) 

e {w~t} é uniformemente limitada em L2 ([E,cx;);L 2(0)). 

Então, com estas conclusões, temos que a solução ( u, w, b) dada pelo Teorema :3.3, satisfaz: 

u, b E Lx(O, ex;; D(A)), w E L00 (0, oc; D(B)), 

Ut, bt E Lx(O, oc; H) n L2(0, oc; v') n L00 ([ê, ex;); F), V E> O, 

Wt E L00 (0, oc; L2 (0)) n L2 (0, oc; HJ(O)) n L00 ([.=, ex;); HJ(n)), V.=> O, 

Utt, btt E L2 (0, ex;; l'*) n L 2 ([ê, oc); H), V.=> o, 
e Wtt E L2 (0, ex;; H-1

) n L 2 ([ê, oc); L 2(0)). V E> O. 

Além disso, desde Ut, bt E L2 (0, oc; l') e Utt, btt E L2 (0, ex;; l'*), usando o Lema 1.5 (Cap. 
1), temos que u~, bt E C([O, oc); H). Analogamente, Wt E C([O, ex;); L2 (n)). 

Portanto, 

Finalmente, as estimativas dadas no teorema, são obtidas tomando o limite quando k -----t 

ex; nas desigualdades (3.77)-(3.79), (3.80), (3.83) e (3.8<-t) respectivamente. 

3.4 Estimativas de erro 

Com as mesmas notações do Capítulo 1, consideramos {'Pi} e{,\} as autofunções e os 
correspondentes autovalores do Operador de Stokes A; {~i} e {~;i} as autofunções e os 
correspondentes autovalores do operador L = -~;6- (a+ ,6) V' di v; as projeções ortogonais 
Pk : L2(D) --+ v·k = span{ tp1, ... , rpk} e Rk : L2(D) --+ Hk = span{ c/J 1, ... , ~k}. 

Então, para qualquer v E L2 (0), têm-se: 

k k 

Pkv = :L) v, 'Pi)'Pi e Rkv =:L) v, c/Ji)~i, 
i=l i=l 

também, para estas expansões em termos das autofunções, são obtidas as seguintes esti
mativas de erro (ver [:31]): 

Lema 3.1 Se v E l' e H: E HJ(O), então 

2 1 2 llw- Rkn·ll :S -IIY'u:il · 
~(k+l 



Agora, sejam (u, w, b) a solução global forte do problema (1.1)-(1.3) (equivalentemente 
(1.14)-(1.17)) dada pelo Teorema 3.2 e (uk, wk, bk) as soluções aproximadas do problema 
(satisfazem (1.23)-(1.26)). 

Considerando as projeções ortogonais Pk e Rb definimos 

vk = Pku- uk, zk = Rkw- wk, 

T)k = u- Pku, Ek = w- Rkw, 

Com estas variáveis temos que 

hk = Pkb- bk, 

e= b- Pkb. 

llu- ukll < llu- Pkuii + IIPku- ukll = llrlll + llvkll, 
llw- wkll < IIEkll + llzkll, 
llb- bkll < llçkll + llhkll· 

Logo, levando em conta Lema 3.1, temos os seguintes resultados: 

Proposição 3.3 Com as hipóteses da Proposição 3.1, existe uma constante c > O tal que 
para todo k E IN (suficientemente grande) e para todo t 2': O, temos 

Proposição 3.4 Com as hipóteses do Teorema 3.2, existe uma constante c > O tal que 
para todo k E IN (suficientemente grande) e para todo t 2': O, têm-se 

lkkll 2 
:::; -;-, 

"Yk+l 

IIY'Ekll 2 :::; _c_, 
"(k+l 
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Proposição 3.5 Com as hipóteses do Teorema 3.3, existe uma constante c > O tal qw: 
para todo k E IN (suficientemente grande), O :::; () < '"y* e para todo t 2:: O. temos 

Proposição 3.6 Com as hipóteses do Teorema 3.4, existe uma constante c > O tal que 
para todo k E IN (suficientemente grande), O :::; () < í* e para todo t 2': O, têm-se 

e0tllsk(t)ll 2
:::; +. 

Ík+l 

eotii'Vsk(t)112 :::; _c_' 
Ík+l 

Agora, com L= -~ 1 ~-(a+{3)'Vdiv, de (1.14)-(1.16) temos que Pku, Rkl.L' e Pkb satisfazem 

(Pkut, zp) + (u · 'Vu, zp) + (!t + X)(APku, c;)= x(rot w, zp) + r(b · 'Vb, c;)+(!, zp),(3.85) 

j(Rk1LJt, 1;) + (LRkw, 1;) + j(u · 'Vw, 1;) + 2x(Rkw, 9) = x(rot u, 1;) + (g, 1;), (3.86) 

(Pkbt. 1/;) + v(APkb, 0) + (u · 'Vb, 0)- (b · 'Vu, '1/J) =O, (3.87) 

Vzp, 0 E l·k C 1·, VÇJ E Hk C Hci(O.) 

desde que Pkc; = c;, Rkó = ÇJ, Pk'l}; = 0, PkA = APk e RkL = LRk· 
Subtraindo (1.2:3) de (:3.85), (1.24) de (:3.86) e (1.25) de (3.87), temos que vk, zk e hk 

satisfazem 

(v~, zp) + (p + x)(Av\ c;)= x(rotsk, c;)+ x(rot z\ '.P)- (u · 'Vr/, c;)- (u · 'Vv\ c;) 
-(T)k. 'Vuk, c;)- (vk. 'Vuk, zp) + r(çk. 'Vb, !f) 

+r(hk. 'Vb, zp) + r(bk · 'VÇ\ c;)+ r(bk ·'V h\ zp), (3.88) 

j(z~, 1;) + (Lzk, 1;) + 2x(zk, 1;) = x(rot T)\ 1;) + x(rot v\ ÇJ)- j(r/ · 'Vw, 1;) 
-j(uk. 'Vzk, 1;)- j(rk · 'Vw, 1;)- j(uk · 'Vsk, r/;), (3.89) 

( h7, ~·) + v( A h\ 1;}) = - ( T)k · 'V b, 1/J) - ( uk · 'V h\ u) - ( vk · 'V b, ~·) - ( uk · 'V Ç\ u) 

+(hk. 'Vuk, t-') + (çk · 'Vuk, '!j;) + (b · 'VT)k, t>) + (b · 'Vv\ 0), (:3.90) 
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3.4.1 Estimativa de erro na norma L2 (S1) 

Lema 3.2 Com as hipóteses do Teorema 3.2 e da Proposição 3.1, existe uma constante 
c > O, independente de t 2: O e de k E N (suficientemente grande), tal que 

Prova. Considerando <p = vk, 4J = zk e '1/J = hk em (3.88)-(3.90) respectivamente, temos ··· 

1 d 2 dt llvkl! 2 + (tt +X) ll\7vkll 2 = x(rot ê\ vk) + x(rot zk, vk) - ( u · Vrl, vk) 

-(rl· \7uk, vk)- (vk · \7uk, vk) + r(çk · \7b, vk) 

+r(hk · \7b, vk) + r(bk · \7Çk, vk) + r(bk · \7hk, vk),(3.9l) 

~ :t llzkll 2 + 'YII\7zkll 2 +(a+ ,B)IIdiv zkll 2 + 2xllzkll 2 

= x(rot T}k, zk) + x(rot vk, zk)- j(T}k. \7w, zk) 

-j(vk · \7w, zk)- j(uk ·Vê\ zk), (3.92) 

~ :t llhkll 2 + vll\7 hk 11
2 = -(nk. \7b, hk) - ( vk. \7b, hk) - (uk. vrçk, hk) 

+(hk. \7uk, hk) + (Çk · \7uk, hk) + (b · \7T]k, hk) + (b · \7vk, hk). (3.93) 

Usando as desigualdades de Holder e Young, temos 

Similarmente, 

Das desigualdades de Holder e Young, junto com a imersão de Sobolev H 1 (D.) <-+ L 4 (D.), 
temos 

Analogamente, 

I(TJk · \7uk, vk)l < CeiiTJkii 2 IIAukll 2 + êll\7vkW, 

lr(çk · \7b, vk)l < Cellçkii 2 IIAbll 2 + êll\7vkll 2
, 

lr(bk. ve, vk)l < C:IIAbkll 2 llçkll 2 + Ell\7vkll 2
· 
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Usando a desigualdade de Sobolev II<PIIr.4::; cii<PII 114 JIV<PII 3
/

4 e as desigualdades de Holder 
e Young, tem-se 

Similarmente, 

ir(hk · Vb, vk)l < cllhkllr. 4 IIVbllll'~lllr. 4 :S ciJVhkiiiiVbllllvkii 114 IIVvkll 314 

< CaiiVbll 2 llvkii 112 IIVvkll 312 + aJJVhkll 2 

< Ca,EIIVbll 8 llvkll 2 + c:JJVvkll 2 + aJJVhkll 2
, 

ir(bk ·V h\ vk)l < cJibkllr. 4 IIVhkllllvkllr.4 :S cJJVbkiiiiVhkllllvkii 114 IIVvkll 314 

< CaiiVbkll 2 llvkii 112 IIVvkll 312 + aJJVhkll 2 

< Ca,t:IIVbkll 8 llvkll 2 + ::IJVvkll 2 + aJJVhkll 2
. 

Também, 

lx(rot r/, zk)i < C.;Jirlll 2 + 5JIVzkll 2
, 

lx(rot r\ zk)i < xllzkll 2 + ~11Vvkll 2 , 

IJ('7k · Vtc, zk)i < C.si1Lwll 2 llrlll 2 + 5JJV::kll 2
, 

Jj(vk · Vtc, zk)l < C<,ai1Vwll 8 llzkll 2 + 5JJV::kll 2 + c:IJVvkll 2
, 

Jj(TLk. VEk, zk)i < C.;JJAukii 2 IIEkll 2 + 5JJV::kll 2
· 

Similarmente, 

1('7k · Vb, hk)i < Callr/II 2 IIAbll 2 + aJJVhkll 2
, 

l(vk·Vb,hk)i < Cê,aiiVbll 8 llhkll 2 + aJJVhkll 2 + c:JJVvkll 2
, 

i(TLk · vçk, hk)i < CaiiAukll 2 ilçkJJ 2 + aJJVhkll 2
, 

l(hk. Vuk, hk)i < CaiiVukll 4 llhkll 2 + aJIV1lll 2
, 

l(Çk. Vuk,f/)i < CaJJçkJJ 2 IIAukll 2 + aJJVhkll 2
, 

i(b. \71]\ hk)i < CaiiAbll 2 11'7kll 2 + aJJVhkll 2
, 

J(b · Vt:\ hk)l < C<,aiiVbll 8 llhkll 2 + aJJVhkll 2 + c:JJVvkll 2
-

Levando todas estas estimativas em (3.91 )-(3.93), obtemos 

~ r~t llvkll 2 + (tl + \JIIVvkll 2
::; C:IIEkll 2 + xllzkll 2 + C:-(IIAull 2 + IIAtlll 2)lir/ll 2 

+(CEIIVukll 4 + Crr,.:IIVbll 8 + Crr,EIIVbkll 8 )llvkll 2 

Gl 



+Cê(IIAbll2 + IIAbkll2)llçkll2 + (8E + ~)11Vvkll 2 

+2aii'Vhkll2, 

~ :tllzkll2 + iii'Vzkll2 + 2xllzkll2:::; Cõ(l + IILwll 2)llrlll 2 + xllzkll 2 
+(E+ ~)II'Vvkll 2 

+Cê,õii'Vwll 8 llzkll 2 + CõiiAukii 2 I!E·kll 2 + 48jj'VzkW, 

~ !11hkll 2 + vji'Vhkll 2
:::; (2Cê,uii'Vbll 8 + Culi'Vukll 4 )ilhkjl 2 + 2CuiiAbll 2 11''7kll 2 

+2CuiiAukll2llçkll 2 + 7aii'Vhkll 2 + 2EII'Vvkll 2
. 

Agora, escolhendo E = ~, 8 = ~' a = ;
8 

e somando as tres últimas desigualdades, 

obtemos 

~(llvkll 2 + Jllzkll2 + llhkll 2
) + (p + x)IIVvkll 2 + iii'Vzkll 2 + vi1Vhkll 2 

dt 
:::; c(l + IIAukii2)I!Ekll2 + c(IIAull 2 + 11Aukll 2 + 1 + 11Lwll2 + IIAbll2)11'7kll 2 

+c(IIAbll2 + IIAbkll 2 + 11Aukll2)llçkll2 + c11Vwll 8 llzkll2 

+c(II'Vukll 4 + IIVbll 8 + II'Vbkll 8)llvkll 2 + c(II'Vbll 8 + IIVukW)IIhkll 2
, 

onde c > O é uma constante genérica independente de k. 
Logo, desde que IIBwll e IILwll são normas equivalentes, usando a estimativa (3.31) 

dada no Teorema 3.2, resulta 

! (llvkll 2 + Jllzkll2 + llhkll 2
) + ((p + x)IIVvkll 2 + 1II'Vzkll 2 + vii'VhkW) 

:::; c(IIEkll2 + ll77kll2 + llçkll 2
) 

+c(li'Vukll 4 + IIVbll 8 + II'Vbkll 8 + II'Vwll 8)(llvkll 2 + llzkll 2 + llhkll 2
) 

:::; c(IIEkll2 + ll77kll2 + iiçkll2) 
+ca(t) (11Vukll2 + II'Vbll2 + II'Vbkll2 + 11Vwll2) (llvkll 2 + llzkll2 + llhkll2) 

onde a(t) = 11Vuk(t)ll2 + II'Vb(t)ll 6 + II'Vbk(t)ll 6 + 11Vw(t)ll 6
. 

Da estimativa (3.1), temos a(t) :::; c(lvl) onde c(lvl) > O constante genérica que de
pende apenas de Jtvf. Logo 

~(llvkll 2 + )llzkll 2 + llhkll 2
) + ((p + x)IIVvkll 2 + iii'Vzkll2 + v11Vhkll 2

) 
dt 

:::; c ll.:kll2 +c (ll77kW + llçkll 2
) + c(i1I)j3(t)(llvkll2 + llzkW + llhkll 2

), (3.94) 

onde f3(t) = II'Vuk(t) 11 2 + II'Vb(t) 11 2 + II'Vbk ( t) 11 2 + li Vw( t) 11 2. 
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Integrando de O a t, logo considerando o min{l,j,J-l +\,"f, v} e levando em conta a 
Proposição 3.3, obtemos 

Aplicando a desigualdade de Gromvall, obtemos 

Finalmente, da estimativa (3.23), temos que fot cJ( T)dT :::; c, completando a prova do 

lema. 
Agora, damos o seguinte resultado: 

Teorema 3.5 Com as hipóteses do Teorema 3.2 e da. Proposição 3.1, 0.8 aproximações 
( u.k, wk, bk) satisfazem 

para. todo t 2': O, onde c> O é uma. constante que independe de k E lV. 

Prova. Observemos que 

llu(t)- u.k(t)ll 2 < 2(\lu(t)- Pku(t)ll 2 + IIPku.(t)- u.k(t)ll 2
) = 2(llrl(t)ll 2 + llrk(t)ll 2

), 

llw(t)- 11/(t)ll2 < 2(ll~k(t)ll
2 + llzk(t)ll 2

), 

llb(t)- bk(t)ll 2 < 2(llçk(t)ll 2 + llhk(t)ll 2
). 

Então, 

llu.(t)- u.k(t)ll 2 + ltc(t)- wk(t)ll 2 + llb(t)- bk(t)ll 2 

:::; 2(11rl(t)ll 2 + lkk(t)ll 2 + llçk(t)ll 2
) + 2(llvk(t)ll 2 + llzk(t)ll 2 + llhk(t)ll 2

). 

Logo, usando a Proposição 3.4 e o Lema 3.2, obtemos o resultado. 
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3.4.2 Estimativa de erro na norma H 1 (D.) 

Lema 3.3 Com as hipóteses do Teorema 3.2 e da Proposição 3.1, existe uma constante 
c> O, independente de t ~ O e de k E N (suficientemente grande), tal que 

II'Vvk(t)/12 + /I'Vzk(t)/12 + /I'Vhk(t)W 

l t c c 
+ (/lv~(r)/1 2 + /lz~(r)/1 2 + /lh~(r)/1 2

)dr::; - + -, -. 
0 '"fk+l Ak+l 

Prova. Tomando 'f= vf, cP = zf e '1/J =h~ em {3.88)-{3.90), temos 

/lv;/12 + ll; X! /I'Vvkll2 

= X(rotE\vn + X(rotzk,v:)- (u · 'Vr/,vn- (u · \i'vk,v~) 
-(r/· 'Vuk, vn- (vk. 'Vuk, v;)+ r(çk. 'Vb, v;)+ r(hk. 'Vb, v;) 

+r(bk. V'çk,v;) + r(bk. 'Vhk,vn 

::; Ceii'Vêk/1 2 + Ce/I'Vzkll 2 + Ce/1Au/1 2II'Vr/ll2 + Ce/IAuii 2II'VvkW 

+CeiiAukii 2 IIY'77kll 2 + CeiiAukii 2II'Vvkll 2 + Ce/1Abii 2 IIV'çkll 2 

+C,.IIAbii 2 IIV'hkll 2 + CeiiAbkii2II'Vçk/1 2 + Ce/1Abkii 2II'Vhkll 2 + 10:::IIv;ll 2
, 

jllz;ll2 + ~ !/I'VzkW +a; /3 !lldiv zkll2 + x:tllzkll2 

= x(rot 7]\ zn + x(rot vk, z;)- j(7]k. 'Vw, zn- j(uk. 'Vzk, z;) 

-j(vk · \i'w, zn- j(uk · \i'E:k, z;) 

::; C;IIV'rykll2 + C.sii'Vvk/12 + C.siiLwii2IIY'77kW + C.s/1Aukii211'Vzk/12 

+C.siiLwW/I'Vvkll 2 + C.si!Aukii 2/IV'Ekll 2 + 6ollz;/1 2, 

llh~/12 +~!li V' hk/12 

= -(77k · 'Vb,h~)- (vk · 'Vb,h~)- (uk · 'Vhk,h~)- (uk · 'VÇ,k,h~) 

+(hk · 'Vuk, h~)+ (çk · 'Vuk, h~)+ (b ·V' r/, h~) + (b · 'Vvk, h~) 

::; C,.IIAb/12IIY'77kll2 + C,.IIAukii 2/I'Vhk/1 2 + C,./1Ab/1 2II'Vvkll 2 

+C,.IIAukii211V'çkll2 + C,.IIAukii211'Vhkll2 + C,.IIAukii211V'çkll2 
+C,.IIAbii211V''7kll2 + C,.IIAbii211V'vkll2 + 8allh~W, 

onde temos usado as desigualdades de Hõlder e Young, as imersões de Sobolev H 1 (D) Y 

L4{r2), H 2(D) <-t L00 (r2). 
1 j 1 

Escolhendo ::: = 
20

, o = 
12

, a= 
16

, e somando as desigualdades anteriores, obtemos 

/lv~ll 2 + )llz~ll 2 + llh~ll 2 + dd ((p + x)II'Vvkll 2 + "rii'Vzkll2 + vii'VhkW) 
t 
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+ :t (2xllzkll 2 +(a+ O)lldiv zkll 2
) 

:S c(1 + 11Aukii 2)IIY'Ekll 2 + c(IIAull 2 + IIAukll 2 + 1 + 11Lwll2 + IIAbii 2 )IIY'r/ll 2 

+c(IIAbll 2 + IIAbkll 2 + IIAukii 2)IIY'çkll 2 + c(1 + IIAukii 2)IIY'zkll 2 

+c(IIAull
2 

+ 11Aukll2 + 1 + 11Lwll 2 + IIAbii
2
)IIY'vkll 2 

+c(IIAbll 2 + IIAbkll 2 + IIAukii 2)IIY'hkll 2· 

Logo, considerando (3.31) dada no Teorema 3.2 e o fato que IIBwll e li Lwll são normas 
equivalentes, obtem-se 

llv~ll 2 
+ Jllz~ll 2 

+ llh~ll 2 
+ :t ((p + x)IIY'vkll

2 
+ ~tiiY'zkll 2 

+ viiY'hkll
2

) 

+ :t (2xllzkW"! +(a+ ,3)ildiv zkll 2
) 

:S ciiY'Ekll 2 + ciiY'TJkll 2 + ciiY'çkll 2 + c(IIY'vkll 2 + IIY'zkll 2 + IIY'hkll 2
). (3.95) 

Integrando de O a t, observando que vk(O) = zk(O) = hk(O) = O (pela definição), con
siderando o rnin{1, j, 1-1 + :'(,~f, v} e levando em conta a Proposição 3.3 e o Lema 3.2, 
obtemos 

fot (llv~(r)ll 2 + llzt(r)ll 2 + llh;(r)ll 2 )dr + IIY'vk(t)il 2 + IIY'zk(t)ll 2 + IIY'1/(t)il 2 

:S c fot IIY'Ek(r)ll2dr +c fot IIY'TJk(r)ll2dr +c fot liV'çk(r)ll2dT 

+cfo
1

(IIY'vk(r)ll 2 + IIY'zk(r)ll2 + IIY'hk(r)ll 2 )dr 

c c (c c c c 
::; (- + -) + -2- + -2-) ::; - + -. 

"(k+l Àk+l "ik+l Àk+l "tk+l Àk+l 

Isto completa a prova do lema. 
Assim, o Lema 3.:3, nos leva ao seguinte resultado: 

Teorema 3.6 Com as hipóteses do Teorema 3. 2 e da Proposição 3.1, as aproximações 
( uk, wk, bk) satisfazem 

para. todo t ~ O, onde c> O é uma constante que independe de k E Jl\'. 

Prova. Deduz-se do Lema 3.3 e da Proposição 3.4. 
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3.4.3 Melhores estimativas de erro na norma L 2 (!1) e H 1(!1) 

Com as estimativas da Seção 3.4, podemos obter melhores estimativas de erro do que uas 
Subseções 3.5.1 e 3.5.2. 

Lema 3.4 Com as hipóteses do Teorema 3.2 e do Teorema 3.3, sejam c1 = min{p + 
x, =j, v}, Cn a constante de Poincaré ~lull :::; CniiY'ull, para u E HJ(O)) e"/ definido 
como no Teorema 3. 3. Então, para qualquer constante 71 tal que O < 71 < min { ,. , ~~ } , 
existe uma constante c independente de k E N (suficientemente grande), tal que 

Prova. Multiplicando (3.94) por eJi.t, obtem-se 

~(e1Zt(llvkll2 + Jllzkll2 + llhkli2)) + cl e1Zt(IIV'vkll2 + JIIV'zkll2 + IIV'hkll2) 
dt 

:::; c etrtm~kll2 + 111/112 + llçkll2) + c(!vl)f](t) e1Zt(llvkll2 + llzkll2 + llhkli2) 

+71e1Lt(llvkll2 + Jllzkll 2 + llhkW). 

Como O < 71 < ~~, então c2 = c1 -71Cn >O. Logo, 

Integrando de O a t, considerando o min{l, j, c2 , jc2 } e usando a Proposição 3.5, obtemos 

e1Zt(llvk(t)112 + llzk(t)112 + llhk(t)112) 

+ lat etL'(IIV'vk(r)ll2 + IIV'zk(r)ll2 + IIV'hk(r)ll2)dr 

:::; + + + + r c(l14),8(r)etr•(llvk(r)ll2 + iizk(r)ll 2 + llhk(r)ll 2)dr. 
fk+l Àk+l lo 

Aplicando a desigualdade de Gronwall, temos 
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Agora, da estimativa (3.62) dada no Teorema 3.3, temos que fot c(A/)3( r)dr:::; c. Então, 

da última desigualdade conclui-se o resultado. 
Agora, podemos estabelecer uma melhor estimativa de erro na norma L 2 (D.): 

Teorema 3. 7 Com as hipóteses do Teorema 3.4, para 71 como no Lema 3.4, as apro
ximações ( uk, wk, bk) satisfazem 

eii1(IIu(t)- uk(t)ll 2 + llw(t)- wk(t)ll 2 + llb(t)- bk(t)W):::; + + + 
~lk+t Àk+l 

para todo t ~ O, onde c> O é uma constante que independe de k E ][ll. 

Prova. Usando o Lema 3.4 e a Proposição 3.6 segue-se o resultado. 
A seguir, damos o seguinte lema: 

Lema 3.5 Com as hipóteses do Teorema 3.2 e do Teorema 3.3, para 71 como no Lr:ma 
3.4, existe uma constante c > O, independente de t ~ O e de k E ll'vr (suficientemenlr: 
grande), tal que 

e:rr1(IIV7/(t)ll 2 + 11Vzk(t)ll 2 + 11Vhk(t)ll 2
) 

+ rt ejiT(IIrt(r)ll'2 + llzt(r)ll 2 + llh~(r)ll 2 )dT s;-!-- + ~· 
lo tk+l Ak+t 

Prova. Multiplicando (:3.95) por eii1
, temos 

e:rr1(llvtll 2 + Jllz~ll 2 + llh~ll 2 ) + :t (e:rrt((p + x)IIVvkll 2 + "ri1Vzkll 2 + viiVhkW)) 

+ :t (2x eii1 IIzk 11
2 +(a+ /3) eii1IIdiv zk 11 2) 

s; ceii 1 (IIV~kll 2 + IIV'Ikll 2 + IIVçkW) + 2x71Cné111Vzkll 2 

+(a+ 3) 71eJit lldiv zkll 2 +(c+ cp)é1(11Vvkll 2 + 11Vzkll 2 + 11Vhkll 2
) 

:::; ce:rr 1 (IIV~kll 2 + 11Vrlll 2 + 11Vçkll 2) + ceii1(IIVvkll 2 + IIVzkW + 11Vhkll 2
)· 

Integrando de O a t, considerando o min{l, j, J.l + x, "f, v}, observando o Lema 3A e a 
Proposição 3.5, obtemos 

e:rrt(IIVt/(t)ll2 + 11Vzk(t)112 + 11Vhk(t)ll2) 

+ fot e1Ir(llvt(r)ll 2 + llz~(r)ll 2 + llh~(r)ll 2 )dr 

:::; _c_+ _c_+ c rt ei1'r(IIVvk(r)ll 2 + 11Vzk(r)ll 2 + IIV/l(r)ll 2 )rlr 
"tk+ 1 Àk+ 1 lo 

c c c c 
:::; (- + -) + (-2- + (-2-), 

"rk+l Àk+l "ik+l Àk+l 



de onde segue-se o resultado. 
Agora, estabelecemos o seguinte: 

Teorema 3.8 Com as hipóteses do Teorema 3.4, para p; como no Lema 3.4, as apro
ximações ( uk, wk, bk) satisfazem 

eiit(li'Vu(t)- 'Vuk(t)ll 2 + II'Vw(t)- 'Vwk(t)ll 2 + II'Vb(t)- 'Vbk(t)ll 2
) ~ _c_+~ 

lk+l Ak+l 

para todo t ~ O, onde c> O é uma constante que independe de k E N. 

Prova. Usando o Lema 3.5 e a Proposição 3.6 obtem-se o resultado. 
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Capítulo 4 

Existência de soluções fracas e 
fortes em um domínio não cilíndrico 

"Usando o método de Galerkin espectral provamos a existência de soluções fracas e a 
existência e a unicidade da solução forte para as equações do movimento de um fluido 
magneto-micropolar em uma classe de domínios não cilíndricos tri-dimensionais. 

4.1 Espaços funcionais e notações 

Seja O < T < x un número real fixo e {nt}o::;t::;r uma família de conjuntos limitados de 
JF{l com contorno ant. Consideremos o domínio não cilíndrico 

Q = u {lt X {f} COm COntorno lateral 8Q = u 8{1t X { t} suave 
O<t<T O<t<T 

Estudamos a existência de soluções fracas e fortes para as equações que descrevem 
o movimento de um fluido magneto-micropolar viscoso incompressível em um domínio 
dependendo elo tempo n1 c JR3 num intervalo de tempo [0, T]. Isto é as equações (1.1 )
(1.3) definidas em Q: 

au 1 at + u. \lu- (J-l + x)~u + V'(p + 2rb. b) = xrot w + rb. \7b +f, 

.aw ( a)n d' . " ) at - "f:::.,W- a+ ,U v lV W + JU · v W + 2XW = xrot U + g, 

8b 
- - v:::.b + u · \7b- b ·\lu= O at ' 
di\· u = div b =O em Q, 

v ( .l', t ) = 1c( .1', t ) = b (:r;, t) = 0, ( .T, t) E 8Q, 
11(.1:, O) = u0 (:r:), w(:r, O) = wo(x), b(.1·, O) = bo(.r), :r E {10 . 

/;) 

( cl.l) 



Para provar a existência de soluções fracas e a existência da solução forte, fazemos 
uso de uma apropriada mudança de variáveis para transformar o problema (4.1)-(4.3) 
definido em Q em um sistema definido sobre um domínio cilíndrico Q = n x (0, T) onde 
a variável espacial não depende do tempo, logo, usando o método de Galerkin espectral 
(aproximações de Galerkin) junto com o Lema de Aubin-Lions (Cap. 1), resolvemos o 
problema neste domínio Q e retornamos para Q usando a inversa da mudança de variáveis. 

No que segue do capítulo, os vetores serão considerados como vetores linha, também 
as funções serão reais ou vetoriais e não serão distinguidas estas duas situações em nossas 
notações. 

Agora damos a definição precisa do domínio espacial dependendo do tempo Dt onde 
o problema de valor de contorno-inicial tem sido formulado. 

Sendo T > O, seja a função 

R : [0, T] --t !Rn
2 

com n = 3, 

isto é, R(t) é uma 3x3 matriz. Para n como no Cap. 1, consideremos os conjuntos 

nt = {x = yR(t) ; y E n}, o::; t::; T, 

com contorno 
ant = {x = yR(t) ; y E an}, o::; t::; T. 

Observe-se que tais domínios Dt geram um domínio não cilíndrico de IR3 x IR: 

Q = u Dt X { t} com contorno lateral aQ = u ant X { t} suave. 
O<t<T O<t<T 

Sobre R(t) damos as seguintes hipóteses: 
R(t) = CY(t)lvl, onde CY é uma função real de classe C 1 sobre [O, T], CY(t) > O e AI é 

uma 3 x 3 matriz inversível com entradas constantes reais. 
Esta classe de domínios foi introduzida por Milla-Miranda e Límaco [28] no estudo 

das equações clássicas de Navier-Stokes. Veja também Medeiros e Milla-i\Iiranda [26], e 
as referências alí. 

Para n c IR3
, domínio limitado com contorno an suficientemente regular (ver Cap. 

1) e Af3x3 = (miiki=l,2,3 matriz fixa (com as hipóteses acima), considerando 

V(D) ={v E (Ctf(D))3
; div(v!vr1

) =O em D}, 

define-se 

H(D) o fecho de V(D) na (L2 (r2)) 3 norma, 

~·(n) o fecho de V(D) na (H1(r2)) 3 norma, 

((D) o fecho de V(D) na (H 5 (r2)) 3 norma. 
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Os produtos internos e as normas em H(0.) e (~(0.) são dados por: 

3 

(u., v)s = (u., v)v·(íll =I: (u.i, vi) H•, 1/2 llu.lls = (u., u.)s · 

onde (., .)H• é o produto usual em H 5 (0.). 
Em particular, denotamos i'·1 (0.) = V(0.) e llu.lh = llu.ll H 1 • 

Com estas notações junto com as notações dadas para H(0.) e \"(0.) no Cap. 1, 
tem-se: 

Proposição4.1 Seja ),I= (mi1),i,j 
constantes reais. Então as aplicações 

1, 2, 3, matriz fixa, inversível com entradas 

rPt : 't-"(0.) ~ i"(O) e rP2 : H ( 0.) ~ fi ( 0.) 

u ~ <Ptu. = u.Al v ~ </;2 1; =vAI 

são isornorfisrnos. 

Prova. A aplicação o 1 é linear e injetora (pois AI é inversível) de C'Q,
17

(0.) em V(0.). 
Agora, dada a função v E V(0.) existe vM- 1 E CQ.'

17
(0.) tal que cjJ 1 (vi\I- 1

) =v. Portanto, 
91 : C0,

17
(0.) ~ V(0.) é linear e bijetora. Também, para u. E \"(0.), temos 

3 :l 

llr/Jtu.lli·(n) = I!<Ptu!!~' = L I!Da(u.M)!I 2 
= L L j IDa(L vimii)l

2
r1X 

iai:SL iai:Sl i=L íl i= L 

3 

"'"" 2 Logo, desde que AI é inversível, para i = 1, 2, 3, tem-se que L..lmzil > O. Então 
_j=L 

3 3 

considerando Ct = _mi.n L lmijl 2 > o e c2 = Inél;X L lmijl 2 > o, a última igualdade 
!=1,2,3 . 1 !=1,2,3 . 1 

]= J= 

fornece 

Assim, 

I I 



Agora, veamos que cj;1 : ·v(O) ----+ V(O) é injetora. Se cj;1 =O, então por (4.4) tem-se 
u = O e desde que cf;1 é linear, resulta que cj;1 é injetora. 

A seguir, demonstraremos que cj;1 é sobrejetora. De fato, se v E f'·(n) então (pela 
definição de i'"(O)) existe {vn} C V(O) tal que Vn ----+ v em i'"(O), mas como cf;1 : 

CQ,"17 (0) ----+ V(O) é sobrejetora, temos que existe { un} C CQ,"17 (0) tal que c/J 1 Un = Vn, 
portanto, cj;1 Un ----+ v em i"(O), o qual implica que { cj;1 un} C V(O) é uma sequência de 
Cauchy. Logo, observando ( 4.4), tem-se que { un} é uma sequência de Cauchy em V(O), 
assim existe u E V(O) tal que Un ----+ u em V(O) e observando o lado direito de ( 4.4) 
e a linearidade de cj;1 , tem-se que cf;1un----+ cj;1u em V(O). 

Finalmente, pela unicidade do limite resulta cj;1 u = v. Similarmente, demonstra-se 
que cj;2 : H(O) ----+ H(O) é um isomorfismo. 

Então, em virtude da Proposição 4.1, V(O) pode ser caracterizado por: 

1~-(0) ={v E (HJ(0)) 3
; div (v Af-1

) =O}. 

Também, levando em conta a caracterização de Hl.(O) (ver Cap. 1) e a Proposição 4.1, 
têm-se 

fll.(D) = { cj; E (L2 (0)) 3
; cj; = \lq Art para algum q E H 1(D)} 

e (L2 (0)) 3 = H(O) EB fll.(O). 

De fato, se cj; E fll.(O), então "'u E H(D) tem-se (cf;, u) =O, isto é, (cj;, ul\II-1 AI) =O, o 
qual implica (cj;Alt, ui\I- 1 ) =O, Vulvi- 1 E H(O), logo cf;Aft E Hl.(D), consequentemente, 
existe q E H 1 (0) tal que cjJA/t = \lq, assim, cj; = \lql'vl-t. Agora, seja</;= \lqJ\1-t com 
q E H 1(D), então V u E H(O), tem-se 

(cf;, u) = ('VqArt, u) = ('Vq, uM- 1
) = -(q, div (ulvr 1

)) =O, 

portanto </; = \lqAI-t E fll.(O). Finalmente, se u E H(O) n fll.(O), então u = \lqAI-t 
e div(ui\I- 1

) =O, logo llull 2 = (\lqM-t,u) = (\lq,ul'vf- 1
) =O, o qual implica u =O, de 

onde conclui-se que H(D.) n fll.(O) = {0}. 
Assim, podemos considerar a projeção ortogonal (definida pela soma direta acima): 

p : (L2 (0)) 3 ----+ H(O), 

portanto, P('Vglvf-t) =O, V g E H 1(0) com \lg E (L2(0)) 3
. 

A seguir, introduz-se algums espaços funcionais que serão necessários para estabelecer 
os nossos resultados. 

Seja Vt = { u E (Ccf(Ot)) 3 ; div u =O em Ot}, então define-se 

H(Ot)) o fecho de Vt na (L2(0t))3 norma, 

"~(D.t) o fecho de Vt na (H8 (0t)) 3 norma, 
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para sE IR, s >O. Em particular, denotamos ~·(nt) = ~· 1 (Dt). 

Os produtos internos em H(Dt) e F(Dt) são dados por: 

3 

(u, v)t (u, v)H(Otl =L i ui(x)vi(x)dx, 
i=1 f!t 

3 r âui(x) âvi(x) 
((u, v))t = (u, vh·(nt) = L lr â ê d.r. 

i,_j= 1 f!t Xj Xj 

Observamos que ~~(Dt) Y (HJ(Ot)) 3 contínuamente paras> ~ e 

Agora, se,ia B uma bola em JR 3 tal que flt C B, para todo t E [0, T]. Então, para 
1 :::; p:::; x, define-se: 

LP(O, T; 1"(Dt)) = { u E LP(O, T; v"( E)); u(x, t) =O q.s. em B- Dt quase \1 tE [0. T]} 

com norma 

llull TY(O,T;V(r!t)) 

llull f,""'(O,T:V(r!t)) 

Analogamente, define-se LP(O, T; H(Dt)). 

l:::;p<x e 

A seguir, com a definição dada para Dt e com as hipóteses sobre R(t) 
consideramos a transformação 

rPt : flt ----+ D 

x = (:r1,x2,x3) ----+ <Pt(x) = y; y = xR- 1 (t), 

a(t)f\.f, 

(4.5) 

logo, para cada t E [O, T] tem-se que <Pt é um difeomorfismo de classe C 1
. O .Jacobiano 

de </Jt, denotado por .1</Jt é R(t)t, satisfaz det (JrjJt) = det R(t) = a 3(t) det JI.I =f. O. 
Observe-se que <Pt(Dt) = D, dy = [det (.J</Jt)]- 1 d;r e que a inversa de <Pt é definida por 

</J~ 
1 

: O ----+ Dt (4.6) 

Y = (yt, Y2, Y3) ----+ </J~
1
(y) = x: x = yR(t), 

com det (.l9"t 1
) = det R- 1(t) = (a3 (t))- 1 det M- 1

. 

Assim, levando em conta a transformação cj;11 temos a seguinte proposição: 
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Proposição 4.2 Seja <Pt a transformação definida em (4.5). Então para cada tE (0, T), 
as aplicações 

V(O) ---+ V(Ot) e H(O) ---+ H(Ot) 
v(y) ---+ u(x) =v o <Pt(x) = v(xR- 1(t)) h(y) ---+ b(x) =h o <Pt(x) = b(xR- 1(t)) 

são isomo·rfismos. 

Prova. A aplicação é bem definida, desde que u E v"(Ot) para cada t E (0, T). De 
fato, como v E ir(O), pela definição de V(O), existe { Vn} C ZJ(O) tal que Vn ---+ v em 
(H1(0))3 e desde que t é fixo tem-se un(x) = Vn o <Pt(x) = Vn(xR- 1(t)) E (C0 (0t))3. 

1 
Agora, como R(t) = a(t) fvf tem-se R- 1 (t) = a(t) Jvr 1

, assim, denotando y = xR- 1(t), 

3 

fvf = (mij)i,j=l,2,3 e JH- 1 = (TJij)i,j=l,2,3, resulta Y.i = [;ixiaTJ(~) e Xj = L.f=1 a(t)yimij, 

j = 1, 2, 3. Então 

div Un(X) = t aun; (x) = t t avn; (y) ay.i 
i=l axi i=l.i=l ayj axi 
3 3 a v . T}. . 1 3 a 3 1 
LL an'(y) (lt.J) =-(t)L-a _(LVn;(Y)TJi.i)=-(t)div(vn(y)l\1-

1
) 

j=l.i=l Y.1 a a .i=l Y.1 i=l a · 

e desde que { Vn} C ZJ(O), conclui-se div un(x) =O, isto é, { un} C llt. 
Logo, como Vn ---+ v em (H1(0))3, tem-se que Un = Vn o <Pt ---+ u = v o <Pt em 

(H 1(0t))3. Portanto, Un ---+ u =v o <Pt em V(Ot) e como "\l(Ot) é fechado, conclui-se 
que u =v o <Pt E V(Ot)· 

A seguir, demonstraremos que li vil v(n) e llulh.r(nt) são normas equivalentes. 
Observando que v(y) = u o </J"t 1(y), temos 

2 2 ~ av 2 ~ r av ( 2 
llvll~·<nl = 11Vvllc2<nl = ;Sr li ayi li r. 2 (n) = ;Sr ln I ayi y) I dy 

3 3a a 3 3 a 
{;i fn]; I a.:j (<P;1

(Y)) a:~ l
2
dy = ~ fn _f; ja(t)l

2
lmi.il

2
1 a:j (</J;

1
(y))l

2
dy 

- t t lmijl21a(t)12 r det R(t) I au (<P;l(y))j2dy 
.i=l i=l det R(t) ln ax.i 

la(t)j2 3 . 3 r au 
< t~~~J{detR(t)} .i~\~:f3{~1mi.i12} j;Jndet(J<P;l)lax_/<P;l(y))l2dy 

1 1 3 3 r au 1 

d t ~-! sup { -1 (t)l} -~~\af3 {L lmi.i12} L lr 1-a . (x)j2dx = -llullqntl 
e 1~ tE[O,T] a .1- , , i=l .i=l nt X.1 c1 
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[ 
1 3 ]-1 

onde c1 = det M sup ,{-
1 

-( -
1
} ma .. x {L lmi.il 2

} . 
tE[O.T: a t) .J=l.2,3 i=1 

Por outro lado, desde que u(x) =v o cjJ1(x), resulta 

< { 
det R(t) 0 2 0j éJv 2 

sup. I ( )12 } .~ax {L..Jmi.il } L det (JcjJt) l-
0 

(9t(x))l dx 
tE[O.T a t .7-1,2,3 ·-1 ·-1 o, YJ 

' !- .1- . 

3 :l 1 a. 
2 """"' 2 """"' 1· 2 ·) = detJI sup.{ia(t)i} ~a;x{Limi.il} L l-

0 
.(v)l dy=c211vll(·(nl 

t::[o T' .J-1,2,3 ·-1 ·-t íl YJ 
- ' ' !- .1- . 

3 

onde c2 = det J\! sup {ia(t)i 2
} ma;x {L lmi.il 2}. Portanto, 

tE[o.r: .J=1,2,3 i=t 

Como uma consequência da Proposição 4.1, temos o seguinte resultado: 

Lema 4.1 Com as hipóteses da Proposição 4.1, têm-se que as aplicaçóes 

são isomorfismos. 

L2 (0, T; 1>"(f2)) -t L2 (0, T; i"(f2)), 

L00 (0, T; V(D)) -t L00 (0, T; i"(D)), 
L00 (0, T; H(D)) -t vx)(O, T; H(f2)) 

Também, levando em conta a Proposição 4.2, tem-se: 

Lema 4.2 Com as hipóteses da Proposição 4.2, as aplicações 

L2(0, T; ir(f2)) -t L2 (0, T; 1-"(f2t)), 

v(y, t) -t u(:r:, t) = v(:rR- 1(t), t) 

h(y, t) -t b(:r, t) = h(.rR- 1(t), t) 

L00 (0, T; f·(f2)) -t L00 (0, T; 1 "(f2t)), 
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vx'(O, T; H(D.)) ----7 L00 (0, T; H(D.t)), 
L2 (0, T: ir(D.) n H 2 (D.)) ----7 L2 (0, T; V(D.t) n H 2 (f2t)), 

L00 (0, T: V(D.) n H 2 (D.)) ----7 L00 (0, T; V(D.t) n H 2 (f2t)), 

L2 (0, T; HJ(D.)) ----7 L2 (0, T; HJ(D.t)), 
z(y, t) ----7 w(x, t) = z(xR-1(t), t) 

DXJ(O, T; HJ(D.)) ----7 L00 (0, T; Hd(D.t)), 
L00 (0, T; L2 (D.)) ----7 L00 (0, T; L2(D.t)), 

L2 (0, T; HJ(D.) n H 2 (D.)) ----7 L2 (0, T; HJ(D.t) n H 2 (f2t)), 

L00 (0, T; HJ(D.) n H 2 (D.)) ----7 L00 (0, T; HJ(D.t) n H 2 (D.t)), 

são bijeções de classe C 1 . 

A seguir, damos a noção de solução fraca e de solução forte do problema (4.1)-(4.3). 

Definição 4.1 Sejam u0 , b0 E H(D.0 ) e w0 E L 2 (D.0 ). Dizemos que (u, w, b) definidas em 
Q é uma solução fraca do problema (4.1)-(4.3) se e somente se 

e satisfaz: 

u, b E L2
( O, T; F(D.t)) n L00

( O, T; H(D.t) ), 

w E L2 (0,T;HJ(D.t)) n L00 (0,T;L 2 (D.t)) 

- foT(u, <pt)tdt + (ll +X) foT(\lu, \lr.p)tdt + foT (u ·\lu, if)tdt- r lT(b · \lb, <p)tdt 

= X lar ( rotu;, <p )tdt + for(!, <p )tdt, 

-j foT(w,<Pt)tdt+-r foT('lw,'l<P)tdt+(a+/3) laT(divw,div</J)tdt 

+for ( u · 'lw, <P )tdt + 2x for ( w, <P )tdt = x for (rotu, <P )tdt +for (g, <P )tdt, 

- {T(b,'l/Jt)tdt+ll {T(\lb,\l'lj;)tdt+ {T(u·\lb,'l/J)tdt- {T(b·\lu,'l/J)tdt=O, 
lo . lo lo lo 

V rp, </;, 'lj; E (C1(Q))3 com sopo·rte compacto c Q, divr.p =O div'lj; =O, 

u(O) = uo, w(O) = wo, b(O) = bo. 

Observação 4.1 Como é usual, as condições de regularidade acima são suficientes para 
garantir que as condições iniciais façam sentido. 
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J?efinição 4.2 Sejam u0 , b0 E F(D0 ) e w0 E HJ(D0). Dizemos que (u, 1L', b) definidas em 
Q é uma solução forte do problema (4.1 )-( 4. 3) se e somente se 

e satisfaz: 

u, b E L00
( O, T; F(Dt)) n L2

( O, T; H 2 (Dt) n 1/(Dt)), 

w E L00
( O, T; HJ(Dt)) n L2

( O, T; H 2 (Dt) n HJ(Dt)) 

laT(Ut, VJ)tdi- (p +X) laT(ê.u, VJ)tdt + laT(u ·\lu, VJ)tdt- r laT(b · \Jb, '-?)tdf 

=X foT(rotw,t;)tdt + foT(J,v;)tdt, 

j fo\wt, cj;)tdt- ~i foT(0.w, (jJ)tdt + foT(u · \lw, (jJ)tdt + 2x foT(w, 11J)tdt 

T T T 
-(a+!3)fo (V'divw,(jJ)tdt=xfo (rotu,(jJ)tdt+ fo (g,O)tdf, 

for ( b11 l/J )tdt - v for ( 0.b, 1/1 )tdt +for ( u · \lb, 'lj; )tdt - for ( b · \lu, VJ )tdt = O, 

V <.p, cjJ, ~' E ( C 1 
( Q) )3 com soporte compacto c Q, di v v; = O, di v D = O e 

u(O) = uo, w(O) = w0 , b(O) = bo. 

Observação 4.2 Demonstra-se que se ( u, w, b) é uma solução forte do problema ( 4.1)
(4.3), então Ut, bt E L2 (0, T; H(Dt)) e Wt E L2 (0, T; L2 (Dt)). 

Com uma mudança apropriada de variáveis o problema ( 4.1 )-( 4.3) definido sobre o domínio 
não cilíndrico Q, pode ser transformado em um problema definido sobre um domínio 
cilíndrico Q = D x (0, T). De fato, seja a transformação (jJt definida em ( 4.5) e a aplicação 
<I>, definida por 

<I>:Q __,. Q (4.7) 

(X, t) __,. ( y' t) = ( (jJt (X)' t) = (X R- 1 
( t) ' t). 

Com as h i pó teses dadas sobre R( t), deduz-se que <I> é um difeomorfismo de classe C 1 com 
inversa <I>- 1 dada por 

<I>-1 : Q __,. Q (4.8) 

(y, t) -t (x, t) = ({jJ; 1(y), t) = (yR(t), t) 

onde Q/ 1 é a transformação inversa de 9t definida em (Ll.G). Além disso, det (J<I>) 
dctR(t) e det(J<I>- 1)=detR- 1(t). 



Logo, usando a transformação <I> definimos as funções sobre o domínio cilíndrico Q: 

v(y, t) = u o <I>- 1 (y, t) = u(yR(t), t), 

h(y, t) = b o <I>-1 (y, t) = b(yR(t), t), 
](y, t) =f o <I>- 1 (y, t) = f(yR(t), t), 

z(y, t) = w o <I>- 1 (y, t) = w(yR(t), t), 

q(y, t) = p o <I>- 1 (y, t) = p(yR(t), t), (4.9) 

g(y, t) = g o <I>- 1(y, t) = g(yR(t), t). 

Desde que R(t)R- 1(t) =I, temos 

R(t)(R-1(t))' = -R'(t)R-1(t). ( 4.10) 

Denotemos R(t) = (aij(t))i,j=l,2,3, R-1(t) = (/3ij(t)ki=l,2,3 e K(t) = (R- 1(t))t. Então, 
como x = yR(t) e y = xR- 1(t), com as notações sobre R(t), têm-se: 

3 3 

xi=LYiaii(t) e Yi='Lxd3ij(t), parai,j=1,2,3. (4.11) 
j=l i=l 

Assim, usando ( 4.9)-( 4.11 ), obtêm-se as seguintes identidades: 

Ut = - t f3il(t)a~i(t)yk :v + Vt = -yR'(t)R- 1(t) ·\i' v+ Vt, 
i,k,l=l Yt 

3 3 av 
u · V'u = 'L_('L_ ,f3il(t)vi)a = vR- 1(t) ·V' v, 

L=l i=t Yl 
3 a 3 av -

6u = 'L -a . ('L !3kl(t)eki(t)8 ) = 6v com 
i,l=l Yz k=l Yl 

3 aq -
\i'p =_f; (Bt.i(t), ,82.1 ( t), /33.7 ( t)) ay_i = \7 q K (t), 

3 a 
\i'(b. b) =L j3ij(t)a.(h. h) = \i'(h. h) K(t), 

i=l Y.1 

i=l 
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e Kii( -1 ), Kc., ( -1 ), I\0 ,-1, transformações elementares de matrizes: 
Kik(()) multiplica por() a k-ésima coluna e logo soma na i-ésima coluna, 
Kc.,(B) multiplica por() a ai-ésima coluna, 
Kc.n. intercambia a aí-ésima coluna com a {i-ésima coluna. 
Portanto, usando as identidades acima, o sistema (4.1)-(4.3) definido sobre C) é trans

formado no seguinte sistema definido sobre Q: 

- r 
Vt- (/-l + x)Lv + vR- 1(t). 'Vv- yR'(t)R- 1(t). 'Vv + V'(q + 2h. h)K(t) 

3 

= J + rhR- 1(t) · 'Vh +\L 'VziAi(t), 
í=l 

jzt- ~;6z- (a+ 3)V'div(zR- 1 (t))K(t) + jvR- 1(t) · 'Vz 
3 

-jyR'(t)R- 1 (t) · 'Vz + 2xz = g +\L 'Vv;A;(t), 
i=l 

ht- v6h- yR'(t)R- 1(t) ·V' h+ vR- 1(t) ·V' h- hR- 1 (t) · 'Vv =O, 

div(vAr 1)=0, div(hAr 1)=0 em Q, 

v(y, t) = z(y, t) = h(y, t) =o em an X (0, T), 

v(y, O)= v0 (y), z(y, O)= z0 (y), h(y, O) = ho(Y) em n. 

(-t.12) 

(.1.1:3) 

(-i. H) 
(-1.15) 

(4.16) 

( cl.l/) 

Observação 4.3 No que segue do capítulo, a norma de uma matriz será denotada por 
11-11. desde que em espaços de dimensão finita todas as normas são equivalentes. Também, 
c denotará uma constante genérica dependendo apenas de D, dos parâmetros fixados no 
problema p, \, j, v, r, a, (3 e de max {IIR(t)JI, JJR- 1(t)JJ, IIR'(t)JI}. Quando precisarmos 

· o::;t::;r · 
distinguir as constantes ou fazer notar a dependência de algum parâmetro, denotaremos 
a constante por C com subíndices. 

4.2 Existência de soluções fracas 

A seguir, estabelecemos o seguinte resultado. 

Teorema 4.1 Com as hipóteses sobre Dt. Se uo, bo E H(rlo), w0 E L2 (r2o) e f, g E 

U(O, T; L2 (Dt)), então existe uma solução fraca ('u, w, b) de (4.1)-(4.3). Além disso, v, b E 

Cv([O, T]; H(Ot))nC([O, T]; l;i2 (r2t)) e w E Cw([O, T]; L2 (Dt)) nC([O, T]; H- 312 (0.t)) qua.r;e 
sempre. 

Para demonstrar o Teorema 4.1, primeiro usando a aplicação cJ:> definida em (4.7), trallSfor
ma-se o problema (4.1)-(4.3) definido sobre Q no problema (4.12)-(4.17) definido sobre o 
domínio cilíndrico Q. A seguir, encontra-se a existência das soluções fracas do problema 
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transformado e logo usando <I>-1 definida em (4.8), retoma-se ao problema (4.1)-(4.3), 
demonstrando assim, em virtude do Lema 4.2 a existência de soluções fracas no domínio 
não cilíndrico Q. 

Para provar a existência de soluções fracas do sistema transformado (4.12)-(4.17), 
usaremos o método de Galerkin espectral. Para isto, fixamos s = 3/2 e consideramos as 
bases Hilbertianas { <pi(y)}~ 1 de Va(f.l) e { 'l/;i(y)}~ 1 de Hô(r.l), onde os elementos foram 
escolhidos com sendo as soluções dos problemas espectrais: 

( <pi, v) s = Ài ( <pi, v), v v E Va ( n) 
('1/Ji,w)s = ~i('l/li,w), V w E Hg(n). 

Seja -frk = span{<p1(y), ... ,<pk(y)} c 'Ç~(f.l) e Hk = span{'l/;1(y), ... ,'l/Jk(y)} C Hg(f.l). Para 
todo k ~ 1, definimos aproximações v\ zk e hk de v, z e h respectivamente por meio das 
seguintes expansões finitas: 

k k k 

vk(y, t) = L cik(t)<pi(y), zk(y, t) = L dik(t)'l/;i(y), hk(y, t) = L eik(t)<pi(y), t E (0, T), 
i=l i=l i=l 

satisfazendo as seguintes equações: 

(v~, <p) + (Jl + x)ã(t; vk, <p) + b(t; vk, vk, <p)- c(t; vk, <p) = (], <p) 
3 

+rb(t; hk, hk, <p) + X(L \i'z~ Ai(t), <p), (4.18) 
i=l 

j(z~, cj;) + 'Yà(t; zk, cj;) +(a+ ,B)(div (zkR- 1(t)), div (cj;kR- 1(t))) + jb(t; vk, zk, cj;) 
3 

-jc(t; zk, cj;) + 2x(zk, c/J) = (g, c/J) + x(L V' v~ Ai(t), cj;), (4.19) 
i=l 

(h~,'l/1) + vã(t;h\'1/1)- c(t;h\'1/1) +b(t;v\h\u)- b(t;hk,vk,'l/1) =o, (4.20) 

V <p, '1/1 E "Ç·k e V cjJ E Hk, 

vk(O) =vi, zk(O) = zí, hk(O) =h~, (4.21) 

onde v~ -----+ v0 , h~ -----+ h0 em H(f.l) e z~ -----+ z0 em L2 (f.l) quando k -----+ oc, com 

3 r 3 3 au. aw· 
ã(t; u, w) =L Jr L (L j3kl(t)j3ki(t))-

8 
1 ô 1 dy =(\lu K(t), \i'w K(t)), 

i=t n i,l=t k=t Yl Yz 
- 3 r 3 av. 
b(t; u, v, w) =L Jr L f3il(t)uiftwidy = (uR- 1(t) · \i'v, w), 

i=l n i,l=t Yl 

3 r 3 au 
c(t; u, w) =L lr L (j~i(t),Bil(t)yk ô j Wjdy = (yR'(t)R- 1(t). \lu, w), 

i=l n i,l,k=l Yl 
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para 11, v, w no qual as integrais são bem definidas. 
Observe-se que em (4.18) temos usado a igualdade 

(\l(q +~h· h)l\(t), cp) = -(q +~h· h, div (cpR- 1 (t))) =O, V cp E i·k. 

Também, observe que para a forma trilinear b, pela Proposição 4.1 e (1.4), temos 

- - - - l 
b(t; u, v, v)= O e b(t; u, v, w) = -b(t; u, w, v), Vu E V(D), Vv, w E H 0 (D). ( 4.22) 

Agora, note que as equações (4.18)-(4.21) formam um sistema de equações diferenciais 
ordinárias para os coeficientes Cik(t), dik(t) e eik(t), os quais definem as aproximações vk, ::;k 
e hk em um intervalo de tempo [0, tk)· Então, encontraremos algumas estimativas a priori 
independentes de k e t, que nos permitirão considerar tk = T, também provaremos que 
(vk, zk, hk) converge em algum sentido apropriado para a solução de (4.12)-(4.17) quando 
k--+ ex:. 

Existência da solução fraca do problema transformado 

De forma análoga à noção de solução fraca do problema (4.1)-(4.3), pode ser intro
duzida a definição de solução fraca para o problema ( 4.12)-( 4.17). Com isto em mente, 
provaremos o seguinte lema: 

Lema 4.3 Com a.s hipóteses do Teorema. 4.1, o sistema. transformado (4.12)-(4.17) ad
mite pelo menos uma. solução fraca (v, z, h), com 

v, h E L2 (0, T; ((D)) n L00 (0, T; H(D)) e z E L 2 (0, T; Hci(D)) n L 00 (0, T; L 2 (D)). 

Prova. Como f, g E L2 (0, T; L2 (Dt)), então ], fj E L2 (0, T; L2 (D)), também 1·0 • h0 E 

H(D) e z0 E U(D). Assim, com estas hipóteses demonstraremos que (4.12)-(4.17) tem 
pelo menos uma solução fraca. 

Colocando c;;= 1:k, 4J = ::;k e 1/J = rhk em (4.18)-(4.20) respectivamente, têm-se: 

1 d . . - -2 dt !!vk/1 2 + ({t + :x:)l!\lvk l\(t)// 2 =(f, vk) + c(t; vk, vk) + rb(t; h\ h\ vk) 

3 

+x(~= \lz~Ai(t), vk), 
i=l 

3 

= (fj, zk) + jc(t; zk, zk) + x(l: \lv~A;(t), zk). 
i=l 

r dI k)/'2 11 k "( //2 -( k k -( k k k --/h +rv \lh !<.. t) =rct;h ,h )+rbt;h ,v ,h), 
2 rlt 
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desde que por (4.22), b(t; vk, w, w) =O. 
Somando as equações acima e observando que b(t; hk, hk, vk) + b(t; hk, vk, hk) = O, 

obtem-se 

~ :t (ilvkll 2 + Jllzkll 2 + riihkll 2) + (J.l + x)II'Vvk K(t)ii2 + 'YII'VzkK(t)ll 2 

+rvii'VhkK(t)il2 +(o:+ ,8)lldiv(zkR-1(t))W + 2xllzkll 2 

= (}, vk) + (g, zk) + c(t; vk, vk) + jc(t; zk, zk) + rc(t; hk, hk) 
3 3 

+x(~= 'V zf Ai (t), vk) + X(L 'V v~ Ai(t), zk). 
i=l 

( 4.23) 

A seguir, estimaremos o lado direito de ( 4.23). Usando a desigualdade de Hõlder e a 
desigualdade de Young, temos 

!(}, vk)! ~ l!fl!llvkli ~ ~11]11 2 + ~llvk!l 2 , 

i(g, zk)i ~ l!gllllzkll ~ 4 ~\ llgW + 2x!!zkll2, 

jc(t; vk, vk)i ~ p: X II'VvkK(t)112 + ( IIR'(t)ii211~-~(~WIIR(t)W IIYII;,oo)llvkll2, 

jjC(t; zk, zk)! ~ ~~~'V zk K(t)ll2 + (ji!R'(t) 1!211R~(t) 11211R(t) 11211YII;,oo )jllzk 112' 

Jrc(t; hk, hk)l ~ r; II'Vhk K(t)ii2 + ( !!R'(t)1!211R~l~t)11211R(t)II211YII;,oo)rllhkW, 

3 'Y x2 
ix(l:::: 'Vzf Ai(t), vk)i ~ 41i'VzkK(t)i12 + -llvkll2, 

i=l 'Y 
3 2 

IX(L 'VvfAi(t), zk)l ~ J.l +X li'VvkK(t)ll 2 + ( .( X ) )jllzkll2. 
i=l 4 J P +X 

Assim, levando estas estimativas em (4.23), resulta 

:t (llvkl!2 +JI!zkil2 + rllhkll2) + (p + x)II'VvkK(t)112 + 'YII'VzkK(t)i!2 

+rvii'VhkK(t)ll2) + 2(o: + ,B)IIdiv(zkR-1(t))ll 2 

~ c (11}11 2 + llgll2) +c (llvkll2 + )iizkl!2 + riihkll 2), 

onde c é uma constante que depende de X, p, "(,j, i!YIIr,oo, max IIR'(t)jl, 
OS,tS,T 

max IIR- 1(t)ll e max IIR(t)ll. 
OS,IS,T Os_tS,T 
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Logo, integrando a última desigualdade de O a t, com O ::; t ::; T, tem-se: 

llvk(t)ll 2 + jllzk(t)ll 2 + rllhk(t)ll 2 + (fJ + x) fot IIY'vk(r)K(r)ll 2dT 

+"'( fot IIY'zk(r)K(r)ll2dr + rv fot IIY'hk(r)K(r)l 2dr 

::; c fot (ll/(r)ll 2 + ll9(r)ll 2)dr +c fot (llvk(r)ll 2 + Jllzk(r)ll 2 + rllhk(r)ll 2)dr 

+llvk(O)II2 + jllzk(O)II2 + rllhk(O)II2· (4.24) 

Agora, pela escolha de v~, z~ e h~, existe uma constante c1 independente de k tal que 

llv~ll ::; clllvoll, llz~ll ::; c1llzoll e llh~ll ::; clllhoii· 

Então, desde que v0 , h0 , z0 E L2 (D) e /, g E L2 (0, T; L2 (D)), (4.24) implica 

llvk(t)ll 2 + jllzk(t)ll 2 + rllhk(t)ll 2 + (fJ + x) fot IIY'vk(r)K(r)ll 2dT 

+r ht IIY'zk(r)K(r)ll 2dr + rv fot IIY'hk(r)K(r)ll 2dr 

::; c+ c fot (llvk(r)ll2 + jllzk(r)ll2 + rllhk(r)ll2)dr. 

Usando a desigualdade de Gronwall, temos 

iivk(t)ii2 + Jiizk(t)ii2 + riihk(t)ii2 + (p +X) fot ii'Vvk(r)K(r)ii2dT 

+r fot li'Vzk(r)K(r)ll 2dr + rv fot li'Vhk(r)K(r)il 2dr::; c. (4.25) 

Assim, 'V k E IN, temos que vk, zk e hk existem globalmente em t E [0, T]. Agora deno
tando N = max IIR(t)ll, observamos que 

O::;t:ST 

logo, 

Portanto, de (4.25) conclui-se 

{vk}, {hk} são uniformemente limitadas em L00 (0, T; H(D)) n L2 (0, T; i"(D)) (4.26) 
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e {zk} é uniformemente limitada em L00 (0, T; L2(D)) n L2 (0, T; HJ(D)). (4.27) 

A seguir, mostraremos que {vf} e {hD são uniformemente limitadas em L2 (0, T; ~*(D)) 
e que {zf} é uniformemente limitada em L2 (0, T; H-s(D)). 

Consideremos Pk : H(D) ---+ frk e Rk : L2 (D) ---+ Hk, projeções definidas por 

k k 

Pku=2)u,<pi)(/ e Rkw=L(w,'l,bi)'l,bi. 
i=l i=l 

Desde que Vs(D) Y. H(D) e frk Y. Vs(D); H8(D) Y. L2 (D) e Hk Y. H8(D), podemos 
considerar as restrições 

e 

que são lineares e contínuas, portanto 

definidas por: 

e 

(P;_v, w) = (v, Pkw), V v E ~*(D), V w E Vs(D) e 

(R'ku, ()) = (u, Rk()), Vu E H-s(n), V() E Hô(D), 

são lineares e contínuas, também IIPk'll :S IIPkll :S 1 e IIRkll :S IIRkll :S 1. Além disso, 

e 

Então, para u, w, b apropriados, denotando 

ã(t; u, w) ( -6.u, w), 
b(t; u, b, w) = (uR- 1(t) · \lb, w), 

c(t; u, w) = (yR'(t)R- 1(t) · "Vb, w) 

e observando (4.18)-(4.20), Vw, TJ E frk e V~ E Hkl têm-se: 

(v;,w) = ( (p + x)6.vk- vkR- 1(t) · "Vvk + yR'(t)R- 1(t) · "Vvk + j 
3 

+rhk R- 1(t) · "Vhk +X L "VzfAi(t), w ), 
i=l 

j(z~,~) = ( ~t6.zk- jvkR-1(t) · "Vzk + jyR'(t)R- 1(t) · "Vzk- 2xzk 
3 

+(ü + .B)\ldiv(zkR-1(t))I<(t) + g +X L "V v: Ai(t), ~ ), 
i=l 
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Tomando w = Pku, TJ = Pkb com u, b E V~(n) e Ç = Rkw com w E HJ(D), temos 

(v:, u) = ( P;( (~t + x)fS.vk)- P;(vkR- 1(t) · \?vk) + P;(yR'(t)R- 1(t) · \?vk) 
3 

+P;(j) + P;(rhk R-1 (t) · \?hk) + P;(x L \?z~ Ai(t)), u ), (4.28) 
i=l 

j(z:, w) = ( RichfS.zk)- Ric(jvkR-1(t) · \?zk) + Ric(jyR'(t)R-1(t) · \?zk) 

-Ric(2xzk) + Ric((a + ;3)\7div(zkR-1(t))K(t)) + Ric(g) 
3 

+Rk(X L \?vf Ai(t)), w ), 
i=l 

(h~,b) = ( P;(vfS.hk) + P;(yR'(t)R-1(t) · \?hk)- P;(vkR- 1(t) · \?hk) 

( 4.29) 

+P;(hk R- 1(t) · \?vk), b ). ( 4.30) 

A seguir, observe-se que 

(p + x) sup I < fS.vk, u > I 
\lullv. :::;1 

< (~t + x) sup I( \?vkK(t), \?uK(t) )I 
llullv, :::;1 

< (p + x) sup I!"Vvk K(t)!III"YuK(t)ll 
llullv·.:::; 1 

< (p + x)I!R- 1(t)!l 2 sup II"Vvkiii!"Yull 
liullç.. 9 

< c (p +X) oTt~~JIIR- 1
(t)II

2
}II"Yvkll :S c II"Yvk!l, 

então, tendo em conta ( 4. 26), tem-se 

Analogamente, 

então, 

rt IIP;( (/-l + x)fS.vk(r) )l!~.dr:::; c rt I!"Vvk(r)!l 2dr:::; c. (4.31) 
lo • lo 

sup I < yR'(t)R- 1(t) · "Vv\ u > I 
llullv,9 

< sup I IR' (t)IIIIR- 1 (t)JIIIYIIooii"Yvkllllu.ll 
llullv·.9 

< c !IR' (t) IIIIR-1(t)!II!YIIooii"Yvkll 
< c max {IIR'(t)!IIIR-1 (t)1!}11YIIooii"Yvk!l, o::;ts;r 
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Também, 

( 4.3:3) 

Observando que 

3 3 

IIPk'(x L V'z:Ai(t))llv.· < 
i=1 

su p I < X L V' z~ Ai ( t), u > I 
Jlullv. :S1 i=1 

< c IIR-1 (t) 1111 V' zk li :::; c li V' zk IJ, 

e levando em conta (4.27), temos 

Agora, para estimar o termo P;(vk R-1(t).V'vk), usaremos o seguinte lema ([22], p. 73): 

Lema 4.4 Se { uk} é uma sequência limitada em L2(0, T; V(f2)) n L00 (0, T; H(f2)), então 
{uk} é limitada em L4(0,T;LP(f2)) onde~=~- 2 ~. 

Observe-se que em virtude do Lema 4.1, podemos usar o resultado dado no Lema 4.4, 
desde que { vk} é limitada em L2 (0, T; V(f2)) n L00 (0, T; H(f2)). 

Então, usando a imersão de Sobolev Hs- 1 Y L 3 (0) (s = ~), temos 

< 

sup I < vk R- 1(t) · V'vk, u > I 
lluliç.. :S 1 

sup llvk R- 1 
( t) li f,311 Y'ull f,3llvk li r,3 

llullv.:Sl 

< c IIR- 1(t)llllvklli,3 sup IIY'uiiH•- 1 

llullv. :S1 

< c IIR- 1(t)llllvklli,3 sup lluiiH• 
llullv. :S1 

< c IIR-1(t)llllvklli.3 :::; c llvklli,3, 

e de (4.26) usando o Lema 4.4 (n = 3), temos que {vk} é limitada em L4 (0, T; L3 (0)). 
Portanto, obtem-se 

Similarmente, 
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Portanto, levando (4.31)-(4.36) em (4.28), implica que 

{t llv:(r)ll~.dT ~C. lo • 
De forma análoga, demonstra-se que 

Assim, conclui-se que 

{v:} e {hn são uniformemente limitadas em L2 (0, T; Vs*(O)). (4.37) 

De (4.29), tem-se 

Jllz~IIH-• ~ IIRk( "tíizk )li H-• + IIRZ(gl)IIH-• + IIRZ(jyR'(t)R- 1(t) · V'zk)IIH-• 
3 

+IIRk(jvkR- 1(t) · V'zk)IIH-• + IIRk(2xzk)IIH-• + IIRk(X L V'vfAJt))IIH-·• 
i=l 

( 4.38) 

Estimaremos somente o último termo de ( 4.38), desde que os outros termos são estimados 
de forma análoga às obtidas anteriormente. 

Temos que 

IIRk((a + ,B)V'div(zk R- 1(t))K(t))IIH-• 

e observando ( 4.27), obtemos 

Portanto, conclui-se que 

~c sup I < V'div(zk R- 1(t))K(t), w > I 
llw!IH•:Sl 

~c sup l(div(zkR- 1 (t)),div(wR- 1(t))l 
llwiiH•:Sl 

~c sup IIV'(zkR- 1(t))IIIIV'(wR- 1(t))ll 
!lw!IH•:Sl 

~c IIR-1 (t)II 2 IIV'zkll sup !lwll H1 ~c IIV'zkll 
!lwiiH•:Sl 

{zn é uniformemente limitada em L 2 (0, T; H- 8 (0.)). 
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Assim, de ( 4.26) e ( 4.37), usando o Lema de Aubin-Lions (Lema 1.4, Cap. 1), com B0 = 
ií(D), p0 = 2, B = H(D), B1 = i~*(D) e p1 = 2, temos que existem v, h E L2 (0, T; "Ç·(n)) 
e su bsequências de { vk} e { hk} tais que quando k ---+ oc, têm-se 

vk ---+v e hk---+ h fraco em L2 (0, T; V(D)), 

vk ---+v e hk---+ h fraco-* em L00 (0, T; H(D)), 

v; ---+ Vt e h~---+ ht fraco em L2(0, T; ~*(D)), 

vk ---+v e hk ---+h forte em L2 (0, T; H(D)), 

Analogamente, de (4.27) e (4.39) com B0 = HJ(D), p0 = 2, B 1 = H-s(n), p1 = 2 e 
B = L2 (D), temos que existe z E L2 (0, T; HJ(D)) e uma subsequência de {zk} tal que 
quando k ---+ oc, têm-se 

zk---+ z fraco em L2 (0, T; HJ(D)), 

zk---+ z fraco-* em L00 (0, T; L2 (D)), 

z: ---+ Zt fraco em L2(0, T; H-s(D)), 

zk ---+ z forte em L2 (0, T; L2(D)). 

Passando ao limite em (4.18)-(4.20) de forma usual como em Lions ([22], p. 76), obtem-se 
que (v, z, h) é uma solução fraca do problema (4.12)-(4.17), satisfazendo 

(vt(t), <p) + (p + x)(Vv(t)K(t), V<pK(t)) + (v(t)R- 1(t) · Vv(t), <p) 

-(yR'(t)R- 1(t) · Vv(t), 'P) = (](t), 'P) + r(h(t)R- 1(t) · Vh(t), 'P) 
3 

+x(L:Vzi(t)Ai(t), <p), (4.40) 
i=l 

j(zt(t), <P) + "y(Vz(t)K(t), V<PK(t)) +(o:+ jj)(div (z(t)R- 1(t)), div (<PR- 1(t))) 
+j(v(t)R- 1(t) · Vz(t), <P)- j(yR'(t)R- 1(t) · Vz(t), <P) + 2x(z(t), <P) 

3 

= (g(t), <P) + x(L:Vvi(t)Ai(t), </J), (4.41) 
i=l 

(ht(t),w) + v(Vh(t)K(t), V1/;K(t))- (yR'(t)R- 1(t) · Vh(t),1/J) 
+(v(t)R- 1(t) · Vh(t), 1/J)- (h(t)R- 1(t) · Vv(t), 1/;) =O, (4.42) 

v <p, 1/J E V(D) e v <P E HJ(n), 
v(O) = v0 , z(O) = z0 , h(O) = h0 , ( 4.43) 

no sentido das distribuições sobre (0, T). Isto completa a prova do Lema 4.3. 
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Observe-se que (4.40) e (4.42) são válidos V r.p, 1/J E V(D). 

Prova do Teorema 4.1 

Pelo Lema 4.3, tem-se que existe uma solução fraca (v, z, h) do problema transfor
mado (4.12)-(4.17). Logo, para provar o teorema, observe-se que a solução fraca (v, z, h), 
satisfaz: 

- foT (v, ~t)dt + ({l +X) foT ã(t; V, ~)dt + foT b(t; V, V, ~)dt- foT c(t; V, rp)dt 

lo
T _ loT _ loT 3 = (f, ~)dt +r b(t; h, h, ~)dt +X (~= '\7 ziAi(t), <ji)dt, 

o o o i=1 
( 4.44) 

{T _ {T _ {T _ 
-j lo (z,</Jt)dt+"Y lo ã(t;z,<jJ)dt+(n+f3) lo (div(zR-1 (t)),div(<jJR- 1(t)))dt 

{T _ _ {T _ {T _ 
+j lo b(t; v, z, <P)dt- j lo c(t; z, rjJ)dt + 2x lo (z, rfJ)dt 

T T 3 =lo (!J, ~)dt +X lo (2::: '\7viAi(t), ~)dt, 
o o i=1 

(4.45) 

- foT(h, J;t)dt +li foT ã(t; h, J;)dt- foT c(t; h, J;)dt + foT b(t; V, h, J;)dt 

- foT b(t; h, V, J;)dt = 0, ( 4.46) 

't/rp, J;, ~E (C 1(Q)) 3 com soporte compacto C Q, div(<jiJ\;f- 1
) = div(t01VI- 1

) =O. 

A seguir, consideremos as funções testes 1.p, </J, 1/J E (C 1(Q)) 3 com soportes compactos 
contidos em Q tais que di v r.p = O, div '!}; = O e definimos 

~(y, t) = det R(t) r.p(yR(t), t), 

~(y, t) = det R(t) </J(yR(t), t), 

J;(y, t) = det R(t) 1/;(yR(t), t). 

Verifica-se que <ji, J;, ~ .E ( C 1 
( Q) )3

, que os soportes de <ji, J; e ~ são compactos contidos 
em Q e que div (<jii\1- 1 ) =O, div (J;!vi- 1

) =O. 
Integrando por partes têm-se que 

- foT(v,rpt)dt- foT c(t;v,~)dt =- foT detR(t) (v,r.pt)dt, 

lo
T loT 3 1 3 ÔV . Ô'f . 

ã(t; v, ,:P)dt = det R(t) L L f3kt(t)-f) .1 a . .1 dydt, 
o o .i=l íl k,l=l Yt Xk 
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fnr _ 3 fnr h a ~ . 
b(t;v,v,t;;)dt=- L detR(t)(vka'P1 vj)dydt, 

o k,.i=l o n Xk 
r rr 3 a-In (div(zR- 1(t)), div (~R- 1 (t)))dt = ln det R(t) (L f3kt(t) a"k' div~)dt, 

o o k,l=l Yt 

onde Xk é a k-ésima coordenada de yR(t). Usando as identidades obtidas acima em 
( 4.44)-( 4.46), temos 

rr 3 {r r 3 av . ar.p . 
-lo det R(t) (v, <Pt)dt + (p + x) _f; lo ln det R(t) k~ 1 f3kt(t) a:Z ax~ dydt 

3 {r r ar.p . rr -- L Jn Jr: det R(t) (vk~vj)dydt = Jn det R(t) (f, r.p) dt 
k,i=l o n xk o 

3 ir 1 ar.p . ir 3 
-r L det R(t) (hk-a .1 hi)dydt + x det R(t) (L \lziAi(t), r.p) dt, 

k,j=1 o n xk o i=1 

( 4.4 7) 

r 3 r 3 az. a~. 
- j r det R(t) (z, ~t)dt +r L r 1 det R(t) L f3kl(t)-a .1 a .1 dydt 

lo i=l lo n k,l= 1 Yt Xk 

r 3 a-
+(a+{3)i detR(t)(L f3kl(t)a"k,div~)dt 

o k,l=l Yt 

3 fnrJ a~. fnr -j L detR(t)(vk-a .Jzj)dydt+2x detR(t)(z,~)dt 
k ._ 1 o n xk o 
,J-

r r 3 =In detR(t)(g, ~)dt +X In det R(t)(L \lviAi(t), ~)dt, 
o o i=1 

( 4.48) 

r 3 r 3 a h. a'ljJ. -lo det R(t) (h, 1/Jt)dt +v _f; lo k det R(t) k~ 1 f3kl(t) ay~ ax~ dydt 

3 r ~· 3 r ~· 

+ L 11 det R(t) (hk~vi)dydt = L 11 det R(t) (vk~h.i)dydt. (4.49) 
k,j= 1 o n Xk k,i=l o n xk 

Agora, consideremos a transformação inversa 

<I>-1 : Q ---+ Q 
(y, t) ---+ (yR(t), t), 
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e observemos que det (.J<P- 1
) = det R-1(t). Portanto, tendo em conta (4.9) e fazendo 

uma mudança de variáveis nas integrais acima, temos: 

(4.51) 

3 T 81/;. 
= L fnj uk-

8 
1 b1dxdt. (4.52) 

k,j=l O í!t Xk 

Assim, (4.50)-(4.52) e o Lema 4.2, mostra que (u, w, b) é uma solução fraca de (4.1)-(4.3) 
e segue-se que 

u, b E L2 (0, T; l/(Dt)) n L00 (0, T; H(Dt)) 

w E L2 (0, T; H5(Dt)) n L00 (0, T; L2 (Dt)). 

Por argumentos usuais demonstra-se que u(O) = u0 , w(O) = w0 e b(O) = b0 • 

4.3 Existência de soluções fortes 

4.3.1 Existência e unicidade da solução 

U n análogo ao Teorema 1.5, é o seguinte resultado: 

Teorema 4.2 Com as hipóteses sobre Dt. Se u0 , b0 E Y(Do), w0 E HJ(Do) e f, g E 

L2 (0, T; L2(Dt)), então existe T1, O < T1 :::;: T, tal que o problema (4.1)-(4.3) tem uma 
única solução forte ( u, w, b). Além disso, 

u, b E C([O, Ti]; V(Dt)) e w E C([O, Ti]: Hó(Dt)). 
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Existência e unicidade da solução forte do problema transformado 

Considerando a projeção ortogonal P: (L2 (0)) 3 ---t H(O), reformulamos o problema 
(4.12)-(4.17) como segue: encontrar 

v, h E C([O, T]; V(O)) n L 2 (0, T; D(Ã)) 

e z E C([O, T]; HJ(O)) n L2 (0, T; D(B)), 

satisfazendo: 

Vt + (J.L + x)Ãv + P( vR- 1(t) · V' v) - F(yR'(t)R- 1 (t) ·V' v) 
3 

= P(]) + P(rhR-1(t) ·V' h)+ P(x L V'ziAi(t)), (4.53) 
i=l 

JZt + 1Bz- (a+ ,8)V'div(zR-1(t))K(t) + jvR- 1(t) · V'z 
3 

-jyR'(t)R-1(t) · V'z + 2xz = g + x L V'viAi(t), (4.54) 

onde 

ht + vÃh- F(yR'(t)R- 1(t) ·V' h)+ P(vR- 1(t) ·V' h) 

-P(hR-1(t) · V'v) =o, 
v(y, O) = vo(y), z(y, O) = zo(y), h(y, O) = ho(Y) em n. 

i=1 

- 3 a 3 a 
t::. = L ~(L ,Bkz(t),Bki(t)8 ). - -

A = - P!::. e B = -!::. com 
i,l=l Yz k=1 Yt 

(4.55) 

( 4.56) 

Observe-se que Ã : D(Ã) <-+ H(O) ----t H(O) e B : D(B) <-+ L2 (0) ---t L2 (0) com 
domínio D(Ã) = ~-,.(O)nH 2 (0) e D(B) = HJ(O)nH2 (0) respectivamente, são operadores 
elíticos de segunda ordem e eles são caracterizados por: 

(Ãv,w) = (V'vK(t), V'wK(t)), Vv E D(Ã), Vw E V(O), 
(Bz, u) = (V'z K(t), V'u K(t)), V z E D(B), Vu E HJ(O). 

Também, temos que A é um operador autoadjunto, positivo definido, com inversa Ã- 1 
: 

H(O) ---t H(O) compacta. 
De fato, para u, w E V(O), facilmente mostra-se que 

i(Av,w)l ~ cllviiH~IIwiiHI e (Ãv,v) ~ cllvll~~· 

Então, pelo Lema de Lax-Milgram, para cada f E H(O) = H*(O) <-+ V*(O), existe uma 
ünica v E li(O) tal que 

(Ãv, u) = (f, u), Vu E i)'(O), isto é (Ãv- f, u) =O Vu E V(O). 
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Logo, -Lv - f = '\lpJ\1-t para algum p E 'D'(O) e desde que Lv E L2 (D), resulta 
p E H 1(0) ((40], p. 14). 

Portanto, eara c~da f E H(02, existe uma única v E V(O) n H 2 (0) tal que Ãv =f, 
assim, existe A- 1 

: H(O) ---t D(A), além disso, 

IIÃ-1 
fi!~, = IJ"VvJI 2

::; c IJ"VvK(t)JI 2 =c J(.4v, v)J =c J(f, v)J ::; c llfllllvll ::; llfiiiJÃ- 1 fi I H1 , 

isto é, IIÃ-1fiiH,::; cJifiJ, o qual implica que Ã- 1 é contínua. 
Agora, desde que D(Ã) <-+ 'Ç"(O) denso e a injeção V(O) <-+ H(D) é compacta (pois 

H 1(0) <-+ L2 (0) é compacta) temos que A- 1 : H(O) ---t H(O) é compacta. Também é 
autoadjunta. 

Então, por un resultado conhecido de analise funcional, o operador Ã- 1 tem uma 
sequência decrescente de autovalores positivos {J.Li} com J.li -)o O quando i -)o oc, e uma 

. - . . - 1 
sequência de autofunções { rpz(y)}~ 1 tal que A- 1r.p' = J.li rp', logo considerando Ài = - e 

{Li 

desde que Ã- 1 tem rango em D(Ã), temos 

Ã r.pi =).i r.pi, <pi E D(A) 

onde O < >..1 ::; >..2 ::; ... ::; >..i ::; >..i+1 ::; •.. , .lim >..i = oc. 
1~00 

Também, temos que { <pi(y) }~ 1 é uma base ortonormal em H(O), { ~;,W }~ 1 forma uma 
' 

base ortonormal em V(D) ( com produto interno ('\luK(t), '\lv K(t)); u, v E "Ç·(n) ) e 
{ <P;~) }~ 1 é uma base ortonormal em H 2(0)nV(O) (com produto interno (Ãu, Ãv); u, v E 

D(Ã) ). Considerações análogas são válidas para o operador iJ e denotaremos com ii os 
autovalores e com ~i(y) as respectivas autofunções de iJ. 

Agora, para provar a existência da solução forte do sistema transformado ( 4.53)-( 4.56) 
usaremos o método de Galerkin espectral, para isto, consideremos as bases Hilbertianas 
{ r.pi(y)}~ 1 de V(O) e { ~i(y)}~ 1 de HJ(O), os subespaços Vk = span{ rp 1(y), ... , <pk(y)} c 
f'(O) e Hk = span{ ~ 1 (y), ... , ~k(y)} c HJ(O) e as correspondentes projeções ortogonais 
Pk : L 2 (D) ---t f·k e Rk : L 2 (0) ---t Hk. 

Para todo k ~ 1, definimos aproximações vk, zk e hk de v, z e h respectivamente por 
meio das seguintes expansões finitas: 

k k k 
vk(y, t) =L Cik(t)rpi(y), zk(y, t) =L dik(t)~i(y), hk(y, t) =L eik(t)rpi(y), tE (0, T), 

i=1 i=l i=l 

satisfazendo as seguintes equações: 
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3 

= Pk(]) +r Pk(hk R- 1(t) ·"V hk) + PkX(L "Vzt Ai(t)), 
i=1 

j z~ + 'YiJzk - (a+ ,B)Rk(\l div(zk R- 1(t) )K(t)) + jRk( vk R- 1(t) · "V zk) 
3 

- jRk(Y R'(t) R- 1(t) · \lzk) + 2 x Rk(zk) = Rk(g) + xRk(L "Vvt Ai(t)), 

h:+ vÀhk- Pk(Y R'(t) R-1(t) · \lhk) + Pk(vkR- 1(t) · \lhk) 

-Pk(hk R-1(t) · \lvk) =O, 

vk(O) = Pkvo =v~, zk(O) = Rkzo = z~, hk(O) = Pkho =h~. 

Isto é equivalente à formulação fraca: 

i=l 

(v~, <p) + (!l + x)(Ãvk, <p) + (vkR-1(t) · \lvk, <p)- (y R'(t) R-1(t) · \lvk, <p) 
3 

= (], <p) + r(hkR- 1(t) · \lhk, <p) + X(L \lz~Ai(t), <p), (4.57) 
i=l 

j( z:, cP) +"f( Bzk, cP) - (a+ ,B)("Vdiv( zk R-1 (t) )K(t), cj)) + j( vk R- 1 (t) · "V zk, cj)) 

-j(y R'(t) R- 1(t) · \lzk, cj)) + 2x(zk, cP) 
3 

= (g, cP) + X(L \lvf Ai(t), cP), (4.58) 
i=1 

(h:,7/J) + v(Ãhk,'l/J)- (yR'(t) R-1(t) · \lhk,7/J) + (vkR- 1(t). "Vh\1).;) 

-(hkR-1(t) · \lvk, 7/J) =O, (4.59) 

V <p, 7/J E frk e V cP E Hk, 

vk(O)=v~, zk(O)=z~, hk(O)=h~. (4.60) 

A noção de solução forte para o problema ( 4.53)-( 4.56) é dada de forma análoga à definição 
de solução forte do problema (4.1)-(4.3). Com isto em mente, a seguir provaremos o 
seguinte lema: 

Lema 4.5 Com as hipóteses do Teorema 4.2, o sistema transformado (4.53)-(4.56) ad
mite uma única solução forte (v, z, h) em um intervalo [0, T1] com v, h E L 00 (0, T1; V(D))n 
L2 (0, T1 ; V(D) n H 2(i1)) e z E L00 (0, T1; HJ(D)) n L2 (0, T1; HJ(D) n H 2 (!1)). Além disso, 

v, h E C([O, Ti]; V(D)), z E C([O, T1]; HÓ(i1)), 

Vt, ht E L2 (0, Tl; H(D)), Zt E L2 (0, T1; L2 (i1)). 

Prova. Como f, g E L2 (0, T; L2 (Dt)) então], g E L2 (0, T; L2 (i1)), também v0 , h0 E ií(f2) 
e z0 E HJ(D.). Com estas hipóteses mostraremos que (4.53)-(4.56) tem uma única solução 
forte. 
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Colocando <p = .4vk em ( 4.57), temos 

(v;, Ãvk) + (JJ + x)IIÃvkll 2 = -(vkR- 1(t) · 'Vvk, Ãvk) + (yR'(t)R- 1(t) · 'Vv\ Ãvk) 
3 

+(], Ãvk) + r(hkR- 1(t) · 'Vhk, Ãvk) + x(~= 'Vz~ Ai(t), Ãvk), 
i=l 

mas, 

(v:, Ãvk) = ('Vv;K(t), 'VvkK(t)) e 

~ ~ II'Vvk K(t)ll 2 = (v:, Avk) + ('Vvk K'(t), 'VvkK(t)), 

então 

~ :t II'Vvk K(t)ll 2 + (J.t + x)IIÃvkll 2 = ('Vvk K'(t), 'VvkK(t)) 

-(1lR- 1(t) · 'Vvk, Ãvk) + (yR'(t)R- 1(t) · 'Vvk, Ãvk) + (], Ãvk) 
3 

+r(hkR- 1(t) · 'Vhk, Ãvk) + X(L 'Vz~ Ai(t), Ãvk). (4.61) 
i=l 

Usando a desigualdade de Hõlder, a desigualdade de Sobolev llullr,3 :::; c lluii 112 11'Vull 112 e 
a desigualdade de Young, estimaremos o lado direito de (4.61), como segue: 

I('Vvk K'(t), 'Vvk K(t))l:::; II'Vvk K'(t)IIIIVvkK(t)ll 

:::; IIR'(t)IIIIR- 1(t)IIII'VvkK(t)ll 2
:::; cii'VvkK(t)ll 2

, 

l(vkR- 1(t) · 'Vvk, Ãvk)l:::; llvkR- 1(t)llr,sii'Vvkllr,311Ãvkll 

:::; cii'V(vkR- 1(t))IIIIR(t)IIII'VvkK(t)llr,311Avkll 
:::; c li R- 1 (t) 1111 R( t) 11 2 11 'Vvk K( t) 11 312 11 'V('V vk K ( t)) 11 112 11 .4vk li 
:::; c li R- 1 

( t) 1111 R( t) 11 2 11 'Vvk K( t) 11 312 11 Ãvk 11 312 

:::; Cfii'VvkK(t)ll 6 + EIIÃvkll 2
, 

l(yR'(t)R- 1(t) · 'Vvk, Ãvk)l:::; IIR'(t)IIIIR- 1(t)IIIIR(t)IIIIYIIooii'VvkK(t)IIIIÃvkll 
:::; CfiiVvkK(t)ll 2 + EIIÃvkll 2

, 

l(hkR- 1 (t) · 'Vhk, .4vk)l:::; Cfii'VhkK(t)II 2 II'Vhkll7,3 + EIIÃvkll 2 

· :::; CfiiR(t)II 2 II'VhkK(t)II 2 II'Vhk K(t)JJIJ'V('Vhk K(t))JI + EIJÃvkll 2 

:::; CfJIR(t)JI 2IIVhkK(t)II3 IIÃhkll + Ej1Ãvkll 2 

:::; Cf,,;Jj'VhkK(t)jj 6 + 8IIÃhkll 2 + EjiÃvkW, 

1(], Ãvk)l:::; Cfllfll 2 + EIIÃvkW, 
3 

I(L 'Vz~Ai(t), Ãvk)l:::; IIR-1(t)IIIIR(t)JIII'VzkK(t)JIII-4vkll 
i=l 
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des~e que K'(t) = -K(t)(R'(t))tK(t), \1(vkR-1(t)) = K(t)\i'vk e il\7(\i'vkK(t))ll ~ 
ciiAvkll· 

Usando estas estimativas em (4.61), para qualquer t: >O e 8 >O, tem-se 

~! II'VvkK(t)ll2 + (p + x)IIÃvkll2 

~ c II'Vvk K(t) 11 2 +c I I 'V zk K(t) 11 2 +c II'Vvk K(t) 11 6 

+c II'Vhk K(t)ll 6 + 5t:IIÃvkll2 + 8IIÃhkll2 +c 11111 2
· (4.62) 

Observemos que Lz = "tBz-(o:+,B)'Vdiv (zR- 1(t))K(t) é um operador fortemente elítico 
de segunda ordem, então 

( 4.63) 

onde No depende apenas de"(, 0: + {3, IIR-1 (t)11 e an ([17], p. 70). 
Logo, colocando <f; = Bzk em ( 4.58) e usando ( 4.63), tem-se 

~:tI I 'V zk K(t) 11 2 + "tiiBzkll 2 ~ Noll\7 zk K(t) 11 2 + j(\1 zk K'(t), \1 zk K(t)) 

-j(vkR-1(t) · \i'zk, Bzk) + j(yR'(t)R- 1(t) · \i'zk, Bzk) 
3 

-2x(zk, Bzk) + (g, Bzk) + xCL: \i'vf Ai(t), Bzk). ( 4.64) 
i=l 

Para os termos do lado direito de (4.64), temos as seguintes estimativas: 

I ( \1 zk K' ( t), \1 zk K ( t)) I < c li \1 zk K ( t) 11 2 

l(vkR- 1(t) · \i'zk, Bzk)l < C17 II'VvkK(t)II 4 II'VzkK(t)ll 2 + ai1Bzkll 2 

I (yR'(t)R- 1 (t) · \1 zk, Bzk) I < C17 ll\7 zk K(t) 11 2 + ai1Bzkll 2 

l(zk' Bzk)l < Cl7ll\1zk K(t)112 + ai1Bzkl12 

I(!J, Bzk)l < Ct7II!JII 2 + aiiBzkll 2 

3 

I(L \i'v:Ai(t), Bzk)l < Ct711'VvkK(t)ll 2 + ai1Bzkll 2
. 

i=l 

Levando estas estimativas em ( 4.64), para qualquer a> O, obtem-se 

% :t IIV zk K(t) 11 2 + !IIBzk 11 2 ~ c I I 'V zk K(t) 11 2 +c II'Vvk K(t) 11 2 + 5ai1Bzk 11 2 

+c II'Vvk K(t)II 4 II'V zk K(t)ll 2 +c llflll 2
· ( 4.65) 
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Analogamente como para ( 4.62), pondo 'lj; = Ãhk em ( 4.59), tem-se 

~ :t II'Vhk K(t)ll 2 + vi1Ãhkll 2 

:::; c II'Vhk K(t)ll2 +c II'VvkK(t)II 4 II'VhkK(t)W + 3 óiiÃhkll2 

+c II'VhkK(t)II 4 II'VvkK(t)ll2 + EIIÃvkll2. (4.66) 

Logo, somando ( 4.62), ( 4.65) e ( 4.66), resulta 

~ :t (II'VvkK(t)ll2 + jii'Vzk K(t)ll2 + II'VhkK(t)ll2) 

+(p + x)IIÃvkll 2 + rll.àzkll2 + vi1Ãhkll2 

:::; c II'Vvk K(t)ll2 +c II'VvkK(t)II 4 )11'Vzk K(t)ll2 + cjii'Vzk K(t)ll2 

+c II'Vvk K(t)II 4 II'Vhk K(t)ll2 +c II'VhkK(t)ll2 +c II'VhkK(t)II 4 II'VvkK(t)ll 2 

+c II'VvkK(t)ll 6 +c 11'VhkK(t)ll 6 +c lljll2 +c 11.§112 + 6EIIÃvkll 2 

+4 ó 11Ahkll2 + 5a 11Bzkll2 

p+x v 1 
e considerando E= }2, ó = S e a= 

10
, tem-se 

~(11'VvkK(t)112 + jii'VzkK(t)112 + II'VhkK(t)112) 
dt 

+(tt + x)IJ.4vkll2 + "tiiBzkll 2 + vJIÃhkll2 

:::; c(II'VvkK(t)112 + jii'VzkK(t)112 + II'VhkK(t)112)3 

+c (II'Vvk K(t)ll2 + jii'Vzk K(t)ll 2 + II'Vhk K(t)ll2) +c 11]112 +c 11.§112· 

Portanto, temos a seguinte equação diferencial: 

( 4.67) 

onde, ()k(t) = II'VvkK(t)ll 2 + jii'VzkK(t)11 2 + II'VhkK(t)ll2 e (k(t) = (p + x)ll.4vkll 2 + 
riiBzkll 2 + viiÃhkiJ 2

. Em particular, 

d 
dlk(t) :::; c0k(t)3 + cBk(t) + cl. 

Consideremos a equação diferencial 

d~ - c~(t) 3 + c~(t) + c1 dt 
~(O) - Bo, 
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com Bo = IIV'vo K(O)II 2 + JIIV'zo K(O)II 2 + IIV'ho K(O)II 2. Então, aplicando o Lema 3 dado 
em Heywood([15], p. 656), existe T1 E (0, T], (T1 < T(Bo)), tal que ()k(t) :::; Ç(t, ()0 ), 'V tE 
[ü,Tl]. 

Portanto, integrando a desigualdade diferencial (4.67) de O a t (tE [0, TI]), tem-se 

IIV'vk(t)K(t)112 + Jii'Vzk(t)K(t)112 + IIV'hk(t)K(t)ll2 

+(p + x) fot IIÃvk(r)ll 2dT +I fot IIBzk(r)ll2dr +li fot IIÃhk(r)ll 2dr 

:::; IIV'vo K(O)II 2 + JIIV'zo K(O)II 2 + IIV'ho K(O)II 2 

+c fot çJ(r, Bo) dr +c fot f.( r, B0 ) dr + c1t- Fo(t). (4.68) 

Mas, como 

IIV'vk(t)ll:::; IIR(t)II 2IIV'vk(t)K(t)ll 2 :::; sup {IIR(t)II2Fo(t)}:::; c, 
O::;t:ST1 

de ( 4.68), conclui mos que 

{ vk}, {hk} são uniformemente limitadas em L 00 (0, T1; V(D)) n L2 (0, T1; D(Ã)) (4.69) 

e {zk} é uniformemente limitada em L::xo(o, T1; HJ(D)) n L2 (0, T1; D(B)). (4.70) 

Agora, colocando <p =v; em (4.57), 4; = z; em (4.58) e '1/J =h: em (4.59), temos 

llv;ll 2 = -(p + x)(Ãvk, vn- (vkR- 1(t) · 'Vvk, v;)+ (yR'(t)R- 1(t) · 'Vvk, vn 
3 

+d, v~)+ r(hkR-1(t) ·V' h\ v~)+ x(l: 'Vz: Ai(t), v~), 
i=l 

Jllz~ll 2 +(a; '
8

) :tlldiv(zk R-1(t))ll2 = -{(Bzk, z~)- j(vk R- 1 (t) · 'Vzk, z~) 

+(a+ ,B)(div(zk R-1(t)), div(zk(R-1(t))')) + j(yR'(t)R- 1 (t) · 'Vzk, zn 
3 

-2x(zk, zn + (g, z~) + X(L V' v~ Ai(t), zn, 
i=l 

l!h:ll 2 = -v(Ãhk, h:)+ (yR'(t)R- 1(t) · 'Vhk, h:)- (vkR- 1(t) · 'Vhk, h:) 

+(hkR-1(t) · 'Vvk, h~). 

De isto, usando a desigualdade de Holder e a desigualdade de Young, temos 

3 

+c llhk R- 1(t) ·V' hkll 2 +c li L V' z~ Ai(t)ll 2, 
i=l 
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Jllz;ll2 +(a+ {3)! lldiv(zkR- 1(t))ll2 ~c IIBzkll2 +c llvkR-1(t) · Y'zkll2 

+c lldiv(zk R- 1(t))lllldiv(zk(R- 1(t))')ll +c ilyR'(t)R- 1(t) · Y'zkll2 

3 

+c llzkll 2 +c 119112 +c li L V' v~ Ai(t)ll 2, (4.72) 
i=l 

llh~ll 2 ~c 11.4hkll2 +c liyR'(t)R- 1(t) · V'hkll2 +c llvkR- 1(t) · V'hkll2 

+cllhkR- 1 (t) · Y'vkll 2. (4.73) 

Logo, tendo em conta ( 4.69) e a imersão de Sobolev H 2(D.) Y L00 (D.), obtemos a seguinte 
estimativa: 

llvkR- 1(t) · Y'vkll 2 < llvk R-1 (t)il7.ooiiY'vkll2 ~c IIR-1(t)II211Ãvkii2IIY'vkll2 

< c ( sup IIR-1 (t)II2)IIY'vkii2IIÃvkll2 
~c IIÃvkll2· 

OStST1 

Analogamente, 

llhkR-t(t). Y'hkll2 < c 11Ãhkll2, 
llvkR-t(t). Y'zkll2 < c 11Ãvkll2, 
llvkR-t(t). V'hkll2 < c 11,4vkll2, 
llhkR-t(t). V'vkll2 < c 11Ahkll2· 

Também, 

ilyR'(t)R- 1(t) · Y'vkll 2 < IIR'(t)II2IIR-1(t)II 2IIYII}ooiiY'vkll2 ~c IIY'vkll2, 
llyR'(t)R-t(t). V'zkll2 < ciiY'zkll2, 
llyR'(t)R-l(t). V'hkll2 < c IIY'hkll2, 

3 

11 L Y'z~Ai(t)ll 2 < ciiY'zkll2, 
i=l 

3 

li L Y'vf Ai(t)ll 2 < c IIY'vkll2· 
i=l 

Observando que 

I<(t) = (R- 1(t))t, V'(zkR- 1(t)) = K(t)V'zk e K'(t) = -K(t)R'(t)K(t), têm-se 

lldiv (zkR- 1(t))ll < IIY'(zkR- 1(t))ll = IIK(t)V'zkll ~c IIY'zkll, 

lldiv(zk(R- 1(t))')ll < IIY'(zk(R-1(t))')ll = IIK'(t)V'zkll ~c IIY'zkll· 
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Então, levando estas estimativas nas desigualdades (4.71)-(4.73), e integrando de O a 
t (t E [O, T1]), obtemos 

fot llv~(r)ll 2 dr:::; c fot (11Ãvk(r)ll 2 + IIÃhk(r)ll 2 )dr 

+c fot (IIY'zk(r)ll2 + IIY'vk(r)ll2)dr +c fot ll](r)ll2dr, 

j fot llz~(r)ll 2 dr +(a+ ;3)lldiv(zk(t)R-1(t))ll 2 :::; c fot (11Ãvk(r)ll 2 + IIBzk(r)ll 2)dr 

+c fot (IIY'zk(r)ll2 + IIY'vk(r)W)dr +c fot (llzk(r)112 + llg(r)W)dr 

+(a+ ;J)IIdiv(zk(O)R-1 (0))11 2, 

fot llh~(r)ll 2 dr:::; c fot IIY'hk(r)Wdr +c fot (11Ãvk(r)ll 2 + 11Ãhk(r)ll2)dr. 

Observando (4.69),(4.70), (4.26),(4.27) e que lldiv(zk(O)R- 1(0))11:::; c IIY'z0 ll, obtemos 

fot (llv~(r)ll 2 + Jllz~(r)ll 2 + llh~(r)ll 2 )dr:::; F1(t), (4.74) 

para qualquer tE [O, Tt]. Portanto, 

{vn e {h~} são uniformemente limitadas em L2 (0, T1 ; H(D)) (4.75) 

e {zn é uniformemente limitada em L2 (0, T1; L2(D)). (4.76) 

De (4.69) e (4.75), concluímos que existem v, h E rcxl(O, T1; "Çr(D)) n L2 (0, T1 ; D(Ã)) e 
subsequências de {·1i} e {hk}, tais que quando k ---r oc, têm-se 

vk ---r v e hk ---r h fraco em L2 (0, T1; D(Ã)), 

vk ---r v e hk ---r h fraco-* em L00 (0, T1 ; V(D)) 
k k 2 -vt ---r Vt e ht ---r ht fraco em L (0, T1 ; H(D)). 

Similarmente, de (4.70) e (4.76), existe z E uxJ(O, T1; HJ(D)) n L2 (0, T1 ; D(B)) e uma 
subsequência de { zk} tal que quando k ---r oc, têm-se 

zk ---r z fraco em L2 (0, T1 ; D(B)), 

zk ---r z fraco-* em L00 (0, T1; HJ(D)) 

z~ ---7 Zt fraco em L2 (0, T1; L2(D)). 

Logo, usando o Lema de Aubin-Lions (Lema 1.4, Cap. 1), com B0 = D(Ã), p0 = 2, B1 = 
H(D), p 1 = 2 e B = "Çr(D), temos que 

vk ---r v e hk ---r h forte em L2 (0, T1; ~;.(D)). 
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Analogamente, tomando B0 = D(B), p0 = 2, B 1 = L2 (D), p1 = 2 e B = HJ(D), temos 

zk -7 z forte em L2 (0, T1; Hd(D)). 

Agora passando ao limite ( 4.57)-( 4.59) em forma usual como em Lions ([22], p. 76), temos 
que (v, z, h) é solução forte do problema (4.53)-(4.56) satisfazendo 

(vt(t), <p)- (J-L + x)(.6.v(t), <p) + (v(t)R- 1(t) · \7v(t), <p)- (yR'(t)R- 1(t) · \7v(t), <p) 
3 

= (j(t), <p) + r(h(t)R- 1(t) · \7h(t), <p) + x(2: \7zi(t)Ai(t), <p), (4.77) 
i=l 

j(zt(t), f/J)- -y(.6.z(t), f/J)- (a+ ;J)(Vdiv(z(t)R-1 (t))K(t), f/J) 
+j(v(t)R- 1(t) · \7z(t), f/J)- j(yR'(t)R- 1(t) · \7z(t), f/J) + 2x(z(t), f/J) 

3 

= (g(t), f/J) + X(L \7vi(t)A(t), f/J), (4.78) 
i=l 

(ht(t), '!j;)- v(.6.h(t), '1/J)- (yR'(t)R- 1(t) · \7h(t), '1/J) + (v(t)R- 1(t) · \7h(t), ~·) 

-(h(t)R- 1(t) · \7v(t), ~)=O, (4.79) 

V <p, '!j; E "Ç"(D) e V fjJ E Hd(D), 

no sentido das distribuições sobre (0, Tt). Observe-se que (4.77) e (4.79) são válidos 
V <p, '!j; E V(D). 

Para provar a continuidade, temos que Vt. ht E L2 (0, T1; H(D)) e v, h E L2 (0, T1; 

D(Ã)) , então por interpolação (Lema 1.5, Cap. 1) tem-se que v, h E C([O, Tt]; "Ç"(O)) 
quase sempre. Analogamente, o fato que z E L2 (0, T1; D(B)) e Zt E L2 (0, T1 ; L2(0)), 
implicam por interpolação que z E C([O, T1]; HJ(O)) quase sempre. 

Agora demonstraremos a unicidade da solução. 
Suponhamos que (v\z\h1

) e (v 2 ,z2,h2
) são duas soluções de (4.53)-(4.56) para os 

mesmos vo, zo e h0 . Definimos 

'l.
• _ ,.1 _ v2 __ .. 1 _ .,2 h_ hl _ h2 
'- u ' ""'-,t,.. ,(.,' - . 

Então, temos que v, z, h, satisfazem: 

(vt. 'P) + (J-L + x)(.4v, <p) = -(v 1 R- 1(t) · \7v, <p)- (vR- 1(t) · \7v2
, <p) 

+(yR'(t)R- 1(t) · \7v, <p) + r(h2R-1(t) ·\?h, <p) 
3 

+r(hR-1(t) · \lhl, <p) + X(L \7ziAi(t), <p), 
i=l 

j(zt, f/J) + -y(Bz, f/J) + 2x(z, f/J)- (a+ ,8)(\ldiv(zR-1(t))K(t), f/J) 
= -j(vR- 1(t) · "Vz 1

, 9)- j(v2 R- 1(t) · \7z, 9) 
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3 

+j(yR'(t)R-1(t) · V'z, <P) + X(L V'viAi(t), <P), 
i=l 

(ht,'l/J) + v(Ãh,'l/1) = (yR'(t)R- 1(t) · V'h,'l/J)- (vR- 1(t) · V'h\'1/J)- (v 2 R- 1(t). V'h,'l/J) 

+(hR-1(t) · V'v\'1/J) + (h2R- 1(t) · V'v,'l/J), 

V <p, '1/J E "C"(D) e V <P E HJ (0.), 
v(O) =O, z(O) =O, h(O) =O. 

Agora, colocando <p =v, <P = z e '1/J = rh nas igualdades acima, temos 

1 d 2 dt llvll 2 + (p, + x)IIV'vK(t)ll 2 = -(vR-1 (t) · V'v2
, v)+ r(h2 R- 1(t) ·V' h, v) 

3 

+(yR'(t)R-1(t) · V'v, v)+ r(hR-1(t) · V'h1
, v)+ X(L V'ziAi(t), v), 

i=l 

'd 
% dt llzll 2 + "YIIV'zK(t)ll 2 + 2xllzll 2 +(o:+ ,B)IIdiv(zR-1(t))ll 2 

3 

= -j(vR-1(t) · V'z\ z) + j(yR'(t)R- 1(t) · V'z, z) + X(L V'viAi(t), z), 
i=l 

~ :t llhll 2 + rviiV'hK(t)ll 2 =r (yR'(t)R- 1(t) ·V' h, h)- r(vR- 1(t) · V'h1
, h) 

+r(hR-1(t) ·V' v\ h)+ r(h2 R- 1(t) ·V' v, h). 

Logo, somando as igualdades acima e observando que 

tem-se 

~ :t (llvll 2 + Jllzll 2 + rllhW) + (p + x)IIV'vK(t)ll 2 + "YIIV'zK(t)ll 2 

+rvii'VhK(t)ll 2 + 2xllzll 2 +(o:+ ,B)IIdiv(zR-1(t))ll 2 

= -(vR- 1(t) · V'v2
, v)+ (yR'(t)R- 1(t) ·'V v, v)+ r(hR- 1(t) · V'h1

, v) 

-j(vR- 1(t) · 'Vz1
, z) + j(yR'(t)R- 1(t) · 'Vz, z) +r (yR'(t)R- 1(t) ·'V h, h) 

3 

-r(vR-1 (t) ·V' h\ h)+ r(hR- 1(t) · V'v\ h)+ X(L V'ziAi(t), v) 
i=l 

3 

+x(Z: 'VviAi(t), z). 
i=l 

Usando a imersão de Sobolev H 1(0.) Y L4 (0.), temos a seguinte estimativa: 

i(hR- 1 (t) · 'Vh1 ,v)l ::; llhR-1 (t)llr.4 II'Vh1 llr.4 llvll::; ciiV'(hR- 1 (t))IIIIÃh1 llllvll 
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Analogamente, 

Também, 

< c I!K(t)Vhiii1Ãh1llllvll ~c IIVhK(t)IIIIÃh1 llllvl! 
< C.sllilh1 ll 2llvll2 + c511VhK(t)ll 2· 

I ( vR- 1(t) · Vv2, v) I < Cellilv2ll 2llvll 2 + EIIVvK(t) 11 2, 
l(vR- 1(t) · Vz1,z)l < CeiiBz1 ll2llzll 2 +EIIVvK(t)ll 2, 
l(vR- 1(t) ·V h\ h)l < CeiiÃh1 ll2llhll2 + êiiVvK(t)ll 2, 
l(hR- 1(t) · Vv\ h)l < C.si1Ãv 1WIIhl!2 + c5IIVhK(t)ll 2. 

l(yR'(t)R- 1(t) · Vv, v)l < Cellvll2 + êiiVvK(t)112, 
l(yR'(t)R- 1(t) · Vz, z)l < Cullzll 2 + aiiVzK(t)ll 2, 
l(yR'(t)R- 1(t) ·V h, h) I < C.sllhll2 + c5IIVhK(t)ll2, 

3 

I CL::: v Zi Ai ( t)' v) I < Cullvll2 + aiiVzK(t)ll 2, 
i=l 

3 

I(L::: VviAi(t), z)l < Cellzll2 + êiiVvK(t)ll2· 
i=l 

Então, com apropriados E > O, a > O e c5 > O, levamos as estimativas obtidas acima em 
( 4.80), obtendo 

d
d (llvll2 + Jllzll2 + rllhll 2) + (p + x)IIVvK(t)ll2 + '"'tiiVzK(t)ll2 
t 

+rviiVhK(t)ll 2 + 4xllzll 2 + 2(et + JJ)IIdiv(zR- 1(t))ll 2 

~c (llvW + Jllzll2 + rllhii2)(11Ãv1 ll2 + 11-4h1 ll2 + llilv2ll2 + 11Bz1 W + 1) 

e integrando de O a t, tem-se 

llv(t)ll2 + Jllz(t)ll2 + rllh(t)ll 2 
~ llv(O)II2 + Jllz(O)II2 + rllh(O)II2 

+c fot (llv(r)ll2 + Jllz(r)ll2 + rllh(r)II2)Ç(r)dr, 

onde Ç(t) = 11Av 1(t)ll 2 + llilh1(t)ll 2 + llilv2(t)ll 2 + 11Bz1(t)ll 2 + 1. 
Aplicando a desigualdade de Gromvall, vem 
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e usando (4.69)-(4.70), tem-se que fot f.(r)dr ~c. 
Portanto, a última desigualdade implica v(t) = z(t) = h(t) =O, isto é, 

z2 e h 1 = h2
, mostrando a unicidade da solução (v,z,h). 

Isto completa a prova do lema. 

Prova do Teorema 4.2 

V
1 _ v2 ~1 _ 

- ' ~ -

Observe-se que a solução forte (v, z, h) do problema transformado (4.53)-(4.56), satis
faz (4.77)-(4.79) V 1J E HJ(O), Vcp, 7/.J E V(O) e no sentido das distribuições sobre (0, Ti). 
Então (v, z, h) satisfaz: 

for, (vt, if)dt- (lt + x) for, (Liv, if)dt- for, (yR'(t)R-1(t) ·V' v, if)dt 

+for, (vR- 1(t) · V'v, if)dt =for,(], if)dt +r for, (hR- 1(t) ·V' h, if)dt 

1
r, 3 

+x (L Y'ziAi(t), if)dt, 
o i=l 

(4.81) 

j for, (zt, ~)dt- "i for, (Liz, ~)dt- j for, (yR'(t)R- 1 (t) · V'z, ~)dt 

-(a+ f]) for, (V'div(zR- 1(t))K(t), ~)dt + j for, (vR- 1(t) · Y'z, ~)dt + 2x for, (z, ~)dt 

1r, - 1r, 3 ~ 
= (g, 1J)dt +X (L Y'viAi(t), 1J)dt, 

o o i=l 

( 4.82) 

for, (ht, J;)dt- v for, (Lih, J;)dt- for, (yR'(t)R- 1(t) ·V' h, J;)dt 

+for, (vR- 1(t) · V'h,J;)dt- for, (hR- 1(t) · V'v,J;)dt =O, (4.83) 

V(p, J;, ~E (C1 (Q)) 3 com soporte compacto c Q, div (if-A'/-1
) =O, div (J;Af- 1

) =O. 

A seguir, consideremos as funções testes cp, l/J, 7/.J E ( C 1 ( Q) )3 com soportes compactos 
contidos em Q tais que div cp = O, div 7/.J = O e definimos 

!f(y, t) 

~(y, t) 
J;(y, t) 

det R(t) t;;(yR(t), t), 

- det R(t) l/J(yR(t), t), 

det R(t) 7/J(yR(t), t). 

Verifica-se que <(;, ~' 0 E (C1(Q)) 3, que os soportes de <;-, ~e J; são compactos contidos 
em Q e que div (if-A/- 1 ) = div (J;M- 1

) =O. 
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Então, usando as identidades obtidas acima em ( 4.81 )-( 4.83), temos 

laTI det R(t) (vt- yR'(t)R- 1(t). Vv, rp)dt- (p + x) laTI det R(t) (6v, rp)dt 

+ laT det R(t) (vR- 1(t) · Vv, rp)dt = laT
1 

det R(t) (], rp)dt 

rn rn 3 
+r lo det R(t) (hR- 1(t) ·V h, rp)dt + x lo det R(t) (~ VziAi(t), rp)dt, (4.84) 

{T {T1 _ 
j lo det R(t) (zt- yR'(t)R- 1(t) · Vz, <f;)dt- 1 lo det R(t) (6z, <f;)dt 

-(a+ f]) laT
1 

det R(t) (Vdiv(zR- 1(t))K(t), <f;)dt 

+j laT
1 

det R(t) (vR- 1(t) · Vz, <f;)dt + 2x laT
1 

det R(t) (z, <f;)dt 

ln 1n 3 

= det R(t) (g, <f;)dt +X det R(t) (LVviA.i(t), <f;)dt, 
o o i=1 

(4.85) 

{T {T1 _ 
lo det R(t) (ht--,- yR'(t)R- 1(t) ·V h, 1/;)dt- v lo det R(t) (6h, 'l/;)dt 

+ laT
1 

det R(t) (vR- 1(t) ·V h, 1/;)dt- laT
1 

det R(t) (hR- 1(t) · Vv, 1/;)dt =O. (4.86) 

Agora, considerando as definições dadas em ( 4.9) e a transformação q>- 1 
: Q ~ Q 

definida em (4.8) (isto é, <I>- 1 (y, t) = (yR(t), t), com det(J<I>- 1
) = det R- 1 (t)), fazemos 

uma mudança de variáveis nas integrais de (4.84)-(4.86), obtendo: 

{TI r Ut <pd.r dt- (p + x) {TI r 6u rpdx dt + {TI r u. Vu <pdx dt 
lo lnt lo ln~ lo lnt 

={TI ( j<pdxdt+r {TI r h·Vh<pdxdt+x {TI r rotw<pdxdf, (4.87) 
lo lnt lo lnt lo lnt 

j {TI r Wtc/Jdxdt-{ {TI r 6w<f;dxdt-(a+f3) {TI r Vdivw<f;dxdt 
lo ln 1 lo lnt lo lnt 

+j (T
1 

( U·Vw</Jdxdt+2X {T
1 

{ w</Jdxdt 
lo ln~ lo ln~ 

= {TI r g<f;dxdt+ X (TI r rotu <f;dxdt, (4.88) 
lo ln1 lo lnt 

{TI r bt V dx df - V {TI r 6b 1/;dX dt + {TI r U · V b 1/J dX df 
lo ln1 lo lnt lo lnt 

- {TI r b. Vu1);dxdt =o, (4.89) 
lo ln1 

V<p, </;, 'l/J E (C 1(Q)) 3 com div<p = div1,0 =O. 
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Também, desde que pelo Lema 4.5, v, h E L2 (0, T1; V(D) n H 2 (D)) n L00 (0, T1 ; V(D)) 
e z E L2 (0, T1; HJ(O) n H 2 (0)) n L00 (0, T1 ; HJ(O)), então dos resultados do Lema 4.2, 
segue-se que 

u, b E L2 (0, T; V(Dt) n H 2(Dt)) n L00 (0, T; H(flt)), 

w E L2 (0, T; HJ(Ot) n H 2 (Dt)) n L00 (0, T; L2 (flt)). 

Por argumentos usuais mostra-se que u(O) = u0 , w(O) = w0 e b(O) = bo, demonstrando 
assim que (u,w,b) é a única solução forte do problema (4.1)-(4.3). 

4.3.2 Mais regularidade da solução 

Dando hipóteses mais fortes sobre os dados iniciais e a matriz R( t) (que define os conjuntos 
nt)' temos o seguinte resultado: 

Teorema 4.3 Além das hipóteses do Teorema 4.2, assumimos que u0 , b0 E V(D 0 ) í1 

H 2 (Do), w0 E HJ(00 ) n H 2 (00 ), a E C2[0, T] e ft, 9t E L2 (0, T; L2 (Dt)). Então a 
solução (u, w, b) satisfaz 

u, b E L00 (0, T1; H 2 (Dt) n V(Dt)), Ut, bt E L00 (0, T1; H(Dt)) n L2 (0, T1; ·v(Dt)), 

w E L00 (0, T1; H 2 (Dt) n HJ(Dt)), Wt E L00 (0, T1; L2(Dt)) n L2 (0, T1; HÓ(Dt)). 

Além disso, temos que 

u, b E C 1 ([0, Tt]; H(Dt)) n C([O, Tt]; H 2 (Dt) n V(Dt)), 

w E C 1([0, Tt]; L2 (Dt)) n C([O, Tt]; H 2 (Dt) n HJ(Dt)). 

Mais regularidade da solução do problema transformado 

Lema 4.6 Com as hipóteses do Teorema 4.3, a solução (v, z, h) do problema transfor
mado (4.53)-(4.58) dada pelo Lema 4.5, satisfaz 

v, h E L oo (O, T1; V ( n) n H 2 
( n)) e z E L oo (O, T1; H J ( n) n H 2 

( n)). 

Além disso, 

v, h E C 1([0, Tt]; H(D)) n C([O, Tt]; V(D) n H 2(D)), 
z E C 1 ([0, Tt]; L2 (0)) n C([O, Tt]; HJ(D) n H 2(D)). 
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Prova. Por hipótese ft: 9t E L2 (0, T; L2 (Dt)) então ft, 9t E L2 (0, T; L2 (D)) e desde que 
uo, bo E V(Do) n H 2 (Do), w0 E HJ(D0 ) n H 2 (D0 ) temos que v0 , h0 E ~,.(D) r H 2 (D) e 
wo E HJ(D) n H 2(D). 

Para provar o lema, precisaremos de melhores estimativas para vk, zk e hk. 
Para isto, derivamos (4.57)-(4.59) com respeito a t, logo colocando r;;= v~, cjJ = z~ e 

'l}J = rh~ respectivamente, temos 

~ :t11v:11 2 + (p + x)/IV'v:K(t)ii 2 = -(p + x)(V'vkK'(t), V'v:K(t)) 

-(p + x)(V'vk K(t), V'v:K'(t))- (v:R- 1(t) · V'vk, vn- (vk(R- 1(t))' · \i'vk, v:) 

+(yR"(t)R- 1(t) · V'vk, v:)+ (yR'(t)(R- 1(t))' · V'vk, v:)+ (yR'(t)R- 1(t) ·V' v:, v:) 

+(ft. v:)+ r( h: R- 1(t) ·V' h\ v~)+ r(hkR- 1(t) ·V' h:, v:)+ r(hk(R- 1(t))' · V'hk, v:) 
3 3 

+X(L V'z~Ai(t), v:)+ x(L V'zfA~(t), v:), ( 4.90) 
i=l i=1 

"d 
~ dt llz: 11

2 +!'/IV' z: K(t) 11
2 + 2xllz~ W + (a+ ;3) lldiv(z: R- 1 (t)) 11

2 

= -!'(V'zkK'(t), V'z:K(t)) -!'(V'zkK(t), V'z:K'(t))- j(v~R- 1 (t) · \i'zk, zn 
-j(vk(R-1 (t))' · V'zk, z~) + j(yR''(t)R- 1(t) · V'zk, z~) + j(yR'(t)(R- 1 (t))' · \i'zk, z:) 

+j(yR'(t)R-1(t) · V' z:, z:) + (gt, z:) - (a+ ;3)( div(zk (R- 1 (t) )'), div(z: R- 1 (t))) 
3 

-(a+ J])(div(zkR- 1 (t)), div(z:(R- 1(t))')) + X(L V'v~Ai(t), zn 
i=l 

3 

+x(L V' v~ A~(t), z:), (4.91) 
i=l 

~~~~h~W + rvll\7h:K(t)11 2 = -rv(V'hkK'(t), V'h:K(t))- rv(V'hkK(t), V'h~K'(t)) 
2 dt 

-r(yR"(t)R-1(t) · V'hk, h~)- r(yR'(t)(R- 1(t))' · V'hk, h~) 

-r(yR'(t)R-1(t) ·V' h;, h;)- r(v:R-1(t) ·V' h\ h;)- r(vk(R- 1(t))' · V'hk, h;) 

+r( h; R- 1(t). V'vk, h:)+ r(hk(R- 1(t))'. V' v\ h;)+ r(hkR- 1(t) ·V' v:, hn. (4.92) 

A seguir, estimaremos o lado direito de ( 4.90)-( 4.92). 
Observando que K'(t) = -K(t)(R'(t))tK(t), para qualquer E > O, 8 > O e a > O, 

temos 

i(P + x)(V'vkK'(t), V' v: K(t))i < c IIV'vkK'(t)IIIIV'v:K(t)ll 

< CêiiV'vkll 2 + EIIV'v~K(t)W, 
i(P + x)(V'vkK(t), V'v:K'(t))i < CêiiV'vkll 2 + EIIV'v;K(t)ll 2

, 

jrv(V'hkK'(t), V'h:K(t)i < CuiiV'hkll 2 + a/IV'h~K(t)/1 2 , 
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lrv(V'hkK(t), V'h~K'(t))i < Cu!!V'hkll2 + a!!V'h~K(t)!! 2 , 

i'"f(V'zk K'(t), V'z~K(t))i < Cai!V'zkll 2 + ó!!V'z~ K(t)1! 2
, 

i'"f(V'zk K(t), V'z~ K'(t))i < Cai!V'zkll 2 + ó!!V'z:K(t)ll 2. 

Para os outros termos, observando que (R- 1(t))' = -R- 1(t)R'(t)R- 1(t) e usando as 
imersões de Sobolev H 1 (D) Y L4 (D) e H 2 (D) Y L00 (D.), para qualquer TJ > O, E > 
O, 8 > O e a > O, têm-se 

i(v~R- 1 (t) · V'vk, v~)i < I! v~ R-1 
( t) 11 r.411 V'vkll r.411v~ 11 

< c li v v: K(t) III!Ãvklll!v:ll 
< CeiiÃvkll 2 llv~ll 2 + EIIV'v: K(t)l!2, 

i(vk(R- 1(t))' · V'vk, v~) I < c llvkllliV'vkll r. 4 !!v~ll r.4 

< CeiiÃvkll2 + EIIV'v~ K(t)!12, 
i(yR"(t)R- 1(t) · V'vk, vnl < ciiV'vkllllv:ll::; CTII!V'vkll 2 + TJI!vtll 2, 

i(yR'(t)(R- 1(t))' · V'vk, vt)i < CTIIIV'vkll2 + TJIIvtll2' 
i(yR'(t)R- 1(t) · V'vt, vt)i < Cel!v:ll2 + EIIV'vtK(t)l! 2

, 

idt, vt)i < C1lllftll 2 + TJIIv:ll 2, 
lr(h~ R- 1(t) · V'hk, vt)i < Cei!Ãhkll 2 llh~ll 2 + EIIV'v~ K(t)ll 2, 

ir(hk(R-1(t))' ·V' h\ v~) I < Cei!Ahkll2 + EI!V'v~K(t)!l 2
, 

3 

ix(L V'z~Ai(t), v:) I < Callv~ll
2 + óiiV' zt K( t) 11 2, 

i=l 

3 

lx(I: V'zfA~(t), vt)i < CTJIIV' zkll2 + TJIIvtll2, 
i=l 

lj(vtR- 1(t) · V'zk,zt)i < Cei!Bzkll211ztll2 + EiiV'vtK(t)112, 
lj(vk(R- 1(t))' · V'zk, zt)i < C.;IIBzkll2 + óiiV'zt K(t)ll2, 

IJ(yR"(t)R- 1 (t) · V'z\ znl < CTIIIV'zkll2 + TJJ llz~ll2, 
lj(yR'(t)(R- 1(t))' · V'zk, znl < CTII!V'zkll2 + TJJ llztll2, 

lj(yR'(t)R- 1(t) · V'z:, zt)i < Callztll2 + óiiV'z~K(t)!! 2
, 

i(gt,Z~)i < CTIII9tW + T}j llz:ll2, 
!(a+ j3)(div(zk(R-1 (t))'), div(zt R-1(t)))! < Ca!IV'zkll2 + ó!!V'z~ K(t)1!2, 
!(a+ j3)(div(zkR-1 (t)), div(zt(R-1(t))'))i < CaiiV'zkll2 + 811V'ztK(t)11 2, 

3 

ix(L V'v~Ai(t), z:)l < Cellztll 2 + EIIV'vtK(t)ll 2
, 

i=l 
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3 

lx(~= 'V v~ A~(t), z:)l < C1JII'Vvkll2 + 'T}j llz:ll2, 
i=1 

lr(yR" (t )R- 1 
( t) · 'V hk, h~) I < CI)II'Vhkll2 + 'TJ r llh~ll2, 

lr(yR'(t)(R- 1(t))' · 'Vhk, h~) I < CI)II'Vhkll2 + 'TJT llh~ll2, 

I r ( y R' ( t) R- 1 
( t) · 'V h~, h~) I < Car llh~ll 2 + aii'Vh~K(t)W, 

Ir( v: R- 1(t) · 'Vhk, h~) I < Cei!Ãhkll 2 llh~ll 2 + cii'Vv: K(t)ll2, 
lr(vk(R- 1(t))' · 'Vhk,h~)l < Cai!Ãhkll 2 +ali 'V h~ K(t)ll 2, 

lr(h~R- 1 (t) · 'Vvk, h~) I < CaiiÃvkll 2 llh~ll 2 + aii'Vh~K(t)ll 2 , 
lr(hk(R- 1(t))' · 'Vvk, h~)l < CaiiÃvkll 2 + aii'Vh~K(t)ll 2 . 

Levando estas estimativas em (4.90)-(4.92), temos 

~ :t llv:W + (p + x)II'Vv~ K(t)W 

:::; 7êii'Vv:K(t)112 + 8II'Vz:K(t)ll 2 + Ce,1)II'Vvkll 2 + CI)II'Vzkll2 + Cl)llftll2 

+Ce(IIÃvkll2 + 11Ãhkll2) + Cell.4hkll 2 llh~ll 2 + CeiiÃvkll 2llv:ll 2 + Ce,8,flllv:W1
, 

'd 
~ dtllz~W + rii'Vz~ K(t)W + 2xllz~ll 2 +(a+ P)lldiv(z:R-1(t))ll 2 

:::; 68II'Vz:K(t)ll 2 + 2cii'Vv:K(t)ll 2 + CI)II'Vvkll 2 + C8,1)11'Vzkll 2 + C'lll.iítll 2 

+C811Bzkll 2 + CeiiBzkll 2 llz:ll 2 + Ce,8,1Jj llztll 2
, 

~ :t llh~ll 2 + rvii'V h~ K(t) 11 2 

:::; 6aii'Vh~ K(t)ll 2 + êii'Vv:K(t)ll 2 + Caii'Vhkll 2 + Caii..:Ívkll 2 

+Cell.4hkll 2 llh~ll 2 + Call.4vkll 2
llh~ll 2 + Ca,fl T llh~ll

2
· 

Somando as desigualdades anteriores, temos 

~ :t (llv~ll 2 + Jllz~ll 2 + rllh~ll 2 ) + (Jl + x)II'Vv~K(t)ll 2 + "tii'Vz: K(t)ll 2 

+rvii'V h~ K( t) 11 2 + 2xllz;ll 2 + (a+ ;3) lldiv(z; R- 1 (t) )11 2 

:::; lOêll 'V v~ K(t)W + 78II'V z: K(t) 11 2 + 6aii'V h~ K(t) 11
2 

+c(II'Vvkll 2 + II'Vzkll2 + II'Vhkll2) + c(llft!l2 + ll.iítll 2
) 

+c (IIÃhkll 2
llh~ll

2 + 11Ãvkll2 llv:ll 2 + 11Bzkll2 llztll 2 + IIÃvkll 2
llh~ll

2
) 

+c (11Ãvkll 2 + IIBzkW + IIÃhkll2
) +c (llv:ll 2 + J 11z:112 +r llh~W). 

L Ih d p +X 8 I rv t . t d . ld d d'f . I ogo, esco en o c= ~' = 14 e a= 1'2' em-se a segmn e es1gua a e 1 erencm: 

d 
dtek(t) + (k(t):::; çk(t) + ek(t)r/(t), (Lt.9:3) 
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onde 

fJk(t) = llv:(t)ll2 + Jllz:(t)ll2 + rllh:(t)ll2, 
(k(t) = (p + x)IIVv:(t)K(t)ll2 + 'YIIVz:(t)K(t)ll2 + rviiVh:(t)K(t)W, 
TJk(t) =c (11Ãvk(t)112 + IIBzk(t)112 + 11Ãhk(t)112 + 1), 

çk(t) = c(IIVvk(t)W + 11Vzk(t)ll2 + 11Vhk(t)ll2 + llit(t)ll2 + ll.9t(t)ll2 + 11Ãvk(t)ll2 

+IIBzk(t)ll2 + 11Ãhk(t)ll2). 

Agora, observando (4.26), (4.27), {4.69), {4.70) e as hipóteses sobre jt, 9t, integramos 
( 4.93) de O a t, obtendo 

(4.94) 

Podemos provar que fJk(O) = llv~(O)II 2 + Jllz~(O)II 2 + rllh:(O)II2 ::; c. De fato, de (4.57) 
com <p = v~(O), temos 

li v: (O) 11 2 ::; c li Ãvk (O) llllv: {O) li + c llvk (O) li r,611 Vvk (O) li r,3llv: (O) li + c llvk (O) 1111 v: (O) li 
+li }{o) llllv:(o) li +c li hk (O) li r,611 V hk (O) li Pllv:(o) li +c li V zk (O) llllv~ (O) li, 

logo, usando a desigualdade de Sobolev llull r,3 ::; c lluWI2IIVuWI2 e a desigualdade de 
Young, tem-se 

llv:(O)II < c IIÃvk(O)II +c IIVvk(O)IIIIÃvk{O)II 112 IIVvk(O)II 112 +c IIVvk(O)II 
+II}{O)II +c IIVhk(O)IIIIÃhk(O)II 112 IIVhk(O)II 112 +c IIVzk(O)II 

< c IIÃvk(O)II +c 11Vvk(O)II3 +c IIVvk(O)II + lli(O)II +c IIÃhk(O)II 
+c 11Vhk(O)II3 +c IIVzk(O)II· 

~Ias, pela escolha de v~, z~ e h~, temos 

IIÃvk(O)II ::; IIÃvoll, 
IIV zk (O) li ::; IIV zoll, 

IIÃhk(O)II ::; IIÃholl, IIVvk(O)II ~ IIVvoll, 
li V h k (O) li ::; li V h o li, 

portanto, como v0 , h0 E H 2(0) n V(O), z0 E H2 (0) n HJ(O) e j E C([O, Ti]; L2(0)), 
deduz-se uma estimativa para llv~(O)II, isto é, 

llv;(O)II ~c IIÃvoll +c 11Vvoll3 +c IIVvoll +c IIÃholl +c 11Vholl3 +c IIVzoll +c ~c. 

De forma análoga, obtem-se uma estimativa para llz~(O)II e llh:(O)II· Assim fJk(O) ~c e 
( 4.94) implica 
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Agora, observando ( 4.68), temos 

fot rl(T)dT ~c F0 (t) + ct. 

Então, aplicando a desigualdade de Gronwall, obtem-se 

Assim, 

llv~(t)ll 2 + jjjz~(t)ll 2 + rjjh~(t)ll 2 +c fot !!V'v~(T)K(T)jj 2 dT 

+c fot !!V'z~(T)K(T)II 2 dT +c fot IJV'h~(T)K(T)I! 2 dT ~c. (4.95) 

Logo, observando que IIY'v;JJ2 ~c JIV'v;K(t)ll2, concluímos de (4.95) que 

{vn, {h~} são uniformemente limitadas em L00 (0, T1 ; H(O)) n L2 (0, T1 ; ií(O)) (4.96) 

e {z~} é uniformemente limitada em L00 (0, T1; L2 (0)) n L2 (0, T1 ; HJ(O)). (4.97) 

Agora, colocando <p = Ãvk e '1/J = Ãhk em ( 4.57) e ( 4.59) respectivamente, temos 

(p + x)IIÃvkll2 =-(v~, Avk)- (vk R-1(t). V' v\ Ãvk) + (yR'(t)R- 1(t). V' v\ ~4rk) 
3 

+(], Ãvk) + r(hkR- 1(t) · V'hk, Ãvk) + x(~= Y'zf Ai(t), Ãvk), 
i=l 

vJJ~4hkll 2 =-(h~, Ãhk) + (yR'(t)R- 1(t) · V'hk, Ãhk)- (vkR- 1(t) · V'hk, Ãhk) 
+(hk R-1(t) · Y'vk, Ãhk). 

Usando estimativas análogas às estimativas obtidas para o lado direito de (4.61), como 
também o fato que j(v~, Avk)! ~ Cellv~ll 2 + ciiÃvkjj2, têm-se 

(p + x)!!AvkW < Cellv~ll 2 + CeiiY'vkll 6 + CeiiY'vkll2 + Cellfll2 + Ce,.;I!Y'hkll 6 

+Ce!IY'zkll2 + õ!IÃhkll2 + 6c!IÃvkll2, 

vll~4hkll 2 < Cõllh~ll 2 + CõiiY'hkll2 + CõiiY'vkii 4 !1Y'hkll 2 + Ce,õiiY'vkii 2IIY'hkll 4 

+ciiÃvkll2 + 4õ!IÃhk!l2. 

Somando as desigualdades acima e escolhendo c > O, õ > O apropriados, obtemos 

11 ~4vkll2 + !IÃhk 112 ~ c IIY'vkll2 +c IIY'zkW +c !IV' hkll2 +c IIY'vkll6 +c !IV' hkll6 +c 11 v~ll2 
+c llh~ll 2 +c 111112 +c IIY'vkii 4 IIY'hkll2 +c IIY'vkii 2IIY'hkW = Gt(t). 
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Logo, da desigualdade acima junto com (4.69), (4.70), (4.96) e o fato que j E C([O, T]; 
L2 (0)), conclui-se 

{vk}, {hk} são uniformemente limitadas em L00 (0, T1 ; D(Ã)). (4.98) 

A seguir, pondo c/>= Bzk em (4.58) e usando (4.63), tem-se 

riiBzkll 2 < NoiiY'zkll 2 + lj(z~, Bzk)l + lj(vk R-1(t) · V'zk, Bzk)l 
+IJ(yR'(t)R- 1 (t) · Y'zk, Bzk)l + l2x(zk, Bzk)l + 1(.9, Bzk)l 

3 
"' k - k +IX( L.. V' vi Ai(t), Bz )I, 
i=l 

logo, usando estimativas análogas às obtidas para ( 4.64), para qualquer a > O, obtem-se 

riiBzkll 2 < CcriiY'zkll 2 + Ccrllz~ll 2 + CcriiY'vkii 4 IIY'zkll 2 + Ccrllzkll 2 + Ccrll.9ll 2 

+CcriiY'vkll 2 + 6aiiBzkW. 

Escolhendo a = ;
2

, da última desigualdade, resulta 

lliJzkll 2 
~c IIY'zkll 2 +c IIY'vkll 2 +c llz~ll 2 +c IIY'vkii4 IIY'zkll 2 +c llzkll 2 +c 11.911 2

- G2(t) 

e observando (4.69), (4.70), (4.97) e o fato que g E C([O, T]; L2 (0)), concluímos que 

{zk} é uniformemente limitada em L00 (0, T1; D(B)). ( 4.99) 

Então, de (4.96), (4.97), (4.98) e (4.99), passando ao limite (4.57)-(4.59) de forma usual 
como em Lions ([22], p. 76) e pela unicidade do limite, podemos concluir que a solução 
(v, z, h) fornecida pelo Lema 4.5, satisfaz 

v, h E L00 (0, T1 ; D(Ã)), w E L00 (0, T1; D(B)), 

Vt, ht E L00 (0, T1; H(O)) n L2 (0, T1; V(O)), 
Zt E L00 (0, T1; L2 (0)) n L2 (0, T1; Hci(O)). 

Para provar a continuidade de Vt, ht e Zt é suficiente mostrar que Vtt, htt E L2 (0, T1 ; f"*(O)) 
e Ztt E L2(0, T1; H-1(rl)), onde V*(O) é o dual topológico de ~ 1 (0) e H-1(0) é o dual 
topológico de HJ(O}. De fato, como Vt, ht E L2 (0, T1 ; V(O)) e Zt E L2 (0, T1; HJ(O)), se 
Vtt, htt E L2 (0, T1; V*(O)) e Ztt E L2 (0, T 1; H-1(0)), o Lema 1.5 (Cap. 1) implica que 
v, h E C 1([0, Tt]; H(O)) e z E C 1([0, TI]; L 2 (0)). 

Agora, para provar que Vtt, htt E L2(0, T1; i 1*(0)) e Ztt E L2 (0, T1; H-1(0)) é suficiente 
mostrar a existência de uma constante c > O (independente de k) tal que 
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De ( 4.57)-( 4.59), temos 

v;+ (1-l + x)Ãvk + Pk(vkR- 1(t) · \7vk)- Pk(yR'(t)R-1(t) · \7vk) 
3 

= Pk] + Pk(rhkR-1(t) · \7hk) + Pk(X L \7zfAi(t)), 
i=l 

jz; + "d3zk- Rk((o: + j3)\7div(zkR- 1(t))K(t)) + Rk(jvk R- 1(t) · \7zk) 
3 

(4.100) 

-Rk(jyR'(t)R- 1 (t) · \7zk) + Rk(2xzk) = Rkg + Rk(X L \7vf Ai(t)), (4.101) 
i=l 

h~+ vÃhk- Pk(yR'(t)R-1(t) · \7hk) + Pk(vkR- 1(t) · \7hk) 
-Pk(hk R- 1(t) · \7vk) =O. 

Derivando ( 4.100)-( 4.102) com respeito a t e desde que 
8
8 

Pk = Pk 
8
8 

, têm-se 
t t 

v~= -(p + x)
8
8 

(Ãvk)- Pk(v;R- 1(t) · \7vk)- Pk(vk(R- 1(t))' · \7vk) 
t 

( 4.102) 

-Pk(vkR- 1(t) · \7v;) + Pk(yR"(t)R- 1(t) · \7vk) + Pk(yR'(t)(R- 1(t))' · \7vk) 

+Pk(yR'(t)R- 1(t) · \7vn + Pk(ft) + Pk(rh~R- 1 (t) · \7hk) 
3 

+Pk(rhk(R- 1(t))' · \7hk) + Pk(rhkR- 1(t) · \7h~) + Pk(X L VztAi(t)) 
i=l 

3 

+Pk(X L \7 z~ A~(t)), 
i=l 

jz~ = -{ :t (Bzk)- Rk(jv;R-1(t) · \7zk)- Rk(jvk(R-1(t))'. \7zk) 

-Rk(jvkR- 1 (t) · \7z;) + Rk((o: + ,8)\7div(z; R- 1 (t))K(t)) 

+Rk((o: + j3)\7div(zk(R- 1(t))')(R- 1(t))t) + Rk(jyR"(t)R- 1(t) · \7zk) 

+Rk((o: + ,8)\ldiv(zk R-1(t))K'(t)) + Rk(jyR'(t)(R-1(t))' · \7zk) 

+Rk(jyR'(t)R- 1 (t) · \7z;)- Rk(2xz;) + Rk(9t) 
3 3 

+Rk(X L VvtAi(t)) + Rk(X L \7vf A~(t)), 
i=l i=l 

(4.103) 

(4.104) 

h~t =-v! (Ãhk) + Pk(yR"(t)R- 1 (t) · \7hk) + Pk(yR'(t)(R- 1 (t))' · \7hk) 

+Pk(yR'(t)R- 1(t) · \7h~)- Pk(v~R- 1 (t) · \7hk)- Pk(vk(R- 1(t))' · \7hk) 

-Pk{1}R- 1(t) · \7h~) + Pk(h; R- 1(t) · \7vk) + Pk(hk(R- 1(t))' · \7vk) 

+Pk(hkR- 1(t) · \7v~). ("1.105) 
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Agora, observemos que para u E V(D) 

(aa (Ãvk), u) = dd (Ãvk, u) = dd (Vvk K(t), \lu K(t)), 
t t t 

portanto, 

a - k 
(at(Av ),u) - (\7v~ K(t), VuK(t)) + (Vvk K'(t), VuK(t)) 

+(Vvk K(t), \lu K'(t)). (4.106) 

A seguir, demonstraremos que o lado direito de ( 4.103) é uniformemente limitada em 
L2 (0, Tl; V*(D)). 

Levando em conta (4.106), temos 

a - k 
su P 1 (-a (A v ) , u) 1 

llullv9 t 

a - k 
11 at (Av )li v· -

< sup !IV v~ K(t)III!Vu K(t)ii + sup IVvk K'(t)I!Vu K(t)l 
llullv9 llullv:'Sl 

+ sup IVvk K(t)IIVu K'(t)l 
llullv9 

< c (IIVv~ll + 2ll\7vkll) sup IIVull ~c (IIVv~ll + IIVvkll). 
llullv9 

Logo, observando (4.26) e (4.96), tem-se 

t a t r li- (p + x)-a (.4vk(r))ll~.dr ~c r (11Vv~(r)ll 2 + 11Vvk(r)ll 2 )dr ~c. lo t lo 
Observando ( 4.98), vem 

11Pk(v~R- 1 (t) · Vvk)llv· = sup l(v~ R- 1(t) · \7vk, Pku)l 
llullv-9 

(4.107) 

~ sup li v~ R- 1 (t)11 r,411Vvk11 r.411u11 ~ c IIVv~IIIIÃvkll sup llull 
llullv9 lluliv-9 

~é ( sup 11Ãvk11)11Vv~11 sup IIVull ~c IIVv~ll, 
o::;t::;r, llullv-:'Sl 

portanto, levando em conta ( 4.96), resulta 

fot 11Pk(v~(r)R- 1 (r) · Vvk(r))ll~.dr ~c fot 11Vv~(r)ll 2 dr ~c, (4.108) 

fot IIPk(rh~(r)R- 1 (r) · \7hk(r))11~-.dT ~c fot 11Vh~(r)ll 2 dr ~c. (4.109) 
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Analogamente, observando ( 4.26), têm-se 

fot 11Pk(vk(r)(R- 1(r))' · V'vk(r))llt.dr ~c fot 11V'vk(r)ll 2dr ~c, (4.110) 

fot 11Pk(rhk(r)(R- 1(r))' · \i'hk(r))ll~,.dr ~c fot 11V'hk(r)ll 2dr ~c. (4.111) 

Também, observando (4.69), temos 

11Pk(vkR- 1(t) · Y'v~)IJ·ç·. - sup 1(vkR- 1(t) · Y'v~,Pku)l 
llullv9 

< c sup JJvkJI r.4JJV'v~JIJJuJJ r. 4 

llullv9 

< c ( sup IJV'vkJJ)JJV'v~JI sup IJV'uJJ ~c JJV'v~JJ, 
O:St:ST1 llullv·9 

então, tendo em conta (4.96), resulta 

fot JJPk(vk(r)R- 1(r) · V'v~(r))Jlt.dr ~c fot JJV'v~(r)jj 2 dr ~c, (4.112) 

fot JJPk(rhk(r)R- 1(r) · V'h~(r))JJ~ .• dr ~c fot JJV'h~(r)jj 2 dr ~c. (4.113) 

Como a E C2 [0, T] tem-se que R" E C[O, T], logo 

11Pk(yR"(t)R- 1(t) · V'vk)ll\-:-. - sup J(yR"(t)R- 1(t) · V'vk, Pku)J 

e observando ( 4.26), temos 

llullv:Sl 

< c JJV'vkll sup JJV'uJJ ~c JJV'vkJI 
llullv:Sl 

fot JJPk(yR"(r)R- 1(r) · \i'vk(r))llt.dr ~c fot JJV'vk(r)jj 2dr ~c, (4.114) 

fot JIPk(yR'(r)(R- 1(r))' · \i'vk(r))Jlt.dr ~c fot JJV'vk(r)jj 2dr ~c. (4.115) 

Tendo em conta (4.96), tem-se 

(4.116) 

Agora, como 

3 3 

IIPk(XLY'ztAi(t))lk· = sup l(xL".:V'z~Ai(t),Pku)J ~ cjjV'z~ll sup JJuJJ, 
i=l liuli·~l i=l · liul:ç-~1 
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3 

IIPk(xl:V'z~A~(t))llv· ~ ciiY'zkll sup llull ~ ciiV'zkll, 
i=1 llullv9 

IIPkhllv· = sup l(ft, Pku)l ~c llftll sup llull ~c llftll, 
ilulfv:S1 llullv9 

então, 

t 3 t lo IIPk(X ~ V'zt (r)Ai(r))ll~.dr ~c la IIY'zf(r)ll 2dr ~c, 

rt 3 t 
lo IIPk(X L Y'z~(r)A~(r))ll~.dr ~c foiiV'zk(r)ll 2dr ~c, 
o i=1 o 

fot IIPk(ft(r))ll~.dr ~c fot llh(r)ll 2dr ~c. 

Finalmente, levando as estimativas (4.107)- (4.119) em (4.103), concluímos que 

fot llv~(r)ll~.dr ~c. 

De forma análoga, demonstra-se que 

Para ( 4.104), temos 

IIRk(V'div(z; R- 1 (t) )K(t)) li H-, ~ sup I (V'div(z; R- 1 (t) )K(t ), w) I 
llwlfH,:S1 

o 

( 4.117) 

( 4.118) 

(4.119) 

(4.120) 

(4.121) 

~ sup l(div(z;R- 1(t)),div(wR- 1 (t)))l 

então, observando ( 4.97), resulta 

Analogamente, observando ( 4.27), têm-se 

llwiiH,::=;1 
o 

~ c I IV' z;11 sup IIY'wll ~ c I IV' z;ll, 
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(4.123) 



fot I/Rk(V'div(zk(r)R- 1 (r))K'(r))ll~-~dr::::; c fot IIY'zk(r)ll 2dr::::; c. (4.124) 

Assim, observando as estimativas (4.107), (4.108), (4.110), (4.112), (4.114)-(4.119) e 
(4.122)-(4.124), de (4.104) conclui-se que 

fot llz~(r)ll~-~dr::::; c. (4.125) 

Logo, (4.120), (4.121) e (4.125), mostram que 

Portanto, 
v, h E C1 ([0, Tt];If(D)) e z E C1 ([0, TI]; L2 (i1)). (4.126) 

Agora, devemos demonstrar a continuidade de v(t), h(t) e z(t) na norma H 2 (i1). 
De ( 4.53 )-( 4.56), temos: 

(p + x)Ãv = -Vt- P(vR- 1(t). V'v) + P(yR'(t)R-1(t). V'v) + Pj 
3 

+F(rhR- 1(t) ·V' h)+ P(x L V'ziAi(t)), 
i=l 

"(Bz - -jzt +(o:+ ,8)V'div(zR-1(t))K(t)- jvR- 1(t) · V'z 
3 

+jyR'(t)R-1(t) · 'Vz- 2xz + g +X L 'VviAi(t) 
i=l 

vÀh - -ht + F(yR'(t)R- 1(t) ·V' h)- P(vR- 1(t) · V'h) + F(hR- 1(t) · V'v). 

Como, ], g E C(lO, TI]; L2 (i1)), então, P] E C([O, T1]; H(i1)). De (4.126) temos que 
Vt. ht E C([O, T1]; H(D) ). 

Agora, como H 1(0.) y L4 (0.) e H 2(i1) y L00 (i1), observando (4.69) e (4.98), temos 

llv(t)R- 1(t) · V'v(t)- v(to)R- 1(to) · V'v(to)ll 

::::; llv(t)(R- 1(t)- R- 1(to)) · V'v(t)ll + ll(v(t)- v(to))R- 1(to) · V'v(t)ll 

·+llv(to)R-1(to) · V'(v(t)- v(to))ll 

::::; llv(t)(R- 1(t)- R- 1(to))llr.411'Vv(t)llr.4 

+li ( v(t) - v(to) )R-1 (to) li r.411 V'v(t) li r.4 

+llv(to)R- 1(to)llr.ooiiY'v(t)- V'v(to)ll 

::::; ciiR- 1(t)- R-1 (to)IIIIV'v(t)IIIIÃv(t)11 +ciiV'v(t)- V'v(to)IIIIÃv(t)ll 

+c IIÀv(to)IIIIV'v(t)- V'v(to)ll 

:::; c IIR-1(t)- R- 1(to)ll +c IIV'v(t)- V'v(to)ll, 
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mas, 

IIR- 1(t)- R- 1(to)ll ~ IIR- 1 (t)(R(to)- R(t))R- 1(to)ii 

~ IIR-1(t)!IIIR(to)- R(t)IIIIR- 1 (to)ll ~c !IR( to)- R(t)ii, 

então, desde que v E C([O, Tt]; V(D)) e da continuidade de R, tem-se 

iiv(t)R- 1(t) · 'Vv(t)- v(t0 )R- 1 (t0 ) · 'Vv(to)ii ---tO quando t ---t to. 

Logo, vR-1(t) · 'Vv E C([O, T1]; L2 (D)) e conclui-se que 

P(vR-1(t) · 'Vv) E C([O, T1]; ii(n)). 

Analogamente, obtemos P(rhR-1(t) ·'V h) E C([O, Tt]; H(D)). 
A seguir, como llx L:f=1 'VziAi(t)ii ~c II'Vzll e z E C([O, T1]; HJ(D)), tem-se 
X L:f=1 'VziAi(t) E C([O, T1]; L2 (D)) e consequentemente 

3 

P(x I: 'VziAi(t)) E C([O, Tt]; H(D)). 
i=l 

Similarmente, temos que iiyR'(t)R- 1(t) · 'Vvll ~ c !!'V vil e v E C([O, T1]; V(D)), então 
yR'(t)R- 1(t) · 'Vv E C([O, T1]; L2 (D)). Logo 

P(yR'(t)R- 1(t). 'V v) E C([O, Tt]; ii(n)). 

Portanto, Ãv E C([O, T1]; H(D)) o qual implica que v E C([O, T1]; D(Ã)). 
Analogamente demonstra-se que que h E C([O, T1]; H(D)) e z E C([O, Tt]; L2(0)), 

completando a prova do lema. 

Prova do Teorema 4.3 

Desde que a solução (v, z, h) fornecida pelo Lema 4.6, satisfaz: 

v, h E L00 (0, T1; D(Ã)), z E L00 (0, T1; D(B)), 

Vt. ht E L00 (0, T1; H(D)) n L2 (0, T1; V(D)) e 

Zt E L00 (0, T1; L2 (D)) n L2 (0, T1; HJ(O)), 

então, usando a tranformação <P- 1 : Q ---t Q definida em ( 4.8) e Lema 4.2, segue-se que 
a solução ( u, w, b) fornecida pelo Teorema 4.2, satisfaz os resultados do Teorema 4.3. 
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4.4 Resultados sobre a pressão 

Para a pressão temos os seguintes resultados: 

Proposição 4.3 Com as hipóteses do Teorema 4.2, existe uma única p E L2 (0, T1; 

H 1(Dt)/IR) tal que (u,w,b,p) é a solução de (4.1)-(4.3), onde (u,w,b) é a única solução 
dada pelo Teorema 4.2. 

Proposição 4.4 Com as hipóteses do Teorema 4.3, existe uma única p E L00 (0, T1; 

H 1(Dt)/IR) tal que (u,w,b,p) é a solução de (4-1)-(4.3), onde (u,w,b) é a única solução 
dada pelo Teorema 4. 3. 

Prova da Proposição 4.3 

Observemos que com as hipóteses do Teorema 4.2, os resultados do Lema 4.5 para 
o problema transformado ( 4.53)-( 4.56) são válidos. Então, para a pressão do problema 
transformado (4.12)-(4.17), temos o seguinte resultado: 

Lema 4. 7 Com as hipóteses do Teorema 4.2, existe uma única q E L2 (0, T1; H 1(D.)/ IR) 
tal que (v, z, h, q) é solução de (4.12)-(4.17), onde (v, z, h) é a solução fornecida pelo 
Lema 4.5. 

Prova. De (4.53), temos 
(1-l + x).4v =F( F) (4.127) 

onde 

3 

F= -vt- vR- 1(t) · \7v + yR'(t)R- 1(t) · \7v + j + rhR- 1(t) · \7h + x(:L \7ziAi(t). 
i=l 

Agora, observe-se que 

IIFII ~ c llvtll +c llvllr.4 ll\7vllr.4 +c ll\7vll +c 11111 +c llhllr.4 ll\7hllr.4 +c ll\7zll 
~ c llvtll +c ll\7viii1Ãvll +c ll\7vll +c 11111 +c ll\7 hiiiiÃhll +c ll\7 zll 

e desde que pelo Lema 4.5, z E L00 (0, T1; HJ(D)) e v, h E L00 (0, T1; ií(D.)), obtem-se 

(4.128) 

Logo, com as estimativas do Lema 4.5, tem-se que F E L2 (0, T1 ; L2 (fJ)). Assim, usando 
os resultados de Amrouche-Girault [3], existe uma única q* E L2 (0, T1; H 1(D.)/ IR) tal que 

-(p + x)~v + \7q* 111-t =F e foTl llq*(r)ll~l(fl)/UldT ~c foTl IIF(r)ll2dT ~c. 
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Então, escolhendo q = a(t) q*- ~h· h e lembrando que K(t) = a~t) AJ-t, temos 

- r 
-(J-t + x)6·v + "\l(q + 2.h · h)K(t) =F, isto é, q satisfaz (4.12). 

Somente falta mostrar que q E L2 (0, T1; H 1(D.)/ IR). 
Desde que "\l(h ·h)= 2h · ("\lh)t, temos 

llqll~l(f2) < c jjq*ll~l +c li h. hil~l :::; c jjq*ll~l +c iih. hll 2 +c IIV(h. h)ll 2 

< c llq*ll~~ +c llhllt,4 +c i ih· ("\lh)tll 2
:::; c liq*JI~~ +c 11Vhll4 +c llhii;,411Vhll;,4 

< c jjq*ll~l +c IJVhll4 +c IIV hll2 ll"\7 hW12 iiÃhii 312 

< cllq*JI~~ +cll"\lhjj4 +ciiV'hW0 +ciiÃhjj 2 

< c llq*ll~l +c 11Ãhll2 +c (4.129) 

de onde resulta q E L2 (0, T1 ; H 1(D.)jiR). Isto completa a prova do lema. 
A seguir, con o resultado do Lema 4. 7, provamos a Proposição 4.3. 
Usando a transformação <P- 1 

: Q---+ Q definida em (4.8) e as definições de (4.9) em 
(4.12)-(4.17), temos que p(x,t) = q(xR- 1(t),t) junto com a solução (u,w,b) dada pelo 
Teorema 4.2, satisfaz (4.1)-(4.3). Além disso, p E L2 (0, T1 ; H 1(D.t)/ IR) é única, desde que 
a aplicação 

L2 (0, T, H 1(D.)) ---+ L2 (0, T, H 1(D.t)) 

q(y, t) ---+ p(x, t) = q(xR-1(t), t) 

é um isomorfismo. Isto completa a prova da proposição. 

Prova da Proposição 4.4 

Com as hipóteses do Teorema 4.3, temos os resultados do Lema 4.6 para o problema 
transformado (4.53)-(4.56). Assim, de (4.128) e Lema 4.6, tem-se F E L00 (0, T1 ; L2 (D.)). 
Portanto, de ( 4.127) e os resultados de Amrouche-Girault [3], existe uma única q* E 

L00 (0, T1 ; H 1 (D.)/ IR) tal que 

-(J-t + x)Lv + "\lq* lvf-t =F e jjq*Jit"'(O,Tt;Hl(f2)/IR):::; ci!FIJ;,oo(o,r1 ;r,2(f2JJ:::; c. 
Logo, escolhendo q = a(t) q*-~h·h, temos que q satisfaz (4.12) e observando (4.129) junto 
com o Lema 4.6, tem-se q E L00 (0, T1; H 1(D.)/ IR). Para finalizar a prova da proposição, 
usando a transformação <P- 1 : Q ---+ Q, temos que p(x, t) = q(xR- 1(t), t) junto con 
(u, w, b) fornecida pelo Teorema 4.3, satisfaz (4.1)-(4.3). Além disso, desde que a aplicação 

L00 (0, T, H 1 (D.)) ---+ L00 (0, T, H 1(D.t)) 

q(y, t) ---+ p(x, t) = q(xR-1(t), t) 

é um isomorfismo, resulta p E L00 (0, T1; H 1(D.t)/IR), completando a prova da proposição. 
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4.5 Comentários sobre a existência e a unicidade da 
solução global forte 

Resultados ao mesmo nível aos obtidos em domínios cilíndricos na Seção 3.1 do Capítulo 
3, podem ser atingidos no caso de um domínio não cilíndrico. 

V m análogo ao Teorema 3.1 é o seguinte resultado: 

Teorema 4.4 Com as hipóteses sobre Üt, assumir u0 , b0 E V(Do), w0 E HJ(Do) e 
f, g E L00 (0, oc; L2 (Dt)). Se as normas lluollv(n0 ), llbollv(no)• llwoiiHJ(no)• llfllr.oo(o,oo;T.2 (!1t)) 

e llgll r.oo(o,oo;f.2(f2tl) são suficientemente pequenas, então a única solução forte ( u, w, b) do 
problema (4.1)-(4.3), existe globalmente no tempo e satisfaz 

u, b E C((O, oc); V(Dt)) e w E C((O, oc); HJ(Dt)). 

Tendo em conta a desigualdade ( 4.67) e a desigualdade (3.8) do Capítulo 3, pode-se 
observar que a prova da existência e a unicidade da solução global forte do problema 
transformado (4.12)-(4.17), é análogo à prova do Teorema 3.1 do Capítulo 3. 

A seguir, com hipóteses mais fortes sobre os dados iniciais e as forças externas, obtem
se mais regularidade da solução. Assim, análogo ao Teorema 3.2, temos: 

Teorema 4.5 Além das hipóteses dadas no Teorema 4.4, são assumidos uo, bo E V(Do) n 
H 2 (D0 ), w0 E HJ(00 ) n H 2 (D0 ), a E C 2 ((0, oc)) e ft, gt E L00 (0, oc; L2 (0t)). Então, a 
solução global fo·rte (u, w, b) fornecida pelo Teorema 4.4, satisfaz 

u, b E C((O, oc); V(Dt) n H 2 (0t)) n C 1 ((0, oc); H(Ot)), 

w E C((O, oc); HJ(Ot) n H 2 (0t)) n C 1 ((0, oc); L2 (0t)). 
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Capítulo 5 

Existência e unicidade da solução 
forte usando um método iterativo 
estimativas de erro 

Usando um processo iterativo para as soluções aproximadas, junto com o método de 
Galerkin espectral para a existência da solução aproximada, prova-se a existência e a 
unicidade da solução forte das equações do movimento de um fluido magneto-micropolar. 
Também são obtidas estimativas uniformes no tempo que usamos para obter as estimativas 
de erro. 

5.1 Formulação do problema aproximado e resulta
dos conhecidos 

Consideraremos as notações do capítulo 1, em um intervalo de tempo [0, T] com T < oc. 
Para situar o problema em estudo, aplicando a projeção P à equação (1.1 ), reformu

lamos o problema (1.1)-(1.3) como segue: encontrar u, b E C([O, T]; V) n L 2 (0, T; D(A)), 
w E C([O, T]; HJ(D)) n L2 (0, T; D(B)) tais que 

Ut + (J-L + x)Au + P(u · Vu) = xP(rot w) + rP(b · Vb) + P f, (5.1) 

JWt + "(BW- (o:+ {3)\7 div w + ju. Vw + 2xw = xrot u + g, (5.2) 

bt + vAb + P(u · Vb)- P(b · Vu) =O, (5.3) 

u(x, O) = u0(x), w(x, O) = wo(x), b(x, O) = bo(x) em D. 

Neste capítulo, por simplicidade consideraremos as condições iniciais 

u(x, O) =O, w(x, O)= O, b(:r, O)= O em D, ( 5.4) 
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desde que quando eles são não nulos, são tratados de forma similar e os resultados serão 
dados como uma observação. 

Seguindo um método iterativo proposto por Zarubin (41], com n E IN, consideremos 
o seguinte processo iterativo para a solução aproximada do problema (5.1)-(5.4): 

u~+t + (p + x)Aun+t + P(un · Vun+l) = xP(rot wn) + rP(bn · Vbn+l) + P f, (5.5) 

jw~+l + "(Bwn+l -(a+ j3)V div wn+l + jun · Vwn+t + 2xwn+l 

= xrot un + g, 

b~+t + vAbn+l + P(un · Vbn+ 1)- P(bn · Vun+ 1 ) =O, 

un+l(x, O)= O, wn+l(x, O)= O, bn+1(x, O)= O em O. 

(5.6) 

(5. 7) 

(5.8) 

Observemos que para cada n, o problema (5.5)-(5.8) é linear com respeito a (un+l, 
wn+l, bn+l ), então usando o método de Galerkin espectral podemos demonstrar que existe 
uma solução ( un+l, wn+l, bn+l) para o problema (5.5)-(5.8). 

De fato, para cada n fixado, conhecida a solução aproximada ( un, wn, bn) de ( 5.1 )
(5.4), queremos encontrar uma solução (un+ 1, wn+l, bn+l) de (5.5)-(5.8). Então, análogo 
a (1.18)-(1.22), considerando as soluções aproximadas 

k k k 
u~+ 1 (x, t) =L Cik(t)<;i(x), w~+ 1 (x, t) =L dik(t)<Pi(x), b~+ 1 (x, t) =L eik(t)(/(x), 

i=l i=l i=l 

satisfazendo 

(u~+ 1 )t + (p + x)Au~+ 1 + Pk(un · Vu~+ 1 ) = xPk(rotwn) + rPk(bn · Vb~+ 1
) + Pkf, 

j(wk+ 1)t + "(Bw~+l- (a+ jJ)Vdivwk+l + jRk(un · Vwk+l) + 2xwk+l 

= xRk(rotun) + Rkg, 

(b~+ 1 )t + vAb~+l + Pk(un · Vb~+ 1 )- Pk(bn · Vu~+ 1 ) =O, 

u~+ 1 (0) = un+ 1(x, O)= O, w~+ 1 (0) = wn+l(x, O)= O, b~+ 1 (0) = bn+ 1(x, O)= O, 

e seguindo os mesmos passos de Rojas-Medar (32], demonstra-se os seguintes resultados: 

Teorema 5.1 Sejam f, g E L2 (0, T; U(O)). Então para cada n, sobre um (possívelmente 
pequeno) intervalo de tempo [0, T], o problema (5.5)-(5.8) tem uma única solução forte 
(un+l,wn+t,bn+l), isto é, un+l, bn+l E L00 (0,T;V)nL 2(0,T;D(A)) e wn+l E L00 (0,T; 
HJ(O)) n L2 (0, T; D(B)). 

Além disso, 

(u~+l, w~+i, b~+ 1 ) E L2 (0, T; H) x L2 (0, T; L2 (0)) x L2 (0, T; H), 

( vn+t, wn+l, bn+l) E C([O, T]; V) x C([O, T]; H5(0)) x C([O, T]; V). 
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Teorema 5.2 Se as hipóteses do Teorema 5.1 são satisfeitas e ft, 9t E L2 (0, T; L2(0)), 
então a solução (un+I, wn+I, bn+l) E D)O(O, T; D(A)) x L00 (0, T; D(B)) x L00 (0, T; D(A)). 
Além disso, 

un+1 bn+1 E L00 (0 T· H) n L2 (0 T· V) un+l bn+l E L2 (0 T· V*) 
t ' t ' ' ' ' ' tt ' tt ' ' ' 

wf+l E L00 (0, T; L2 (0)) n L2(0, T; HJ(O)), w~+l E L2 (0, T; H-1
), 

un+l, bn+1 E C1([0, T]; H) n C((O, T]; D(A)), 

wn+1 E C1([0, T]; L 2 (0)) n C([O, T]; D(B)). 

Observação 5.1 Observe-se que a solução ( un+l, wn+l, bn+l) é obtida como sendo 

un+l = lim uk'+l, wn+1 = lim wk'+l, bn+l = lim bk'+l· 
k--too k--+oo k--+oo 

A seguir, enunciamos un lema que frequentemente usaremos para obter as estimativas de 
erro em diferentes normas, 

Lema 5.1 Sejam as aplicações c/Jn : [0, T] ---+IR, n E JIV, tais que para todo t E [0, T], 
O ~ c/J1 ( t) ~ !vf e para todo n ~ 2, tem-se a seguinte desigualdade 

com C constante positiva. Então, 

(Ct)n-1 (CT)n-1 
cPn(t) ~ !v! (n- 1)! ~ M (n- 1)! (5.9) 

para todo t E [0, T] e n ~ 2. Além disso, 

lo
t cn-1tn !v! ( CTt 

c/Jn( r)dr ~ Jvl 1 ~ -C 1 • 
o n. n. 

Prova. De fato, tem-se 

cPn(t) < c fot c fot, c/J-n-2(t2)dt2dt1 ~ C2 fot fot, c fot 2 

cPn-3(t3)dt3dt2dt1 

rt {t, rtn-2 tn-1 Tn-t 
< cn-1 lo lo ... lo cP1(tn_t)dtn-1···dt1 ~ Mcn-1 (n- 1)! ~ !v!cn-1 (n- 1)!. 

(n-1)-vezes 

A última desigualdade estabelecida no lema é uma consequência de (5.9). 
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Corolário 5.1 Sejam as aplicações </Jn : [0, T] -----* IR, tais que \:In E IN, Vt E [0, T], 
</Jn ( t) 2:: O e 

</J (i) < !vf (Ct)n-m < J'vf (CT)n-m 
n - (n- m)! - (n- m)! 

onde m E IN com m ~ n e Jo.f, C são constantes positivas que independen de n. 
Então 

Prova. Como a serie 

<Pn(t) -----*O quando n -----* oc, V t E [0, T]. 

lvf(CT)n-m 
L ( _ ) 1 converge, resulta 

n?:m n m . 

. . M(CT)n-m 
O ~ hm </Jn(t) ~ hm ( )' =O. 

n--+oo n--+oo n - ·m . 

Assim, lim </Jn ( t) = O. 
n--+oo 

Também lembremos que para u E HJ(il) com div u = O e n limitado, têm-se 

llrot ui I = ll\7ull e 

onde À é o menor autovalor do operador -~ (ver [24]). 

(5.10) 

Finalmente, no que segue do capítulo, c denotará uma constante positiva genérica que 
tomará diversos valores e quando precisarmos distinguir as constantes denotaremos com 
cl, c2, ... , /v/1, Jl../2, ... e c com subíndices. 

5.2 Existência e estimativas a priori das soluções 
aproximadas 

Com as notações dadas no Capítulo 1, a seguir damos os resultados obtidos: 

Teorema 5.3 Sejam f, g E L2 (0, T; L2 (il)), u1 = w1 = b1 =O. Seja 

8 < 2-3/2-\ lfsc-llvrl c 
n 3 "' 

onde,\ é o menor autovalor do operador -L, Ç = min{ 1'++J;, ~:1}, Cn é a constante da 
imersão de H 2 (il) em n·1

•
4 (r2), Jo./3 é a constante da desigualdade de Cattabriga lluiiFP ~ 

Jl..l3 IIAull e 
82 = ( 2X

2 
) Jl..l[1 + CT exp(CT)] + -. -

2
-llfii7.2(Ql• 

1P+X P+X 
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. 2..\ -1 2 1 2 { 2 -1 2x2 } 
onde !vi= J.l +X li f li ,,2(Ql + 4X llgll ,,2(Q)' C= max X 'Y , j(p + x), 1 . 

Então, para cada n, para o problema (5.5)-(5.8) existe uma única solução (un,wn,bn), 
tal que un, bn E L00 (0, T; V) n L2 (0, T; D(A)), wn E L00 (0, T; HJ(D)) n L2 (0, T; D(B)), 
uf, b? E L2(0, T; H) e wf E L2(0, T; L2(D)). As soluções aproximadas { (un, wn, bn)} 
satisfazem as seguintes estimativas: 

sup{llun(t)ll 2 + llwn(t)ll2 + llbn(t)ll2} < A.fo, 
t 

fot II'Vun(r)ll2dr + fot II'Vwn(r)ll2dr + fot II'Vbn(r)ll2dr < Jl,.fo, 

sup{II'Vun(t)ll2 + II'Vwn(t)ll2 + II'Vbn(t)W} < Jl,.fo, 
t 

fot 11Aun(r)IJ 2 dr + fot IJBwn(r)ll 2dr + fot IIAbn(r)ll 2dr < A/0 , 

fot llu~(r)ll 2 dr + fot llw~(r)ll 2 dr + fot IJb~(r)ll 2 dr < !v! o, 

para todo t E [0, T] e onde Af0 > O é uma constante genérica que independe de n. 

Assumindo mais regularidade sobre os dados, temos: 

Teorema 5.4 Com as hipóteses do Teorema 5.3. Se ft> gt E L2 (0, T; L2 (D)), então a 
solução (un, wn, bn) obtida em Teorema 5.3, para cada n, satisfazun, bn E L00 (0, T; D(.-1.)), 
wn E D'0 (0, T; D(B)) e 

u~, b~ E L 00 (0, T; H) n 1 2 (0, T; V), u~, b~ E L2 (0, T; l/*), 

w~ E L00 (0, T; L2 (D)) n 1 2 (0, T; HJ(D)), w~ E L2 (0, T; H- 1
). 

Além disso, as soluções aproximadas { ( un, wn, bn)} satisfazem 

sup{IJu~(t)ll
2 + llw;(t)ll 2 + llb~(t)ll 2

} < A10 , 
t 

fot IJ'Vu~(r)Wdr + fot II'Vw~(r)IJ 2 dr + fot II'Vb~(r)ll 2 dr < Jl,.fo, 

sup{IJAun(t)IJ2 + IIBwn(t)W + IJAbn(t)ll2} < lv/0 , 
t 

fot Jlu~(r)ll~.dr + fot llw~(r)ll~-~dr + fot Jlb~(r)ll~.dr < Alo, 

para todo t E [0, T] e onde A/0 > O é uma constante genérica que independe de n. 
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Observação 5.2 Os mesmos resultados do Teorema 5.3 são válidos, se reemplazamos a 
condição u 1 = w 1 = b1 =O, pelas condições 

u 1
, b1 E L00 (0, T; V) n L2 (0, T; D(A)), 

w 1 E L00 (0, T; HJ(D)) n L2 (0, T; D(B)), 

(
1 11 2 2 2 2 ut,wt,bt) E L (O,T;H) x L (O,T;L (D)) x L (O,T;H), 

u1(x, O) = w1(x, O)= b1(x, O)= O 

e I/V'u11/, IIV'b1 1/ suficientemente pequenas. 

Observação 5.3 Se no problema (5.1)-(5.4), consideramos as condições iniciais u(x, O) 
= uo(x), w(x, O)= wo(x), b(x, O)= b0 (x), então em (5.5)-(5.8) para cada n considerando 
un+l(x, O)= u0 (x), wn+l(x, O) = w0 (x), bn+l(x, O)= b0 (x), temos que serão válidos 

1. Os resultados do Teorema 5.3, se 

uo, bo E V, Wo E HJ(D), 

u 1
, b1 E L00 (0, T; V) n L2 (0, T; D(A)), 

w 1 E L00 (0, T; HJ(D)) n L2 (0, T; D(B)), 

(ui, wi, bi) E L2 (0, T; H) x L2 (0, T; L2 (0)) x L2 (0, T; H), 

u1(x,O) = u0 (x), w1(x,O) = w0(x), b1(x,O) = bo(x), 

e IIV'u1 ll, IIY'b1 ll suficientemente pequenas. 

2. Os resultados do Teorema 5.4, se 

2 1 2( u0 , b0 E V n H (D), wo E H0 (D) n H D), 

(ui, w 1
, b1

) E L00 (0, T; D(A)) x L00 (0, T; D(B)) x L00 (0, T; D(A)), 

uz, bz E L 00 (0, T; H) n L 2 (0, T; V), 

wi E L00 (0, T; L2(D)) n L2(0, T; HJ(D)), 

(u~, w~, b~) E L2 (0, T; V*) x L2 (0, T; H- 1
) x L2 (0, T; V*), 

u1(x, O)= u0(x), w1(x, O)= wo(x), b1(x, O) = bo(x), 

e IIV'u1 jj, IIY'b1 ll suficientemente pequenas. 

Prova do Teorema 5.3 

Para cada n, a existencia da solução forte (un, wn, bn) do problema (5.5)-(5.8) é garan
tida pelo Teorema 5.1. 
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A seguir, multiplicando (5.5) por un+r, (5.6) por wn+1 e (5.7) por rbn+l, temos 

~ :t llun+1112 + (p + x) II'Vun+lll2 = x(rot wn, un+1) + r(bn . 'Vbn+l' un+l) 

+(f, un+l), (5.11) 
"d 

l..-llwn+lll2 + 'YII'Vwn+lll2 +(a+ ,B)IIdiv wn+lll 2 + 2xllwn+lll2 
2 dt 

= x(rotun,wn+l) + (g,wn+l), (5.12) 

~ :t llbn+lll2 + rvii'Vbn+lll2 = r(bn. 'Vun+l' bn+l ). (5.13) 

A seguir estimaremos o lado direito de (5.11)-(5.13). Usando a desigualdade de Hõlder, a 
desigualdade de Young e (5.10), têm-se 

lx(rot wn, un+l)l - lx(wn, rotun+l)l:::; xllwniiii'Vun+lll 

< Ll\wn\\2 + f.l +x\\'Vun+1\\2 
p+x. 4 

\(f, un+1 )\ < ~1\f\12 + ~l + x\\'Vun+l\12 
p+x. 4 

\x(rot un, wn+l)\ 
x2 'Y 

- lx(un, rot wn+l)\ :::; 2'Y \lun\12 + 211'Vwn+lW 

\(g, wn+l)\ 
1 

< -\\g\\2 + 2x\\wn+1\\2. 
Bx 

Levando estas estimativas em (5.11)-(5.13), resulta 

~llun+lll2 + (~t + x)I\'Vun+lll2:::; ~llwnll2 + 2,\-1 11!112 
& p+x P+x 

+2r(bn · 'Vbn+l, un+l), (5.14) 
d x2 1 

j-\\wn+lll2 + 'Y\I'Vwn+lll2 + 2(a + ,8)\\div wn+lll2:::; -\lunll2 + -\\gll2 (5.15) 
dt "t 4x 

r :t\\bn+l\\2 + 2vri\'Vbn+l\\2 = 2r(bn · \7un+l,bn+1). (5.16) 

Somando (5.14), (5.15) e (5.16), obtemos 

~(\\un+l\12 + j\\wn+l\12 + r\\bn+l\\2) + (~t + x)\\'Vun+l\12 
dt 

+"t\\'Vwn+l\\2 + 2rv\I'Vbn+l\\2 + 2(a + ,8)1\div wn+l\\2 

:::; 2x
2 

\\wn\\2 + X
2

\\un\12 + 2,\-
1 

1\f\12 + 2..\\g\\2 
~t + X 'Y P + X 4X 
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desde que de (1.4), 2r(bn · Vbn+l,un+l) + 2r(bn. Vun+l,bn+l) =O. 

Agora, integrando de O a t, tem-se 

e observando as hipóteses sobre f e g, vem 

onde 

Colocando 

l!un+l(t)112 + Jllwn+l(t)112 + rllbn+l(t)ll2 + (p + x) fot IIVun+l(r)ll2dT 

+1 fot 11Vwn+l(r)ll2dr + 2vr fot IIVbn+l(r)ll 2dr 

~!v!+ C fot (llun(r)ll 2 + Jllwn(r)ll 2 + rllbn(r)ll 2)dr, (5.17) 

2>.-1 2 1 2 x2 2x2 
!v!= --IIJIIP(Ql + -4 II9IIP(Ql' C= max{ -, .( ) , 1}. 

P+X . X ' I JP+X 

de (5.17), resulta 

'Pn+l ( t) ~ /v[ + C fot 'Pn (tt)dt1. 

Agora, de forma recursiva, obtemos 
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Desde que 'Pn-(n-l)(t) = 'P1(t) =O e 2:~:6 (c:t :::; L:k=O (C:t = exp(Ct), concluímos que 

'Pn+l(t) :::; M exp(Ct). 

Portanto, para todo n temos 

sup ( llun+l(t)ll 2 + Jllwn+l(t)ll 2 + rllbn+l(t)ll 2
) :::; sup fovf exp(Ct) = lvf exp(CT) = A/1. 

tE(O,T] tE(O,T] 

(5.18) 
Além disso, de (5.17) obtemos 

Logo, 

(J-L + x) fot II'Vun+l(r)ll 2dr + ~~ fot II'Vwn+l(r)ll 2dr + 2rv fot II'Vun+l(r)ll 2dr 

~ M + C lat fovf1 dr :::; !ovf + C fovf1 T - lv/2 . 

Assim, de (5.18) e (5.19) com respeito a n, concluímos 

{un}, {bn} são uniformemente limitadas em D)O(O, T; H) n L2 (0, T; ~') (5.20) 

e {wn} é uniformemente limitada em D)Q(O, T; L2(D)) n L2 (0, T; Hd(D)). (5.21) 

Agora, multiplicando (5.5) por Aun+l e (5. 7) por rAbn+l, temos 

1 d -
2 dt II'Vun+lll 2 + (J-L + x)ll Aun+lll 2 = x(rot wn' Aun+l) + r(bn . 'Vbn+l' Aun+l) 

+(!, Aun+l)- (un · 'Vun+l, Aun+l), (5.22) 

~ :t II'Ybn+lll 2 + rviiAbn+lll 2 = -r(un · 'Vbn+l, Abn+l) + r(bn · 'Vun+l, Abn+l ). (5.23) 

A seguir, encontraremos estimativas para o lado direito de (5.22) e (5.23). 
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Usando as desigualdades de Holder, Young e Sobolev (iiullr,4:::; 21/2iluii 1/4IIV'ull3/4 para 
u E HJ(D)), obtemos 

i(un · V'un+I, Aun+l)i < llunllr,4IIV'un+1llr,4IIAun+lll 

< 2112 ilunii 114 IIV'unii 314 IIV'un+1ll T,4ll Aun+lii 

< 2112 À - 118 IIV'uniiiiV'un+1ll f, 4 ll Aun+lii· (5.24) 

onde a constante Cn independe da escolha deu. Também, para u E D(A), temos 

onde !v/3 independe da escolha deu. Logo, juntando estas duas últimas estimativas resulta 

levando isto em (5.24), obtemos 

Analogamente, 

Observando (5.24), tem-se 

ir(bn · V'bn+ 1
, Aun+l )I < rllbnll T,4IIV'bn+lll T,411Aun+lll 

< r2112 llbn 11 114 11 V'bnll 314 ll V' bn+1ll T, 4 ll A un+111 
< r2112 À- 118 IIV'bniiiiV'bn+1ll T. 4 11Aun+111 
< r21/2 

À - 1/8IIV'bniiCnAf3IIAbn+1llll Aun+1ll 

e usando a desigualdade de Young, obtemos 

Também, 

ir(bn · V'un+l, Abn+l)i < r2112À-118 IIV'bniiiiV'un+lllr,4IIAbn+lll 

< r2 112 À - 118 11 V'bn IICnM311 Aun+1llll Abn+ 1 ii 

< r2-1/2À- 118CnAI3IIV'bnii(IIAun+1ll 2 + IIAbn+lll2). (5.28) 
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Para os outros termos de (5.22)-(5.23), usando (5.10) junto com as desigualdades de 
Hõlder e Young, têm-se 

lx(rot wn, Aun+l )I < xii'VwniiiiAun+lll 
2 

< _X_II'Vwnll 2 + fJ +X IIAun+lll2, (5.29) 
p+x 4 

I (f, Aun+l) I < -
1

-11/112 + fJ +X IIAun+lll 2· (5.30) 
fJ +X 4 

Agora, reemplazando as estimativas (5.25)-(5.30) em (5.22)-(5.23), obtemos 

~IIY'wnll 2 + -
2

-11/112 
p+x p+x 
+23/2 À -l/SCnl\11311 'Vun IIIIAun+lll 2 

+r2112 À- 118CnM3IIY'bnii(IIAun+lll 2 + IIAbn+lll 2), 

r23/2 À-118CnM311'VuniiiiAbn+lll2 

+r21/2 À -l/SCnl\113II'Vbnll (11Aun+lll 2 + IIAbn+lll 2) 

e somando, resulta 

~(II'Vun+lll 2 + rii'Vbn+lll 2) + (p + x)IIAun+lll 2 + 2rviiAbn+lll2 
dt 

~ ~IIY'wnll 2 + -
2

-11/112 
P+x p+x 
+2312 À -l/SCnA-1311 'Vun li (li Aun+lll 2 +ri I Abn+lll 2) 

+r2312 À-1/8Cn.Nf3IIY'bnii(IIAun+lll2 + IIAbn+lll 2), 

logo, pondo(}= 2312 À-118CnM3, temos 

~(II'Vun+lll 2 + rii'Vbn+lll 2) + [p +X- (}(II'Vunll + rii'Vbnll) JIIAun+lll 2 
dt 

+( 2rv- r(}(II'Vunll + IIY'bnll) ]IIAbn+lll2 

~ 2
X

2 
IIY'wnll 2 + -

2
-11!112· 

p+x p+x 

Observando (5.19) e as hipóteses do teorema, integramos a última desigualdade de O a t, 
obtendo 
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+ fot [J.L +X- B(IJ\7un(r)IJ + rJJVbn(r)JJ) ]JJAun+l(r)JJ 2dr 

+r fot [2v- B(JJVun(r)JJ + JJVbn(r)JJ) ]JJAbn+l(r)JJ 2dr 

2x2 2 2 2 

:S (J.L + X)'·/Yh + J.l + xllfllr.2(QJ =o (5.31) 

Pondo n = 1 em (5.31) e usando a condição do teorema (u1 = b1 = 0), obtemos 

então, 
o2 

sup JJ\7u2 (t)JJ 2 :S 02 e sup JJ\7b2 (t)JJ 2 :S -, 
tE [O,T] tE [O,T] T 

também, deduzimos que 

o 
sup JJVu2 (t)JJ :S o, sup JJ\7b2 (t)JJ :S G e sup rJJVb2 (t)JJ :S .fio, 

tE [O,TJ tE [O,TJ V r tE [O,T] 

logo, 

sup {JJVu2 (t)JI + rJJVb2 (t)JJ} :s (1 + vr)o e sup {JJVu2 (t)JI + JJVb2 (t)JJ} :s 1 
~o. 

tE [O,Tj tE [O,TJ r 
(5.32) 

Para n = 2 em (5.31), temos 

JJVu3 (t)W + rJJVb3 (t)JJ 2 + fot [J.L + x- B(JJ\7u2 (r)JJ + rJJVb2 (r)JJ) ]JJAu3(r)JJ 2dr 

+r fot [2v- B(JJ\7u2 (r)JJ + jj\7b2 (r)JJ) ]JJAb3(r)JJ 2dr :S 02
, 

de (5.32) deduz-se que 

-(1 + vr)o :s -(JJVu2(t)JI + rJJVb2 (t)JJ) e -
1 
~o :s -(JJVu2 (t)JI + JJVb2 (t)Ji) 

para todo tE [0, T], logo 

IJ\7u3(t)JJ 2 + rjj\7b3 (t)JJ 2 + fot [p +X- 8(1 + vr)o]JJAu3(r)JJ 2dr 

+r fot [2v- e1 ~ o]IJAb3(r)JJ 2dr :s o2
, 
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mas, como()= 2312 )..- 118Cn!vf3 e pela hipótese do teorema (2312 )..- 118Cn!vf38 < Ç), temos 
()8 < Ç. Logo, da definição de Ç, resulta 

Portanto, 

1 +JT 
f-l + X - ()(1 + Jr)8 > O e 2v - () JT 8 > O. 

82 
sup IIV'u3(t)ll2 ~ 82 e sup IIV'b3 (t)il2 

~ -. 
tE (O,T] tE (O,T] r 

Por argumento similar, para todo n, obtêm-se 

sup IIV'un(t)112 ~ 82, 
tE [o,r; 

82 
e sup IIV'bn(t)il2 

~ -, 
tE (O,Tj r 

isto é, 

isto é, 

sup IIV'un(t)il ~ 8 
tE (O,T] 

8 
sup IIV'bn(t)il ~ r::· 

tE (O,T] V r 

Agora, de (5.33) e (5.34) temos que 'i/n, 'i/tE [0, T] 

logo, usando a hipótese do teorema, obtemos 

O< f-l +X-() (1 + Vr) 8 ~ f-l +X-() (iiV'un(t)ii + r!IV'bn(t)il) 

e O< 2v- () ( 
1 +f) 8 ~ 2v- () (iiV'un(t)ii + IIV'bn(t)il) 

'ilt E [0, T] e para todo n. Assim, de (5.31), têm-se 

( P +X- ()(1 + Jr)8) fot iiAun+l(r)ii 2dr < 82 

e r(2v- e(
1 
+f)8) fot IIAbn+l(r)ii 2dr < 82

. 

Logo, das últimas duas -desigualdades e de (5.33)-(5.34), concluímos que 

(5.33) 

(5.34) 

{un}, {bn} são uniformemente limitadas em L00 (0, T; V) n I?(O, T; D(A)). (5.35) 

De (5.6), temos 
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onde Lwn+l = "(Bwn+l- (a+ ,8)\7divwn+l. 
Desde que L é um operador fortememte elítico, temos que existe uma constante No > O 

(No dependendo apenas de "(, a+ ,8 e âO) tal que 

(5.37) 

(Ver [17], p. 70). 
Multiplicando (5.36) por Bwn+l, tem-se 

j~ :t 11Vwn+lll2 + (Lwn+t, Bwn+l) + 2xll\7wn+lll2 

= -j(un · \7wn+l, Bwn+l) + x(rot un, Bwn+ 1
) + (g, Bwn+l) 

e usando (5.37), resulta 

j~~ll\7wn+lll 2 + 'YIIBwn+lll 2 + 2xi!V'wn+lll 2 

2 dt 
~ Noll\7wn+1 ll 2 - j(un · \7wn+t, Bwn+l) + x(rot un, Bwn+l) 

+(g, Bwn+l). (5.38) 

Para o segundo termo do lado direito de (5.38) de forma análoga a (5.24), tem-se 

IJ(un · \7wn+l, Bwn+l)l ~ j21
/

2 À- 118 ll\7uniii!V'wn+lllr. 4 IIBwn+lll 

~ )2 112 À-118 ll\7unll C ll\7wn+lii 114 IIBwn+lll 714 

e usando a desigualdade de Young junto com (5.35), resulta 

lj(un · \7wn+l, Bwn+l)l ~C ll\7wn+lll 2 + ~IIBwn+lll 2 , 

com c > O independente de n. 
Para os outros termos de (5.38), têm-se 

lx(rot un, Bwn+l)l < 32~211Vunll2 + ~IIBwn+lll2, 

l(g, Bwn+l)l < 2_11911 2 + 2:11Bwn+lll2· 
2"( 6 

Logo, usando estas três últimas estimativas em (5.38), obtemos 

J~ll\7wn+lll 2 + 'YIIBwn+lll2 + 4xll\7wn+lW 
dt 

~ 2(No + c)ll\7wn+ 1 ll 2 + ~11911 2 + 3X
2

II\7unll 2
, 

"( "( 
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e integrando de O a t, resulta 

j//Y'wn+l(t)//2 + 'Y fot I/Bwn+l(r)l/2dr 

:::; c fot I/Y'wn+l(r)l/ 2dr +c l/gl/y,2(Q) +c fot I/Y'un(r)l/ 2dr. 

Portanto, da última desigualdade junto com (5.19), deduz-se que 

{wn} é uniformemente limitada emL00 (0, T; HJ(O)) n L2 (0, T; D(B)). (5.39) 

~Iultiplicando (5.5) por uf+l, (5.7) por bf+1 e usando a desigualdade de Holder, obtemos 

1/u~+lW < (p + x)I/Aun+ll/l/u~+ 1 1/ + 1/un · V'un+ 1 1/l/u~+ll/ 

+2xi/V'wnl/l/u~+ll/ + rl/bn · V'bn+l/11/u~+l/1 + 1/fl/1/u~+ll/, 
1/b~+l/12 < vi/Abn+l/11/b~+l/1 + 1/un. V'bn+l/11/b~+l// + 1/bn. V'un+l/11/b~+l/1 

então, com c > O independente de n, temos 

1/u~+l/1 :::; c//Aun+l/1 + cl/unl/r.61/V'un+ll/f.3 + ci/V'wn/1 + cl/bnl/r.61/V'bn+ll/r.3 + c/1/1/, 
l/b~+ 1 // :::; ci/Abn+l/1 + cl/unl/r,61/V'bn+ll/r.3 + cl/bnl/r,61/V'un+ll/r.3 

mas l/ul/r,6:::; C1 1/Y'ul/ e I/Y'ul/r.3:::; C21/Y'uWI21/AuWI2, logo 

1/u~+l/1 < cj/Aun+l/1 + ci/V'un/11/Y'un+lW/21/Aun+lW/2 + c//V'wn/1 

+c//V'bniii/Y'bn+lW/21/Abn+lW/2 + c//f/1, 

1/b~+l/1 < c//Abn+l/1 + ci/V'un/11/Y'bn+lW/21/Abn+lW/2 
+ci/V'bn 11 1/Y'un+l w/2 1/Aun+l W/2 

e aplicando a desigualdade de Young,vem 

1/u~+l/1 < ci/Aun+l/1 + ci/V'un/1 2//Y'un+l/1 + c//V'wn/1 + ci/Y'bn/1 21/V'bn+l/1 

+c//Abn+l/1 + c//f/1, 
1/b~+l/1 < c//Abn+l/1 + c//V'unWI/Y'bn+l/1 + ci/V'bn/121/V'un+l/1 + ci/Aun+l/1, 

logo, observando (5.35), (5.39) e elevando ao quadrado, resulta 

l/u~+ 1 1/ 2 :::; ci/Aun+lW +c+ c//Abn+l/12 + cl/f/12, 
1/b~+l/1 2 :::; c//Abn+l/1 2 +c+ 1/Aun+l/12, 
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novamente, levando em conta (5.35), somamos as duas últimas desigualdades e integramos 
de O a t, obtendo 

fot l/u~+ 1 (r)l/ 2 dr + fot l/b~+l(r)// 2 dr ~ c fot (//Aun+l(r)W + //Abn+l(r)// 2 )dr 

+c fot //f(r)// 2dr +c fot dr ~ A/4. 

Portanto, 
{un, {b~} são uniformemente limitadas em L2 (0, T; H). (5.40) 

Multiplicando (5.6) por wr+l, temos 

Para o lado direito de (5.41), usando as desigualdades de Hõlder e Young, temos as 
seguintes estimativas: 

/2x(wn+l, wf+l)/ < Ce//wn+l/12 + c//wf+l/12, 

/x(rot un, wf+l)/ < Ce//Y'un/1 2 + cl/wf+1 1/ 2
, 

/(g, w~+l)/ < Ce/191/ 2 + cl/w~+ 1
W, 

e observando que H 2 (0) Y L00 (0), (5.39) e a desigualdade 1/u//H'l ~ Ah//Au/1, obtemos 

/j(un. V'u;n+t, wf+l)/ ~ jl/unl/r,ooi/V'wn+ll/1/wf+l/1 

~ c/luni/H21/W~+ll/::; Ce//Aun/1 2 + cl/w~+ 1
1/
2

. 

Levando estas estimativas em (5.41) com E=~' tem-se 

onde c > O independe de n. Integrando de O a t, temos 

j fot l/w~+ 1 (r)l/ 2 dr::; c fot ( l/wn+1(r)l/2 + 1/V'un(r)/1 2 + 1/Aun(r)/1 2
) dr +c l/gi/7,2(Ql• 

tendo em conta (5.20), (5.21) e (5.35), resulta 

fot 1/ w~+l ( T) 1/ 2 dr ::; !'v/;:). 



Portanto, concluímos que 

{ wn é uniformemente limitada em L2 (0, T; L2 (0)). 

Prova do Teorema 5.4 

Para cada n, a existência da solução (un, wn, bn) é garantida pelo Teorema 5.2. 
A seguir, derivando respeito a t as equações (5.5)-(5.7), temos 

u~+ 1 + (,u+ x)Au~+l = -P(u~ · \7un+l)- P(un · \7u~+ 1 ) + xP(rotw~) 

(5.42) 

+rP(b~ · \7bn+l) + rP(bn · \7b~+ 1 ) + P ft. (5.43) 

jw~+l + ')'Bw~+l - (a+ ,B)\7div w~+l + 2xw~+l 

= -ju~. \7wn+l- jun. \7w~+l + xrot u~ + 9t. (5.44) 

b~+l + vAb~+l = -P(u~ · \7bn+l)- P(un · \7b~+l) + P(b~ · \7un+l) 

+P(bn · \7u~+l) (5.45) 

multiplicando (5.43) por u~+l, tem-se 

~:tllu~+lll 2 + (,u+ x)ll\7u~+lll 2 = -(u~. \7un+l,u~+ 1 ) + r(b~. \7bn+l,u;+l) 

+r( bn · \7 b~+l, u~+l) + x( rot w~, u~+l) + Ut. u~+l). ( 5.46) 

Com c > O independente de n, temos 

lx(rot w~, u~+l)l < cllw~ll 2 + {t; Xll\7u~+lll 2 , 

IUt, u~+l)l < cll!tll 2 + P; Xll\7u~+ 1 ll 2 , 

l(u~ · \7un+l, u~+l)l < llu~llll\7un+lllr. 4 llu~+lllr. 4 :::; cllu~IIIIAun+lllll\7u~+lll 

< cllu~II 2 IIAun+lll 2 + ,u; xll\7u~+lll 2 , 

lr(b~ · \7bn+l, u~+l)l < rllb~llll\7bn+lllr. 4 llu~+lllr. 4 

< cllb~II 2 IIAbn+ 1 ll 2 + P; X ll\7u~+lll 2 , 

levando estas estimativas em (5.46), obtemos 

d 
dt llu~+lll 2 + ({t + x)ll\7u~+ 1

ll 2 < cllw~ll
2 + cll!tll 2 + cllu~II 2

IIAun+lll
2 

+cllb~II 2 IIAbn+lll 2 + 2r(bn · \7b~+l, u;+l ). (5.47) 
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Multiplicando (5.45) por rb~+l, tem-se 

r d 2 dt IJb~+ 1 ll 2 + rvii'Vb~+ 1 ll 2 = -r( u~ · 'Vbn+l, b~+l) + r(b~ · 'Vun+l, b~+l) + r(bn · 'Vu~+l, b~+l) 

(5.48) 
e com c > O independente de n, temos 

Ir( u~ · 'Vbn+I, b~+l )I < rllu~IIIIV'bn+lll r. 4 llb~+ 1 ll r. 4 :::; cllu~II 2 IIAbn+l W + r; IIV'b~+ 1 ll 2 , 

lr(b~ · 'Vun+l,b~+l)l < cllb~II 2 11Aun+lll 2 + l:IIV'b~+lll 2 , 

levando estas estimativas em (5.48), resulta 

r~ llb~+lll 2 + 2rvii'Vb~+lll 2 :5 cllu~II 2 IIAbn+lll 2 + cllb~ll 2 ll Aun+lll 2 + 2r(bn · 'Vu~+l, b~+l ). 

(5.49) 
Somando (5.47) e (5.49), obtemos 

:t(llu~+lll 2 + rllb~+ 1 ll 2 ) + (~t + x)IIV'u~+ 1 ll 2 + 2rvii'Vb~+ 1 ll 2 

:5 cllw~ll 2 + cllftll 2 + c(llu~ll 2 + llb~II 2
)(11Aun+lll

2 + IIAbn+lll 2
) (5.50) 

desde que de (1.4), (bn · 'Vb~+l, u~+ 1 ) + (bn · V'u~+ 1 , b~+l) =O. 
Agora, multiplicando (5.5) por Aun+ 1 e (5.7) por Abn+l, resulta 

-(u~+l, Aun+l)- (un · 'Vun+l, Aun+l) + x(rot wn, Aun+l) 

+r(bn · 'Vbn+l, Aun+l) +(f, Aun+l), (5.51) 
-(b~+l, Abn+l)- (un · 'Vbn+l, Abn+l) 

-(bn · \i'un+I, Abn+l) (5.52) 

Usando a desigualdade de Holder, a desigualdade de Young, a desigualdade de Sobolev 
(llull ,,3 :5 clluWI2 IIV'uWI2

) e a desigualdade de Cattabriga, encontramos estimativas para 
o lado direito de (5.51)-(5.52) da forma seguinte: 

l(u~+l, Aun+l)l < Cêllu~+ 1 W + t:IIAun+ 1 ll 2
, 

l(un · 'Vun+l, Aun+l)l < llunllr.6 11V'un+lllr.3 IIAun+lll 

< cii'Vun llll\7un+lii 112 IIAun+lii 112 IIAun+lll 

< cll\7un+lll 112 ll.4un+lll 312 

< Cêll\7un+lll 2 + t:IIAun+lll 2
, 

lx(rotwn, Aun+l)l < Cêii'Vwnll 2 + EIIAun+lll 2
, 
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I (f, Aun+l) I 
I (b~+l, Abn+l) I 

l(un · V'bn+l, Abn+l)l 

< 
< 
< 
< 
< 
< 
< 
< 
< 
< 
< 
< 

rllbnll f,6IIV'bn+lll PIIAun+lll 
ciiV'bniiiiVbn+lll 112 ll Abn+l W12 IIAun+lll 
CeiiY'bn+liiiiAbn+lll + EIIAun+lll 2 

Ce,7JIIVbn+lll 2 + TJIIAbn+lll 2 + EIIAun+lll 2
, 

Cellfll 2 + EIIAun+lll 2
, 

C7JIIb~+
1

ll
2 + TJIIAbn+lll 2

, 

llunll f,6 IIY'bn+lll r. 3 IIAbn+lll 
cll V'uniiiiVbn+lll 112 ll Abn+lll 312 

C1)IIV'bn+lll 2 + TJIIAbn+lll 2
, 

ciiV'bniiiiV'un+lii 112 IIAun+lll 112 ll Abn+lll 
C!)IIVun+liiiiAun+lll + TJIIAbn+lll 2

, 

Ce,7JIIVun+lll 2 + EIIAun+lll 2 + 7JIIAbn+lll 2
, 

levando estas estimativas em (5.51 )-(5.52), têm-se 

(p + x)IIAun+1 ll 2 < CeiiVun+1 ll 2 + Cellu~+ 1
ll
2 + CeiiVwnll 2 + Cellfll 2 

+Ce,1)IIVbn+1 ll 2 + TJIIAbn+lll 2 + 5EIIAun+1 ll 2
, 

viiAbn+ 1 ll 2 < C7JIIb~+lW + C7JIIV'bn+lll 2 + Ce,7JIIY'un+lll 2 + EIIAun+lll 2 

+3TJIIAbn+lll 2 

e considerando (5.35) e (5.39), resulta 

(p + x)IIAun+lll 2 + viiAbn+lll 2 
:::; Ce,!) + Cellu~+lll 2 + Céllfll 2 + C1JIIb~+ 1

ll
2 

+4TJIIAbn+1 ll 2 + 6EIIAun+1 ll 2
, 

v tt+X . escolhendo 7] = - e ê = --, com c > O mdependente de n, temos 
8 12 

IIAun+lll 2 + IIAbn+lll 2
:::; c3 + cllu~+lll 2 + cllb~+lll 2 + cllfll 2

· (5.53) 

Reemplazando a estimativa (5.53) em (5.50), tem-se 
d . 
dt (llu~+ 1

ll
2 + rllb~+lll 2 ) + (p + x)IIVu~+lll 2 + 2rviiVb~+ 1

ll
2 

:::; cllw~ll 2 + cllftll 2 + c(llu~ll 2 + llb~II 2

)(C3 + cllfll 2
) 

+c(llu~ll
2 + llb~II 2

HIIu~+
1

ll
2 + llb~+ 1

ll
2
). 

Integrando de O a t e logo considerando min{1, r, tt + x, 2rv }, vem 

llu~+l(t)ll 2 + llb~+l(t)ll 2 + ht IIV'u~+l(r)ll 2 dr + ht IIV'b~+l(r)ll 2 dr 
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:::; c(llu~+l(O)II 2 + rllb~+l(O)II 2 ) +c ht llwf(r)ll 2dr + cllftlli.2(Ql 

+c fot (lluf(r)ll 2 + llbr(r)II 2 )(C3 + cllf(r)ll 2)dr 

+c fot (llu~(r)ll 2 + llb~(r)II 2 HIIu~+l(r)ll 2 + llb~+ 1 (r)ll 2 )dr. (5.54) 

Observe-se que u~+ 1 , bf+l E C([O, T]; H) (Teorema 5.2), f E C([O, T]; L 2 (0)) ( f, ft E 

L 2 (Q) e Lema 1.5, Cap. 1). Então, levando em conta (5.40) e (5.42), conclui-se que 

c (llu~+ 1 (0)II 2 + rllb~+l(O)II 2 ) +c fot llwr(r)ll 2dr + cllftlli.2(Ql 

+c fot (llu~(r)ll 2 + llbr(r)II 2 )(C3 + cllf(r)ll 2)dr:::; C4. 

Assim, de (5.54) tem-se 

llur+l(t)ll 2 + llb~+l(t)ll 2 + fot IIY'ur+ 1(r)ll 2dr + fot IIY'b~+ 1 (r)ll 2 dr 

:::; c~+ c fot (llur(r)ll 2 + llbf(r)II 2 HIIu~+l(r)ll 2 + llbr+l(r)ll 2 )dr 

e aplicando a desigualdade de Gronwall, vem 

Portanto, 

llu~+l(t)ll 2 + llb~+l(t)ll 2 + ht IIY'u~+l(r)ll 2 dr + ht IIY'b~+ 1 (r)ll 2 dr 

:::; c4 exp(c fot (llur(r)ll 2 + llb~(r)ll 2 )dr):::; ]1./6. 

{ur}, {b~} ~ão uniformemente limitadas em L00 (0, T; H) n L2 (0, T; "V). (5.55) 

Observando (5.55), de (5.53) deduzimos que 

{un}, {bn} são uniformemente limitadas em L00 (0, T; D(A)). (5.56) 

Multiplicando (5.44) por w~+l, obtemos 

j~ :t llw~+lll 2 + 'YIIV'wf+1 ll 2 +(a+ ,B)IIdiv wf+1 ll 2 + 2xllwf+lll
2 

= -j(u~. \i'wn+l, wr+l) + x(rot u~, wf+ 1
) + (gtlv;~+ 1 ). (5.57) 
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De forma análoga como para (5.46), temos 

lj(u~ · 'Vwn+l, w~+l)l < Jllu~IIII'Vwn+lllr. 4 llw~+lllr, 4 

< cllu~IIIIBwn+liiii'Vw~+lll 

< cllu~II 2 IIBwn+lll 2 + ~II'Vw~+ 1 ll 2 , 

lx(rot u~, w~+ 1 )1 < cllu~ll 2 + ~II'Vw~+ 1 ll 2 , 
1 

J(gt, w~+l)l < 2xllw~+
1

ll
2 + 

8
x llgtll 2, 

com estas estimativas em (5.57), resulta 

j :t llw~+lll 2 + 1II'Vw~+lll 2 +(a+ ,B)IIdiv w~+lll 2 

~ cllu~ll
2 + cllgtll 2 + cllu~II 2 11Bwn+lll

2
. (5.58) 

Multiplicando (5.36) por Bwn+l, tem-se 

(Lwn+l, Bwn+1 ) = x(rotun, Bwn+l) + (g, Bwn+l)- j(w~+l, Bwn+ 1) 

-j(un · 'Vwn+l, Bwn+l)- 2x(wn+l, Bwn+l), 

usando as desigualdades de Hõlder e Young, e observando (5.37), temos 

1IIBwn+lll2 ~ Noii'Vwn+lll 2 + Ceii'Vunll2 + CellgW + Cellw~+ 1 11 2 

+2Ceii'Vwn+lll2 + 5ciiBwn+lll2, 
"( 

escolhendo c= 
10 

e observando (5.35), (5.39), obtemos 

IIBwn+lll2 ~ cii'Vwn+lll 2 + cii'Vunll 2 + cllgll2 + cllw~+lll 2 

~ Cs + cllgll2 + cllw~+ 1
11
2 (5.59) 

onde c > O independe de n. 
Reemplazando (5.59) em (5.58), tem-se 

j !11w~+lll 2 + 1II'Vw~+ 1 ll 2 +(a+ ,B)IIdivw~+lll 2 

~ cllu~ll
2 + cllgtll2 + cllu~II 2

(Cs + cllgll2) + cllu~ll 2
llw~+

1
ll
2

, 

integrando de O a t e logo considerando o min{j, /',a+ ,8}, vem 

llw~+ 1 (t)ll 2 + fot II'Vw~+ 1 (r)ll 2 dr + fot lldivw~+l(r)ll 2 dr 

~c fot llu~(r)ll 2 dr + cllgtii~.2(Ql +c fot llu~(r)II 2 (Cs + cllg(r)li 2 )dr 

+c fot llu~(r)ll 2 llw~+l(r)ll 2 dr + cjllw~+l(O)II 2 , 
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logo, tendo em conta que g E C([O, T]; L 2(0)) (g, 9t E L 2 (Q)), wf+l E C([O, T]; L 2 (0)) 
(Teorema 5.2) e (5.40), obtemos que 

llw~+l(t)ll 2 + fot 11Vw~+l(r)ll 2 dr:::; c6 +c fot llu~(r)ll 2 llw~+l(r)Wdr, 

aplicando a desigualdade de Gronwall, concluímos 

Portanto, 

{ wn é uniformemente limitada em L 00 (0, T; L 2 (0)) n L 2 (0, T; HJ(O)). (5.60) 

Além disso, observando (5.59) e (5.60), temos que 

{wn} é uniformemente limitada em L00 (0, T; D(B)). 

De (5.43), temos que 

u~+ 1 -(p + x)Au~+l- P(u~ · Vun+t)- P(un · Vu~+ 1 ) + xP(rot u~~) 

+rP(b~ · Vbn+l) + rP(bn · Vb~+l) + P ft, 

logo, com c > O independente de n, tem-se 

llu~+
1
ll~- = cJIAu~+ 1 ll~- + ciiP(u~ · Vun+l)ll~- + ciiP(un · Vu~+ 1 )11~-. 

+cJIP(rot w~)ll~- + ciiP(b~ · Vbn+l )11~-

(5.61) 

+ciiP(bn · Vb~+l )li~- + cJIP !tllt-.. (5.62) 

Agora, para os termos do lado direito de (5.62), temos 

IIAu~+lll\·· sup I(Au~+I,v)J = sup J(Vu~+I, Vv)l 
llvllv9 llvllv9 

< sup JJVu~+liiiJVviJ:::; JJVu~+lJJ, (5.63) 
llvllv9 

JJP(u~ · Vun+l)llv·· - sup J(u~ · Vun+l,v)l:::; sup llu~JIIJVun+lllr.4llvllr.4 
llvllv9 llvllv9 

< cllu~IIIIAun+lJI sup IIVvll:::; cllu~IIIIAun+lll, (5.64) 
llvllv9 

IIP( un · Vu~+l )Jk· sup J(un · Vu~+l, v)J :::; sup JJunll r.411Vu~+lllllvll r.4 
llvllv:::;l llvllv9 

< ci1Vuniii1Vu~+
1

ll sup IIVvll:::; ci1Vuniii1Vu~+ 1
ll, (5.65) 

li vil\'·:::; 1 
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IIP(rot w~)llv·· - sup /(rot w~, v)/= sup /(w~, rot v)/ 
llvllv$1 llvllv::;l 

< sup /lw~III/Vv/1 ::; 1/w~ll, (5.66) 
llvllv::;l 

//P(b~ · Vbn+l)//v· sup /(b~ · Vbn+l, v)/::; sup llb~IIIIVbn+lll r.411vll r.4 
llvllv::;l llvllv$1 

< c//b~/1//Abn+l//, (5.67) 

IIP(bn · Vb~+ 1 )ilv· sup /(bn · Vb~+l, v)/ ::; sup llbnll r.411Vb~+lllllvll r.4 
llvllv$1 llvllv$1 

< c!IVbniiiiVb~+lll, (5.68) 

IIP !til~· sup /UtJ v)/ ::; llftll sup llvll ::; cllftll· (5.69) 
llvllv$1 llvllv$1 

Levando (5.63)-(5.69) em (5.62), obtemos 

1/u~+lll~- ::; c!IVu~+ 1 W + cllu~WI/Aun+ 1 W + c!IVunii 2 11Vu~+ 1 11 2 

+cl/w~l/
2 + cllb~I/ 2

1/Abn+ll/
2 + ciiVbnWIIVb~+lll 2 + cl/ftll 2

• (5.70) 

De (5.44), com c> O independente de n, tem-se 

l/w~+
1
1/~-1 ::; c!IBw~+lll~-1 + c!IVdivw~+lll~-1 + cl/w~+ 1

1/~-1 + cl/u~ · Vwn+ll/~-1 

+cl/un · Vw~+l~~~-1 + c!lrot u~l/~-1 + c!lgtll~-1· (5. 71) 

Também, temos as seguintes estimativas 

I/Bw~+
1
1/H-1 -

IIVdiv w~+ 1
1/ H-1 -

< 

llw~+
1
1/H-1 -

llu~ · Vwn+liiH-1 

llun · Vw~+lll H-1 

llrot u~ll H-1 -

sup /(Bw~+ 1 , v)/= sup /(Vw~+t, Vv)/::; !1Vw~+ 1 11, 
llviiH1 :::;1 llvi1H1 :::;1 

o o 

sup /(Vdivw~+l,v)/ = sup /(divw~+ 1 ,divv)/ 
llviiH1 $1 llvi1H1 :::;1 

o o 

c sup !1Vw~+ 1 1111Vvll::; c!IVw~+lll, 
llviiH1 :::;1 

o 

sup /(w~+ 1 ,v)/::; sup llw~+ 1 llllvll::; cl/w~+
1

11, 
llviiH19 llviiH1 :::;1 

o o 

sup /(u~ · vwn+t, v)/ ::; cllu~IIIIBwn+lll, 
llviiH1 $1 

o 

sup /(un · Vw~+l, v)/ ::; ci!VuniiiiVw~+lll, 
1!vi!H1 :::;1 

o 

sup /(rot u~, v)/ ::; !lu~ !I, 
llvliH1 :::;1 

o 
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Logo, levando estas estimativas em ( 5. 71), resulta 

l!w~+
1

11~- 1 :::; cJJV"w~+lll
2 + cJJw~+ 1

ll 2 + cJJu~WJJBwn+lll 2 + cJJV"unii 2 JIY"w~+lll 2 

+cJJu~ll
2 + cJJgtJJ 2

. (5. 72) 

De (5.45), com c> O independente de n, temos 

1/b~+ll/~. :::; cJJAb~+ll/~. + JJP(u~ · Y"bn+l)JJ~. + JJP(un · V"b~+ 1 )JJ~. 

+JJP(b~ · Y"un+l)JJ~. + JJP(bn · V"u~+l)JJ~. 

e observando (5.63)-(5.65), (5.67) e (5.68), vem 

IJb~+lll~· :::; c li V" b~+lJI 2 
+cJiu~ll

2
ll Abn+lll 2 +c li Y"unll 2 ll V" b~+lll 2 +c li V" bn 11 2 11 Y"u~+ 1 ll 2 

· ( 5. 73) 

Observando (5.35), (5.56) e (5.61), somamos (5.70), (5.72) e (5.73), obtendo 

llu~/
1
11~- + Jlw~+ 1

ll~-1 + JJb~+ 1
ll~· 

:::; ciiY"u~+ 1
W + cllu~ll 2 + cllw~W + cllb~ll 2 + ciiY"w~+lll 2 

+cllw~+
1

ll
2 + ciiY"b~+ 1

ll
2 + cllftW + cllgtll 2

· 

Tendo em conta (5.40), (5.42), (5.55), (5.60) e o fato que ft, gt E L 2 (Q), integramos a 
última desigualdade de O a t, obtendo 

Portanto, 

{u~}, {b~} são uniformemente limitadas em L2 (0, T; V*) 

e { w~} é uniformemente limitada em L2 (0, T; H- 1 
). 

5.3 Existência da solução e estimativas de erro 

Os resultados são os seguintes: 

Teorema 5.5 Suponhamos que as condições do Teorema 5. 3 são satisfeitas. Então a8 
soluções aproximadas (un, wn, bn) convergem em L00 (0, T; V) n L2 (0, T; D(A)) x Loc(o, T; 
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HJ(D)) n L2 (0, T; D(B)) x L00 (0, T; V) n L2(0, T; D(A)). O elemento limite (u, w, b) é a 
única solução do problema {5.1)-(5.4) e satisfaz as seguintes estimativas de erro: 

sup{IIV'un(t)- \7u(t)ll 2 + ll\lwn(t)- \7w(t)ll 2 + ll\lbn(t)- \lb(t)W} 
t 

para todo t E [0, T] e onde as constantes M8 , M9 , M10 , M11 e M12 são independentes de 
n. 

Com hipóteses mais fortes sobre os dados, temos: 

Teorema 5.6 Suponhamos que as condições do Teorema 5.4 são satisfeitas. Então as 
soluções aproximadas ( un, wn, bn) convergem em L00 (0, T; D(A)) x L00 (0, T; D(B)) x L00 (0, 
T; D(A)) à solução (u, u:, b) fornecida pelo Teorema 5.5. Além disso, (u, w, b) satisfaz as 
seguintes estimativas de e·rro: 

sup{IIV'un(t)- \7u(t)ll 2 + ll\lwn(t)- \7w(t)ll 2 + li\lbn(t)- \7b(t)ll 2
} 

t 

(M T)n-t < M 16 
- 9 -'-(-:--n---'-1-:-) !- ' 

ht \\Aun(T)- Au(T)\\ 2dT + ht \IBwn(T)- Bw(T)\\ 2 dT + ht IIAbn(T)- Ab(T)II 2 dT 

< M (Nft6Tt- 1 

- 17 (n-1)!' 

fot il\lun(T)- \lu(T)II 2dT + fot ll\lwn(T)- \lw(T)II 2dT + fot il\lbn(T)- \lb(T)II 2 dT 
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< !v! (!vf16T)n- 1 

- 18 (n- 1 )! ' 

fot iiu~(r)- Ut(r)il 2dr + fot llw~(r)- Wt(r)ll 2dr + fot llb~(r)- bt(r)ll2dr 

(!vf16T)n- 1 
:::; !vi 20 ( n _ 1 ) ! , 

sup{ilu~(t)- Ut(t)ll 2 + llw~(t)- Wt(t)ll 2 + llb~(t)- bt(t)ll 2} 
t 

( ]'vf T)n-2 < M ..:.__...:..:16:.._...:..._ 
- 21 (n- 2)! ' 

fot II'V'(u~- Ut)(r)ll2dr + fot II'V'(w~- Wt)(r)ll 2dr + fot II'V'(b~- bt)(r)ll 2dr 

(NI T)n-2 
< !v! ...;____16_;.._ 
- 21 (n- 2)! ' 

sup{IIAun(t)- Au(t)ll 2 + IIBwn(t)- Bw(t)ll 2 + IIAbn(t)- Ab(t)ll 2} 
t 

< ~f· (M16T)n- 2 

_ 1 v 22 ( n _ 2)! , 

fot llu~(r)- Utt(r)ll~,.dr + fot llw~(r)- Wtt(r)ll~-~dr + fot llb~(r)- btt(r)llt·.dT 
< AI (M16T)n-2 
- 23 (n- 2)! ' 

para todo t E [O, T] e onde as constantes !v19, M 16, Af17 , N/18, N120 , !v/21, 1'vf22 e !v/23 são 
independentes de n. 

Denotamos por 

De (5.5), temos 

u~+s + (p + x)Aun+s + P( un-l+s. \i'un+s) = xP(rot wn-l+s) 

+r P(bn-l+s · \i'bn+s) + P J, (5.74) 

u~ + (p + x)Aun + P(un-1 
• \i'un) = xP(rot wn-1) + rP(bn-1 

• \i'bn) + P f. (5.75) 

De (5.6), têm-se 

jw~+s + -yBwn+s- (o:+ ,8)\i'divwn+s + j(un-l+s. \i'wn+s) + 2xwn+s 

= xrot un- 1+s + g, (5.76) 

jw~ + rBwn- (a+ ,6)\i'divwn + j(un- 1 
• \i'wn) + 2xwn = xrot un- 1 + g, (.5.77) 



De (5.7), temos 

b~+s + vAbn+s + P(un-Hs · V'bn+s)- P(bn-Hs · V'un+s) =O, (5.78) 

b~ + vAbn + P(un-l · V'bn)- P(bn-l · V'un) =O. (5.79) 

Subtraindo (5.75) de (5.74), (5.77) de (5.76) e (5.79) de (5.78), obtemos 

u~,s + (J.l + x)Aun,s + P(un-Hs. V'un+s)- P(un-l. V'un) = xP(rot wn-l,s) 

+rP(bn-Hs. V'bn+s)- rP(bn-l. V'bn), 

jw~,s + rBwn,s _ (n: + ,B)V'div wn,s + j(un-l+s. V'wn+s) _ j(un-l. V'wn) 

+2xwn,s = xrot un-l,s, 

b~,s + vAbn,s + P(un-Hs. V'bn+s)- P(bn-Hs. V'un+s) = P(un-l. V'bn) 

-P(bn-l. V'un). 

Portanto, un,s, wn,s e bn,s satisfazem as identidades: 

u~,s + (J.l + x)Aun,s + P(un-Hs. V'un,s)- rP(bn-l+s. V'bn,s) 

= xP(rotwn-l,s) + rP(bn-l,s · V'bn)- P(un-l,s · V'un), (5.80) 

jw~,s + rBwn,s- (n: + ,B)V'div wn,s + j(un-l+s. V'wn,s) + 2xwn,s 

= xrot un-l,s- j(un-l,s. V'wn), (5.81) 

b~,s + vAbn,s + P( un-l+s. V'bn,s)- P(bn-l+s. V'un,s) 

= P(bn-l,s. V'un)- P(un-l,s. V'bn). (5.82) 

Com estas notações, para provar o Teorema 5.5 e o Teorema 5.6, precisaremos de algums 
lemas que a seguir estabelecemos. 

Lema 5.2 Com as identidades (5.80)-(5.82), existe uma constante c > O, independente 
de n e s, tal que 

JJV'un,s(t)IJ2 + JJV'wn,s(t)JJ2 + JJV'bn,s(t)JJ2 

+ fot JJAun,s(r)JJ2dT + fot JJBwn,s(r)JJ2dT + fot JJAbn,s(r)JJ2dT 

~c fot (JJV'un-l,s(r)JJ2 + JJV'wn-l,s(r)JJ2 + JJV'bn-l,s(r)JJ2)'Pn(T)dr (5.8.3) 

onde 'fn(t) = IJAun(t)IJ + IJBwn(t)IJ + IJAbn(t)IJ + 1. 

Prova. 
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l\Iultiplicando (5.80) por Aun·s, logo usando a desigualdade de Holder e o fato que 
//ull P ~ clluWI2IIV'uWI2, tem-se 

1 d 
--IIV'un,sll2 + (p + x)IIAun,sll2 
2 dt 

= -(un-l+s. \i'un·s, Aun,s) + r(bn-l+s. \i'bn,s' Aun,s) + x(rot wn-t,s, Aun,s) 

r(bn-l,s. \i'bn, Aun,s) + (un-l,s. \i'un, Aun,s) 

~ c/lun-l+s /1 r.611 \i'un,sll r.3/1Aun,sli + c/lbn-l+s li r.6/IV'bn,s /1 r.3/l Aun,s/1 

+c/IV'wn-l,s/1/1 Aun,s/1 + c/lbn-l,s /1 r.6/IV'bn/l r.3/1Aun,sli 

+cl/un-l,s/1 f.6 li V' uni/ f,3 1/Aun,s/1 

~ ci/V'un-l+s 1/1/ \i'un,sW/21/Aun,s/13/2 + ci/V'bn-l+s/1 1/V'bn,sW/211 Abn,s W/211 Aun,s/1 

+ci/V'wn-l,s" 11 Aun,sll + ciiV'bn-l,siiiiV'bnW/21/AbnW/211 Aun,s 11 
+ci/V'un-l,s/1 l/V' uni/ 1/21/Aun/1 1/21/ Aun,s/1 

onde c > O independe de n e s. 
Agora, observando (5.35) e usando a desigualdade de Young, vem 

1 d 2 2 --11\i'un,s/1 + (p + x)I/Aun,s/1 
2 dt 

~ Cei/V'un,s/12 + Ce,oi/V'bn,s/12 + 01/Abn,s/12 + Cei/V'wn-l,sll2 

+Cei/V'bn-l,s/121/Abn/1 + Cei/V'un-l,sWIIAun/1 + 5EI/Aun,sl/2. (5.84) 

l\Iultiplicando (5.81) por Bwn,s e observando (5.37), tem-se 

.1 d 
J--I/V'wn,sll2 + "ti/Bwn,s/12 < Noi/V'wn,s/12- 2x(wn•s, Bwn,s) 

2 dt 
-j(un-l+s. \i'wn,s, Bwn,s) + x(rot un-t,s, Bwn,s) 

-j(un-l,s. \i'wn, Bwn,s). (5.85) 

Usando (5.39) e as desigualdades de Holder e Young, estimamos o lado direito de (5.85), 
obtendo 

1 d 
j--I/V'wn,sll2 + 'YI/Bwn,s/12 

2 dt . 
~ NoiiV'wn,sll2 + cll\i'wn,siiiiBwn,sll + cl/un-l+sllr.6ll\i'wn,sllr.311Bwn,sll 

+ci/V'un-l,s/1 1/Bwn,s/1 + c/lun-l,sl/r.s 1/V'wn/1 f.31/Bwn,sl/ 

~ Noi/V'wn,s/12 + ci/V'wn,s/1/IBwn,s/1 + ci/V'wn,sW/21/Bwn,s/13/2 

+ci/V'un-l,si/1/Bwn,s/1 + c/IV'un-l,s/1/IV'wnW/2/IBwnW/2/IBwn,s/1 

~ Noi/V'wn,s/12 + C1JI/V'wn,s/12 + CIJ/IV'wn,s/12 + CIJ/IV'un-l,s/12 
+C'IIIV'un-l,s/121/Bwn/1 + 4T]/1Bwn,s/12, 
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escolhendo TJ > O apropriado, com c > O independente de n e s, resulta 

Agora, multiplicando ( 5.82) por Abn,s, temos 

= -(un-l+s. "\lbn,s, Abn,s) + (bn-l+s. "\lun,s, Abn,s) 

+(bn-l,s. "\lun, Abn,s) _ (un-l,s. "\lbn, Abn,s) 

~ c li Un-l+s li r.sll "\lbn,s 11 f,311 Abn,s li + cllbn-l+sll r.sll "\lun,s 11 f,311 Abn,s li 
+cllbn-l,s li r.sll "\lunll T.311Abn,sll + cllun-l,sll T.6ll"\lbnll f,311 Abn,s li 

~ cll"\lbn,sWf2!!Abn,s!!3/2 + cll"\lun,sWf211Aun,sWf2IIAbn,sll 

+c li "\1 bn-1,s 1111 "\lun 111/211 A un 111/211 Abn,s 11 
+c li "\1 Un-l,s 1111 "\lbn 111/211 Abn 111/211 Abn,s 11 

~ Gol! "\lbn,s 112 +Gol! "\lun,sllll Aun,s 11 +Gol! "\lbn-1,s 11211 Aun 11 
+Goll"\lun-1,si!21!Abnl! + 4BI!Abn,sl!2 

~ Goll"\lbn,sll2 + Go,e!l"\lun,sl!2 + t:IIAun,sll2 

+Goll"\lbn-1,sii211Aunl! + Goll"\lun-1,sii211Abnll + 4BIIAbn,sll2· (5.87) 

Somando (5.84) e (5.87), obtemos 

1 d 2 dt (ll"\lun,sll2 + ll"\lbn,sll2) + (f.l + x)IIAun,sll2 + vl1Abn,sll2 

~ Gõ,oll"\lun,sll2 + Go,EII"\lbn,sll2 + Gêll"\lwn-1,sll2 + Gêll"\lbn-1,sii211Abn\i 

+Gell"\lun-1,sii211Aunll + Goll"\lbn-1,si!211Aun!l 

+Goll"\lun-1,sii211Abn\l + 6t:IIAun,sll2 + 5BIIAbn,sll2, 

escolhendo e > O, B > O apropriados, com c > O independente de n e s, resulta 

~(11"\lun..sW + ll"\lbn,sll2) + (f.l + x)IIAun,sll2 + viiAbn,sll2 
dt 

~ cJJ"\lun,sll2 + cll"\lbn,sll2 + cl!"\lwn-1,sll2 
+(ll"\lun-1,sll2 + ll"\lbn-1,si!2)(11Aunll + IIAbnll). (5.88) 

Agora, somamos (5.86) e (5.88), obtendo 

~(!i"\lun,sll2 + J!l"\lwn,sll2 + ll"\lbn,sW) + (p + x)IIAun,sll2 + "'t11Bwn,sll2 + viiAbn,sll2 
dt 
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~ c(/IV'un,sll2 + IIY'wn,sll2 + IIY'bn,sll2) + cii'Vun-l,s/12 + ciiY'wn-l,sW 

+c(IIY'un-l,sll2 + IIY'bn-l,sii2)(11Aunll + IIBwnll + IIAbnll) 
~ c(IIV'un,sll 2 + IIY'wn,sll2 + IIV'bn,sll2) 

+c(IIY'un-l,sll 2 + IIY'wn-l,sll2 + IIY'bn-l,s/12)(11Aunll + IIBwnll + IIAbnll + 1) 

logo, integrando de O a t e considerando o min{l, j, 1-l + x, !, v}, vem 

IIY'un,s(t)ll2 + IIY'wn,s(t)ll2 + IIY'bn,s(t)ll2 

+ ht IIAun,s(r)il2dr + ht IIBwn,s(r)il2dr + ht IIAbn,s(r)il2dr 

~c ht (IIY'un-l,s(r)ll2 + IIY'wn-l,s(r)ll2 + II'Vbn-l,s(r)ll2)<pn(r)dr 

+c ht (IIY'un,s(r)ll2 + IIY'wn,s(r)112 + IIY'bn,s(r)ll2)dr, 

onde <pn(t) = IIAun(t)il + IIBwn(t)ll + IIAbn(t)ll + 1. 
Aplicando a desigualdade de Gronwall, tem-se 

IIY'un,s(t)ll2 + IIY'wn,s(t)ll2 + IIY'bn,s(t)ll2 

+ ht IIAun,s(r)il2dr + ht 11Bwn,s(r)il2dr + ht IIAbn,s(r)il2dr 

~c ht (IIY'un-l,s(r)ll2 + IIY'wn-l,s(r)ll2 + IIY'bn-l,s(r)II2)'Pn(r)dr 

completando a prova do lema. 

Lema 5.3 Com as identidades {5.80)-{5.82), existe uma constante c> O, independente 
de n e s, tal que 

ht llu~'s(r)ll2dr + ht llw~'s(r)ll2dr + ht llb~'s(r)ll2dr 

~c ht (IIY'un-l,s(r)ll2 + IIY'wn-l,s(r)ll2 + IIY'bn-l,s(r)ll2)<pn(r)dr 

+c ht IIY'wn,s(r)ll2dr (5.89) 

onde 'Pn(t) = IIAun(t)ll + IIBwn(t)ll + IIAbn(t)ll + 1. 

Prova. 
l\Iultiplicando (5.80) por u~' 5

, obtemos 

llu~'sll2 = -(p + :x)(Aun,s, u~·s)- (un-l+s. \i'un,s, u~·s) 
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+r(bn-l+s. \Jbn,s, U~'s) + x(rot Wn-l,s, U~'s) 

+r(bn-l,s. \lbn, u~'s)- (un-l,s. \lun, u~'s) 

< ciiAun,sllllu~·sll + cllun-l+sll T, 4 ll\lun,sll T, 4 llu~'sll 

+cllbn-l+s li T. 4 ll\lbn,s li T, 4 llu~'sll + cll\lwn-l,sllllu~'sll 
+cllbn-l,s li r.sll \l bn li r. 3 llu~·s li + cJiun-l,s li r.sll \l uni I f,3llu~' 8

ll 

< ci1Aun,sllllu~'
5

ll + cll\lun-l+siii1Aun,sllllu~' 3
ll 

+c li \lbn-l+s 1111 Abn,sllllu~·s li + c li \lwn-l,siiJiu~'sll 
+cll\lbn-l,s llll\lbnii 112 IIAbnll 112 llu~'sll + cll\lun-l,sllll\lunii 112 IIAunll 112 llu~'sll 

< CeiJAun,sll2 + CeiiAbn,sll2 + CeJI\lwn-l,siJ2 + Cell\lbn-l,sii2IIAbnll 
+Cell\lun-l,sii2IIAunll + 5EIIu~'sll 2 · (5.90) 

Multiplicando (5.81) por w~·S, temos 

Jllw~'sll2 + (a; /3) :t lldiv wn,sll2 
= -~t(Bwn,s, w~·s) _ j(un-l+s. \lwn,s, w~·s) 

-2x( Wn,s' W~'s) + x(rot Un-l,s, W~'s) - j( Un-l,s . \lwn, W~'s) 

:=:; ciiBwn,sllllw~'sll + cll\lun-l+siiiiBwn,sllllw~'sll + cll\lwn,sllllw~'sll 
+cll\lun-l,sllllw~'sll + cJI'lun-l,sllll\lwnii 112 IIBwnll 112 llw~'sll 

:=:; C11IJBwn,sll 2 + C11ll\lwn,sll2 + C11ll\lun-l,sll2 

+CTIII\lun-l,sii2IIBwnll + 4TJIIw~'sll 2
· (5.91) 

Multiplicando (5.82) por b~' 5

, obtemos 

llb~'sll2 - -v(Abn,s, b~'s)- (un-l+s. \lbn,s, b~'s) + (bn-l+s. \lun,s, b~'s) 
+( bn-l,s . \lun, b~'s) _ ( un-l,s . \l bn, b~'s) 

< ciiAbn,sllllb~'s li + cll\lun-l+siiiiAbn,sllllb~'sll + cll\lbn-l+sllll Aun,sllllb~'sll 
+cllbn-l,s li r.sll \lunll f,3llllb~'s li + cllun-l,s 11 r.sll \lbn li f,3llllb~'s li 

< ciiAbn,s llllb~·s li + ciiAun,sllllb~'sll + cll\lbn-l,siii1Aunll 112 llb~'sll 

+cll\lun-l,siiiiAbnll 112 llb~'sll 

< CoiiAbn,sll 2 + CoiiAun,sll 2 + Coll\lbn-l,sii211Aunll 
+Coll\lun-l,sii2IIAbnll + 40IIb~'sll 2 · (5.92) 

Logo, com apropriados E > O, T} > O e O> O, somando (5.90), (5.91) e (5.92), resulta 
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~ c(//Aun,s//2 + //Bwn,s// 2 + //Abn,s// 2) + c//V'wn-l,s/12 + c//V'wn,s// 2 

+c//V'bn-l,si/ 2 (//Aun/1 + 1/Abn//) + c//V'un-l,si/ 2(//Abn/1 + //Bwn/1 + 1) 

~ c(//Aun,s//2 + //Bwn,s// 2 + //Abn,s// 2) + c//V'wn,sl/2 

+c(//V'un-l,sll2 + I/V'wn-l,sll2 + I/V'bn-l,sii2)(//Aunll + //Bwn/1 + //Abn// + 1), 

onde c > O independe de n e s. 
Integrando de O a t, tem-se 

fot llu~' 8 (r)ll 2 dr + fot llw~' 8 (r)ll 2 dr + fot llu~' 8 (r)ll 2 dr 

~C fot (11Aun,s(r)ll 2 + IIBwn,s(r)ll 2 + IIAbn,s(r)ll 2 )dr +c fot IIV'wn,s(r)ll 2dr 

+c fot (IIV'un-l,s(r)ll2 + IIV'wn-l,s(r)112 + IIV'bn-l,s(r)II2)1.Pn(r)dr 

onde I.Pn(t) = IIAun(t)ll + IIBwn(t)ll + IIAbn(t)// + 1. Logo, observando (5.83), vem 

fot llu~' 8 (r)ll 2 dr + fot llw~' 8 (r)ll 2 dr + fot llb~' 8 (r)ll 2 dr 

~c fot (IIV'un-l,s(r)112 + IIV'wn-l,s(r)ll2 + IIV'bn-1,s(r)II2)1.Pn(r)dr 

+c fot IIV'wn,s(r)ll2dr 

completando a prova do Lema 5.3. 

Prova do Teorema 5.5 

Colocando <Pn,s(t) = IIV'un,s(t)11 2 + IIV'wn,s(t)ll 2 + IIV'bn,s(t)ll 2, de Lema 5.3, temos 

<Pn,s(t) + fot IIAun,s(r)ll 2 + fot IIBwn,s(r)ll 2dr + fot IIAbn,s(r)ll 2 

~C fot <Pn-l,s(T)I.Pn(r)dr (5.93) 

onde I.Pn(t) = IIAun(t)ll + IIBwn(t)ll + IIAbn(t)ll + 1. 
Como t.p~(t) ~ 4(11Aun(t)ll2 + IIBwn(t)ll 2 + IIAbn(t)ll 2 + 1), então pelas estimativas 

dadas no Teorema 5.3 ((5.35) e (5.39)), temos que 

{ I.Pn} é uniformemente limitada em L2 (0, T). (5.94) 

Agora, aplicando a desigualdade de Holder no lado direito de (5.93) e tendo em conta 
(5.94), obtemos 

<Pn,s(t) + fot IIAun,s(r)ll 2 + fot IIBwn,s(r)ll 2dr + fot IIAbn,s(r)ll 2 
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( rt ) 112 
:::; c lo cP~-l,s(r)dr , (5.95) 

em particular 

c/J~,s(t) :::; Ms fot cP~-l,s( r)dr. (5.96) 

Observando (5.35), (5.39) e da definição de un,s, wn,s e bn•s, segue-se que Vn, s 

(5.97) 

Consequentememte, Lema 5.1 junto com (5.96) e (5.97), fornece 

(5.98) 

Portanto, 

De (5.95) e (5.98), com uma constante A/10 > O que independe de n e s, temos 

Também, integrando de O ata desigualdade (5.99) e logo usando a desigualdade de Holder 
no lado direito, obtemos 

(5.101) 

De Lema 5.3, tendo em conta (5.101), temos 

(5.102) 
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onde </Jn,s(t) = 1/V'un,s(t)l/2 + IIV'wn,s(t)112 + IIV'bn,s(t)112· 
Aplicando a desigualdade de Holder no lado direito de (5.102) e tendo em conta (5.94), 

obtemos 

e observando (5.98), resulta 

ht iiu~'s(r)ii2dr + ht llw~·s(r)ll2dr + ht llb~'s(r)ii2dT 

( 1t (lv.fsr)n-2) 1/2 [(AisT)n] 1/2 
:::; c lvfi ( ) 1 + cAiu 1 o n- 2. n. 

< . ((/lifsT)n-1)1/2 
- /1;/12 (n- 1)! . (5.10:3) 

Agora, das estimativas (5.99)-(5.101), (5.103) e Corolário 5.1, concluímos que 

{un}, {bn} são sequências de Cauchy em L00 (0, T; V) n L2(0, T; D(A)) n L2 (0, T; 1"), 

{wn} é sequência de Cauchy em L00 (0, T; Hd(D)) n L2 (0, T; D(B)) n L2 (0, T; Hd(D)), 

{ un, { bn são sequências de Cauchy em L2 (0, T; H), 

{ wn é sequência de Cauchy em L00 (0, T; Hci(D)) n L2 (0, T; L2 (0)). 

Assim, desde que L00 (0, T; V), L00 (0, T; HJ(D)), L2(0, T; D(A)), L2 (0, T; D(B)), L2(0, 
T; 1'), L2(0, T; HJ(D)), L2(0, T; H) e L2(0, T; L2(D)) são espaços de Banach, existem u, v· 
e b tais que quando n ---+ oc, têm-se 

un ---+ u forte em L00 (0, T; V) n L2(0, T; D(A)) n L2(0, T; 1'), 

bn---+ b forte em L00 (0, T; V) n L2 (0, T; D(A)) n L2 (0, T; V), 

wn ---+ w forte em L00 (0, T; Hci(D)) n L2 (0, T; D(B)) n L2(0, T; HJ(D)), 

u~ ---+ Ut forte em L2 (0, T; H), 

b~ ---+ bt forte em L2 (0, T; H), 
w~ ---+ Wt forte em L2 (0, T; L2(D)). 

A seguir, com as convergências estabelecidas acima, passando ao limite (5.5)-(5.7) de 
forma usual como em Lions ([22], p. 76), tem-se que o elemento limite (u, w, b) é solução 
de (5.1)-(5.4). 
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Para provar a unicidade da solução, suponhamos que (u, w, b) é outra solução do 
problema (5.1)-(5.4) e denotemos 

Ç(t) = llu- ull 2 + llw- wll 2 + llb- bll 2· 

Logo, com estimativas análogas às obtidas para chegar a (5.17) (ver a prova de unicidade 
do Cap. 3), obtem-se a seguinte desigualdade 

Ç(t) :::; c fot Ç(r)dr, 'V tE [0, T] 

e então, usando a desigualdade de Gronwall, segue que Ç( t) = O, 'V t E [0, T], isto é, 

u(t) = u(t), w(t) = w(t) e b(t) = b(t). 

Finalmente, as estimativas de erro do Teorema 5.5, são obtidas tomando o limite quando 
s-----* oc nas desigualdades (5.99)-(5.101) e (5.103) respectivamente. 

Prova do Teorema 5.6 

Do Lema 5.2, com !fn(t) = lJAun(t)ll + llBwn(t)ll + llAbn(t)ll + 1 e c> O independente 
de n e s, temos 

IJV'un,s(t)J\ 2 + JJV'wn,s(t)J\ 2 + JJV'bn,s(t)J\ 2 

+ fot lJAun,s(r)il2dT + fot lJBwn,s(r)il2dT + fot IJAbn,s(r)i\2dT 

:::; c fot (JJV'un-1,s(r)ll2 + J\V'wn-1,s(r)JI2 + I\V'bn-1,s(r)J\2)'Pn(T)dr. 

Agora, das estimativas do Teorema 5.4 ((5.56) e (5.61)), resulta que 

{!fn} é uniformemente limitada em L00 (0, T). (5.104) 

Então, colocando <Pn,s(t) = IJV'un,s(t)JI 2 +IIV'wn,s(t)JI 2+\IV'bn,s(t)\l2 na última desigualdade 
e observando (5.104) tem-se 

</Jn,s(t)+ {t JJAun,s(r)JJ 2dr+ {t JJBwn,s(r)JJ 2dr+ {t JJAbn,s(r)JJ 2dr:::; /v/16 {t </Jn-1s(r)dr. 
lo . lo lo lo ' 

(5.105) 
Em particular 

</Jn,s(t) :::; /v/16 fot </Jn-1,s(r)dT 

e de (5.97), para todo n e s tem-se <Pn,s(t) :::; M9 , então usando Lema 5.1, obtemos que 

(5.106) 
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Portanto, 

Além disso, de (5.105) e (5.106) com uma constante AI17 que independe de n e s, temos 

Logo, 

Também, integrando de O a t a desigualdade (5.107), obtemos 

(5.109) 

Do Lema 5.3, com c > O independente de n e s, temos 

ht JJu~'s(r)JJ2dT + ht JJw~'s(r)JJ2dT + ht JJb~'s(r)JJ2dT 

~C ht (JJVun-l,s(r)jj 2 + JJVwn-1'5 (T)jj 2 + JJVbn-l,s(r)jj 2)<fn(r)dr 

+c fot JJVwn,s(r)jj 2dr. (5.110) 

onde <fn(t) = JJAun(t)JJ + JJBwn(t)JJ + JJAbn(t)JJ + 1. 
Observando (5.109), resulta 

{t (AI t)n-1 
lo (JJVun-1,s(r)JJ2 + JJVwn-l,s(r)JJ2 + JJVbn-l,s(r)JJ2)dr ~ !v/19 (nl~ 1)! . 

Logo, tendo em conta (5.104), (5.109) e levando esta última desigualdade em (5.110), 
obtemos 

(5.111) 
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A seguir, derivando (5.80) com respeito a t, obtemos 

u~,s + (p + x)Au~,s = -P(u~-l+s. \i'un,s)- P(un-l+s. \i'u~'s) 

+rP(b~-l+s · \i'bn,s) + rP(bn-l+s · \i'b~' 8 ) 

+xP(rotw~-l,s) + rP(b~-l,s · \i'bn) + rP(bn-l,s · \i'b~) 

-P(u~-l,s · \i'un)- P(un-l,s · \i'u~) (5.112) 

e multiplicando por u~,s, temos 

1 d li n,s 2 I n,s 2 2 dt ut li + (p + x) IY'ut li 
+r(bn-l+s · \i'b~' 8 , U~' 8 ) + X(rot W~-l,s, U~' 8 ) 

+r(b~-l,s. \i'bn, U~'s) + r(bn-l,s. \i'b~, U~'s) 

-(u~-l,s. \i'un, u~' 8 )- (un-l,s. \i'u~, u~' 8 ). (5.113) 

Para o lado direito de (5.113), usando as desigualdades de Holder e Young, a imersão 
H 1(D.) Y L 4 (D.) e as estimativas do Teorema 5.4, têm-se 

l(u~-l+s o V'un,s, u~'s)l 

I r ( b~-l+s o V' bn,s, U~,s) I 
I ( t n-l,s n,s)l x ro Wt , ut 

lr(b~-l,s o V'bn, u~'s)l 

lr(bn-l,s o \i'b~, U~'s)l 

l(u~-l,s o V'un, u~'s)l 

l(un-l,s o V'u~, u~'s)l 

< 
< 
< 
< 
< 
< 
< 
< 
< 

cllu~-l+siiiiY'un,sll r. 4 llu~'sll T.4 ~ cll Aun,sllll V'u~'sll 
C~:IIAun,sll

2 + EIIV'u~'sll 2
, 

ciiAbn,siiii'Vu~'sll ~ C~:IIAbn,sll 2 + EIIV'u~'sll 2
, 

C~:llw~-l,sll 2 + EIIV'u~'sll 2 , 

cllb~-l,siiiiAbniiii'Vu~'sll ~ C~:llb~-l,sll 2 + EIIV'u~'sll 2 , 

C~:IIV'bn-l,sii
2
IIY'b~ 11 2 + EIIY'u~' 8

ll 2 , 

cllu~-l,siiiiAuniiii'Vu~'sll ~ C~:llu~-l,sll 2 + EIIV'u~'sll 2 , 

cllun-l,s li r. 4 ll V'u~ 1111 U~,s li r. 4 

C~:IIV'un-l,sii
2
IIV'u~ll

2 + EIIY'u~' 8
ll 2 • 

Levando estas estimativas em (5.113), com apropriado ê >O e c> O que independe de n 
e s, tem-se 

! llu~'sll 2 + (~-t + x)IIY'u~'sll 2 ~ cllw~-l,sll 2 + cllu~-l,sll 2 + cllb~-l,sll 2 + ci1Aun,sll 2 

+ciiAbn,sll 2 + cii'Vun-l,sii 2 IIV'u~ll 2 

+cii'Vbn-l,sii 2 IIV'b~ll 2 + 2r(bn-l+s · V'b~,s, u~'
8
)o (50114) 

Agora, derivando ( 5081) com respeito a t, temos 

jw~'
8 + 1Bw~' 5

- (a+ j3)V'divw~'
8 + 2xw~' 5 

= -j(u~-l+s o V'wn,s)- j(un-l+s. V'w~'s) + x(rot u~-l,s) 

-j(u~-l,s o V'wn)- j(un-l,s o vwr) (50115) 
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e multiplicando por w~·s, obtemos 

j~ ~ llw~'sll 2 + 'YIIY'w~'sll 2 +(a+ ,B)jjdiv w~'sll 2 + 2xllw~' 8 11 2 

= -j(u;-l+s. \7wn,s,w;•s) + x(rotu~-l,s,w~·s) 
-j(u~-l,s. \7wn, W~'s)- j(un-l,s. \7w;, W~'s). (5.116) 

Analogamente como para (5.113), para o lado direito de (5.116) temos as seguintes esti
mativas: 

IJ(u~-l+s · Y'wn,s, W~' 8
)1 < jjju~-l+siiiiY'wn,sllr,411w~'sllr, 4 :S cjjBwn,siiiiY'w~'sll 

< C1ljjBwn,sll2 + 17!!Vw;'sll2 

lx(rot u~-l,s, w~'s)i < C1lllu~-l,sll 2 + 77IIY'w~'sll 2 

IJ(u~-l,s · Y'wn, W~' 8 )1 < jllu~-l,siiiiY'wnllr,411w~·sllr, 4 :S cllu~-l,siiiiBwniiiiY'w~'sll 
< C11llu~-l,sll 2 + 77IIY'w~'sll 2 

IJ( Un-l,s · Y'w~, w~'
8
)1 < jjjun-l,sll f,4jj\7w~llllw~'sll r. 4 :S ciiY'un-l,siiiiY'w~IIIIY'w~'sll 

< C1ljj\7un-l,sii 2 1!Y'w~ll 2 + YJIIY'w~'sll 2 · 

Escolhendo apropriado rJ > O, levamos estas estimativas em ( 5.116), obtendo 

(5.117) 

Derivando (5.82) com respeito a t, obtem-se 

bn,s + 46n,s _ 
tt v. t - -P(u~-l+s. \7bn,s)- P(un-l+s. \7b~'s) + P(b~-l+s. \7un,s) 

+P(bn-l+s. \7u~'s) + P(b~-l,s. V'vn) + P(bn-l,s. \7v~) 

-P(u~-l,s · \7bn)- P(un-l,s · \7b~) (5.118) 

e multiplicando por rb~,s, temos 

-r(u~-1+s · \7bn•S, b~' 8
) + r(b~-1+s · \7un,s, b~' 8

) 

+r(bn-l+s . \7u~,s' b~'s) + r(b~-l,s . \7un' b~'s) 

+r(bn-l,s. \7u~, b~'s)- r(u~-l,s. \7bn, b~'s) 

-r(un-l,s. \7b~,b~'s). (5.119) 

Analogamente, como para o lado direito de (5.113), têm-se 
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lr(b~-l+s. \lun,s, b~'s)l < CoiiAun,sll2 + Bll\7b~'sll2, 
lr(b~-l,s · \lun, b~' 5 )1 < Collb~-l,sll 2 + Bll\7b~'sll 2 , 

lr(bn-l,s ·\lu~, b~' 5 )1 < Coll\7bn-l,sll 2 ll\7u~ll 2 + Bll\7b~' 5
11 2 , 

lr(u~-l,s · \lbn, b~' 5 )1 < Collu~-l,sll 2 + Bll\7b~'sll 2 , 

lr(un-l,s · \lb~,b~' 5
)1 < Coll\7un-l,sll 2 ll\7b~ll 2 + Bll\7b~'sll 2 

e levando estas estimativas em (5.119), com apropriado B > O e c> O que independe de 
n e s, resulta 

(5.120) 

Somando (5.114), (5.117) e (5.120), temos 

:t (llu~'sll 2 + Jllw~'sW + rllb~'sll 2 ) + (p + x)ll\7u~'sll 2 + 'YII\7w~'sll 2 + rvll\7b~'sll 2 

~ c(IIAun,sll2 + 11Bwn,sll2 + IIAbn,sll2) + c(llu~-l,sll 2 + llw~-l,sW + llb~- 1 ' 5 11 2 ) 

+cll\7un-l,sll
2
(ll\7u~ll

2 + ll\7w~ll 2 + ll\7b~ll 2
) 

+cll\7bn-l,sll
2
(ll\7u~ll

2 + ll\7b~ll 2 ) 

desde que por (1.4), (bn-l+s .\lb~' 5
, u~'

5
) + (bn-l+s .\lu~' 5

, b~'
5

) =O. 
Então, integrando de O a t e logo considerando o min{1, j, r, p + x, "f, r v}, temos 

llu~,s ( t) 11 2 + llw~,s ( t) 11 2 + llb~,s ( t) 112 

+ fot ll\7u~'s(r)ll2dr + fot ll\7w~'s(r)ll2dr + fot ll\lb~'s(r)ll2dr 

~c fot (IIAun,s(r)ll2 + IIBwn,s(r)ll2 + IIAbn,s(r)ll2)dr 

+c fot (llu~-l,s(r)ll 2 + llw~-l,s(r)ll 2 + llb~-l,s(r)ll 2 )dr ; 

+c fot (ll\7un-l,s(r)ll2 + ll\7bn-l,s(r)ll2)(ll\7u~(r)l12 + ll\7w~(r)ll2 + ll\lb~(r)ll2)dr. 

Considerando (5.107), (5.108) e (5.111), segue-se 

llu~'s(t)ll 2 + llw~' 5

11
2 + llb~' 5

(t)ll
2 

+ fot ll\lu~' 5 (r)ll 2 dr + fot ll\lw~' 5 (r)ll 2 dr + fot ll\lb~' 5 (r)ll 2 dr 
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< AI (l'vf16T)n-1 l'vf (l'vftBT)n-2 
_ c 17 ( n _ 1)! + c 20 ( n _ 2)! 

+cJ/gC~ 6 ~;~~
2

) fot (IIY'u~(r)ll 2 + IIY'w~(r)ll 2 + IIY'b~(r)ii 2 )dr 

e observando (5.55) e (5.60), resulta 

!lu~'
8

(t)ll
2 + llw~' 8

(t)ll
2 + llb~' 8

(t)ll
2 

+ fot I!V'uf's(r)ll2dr + fot IIY'w~'s(r)ll2dr + fot IIY'b~'s(r)ii2dr 

<lvf. (lvf16T)n-2 (5.121) 
- 21 (n- 2)! . 

A seguir, multiplicando (5.80) por Aun·s, temos 

(fl + x)IIAun,sii2 - -(u~·s, Aun,s)- (un-l+s. V'un,s, Aun,s) + r(bn-l+s. Vbn,s, Aun,s) 
+x(rot wn-1,s, Aun,s) + r(bn-1,s. V'bn' Aun,s) - ( un-1,s . Vun, Aun,s) 

< iiu~'siiiiAun,sll + ciiun-l+sll r.sliY'un,sll T.311Aun,sll 
+riibn-l+sii r.siiY'bn,sii Pii Aun,sii + xiiV'wn- 1,siiii Aun,sii 

+rllbn-1'8 11 T. 4 11Vbnll T. 4 IIAun,sll + iiun- 1'8 11 T. 4 !!Vunll T. 4 il Aun,s li 
< ciiu~'siiiiAun,sll + ci!Vun,sii 112 IIAun,sll 312 

+ciiVbn,sW/2IIAbn,sW/2IIAun,sll + ci!Vwn-1,siii1Aun,sll 

+ci!Vbn-1,siiiiAbniiiiAun,sll + ci!Vun-1,siiiiAuniiiiAun,sll 

< Cõliu~'sll 2 + CeiiVun,sll2 + Ce,oiiVbn,sll 2 + OIIAbn,sll 2 

+CeiiY'wn-1'8 11 2 + CeiiV'bn-1,sii2IIAbnll + CeiiVun-1,sii2IIAunil 
+6EII Aun,sll 2. ( 5.122) 

Multiplicando (5.81) por Bwn,s e observando (5.37), obtemos 

'YIIBwn,sll 2 ::S NoiiVwn,sll 2 - j(w~' 8 , Bwn,s)- 2x(wn,s, B~n,s) 
-j(un-l+s. Vwn,s,Bwn,s) + x(rotun-1,s,Bwn,s) 
-j(un-1,s. V'wn, Bwn,s) 

< NoiiY'wn,sll2 + c!!w~'siiiiBwn,sll + ciiY'wn,siiiiBwn,sll 

+cliun-l+sllr.6 IIY'wn,sllr.3IIBwn,sll +c!! Vun-1'8 1111 Bwn,sll 

+cllun-1'8 11 T. 4 ll Y'wnll T. 4 IIBwn,s li 
< NoiiY'wn,sll 2 + cilw~'siiiiBwn,sll + ciiVwn,siiiiBwn,sll 

+ciiVwn,sW/211Bwn,sll3/2 + c!!Vun-1,sllll Bwn,sll 

167 



+ciiY'un-l,siiiiBwniiiiBwn,sll 
< NoiiY'wn,sll2 + C11llw~' 5

ll 2 + C11IIY'wn,sll2 + C11IIY'wn,sll2 
+CTIIIY'un-l,sll2 + 41JIIBwn,sll2· (5.123) 

l\1 ultiplicando ( 5.82) por Abn,s, temos 

viiAbn,sll2 - -(b~'s, Abn,s)- (un-l+s. V'bn,s, Abn,s) + (bn-l+s. V'un,s, Abn,s) 
+(bn-l,s. V'un, Abn,s) _ (un-l,s. V'bn, Abn,s) 

< cllb~'siiiiAbn,sll + ciiY'bn,sW/2IIAbn,sll 312 + ciiY'un,sii 112 IIAun,sW/2IIAbn,sll 
+c li V' bn-l,s 1111 Aun 1111 Abn,s li + c li V' Un-l,s 1111 Abn 1111 Abn,s li 

< Collb~'sll 2 + CoiiY'bn,sll 2 + Co,êiiY'un,sll2 + EI!Aun,sll 2 

+CoiiY'bn-l,sWIIAunll2 + CoiiY'un-l,sii2IIAbnll2 + 50IIAbn,sll 2. (5.124) 

Escolhendo apropriados E > O, 17 > O e O > O, com c > O independente de n e s, somamos 
(5.122), (5.123) e (5.124), obtendo 

(p + x)IIAun,sll 2 + '"YIIBwn,sll 2 + viiAbn,sll 2 

:::; c(llu~'sll 2 + llw~'sll 2 + llb~'sll 2 ) + c(IIY'un,sll2 + IIY'wn,sll2 + IIY'bn,sll2) 
+c(jiY'un-l,sll2 + I!V'wn-l,sll2) 
+c(IIV'un-l,sll2 + IIY'bn-l,sii2)(11Aunll2 + IIAbnll2), 

logo, considerando o min{p + x, "'/,v} e observando (5.56), tem-se 

I!Aun,sll2 + I!Bwn,sll2 + IIAbn,sll2 :::; c(llu~'sll2 + llw~'sll2 + llb~'sll2) 
+c(IIY'un,sll2 + I!Y'wn,sll2 + IIY'bn,sll2) 
+c(IIY'un-l,sll2 + IIY'wn-l,sll2 + IIY'bn-l,sll2) 

e levando em conta (5.107) e (5.121), resulta 

Portanto, concluímos 

(5.125) 
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De (5.112), com c> O independente de n e s, tem-se 

llu~'sll~· :::; ciiAu~'sll~· + ciiP(u~-l+s · \7un,s)ll~· + ciiP(un-l+s · \7u~' 8
)11~· 

+ciiP(b~-l+s · \7bn,s)ll~· + ciiP(bn-l+s · \7b~' 8
)11~· + ciiP(rot W~-l,s)ll~·· 

+ciiP(b~-l,s · V'bn)ll~- + ciiP(bn-l,s · V'b~)ll~· + ciiP(u~-l,s · V'un)ll~·· 

+ciiP(un-l,s · V'u~)ll~·· (5.126) 

De forma análoga a (5.63)-(5.68), temos 

IIAu~'sllv· 

IIP(u~-l+s · \7un,s)llv·· 

IIP(un-l+s · \7u~' 5
)11v· 

IIP(b~-l+s · \7bn,s)llv· 

IIP(bn-l+s · \7b~' 5
)1h·· 

IIP(rot w~-l,s)llv·· 
IIP(b~-l,s · \7bn)llv·· 

IIP(bn-l,s · V'b~)llv· 
IIP( U~-l,s. \7un) li v· 

IIP(un-l,s · V'u~)llv·· 

-

-

< 
< 
< 
< 
< 
< 
< 
< 
< 

sup I(Au~'
5

, v)l :::; IIV'u~'sll, 
llvllv:9 

sup l(u~-l+s · \7un,s, v)l:::; sup llu~-l+siiiiY'un,sllr.411vllr.4 
llvllv9 llvl!v9 

cllu~-l+siiiiAun,sll, 

c li V'un-l+siiiiV'u~'sll, 
cllb~-1+s IIIIAbn,sll, 
c li V'bn-l+sllll V'b~'sll, 
cllw~-l,sll, 

cllb~-l,sllll Abnll, 

c li \7bn-l,s 1111\7 b~ li' 
cllu~-l,siiiiAunll' 

ciiV'un-l,siiiiV'u~ll· 

Observando (5.35), (5.55) e (5.56), levamos estas estimativas em (5.126), obtendo 

llu~'sll~· :::; cll\7u~'sll 2 + ci1Aun,sll 2 + ciiAbn,sll2 + cll\7b~'sll 2 + cllw~-l,sll 2 

+cllb~-l,sll 2 + cjlu~-l,sll 2 + cll\7un-l,sll 2 ll\7,u~ll 2 

+c li \7 bn-l,s 11211 \7b~ll2. ( 5.127) 

De (5.119), com c> O independente de n e s,tem-se 

llw~'sll~-1 :::; ciiBw~'sll~-1 + ciiV'div w~'sll~-1 + cllw~'sll~-1 + cllu~-l+s · \7wn,sll;,_1 
+cllun-l+s · V'w~'sll~-1 + cllrot u~-l,sll~-1 + cllu~-l,s · V'wnll~-1 
+cllun-l,s · V'w~ll~-1· (5.128) 

Análogo como para (5. 71), temos 
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c!l\lw~'sll, 

cl/w~'
8

1/, 

!l\7div W~' 8

// H-1 < 
//w~'

8

//H-1 < 
llu~-l+s. \lwn,sll H-1 < sup l/u~-l+siii/Vwn,sl/r,41/VI/r,4:::; cl/u~-l+si/IIBwn,sll, 

llviiH19 
o 

1/un-l+s. \lw~'s!IH-1 

!lrot u;-l,s/1 H-1 

llu;-l,s. \lwn/1 H-1 

1/un-l,s. \lw;/1 H-1 

< ci/Vun-1+s//ll\7w~'
8

1/, 

< c!lu~-l,sll, 

< cl/u;-l,siiiiBwnll, 

< c!l\lun-l,s/11/Vw~ll· 

Logo, observando (5.35), (5.55) e (5.61), levamos as estimativas acima em (5.128), obtendo 

l/w~'
8
1/~-1 :::; ci/Vw;•sll2 + c!lw;'8 1/ 2 + c!IBwn,s/1 2 + c//u;-l,s/12 

+c// \7un-l,s,,2,, vw;//2. 

De (5.122), com c> O independente de n e s, ternos 

llb~'sll~- :::; cl1Ab~'
8
11~- + c!IP(u;-l+s · \lbn,s)/1~- + ci/P(un-l+s · \7b~' 8

)1/~

+c!IP(b;-1+s · \lun,s)/1~- + ci/P(bn-l+s · Vu;·s)ll~·
+ci/P(b~-l,s · \lun)/1~·· + ci/P(bn-l,s · Vu;)/1~-

(5.129) 

+c!IP(u~-l,s · \lbn)/1~- + ci/P(un-l,s · Vb;)/1~··· (5.130) 

Analogamente corno para o lado direito de (5.126), obtemos as seguintes estimativas: 

I/Ab~'
8

1/v· < 1/Vb~,s 1/, 

1/P(u;-l+s. \lbn,s)/h:· < cl/u~-l+s/11/ Abn,sll, 

1/P(un-l+s · \7b~' 8

)1/v· < c//Vun-l+s ////Vb~,s //, 
1/P(b~-l+s. \lun,s)/1\-·· < c!/b~-l+s 1/1/Aun,s/1' 
1/P(bn-l+s · Vu;•s)/lv·· < c/1 \lbn-l+s 1111 vu;'sll' 

IIP(b~-l,s · \lun)llv· < c/lb~-l,s/11/Aun/1, 

/./P(bn-l,s · \lu~)l/v· < ci/Vbn-l,s/11/Vu;/1, 
1/P(u~-l,s. \lbn)l/v· < c//u~-l,s/1 //Abn/1, 

1/P(un-l,s. \lb~)l/v· < c//Vun-l,s/1//Vb~ //, 

logo, observando (5.35), (5.55) e (5.56), levamos estas estimativas em (5.130), obtendo 

1/b~'s/1~·· :::; c(/1\?u~'s/12 + 1/Vb~'s/12) + c(I/Aun,s/12 + 1/Abn,s/12) + c/l\7bn-l,s/121/\7u~l/2 
+c(l/u~-l,s/12 + 1/b~-l,s/12) + cl/\7un-l,sl/21/\7b~/12. (5.131) 
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Somando (5.127), (5.129) e (5.131), resulta 

llu~'sll~·· + llw~'sll1-1 + llb~'sll~· 
:S c(IIV'u~'sll 2 + IIV'w~'sll 2 + IIV'b~'sll 2 ) 

+c(IIAun,sll2 + 11Bwn,sll2 + IIAbn,sll2) 
+c(llw~-l,sll 2 + llu~-l,sll 2 + llb~-l,sll 2 ) + cllw~'sll 2 

+c(IIV'un-l,sll 2 + IIV'bn-l,sii 2 )(11V'u~!l 2 + IIV'w~ll 2 + IIV'b~ll 2 ), 

logo, observando (5.107), (5.108), (5.111) e (5.121), integramos de O a t, obtendo 

fot llu~'s(r)ll~·.dT + fot llw~'s(r)ll1-,dT + fot llb~'s(r)ll~.dr 

AI (lvlr6Tt- 2 lvf (lvh6T)n- 1 

:Se 21 (n- 2)! +c 17 (n- 1)! 

(Jvf16T)n- 2 (Jvfr6T)n- 1 

+cAI20 (n- 2)! +clvho (n- 1)! 

+clvlg (~~ 6 ~~~~
2 

fot (IIV'u~(r)ll 2 + IIV'w~(r)ll 2 + IIV'b~(r)ll 2 )dr 

e tendo em conta (5.55) e (5.60), concluimos que 

Agora, das estimativas (5.121), (5.125) e (5.132), junto com o Corolário 5.1, conclui-se 
que 

{u~}, {bn são sequências de Cauchy em L00 (0, T; H) n L2 (0, T; V), 

{wn é sequência de Cauchy em L00 (0, T; L2 (D)) n L2 (0, T; HJ(D)), 

{un}, {bn} são sequências de Cauchy em L00 (0,T;D(A)), 

{wn} é sequência de Cauchy em L00 (0, T; D(B)), 

{ u~}, {b~} ·são sequências de Cauchy em L2 (0, T; V*), 

e { w~} é sequência de Cauchy em L2 (0, T; H- 1
). 

Logo, desde que L 2 (0, T; V), L2 (0, T; HJ(D)), L00 (0, T; H), L00 (0, T; L2 (D)), L 00 (0, T; 
D(A)), L00 (0, T; D(B)), L 2 (0, T; V*) e L 2 (0, T; H-1

) são espaços de Banach, das con
clusões acima e da unicidade do limite, temos que 

un ---tu e bn ---t b forte em L00 (0, T; D(rl)), 
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wn---+ w forte em L00 (0, T; D(B)), 

uf---+ Ut e bf---+ bt forte em L00 (0, T; H) n L2 (0, T; V), 

w~---+ Wt forte em L00 (0, T; L2(D)) n L2 (0, T; HJ(D)), 

u~ ---+ Utt e b~ ---+ btt forte em L 2 (0, T; V*), 

w~ ---+ Wtt forte em L2 (0, T; H- 1
), 

onde (u, w, b) é a solução dada pelo Teorema 5.5. 
Finalmente, as estimativas de erro do Teorema 5.6 são obtidas tomando o limite 

quando s---+ oc nas desigualdades (5.107)-(5.109), (5.111), (5.121), (5.125) e (5.132) 
respectivamente. 

Observação 5.4 Da observação 5.3, para a única solução de (5.1)-(5.3) com condições 
iniciais (1.3), todas as estimativas de erro dos Teoremas 5.5 e 5.6 são válidas, desde que 

Un'8 (x, O) = un+s(x, O)- un(x, O)= uo(x)- uo(x) =O, 
wn,s(x, O)= wn+s(x, O)- wn(x, O) = wo(x)- wo(x) =O, 

bn,s(x,O) = bn+s(x,O)- bn(x,O) = bo(x)- bo(x) =O, 

Y'un,s(x, O)= V'un+ 5 (x, O)- V'un(x, O)= Y'uo(x)- Y'uo(x) =O, 

Y'wn,s(x, O) = V'wn+s(x, O)- V'wn(x, O)= Y'wo(x)- Y'wo(x) =O, 

V'bn,s(x, O)= V'bn+s(x, O)- V'bn(x, O)= Y'bo(x)- Y'bo(x) =O, 

Aun'5 (x, O) = Aun+s(x, O) - Aun(x, O) = Auo(x) - Auo(x) =O, 

Bwn' 5 (X, O) = Bwn+s(x, O)- Bwn(x, O) = Bw0(x)- Bw0 (x) =O, 

Abn'5 (x,O) = Abn+s(x,O)- Abn(x,O) = Abo(x)- Abo(x) =O. 

5.4 Resultados sobre a pressão 

5.4.1 Estimativas a priori 

Usando os resultados de Amrouche e Girault [3], como uma consequência do Teorema 5.3, 
para a pressão temos 

Proposição 5.1 Com as hipóteses do Teorema 5.3, para cada n, existe uma única pn E 

L2 (0,T;H 1(D)/IR) tal que (un,wn,bn,pn) é uma solução aproximada de (1.1)-(1.2) e 
(5.4). onde (un, wn, bn) é dada pelo Teorema 5.3. Além disso, as pressões aproximadas 
{pn} satisfazem 

fot i1Pn(T)ii~ 1 (11)/IRdT :S Co 

para todo t E [0, T] e onde C0 > O é uma constante genérica que independe de n. 
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O seguinte resultado é uma consequência do Teorema 5.4. 

Proposição 5.2 Com as hipóteses do Teorema 5.4, para cada n, a pressão pn obtida 
em Proposição 5.1, satisfaz pn E L00 (0,T;H 1(D.)/IR) e as pressões aproximadas {pn} 
satisfazem a seguinte estimativa 

para todo t E [O, T] e onde C0 > O é uma constante genérica que independe de n. Além 
disso, para cada n, (un, wn, bn,pn) é uma solução aproximada de (1.1)-(1.2) e (5.4), onde 
( un, wn, bn) é dada pelo Teorema 5.4. 

Prova da Proposição 5.1 

De (5.5) temos que 
(J.l + x)Aun+l = P(F) (5.133) 

onde 

Agora, 

IIFII 2 < ciiV'wnll 2 + cllbn II~,4IIV'bn+lll~,4 + cllfW + cllunii~,411V'un+lll~,4 + cll u~+lll 2 

< ciiV'wnll 2 + ciiV'bnii 2 IIAbn+lll 2 + cllfll 2 + ciiV'unii 2 IIAun+lll 2 

+cllu~+lll 2 , (5.134) 

com c > O independente de n. 
Então, observando a hipótese e as estimativas do Teorema 5.3, integramos de O a t, 

obtendo 

fot li F( r)ll 2dr ~ c. 

Logo, F E L2 (0, T; L2 (D.)). Portanto, os resultados de Amrouche e Girault [3] implicam 
que existe uma única p~+l E L2 (0, T; H 1{D.)/ IR) tal que 

-(J.l + x).6.un+l + V'p~+l F, 

div un+l o em Q = n X (0, T), 

un+llan - O 

e llun+lllft2 + IIP~+liiH,(f!)/IR ~ ciiFII. Em particular, 

IIP~+
1
11~,(!1)/IR ~ ciiFII 2

• 
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Agora, considerando 
pn+l = p~+l _ ~bn+l. bn+l 

e observando (5.6)-(5.8), temos que ( un+l, wn+l, bn+l, pn+l) é solução aproximada de (1.1 )
(1.2) e (5.4). 

Observemos que se u, v E HJ(D.), têm-se 

V(u ·v)= u · (Vv)t +v· (Vu)t, IIVull = II(Vu)tll e llu ·vil~, :::; ciiV(u · v)ll 2 (5.136) 

onde u · (Vv)t = uVv. 
Então, usando (5.136), temos a seguinte estimativa: 

11Pn+lll~ 1 (l1)/1R < ciiP~+lll~l(fl)/TR + cllbn+l · bn+1ll~1 
< ciiP~+lll~l(fl)/TR + ciiV(bn+l · bn+l)ll 2 

< ciiP~+ 1 IJ~,(l1)/TR + ciJbn+l · (Vbn+l)tll 2 

< ciiP~+lll~l(fl)/TR + cllbn+lii7,411Vbn+lll7,4 
< ciiP~+lll~ 1 (n)/TR + ciiVbn+lii 2IIAbn+lll 2 

onde c> O independe de n. Logo, observando (5.35), resulta 

IIPn+lll~l(fl)/TR :=:; ciiP~+lll~,(l1)/lR + ciiAbn+lll 2
· 

Assim, levando em conta (5.35), integramos (5.137) de O a t, obtendo 

(5.137) 

Observação 5.5 Da Observação 5.3-{1), conclui-se que para cada n, (un, wn, bn,pn) é 
uma solução aproximada de {1.1}-{1.3), onde (un, wn, bn) é dada pelo Teorema 5.3 e pn é 
fornecida pela Proposição 5.1. 

Prova da Proposição 5.2 

Com a hipótese do Teorema 5.4, as estimativas do Teorema 5.3 e Teorema 5.4, junto 
com (5.133) e (5.134), deduzimos que 

(p + x)Aun+t = P(F) onde F E L00 (0, T; L2(0)/ IR). 

Então, os resultados de Amrouche e Girault [3] implicam que existe uma única p~+l E 

L00 (0, T; H 1(0)/ IR) tal que 

IJun+liiH2 + IIP~+liiH 1 (l1)/TR :=:; cJIFII· 
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Logo, 

então, de (5.137), vem 

onde pn+l = p~+1 - ~bn+1 . bn+1. 
Portanto, tendo em conta (5.56) e o fato que F E L00 (0, T; L2(D.)/ JR), concluimos que 

sup{IIPn(t)l/1,(n)jlR}:::; Co 
t 

para todo t E [0, T] e para todo n. 

Observação 5.6 Da Observação 5.3-(2), resulta que (un, wn, bn,pn) é uma solução apro
ximada de ( 1.1 )- ( 1. 3), onde ( un, wn, bn) é fornecida pelo Teorema 5. 4 e pn é dada pela 
Proposição 5. 2. 

5.4.2 Estimativas de erro 

Temos os seguintes resultados: 

Proposição 5.3 Com as hipóteses do Teorema 5.3, as aproximações {pn} da Proposição 
5.1, converge em L2 (0, T; H 1(D.)/1R). O elemento limite p, satisfaz a seguinte estimativa 
de erro 

{t [(AfT)n-1]1/2 
lo IIPn(r)- p(r)l/1,(!1)/lRdT:::; A/15 (n

8
- 1)! 

para todo t E [O, T] e onde as constantes A;/8 e lvh5 são independentes de n. Além disso, 
pé tal que (u,w,b,p) é a única solução do problema (1.1)-(1.2) e (5.4), onde (u,w,b) é 
a única solução dada pelo Teorema 5. 5. 

Proposição 5.4 Com as hipóteses do Teorema 5.4, as aproximações {pn} dadas pela 
Proposição 5.2, converge em L00 (0, T; H 1(D.)/ IR) à p dada pela Proposição 5.3. Além 
disso, p satisfaz as seguintes estimativas de erro 

t (Af16T)n-1 
la IIPn(r)-p(r)il~,(f!)/lRdT < M24 (n- 1)!, 

s~p{IIPn(t)- p(t)l/1,(!1)/lR} < Af26 (~~~;~~
2 

para todo t E [0, T] e onde as constantes Af16, A124 e N/26 são independentes de n. 
Também, p é tal que (u, w, b,p) é a única solução do problema (1.1)-(1.2) e (5.4), onde 
( u, w, b) é a única solução fornecida pelo Teorema 5. 6. 
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Prova da Proposição 5.3 

De (5.135), temos que existe uma única p~+l E L 2 (0, T; H 1(0.)/ IR) tal que 

u~+l - (p + x)~un+l + un. 'Vun+l + 'Vp~+l = xrot wn + rbn. 'Vbn+l +f 

e pn+l = p~+l- ~bn+l · bn+l é a pressão aproximada de (1.1). 
Logo, de (5.138) deduzimos as seguintes identidades 

-u~+s- un-l+s. 'Vun+s + xrot wn-l+s 

+rbn-l+s. 'Vbn+s +f, 

(5.138) 

-u~- un-l. 'Vun + xrot wn-l + rbn-l . 'Vbn +f. 

Denotemos 
p~·s = p~+s- p~ e pn,s = pn+s- pn, \;f n, s ~ 1. 

Então, subtraindo as duas últimas identidades, tem-se que p~·s satisfaz 

-(p + x)~un,s + 'Vp~·s = -u~·s- un-l+s. 'Vun,s- un-l,s. 'Vun + xrot wn-l,s 

+rbn-l+s. 'Vbn,s + rbn-l,s. 'Vbn (5.139) 

com un·s, wn,s e bn,s definidas como anteriormente. 
Então, os resultados de Amrouche e Girault [3], implicam 

Logo, 

IIP~'sl/ f/1(!1)/IR ::::; llu~'sll + llun-l+s. 'Vun,sll + llun-l,s. V'unll + xllrot wn-l,sll 
+rllbn-l+s. 'Vbn,sll + rllbn-l,s. 'Vbnl/. 

IIP~'sllf/ 1 (!1)/TR < cllu~'sll + cllun-l+sllr. 4 IIY'un,sllr.4 + cllun-l,sllr,6IIY'unllr.3 
+ciiY'wn-l,sll + cllbn-l+sllr.4 IIY'bn,sllr.4 + cllbn-l,sllr.6IIY'bnllr.3 

< ciJu~'sll + ciiY'un-l+siiiiAun,sll + ciiY'un-l,siiiiY'unii 112 IIAunW/2 

+ciiY'wn-l,sll + ciiY'bn-l+siiiiAbn,sll + ciiY'bn-l,siiiiY'bnii 112 IIAbnll 112 , 

onde c > O independe de n e s. Assim, 

IIP~'sll~1 (!1)/ IR 

::::; cllu~'sll 2 + ci1Aun,sll 2 + ciiY'un-l,sii 2 IIAunll + ciiY'wn-l,sll 2 

+ciiAbn,sll 2 + ciiY'bn-l,sii 2 IIAbnll 

::::; cllu~'sll 2 + c(IIAun,sll 2 + IIAbn,sll 2
) 

+c(IIY'un-l,sll2 + IIY'wn-l,sll2 + IIY'bn-l,sii2)(11Aunll + IIAbnll + 1). (5.140) 
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Como pn+l = pn+l - !.bn+l · bn+l então 
' * 2 ' 

assim, pn,s satisfaz a seguinte identidade 

r . r 
Pn,s = pn,s _ -bn,s . bn+s _ -bn . bn,s 

• 2 2 . 

A seguir, levando em conta (5.136), as imersões H 2(0) Y L00 (0) e H 1(0) Y L4 (0), 
temos 

IIPn,sll~l(n)jlR < ciiP~'sll~l(n)jlR + cii'V(bn,s. bn+s)ll2 + cii'V(bn. bn,s)ll 2 

< ciiP~'sll~ 1 (n)jlR + cllbn,s · (\7bn+snl 2 + cllbn+s · (\7bn,s)tll 2 

+cllbn . (\7bn,s)tll2 + cllbn,s. (\i'bn)tW 

< ciiP~'sll~~cnJ;TR + cllbn,sii7,"'IIV'bn+sll 2 + cllbn+sii7.4IIV'bn,sll7.4 

+cllbnll7.411 V'bn,s 117.4 + cllbn,s ll7,oo li V'bnll 2 

< ciiP~'sll~~cnJ/TR + ciiAbn,sii 2IIV'bn+sll 2 + ciiV'bnii 2 IIAbn,sll 2 

onde c> O independe de n e s. Logo, observando (5.35), vem 

IIPn,sll~~(n)jlR ~ cllp~'sll~~(n)jlR + ciiAbn,sll 2
. (5.141) 

Portanto, de (5.140) e (5.141), resulta 

IIP~'
5
(r)ll~~(n)j/R ~ cllu~'

8

(r)ll
2 + c(IIAun,s(r)ll 2 + IIAbn,s(r)ll 2

) + c</Jn-l,s(r)1Pn(T) (5.142) 

IIPn,s(r)ll~l (n)j/R ~ cllu~'
8
(r)W + c(IIAun,s(r)ll 2 + IIAbn,s(r)W) + c<Pn-l,s(T)Wn(T) (5.143) 

onde 

</Jn,s(f) = IIV'un,s(t)ll 2 + IIV'wn,s(t)ll 2 + IIV'bn,s(t)ll 2 

1Pn(t) = IIAun(t)ll + IIAbn(t)il + 1. 

Agora, tendo em conta (5.100) e (5.103), integramos (5.142) de O a t, obtendo 

t [(NlaT)n-1] 1/2 [(AiaT)n-1] 1/2 
lo IIP~'

5

(r)ll~~(n)j1Rdr ~ cM12 (n _ 1)! + cNfto (n _ 1)! 

+c fot <Pn-1,s(r)1Pn(r)dr (5.144) 
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De (5.35), temos que {l/Jn} é uniformemente limitada em L2 (0, T), então aplicando a 
desigualdade de Hõlder e observando (5.98), temos 

c lat <Pn-1,s(r)'l/Jn(r)dr < c(fot <P~_ 1 , 8 (r)drr
12

(fot 'l/;;(r)dr)
112 

< c ( lat <P~-1,s( r)dr) 1/2 

( 
{t 2(Msr)n-2 )112 ((/tvfsT)n-1)1/2 

< c lo M9 (n _ 2)! dr ::; lvf13 (n _ 1)! , 

levando isto em (5.144), concluímos 

{t [(M T)n-1] 112 
lo IIP~'s(r)ii;,,(n)jlRdT::; lvf14 (n

8
_ 1)! . (5.145) 

Analogamente, de (5.143), tem-se 

t [(MsT)n-1] 1/2 
la IIPn,s(r)ll;,,(n)j/RdT::; lv/15 (n -1)! . (5.146) 

Assim, do Corolário 5.1 junto com (5.145) e (5.146), deduzimos que {p~}, {pn} são 
sequências de Cauchy no espaço de Banach L2 (0, T; H 1(0)/ IR). Portanto, existem p* e 
p em L2 (0, T; H 1(fl)/ IR) tais que 

p~ -----'? p. e pn -----'? p forte em L2(0, T; H1(0)j IR) e 

Ut- (J-L + X)6.u + U ·\lu+ \lp* = xrot W + rb · \lb + j (5.147) 
, r 

onde (u, w, b) e dada pelo Teorema 5.5. Somente falta mostrar que p = p.- '2b · b. 

De fato, como pn = p~- ~bn · bn, então usando (5.136), temos 

i!Pn- (p*- ~b · b)II;,,(O)/IR li(P~- ~bn · bn)- P* + ~b · bll;,l(O)/IR 

< cl!p~- p.II;, 1(0)/IR + cllb · b- bn · bnli;,,(O)/IR 

< cllp~- p.II;,,(O)/IR + ci!"V((bn + b) · (bn- b))li 2 

< cllp~- P*II;,,(OJ/IR 

+cllbn + blli.411"V(bn- b)lli.4 + cllbn- blli.ooii"V(bn + b)ll 2 

< cl!p~- P*li;,,(n)/IR + cii"V(bn + b)li 2 iiA(bn- b)li 2 

logo, observando (5.35), vem 

i!Pn- (p*- ~b · b)II;,,(O)/IR::; cllp~- P*ll1,(n)j/R + ci!A(bn- b)ll 2
· (5.1-18) 
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Portanto, desde que p~ ~ p* em L2 (0, T; H 1(rl)/IR) e bn ~bem L2 (0, T; D(A)), 

conclui mos que {pn} converge a p. - ;b.b em L2 (0, T; H 1(fJ) /IR) e pela unicidade do 

limite, resulta 
r 

p = p.- 2b. b 

e assim, de (5.147) temos que (u,w,b,p) é a solução do problema (1.1)-(1.2) e (5.4). 
Finalmente, tomando o limite quando s ~ oc em (5.146), obtemos 

Prova da Proposição 5.4 

Observando (5.108) e (5.111), integramos (5.143) de O a t, obtendo 

rt (!vi T)n-1 (M T)n-1 {t 
lo IIPn,s(r)ii~l(fl)/IRdT :S c!vf2o (~

6

- 1)! + cM17 (~
6

- 1)! +c lo cPn-1,s(r)Çn(r)dr 

onde 

cPn,s ( t) 
V;n (i) 

I\Y'un,s(t)\\ 2 + IIY'wn,s(t)ll 2 + IIY'bn,s(t)ll 2 

1\Aun(t)ii + 1\Abn(t)ii + 1. 

De (5.56), temos que { ~n} é uniformemente limitada em L00 (0, T), então 

Logo, de ( 5.109) e da definição de cPn,s' tem-se 

de onde concluimos 

(5.149) 

Agora, de (5.148), observando (5.107), (5.121), (5.125), o fato que { V;n} é uniformemente 
limitada em L00 (0, T) e a definição de cPn,s(t), obtemos 
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Logo, 

li n s( )ll2 (Jvft6T)n-
2 

P*' t Hl(f2)/TR:::; M2s (n- 2)! . (5.150) 

Analogamente, de (5.14.3) tem-se 

11 
n,s( )112 , (M16T)n-

2 

p f Hl(f2)/TR:::;lvf26 (n- 2)! · (5.151) 

Logo, de (5.150), (5.151) e Corolário 5.1, concluímos que {p~}, {pn} são sequências de 
Cauchy no espaço de Banach L00 (0, T; H 1(rl)/IR). 

Portanto, pela unicidade do limite, temos 

r 
com p = p* - '2b · b, onde p e p* são dadas pela Proposição 5.3. 

Além disso, de (5.147) temos que (u,w,b,p) é solução de (1.1)-(1.2) e (5.4), onde 
(u,w,b) é dada pelo Teorema 5.6. 

Finalmente, as estimativas de erro da proposição são obtidas tomando o limite quando 
s-----+ oc nas desigualdades (5.149) e (5.151) respectivamente. 

Observação 5. 7 Da Observação 5.4, as estimativas de erro para as soluções aproximadas 
{ ( un, wn, bn, pn)} do problema ( 1.1 )- ( 1. 3), são dadas pelo Teorema 5. 5 e Proposição 5. 3. E 
melhores estimativas de erro para as soluções aproximadas { ( un, wn, bn, pn)} do problema 
(1.1)-(1.3), são fornecidas pelo Teorema 5.6 e Proposição 5.4. 
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Capítulo 6 

Comentarias finais, perspectivas 
futuras 

6.1 Comentarias finais 

1. Os resultados do Capítulo 2 foi publicado em 1996, na Revista de Matemáticas 
Aplicadas , Univ. de Chile, Vol. 17, pag. 75-90, com o título: On the uniqueness 
and regularity of the weak solution of Magneto-micropolar .fiuid equations. 

2. Fazendo uma análise mais geral do Capítulo 2, obteve-se o trabalho: On the exis
tence of fractional time-derivative of some evolution partia! differential equations, 
publicado como Relataria de Pesquisa N2. 82, IMECC- UNICAMP, 1997. 

3. A primeira Seção do Capítulo 3, foi apresentado em 1995 no 4º Congreso Franco
Latinoarnericano de l\Iaternáticas Aplicadas (Métodos Numéricos en Mecánica), 
Concepción, Chile, com o título: Magneto Micropolar .fiuid motion: Global exis
tence of strong solutions. O resumo foi publicado no Anal do congresso e o trabalho 
completo foi publicado corno Relataria de Pesquisa N2. 43, IMECC- UNICAMP, 1995. 

4. O resultado da Seção 3 do Capítulo 3, foi publicado em 1997 corno Relataria de 
Pesquisa N2. 89, lMECC- UNICAMP, 1997, com o título: An errar estimates uniform 
in time for espectral Galerkin approximations o f the magneto-micropolar .fiuid equa
tions. 

5. Do Capítulo 4, os resultados obtidos na Seção 2 (existência de soluções fracas), foi 
apresentado no V \vorkshop on partia! differential equations: Theory, computation 
and applications, üiPA, RJ, 1997, com o título: On the initial value problem for 
the equations of magneto-micropolar fluid in a time dependent domain, tem sido 
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aceito para publicação na Revista Matemática Contemporanea ("proceedings"do V 
\Vorkshop em Equacoes Diferenciais Parciais). 

6. Durante o desemvolvimento do Capítulo 5, foram realizados os seguintes trabalhos: 

• Relataria de Pesquisa N2. 23, IMECC-UNICAMP, 1997, com o título: On the 
convergence rate for an iterational method for the equations o f nonhomogeneous 
incompressible fluids 

• Relataria de Pesquisa N2. 42, IMECC- UNICAMP, 1997, com o título: The equa
tions of a viscous asymmetric fluids: An iterational approach. 

Também, usando o método iterativo aplicado no Capítulo 5, está sendo desemvolvido 
um trabalho para as equações de fluido asimétrico não homogêneo. 

6.2 Pesquisas futuras 

1. Estudar a existência de soluções periódicas das equações de um fluido asimétrico. 

2. Considerando as equações de fluidos magneto-micropolares definidos sobre domínios 
"thin" tri-dimensionais e com condições de contorno periódicas, pretemdemos estu
dar a existência de um atrator global e a regularidade de soluções. 

3. Aplicar o processo de homogenização para as equações de um fluido assimétrico em 
um meio poroso. 

4. Usando o método de aproximação de elementos finitos para as equações de um fluido 
magneto-micropolar, estudar a regularidade de soluções e a ordem das estimativas 
de erro para a discretização espacial. Também, queremos fazer um análise sobre a 
estabilidade de soluções e das estimativas de erro uniformes no tempo. 

5. Analisar as estimativas de erro dos métodos de projeção (ou métodos de passo 
fracionai) para as equações de um fluido magneto-micropolar. 

6. Implementação computacional de métodos de projeção e do método de elementos 
finitos para as equações de fluidos magneto-micropolares. 
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