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Resumo

Nesta dissertacao revisitamos a solugao do Décimo Problema de Hilbert publicada por Mar-
tin Davis.

A ideia é apresentar de forma compreensivel os pontos principais abordados nesta demons-
tracao acrescentando alguns que foram omitidos da original e simplificam a leitura.

O texto estd intimamente relacionado & diversos temas da Teoria dos Ntimeros (equacoes
diofantinas, equagao de Pell, congruéncias, etc) e da Teoria da Computabilidade (fungoes re-
cursivas, fungoes computéveis, algoritmos, maquinas de Turing, etc).

Palavras-chave: Maquina de Turing, Algoritmo, Hilbert, Equacao de Pell, Diofantino, Funcao
Recursiva, Problema de Decisao, URM-Computabilidade.



Abstract

In this thesis we revisit the Martin Davis’ version of the solution of Hilbert’s 10th problem.

The idea is to carefully present the main points of the proof by adding a few details left out
in the original text and which simplify the reading.

This work is closely related to several themes in Number Theory (diophantine equations,
Pell’s equation, congruences, etc) and in Computability Theory (recursive functions, com-
putable functions, algorithms, Turing machines, etc).

Keywords: Turing Machine, Algorithm, Hilbert, Pell Equation, Diophantine, Recursive Func-
tion, Decision Problem, URM-Computability.



Lista de Simbolos

Np: E o conjunto dos inteiros ndo-negativos ou naturais, {0,1,2,...}.

N;: E o conjunto dos inteiros positivos, {1,2,3,...}.

N;: E o conjunto dos inteiros maiores ou iguais a k, {k,k+1,k+2,...}, onde k € Np.
Z/nZ: E o conjunto dos residulos médulo n, {0,1,...,p — 1}, onde n € N,.

r(mod n): E o elemento de Z/nZ congruente a r médulo n.
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Capitulo 1

Familiarizacao com o Décimo Problema
de Hilbert

1.1 Resumo Historico

Em 1900 o Matematico alemao David Hilbert propds uma lista de 23 problemas na Confe-
réncia Internacional de Matematica em Paris. Estes 23 problemas foram escolhidos de forma
que a solucao de cada um fosse capaz de trazer grande avango para a Matematica ao longo do
século XX. Alguns dos problemas ainda permanecem abertos, outros foram resolvidos parcial-
mente, um foi considerado vago demais e outro foi tido como nao-matemético. A maioria foi
resolvido e esta dissertacao detalha a solucao do Matematico estado-unidense Martin Davis do
décimo problema desta lista cuja primeira solucao completa foi atribuida ao Matematico russo
Yuri Matiyasevich em 1970.

O Décimo Problema de Hilbert questiona sobre a existéncia de um algoritmo geral ca-
paz de decidir a solubilidade de quaisquer equacoes Diofantinas, ou seja, capaz de afirmar se
uma equagao Diofantina qualquer (de grau e nimero de incognitas arbitrarios) possui ou nao
solugoes inteiras.

Em 1972 o Matematico alemao Carl Siegel mostrou que tal algoritmo existe para a classe
de equagoes Diofantinas cujo grau é 2 (e niimero arbitrario de incégnitas) e mostrou posterior-
mente que nao existe para a classe de equagoes Diofantinas cujo grau é 4. Ainda é um problema
aberto a existéncia de um algoritmo para a classe de grau 3.

O enunciado do Décimo Problema de Hilbert mencionava o termo 'algoritmo"(essencial
no problema), porém naquele ano ainda nao havia uma defini¢ao precisa do que seria um "algo-
ritmo". O desenrolar da solu¢ao, 70 anos depois, se deveu em grande parte ao desenvolvimento
da nogao precisa de algoritmo, principalmente aos Matematicos inglés Alan Turing e estado-
unidense Alonzo Church e a contribuicdo dos Matemaéticos estado-unidenses Martins Davis,
Julia Robinson e Hilary Putnam.

Vamos revisitar a solugao de Martin Davis publicada em 1973 na The American Mathe-
matical Monthly que se encontra em [2] e complementé-la com topicos extras.
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1.2 MaAaquinas de Turing

Vamos adotar as explicagoes dadas por Yuri Matiyasevich em [3] sobre maquinas de Turing,
as definigoes sao aprofundadas e formalizadas mais amplamente em [2].

Quando Hilbert enunciou o Décimo Problema, o significado do termo algoritmo nao era
matematicamente preciso e portanto requeria formalizagao e alguma convencao que fosse aceita
pela comunidade. Apds uma série de estudos por Logicos e Matematicos, pode-se compreender
melhor e deixar mais preciso o que se entendia por algoritmo. Observou-se que a ideia fundamen-
tal que esta por tras de todas as maneiras de se definir esta noc¢ao é sempre a mesma. Podemos
nos convencer que possuimos um método geral para resolver problemas de um determinado
tipo quando ao usarmos este método somos capazes de solucionar qualquer problema particu-
lar daquele mesmo tipo sem empregar nossa criatividade, ou seja, apenas mecanicamente. Isso
pode ser formalizado considerando que podemos construir uma maquina ou computador que
resolvera problemas de determinada classe sem nossa intervencao, ou seja, automaticamente.

As maquinas de Turing sdo computadores abstratos. Embora possam ser descritas em
terminologia puramente teérica pela Matematica, vamos adotar a convencao de descrever as
méaquinas de Turing como se fossem dispositivos fisicos com certas propriedades (que variam
conforme a abordagem do autor, mas que se mostram equivalentes quando confrontadas).

Uma maquina de Turing como iremos definir tem memoria na forma de uma fita divi-
dida em células. A fita é unidirecional, possui apenas uma extremidade que vamos assumir ser
a esquerda. A direita, a fita continua infinitamente. Diferentemente de computadores fisicos
reais, isto quer dizer que um célculo usando uma Maquina de Turing nunca terminara com uma
menssagem da forma memodria insuficiente. Por outro lado, para qualquer calculo particular
ird requerir somente um nimero finito de células.

Cada célula, ou estard vazia ou contera um tnico simbolo de um conjunto finito de simbolos
A = {ay, 9, ..., } chamado alfabeto. Diferentes maquinas podem ter diferentes alfabetos.
Um dos simbolos tem o papel importante de marcar a célula final mais a esquerda da fita e nao
aparece em mais nenhum outro lugar. Noés usaremos o simbolo “x” para este marcador. Além
disso, precisamos denotar uma célula vazia e para isto sera usado o simbolo A.

Os simbolos sobre a fita sao lidos, apagados ou escritos por uma cabeca a qual em cada
momento de tempo discreto escanea uma das células. A cabega pode mover-se ao longo da fita
para a esquerda e para a direita.

Em cada momento, a maquina estd em um dos finitos estados que denotaremos por qi, qa, ..., Gy.
Um dos estados é declarado ser o inicial que sempre sera assumido ser ¢;. Além disso, um ou
mais estados sao declarados serem os estados finais.

A préxima acdo de uma maquina é totalmente determinada pelo estado atual e o sim-
bolo que esta sendo escaneado pela cabeca. Em um tnico passo, a maquina pode mudar o
simbolo na célula, mover a cabeca uma célula para a direita ou para a esquerda e passar para
o proximo estado. As acoes sao definidas por um conjunto de instrugées na forma
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qit; = OéA(i,j)D(ia j)QQ(%J%

onde

1. ¢;, o estado atual, ndo é permitido ser um estado final,

2. a; é o simbolo escaneado pela cabeca, o; € A a menos que a célula atual esteja vazia,
caso que ocorre se a; = A;

3. aa(,y) € o simbolo a ser escrito, aaij) € A (O caso aaqj) = a; nao esta excluido);
4. D(i, j) representa o movimento da cabega, sdo trés opgoes:

(a) L, a cabega move-se uma célula para a esquerda;
(b) R, a cabega move-se uma célula para a direita;

(¢) S, a cabega fica parada;

5. qg(.,j) € o novo estado (o caso g ;) = ¢; nao esta excluido).

Nos referimos a parte de uma instrugado precedendo “=" como LHS (left hand side ou
lado esquerdo) e a parte apds “=" como RHS (right hand side ou lado direito). Seguindo
nossa CONvengao, se oy = %, entado aaq ;) = * ¢ D(4,5) # L, por outro lado, se a; # x, entdo
aa@i,j) 7 *. Para cada par consistindo de estado que nao seja final e um elemento de AU {A},
deve existir exatamente uma instrugdo com o correspondente LHS.

Para iniciar, algum segmento da fita estd ocupado com simbolos de A sem lacunas e o
restante da fita, potencialemnte infinito, esta vazio, a cabeca escanea uma das células e a ma-
quina estd no estado inicial ¢;. Entao, o trabalho da maquina terminara apds uma instrucao
na qual qg ;) executado ¢ um estado final. E possivel que a maquina nunca alcance o estado
final e que o trabalho continue indefinidamente.

A informacao de entrada é determinada pelo conteudo inicial da fita e a posicdo da ca-
beca sobre a fita. O resultado do calculo, a saida, é determinada pelo contetido da fita quando
o trabalho para, a posicdo da cabeca sobre a fita e o estado final. A acdo de interpretar as
informacgoes de entrada e a saida sdo eventos externos a maquina de Turing. Por exemplo,
numeros naturais podem ser escritos sobre a fita em notacao binaria usando os simbolos o = 0
e B =1, ou vice-versa e nestes dois casos a mesma maquina, em geral, iria calcular duas fungoes
diferentes.

1.2.1 Composicao de Maquinas

Gostariamos de stabelecer a existéncia de maquinas com propriedades particulares, contudo
sem a necessidade de escrever um sistema completo de instrugoes para cada uma, pois isto de-
mandaria um trabalho imenso e talvez fosse impraticavel. Em vez disso, é dado um conjunto de
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instrugoes explicitas somente para algumas maquinas fundamentais mais simples e utiliza-se a
composicao para produzir novas maquinas mais complexas a partir destas. Isto permitira obter
as maquinas, ao menos demonstrar a existéncia de outras maquinas cujas instrucoes seriam
demasiadamente complexas.

Todas as maquinas fundamentais que estamos interessados possuem o mesmo alfabeto:

{%,0,1,2,3, A}.

Havers exatamente dois estados finais ¢ e g3 cuja interpretacio serd SIM e NAO, respec-
tivamente sempre que a maquina alcancar algum desses dois estados. As células contendo o
simbolo A tera o papel indicar células vazias no seguinte sentido: somente células vazias e cé-
lulas contendo o simbolo A podem ser situadas a direita de uma célula contendo o simbolo A e
para qualquer estado ¢; as instrucoes com LHS igual a ¢;\ e ¢;\ terao RH S idénticos.

O primeiro método para construir uma maquina M compondo-se duas maquinas M; e
M, esta detalhado como segue:

1. Em todas as intrugdes da maquina M, o estado final ¢o é substituido por ¢,.; onde v
¢ o nimero de estados da maquina M; (devemos relembrar que os estados finais podem
ocorrer somente nas instrugoes do RHS).

2. Em todas as intrugoes da maquina Ms, todo estado nao final ¢;, é substituido por ¢,.;
(em particular, ¢; é substituido por g,;1).

3. O conjunto de intru¢des da nova maquina M consiste de intru¢des de ambas as maquinas
dadas, modificadas como descrito acima.

A acdo da maquina M consiste da execucao consecutiva das agdes das maquinas My e M,
como originalmente constituidas, levando-se em conta que M; parou no estado ¢o. Para denotar
a maquina M usamos a notagao

Ml;MQ.

Vemos que a composicao de Maquinas de Turing descrita acima é uma operacao associ-
ativa, de modo que a notacao Mi; Msy; M3 estd bem definida.

O segundo método para construir uma nova Maquina de Turing a partir de duas maquinas
My e M, dadas é descrito como segue:

1. Em todas as intrugoes da maquina M, o estado final ¢, é substituido por ¢, onde v é
o numero de estados da maquina M; e o estado final g3 é substituido por ¢s.

2. Em todas as intrugoes da maquina Ms, todo estado nao final ¢;, é substituido por ¢,.; e
o estado final ¢y é substituido por g¢;.

3. O conjunto de intru¢des da nova maquina M consiste de intru¢des de ambas as maquinas
dadas, modificadas como descrito acima.

A maquina de Turing construida deste modo sera denotada por
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while M; do M, od

14

A acgado desta maquina consiste em realizar as acoes das maquinas My e M, como original-

mente constituidas até que uma delas entre no estado final ¢3.

M
q> q> ¥ gz
q1 q1 q1 g
a3 43 K
Figura 1.1: Primeiro método de composicao de duas maquinas de Turing
M
q> q> qz
a1 a1 a1
qs qs "I 93

Figura 1.2: Segundo método de composicao de duas maquinas de Turing

A notagao introduzida acima assemelha-se a uma liguagem primitiva de programacao. De

fato, todo programa como este denota uma maquina de Turing particular.

As maquinas de Turing podem lidar com sequéncias de caracteres, mas estamos interes-
Para representar um inteiro m € Ny utilizamos m + 1
células consecutivas sendo a mais a esquerda com o simbolo 0 e as demais com o simbolo 1.

sados naquelas que lidam ntmeros.
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Observamos que a direita da ultima célula desta representacdo nao podera haver o simbolo 1.
A representacao da n-upla:

((11, ag, ..., a’n)

consistira de representagoes dos nimeros aq, as, ..., a, € Ny dispostos um apos o outro, sem la-
cunas, comecando pela segunda célula da fita. A primeira célula contera, conforme discutimos
anteriormente, o marcador *. As demais células podem ser vazias ou, de acordo com nossa
convencao, conter o simbolo .

*xjfofjr1jojr1jr1j1jofjog1p1yg2Ar

% Cabecga da maquina, pode mover-se

para direita, esquerda ou ficar parada.

q4

q3 dn

\

q2 q1

Estado atual

Figura 1.3: Maquina de Turing e a representagao da quadrupla (1,3,0,2) sobre a fita.

Com estas maquinas podemos realizar diversas operacoes com tais n—uplas e transforma-las
em outras, como por exemplo:

ay, ag, ..., an_1,0);

A1,y ooy Ap1, G + A1);

a1,0a2, ..., An—1, L * al);

(
(
(a1, a9, ..., p_1,ar + a;);
(
(ay, a9, ..., An_1,a3)

onde 1 < k,l < n. Estas maquinas sdo construidas em detalhes em [3]. Precisamos de
uma definicdo antes de continuarmos.

Definig¢ao 1.2.1. Uma equagio Diofantina é uma equagdio da tipo P(ay,as, ...,a,) =0 onde P
¢ um polinémio com coeficientes em Z nas n varidveis aj, as, ..., a, € Ni.
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Teorema 1.2.2. Dada qualquer equagao Diofantina paramétrica (ay,as, ..., a, sao os pardame-
tros que sdo firados ao se resolver a equagdo Diofantina e pertencem a algum conjunto de valores
pré-estabelecido)

P(ay,ag, ..., 00,21, %o, ... Tpy1) = 0 (i)

podemos contruir uma mdquina de Turing M que pdra em algum passo, comegando com a
representacao da n-upla

(ala a2, "‘7an)7

se, e somente se, a equagdo (1) é solivel nas incégnitas xy,Ta, ..., Tymi1-

A demonstragao passo a passo do Teorema (1.2.2) pode ser encontrada em [3].

O que mostramos com o Teorema (1.2.2) é que as equagoes Diofantinas sao "semi-decidiveis”,
ou seja, se uma equagcao tem uma solucao, entao este fato pode ser revelado puramente de forma
mecanica. Esta semi-decibilidade é uma propriedade intuitiva e a prova formal nao contribui
muito para o conhecimeto sobre equacoes Diofantinas. Nao obstante, este fato nos mostra
que as maquinas de Turing sao suficientemente poderosas, apesar de seu conjunto primitivo de
instrucoes.

Dizemos que um conjunto M de n-uplas de niimeros naturais (Ng) é Turing semi-decidivel
se existe uma maquina de Turing M que, comegando no estado ¢;, com uma fita contendo a
representagdo candnica (com nenhuma célula contendo A da n-upla (aq,as,...,a,) e com sua
cabeca escaneando a célula mais a esquerda da fita, em algum passo durante seu funcionamento
ir4 parar se, e somente se, (ay,as, ..., a,) € 9. Neste caso dizemos que M semi-decide 9.

Assim, o Teorema (1.2.2) mostra que todo conjunto Diofantino (veja a Defini¢ao (2.3.1)) é
Turing semi-decidivel. Temos também a reciproca:

Teorema 1.2.3. Toda conjunto Turing semi-decidivel é Diofantino.

A demonstragao passo a passo do Teorema (1.2.3) pode ser encontrada em [3].

1.3 A Tese de Church

Um conjunto 2 de n-uplas com entradas em Ny é chamado de Turing decidivel se existe
uma maquina de Turing M que, comecando no estado ¢;, com a cabeca lendo a célula mais
a esquerda da fita contendo a representagdo canonica da n-upla (a,as, ..., a,) para em algum
instante no estado ¢ se (ay, as, ..., a,) € M e no estado g3 caso contrario.

Todo conjunto Turing decidivel é também Turing semi-decidivel. De fato, se M é uma
maquina de Turing que revela a decibilidade de M, entao a maquina que executa M

while M do PARA od; NUNCAPARA
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semi-decide o conjunto M, onde as maquinas PARA e NUNCAPARA sao dadas pelas sequén-
cias de instrucoes:

Maquina PARA:

q1x = *5qs3
310 = 05¢3
@11 = 15¢;
12 = 25¢;
@13 = 35¢3
@A = ASq3
g\ = A\Sqs

Maquina NUNCAPARA:

qix = *Sq
¢10 = 0S¢,
¢l = 15¢
@12 = 25¢
@13 = 3Sq
@A = \NSq
G\ = ASq.

Se um conjunto é semi-decidivel entao seu complemento também é semi-decidivel. De fato,
é suficiente considerar a maquina

while M do NUNCAPARA od

Para uma explicagao ilustrativa destes fatos veja [5]

Entretanto, nao é imediato concluir a reciproca: se ambos 9 e seu complemento sao Turing
semi-decidiveis, entao 9 é Turing decidivel. Este fato ainda é verdadeiro e pode ser mostrado
tendo em vista que a classe dos conjuntos Diofantinos é equivalente a classe dos conjuntos
Turing semi-decidiveis conforme é feito em [3]

A equivaléncia entre a classe de conjuntos Diofantinos e a classe de conjuntos semi-decidiveis
bem como o fato que sera provado do Décimo problema de Hilbert ser Turing indecidivel trazem
novos questionamentos. A definicdo de conjunto Diofantino é de certa forma bastante natural
ao passo que de conjunto Turing semi-decidivel é repleta de detalhes técnicos que parecem ar-
tificiais. Por exemplo, poderiamos representar os niimeros de forma binaria em vez de unéria.
A fita poderia ser infinita em ambas dire¢oes em vez de somente em uma direcao. No lugar
de uma tnica cabega poderia haver varias, cada uma executando seu préprio conjunto de ins-
trugoes enquanto compartilhando informagoes sobre as células sendo escaneadas. Além disso,
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poderia haver mais de uma fita. De fato, a memoria nao precisa ser linear, poderia ter a forma
de um plano dividido em células quadradas. Para toda modificacdo da no¢do de uma maquina
de Turing podemos introduzir um conceito correspondente de semi-decibilidade e enunciar a
questao de como tal conceito se relaciona aos conjuntos Diofantinos.

A prépria maneira de codificar equagoes Diofantinas poderia ser repensada, por exemplo,
o natural seria escrever sobre a fita o nimero de incégnitas, o grau e os coeficientes de uma
equagcao na forma unaria ou em alguma notacao posicional. Hilbert ndo impds quaisquer restri-
¢oOes sobre o método desejado para resolver o Décimo Problema. Desta forma, se para alguma
notacao apropriada para polindmios, alguém tivesse éxito em construir uma maquina de deci-
sao entao o Décimo Problema de Hilbert teria uma solugao positiva. Assim, o que garante que
a Turing indecibiliadade do Décimo Problema conforme definida possa ser considerada uma
solucao negativa?

Para toda modificagdo da nogao de maquina de Turing (ou qualquer outro dispositivo de
célculo abstrato) e para todo método de representar dados iniciais sobre a fita, alguém po-
deria tentar obter as afirmacoes de que a classe de conjuntos Diofantinos é idéntica a classe
de conjuntos semi-decidiveis e que o Décimo Problema de Hilbert é indecidivel. Isto poderia
ser feito diretamente ou indiretamente. Para o primeiro, precisariamos introduzir uma ma-
neira adequada de codificacdo e provar que as relagoes correspondentes sao Diofantinas. Para
o segundo, podiamos esquecer as equacoes Diofantinas por enquanto e provar que a classe de
conjuntos semi-decidiveis permanece a mesma nao obstante as modifica¢gdes na definigdo. Tais
estudos de relagoes entre (semi-)decibilidade sobre diferentes dispositivos abstratos de célculo
foram de fato levados a exaustao durante o trabalho do Décimo Problema e muito antes sua
indecibilidade foi estabelecida em todos os sentidos. Estes estudos mostraram que as nogoes
de conjuntos semi-decidiveis e conjuntos decidiveis, que foram introduzidas usando maquinas
de Turing, sao de fato insensiveis a escolha particular do dispositivo de calculo e do método de
representacao dos dados iniciais. As classes idénticas surgiram para qualquer escolha razoavel.
Por “razoavel” entendemos que passos elementares de calculo devem mesmo ser elementares,
ou seja, facilmente realizaveis (por exemplo, ndo se pode reconhecer em um tinico passo se uma
equacao Diofantina particular possui solugao).

Muito antes do surgimento das primeiras nogoes matematicamente rigorosas de dispositivos
abstratos de calculo tais como méaquinas de Turing, havia a nocao intuitiva de um algoritmo
como um método certo para se chegar a uma solugado mecanica de problemas de um tipo especi-
fico. Como um exemplo cléssico, podemos mencionar o algoritmo de Euclides para encontrar o
maximo divisor comum de dois inteiros positivos ou o método de extracao de raizes quadradas
conhecido na Grécia antiga. Quando um algoritmo era proposto, era claro que de fato havia
um método universal para solucionar problemas do tipo especifico. Entretanto, tais nocoes
nao sao suficientes para uma prova de que nao existe algoritmo para problemas do tipo sendo
considerado.

Os dados iniciais para um algoritmo (no sentido intuitivo) sao selecionados de algum con-
junto enumeravel e, sem perda de generalidade, vamos considerar somente situacoes nas quais
os dados iniciais consistem de ntimeros naturais ou de n-uplas de niimeros naturais de algum
comprimento fixo.
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O resultado da execugdo de um algoritmo é também um objeto de tipo especifico. Po-
deriamos ter escolhido considerar somente algoritmos cujas saidas sao nimeros naturais, mas
estd mais no espirito deste tema considerar em vez disso algoritmos com as duas saidas “SIM”
ou “NAQO”. Correspondentemente, junto com o conceito de algoritmo, dois outros conceitos rela-
cionados aparecem, os conceitos intuitivos de conjunto decidivel e semi-decidivel. Um conjunto
9 de n-uplas é decidivel (no sentido intuitivo) se existe um algoritmo (também no sentido
intuitivo) que péra sobre toda n-upla de niimeros naturais e retorna com a mensagem “SIM”
ou “NAO” dependendo se a n-upla pertence ou nao ao conjunto. Analogamente, para 9 ser
semi-decidivel precisariamos de um algoritmo que retornasse “SIM” para toda n-upla em 90 e
que ou retornaria “NAQO” ou falhasse em parar se a n-upla ndo pertencesse a 9. A Teoria da
Computabilidade em sua totalidade poderia ser explicada em termos de conjuntos decidiveis
e semi-decidiveis, da mesma forma ao se eliminar a nogao de func¢oes da Matematica lidar so-
mente com seus graficos.

Entre decibilidade intuitiva e semi-decibilidade existe a mesma relacao que entre Turing-
decibilidade e semi-decibilidade: um conjunto é dicidivel se, e somente se, ambos o conjunto e
seu complemento sao semi-decidiveis.

Quéao formal Turing (semi-)decibilidade estd relacionada a (semi-)decibilidade no sentido
intuitivo? Uma relagao é evidente: conjuntos Turing (semi-)decibilidiveis sdo reconhecidos pela
maioria dos matemadticos como (semi-)decidivel no sentido intuitivo. O oposto é conhecido
como:

Tese de Church: Todo conjunto de n-uplas que é (semi-)decidivel no sentido intuitivo é
também Turing (semi-)decidivel.

Neste ponto se encontra algo raramente encontrado em Matematica, uma tese. O que
seria uma tese? Nao se trata de um teorema pois nao se tem prova. Também nao é uma
conjectura pois nao se pode obter uma prova. Nem um axioma pois nao temos a liberdade
para aceitar ou rejeitar. Tudo isto é devido ao fato que a tese de Church nao é uma afirmacao
matematica precisa, porque relaciona uma nogao rigorosa de Turing (semi-)decibilidade com
uma nao-rigorosa de (semi)decibilidade no sentido intuitivo.

Quais sao os argumentos a favor da Tese de Church? Podem ser muito diferentes em apa-
réncia mas todos sao essencialmente o mesmo: até que ninguém tenha encontrado um exemplo
de um conjunto que pudesse ser reconhecido pelos mateméaticos como (semi-)decidivel no sen-
tido intuitivo e para o qual nao se pode construir uma maquina de Turing. Evidentemente
esta afirmacao nao deve ser compreendida ao pé da letra, ou seja, pensada tal que para todo
conjunto reconhecidamente (semi-)decidivel alguém ter realmente construido uma maquina.

O que a Tese de Church busca? Por um lado serve como uma estrela guia: tao breve
como temos estabelecido (semi-)decibilidade no sentido intuitivo, nossa chance de encontrar
a maquina de Turing correspondente deve ser considerada muito alta. De fato, matematicos
profissionais normalmente se contentam por estabelecerem intuitivo (semi-)decibilidade e nao
condescendem a provas formais.
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Por outro lado, a Tese de Church tem um papel importante em Matematica semelhante
ao desempenhado na Fisica pela Lei da Consevacao da Energia. Da mesma maneira, como até
o momento nenhuma excecao a lei tem sido encontrada, nao é razoavel tentar construir um
moto-perpétuo. Analogamente, uma vez que que a Turing indecibilidade de um conjunto tenha
sido provada, nao se preicsa gastar tempo procurando um método universal para reconhecer
os elementos daquele conjunto. Em particular, de acordo com a Tese de Church, o resultado
negativo do Décimo Problema de Hilbert nos dda um dever moral de cessar a busca por um
“processo” do tipo indagado por Hilbert para o seu Décimo Problema.
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Capitulo 2

Nocoes Preliminares

Vamos inicialmente reduzir o Décimo Problema de Hilbert a um problema de decisao equi-
valente, contudo mais facil de resolver. Queremos trabalhar somente com inteiros positivos ou
no maximo inteiros nao-negativos, mas o Décimo Problema de Hilbert compreende equacoes
Diofantinas cujas variaveis sao inteiras e portanto podem ser negativas. Para a reducao do
Décimo Problema de Hilbert vamos utilizar o Teorema dos Quatro quadrados.

Observagao 2.0.1. Vamos denotar por Ny = {1,2,3,...} o conjunto dos inteiros positivos e
No ={0,1,2,...} o conjunto dos inteiros nio negativos.

2.1 Teorema dos Quatro Quadrados

Vamos demonstrar o Teorema dos Quatro Quadrados. Como referéncia e aprofundamento
do tema sugerimos consultar [1] ou [3].

Lema 2.1.1. (Identidade de Euler). Sejam a,b,c,d, A, B,C, D € C, entao vale a identidade
(a®> + b + &+ d*)(A*+ B>+ C* + D*) = (aA+ bB + cC + dD)?
+ (aB — bA — ¢D + dC)?
+ (aC +bD — cA — dB)?
+ (aD — bC + cB — dA)>.

Demonstragio. Sejam «, 8,7, € C. Facilmente verificamos a identidade matricial:
[aﬂ [7 5]:[ ay—p0  ad+ By
=6 aj[-0 7] [-(a0+87) (ay—pB0)
Aplicando determinantes de ambos os lados de (I) obtemos
(la+1B1) (|71 +[8]*) = lary = Bof*+]ad + 7], (1)

Agora basta substituir em (II) a =a—bi, = —c—di,y= A+ Bi, 0 = C + Di.

Lema 2.1.2. Seja m € Ny e suponha que 2m seja soma de dois quadrados, entao m também é
soma de dois quadrados.
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2
Demonstracio. Se 2m = r? 4+ 52, entdo r e s tém a mesma paridade. Portanto, (%) eNpe

2 2
entdo podemos escrever m = (%s) + (%) .

m
Lema 2.1.3. Se p é primo impar, entdo existem u,v,k € Ny tais que u® +v* 4+ 1 = kp.

Demonstragio. Considere os conjuntos:
2 p—1
U:{u EZ/pZ|0§U§2}7

-1
V:{—vg—1€Z/pZ|O§v§pQ}.

Temos que #U +#V = (% + 1) + (% + 1) =p+1>p, logo UNV # (), ou seja, existem
u,v € Ny tais que u? = —v? — 1(mod p).
]

Teorema 2.1.4. (Teorema dos Quatro Quadrados) Todo n € Ny pode ser escrito como
a soma 4 quadrados.

Demonstra¢io. Podemos escrever n = p'p5? - -pp* com pi,pa, ..., pr s80 primos distintos e
os expoentes sao inteiros positivos. Se provarmos o Teorema para primos, basta aplicarmos
sucessivamente o Lema (2.1.1) quando n for composto. Como 2 = 12 + 12 precisamos provar
somente para os primos impares. Pelo Lema (2.1.3) existem a,b,c,d € Ny e m € N; tais que
mp = a?+b?>+c?+d? comc=1ed=0. Agora vamos provar que se m > 1 podemos encontrar
um 0 < n < m tal que np pode ser escrito como a soma de 4 quadrados. Com efeito, se m
é par, entao nenhum, dois ou quatro dos nimeros a, b, ¢, d sao pares e podemos usar o Lema
m

2.1.2 adequadamente e por fim escolher n = 7. Portanto, podemos supor m > 1 impar. Sejam
A, B,C, D € 7 satisfazendo as congruéncias

onde A, B,C, D € {_m7717 —%ﬁl +1,...,—-1,0,1, ..., mT’l} Sendo assim, temos que

2
A2+BQ+CQ+D2<4-% e A*+ B?+C?+ D? = 0(mod m)

Portanto, A% + B? + C? + D? = nm com 0 < n < m. Pela escolha de A, B,C, D temos que

aB —bA — ¢D + dC = 0(mod m),
aC +bD — cA — dB = 0(mod m),
aD —bC + ¢B — dA = 0(mod m),

aA+bB+cC+dD =a*+b° + ¢ + d* = 0(mod m).
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Logo, pelo Lema(2.1.1) temos que

1 1
np:—-mp-nm:W((f+b2+02+d2)(A2+B2+C'2+D2)

m?2
B (aA+bB+cC’+dD>2+ (aB—bA—cD+dC>2

m

m

m

+<aC+bD—cA—dB>2+ <aD—bC’+cB—dA>2
- .

Assim sucessivamente até encontrarmos n = 1 de modo que p pode ser escrito como a soma
de 4 quadrados.
m

Teorema 2.1.5. (Teorema Chinés dos Restos): Sejamry,79,...,7 € Ng e my, ma, ...,my €
N; com mdc(mq, ma, ...,my) = 1. Entao, o sistema de congruéncias

r1(mod my)

T

x = ro(mod my)

x = ri(mod my)
admite solucao x € Ny unica modulo m = mimo - - - my,.
Demonstragio. Considere a aplicacao

f2Z)(m) = Z/(mq1) X Z/(mg) X -+ X Z/(my)

r(mod m) — (r(mod my), r(mod my), ..., r(mod my)).

Esta aplicacao estd bem definida, ou seja, o valor de f(r(mod m)) independe da escolha do
representante da classe de r(mod m), pois quaisquer dois representantes diferem de um miltiplo
de m, que tem imagem (0(mod ), 0(mod ry), ..., 0(mod ) no produto Z/(ry) X Z/(rg) x - -+ X
Z/(ry). O Teorema é equivalente a mostrar que f é bijetiva, pois sendo sobrejetiva nos garante
que o sistema de congruéncias possua solucao e sendo injetiva nos garante que a solugao seja
tnica médulo m. Como o dominio e o contradominio tém o mesmo nimero de elementos (m
elementos), basta mostrarmos que f é injetiva. Suponha que f(b;(mod m)) = f(by(mod m))
entdo by = by(mod m;) para todo 1 < i < k e dai m;|b; — by, mas os m/s sdo primos dois a dois
e entdo m|b; — by, ou seja, by = be(mod m). O

2.2 Reducao do Décimo Problema de Hilbert

Um sistema de equagbes Diofantinas (lembre-se da Definicao (1.2.1)

Pl(a'la az, "'7an)
an

0
)=0

PQ(CLl, ag, ...,

Pi(ay,as,...,a,) =0
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tem uma solugdo em aq, ao, .., a, se, e somente se, a equacao Diofantina

Pf(al,ag, ey Gp) + Pg(al,ag, ey Op) P,f(al,ag, ey Gp) =0

tem uma.

Suponha que estejamos procurando solu¢oes em N; para a equacao Diofantina

P(CLl,CLQ, ...,an) =0. (III)

Considere o seguinte sistema:

P(bl,bQ, ,bn) = 0
by = Cil + Ci2 + C%,3 + 0%74 +1

by=Co+ Gyt Gt +1 (IV)

_ 2 2 2 2
bn - cn,l + cn,2 + cn,S + cn,4 + 1

onde P ¢é o mesmo polinémio s6 que agora nas variaveis by, ba,...,b0, € Z e ¢y 1, ...,cpa € Z.

Assim, qualquer solucdo do sistema (IV) inclui um solugao da equagao(IIl) em € N;. A
reciproca também é verdadeira, pois para qualquer solugao de (IIT) em Ny, pelo Teorema (2.1.4),
existem ¢ 1, ...,C14,Co1, ., Cma € Z que solucionam o sistema (IV). Como vimos, podemos
condensar o sistema (IV) em uma unica equagao polinomial de coeficientes em Z, a qual tera
solugoes em Z se, e somente se, a equagao (III) tem solugdo em Nj.

Suponha que estejamos procurando solugdes em 7Z para a equacao Diofantina

P(ay,as,...,a,) = 0. V)

Considere a equacao:

P(bl_clab2_02a---7bn_cn) =0 (VI)

onde by, by, ..., b,, c1,Co, ..., cp, € Ny

Assim, toda solugao da equagao (VI) gera uma solugao

ap =b —c

as = by — ¢

Ay = bn —Cp
da equacao (V) ay,as,...,a, € Z. Reciprocamente, dada uma solugdo ai,as, ...,a, € Z da
equagao (V) podemos encontrar by, by, ..., by, 1, ¢a, ..., ¢, € Ny que satisfagam a equagao (VI).
Sendo assim, de fato basta assumirmos como na defini¢do (1.2.1) que estamos interessados nos
polindmios cujas variaveis sao inteiras positivas em vez de inteiras.

Assim, temos mostrado que o Décimo Problema de Hilbert como um problema de decisao
¢é equivalente se considerarmos somente as solugoes inteiras positivas.
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2.3 Conjuntos e Func¢oes Diofantinos

Definicao 2.3.1. Um conjunto D de n-uplas ordenadas de inteiros positivos é chamado Dio-
fantino se existe um polinomio em n + m varidvies P(xq1,Ta, ..., Tn, Y1, Y2y s Ym), com m > 0
e coeficientes inteiros, tal que uma dada n-upla (a1, as,...,a,) € D se, e somente se, existem
by, b, ..., b, € Ny tais que P(ay,ag, ..., ay, by, by..., by) = 0.

Vamos escrever a relagao entre o conjunto D e o polinomio P simplesmente como
(a1, a9, ...,a,) € D < (b1, b, ..., b)) [Play, ag, ..., ay, by, b, ..., by,) = 0]
ou de forma equivalente
D = {(ay,az, ...,a,)| (b1, ba, ..., b)) [P(a1, az, ..., ap, by, ba, ..., by,) = 0]}

No que segue, vamos desenvolver algumas técnicas para facilitar a demonstracao que alguns
conjuntos sao Diofantinos.
Primeiro, alguns exemplos de conjuntos Diofantinos.

i. Os nimeros que nao sao poténcia de 2:

reD& (Jy2)r=y2z+1);
ii. Os nimeros compostos:
reDe 3y, = (y+ 1)+ 1)

iii. A relagao de ordenacao dos inteiros positivos, i.e., os conjuntos {(z,y)|x < y},{(x,y)|x <

y}:

r<ye @)tz =y)
r<y&e (3F2)r+z-1=yl;
iv. A relagao de divisibilidade, i.e., {(x,y)|z divide y}:
zly < (F2)[zz =yl

v. O conjunto W de ternos (x,y, z) tais que x|y e < z:
zly & (3r)ly=zr]e & (Is)[z =x + s

Entao,
(z,y,2) EW & 3r,8)[(y —ar)’ + (z —x — 5)> =0].

O dltimo exemplo mostra uma técnica que pode ser aplicada de modo mais geral. Se
um conjunto Diofantino D é equivalente a solucdo de um sistema de equagoes polinomiais
P, =0, P =0,..., P, =0 podemos substituir este sistema por uma tnica equagao polinomial:

P+ P} 4.+ P =0
conforme vimos em (2.2).

Observacao 2.3.2. Quando usarmos o termo “funcao” estaremos nos referindo a uma fungdo
que assume valores inteiros positivos definida sobre uma ou mais varidveis inteiras positivas.

Definicao 2.3.3. Uma funcao [ : N} — Ny é chamada Diofantina se o conjunto
{(xla L2y vy T, y)’y = f(xla L2, .-ey xn)}

¢ Diofantino, i.e., f é Diofantina se seu grifico ¢ Diofantino.
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2.4 Uma Importante Funcao Diofantina

Iremos agora mostrar algumas propriedades relacionadas a uma importante funcao Diofan-
tina que serdo tuteis mais tarde. Considere os nimeros triagulares:

1
T(n):1+2+---+n:n<n;_).

Como T'(n) é uma fungdo estritamente crescente, para cada inteiro positivo z, existe um
unico n > 0 tal que
Tn)<z<Tn+1)=Tn)+n+1.

Entao cada z é unicamente representavel como
z=T(n)+y; y<n+l,
ou de forma equivalente, unicamente representavel como:
z=T(x+y—2)+y.
Neste caso, podemos escrever x = L(z) e y = R(2); e fazer
Ple,y) =T(x+y—2)+y.
Podemos ver que estas trés fungoes L(z), R(z) e P(z,y) sao Diofantinas, pois
z=Pr,y) e 2z2=(+y—2)(z+y—1)+2y
r=L2z)e 3y2zz=(x+y—2)(x+y—1)+2y]
y=R(z) & Fx)2z=(x+y—2)(x+y—1)+2y].

Vemos assim que a fungdo P(z,y) associa bijetivamente cada par de inteiros positivos (z, y)
a um inteiro positivo z. Vemos também que z +y=n+2 =2 <n+1 e entdo, z > T(n) >
n>x—1= z >z = L(z) Analogamente, z > R(z).

Resumindo, temos construido trés fung¢oes Diofantinas que satisfazem as propriedades:

1. Para todo z, y, temos L(P(z,y)) =z ¢ R(P(z,y)) = v;
2. Para todo z, temos P(L(z),R(z)) = 2z, L(z) < z e R(z) < z.
Considere a fun¢ao F'(a,b) definida como
F(a,b)=r
onde 7 é o Unico inteiro positivo tal que
r= L) (mod (1+aR(b)))

r <1+ aR(b)

A fungao F(a,b) = r, assim definida, é Diofantina, pois se considerarmos os polinémios:

P(b,x,y)=2b—[(z+y—2)(z+y—1)+ 2y
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PZ(&7Taxayaz) =T — [T+(1+ay)<2_ 1)]
Ps(a,r,y,w)=1+ay — (r+w—1)

P; = 0 assegura que = = L(b), P, = 0 garante que y = R(b) e P3 = 0 forga que r seja 0 menor
residuo possivel. Podemos escrever Q(a,b,r,z,y, 2,w) = P} + P? + P} de modo que Q = 0 se,
e somente se, F(a,b) = r, portanto F' é Diofantina.

Seja rq, 79, ...,7, € Ny uma sequéncia arbitraria. Vamos encontrar um by tal que

F(a, bg) S b()

F(a,by) =r, paratodo 1<a<k.

Da definigao de F' e das propriedades de L obtemos que F'(a,by) < L(by) < by. Seja ly > r,
para todo 1 < a < k e [yl divisivel por k!. Entao 1+ lg,1 + 2[y, ..., 1 + klyp é uma sequéncia
de termos dois a dois primos entre si. De fato, se d|(1 + ily) e d|(1 + jlp) com ¢ < j entdo
d|(§(1 4 ily) —i(1 + jlp)),i-e., d|j — i < k mas dai d|ly, logo d|1, portanto d = 1. Pelo Teorema
Chinés dos Restos, existe um my inteiro positivo tal que

=r; (mod 1+ 1)
mo =719 (mod 1+ 2ly)

3
|

mo = 1y (II.IOd 1+ kly)
Seja by = P(my,ly) de modo que mg = L(by) e lo = R(by). Assim, para a = 1,2, ..., k temos
ro = L(by) (mod 1+ aR(by))
er, <lop=R(by) <1+ aR(by). Logo, pela defini¢do de F', F(a,by) = r, para todo 1 < a < k.
Esta fungao F'(a,b) sera 1til quando formos demonstrar o Teorema (3.2.1).

Teorema 2.4.1. Um conjunto A C N é Diofantino se, e somente se, existe um polinémio P
tal que A = Im(P)NN.

Demonstragio. (<) Se A =Im(P) NN entdo
re€As (3,29, ... 0 € N)[z = P2y, 29, ..., T

Portanto, A é Diofantino por definicao.
(=) Seja A um conjunto Diofantino. Entao,

r€Ae (Fry, w9yt € N)[Q(x, 21,29, ..., 2,,)] =0

para algum polinomio Q. Vamos fazer P(x,x1, s, ..., x,) = x[1 — Q*(x1, Ta, ..., T,y )]. Entéo, se
a € A, escolhemos ay, as, ...., a,, tais que Q(ay, as, ...,a,,) = 0. Entdao P(a,ay,as,....,a,) = a e
assim a € Im(P) . Por outro lado, se P(t,t1,ta,.....;t,) = u > 0 entao, Q(t,t1,ta,....;tm) =0
(caso contrario, 1 —Q?* <0=u<0)=t=uetec A. O
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Capitulo 3

A Funcao Exponencial

3.1 Lemas Auxiliares

Neste capitulo vamos demonstrar alguns lemas relacionados a um caso particular da equagao
de Pell. lindicamos as referéncias (1) e (4) para este assunto. Mais tarde esses lemas serao tteis
na demonstracao de teoremas que facilitarao concluirmos que certas fungoes sao Diofantinas

Vamos considerar a seguinte equacgao de Pell:

P —dyf=1 z,yeZ (1)
onde

d:a2—1, CLENQ.

Vamos denotar uma solucao (raiz) de (1) pelo par (x,y).
As equagoes de Pell na forma geral sdo do tipo (1) com d ndo quadrado perfeito.

Lema 3.1.1. Ndao ezistem x,y € Z que satisfacam simultaneamente a equagao (1) e a condigao
l<z+yVd<a-+Vd.

Demonstragio. Por contradi¢do, suponha que existam tais inteiros. FEntao, da equacao (1)
temos que

2 —dy’ = (¢ + yd) (e —yp/d) = 1 = (a +Vd)(a —Vd) =’ —d.

Logo, usando a condicio 1 < z +yVd < a —|—\/E, temos que

x—M<1, a—\/3<1, e :p—y\/c_l>a—\/a.

Donde concluimos que

~1<—z+y/d< —a+Vd
Logo

O<2pV/d<2V/d = 0<y<1.

O que nos leva a um absurdo. n



CAPITULO 3. A FUNCAO EXPONENCIAL 29

Lema 3.1.2. Sejam r,s,t,u € Z tais que os pares (r,s) e (t,u) satisfacam a equagcio ((1)).
Sejam p,q € Z tais que

p+qVd = (r+ sV/d)(t + u/d). (2)
Entao, (p,q) também é raiz de (1).
Demonstragio. Conjugando a igualdade (2) temos que

p—qVd = (r—s/d)(t —uw/d). (3)

Multiplicando ambas as igualdades (2) e (3) obtemos:

p?—dg® = (r* — ds*)(t* — du®) = 1.

Defini¢ao 3.1.3. Definimos a sequéncia de pares {(x,(a),yn(a))}n>0, com a > 1, fazendo
(@) + yu(aVd = (a +Vd)".

Vamos evitar escrever explicitamente a dependéncia do parametro a, a menos que pelo
contexto se faca necessario. Sendo assim, denotamos o par (x,(a),y,(a)) simplesmente como

(T, Yn)-
Lema 3.1.4. O par (z,,y,) satisfaz a equagio (1) para todo n > 0.

Demonstragio. Temos que (xg,y0) = (1,0) e (z1,71) = (a,1) satisfazem (1). Suponha que
(2, yn) satisfaga (1) para algum n > 0, entao, pelo Lema (3.1.2) temos que (2,11, Ynt+1) também
satisfaz (1). Logo, por indugao, (z,,y,) satifaz (1) para todo n > 0. O

Lema 3.1.5. Seja (x,y) uma solugio de (1) com x,y € Ny. Entao (x,y) = (s, yn) para algum
n > 0.

Demonstracao. Primeiro notamos que se x + y\/a =0, entdao x = y = 0, mas o par (0,0) nao
satisfaz (1), logo z+yvd > 1. Como a sequéncia { (a+v/d)"} >0 ¢ estritamente crescente, entio
para algum n > 0 temos que

(a +Vd)" <z +yWd < (a +Vd)" . (4)
Se ocorrer a igualdade em (4) nada ha o que provar, caso contrario temos que
T+ yaVd <z + yWd < (2 + yVd)(a +Vd). (5)
Mas, como (z, + yn\/a)(xn - yn\/c_l) =1ex, +y/d >0, entdo z, — y,V/d > 0. Assim,
multiplicando (5) por x, — ynV/d, obtemos
1< (x4 yWd)(zn — yoVd) < a +Vd.
Mas, isto contradiz o Lema (3.1.1) apés aplicarmos o Lema (3.1.2). O

Lema 3.1.6. Temos que Tyin = TpTn £ dYnYm € Ymtn = TnYm T TmYn, para todos m,n cujos
indices sejam nao-negativos.
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Demonstracao. Temos que
Tonn + YmpnVd = (a +Vd)™ "
= (T + ymV/d) (w + yV/d)
= (LT + AYntim) + (TnYm + Tmyn V.

Portanto,

Tm4n = Tmdn + dynym € Ym+n = TnlUm + TinYn-

Também temos que

(Zen + YmnV ) (2 + yVd) = Ty + ymVd

donde obtemos, multiplicando ambos os lados por (z, — yn\/a), que

Tm—n + ym—n\/a = (-Tm + ym\/a> (Z’n - yn\/a)
= (TmTn — dYnYm) + (TnYm — xmyn)\/a

Portanto,

Tm—n = Tmdp — dynym € Ym—n = TnlUm — TmlYn-

Lema 3.1.7. Temos que Ym+1 = QY £ Ty € Tyl = ATy, = dyy,.
Demonstragio. Basta fazer n = 1 no Lema (3.1.6). []
Lema 3.1.8. Temos que mdc(z,,y,) = 1 para todo n > 0.

Demonstragio. Seja d = mdc(z,,yy), entdao d|z, e d|y, o que implica que d|(z2 — dy?), ou seja,
d|l e dai d = 1. O

Lema 3.1.9. Temos que Y, |ynx para todo n,k > 1.

Demonstracio. Para k = 1 a afirmacdo é imediata. Fixamos n. Por inducdo, suponha que
Yn|Ynm para algum m > 1. Usando a férmula do Lema (3.1.6, temos que

Yn(m+1) = TnYnm + TpmYn-
Portanto, ¥, |Yn(m+1) € entao yn|ynr para todo k > 1. O
Lema 3.1.10. Temos que y,|ym se, e somente se, n|m.

Demonstragio. (<) Basta aplicar o Lema (3.1.9). (=) Suponha que y,|y,, mas n { m. Entao
podemos escrever m = nqg +r, 0 < r < n. Logo, pelo Lema (3.1.6), obtemos

Ym = Yng+r = TrlYng + TnglYr- (6)

Pelo Lema (3.1.9) temos que y,|ynq 0 que implica por (6) que yy,|Z,qy,. Mas mdc(yy,, Tng) =
1. De fato, se d|y, e d|z,,, entdo pelo Lema (3.1.9) d|y,, o que pelo Lema (3.1.8) implica em
d = 1. Assim, y,|y,. Mas, como r < n, pelo Lema (3.1.7), obtemos que y, < y, . Isto é uma
contradigao. Entao n|m. O
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Lema 3.1.11. Temos a congruéncia yn, = kxt Ly, (mod y3) para todo, n,k > 1.

Demonstracao.
Tk + YV = (a +Vd)"™
= (20 + yaV/d)*
k .
=2 <%>xﬁ‘jyﬁ;d§~
i=0 \J
Assim,
k k i i izl
j=1 \J
j impar

Mas todos os termos desta expansao em que j > 1 sao divisiveis por (y?). O

Lema 3.1.12. Temos que y2|yny, para todo n > 1.
Demonstrag¢io. Basta fazer k = y,, no Lema (3.1.11). O
Lema 3.1.13. Se y2|y,, entdo y,|m.

Demonstragio. Pelo Lema (3.1.10), n|m. Seja m = nk. Usando o Lema (3.1.11), temos que
Y2r =y, = kz¥~ly, + sy, para certos 7, s € Z, o que implica em ¥, (r — sy,) = kx*~! (j4 que
yn # 0) e obtemos que y,|kz*~t. Mas, pelo Lema (3.1.8), mdc(z,,y,) = 1. Entdo, y,|k e daf
Yn|m. O

Lema 3.1.14. Temos as duas equacoes de recorréncia

Tpg1 = 20Ty — Tp—1 € Yni1 = 20Yn — Yn—1

para todo n > 1.

Demonstragio. Pelo Lema (3.1.7),

Tp+1 = ATy + dyn7 Yn+1 = AYn + Ty,

Tpno1 =0Ty — dYn, Yn-1= AYn — Tp.
Assim, obtemos 11 + T,_1 = 2ax, € Ypi1 + Yn1 = 20Yy. ]

Estas duas equacoes de recorréncia lineares e homogéneas de segunda ordem do Lema
(3.1.14) podem ser utilizadas com os valores iniciais de cada uma o = 1, 21 = a e yo = 0,
y1 = 1, respectivamente, para se determinar as solugoes x,, e y, explicitamente, bastando para
isso resolver as equacoes caracteristicas correspondentes e determinar coeficientes usando os
valores iniciais.

Também podemos usa-las para estabelecer propriedades via inducao, provando o caso base
paran =0 en =1 e em seguida inferindo que o resultado ocorre para n + 1 supondo-o verda-
deiro paran en — 1.

A seguir veremos alguns exemplos destas propriedades que podem ser deduzidas dessas
equagoes de recorréncia.
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Lema 3.1.15. Temos a congruéncia y, = n(mod a — 1).

Demonstragio. Para n = 0,1 a afirmagao é imediata. Por inducao, como a = 1(mod a — 1), do
Lema (3.1.14) vem:

Ynt1 = 20Yn — Yn-1
=2n—(n—-1)
=n+ 1(mod a —1).

Lema 3.1.16. Se a = b(mod ¢), entdo para todo n > 0,
zp(a) = z,(b)(mod ¢) e yu(a) = y,(b)(mod c).

Demonstragcao. Para n = 0,1 ambas as congruéncias sao imediatas. Por induc¢ao, do Lema
(3.1.14)

Yn+1(a) = 2ayn(a) — yn-1(a)
= 20y, () — Yn_1(D)
= Yn+1(b)(mod c).

Analogamente prova-se a congruéncia para x,, no lugar de y,,. O]
Lema 3.1.17. Temos que n ey, tém a mesma paridade.

Demonstragio. Do Lema (3.1.14), yp11 = 2ay, — Yn—1 = Yn—1(mod 2). Assim, quando n é par,
Yn = Yo = 0(mod 2) e quando n é impar, y, = y; = 1(mod 2). O

Lema 3.1.18. Temos a congruéncia x,, — y,(a — k) = k™(mod 2ak — k? — 1) onde x, = x,(a),
Yn = Yn(a) e k € Ny.

Demonstra¢io. Para n = 0, xg — yo(a — k) = 1 e para n = 1, 1 — y1(a — k) = k de sorte
que para n = 0,1 temos verificado que o Lema (3.1.18) ocorre. Usando o Lema (3.1.14), por
indugao vem

Tpt1 — yn+1(a - k) = 2a(xn - yn(a - k)) - (wn—l - yn—l(a - k))
= 2ak"™ — k"t
= k" (2ak — 1)
= kn—lkZ
= k" (mod 2ak — k* — 1).

Lema 3.1.19. Para todon > 0, Y11 > y, > n.

Demonstragio. Pelo Lema (3.1.7), Y11 > y,. Como yo = 0, segue por inducao que y, > n
para todo n > 0. O

Lema 3.1.20. Para todon >0, T, > x, > a" e x, < (2a)".
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Demonstragio. Pelos Lemas (3.1.7) e (3.1.14), az, < x,11 < 2ax,. Mas, ax,, >z, e xg = 1 de
maneira que o resultado segue por inducao.

m
A seguir algumas propriedades de periodicidade da sequéncia {x,},>o serdo obtidas.
Lema 3.1.21. Temos a congruéncia Tontr = —xi(mod x,) para todos n,k cujos indices sdo
nao-neqativos.
Demonstragio. Pelo Lema (3.1.6),
Tontk = TnTntk T AYnYntk
= dyn(ynxk + xnyk)
= dy’zp(mod z,)
e sabendo que x, e y, satisfazem a equacao de Pell, dy?> = 22 — 1, e entdo
Tontk = (ZEEL — 1)(13k
= —xi(mod z,,).
m

Lema 3.1.22. Temos a congruéncia Tyn1r = vx(mod x,) para todos n,k cujos indices sao
nao-neqativos.

Demonstrag¢io. Pelo Lema (3.1.21),
Tansk = —Topsk = Tg(mod xy,).
[l

Lema 3.1.23. Seja z, = xs(mod z,) com 0 < r < s < 2n. Entao, r = s, a menos que a = 2,
n=1,r=0es=2.

Demonstragao. Primeiro suponha que z,, seja impar e seja ¢ = “"T_l Entao, os nimeros

—q, _q_'_ 17_Q+27"'7_170717"'7q_27q_ 17q

formam um sistema completo de residuos mutuamente incongruentes médulo x,,. Pelo Lema
(3.1.20),

l=xg< 21 < - < Tp_1.

Usando o Lema (3.1.7), ,,_; < ®» < % assim, x,_1 < ¢. Também, pelo Lema (3.1.21), os
nimeros

Tn+1, Tnt2y -y L2n—1, L2pn

sao congruentes moédulo x,, respectivamente, a:
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—Zp-1,—Tp_2," "+, —T1, —To = —1.
Desta forma os nimeros zg, 1, T2, ..., T2, sa0 mutuamente incongruentes modulo x,. Isto
conclui o resultado.

Agora suponha que z,, seja par e seja ¢ = . Neste caso, os niimeros

_Q+17_Q+27'”7_170717"'7q_17q (7)

que formam um sistema completo de residuos mutuamente incongruentes modulo z,,. Como
acima, x, 1 < ¢. Assim, a sequéncia (7) ndo cobre (médulo z,) a sequéncia xzg, 1, ..., Ta,
somente quando x,_; = ¢ = %, de sorte que precisamos avaliar este caso. Se isto ocorre,
Tpy1 = —q(mod z,), e dal poderfamos ter r = n — 1, s = n + 1 como possibilidade para
contradizer o resultado. Pelo Lema (3.1.7),

Tp = aTp_1+ dYn_1

de modo que x,, = 2z, _; implica que a =2 e y,_1 = 0, ou seja, n = 1. Assim, o resultado falha
se, e somente se, a =2, n=1,r=0e s=2.

]
Lema 3.1.24. Seja x, = x5(mod z,,), 0 <r <n, 0 < s <4n, entdo our =s ou s =4n —r.

Demonstra¢io. Suponha que s < 2n. Entao, pelo Lema (3.1.23), r = s, a menos que a excegao
discutida ocorra (neste caso deverfamos ter r = 0, se tivéssemos r < s, que é absurdo, pois
r > 0 por hipétese). Entdo, r > s e dai s = 0 (s troca de lugar com r no Lema (3.1.23)). Mas,
entao

r=2>1=n

gera uma contradicdo. Para o outro caso, s > 2n, seja t = 4n — s de modo que 0 < t < 2n.
Pelo Lema (3.1.22), z; = zs(mod x,). Novamente, pelo Lema (3.1.23), ¢ = r a menos que o
caso excepcional ocorra. Mas, este ultimo esta fora de questao, pois r, s > 0. O

Lema 3.1.25. Se 0 <r <n ez, = xs(mod z,), entdo s = £r(mod 4n).
Demonstrag¢io. Escrevemos s = 4ng +t com 0 < t < 4n. Pelo Lema (3.1.22),
x, = x5 = xy(mod x,,).

Pelo Lema (3.1.24) r =t our = 4n —t. Assim, s =t = £r(mod 4n). O

3.2 A Funcao Exponencial é Diofantina

Nosso objetivo nesta se¢io ¢ mostrar que a funcio exponencial h : N2 — N; definida por
h(n, k) = n* é Diofantina. Para isto provaremos o Teorema (3.2.1) que nos auxilara nesta tarefa.
A demonstra¢ao do Teorema (3.2.1) utilizard diversos dos Lemas de Pell vistos anteriormente.
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Teorema 3.2.1. Sejam a,b € Ny e p,q,7,s,t,u,k, A, B,C,D, E, F € Ny. Considere o sequinte
sistema de equagoes Diofantinas

P’ —(a® =1)¢* =1 (1)
r?—(a* —1)s* =1 (1I1)
-0 -1u*=1 (I11)
s = Ag? (IV)
b=a+Cr=1+4Bq (V)
t=p+ Dr (VI)
u="k+4(FE —1)q (VII)
q=k+(F—-1) (VIII)

Entdo, dados a > 1,p,k o sistema (I)-(VIII) tem solugao se, e somente se, p = xx(a), onde

(xr(a),yr(a)) € definido em (3.1.3).

Demonstragio. (<) Suponha que o sistema de (I)-(VIII) tenha uma solugdo. Por (V), b > a >
1. Entao, (I), (II) e (III) implicam pelo Lema (3.1.5) que existem I, m,n € Ny tais que

(p,q) = (xi(a), yila)),  (r,s) = (xm(a),ym(a)), (¢ u) = (2n(b), yn(D)).

Por (IV), ¢ < s de modo que [ < m, pois {y, }n>0 ¢ crescente. Por (V) e (VI) temos as
congruéncias

b= a(mod z,,(a)); z,(b) = x(a)(mod x,,(a))
e pelo Lema (3.1.16) temos que

2, (0) = z,(a)(mod z,,(a)).
Assim,

zi(a) = z,(a)(mod z,,(a)).
Pelo Lema (3.1.25),

n = +l(mod 4m). (i)

A equagao (IV) implica que

vi'(@)|ym(a)
de modo que pelo Lema (3.1.13)

yi(a)m

e (i) implica que
n = £l(mod 4y;(a)). (ii)

Pela equacao (V) temos que
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b= 1(mod 4y;(a))
de modo que pelo Lema (3.1.15) obtemos

Yn(b) = n(mod 4y, (a)). (iii)
Pela equagao (VII) temos que
Yn(b) = k(mod 4y, (a)). (iv)
Combinando (ii), (iii), (iv) vem
k = £l(mod 4y,(a)) (v)
A equagao (VIII) implica em
k< ui(a)
e pelo Lema (3.1.19)
I <wyla).

Como os numeros

—2¢+1,-2¢+2,...,—1,0,1,....2g

formam um sistema completo de residuos mutuamente incongruentes modulo 4q = 4y;(a),
estas desigualdades e (v) implicam que k = [, pois como 0 < k, ! < y;(a) a outra possibilidade
seria k = —Il(mod 4q) e dai k + | = 0(mod 4q) que é absurdo. Entao,

p=x(a) = zx(a).
(=) Reciprocamente, seja p = xx(a). Fazemos ¢ = yg(a) de modo que (I) ocorra. Seja
J = 2kyi(a) e sejam r = z;(a) e s = y;j(a). Assim, escolhemos uma solugdo para (II) . Pelos
Lemas (3.1.10) e (3.1.12) ¢*|s. Entdo podemos escolher A satisfazendo (IV). Além disso, pelo
Lema (3.1.17), s é par de modo que r é impar. Pelo Lema (3.1.8), mdc(r,s) = 1. Entao
mdc(r,4g) = 1. (Se B é um divisor primo de r e de 4q, entdao B|q pois r ¢ impar e entdo Bls
visto que ¢s).

Pelo Teorema Chinés dos Restos (2.1.5) podemos encontrar M € N; tal que

M = 1(mod 4q)
M = a(mod 7).

Como M + 4Nrq, para algum N € Ny, também satisfard estas congruéncias, b, B, C satis-
fazendo (V) podem ser encontrados. A equacao (III) é satisfeita pondo-se t = xx(b), u = yx(b).
Como b > a, t = x4(b) > x1(a) = p. Pelo Lema (3.1.16) e (V), t = p(mod r). Assim D pode
ser escolhido de modo que (VI) seja satisfeita. Pelo Lema (3.1.19), u > k e pelo Lema (3.1.15),
u = k(mod b — 1) e entdo usando (V), u = k(mod 4¢). Assim, E pode ser escolhido de modo
que a equagao (VII) seja satisfeita. Pelo Lema (3.1.19) novamente, g > k, assim (VIII) pode
ser satisfeita pondo-se F' = q — k + 1. O
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Coroléario 3.2.2. A fungio g : N? — Ny definida por g(c, k) = x1(c + 1) é Diofantina.

Demonstragao. Basta adicionarmos ao sistema (I)-(VIII) a equagao
a=c+1. (IX)

Pelo Teorema (3.2.1), o sistema (I)-(IX) tem uma solugao se, e somente se, p = zx(a) =
g(c, k). Assim, é facil escrever uma definigdo Diofantina para g somando-se os quadrados de 9
polindémios.

]

Utilizaremos mais dois Lemas para mostrar que a fungao exponencial é Diofantina.

Lema 3.2.3. Se a > ¢*, entdo 2aq — ¢*> — 1 > ¢* onde a,q, k € N;.

Demonstragio. Seja f : R — R definida por f(z) = 2ax — 2> — 1. Entdo, como a > 2,
f)=2a—2=a+(a—2)>a. Paral <z <a, f'(z )—Qa—2x>0 entdo f ¢ estritamente
crescente para 1 < x < a de modo que f(z) > f(1) > a. Logo, para a > ¢* > ¢ > 1 temos que
200 —¢* —1>a>q¢"

]

Sejam n,m,G, H,I,J, K, L € N;. Adicionamos ao sistema (I)-(VIII) as equagoes
(p—qla—n) —m)* = (G — 1)*(2an — n* —1)? (X)
m+ H =2an —n*—1 (XTI)
I=n+K=k+1L (XII)
— T -DT-12*T =1 (XIII)

Lema 3.2.4. Temos que m = n* se, e somente se, as equagoes (I)-(VIII) e (X)-(XIII) tém
uma solucao nas vardveis restantes.

Demonstragio. (<) Suponha que o sistema (I)-(VIII) e (X)-(XIII) tenha solugdo. Por (XII),
I > 1. Entao (I —1)J > 0 e assim por (XIII) a > 1. Assim, pelo Teorema (3.2.1) segue que
p=xk(a) e ¢ =yi(a). Por (X) e pelo Lema (3.1.18),

m = n*(mod 2an —n® — 1).

A equagao (XII) implica que

k.n <.

Por (XIII), usando o Lema (3.1.5), para algum j € Ny temos que a = z;(I) e (I-1)J = y;(I).
Pelo Lema (3.1.15),

j=0(mod I — 1)
de modo que j > T — 1. Assim, pelo Lema (3.1.20),
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a> 7 s k)
Agora por (XI), m < 2an —n? — 1, e pelo Lema (3.2.3)

n* < 2an —n®—1.

Como m e n* sdo congruentes e ambos menores que o médulo 2an — n? — 1, a Unica

possibilidade é serem iguais.
(=) Reciprocamente, suponha que m = n*. Devemos encontrar solucdes para o sistema (I)-
VIII) e (X)-(XIII). Escolhemos qualquer nimero I tal que I > n e I > k. Pomos a = z7_, (]
-1
de modo que a > 1. Pelo Lema (3.1.15),
y7_,(I) =0(mod T — 1),
De modo que podemos escrever

yr (1) =J(I —1)
assim, (XIII) é satisfeita. A equagao (XII) pode ser satisfeita pondo-se
K=1-n, L=1-k.
Como antes, a > n* de modo que novamente pelo Lema (3.2.3),
m=n* < 2an —n?—1

e (XI) pode ser satisfeita. Pondo-se p = zx(a) e ¢ = yr(a) o Lema (3.1.18) permite-nos definir
G tal que

p—qla—n)—m==%(G—1)(2an —n® — 1)

de modo que (X) é satisfeito. Finalmente, o sistema (I)-(VIII) pode ser satisfeito pelo Teorema
(3.2.1). 0

Teorema 3.2.5. A fungio exponencial h(n, k) = n* é Diofantina.

Demonstragio. Segue imediatamente do Lema (3.2.4) e do fato das equagoes de (I)-(VIII) e
(X)-(XIIT) serem polinomiais. O
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Capitulo 4

Técnicas Principais

4.1 Predicados Diofantinos

Tendo visto que a funcao exponencial é Diofantina estamos guarnecidos e prontos para
provar que novas fungoes sao Diofantinas usando como recurso este fato e a liguagem dos
predicados Diofantinos.

Como exemplo considere a funcao

H: N} - N,
(a,b,¢) — a”.
Podemos concluir que H é Diofantina, pois

r=d" < 3seN)(r=a As=10)

(Al

onde A é o simbolo usado no lugar do conectivo légico “e”. Pelo teorema (3.2.5), existe um
polinémio P tal que

r=a’ < (E'tl,tz...,tn S Nl)[P(T,a,S,tl,tQ...,tn) O],
s =b° < (Juy, ug...,u, € Ny)[P(s,b,c,ur,us..., u,) = 0].

Entao,

r=a" & (3s,ty, bty U, Us.., y € NY)[P2(r,a, 5,1y, to..., 1) + P*(s,b, ¢, uy, uy..., up) = 0]

Notamos que este procedimento nao se aplica somente a este caso particular, mas pode ser
estendido de modo que se ja sabemos que certas expressoes sao diofantas podemos combina-
las usando operacoes logicas “A” e “3” livremente que a expressao resultante ird definir um
novo conjunto Diofantino. (Tais expressoes sao chamadas de predicados Diofantinos). Nesta
linguagem ¢é também permitido o uso do operador légico “V” para “ou”, pois

(Eltl,tg, ...,tn € Nl)[Pl = 0] V (El € Nl Uy, U2, ...,un>[P2 = O]
~
(El € N1 tl,t27 ...,tn,ul,UQ, ,un)[Pl . P2 = O]
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Lema 4.1.1. Para 0 < k <n,n € Ny em > 2", temos que

)0

mk =\
onde |x| € a fungao piso, ou seja, |x] € o unico inteiro tal que |z] < x < |z] + 1.

Demonstracao. Pelo Teorema Binomial temos que

(m +1)" :i (?)mik:A+B

mk =0
onde
k—1 n n n
A= (,)mlk e BzZ(,)m’k
=0 b i=k t
Entao, B ¢é inteiro e
1 k—1 1
0<A<— <n><z<@>:(1+1)"<1.
m =5\ ¢ m g\ m
Assim,
1n
p< MY gy
m

e temos o resultado.

Lema 4.1.2. Para 0 <k <n,n € Ny em > 2",

52 (o

Demonstrag¢io. No Lema (4.1.1) todos os termos do somatoério para os quais i > k sao divisiveis
por m.
O

Teorema 4.1.3. A fungio f(n, k) = (Z) com n,k € Ny é Diofantina.

(o) <% (1) =7 <m

se m > 2", entdo o Lema (4.1.2) determina (Z) como o Unico inteiro positivo congruente a

{%J moédulo m e menor do que m. Portanto,

Demonstragao. Como
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Para concluir que (Z) é Diofantina, é suficiente notar que as expressoes acima separadas

por A sao predicados Diofantinos, a = 2" é Diofantina pelo Teorema (3.2.1). A desiguladade
m > a é também Diofantina pois m > a < (3Ir € Ny)(m = a + r). Também,

s=bmoda) Ns<m <& (Ap,geN)b=s+(p—1)m Am=s+q)

Finalmente,

mk

|2

=

t
(Elt,u,veNl)(v:m—l—l/\t:v"/\u:mk/\b§5<b+1)
=

Btiu,v eNDv=m+1At=0v" Au=mF Abu<t<(m+1)u).

Lema 4.1.4. Sem > (2n)"™! com m,n € Ny entdo

m' m'n!
(;’;) S mm—1)---(m—n+1)
n!
EEDEREE
n!

Mas,
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Assim,

Teorema 4.1.5. A fungdo f(n) =n! com n € Ny é Diofantina.

Demonstracao.

m = n!
=

(Elr,s,t,u,veNo)[s:Qa:—l—l/\t:x—kl/\T:st/\u:T"/\v:(r
n

Lema 4.1.6. Seja bg = a(mod m) com a,b,q,m € Ny. Entao,

[T+ bk) = bl (q ! ") (mod m).

k=1

Demonstracao.

bl <q2”> =b(g+n)(g+n—1)--(g+1)

= (bg 4+ nb)(bg + (n — 1)b) - - - (bg + b)
= (a+nb)(a+ (n—1)b)---(a+ b)(mod m)

Teorema 4.1.7. A fungio h(a,b,n) = ﬁ (a + bk) com a,b,n € Ny € Diofantina.
k=1

)Amv§u<(m+1)v]
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Demonstra¢io. No Lema (4.1.6) escolhemos m = b(a + bn)" + 1. Entdo, mde(m,b) = 1 e

m > ﬁ (a + bk). Dai a congruéncia bg = a(mod m) tem solucao para ¢ e entdo ﬁ (a + k)
k=1 k=1

q+n

¢ determinado como o Unico nimero o qual é congruente médulo m a b™n! ( ) e é também

menor que m. Ou seja,

h =
k

<~
(3p,q,r, s, t,u,v,e,d € Ng)[r=a+bn A s=r" Am=bs+1
ANbg=a+mt Nu=0b" Nv=n!lANv=n!

(a + bk)

1

n

/\z<m/\c:q—i—n/\d:(6> A h+ mp = uvd].
n

Usando o Teorema (3.2.5) para a func¢ao exponencial e os Teoremas (4.1.5) para v = n! e (4.1.3)

para r = (2), obtemos o resultado.
m

4.1.1 Quantificadores Limitados

A linguagem dos predicados Diofantinos permite o uso dos operadores logicos A, V e 3.
Outras operagoes usadas por logicos sao:

—  para “nao”

(Vn) para “paratodon”

— para “se, entao ---”

Entretanto, como ficara claro mais tarde, o uso de qualquer destas operagoes podem levar a
expressoes que definem conjuntos que nao sao Diofantinos. Existem também os quantificadores
existenciais limitados:

“(Fk)<pn - -+ 7 que significa“(Fk)(k <n A---)”
e os quantificadores universais limitados:

“Vk)<p--- 7 que significa“(Vk)(k >n VvV --)".

Consequentemente, estas operacoes podem ser vinculadas a linguagem dos predicados Dio-
fantinos, ou seja, os conjuntos definidos pelas expressoes desta linguagem ampliada ainda serao
Diofantinos.

Teorema 4.1.8. Se P é um polinomio,

A= {(b, ay, as, ...,an)|(5| c)Sb(EI bl, bg, ,bm)[P<b, C,0aq, a2, ....7an,b1,b2, ,bm) = O}}



CAPITULO 4. TECNICAS PRINCIPAIS 44

B = {(b, ay, ag, ..., Cln)‘(VC)Sb(H bl, bQ, ceey bm)[P(b, C,Aa1,092,....,0np, bl, bg, ey bm) = 0]}
entdo A e B sao Diofantinos.
Vamos demonstrar separadamente para os conjuntos A e B. Primeiro provamos para A:

Demonstragdo. O fato de A ser Diofantino é imediato. Com efeito,

(b,ay,a9,...,a,) € A<= (3¢, by, by, .y by)(c < b A P=0).

A prova para o conjunto B é mais intrincada. Precisamos de um Lema antes.

Lema 4.1.9. Temos a equivaléncia

(Vk’)gb(a bl,bg, ...,bm)[P(b,k’,CLl,CLQ, ...,an,bl,bg, ,bm) = 0]
<~
(El U)(Vk)gb(zl bl,bQ, ,bm)gu[P(b, k,al,aQ, ...,an,bl,bg, ,bm) = O]

Demonstragio. (<) E imediato. (=) Para a reciproca, suponha que o lado esquerdo seja
verdadeiro dados b, aq,as, ...,a,. Entdo, para cada k = 1,2,...,b existem nimeros definidos
bgk), bs) b{¥) para os quais:

2 PICEXE) m
P(b,k,ay,as,...,a,, bgk), bgk), bRy =0,
Fazendo u ser o maximo dos mb nimeros

{bgk)b = 17 “eey T k= 1727 ""b}’

segue que o lado direito da equivaléncia também ¢é verdadeiro.

]

Lema 4.1.10. Seja Q(b,u, a1, as,...,a,) um polindmio com as propriedades
Q(b,u,ay,as, ..., a,) > u, (i)
Q(b,u,ay,as, ..., a,) > b, (ii)

k<bebyby,... b, <uimplicam que
|P(b,k,ay,as,....;a0,,01,b9, ... b)) | < Q(b,u,ay,as, ..., a,). (iii)
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Entao,

(Vk’)gb(a b17 bQ, cevy bm>gu[P(b,k, a1,09, ..., Ay, b17 bg, cevy bm> = O]
=4
b

(Je,tycr, 6,y )14t = H(l + kt)

k=1

A t=Q(b,u,ai,az, .. HC1—j ) = 0(mod 1+ ct)

A - A JI(en —j) = 0(mod 1+ ct)
j=1

A P(b,c,ay,a9,...,an,C1,Ca, ..., Cp) = 0(mod 1 + ct)].

O ponto deste Lema é que enquanto o lado direito da equivaléncia parece o mais complicado
dos dois, na verdade € livre de quantificadores universais limitados.

Demonstragio. (<) Para cada k = 1,2, ..., b, seja py um fator primo de 1+ kt. Seja bgk) o resto
quando a; é dividido por px (k= 1,2,...,b;7 = 1,2,...,m). Segue que para cada k,i temos

1< bgk) <u (a)
P(b, k, a1, az, ....an, 01 b5 b#)) =0 (b)

Para demonstrar (a), note que px|1+kt, 1+kt|1+ct e 1+ct| IT (¢;—j) Ou seja, pg| IT (¢i—7)-
j=1 j=1
Como py é primo, pi|c; — j para algum j = 1,2, ..., u. Isto é
j=¢ = bﬁ’“) (mod py).

Como t = Q(b,u,ay, as, ...,a,)!, (ii) implica que todo divisor de 1 + kt deve ser maior que
Q(b,u,ay,as, ...,a,). Assim, pp > Q(b,u,ay,as,...,a,) e por (i) pr > u. Entdo, j < u < py.
Como bgk) ¢é o resto quando a; é dividido por p; temos também que bgk) < pg. Assim,

pkF) —

Para demonstrar (b), primeiro notamos que
1+ ct =1+ kt=0(mod py).

Entao
k + kct = ¢ + kct(mod pg),

isto é, k = ¢(mod pg). Ja& temos obtido

b") = ¢;(mod py).
Desta forma,

P(bvkaalaa% "'7an7bgk)7b(2k)7' b(k)) P<b C, a1, 02, ...,an, C1, C2, -"7Cm)'

= 0(mod py,)
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Finalmente
|P<b7 ku ai, @z, ..., Gn, bgk)a bék)7 s} bgj)ﬂg Q<b7 u,ai, ag, ..., an) < Dk-
Isto prova (b) e completa a prova.
(=) Seja
P(b,k, ar, as, ..., an, b 687 0#)) = 0,

b

para cada k = 1,2, ...,t onde cada bgk) < u. Fazemos t = Q(b,u,ay,as,...,a,)! e como [] (1+
k=1

kt) = 1(mod t) podemos encontrar ¢ tal que

b
L+ct =[]+ kt).

k=1
Agora, afirmamos que para 1 < k <[ <b,
(1+kt,14+1t)=1.

Com efeito, seja p tal que p|1 + kt e p|1 + It. Entao, p|l — k de modo que p < b. Mas, como
Q(b,u,ay,as, ...,a,) > b temos que p|t o que é absurdo. Desta forma os nimeros 1+ kt formam
um sequéncia admissivel de médulos e pelo Teorema Chinés dos Restos (2.1.5) podemos obter
para cada i,1 <7 < m, um nimero ¢; tal que

ci = bgk)(mod 1+ kt), k=1,2,...,0b.

Y Y

Como acima, k = c¢(mod 1 + kt). Assim,
P(b,c,ay,a9,...,apn,C1,Ca,...; ) = P(bk,ay, as, ..., an, bﬁ’“), bék), ey bgf)) = 0(mod 1 + kt),
Como os nimeros 1 + kt’s sdo dois a dois primos entre si e cada um divide
P(b,c,a1,a9,...,a5,C1,Ca, ..., Cy)
temos que o mesmo ocorre com o seu produto. Ou seja,
P(b,c,ay,a9,...,an,c1,Ca, ..., Cp) = 0(mod 1+ ct).

Finalmente,
¢ = b(»k)(mod 1+ kt),

ou seja,
1+ kt|e; — b,

Como 1 < bﬁ’“) < u,
1+ kt| [ (e — j)-
j=1

E novamente como os 1 + kt’s sao dois a dois primos entre si,

1+ ct[]] (e — 4).
Jj=1
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Agora é facil completar a prova do Teorema (4.1.8) para o conjunto B usando os Lemas
(4.1.9) e (4.1.10):

Demonstrag¢do. Primeiro encontramos um polinémio ) satisfazendo (i), (ii) e (iii). Podemos
escrever

P(b7 kaab@% "'7an7b17 b27 7bm) = Ztr
onde cada t, tem a forma

_ ayp.d q1 .92 Qn 1,51 1,52 s
t, = cbk%aitay’ - al" b g - Oy

para ¢ € Z. Seja, u, = |c[b*a al? - - - alrus Tt e geja

N
Qb,u,as,as,...,a,) =u—+b+ ZUT.

r=1

Entao (i), (ii) e (iii) ocorrem. Desta forma:

(VE)<,(3ri,re, s mim) [P(rk, a1, a2, ..y Gpy 71,72, ooy i) = 0])
=

T

(Fu, e, t,c1,¢2y ey O |1+t = H(l + kt)
k=1

At=Q(r,u,ar,az,....a,)! AL+ ct|]](c; — 7)

j=1
A AL+t (en —9)
j=1
A P(r,c,ay,a9,...an, C1,Ca, ...y Cp) = 0(mod 1 + ct)]

=

T

(Fu, e, t,eq,¢9, oy fr 01,925 - Gm, B1,ha, o by, e =14+t A e = H(1+kt)
k=1
A f=Q(ru,c,coyycn) Nt = f!
Ngp=c—u—1ANg=c—-—u—-1AN---ANgn=cn—u—1

u u

Ah=][(g+k) A hy=]](g2+k)
k=1 k=1

Ao N by =[] (gm + k) A elht A elhy A €|y,
k=1

A l=P(b,c,ar,as,...,a,,C1,Co s Cn) A €ll]

e esta é Diofantina pelos Teoremas (4.1.3), (4.1.5) e (4.1.7). O



CAPITULO 4. TECNICAS PRINCIPAIS 48

4.2 Funcoes Recursivas

Vamos observar dois exemplos primeiro.
(i) O conjunto P dos niimeros primos:

rePsr>1ANMy,2)wlyz<zVyz>zVy=1Vz=1].

Uma outra definicdo Diofantina dos primos é:

rePesrx>1A((x—-1Dx)=1
=
r>1A 3y, z,uv))y=a—1 A z=y! /\(uz—’u:v)2:1]_

y
(ii) A funcio g(y) = II (1 + k). Aqui nés usamos a funcao F(a,b) definida aqui (2.4) para
k=1
codificar a sequéncia g(1), g(2), ..., ¢(r) em um tnico nimero by, ou seja, de modo que
F(a,by) =g(a), a=1,2,..r

Desta forma, z = g(a)
& (Fb){F(1,b0) =2 A (Va)<, [k =1V F(a,by) = (1+a*)F(a—1,by)] A z= F(r,by)}

& (Fb){F(1,bg) =2 AN Va)< [k=1V Ft,u,v)(t=a—1
ANu=F(tby) Av=F(a,b) A v=(1+a*)u) A z= F(r,b)]}.

IA

Agora podemos construir as fungoes recursivas usando certas func¢oes iniciais denominadas
funcgoes recursivas primitivas.

As funcoes recursivas sao todas aquelas possiveis de serem obtidas a partir das fungoes
recursivas primitivas dadas por:

C(fE) :17 S(.T):,T—i—l, U@'n(xhx%"'?xn):xh 1 SZSTL
iterativamente aplicando-se as trés operacoes: Composicao, Recursao Primitiva e Minimaliza-

cao defindas abaixo.

Composicao
Quando fazemos a Composicao a partir das fungoes dadas g1, 92, ..., gm € f(t1,t2, ..., tm)
obtemos a funcao

h(ajl)x% 7ajn) = f(gl(xlv X2, "'7xn)7 e 7gm($17 X2, 7xn))

Recursao Primitiva
Quando fazemos a Recursao Primitiva a partir das funcoes dadas f e g obtemos a fungao
h(zy,xa, ..., T,, z) que satisfaz as equagoes:
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h(zy, 9, .oy y, 1) = f(21, 29, .0y Ty)

h(x1, gy .y xp, t + 1) = g(t, h(z1, 22, ..., Ty t), T1, Ty ooy Ty
Quando n = 0, f torna-se uma constante de modo que h é obtida diretamente de g.

Minimalizagao
Quando fazemos a Minimalizacao a partir das fungoes dadas f e g obtemos a fungao

h(.lfl,.fﬂg, >$n) = miny[f(xla L2y ey Ty y) = g(x17$27 vy T,y y)]

assumindo que f e g sdo tais que para cada x1, x», ..., T, exista ao menos um y satisfazendo a
equagao f(xy, T, ..., Tn,y) = g(x1,Z2, ..., Tpn,y) (ou seja, h estd definida em todos os pontos).

Teorema 4.2.1. Uma funcao é Diofantina se, e somente se, é recursiva.

Vamos observar algumas fungoes recursivas antes de demonstrar este teorema.

(1) A fungao f : N? — N; definida por f(z,y) = x + y é recursiva:

r+1=s(z),
e+ (t+1) =s(z+1) =gt x+1z),

onde g(u,v,w) = s(U3(u,v,w)).

(2) A funcao f: N? — N; definida por f(z,y) = x -y é recursiva:

r-1= U] ()
r-(t+1l)=ax-t+z=g(tz-t ),

onde g(u,v,w) = Us(u,v,w) + U3 (u,v,w).

(3) Para cada k fixo, a funcdo constante c¢x(z) = k é recursiva, pois ¢i(x) é uma das fun-
¢oes iniciais e cpi1(2) = () + c(z).

(4) Qualquer polinémio P(xq, s, ...,x,) com coeficientes inteiros positivos é recursiva, pois
qualquer funcao deste tipo pode ser escrita como uma iteracao finita de adi¢des e multiplica-
¢oes de varidveis e ¢(z). Por exemplo:
20%y + 302 + 5 =cox) - x-x-y+ez(x) w2022+ cs5(w).
Assim, (1), (2) e (3) e a Composi¢ao dao o resultado.

Agora podemos provar o Teorema (4.2.1).

Demonstragio. (=) Seja f uma fungao Diofantina, assim podemos escrever

Y= f(xlax% 737”)
<~

(E'tl,tg, ,tm - N1>[P($1,I2, ...,$n,y,t1,t2, ,tm>] = Q(Qll,ﬂfg, ...,QZn,y,tl,tQ, ,tm>],
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onde P e Q sdo polindmios com coeficientes inteiros positivos. Entao, pela fungao F(a,b)
definida em (2.4) temos que

f(z1, 2o, ..., xy) = F(1,min,[P(xq, 2, ..., Tpn, F(1,0), F(2,b), ..., F(m + 1,0))]
= Q(x1, 29, ..., Ty, F(1,0), F(2,0),..., F(m+ 1,b))].

Como P, @ e F(a,b) sao recursivas, o mesmo ocorre com f (usando Composi¢ao e Minima-
lizacao).

(=) Como F'(a,b) é Diofantina e as demais fungoes iniciais também o sao, ¢ suficiente pro-
var que as fungoes Diofantinas sao fechadas sob composicao, recursao primitiva e minimalizacao.

Composicao: Se h(zy, X, ..., x,) = f(g1(T1, T2y ooy Tn), oy G (T1, o, ..oy ), onde f g1, Goy -y G
sao Diofantinas, de modo que h também é:

y = h(zy,29,...,2,)
=
(Fty,to, st € ND[t1 = g1(z1, 22, e, Tp) A -+ A by = g (T1, Ty oy ) Ay = ft1,ta, )]

Recursao Primitiva: Se

h(z1, g, ..., xn, 1) = f(x1, 22, ..., Ty)

h(x1, gy .oy xp, t + 1) = g(t, h(z1, 2, ooy Ty t), T1, Ty ooy Ty),

e f, g sao Diofantinas, entao (usando a fungao F'(a, b) definida em (2.4) para codificar os nimeros
h(x1, 2oy .oy n, 1), h(21, 20y ooy T, 2), oo R(Xy, Toy ooy Ty 2):

y = h(z1,x9, ..., Tp, 2)
<~
(F0){(3o)c=F(1,b0) A c = f(z1, 22, ..., zn)] AN (VE)<)[(t =2) V (Fe)(c = F(t+1,b))]
Ne=g(t, F(t,b)), 1,22, ....,x,))] N y=F(2,0)}

de modo que, pelo Teorema (4.1.8) h é Diofantina. ]
Minimalizagao: Se

h(xy, g, ..., xn) = ming[f(x1, Ta, ..., Tn, Y) = g(@1, T2, ..., Tp)],
onde f, g sao Diofantinas, entdo o mesmo vale para h, com efeito,

y = h(xy, z9, ..., T)
=
(F2)[z = f(x1, 22, ooy Tnyy) s A 2 = g(T1, T2, ..., T, Y)]
ANV [t=y VvV Bu,v)(u= f(x1,22, ... Tn,t) N v =g(x1, T2, ..., Tp, t) N (u<v Vv <u).



CAPITULO 4. TECNICAS PRINCIPAIS 51

4.3 URM-Computabilidade

Nesta se¢ao vamos considerar as maquinas registradoras ilimitadas (abreviadamente URM
na sigla em inglés para Unlimited Register Machines) que da mesma forma que as maquinas de
Turing definidas na segdo (1.2), capturam exatamente a nogao geral de computabilidade. As
URM’s sao mais faceis de compreender do que as maquinas de Turing, pois operam em alto nivel
de abstragao e se assemelham com determinadas linguagens de programacao computacional
como Pascal. Desta forma sao mais simples para tratamento tedrico do que as maquinas de
Turing e tais méquinas sao investigadas em [6]. As URM’s sdo equivalentes as maquinas de
Turing no sentido do Teorema (4.3.3) e devido a maior facilidade para tratamento tedrico que
as maquinas de Turing, vamos adota-las para provar a equivaléncia com as fungoes recursivas
no sentido do Teorema (4.3.3).

Definicao 4.3.1. Uma maquina registradora ilimitada, denotada por URM , é uwma abstracao
de um dispositivo de cdlculo com as sequintes caracteristicas:

1. Registradores: Uma URM possui posicoes de alocacao chamadas registradores os quais
podem armazenar numeros em Ny. Qualquer URM-programa pode utilizar um nimero
finito de registradores. Os registradores normalmente sao referidos com letras maiusculas
substeritas Ry, Ro, R3, ... Os subscritos, que pertencem a Ny, sdo chamados de indices do
respectivo registrador. O niumero armazenado em qualquer instante por um registrador
normalmente é referido com letras minusculas subscritas ri,rs,13, ... Os registradores sao
ilimitados nos sequintes sentidos:

(a) Embora um URM-programa possa utilizar somente uma quantidade finita de regis-
tradores nao hd uma cota superior que quantos de fato um determinado programa
realmente utilizard.

(b) Nao hd cota superior para o tamanho dos nimeros naturais que podem ser armaze-
nados em qualquer dos registradores.

2. Programa: Os numeros armazenados nos registradores de uma URM sao manipulados
de acordo com o programa. Um URM-programa é uma lista finita de instrucoes bdsicas.
As instrucoes sdo escritas em uma ordem fixa e numeradas como 1,2,3,... Por razoes
historicas, o numero de instrucoes é chamado de nimero da linha. Podemos nos referir
ou a linha do programa ou a linha na URM. Vamos utilizar o simbolo U para denotar o
conjunto de todos os URM-programas.

(a) Comprimento do Programa: seja P € U um URM-programa. Por defini¢ao, P
¢ uma lista finita de instrugoes basicas. Definimos \ : U — Ny como:

VP € U: \(P) = numero de instrugoes basicas em P.

(b) Nimero de Rigistradores Usados: seja P € U um URM-programa. Por de-
finicio, P usa um nimero finito de registradores. Definimos a funcgao p : U — Ny
como:

VP € U: p(P) = maior nimero armazenado em um registrador usado por P.

Assim, em qualquer URM-programa P, nenhuma instrugdo se refere a qualquer re-
gistrador com indice maior do que R,, onde u = p(P).
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3. Intrucoes Bdsicas:

Nome Notacgao | Efeito Descricao

ANULAR | Z(n) 0— R, Substitui o nimero em R,, por 0.

SUCEDER | S(n) r,+1— R, | Adiciona 1 ao nimero em R,,.

COPIAR C(m,n) Tm — Ry, Substitui o nimero em R, pelo nimero em

R, (nao modifica o nimero de R,,).

PULAR J(m,n,q) | rm =r,7=q | Se os nimeros em R,, e R, sao iguais, vai

para a instrucdao numero q, caso contrdrio vai
para a proxima instrucao.

4. Operagao:

(a)
(b)

Quando uma URM executa um programa, sempre comeca executando a primeira
instrucao do programa.

Quando uma instrugdo tem sido executada, move-se para a proxrima instrugcdo e a
executa a menos que tenha sido executado a instrugdo PULAR.

Apontador da Instrucdao: O nimero da linha que estd sendo executada em de-
terminado intante € denominado de apontador da instrucao. Pode ser pensado como
um registrador com proposito especial na URM que guarda o nimero da linha.

Estdgio de Cadlculo: O estigio de cdlculo (ou apenas estigio) de um URM-
programa € o numero de instrucoes bdsicas que tém sido executadas até certo ponto.
Desta forma cada estdigio corresponde ao processamento de uma instrugdao.

Estado: O estagio de um URM-programa em um instante particular € definido
como:
i. 0 valor do apontador da instrugdo;

1. o valor, naquele instante, de cada um dos registradores que sao usados pelo
programa.

5. Terminagao: Um URM-programa para ou termina quando ndao existem mais instrucoes
a serem executadas. Isto pode acontecer de duas maneiras:

(a) Se o programa executa a dltima instrucdo e esta nao é um PULAR para uma anterior,

0 programa para.

(b) Se o programa executa um PULAR para uma instrugcao nao ezistente, o programa

parard. Tal instrucio PULAR é conhecida como PULAR PARA FORA.

A linha na qual um URM-programa executa uma instrucdo particular e pdara é cha-

mada de linha de saida. Se o programa, quando executando, nunca chega a um estado
como estes, entao é chamado de um lago infinito. Podemos observar que se um programa
termina ou nao, pode depender da entrada em particular. Pode entrar num laco infinito
para certa entrada, mas pode terminar perfeitamente bem para outra.

6. Entrada: A entrada de um URM-programa é
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(a) ou uma k-upla (ny,ny,...ny) € NE,
(b) ou um nimero n € Ny.

No dltimo caso é conveniente considerar um unico numero natural como uma 1-upla
ordenada (ny) € N} = Ny. Assim podemos discutir entradas em URM-programas apenas
usando t-uplas e evitar o trabalho desnecessdrio de repetir os casos onde k = 1. A
convengao normalmente usada considera que um URM-programa P comega o cilculo com

L a entrada (ny,ng,...,ng) nos registradores Ry, R, .., Ry,

II. 0 em todos os outros registradores usados por P.
Ou seja, o estado inicial da URM é

I Yie[l.k|l:ri=n,
II. ¥Yi>k:r;=0.

E usual para a entrada (toda ela ou parte dela) ser sobrescrita durante o curso das
operacoes do programa. Isto €, no término do programa, Ry, Rs, ..., Ry nao sao garantidos
ainda conterem ni,Na,...,NE G Mmenos que o programa tenha sido explicitamente escrito
de modo a garantir que isto ocorra.

7. Saida: No final da execugdo do URM-programa, a saida estard armazenada no registra-
dor R;.

8. Programa Nulo: Um programa nulo ou vazio é um URM-programa que nao contém
mnstrucoes.

Definigdo 4.3.2. Uma fungio f : Nf — Ny é dita ser URM-computdvel se existe um URM-
programa que a calcula.

Conforme podemos perceber, a execucdo de uma unica instrucdo para uma URM, por
exemplo PULAR(m, n, ¢), pode ser bastante complexa do ponto de vista computacional, pois os
conteudos r,, e r,, dos registradores R, e R,,, respectivamente, precisam ser lidos, sendo que
T, €y, podem ser arbitrariamente grandes e em seguida precisam ser comparados. Esta tarefa
pode tomar tempo e espago demasiadamente longos.

Teorema 4.3.3. Para qualquer fungio f : NE — Ny sdo equivalentes as afirmagoes:
1. f é URM-computdvel
2. f é Turing-computdvel
3. f € recursiva

Vamos provar que 1 implica 3 em (4.3.15). A volta é deixada como leitura em alguma
das referéncias [2,[7] e [9] ou com as mesmas notagoes deste texto em [11]. Vamos basear a
solucao do Décimo Problema de Hilbert na URM-computabilidade em conjunto com a Turing-
computabilidade. Em [2] pode-se encontrar a demonstracao da equivaléncia entre (2) e (3). O
que produz o mesmo resultado que baseado em Turing-computabilidade.
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Lema 4.3.4. A toda instru¢do bdsica I em um URM-programa podemos associar um nimero
em Ny de modo que cada um destes niumeros corresponda a uma unica instrucao.

Demonstragio. Seja I o conjunto de todas as instrugoes basicas de uma URM. Definimos a
aplicagao g : I — N como

B(Z(n)) = 6n —3,
B(S(n)) = 6n,
B(C(m,n)) =2m3"+1,
B(J(m,n,q)) =2™3"57 + 2

B(Z(n)) = 3(mod 6),
B(S(n)) = 0(mod 6),

B(C(m,n)) = 1(mod 3) =1 ou 4(mod 6),

B(J(m,n,q)) = 2(mod 3) = 2 ou 5(mod 6).

Assim, se (1) = B(I2), entdao ambas as instrugoes devem ser do mesmo tipo, pois devem ter
o mesmo residuo modulo 6 e os residuos sao incongruentes modulo 6 para cada tipo, conforme
mostrado pelo sistema de congruéncias acima. Segue, do Teorema Fundamental da Aritmética,
que [ é unicamente determinada para qualquer instrucao bésica dada de uma URM, pois é
injetora. O

Definicao 4.3.5. O namero (1) é definido como o nimero de codificacio para a instrugio I.

Lema 4.3.6. A qualquer URM-programa podemos associar um niumero em Ny de modo que
cada um destes numeros corresponda a um unico URM-programa.

Demonstragio. Seja U o conjunto de todos os URM-programas. Seja P € U um programa com
k instrucoes basicas:

Linha | Comando
1 I
2 I
k 1,

Definimos a aplicagao v : U — Ny como

k
B(1;
v(P) = TTp/"
i=1
onde
1. p; é o i-ésimo ntmero primo

2. B(I;) é a tinica codificagao para a instrugao .
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Entao, segue do Teorema Fundamental da Aritmética que v é unicamente especificada para
qualquer URM-programa, pois ¢ injetora. O
Definigao 4.3.7. Dado P € U, o nimero v(P) € referido como o nimero de codificacao de P.

Definicao 4.3.8. O comprimento de n € Ny € definido como o numero de fatores primos
distintos de n e é denotado por len(n).

Definigdo 4.3.9. Sejam S C N e a funcio f : S — Ny. Suponha que para toda k-upla em
NE\S, f ndo esteja definida. Entdo f é chamada de fungdo parcial de Nf em Ny. Caso S = N,
entao f € chamada de funcdo total.

Definigdo 4.3.10. Sejam g : Nt — Ny e h: N} — Ny fungoes parciais. Escrevemos
g(ni,na,...,ng) = h(ny, ne, ..., ng)
se, e somente se, ocorre uma das duas possibilidades:
1. ambos g(ni,ng,...ng) € h(ny, ne,...,ny) estio bem definidos e sao iquais ou
2. nem g(ni,ng,..ny) nem h(ny,na, ...,ny) estao definidos.
Assim, por exemplo, outra maneira de escrever que g = h, é:
Vo € NE: g(z) = h(z)

neste caso, as funcgoes g e h sao totais (caso particular de fungao parcial), ou seja, estdo bem
definidas para todas as k-uplas pertencentes a NE.

Lema 4.3.11. A todo estado de um URM-programa podemos associar um numero em Ny de
modo que cada um destes numeros corresponda a um unico estado.

Demonstracao. Seja P um URM-programa. Suponha que, em um dado estdgio do calculo
1. o valor do apontador da instrucao é a
2. o valor do registrador Ry é ry.
Seja b = p(P) o nimero de registradores usados por P. Entdo podemos definir a codificacao

de estado s como

— A T1 T2 b
§ =DP1P2 P3Pyt

onde p; é o j-ésimo nimero primo. Entao, segue do Teorema Fundamental da Aritmética que
s é unicamente especificado para qualquer estado dado. O

Definicao 4.3.12. Este numero de codificagdo s é chamado de codificacao de estado.

Definicao 4.3.13. Seja S = [[1S; x Sy x -+ x S, o produto cartesiano de n conjuntos
S1,S9, ...y Sp. Uma relagao n-dria sobre S é uma (n + 1)-upla ordenada definida como

9% - (Sl, SQ, ceey Sn, R)

onde R é um subconjunto arbitririo R C S. Para indicar que (s1, Sz, ..., Sp) € R escrevemos
R(S1, 52y -y S )-
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Definigdo 4.3.14. Seja R C NE uma relagao n-dria sobre N§. Entdo R é uma relagio recursiva
se, e somente se, sua fungcdo caracteristica xs € uma fungdo recursiva primitiva.

Teorema 4.3.15. Toda fung¢io URM-computdvel é recursiva.

Demonstragio. Seja f : NE — Ny uma fungao computével. Entdo existe um URM-programa
que computa f por definicdo. Seja P o URM-programa com o menor nimero de codificacao
que computa f. Seja m = v(P) o ntimero de codificacdo de P. Considere a fungio g : Nf — Ny
dada por

g(ni,na, ...,ng) &= ut((Sk(m,ny,na,...,ng, t))1 > len(m)

onde

1. len(m) é o comprimento de m;
2. ut é a operacao de minimizacao sobre Sy;
3. ~ denota a igualdade de fungdo parcial;

4. Sk(m,nq,ng,...,nk, t) é o nimero de codificagao de estado no estagio ¢ do célculo realizado
por P com a entrada (ny,ns,...,ny) o qual é dado pelo nimero s definido em (4.3.12);

5. (Sk(m,nq,na,...,ng, t)); é o nimero de codificagao da instru¢ao dado pela fun¢ao 5 a ser
realizada no estagio t.

Assim, a desigualdade

(Sk(m,ny,ng,...,nk, t)); > len(m)
expressa o fato que no estagio ¢ o cdlculo terminou. Assim, o valor de g(ny, ns, ..., ny) é a codi-

ficacdo de estado do primeiro estagio na qual o calculo tem parado, se existe um, e indefinido
caso contrario.

Como as fungoes nesta desigualdade e o relacdo > sdo todos primitivos recursivos, segue
que a desigualdade expressa uma relagao recursiva primitiva sobre m, ny, ns, ..., ng, t.

Desta forma g é uma funcao recursiva por defini¢do, visto que pode ser obtida por mi-
nimizacao sobre uma relacao recursiva.

Considere a fungdo h : Nf — Ny dada por

h(ny,ng, ...,ng) &= Sp(m,ny,na, ..., g, g(N1, nay ..oy ) ).
A funcao h é recursiva porque é obtida por substituicdo de fungoes recursivas conhecidas.
A funcao h esta definida se, e somente se, o cdlculo para e produz o valor da codificacao do
estado no momento em que se tem parado. A saida deste calculo, a qual produz o valor de
f, é o nimero no registrador R;. Mas, o nimero em R; é o expoente de p, = 3 conforme o
Lema (4.3.12) na expressao da codificagao do estado h(ny,ng, ..., n;) na forma p{py'ps® - - - ik ;.
Portanto, a funcao f é dada por

f(nl, No, nk) =~ (h(nl, No, ..., nk))l

Segue que f é uma funcao recursiva, pois é obtida por substituicao de fungoes recursivas
conhecidas. O]
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Capitulo 5

Conclusao

5.1 Um Conjunto Diofantino Universal

Uma enumeragao explicita de todos os conjuntos Diofantinos de inteiros positivos serd des-
crita. Qualquer polindbmio com coeficientes inteiros positivos pode ser construido via recursao
utilizando o inteiro 1 e indetermindas fazendo multiplicacoes e adigoes sucessivas. Da seguinte
maneira:

Primeiro fixamos o alfabeto

Lo, T1,L2, T3, ...

de variaveis independentes, e entao definimos recursivamente os polinémios P; como

P=1

P31 =

Ps; = Pruy + Pre
P3i1 = Pr) - Prp

onde i > 1 e as fungoes L(i) e R(i) usadas acima sao as mesmas definidas na se¢ao (2.4).

Temos, de fato, obtido todos os polindmios com coeficientes inteiros positivos por meio
desta recursdo. Por exemplo, considere o polindmio P = 2z3 + 3z122 + 5. A seguir {k;}>0
denota uma sequéncia de indices em Nj.

Reescrevemos P como P = 2 -xg-2g- 29+ 3 21 -T2+ 5 = (Py, - Pr,) - (Pry - Pr,) +
Pks'(pk4'P]f5>+Pk6 :Pk7'Pk8+Pk3 'Pk9+Pk6 = (Pk10+Pk11)+Pk6 :P/ﬂlz—'—Pke :Pk13'
Isto é sempre possivel, ndo importa qual polinémio P iniciamos, pois os pares (L(i), R(i));>1
percorrem todos os pares de inteiros positivos; com P; = 1 conseguimos gerar todos os polino-
mios idénticos aos inteiros positivos e com Ps;_1 = x;_1 todos os polinémios da forma z;_;. Na
verdade, geramos todos os polindmios, mas eventualmente algum se repete com a recursao, por
exemplo, Py = Pi3=2¢e¢ P, = Pjg =1+ x.

Escrevemos P; = P(xg, 21, ..., ,), onde n é grande o bastante de modo que todas as variaveis
ocorrendo em P; estdo incluidos. (Nao necessariamente P; dependerd de todas estas varidveis. )
Finalmente, seja

Dy, = {zo|(F 21, 22, ‘”7In)[PL(n)(x07xla ey Tp) = PR(n)(l’o,l’h oo Tn) |}
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Aqui, Pr,) e Pre) de fato nao envolvem todas das varidveis xg, 1, ..., ,, mas também nao
envolvem quaisquer outras. (J4 mostramos na segdo (2.4) que L(n), R(n) < n.) Pela forma
como a sequéncia P; foi construida, temos que a sequéncia de conjuntos

D17 D27 D37 D47
percorre todos os conjuntos Diofantinos em Nj.

Teorema 5.1.1. (Teorema da Universalidade) Temos que o conjunto {(n,z)|x € D,} €
Diofantino.

Demonstra¢io. Novamente, usando a funcao F'(a,b) definida na secdo (2.4), temos que:

reD,
=4
FO){F(1,0) =1 A F(2b) =z
A (Vi) <n[F(3i,b) = F(L(i), b) + F(R(i), b)]
( D)<nlF (31 +1,b0) = F(L(i),b) - F(R(i),b)]

P(L(n).b) — F(R(n).b)}

O predicado do lado direito da equivaléncia é Diofantino, assim devemos verificar somente
a afirmacao. Seja x € D,, para x,n dados. Entao, existem nimeros tq, ts, ..., t, tais que

PL(TZ)(‘/EJt:lJ t27 7tn) = PR(’VL)(‘/EJ t17t27 crey tn)
Escolhemos b conforme fizemos na se¢ao (2.4) para a fungao F'(a,b) tal que
F(j,b) = Pi(x,tr, by, o tn), j=1,2,....30+2. (1)

Entao, em particular, F(2,b) = z e F(3i — 1,b) = t;_1,i = 2,3,...,n + 1. Desta forma, o
lado direito da equivaléncia é verdadeiro. Reciprocamente, suponha que o lado direito ocorra

dados n,x. Seja
t1 = F(5,b),ty = F(8,b),....t, = F(3n + 2,b).

Assim, (1) deve ocorrer. Como F(L(n),b) = F(R(n),b) devemos ter
Pry(,t1,ta, .. tn) = Prey(2,t1, 2, ..., ),
de modo que z € D,,. O

Como Dy, D, Ds, ... gera uma enumeracao de todos os conjuntos Diofantinos, é facil cons-
truir um conjunto diferente de todos estes e, portanto, nao-Diofantino. Podemos fazer

V ={n|n ¢ D,}.
Teorema 5.1.2. O conjunto V ndo é Diofantino.

Demonstracio. Podemos aplicar o método diagonal de Cantor. Se V' fosse Diofantino, entdao
para algum i fixo, V = D;. O mesmo ocorre com %, ou seja, ¢ € V? Temos:

ieVeieD, e ieVei¢D,.

Chegamos a uma contradigao. m
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Teorema 5.1.3. A fungdio g(n,z) =1 definida por

gn,z) =1 se x¢ D,,
gn,x) =2 se x€ D,,

nao € recursiva.

Demonstragio. Se g fosse recursiva, entao ela seria Diofantina (4.2.1), digamos:

y=gn,z) < 3y, Y2, o0, Ym) [P0, 2,9, Y1, -, Ym) = 0].

Mas entao, seguiria que

V= {l’|(3y1,y2, ’ym>[P(I,ZL’, 17y17y27 Jym) = 0]}

o que contradiz o Teorema (5.1.2).
[

Teorema 5.1.4. O Décimo Problema de Hilbert é insolivel: nao existe um algoritmo baseado
em instrugoes para maquinas de Turing ou URM’s tal que exista uma maquina que utilizando
este algoritmo seja capaz de parar apos um numero finito de execugoes em um estado que revele
se qualquer equagdo Diofantina que estd sendo testada pelo algoritmo possui ou ndo solucao.

Demonstra¢io. Usando o Teorema (5.1.1), escrevemos:
r € D, (I21, 29, ..., 2x) [P(n, z, 21, 22, ..., k) = 0].

onde P e algum polinémio definido (embora complicado). Suponha que houvesse um algoritmo
para testar se equagoes Diofantinas possuem ou nao solugao inteira positiva, isto é, um algoritmo
para o Décimo Problema de Hilbert. Entao, dados n,z este algoritmo poderia ser usado para
testar se a equacao

P(n,x,z1, 22, ..., 2,) = 0

tem uma solucao, i.e., se x € D,, ou nao. Assim, o algoritmo poderia ser usado para calcular a
funcao g(n,x). Como as fungdes recursivas sao exatamente aquelas para as quais um algoritmo
de céalculo existe, g teria que ser recursiva. Isto contradiria o Teorema (5.1.3). ]
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