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ABSTRACT

In this work we study two topics: the basic theory of type and cotype and the L,-
spaces theory. We show that each L, -space, 1 < r < oo, has type min {r,2} and cotype
max {r,2}. We also prove that no infinite dimensional L., -space can have type > 1 and
cotype < 0o. We detail the study of the Khintchine and Kahane inequalities, needed in order
to have full understanding of the type, cotype theory. A chapter is dedicated to the study of
generalizations of the Khintchine inequality (the classical Rademacher functions are replaced
by the so called n-Rademacher functions). It is shown that if we use these n-Rademacher

functions to define type and cotype, the new definitions are equivalent to the usual ones.
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RESUMO

Neste trabalho apresentamos um estudo de dois topicos, principalmente: a teoria basica
de tipo e cotipo e a teoria bésica dos espacos £,. Mostramos como estes dois conceitos
se relacionam, mais especificamente mostramos que cada espaco L,, 1 < r < oo, tem tipo
min {r, 2} e cotipo max {r,2} e que nenhum espago L., de dimensao infinita pode ter tipo
maior que 1 e cotipo menor que co. Como alicerce para a teoria de tipo e cotipo, detalhamos
um estudo sobre as desigualdades de Khintchine e Kahane. Além disso, devotamos um
capitulo ao estudo, num contexto mais geral, da desigualdade de Khintchine e dos conceitos
de tipo e cotipo, mostrando que estes conceitos nao melhoram em nada a teoria ja que sao

equivalentes aos conceitos tradicionais de tipo e cotipo.
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Introducao

A area do conhecimento matematico na qual este trabalho se insere é a Analise Funcional,

na teoria de espacos de Banach.

Os conceitos basicos de tipo e cotipo de espacos de Banach foram introduzidos por
B. Maurey e, independentemente, por J. Hoffmann-Jérgensen, no inicio dos anos 70. Mau-
rey usou estes conceitos principalmente para problemas de fatoracao de operadores lineares,
enquanto que Hoffmann-Jorgensen os usou em seus estudos sobre teoria de probabilidade
em espagos de Banach, mais especificamente em séries de variaveis aleatérias em espacos de
Banach. Tais conceitos ja tiveram reconhecimento de suas importancias quando resultados
como o de Kwapién , sobre caracterizacao de espacos hilbertizaveis, puderam ser traduzidos
para a linguagem de tipo e cotipo. Os trabalhos de B. Maurey e G. Pisier que associaram
tais conceitos a geometria dos espacos de Banach, impulsionaram definitivamente o desen-
volvimento e o interesse pelos mesmos. Além das dreas j4 mencionadas acima (teoria de
operadores, geometria dos espacos de Banach e teoria de probabilidade em espacos de Ba-
nach), varias outras areas tiveram aplicagoes dos conceitos de tipo e cotipo, tais como, a
teoria de aplica¢oes multilineares e polinomios homogéneos em espagos de Banach (ver [5] e

[9]), a teoria de ideais de operadores e a teoria de produtos tensoriais topologicos (ver [7]).

Ja o conceito de espacos L, foi introduzido em 1968 por J. Lindenstrauss e A.
Pelczynski, num artigo intitulado “ Absolutely Summing Operators in L,-spaces and their
applications”. Varios espagos importantes, tais como, os espagos L, e os espacos de fungoes
continuas definidas num espago de Hausdorff compacto, foram provados ser, de certa forma,

espacos L,. Consequentemente, o interesse por tais espacos e aplicacoes utilizando-os surgi-
P )



ram rapidamente (ver [15] e [8]).

Justificativa e Objetivo

Como ainda nao existem textos em portugués abordando a teoria de tipo e cotipo e
os textos que existem oferecem dificuldades para quem estd estudando estes conceitos pela
primeira vez, o objetivo deste trabalho ¢ produzir um texto didatico abordando com todos
os detalhes os conceitos basicos da teoria de tipo e cotipo de espacos de Banach, introduzir
o conceito de espacos £, e analisar como estes espagos se comportam em relagao a tipo e

cotipo.

Estrutura dos Tépicos Apresentados

O presente trabalho esta dividido da seguinte maneira:

e No capitulo 1, desenvolvemos a teoria necessaria dos espagos L£,. As principais re-

feréncias utilizadas neste capitulo foram [8], [15] e [16].

Na secgao 1.1, definimos as fungoes de Rademacher e provamos os principais resultados

envolvendo-as.

Na secao 1.2, definimos os espacos L, e provamos que os espacos L, e o espaco das
funcoes continuas definidas num espago de Hausdorff compacto sao, de certa forma,

espagos L.

Na secao 1.3, estudamos o conceito de A-representabilidade e provamos um simples

resultado que diz que um espago £, 5 é A\-representdvel no espaco .

e No capitulo 2, provamos as desigualdades de Khintchine e Kahane, sendo que a de-
sigualdade de Khintchine foi feita na secao 2.1 e a desigualdade de Kahane na segao

2.2. A principal referéncia utilizada neste capitulo foi [8].

e No capitulo 3, desenvolvemos a teoria basica de tipo e cotipo. As principais referéncias

utilizadas neste capitulo foram [8] e [16].

Na secao 3.1, mostramos como os espacos £, se comportam em relacao a tipo e cotipo,
mesmo antes de definir tais conceitos, ja que este caso serve até de motivagao para as

defini¢oes de tipo e cotipo.



Na secao 3.2, desenvolvemos toda a teoria basica de tipo e cotipo e mostramos como
tais conceitos podem ser relacionados com os espagos £, e com o conceito de A-

representabilidade.

e No capitulo 4, fazemos um apanhado geral sobre as funcoes de Rademacher general-
izadas e tratamos alguns resultados dos capitulos anteriores que estao feitos para as
funcoes de Rademacher tradicionais, no contexto das funcoes de Rademacher general-

izadas. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [5] e [9].

Notacoes e Definicoes Basicas

Nesta secao apresentaremos as principais terminologias usadas neste trabalho e as
definicoes basicas.
O conjunto dos niimeros naturais é denotado por N ={1,2,...} . R e C denotam os corpos
dos nuimeros reais e complexos, respectivamente. Para nés, K denota R ou C.
Se X é um espaco de Banach, Bx denota a bola fechada e unitaria de X, isto é, Bx =
{r € X :|z|]| <1}, onde ||-|| denota a norma em X. Quando houver perigo de confusao,
usaremos ||-|| ao invés de ||-||. Denotamos por Fx a colegao de todos os subespagos de
dimensao finita de X. Se Y também ¢é um espaco de Banach, £ (X,Y") denota a colegao de
todos os operadores (transformagoes lineares continuas) u: X — Y, o qual é um espagco

de Banach com a norma ||ul| = sup |lu(x)|. Se X =Y, denotamos £ (X, X) apenas por
r€Bx
L (X) . Dizemos que um operador u: X — Y é um isomorfismo, se é uma bije¢ao; e é uma

isometria se ||u (z)|| = ||z]|, Vz € X. Dizemos que X e Y sao isometricamente isomorfos se
existe u : X — Y isomorfismo e isometria.

O dual do espago de Banach X é X* = £ (X,K). Se z* € X* e x € X, algumas vezes,
por conveniéncia, denotaremos a agao de z* em x por (z*,x), ao invés de z* (z) ou z*x. O
bidual de X ¢ o dual de X*, denotado por X**.

Se X é um espaco de Hilbert e x,y € X, denotamos o produto interno de x por y como
(= [y).

O espago de Banach C'(K) é o espago das fungdes continuas f: K — K, onde K
¢ um espago de Hausdorff compacto. A norma em C (K) é dada por ||f|| = sup|f (z)|,
Vf e C(K). e

Para 1 < p < o0, ¢, denota o espago de todas as seqiiéncias (x,)., C K tais que



o0
Z |z,|" < oo. Este espago se torna um espago de Banach com a norma H(xn)zolegp =

n=1
1
o0 P
(Z ]xn]p> . Para p = 00, { denota o espago de todas as seqiiéncias limitadas (z,,) -, C K
n=1

que se torna um espago de Banach com a norma ||(z,),, [, = sup |z, .
zeN

Denotamos por ¢y o espago de Banach (é um subespago fechado de /.,) de todas as
seqliéncias em K que convergem para 0, com a norma ||-[|,, = [|-[|,_ -
o0

Se X é um espaco de Banach, para 1 < p < oo, denotamos por £, (X) o espago de

oo

>, C X tais que Z |z, || < oo. Este espago se torna um espago

todas as seqiiéncias (z,,),_,

n=1

1
00 P
de Banach com a norma ||(:En)zo:1||€p(X) = (Z ||xn||p> . Para p = o0, l (X) denota o
n=1

espaco de todas as seqiiéncias limitadas (z,),-, C X que se torna um espago de Banach

oo
com a norma ||(xn)n:1||£oo(x)

= sup ||z, || . Note que ¢, é um ¢, (X) para X =K.

O espago £, 1 < p < o0, denéii o espago das seqiiéncias = (21, ..., £,,0,0,...) C K com
anorma |||, . Temos que dim(j; = n e {e1, ..., e, } é base para tal espaco que chamaremos
de base canodnica (cada e; tem 1 na j-ésima coordenada e 0 nas demais).

Sejam X um espago de Banach e (£2, X, 1) um espago de medida, isto é, {2 é um conjunto,
>} é uma o-algebra sobre §2 e u é uma medida sobre . Dado, 1 < p < 0o, definimos o espago

de Lebesgue-Bochner, denotado por L, (¢, X), como sendo o espago de todas as (classes de
equivaléncia de) fungoes mensuraveis p-Bochner integréaveis, isto é, / I f (w)]|” dp (w) < oo,
Vf € L,(u, X). Este espaco se torna um espago de Banach com% norma Hf|’L,,(M,X) =
1

(/ | f (w)]|” dp (w)) " Quando X = K, escrevemos apenas L, (1) ou L, (se ndo houver
per?go de confusao) e denotamos a norma por ||-[|, . Para p = 00, Lo (1, X) denota o espago
de todas as (classes de equivaléncia de) fungoes f: 2 — X que sdo limitadas quase sempre,
isto é, f € Lo (11, X) se, e somente se, existem ¢ > 0 e U € X, com p(U) = 0, tais que
I f(x)]lx < ¢ Vo e Q\U. Tal espaco é um espaco de Banach com a norma ”f”Loo(u,X) =
inf {c¢ > 0;||f ()] y < ¢ quase sempre}. Quando X = K, escrevemos apenas Lo (1) ou Lo
(se ndo houver perigo de confusdo) e denotamos a norma por ||-||,_ .

Demais defini¢oes e notacoes necessarias serao apresentadas durante o presente tra-
balho.



CAPITULO 1

Os espagos L), e A\-representabilidade

1.1 Preliminares

1.1.1 Funcoes de Rademacher

As fungoes de Rademacher, juntamente com suas propriedades dadas abaixo, sao de funda-
mental importancia para o presente trabalho. Principalmente para os capitulos 2 e 3, cujos
resultados sao praticamente todos fundados em tais funcoes. Neste capitulo usaremos tais
fungoes para demonstrar o lema 1.2.5, por isso é importante ter familiaridade com elas desde
ja.

Definicao 1.1.1. Seja X um conjunto e f: X — R uma fun¢do. Definimos o sinal da

fungao f como sendo a funcao sign(f): X — R, dada por

1, se f(z) >0
sign (f (z)) =49 —1, se f(z) <0 ,z € X.
0, se f(x)=0

Definigao 1.1.2. A n-ésima fungao de Rademacher € a funcao r,: [0,1] — R, dada por

rn (t) = sign (sen (2"wt)), n € N.

Uma das caracteristicas importantes das funcoes de Rademacher é que elas possuem boas

propriedades de ortogonalidade, no seguinte sentido:

b}



SECAO 1.1 e« PRELIMINARES 6

Proposicao 1.1.3. Se 0 < ny < ng < ... < ng € p1,pa,....pr > 0 sao numeros naturais,

entao

1 , .
1, sep; € par,Vj=1,...,k
/rg (£) .- B (£) dt = ba € pan 4
0 0, caso contrdrio

Demonstracao. Se p; é par, Vj = 1, ..., k, entao 7‘% (t) = 1, com excessao do nimero finito

de pontos onde r,,; se anula, logo

L 1
/rﬁi(t)--“-?"ﬁ’,j(t)dt:/ ldt = 1.
0 0

Observe também que se algum p; ¢ par, onde ¢ € {1,...,k}, entao r (t) pode ser reti-
rada da expressao e podemos analisar somente o que acontece com a integral do produto
PP (t) Ty (8) rnity (t) .- PR (t) . Entéo, para concluir a demonstracgio, basta anal-

isar o caso em que p; é impar, Vj = 1, ..., k. Mas analisar este caso, ¢ o mesmo que analisar

0 caso em que p; = ... = pj, = 1, pois 1y (t) = v, (t), V5 =1,..., k. Para isto, procederemos
indutivamente:
Para n; < ns, defina I;” = [2371, JQ%H ;7 =0,...,2™ — 1. Pela construcao das fungoes de

Rademacher, temos que 7y, () assume os valores +-1 em I"'em quantidades iguais de sub-

intervalos de comprimento 2%2 e, portanto, / Tny (£)dt =0, V) =0,....,2" — 1. Logo
I
J
1 271 —1
/ Py (8) 1y (£ dt = Y (£1). / Ty (£) dt = 0.
0 — i

7j=1

Para ny < ny < ng, defina Ij’-“ como anteriormente. Entao,

1 2"1 —1
/ o (8) oy (£) g (D)t = 5 (1), / e (8) g (D) dt = 0.
0 = m
Mas, para cada j =0, ...,2" — 1, temos que
(j+1).2m2-"1—1
n n " I 1+1
It = U G onde Ijf = [272’ o2 }

l=j.2n2—m1

e pela construcao de r,, segue que / Tns (t) dt = 0. Logo,
L7
on1 1 (j+1).2m27"1-1

/Orm () Ty () g () dt = D (1) > (il)./ln2rn3 (t)dt = 0.

7=1 l=j.2m2— "1 Jrl



CAP.1 ¢ OS ESPACOS Lp E -REPRESENTABILIDADE

Procedendo recursivamente obtemos os demais casos, concluindo assim a demonstracao. [

Em particular, temos que

/Olrn(t) 'rm(t)dt:{ 1, sen=m |

0, sen#m

logo a seqiiéncia dos 1,,’s em Ly [0, 1] é ortonormal e, portanto

1| o0 00 0o 00
/ E ATy (1) E QT = E QT E Qp.Ty | =
0 |ph=1 n=1 Lo n=1 n=1

00 1 00
-y ai.aj./o re (1) s (Bt =3 anl?, ¥ (an) € s
n=1

ij=1

2 2
dt =

1.1.2 Particao da Unidade

O resultado central deste capitulo (teorema 1.2.8) estd fortemente apoiado no lema
1.2.9 e para demonstrar este lema varias ferramentas sao utilizadas, dentre elas, um resultado
sobre particoes da unidade. Entao, para nao sobrecarregar mais as demonstragoes destes dois
resultados, definiremos aqui particao da unidade e provaremos o resultado sobre a existéncia

de particao da unidade no caso que nos é necessario.

Definicao 1.1.4. Uma particao da unidade num espaco topolégico X é uma familia F de

funcoes continuas de X no conjunto dos niumeros reais nao negativos tal que Zf (x) =1,

fer
para cada x € X, e exceto um numero finito de membros de F se anula sobre alguma

vizinhanca de cada ponto de X.
Dizemos que uma particao da unidade F € subordinada a uma cobertura U de X, ou

relativa a uma cobertura U de X, se cada membro de F se anula fora de algum membro

de U.

Teorema 1.1.5. (Particdo da Unidade) Sejam K wum espa¢o de Hausdorff compacto e
U=A{U,....U,} uma cobertura de K tal que nenhum subconjunto proprio de U cobre K.

Entao, existem @1,...,0n € C(K) tais que, para todo i = 1,...n, 0 < ¢;(x) < 1 e

Z%‘ () = 1, Vo € K. Além disso, ||pill, = 1 e supp(y;) C U;, para todo i = 1,...,n.
i=1

(supp(p;) = {x; p; (x) # 0} e € chamado suporte de ;).
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Note que {1, ..., p,} é uma particdo da unidade subordinada a cobertura U.

Demonstra¢ao. Como K = UU’“ dado z € K, existe 1 < j < n tal que x € U;. Como K ¢
i=1
Hausdorff e compacto, segue que K é um espago regular, logo existe um aberto W, tal que

reW, CcW, C U;. Entao U W, cobre K e pela compacidade de K podemos extrair uma
zeK

S

subcobertura finita e denota-la por Wy, ..., Wy, tal que K = UWk Além disso, cada W
k=1

satisfaz W), C U; onde j = j (k) que depende de k. Utilizando este argumento novamente,

obtemos abertos Vi, ..., V, cobrindo K e cada V; satisfaz

Vi € Wiy € Wiy € Uy

Agora, para cada i = 1,...,r, chame B =V, e A = W,ﬁi) (complementar de Wy ;). Temos
que A e B sao fechados e disjuntos entao, pelo lema de Urysohn, existe ¢g;: K — [0, 1]
continua tal que g (B) =1 e g(A) = 0. Além disso, como {z;g; () # 0} C Wiy, segue que

supp(gi) C Ujq).-
Vamos agora construir, indutivamente, fungoes 1, ..., 1, € C (K) tais que

1-(1=g).-.(I=g)=gqthy + ...+ g
Defina ¢, = 1, entao ¢; € C (K) e
1= (1=g1) =g =g
Definidas /1, ..., 9,_1, defina
br==0=g1).- (1= g1),
entdo ¢, € C'(K) e

I-(1-g).-.(I=-g)=1-(1=gq). . 1=g1) =91 =g1) .- . (1 = gr1) =
:gl.l/Jl‘i‘..."—gr.wr_l‘i‘gT.(— (1—91) .(]_—gr_l)):gl.¢1+...+gr.¢,«,

como queriamos. Mas

(I1=g1).--.(1—-g,)=0,



CAP.1 ¢ OS ESPACOS Lp E -REPRESENTABILIDADE

pois se x € K, entao = € V;, para algum ¢ = 1, ..., r, logo
gi(r)=1e Zgﬂ/}l =1.
i=1
Agora, para cada j = 1,...,n, sejam
Ny ={i:ie{l,..,r} esupp(g;-4) C U;, mas supp (g;.¢s) € Uy se | < j}
e defina ¢; = Zgi.wi. Como g; e 9; estao em C (K), para todo i = 1,...,7, segue que cada
p; € C(K), jie:N]i, ...,n. Além disso, Ny, ..., N,, é uma particao disjunta de {1,...,7}, pois se

existisse ig € {1,...,7} tal que iy € N; e iy € N;, com j # [, terfamos que supp(g;,-ti,) C U;

e supp(gi,-¥i,) C Ui que é uma contradi¢ao, logo

Z%’ = ZQH/J@ =1
=1 =1

Temos também que supp(y;) C U;, Vj =1, ...,n. Agora, fixando j € {1, ...,n}, existe z; € U;
tal que z; ¢ U, se 1 # j e, portanto,

i (1) = i (x;) = 1.
i=1
Finalmente, para cada j =1, ..., n,

ol =sup{p;(z);7 € K} <1,

mas ¢; (z;) = 1, logo |l¢;|l. = 1. O

1.2 Espacos L,

Os resultados cruciais desta se¢ao, 1.2.9 e 1.2.8, foram obtidos do artigo de J. Linden-
strauss e A. Pelczynski ja mencionado na introdugao, de um artigo de 1969 de J. Linden-
strauss - H.P. Rosenthal, intitulado “The L, spaces” e do artigo de 1964 de J. Lindenstrauss,
intitulado “Fxtesion of Compact Operators”.

Antes de definir os espacos £,, precisamos de uma definicao auxiliar.

Definicao 1.2.1. Sejam X eY espacos de Banach. Definimos a distancia de Banach-
Mazur, e denotamos pord (X,Y), como sendo o nimerod (X,Y) = inf{||u| . |7 ; u: X —

Y € isomorfismo}.
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Definicao 1.2.2. Seja 1 < p < oo. Um espaco de Banach X é chamado um espaco L, »,
para 1 < \ < oo, se dado E € Fx, existe F' € Fx contendo E e tal que d (F, E;) < A, onde
dim F' = n.

Um espago de Banach X ¢é chamado um espago L,, se ele € um espago L, x, para algum
A> 1

Observagao 1.2.3. Sem formalismo matemdtico, podemos dizer que esses espagos sGo
espacos de Banach, tais que seus subespacos de dimensao finita tém a mesma estrutura

que 0s espagos L.

Proposicao 1.2.4. Um espago de Banach X € um espago L, se, e somente se, dados
e>0ekFE € Fx, eristem ' € Fx contendo E e um isomorfismo u: F' — (] tais que

lull flu™ ] < A+e.
Demonstracao. Conseqliencia imediata da definicao de infimo. O

Um resultado interessante é que um espago £, nao ¢ um espacgo Ly, se p # 2, mas para

demonstrar este resultado, precisaremos de dois lemas de auxilio.

, . UL 2p 2p
Lema 1.2.5. Sep>2 e T: {; — {3 ¢ um operador linear, entdo ) || Te;||»=> < ||T'||>=>.
i=1
n
Demonstragao. Seja (a;;) a representacao matricial de 7', isto é, se * = > xje;, onde
Jj=1
n n
{e1, ..., en} € a base canonica de vetores em £}, entao Tw = > aijz; | by, onde {b1, ..., b, }
=1 \j=1

1=

¢ a base canonica de vetores em ¢3. Suponhamos primeiro que (a;;) é diagonal, isto é, a;; = 0
n

2 -
se i # j e tome x; = |aii|P*2 . Entao, para r = Z x;e;, temos que
i=1

e

i=1

1

1
2\ 2 n 2
2p
> :<E ’Gii""z) ;
=1

n 271) P
1Tz ll,, < T l2lly, = 171 - (Z Jaql2 ),
i=1

N

2
_ . P2
= Ay Qs

1Tl =

Z (Z ClijiL'j) bz
1 \j=1

i=

n
E ai;;b;
i=1

lo

mas também )

logo

n
2p_
( E | "‘2>
i=1

NI

n

1
u 2p_ g u 2p_ 2p_ 2p_
<7 (Z |aii|p—”2> =Y |[Teil2 = Jag|2 < |77
=1

i=1 i=1
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Para o caso geral, fixe z = Z zjej, com |lzfl, < 1 e considere rq,...,7, as funcoes de
j=1

Rademacher. Para cada t € [0,1],

2

2
T (Zasjrj (t) ) S
=1 ’
pois
> xri(t)e| =, <1
Jj=1 0
e como , )
r(Semte)| -3 anin]
j=1 0y i=1 | j=1
temos que
" 2
Z sup Zam?y < HTH2
i=1 te(0,1]
Portanto,
1 n n 2
T[> > sup Z Zawrj T, m([O,l]) 2/ Z Zaijrj (t)z;| dt =
tel01] 5= | 5= 0 =1 |j=1
2 n n n n
S S1 A ST ) B 9 SRS of 0 o123 IR
j=1 i=1 j=1 j=1 \i=1
onde m ([0, 1]) denota o comprimento do intervalo [0, 1] .

1
2
Agora, definindo o operador S: (7 — £ por S (e;) = (Z \aij|2) b;j, paracada j =1,...,n,
i=1

temos que S é diagonal. Além disso, se [yl[, <1,y =} yse;, entao
j=1
2
15ylle, = Z <Z|%| > lyl” < TP = ISI < 1T = (11172 < |[T]|"2

Como S é diagonal, segue do primeiro caso que

n » n n %(210 n f
N3 ||Sej||é’zf2 =) (ZMIQ) (Zlazﬂ > Z |Te 72 ,
Jj=1 J

j=1 \i=1 j=1
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portanto
n 2 2
S lITedl|== < ||T)|>== .
i=1
O

Lema 1.2.6. Se 2 < p < oo, entdio d ((2;(3) = n'm . Além disso, d (07 ; 05) = d (£7;05) =
2—¢

Vnoesel <e <2 entao d(0205) =n"= .

Demonstragdo. Sejam 2 < p < oo e T: £} — {3 um isomorfismo com ||T~| = 1. Como
[Te = |77 WTedl > [T (Ted]| = lle = 1Yi = 1,....n

segue que n < Z ||Tel||P 2. Pelo lema 1.2.5, Z ||Te,||P 7 < ||T||P%p2 logo ||T|| > n'm .

1=

Agora, seja T': €" — E” um isomorfismo qualquer e defina o isomorfismo S~! = ”:‘;:”,
entdo [|[S7l|=1eT = ”T o daf
- ST e =
Il 7| = 177 =181 = n=

171

e, portanto
—2
A (6:63) = n's .
Agora, defina o isomorfismo T': £ — (3 por Te; = b;, para j = 1,...,n, onde {ey,...,e,}

é a base canonica de vetores em £ e {by,...,b,} é a base canonica de vetores em (3. Seja

n
y € 03, com |ly[|,, <1, entdo existe x € £} tal que y = T'z. Temos que v = ) xje; e

j=1
T (Z .Tj€j>
j=1

1
n 2
_ (zw)
lo j=1
(z w) e I
j=1

e como p > 2, temos que [-[|, < |||, e, portanto

1> lyll,, = 1T[l,, =

n
E IjTGj
Jj=1

n
§ ;b
=1

52 62

Mas,

n % n %
||T_1yH£p = <Z|%‘|p> < (Z |9€j|2> <1
=1 =1
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Logo, IT!]| < 1 e como |T'bifl, = [leill, = 1, segue que |T'|| = 1. Agora, usando a
desigualdade de Holder, temos que

n n p % )
> lx* < (Z (|93j|2)2> na,
j=1

J=1

onde % + % = 1, portanto ||T:17||§2 < ns. ||av||§p e dai

_ ||T$||z2, L p=2
HTH—Sup ,I#O <nz=mn2,

1l

Logo, ||T| . |IT7Y < n'# obtendo assim d (s 3) = n'm .

Os demais casos sao andlogos. O que ainda carece de demonstracao é que d ({2 ;05) =
d (07 ).

Seja v: £} — ¢4 um isomorfismo e considere a transformagcao transposta de v, denotada por
v (08) — (47)" e definida por v* (¢) (x) = @ owv(x), onde ¢ € (£3)" e x € (7. Sabemos
que (€5)" = £% (isomorfo isometricamente) e (¢7)* = ¢ (isomorfo isometricamente) e como
v € isomorfismo, temos que v* também é e podemos escrever v*: ¢ — (7. Além disso,

() = (™) el = |lv*], portanto

loll- flo= [ = oIl [ (v™")"

= d (0 063) < d (65 43).

A desigualdade d (7 ;03) > d (07; ¢5) decorre analogamente quando tomamos wu: (% — (3,

pois como a dimensao de 7 é finita, vale que (¢%)" = (7. O
Teorema 1.2.7. Um espago L, de dimensao infinita nao € um espaco Ly, se p # 2.

Demonstragdo. Seja X um espago L, y,, com p # 2 e suponha que X é um espaco L, »,. Pelo
fato de X ser um espago L, , dados € > 0 e F' € Fx, existe G, € Fx, com F' C G, tal que
up: G, — 6,7 6 isomorfismo e [Juy|| . ||u, ]| < A, + €. Pelo fato de X ser um espaco L,
existe Gy € Fx, com G, C G tal que uy: Gy — (3> é isomorfismo e ||us]| . ||u2_1H <\ +e.
Defina u: G, — uz (G,) C €3 por u () = ug (x), logo u é isomorfismo (dimus (Gp) = n,) .
Seja {bl, - bnp} uma base ortonormal para us (G)) (tal base existe pois £4* ¢ um espago de

2
Hilbert), entao para cada j = 1,...,n,, podemos escrever b; = > ajiey, onde {eq,...,en, } é
k=1
Tp np
A . T
a base canonica em (32, Defina v: us (G,) — 43" por v (z) = > aje;, onde x = Y a;b;.
=1 j=1
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Claramente v é isomorfismo e como [|b;|| = 1 e (b;| by) = 0 se j # k, temos que v é uma

isometria, pois

Np 2 Np
2 2
o @)I7, = D _ajei|| =D la;* =
j=1 0o Jj=1
np np np 2
2
_ (zajbj zajbj) I ey
j=1 j=1 j=1 lo

Logo, [Jv|| = v =1

. n n — ~
Para finalizar, tome w: (,” — {;” dada por w =vouou, 1 entdo

ol [~ =l 0357y 0~ 007 <

< oll-Mall - ™ - gl [ |- o < O+ €) - Qo +2).

logo
d (i) < Np+e). (A +e),

[p—2| lp—2]
. 23 . s
Mas, pelo Lema 1.2.6, d (Ep”;ézp) =n,” eny” — 00, quando n, — oo e isto é uma

contradicao. Portanto, X nao é um espago Ls. ]
Veremos agora que alguns espacos de Banach de grande importancia sao espagos £,.

Teorema 1.2.8. (a) Se (2, X, 1) € um espago de medida qualquer e 1 < p < oo, entdo L, (i)
¢ um espaco Ly x, VA > 1.
(b) Se K é um espago de Hausdorff compacto, entio C (K) é um espago Lo, YA > 1.

Para a prova deste teorema, precisaremos de um importante resultado, que sera apresen-

tado no seguinte lema.

Lema 1.2.9. Suponha que X é um espago L, (1) (1 < p < 00) ou um espago C (K) . Suponha
que M é um subconjunto nao vazio e compacto de X e seja e > 0. Entao, existe um projecao
P e L(X) com imagem de dimensdo finita, tal que:

(a) [|1P]l =1

(b) [Pf—=fll<e VfeM;

(c) P(X) € isometricamente isomorfo a £, onde n = dim P (X). No caso X = C(K),

tomamos p = Q.
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Demonstragao. Provaremos primeiro o caso X = L, (i) . Considere o conjunto {fi,..., fx}
sendo uma 5-rede para M, consistindo de fungoes simples, isto é, Vf € M, existe f; €

{fi,--, fu} tal que ||f — fil| < 5. Vamos provar que tal 5-rede realmente existe. Como M C
k
L, (p) é compacto, existem gy, ..., gx € L, (1) tal que ALleB (9:,%) D M. Como o conjunto

das funcoes simples é denso em L, (p), existem fungoes simples fi, ..., fi € L, (1) tais que
Ifi — gill < i, Vi=1,..,k Logo,dada f € M, ||f — fil| < Ifi =gl +|If — aill < i‘h% = %»
concluindo assim que {fi,..., fx} ¢ uma $-rede para M.

Considere agora Ay, ..., A, € ¥ conjuntos dois a dois disjuntos com medida positiva e finita,

tais que cada f; é constante em cada A; e se anula fora de |J A;. Defina P: L, (1) — Ly, (1)
i=1

"1
e Zl (A </Aifd“> Lo

onde 14, denota a funcao caracteristica, e vamos provar que P é projecao. Para isto, basta

por

provar que P é linear e P? = P, E claro que P é linear pela linearidade da integral e

PWzP(i@. (/Aifdu) .1Ai> :i@. (/Aifdu) P(1y,).

i=1 =1

Mas P (14,) = 14,, logo P?f = Pf e, portanto, P é projecao.
Vamos agora provar que ||[P|| < 1,V1 < p < oco. Se p = oo, tome f € Lo, (1), com ||f]] <1,

entao |f (z)] <1 quase sempre, logo

/Aifdué/Aildu=u(Ai)-

Assim, [|Pf]| <1 = ||P|| =sup{||Pf|: f € BL.} < 1.
Se 1 < p < oo, temos que

I1PsIr = ( L% sy (o)

Como 14,.14;, =0, se i # j, segue que

J

p

PN
du :/
Q

p

dp.

n

25 ol </ / d“) a

7

n p

; ”(zz‘)' </A fdﬂ) ) des Qi u(ilz-)p-
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Pela desigualdade de Holder,

i(/Ai\f\du)p.u(zﬁh)l_pﬁg<(/ ‘f‘pdlj,) ( 1"1du> 1>p.ﬂ(14i)1—p_

=1

:ZZ;UA yf|pdu).(u(Ai)T)p.M / flpdu</|f!’”du—HfH”

P
Logo, [ P/I” < 1717 mas | P = sup {W}ecomo A < 1, segue aue |P| <1
0

Como M # ¢, existe g € M e Pg = g, logo | Pg| = ||¢|| = £l

[Pyl

el =1=||P|| =1eoitem

(a) estd provado.

Agora, seja f € M, entao ||f — f;|| < 5, para algum i =1, ...,k e como Pf; = f;, temos que

I1Pf=fll=1Pf—f+fi—fill <IPf—=Fill+1f = fill =

=P = SN = Sl IS = Bl + 17— Fl <15+ 5 =

e o item (b) estd provado.

Agora, como os e¢;’s formam uma base para £}, defina p: (7 — P (L, (1)) por ¢ (e;) =
1 (142)771 .14,. Vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo isométrico. Claramente, ¢ € linear e
pela definicao de P, temos que dim P (L, (1)) = n.

Note que g (AZ)_T1 A4, =p (Aj)_Tl 14, <= 1= j, logo p é injetora.

Seja g € P (L, (u)), entao existe f € X tal que Pf = g, ou seja,

gzgu@)'(/&“@ 1:2(/#@) o le) =

f f
- g —
¢</Alu(f41)p; ' /Anu(An)” “)

e, portanto, ¢ é sobrejetora.

Agora, seja (71, ...,z,) € £}, entao

1 n p -
P 1
o (@1, @a)llp, = (/ lo(x1, ...,z |pdﬂ> = (/ le .14, d,u> =
Q|imr (A
1 1
n 1 p P n n 1 P 5
= /n Zi. T 1a | dp | = <Z/ T 714, du) =
jL:JlAj i1 (Ay)r oA o (AP
n 1 p - n P
- (Z £y ——.1 u(An) - (Dmp) = (@, ozl
o | m(Ay)e =1
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logo ¢ ¢ isometria. Como ¢ ¢ linear e isometria, segue que ¢ ¢é continua. Portanto, ¢ é um

isomorfismo isométrico provando assim o item (c).

E_

Vamos provar agora o caso X = C(K). Considere uma §

rede para M, denotada por
{f1,..-s fu} . Considere também uma cobertura , ..., ,, de K tal que, se w e W pertencem
ao mesmo 2, entao | f; (w) — f; (w)| < 5, V1 < j < n. Vamos provar que tal cobertura existe:
como as funcoes f;,1 < j < n, sao continuas, para cada a € K, existe uma vizinhanca de

a em K, denotada por V; (a), tal que |f; (b) — f;(a)] < 5, VI < j<neVbecV.(a). Como

m
K é compacto e K = UVa(a), existem ay,...,a,, € K tais que K = UVg(ai). Tome
acK =1
Q; = V. (a;), para cada i = 1,...,m. Entdo, se w e W pertencem ao mesmo §);, segue que

|fi (w) = f; @) < |f; (w) = f; (a)| + | f5 (@) = f; (@) < — + = ;Vl <j<n

€
4

=] M

Sem perda de generalidade, podemos supor que, para cada i = 1,...,m, {0; — UQZ =% &, pois
1]
caso contrario, €2; C UQZ e poderiamos considerar a cobertura UQl para K. Escolha um
1] 1]
elemento w; em cada €); que nao esteja em €2, para [ # i e seja (¢1, ..., Pm) uma particao da

unidade subordinada a (€, ..., ), isto é, cada ¢; pertence a C' (K, tem valores em [0, 1],

se anula fora de €); e Z%’ (w) = 1, para cada w € K (tal partigdo existe pelo teorema
i=1

1.1.5).
Como ¢; (w;) = 1 e p; (w;) = 0, se i # j, temos que P € L(C(K)), dada por Pf =

i f (w;) p; é uma projegao, pois é claramente linear e

i=1

pf=pr (Zf (w;) %‘) =Y P(f(w) ) => f(w)) pi(w)p; =Y f(wi)pi=Pf.
i=1 Jj=1

i=1 i=1 =1

A imagem de P é o espago gerado pelos ¢;’s, logo tem dimensao m. Vamos provar que

;:L"EK}§

ze K} = max |1 (w)] < sup{|f ()] € K} = ]

| P|| = 1. Temos que

Ssup{

D max |f (wi)] i (2)

m

Zf (ws) i (x)

=1

[Pfll = sup{|Pf(z)];z € K} = SUP{
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e como no caso anterior, || P|| = 1 provando assim o {tem (a).

Sejam f € M e w € K entdo, para algum 1 < j <n, ||f — f;|| < § e assim,

[Pf (w) = f(w)] = D _f (w) i (w) = f (w) .Y i (w)| = Z (wi) = f (w)) @i (w)| <
i=1 i=1 =1
< ) (F (wi) = fi (wa)| + 1f5 (wi) = f3 (w)| + [ f; (w) = f (w)]) pi (w) <
i=1
£ £ € £
=7 Z fiwi) = fi ()] pi(w) + 7 = 7 + D 1S (w) = fi (w)] i (w) + 3 <
= < . {i w;QZ_}
{t:weQ;}
Portanto, ||Pf — f|| < e e o item (b) estd provado.
Agora, defina ¢: (72 — P (C (K)) por ¢ ((a;);~,) = Zai.goi e vamos provar que ¢ é um
i=1

isomorfismo isométrico. Claramente ¢ é linear. Agora, sejam (a;);", , (b;);-, € (2, entao se

iai.gpi = Zm:b,-.gpi - iai.goi (w;) = sz ;i (w;),Vj=1,.m=-a; =b;,Vi=1,..m.
i=1 i=1 i=1

Logo ¢ ¢ injetora.

Seja g € P(C (K)), entdo g = Ph, para alguma funcao h € C' (K), logo g = Zh (w;) p; =
i=1
¢ ((h (w;));~,) e, portanto ¢ é sobrejetora.

Vamos provar que ¢ é isometria. Para isto, seja (a;);", € (7, entdo

= sup {Zai.go,; (x)} < max |ai| = [|(ai)iZ, || -

rzeK =1 )

I (@)l =

Por outro lado,
Portanto ¢ é isometria e como é linear, segue que ¢ é continua, concluindo assim a demon-

stracao. ]

Demonstragao. (Teorema 1.2.8) Resolveremos os casos (a) e (b) simultaneamente. Seja

E e Fx,onde X é L,(u),1<p<oo,ouC(K).Seja@ € L(X) uma projecdo sobre E e
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escolha 0 > 0 tal que 4. ||Q|| < 1. Como Bg é compacta, o lema 1.2.9 nos d4 uma projecao
P € L(X) de norma 1, tal que ||[Pz — z|| < ¢ para cada x € Bg e P (X) é isometricamente
isomorfo a £, onde n = dim P (X) . Defina u = idx + PQ — @Q, onde idx denota a fungio
identidade definida em X. Como idy, PQ e @ estao em L (X), segue que u € L (X), além

disso

Ju—idx|| = |PQ — Q| = (P —idx) o Q| = sup [[(P —idx) o Q(z)| =

x€EBx
_ g (1219 | e (290)]
= s - iawe (En 191 2p |7 =)o g
e como H("E”) € By, segue que
1Q]| . sup ||(P —idx) o <M> H <||Q|l .6 < 1= |Ju—idx| < 1.
veBy Q]

o0
existe e pode ser expressa por u~! = Z (1dx — u)k Chame
k=0

Vamos agora provar que u !

T =idx — u, como ||T|| = |Ju —idx]|| <1, temos que

>

(idx =)' < 3 Itidx —w)]* < oc,
k=0

logo a série Z (idy —u)" = ZT’“ é convergente. Como X é Banach, S = ZTk € L(X).
k=0 k=0 k=0

Defina S, = ZT’“, entao

(idy = T).Sp = (idy = T). (idy + T+ T+ ...+ T™) =
=idy+T+T?>+ ... +T"—T—-T*— ... —T™ — T = jd — T,

Passando o limite com m — oo, segue que (idy — T) .S = idx, pois T™" — 0, ou seja,

D lidy —u)t =8 = (idy = T)™" = (idx — (idx —u))” =u"".

k=0

Claramente |lul| <1+4.]|Q]| e

o0

> (idx —u)

k=0

k™ =

< lidy —ul|* <> @RI
k=0 k=0
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Como Z (0. HQH)k ¢ uma série geométrica de razao menor que 1, segue que
k=0
S Gl = = (- Q)
=510l

logo
[ < (@ =5 (@)

Considere u='Pu € £ (X) que ¢ linear e como (u='Pu)” = (u='Pu) o (v Pu) = u ' P*u =
w ' Pu, é também uma projecao. Sua imagem, denotada por F, é também um subespaco

n-dimensional de X e se x € F, entao

u(z)=(idx + PQ—-Q)(z) =2+ PQ(z) —Q(x)=2+P(z) —x=P(z) =
—u(z)=P(x)=P(P(z))=P(u(z) = r=u"'Pu(r) =1 € F,
logo E C F. Restringindo u a F, obtemos um isomorfismo ug: F — P (X) e como P (X) é

isometricamente isomorfo a £}, obtemos um isomorfismo v: F' — ¢ dado por v = w o uy,

onde w ¢ um isomorfismo isométrico entre P (X) e £}, que satisfaz

d(F,EZ) < ||v]| - HvilH = [Jw o ug| . H(wouo)_ln <

< ]l fo M| ol - Jlug [l = lluoll - flug || < (146 1QI) - (1 = 8. 1QIN™

Com uma escolha conveniente de 9, este ultimo valor pode ser menor que qualquer A > 1 e

o teorema esta provado. Il

1.3 JA-representabilidade

Nesta secao estudaremos o conceito de A-representabilidade e provaremos um simples
resultado que diz que um espago £, 5 é A\-representdvel no espaco ,.

Uma aplicagao mais clara deste conceito serd feita no capitulo 3.

Definicao 1.3.1. Sejam X e Y espacos de Banach e A > 1. Dizemos que Y é \-representavel
em X se dados e >0 e F € Fy, eristem E € Fx e um isomorfismo u: F' — E tais que
lull - lu™H] < A +e.

Quando A = 1, dizemos que Y € finitamente representavel em X no lugar de 1-representdvel.
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Proposicao 1.3.2. Se X é um espago L, 5, entao X € A-representdvel no espaco {,,.

Demonstragao. Sejam € > 0 e E € Fx. Como X é um espago L, 5, existem F' € Fx, com
ECFeu: F— 0" tais que ||ul| . [|[u™"|| < A+ e. Considerando v: £ — u (E), dado por
v(z) = u(x), temos que u(E) € F,, v é isomorfismo, [[v]| < |jull e [[o7'|| < |lu™!|, entdo

ol oI < Jlull - [Jlu=t|| < A+ e. Portanto X é A-representdvel em £,,. O



CAPITULO 2

As Desigualdades de Khintchine e

Kahane

Neste capitulo apresentaremos as desigualdades de Khintchine e Kahane, que compoem
o alicerce do préximo capitulo e, como dito no capitulo 1, utilizaremos bastante as funcoes

de Rademacher e, principalmente, suas propriedades de ortonormalidade.

2.1 Desigualdade de Khintchine

Teorema 2.1.1. (Desigualdade de Khintchine) Para qualquer 0 < p < oo, existem con-

P 5 3
dt) <B, <Zyan|2> :

Demonstracao. Vamos fazer a demonstracao para o caso dos escalares reais, pois o caso

stantes positivas A, e B, tais que

w(ser) (L

qualquer que seja a seqiiéncia (a,) € ls.

ol

Z ATy (1)

complexo segue deste, decompondo os escalares em partes real e imaginaria. Primeiramente
vamos provar o caso p = 4 e depois o caso geral.
Caso p = 4:

Vamos provar o resultado para uma seqiiéncia finita de escalares (ay, ..., a,,), pois para um

22
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elemento qualquer de [y, basta tomar o limite com m — oo.

Temos que
/0 Z%Tn (t)| dt = /0 (Z a;r; (t)) (Z a;r; (t)) <Z agTg (t)) (Z apry (t)) dt =

Z ;05050 / () s () 7y (8) 7 (2) dL.

4,9,k 0=1
1
Pela ortonormalidade das funcoes de Rademacher, / ri (t)rj (t) i (t) 7 (t) dt = 1 quando os
0
1
indices sao iguais em pares e / ri (£) 1 (t) g (t) r () dt = 0 nos demais casos. Logo,
0
4 m m m m 2
dt:32a 22@ <32a3§—32a Za <Zai) .
1 7j=1 n=1

ij=1 ij=1 i=

1 ianrn (t)
n=1

Assim, obtemos um dos lados da desigualdade tomando B, = 3%, ja que

1 1
4 m 2
1 Z

n=1

Para obter o outro lado da desigualdade, basta tomar A, = 1, pois utilizando a monotonici-

1| m 4
Zanrn (1)
n=1

m
E AnTn
n=1

Ly

dade das normas de L, temos que,

1
2 2

1
m 2 1| m m
(33) = ([ [0 @) =[S =
n=1 n=1 n=1 Lo

1
1 4 4

ol = / o (t)] dt

Ly 0

Caso p qualquer:
Novamente provaremos para uma sequéncia finita de escalares, mas primeiro provaremos que

sep € NeyelR, entao

P <ot (14 20 < prew
yl” < p! +7 < ple!,
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Note que |y|” < p!+|y|" = p! (1 + M) e portanto temos a desigualdade da esquerda. Agora,

elvl = Z |y| =1+yl+..+ ‘y| +..>1+ |y| , logo p! (1 - h;)—‘f) < plell e o resultado estd

provado

Seja f (t Zanrn , entao

n=1
1 1 )
/ |f ()7 dt < p!/ el f Ol gt < p!/ (ef(t) +€ff(t)) dt,
0 0 0
pois como |y| =y ou —y e eV > 0,Vy € R, segue que eVl < eV 4 v,

Além disso,

ef(t) — 6n:1 — H eanrn(t)
n=1
e assim,
K m o el mo el k
n'n t
/ o / T e 0at = H/ pantn(®) gy — H/ S (a Tk'( D
0 0 p=1 n=10 n=1"0 k=0
112 (2k)! [ coshtan)
n=1 k=0 n=1

n

a2 o0
Temos também que e<7> = Z ;kilz,, e como (2k)! = 2k. (2k — 1) ....k! > 2.2....k! = 2F k!,

segue que (2k), < Qk 1 Vk € N e portanto - (2k)' < o Z,, obtendo

S
ol

>,Vn e{1,...,m}.

cosh(a,) < e<

Portanto

2 Y G 1 Y a?

\ . ) (4] (24

/lef(t)dt = Hcosh(an) < H 6(7) = e(n=1 — e\ n=1 — e3.
0

n=1 n=1

1
Por simetria, / e~ F®dt < 3 e, portanto,
0

1 1
/|f(t)|pdt§p!/ (/® 4 e TO) dt < 2.pl.e3.
0 0
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Agora, para 2 < p < 0o, como as normas de L, sao mondtonas temos que,

(Zlan|2> = A, < fllz, = Zanrn > anrn

Ly Ly
1
1| m k F 1 l 1
= / Zanrn (t)| dt (2 k! <§)> = (2 kl.e 5) (Z|an|) :
0 n=1
onde k£ é o primeiro inteiro maior que p. Claramente, basta considerar A, = 1 e B, =

(2.]6!.6(%)) " e temos a desigualdade.

Falta o caso em que 0 < p < 2. Seja 0 < 6 < 1 dado por 6 = (2 — g)fl € vamos provar que
pf +4 (1 —6) =2. De fato,

- :>2€—§9:1:>4@—p9:2:>49—2:p9:>

2-3

—40+2=pl+4=2=p0+4(1—-0).

Como 0 + (1 — 0) = 1, pela desigualdade de Holder,

1-6

[uwroras ([ (ror) e) ([ (\f(t)l‘“l_e))lledt) -

—0

:(/Olwfa)\pdt) ([irc \dt) ,
12, = [ s @ra= [ s @1 ora <

0

1 0 1 1-
» 4 B o 4(1-0)
< ( / £ ) dt) ( / £ ) dt) — A1

9_4
Pelo caso p = 4, temos que ||f|, < B |[fIl,, e. portanto B} ||f], < £, . De fato,

portanto,

2 1 0 1-6 4(1—-60 2— 41 9 0
A1, < WA A < 1A BE 21" = By A < AR

Como pf + 4 (1 — 0) = 2, segue que

po—2

0—2 0 0
BY 2| f1 < IAIE = B, IIflly, < I1l,,
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mas

2-S)=1—--41=2—-,
2 P P

-2 1=

po po P

p9—2_1 2 2( p) 4 4

entao

9_4
By " flle, = Wl -

Finalmente, pela monotonicidade das normas de Ly, [|fl[, < [f[l;, . assim basta tomar
4

A,=B, "eB,=1.

Agora, sejam ayq, ..., a, quaisquer e defina para cada ¢ =1,...,n, b; =

a;

n
> Trak
k=1 Lo
n
Temos que || Y by =1 e como
k=1 Lo
n
n D Tha n
k=1 L
g 10 :n—peApg E ribk <B,
k=1 Lp Z TG k=1 Ly
k=1 Lo
segue que
n n n
Ap. E TEQ S E T'eQp S Bp. E T'eQp
k=1 Lo k=1 Lp k=1 Lo
e o resultado esta provado. Il

Uma questao que surge naturalmente é a seguinte: existe uma desigualdade como a
de Khintchine, para espacos de Banach gerais?
A resposta é nao e os contra-exemplos sao encontrados rapidamente em ¢y e £1. Con-

siderando as seqiiéncias ey, eo, ..., €,, temos que

enquanto que
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qualquer que seja n € N em ambos os casos. Agora, é claro que nao existem constantes A,

e B, satisfazendo

1 1
Apnz <n < B,n2
e
1 1
Apn2 <1< B,n2,

qualquer que seja n € N.

2.2 Desigualdade de Kahane

Teorema 2.2.1. (Desigualdade de Kahane) Se 0 < p,q < oo, entao existe uma constante
Ky, >0 para a qual

</0 o dt>é<Kp’q </o S () pdt);,

quaisquer que sejam as escolhas do espaco de Banach X e do numero finito de vetores

q

Ty ey Ty € X.

Antes de demonstrar esta desigualdade, precisamos de familiaridade com alguns conceitos
da teoria de probabilidade e de alguns resultados auxiliares que serao enunciados na forma
de lemas.

Um espago de probabilidade é uma tripla (2,3, P), onde © é um conjunto, ¥ é
uma o-algebra de subconjuntos de €2 e P é uma medida de probabilidade sobre ¥, isto é,
P (Q) = 1. Uma varidvel aleatoria a valores reais x num espago de probabilidade (2, %, P),
é uma funcao Borel mensurdvel de Q em R (isto é, x ™' (B) € ¥, VB € B, onde B denota a
o-dlgebra de Borel em R). No nosso caso, uma soma aleatéria num espago de Banach X é
dada por Zkak, onde cada z € X e os xi’s sao variaveis aleatorias. Quando as variaveis

k=1

aleatérias forem dadas pelas funcoes de Rademacher, dizemos que Zn: rexr ¢ uma soma de
Rademacher no espaco de Banach X. =

A distribuicao de uma varidvel aleatéria y ¢ a medida P, sobre os conjuntos de Borel
em R, dada por P, (B) = P(x € B), VB € B. Aqui estamos usando uma notacao co-
mum de probabilidade e escrevendo P (x € B) ao invés de P ({w € Q: x (w) € B}). Vamos
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continuar usando esta notagao até o final do capitulo, por exemplo, P (x > a) quer dizer
P({weQ:x(w)>a}) e assim por diante.

Uma varidvel aleatéria y é dita simétrica se P(x >a) = P(x < —a), para cada a €
R. Equivalentemente, x é simétrica se, e somente se, P(y € ) = P(—x € I), para cada
intervalo I. Pelo teorema de extensao de probabilidades dado em [14], pagina 23, segue
que se x ¢é simétrica, entao P, = P_,, isto é, as varidveis aleatérias x e —x tém a mesma
distribuicao.

As variaveis aleatérias xi, ..., xn em (2,3, P) sao ditas independentes se

P (ﬂ {xr € Bk}) =[P (xx € By,

k=1

quaisquer que sejam os conjuntos de Borel By C R. Equivalentemente, x1, ..., x, sao inde-
pendentes se, e somente se, a medida F,, definida por P, (B) = P ((x1,..., Xn) € B), para
todo conjunto de Borel B de R", coincide com o produto das medidas Py, com k= 1,...,n.
Conseqiientemente, se (X1, ..., Xn) € (X7, ..., X)) sdo duas n-uplas de varidveis aleatdrias in-
dependentes com Py, = Py}, para todo & = 1,...n e se f: R® — R ¢ uma funcao
Borel mensuravel, entao as varidveis aleatérias f (xi,..., xn) € f (X}, -, X)) tém a mesma
distribuicao. O principal interesse nessa observagao é o caso em que as variaveis aleatérias
X1, -+, Xn 820 simétricas e independentes, pois f (x1 (+), ..., xn () € f(€1.x1 () s En-Xn ()
terao a mesma distribuicao, quaisquer que sejam as escolhas dos ¢; = +1.

Note também que se y é uma variavel aleatoria simétrica no espago de probabilidade
(Q,%, P), entao ela tem a mesma distribuigao que 7 (+) . |x (+)| no espago produto [0, 1] x 2.
Considerando a medida produto entre a medida m de Lebesgue sobre [0,1] e a medida P,
isto é, (m x P) (A x B) =m(A).P(B), temos que, para a > 0,

(mx P)({(tw) : m(t). |x (@) > a}) =
—(mx PY({(tw) s Iy (@)] > aen(t) = 1}U{(te): Ix(@)] < —aen(t)=—1}) =
—mx P)({(hw): @] >acn()=1})+
L mx PY({(tw) : IX@)] < —aern () =—1}) =
—(mx PY({(tw): @) >aen(t)=1})=2P{w: x@)]>a}) =
P x (@) > ah) + P{w: x (@) < —a})] = 2.2.P({w: x () > a}) =

2
= P({w:x(w)>a}).

N —

DO | —
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Como conseqiiéncia destas duas tltimas observagoes, decorre o seguinte lema (consider-

emos agora as f;s independentes e simétricas):

Lema 2.2.2. Seja > frxr uma soma aleatdria num espago de Banach X, atuando sobre

k=1
um espago de probabilidade (€2, X, P) . Entao,

n

Yoerfe()x

k=1

tém a mesma

QF

a) Para qualquer escolha &1, ...,e, = =+1,

distribuicao.

b) Além disso, (+) z

tém a mesma distribuicao.

z re () 1 ()] 2

Lema 2.2.3. (Desigualdade de Lévy): Seja Z frxr uma soma aleatoria num espaco de
Banach X, atuando sobre um espago de pmbabzlzdade (Q,%, P). Para cada a > 0, temos que

(max Zf]x] > a) <2.P ( > a) )
j=1

Demonstracao. Fixado n € N, defina Sp = 0 e S, = fizy + ... + frag, para 1 < k < n.
Defina A = {II?EXHSkH > a}, B = {max||S,|| > a} e para cada 1 < k < n, defina A; =

k1
N {11551 < a}n{]|Sk|]| > a}). Vamos provar que os A;’s formam uma particao de A (isto
7=0

6, ANA =0¢,V1<ij<ni#jeA= UAk)

Suponha que exista w € A; N A;, onde ],z E {1,...,n} e, sem perda de generalidade, que
1 > j. Entao

w e (h {lISil < a} n {l15i = a})> a (h {ISil < a} {550 = a})) )

em particular, w € {||S;|| > a} e

i—1

w e h{HSzH <a}= <ﬂ{\l5’z\| < a}> N ( ARELES a}> = w e {|I5ll <},

I=j+1
o que é um absurdo, logo V1 < i, < n,i # j, temos que A; N A, = ¢. Agora, seja
we A, 1 <k <n,entdow € {||Sk|| > a} = w € {maxg<, ||Sk|| > a} = A, entdo A, C A
e portanto, 6 A C A. Seja w € A, entao existe 0 < ky < n tal que || Sy, (w)|| > a. Tome
noy = min {jkzé <j<koe ||S;(w)|| > a}, entdo, pela mlmmahdade de no, HSnO( )| >ae

{IIS;]] <a},V1<j<ng—1,ouseja, w e A,, = w € U Ag. Assim A = U Ay, e portanto
k=1 k=1



SECAO 2.2 ¢ DESIGUALDADE DE KAHANE 30

os A;’s formam uma particao de A. E obvio que B C A.

Defina agora S, = Si, — fro1Try1 — .. — fax,, para 0 < k < n fixado. Se w € A, entao
1S5 () + || Sn (@)|| = ||Sn (@) + Sn ()] = 128k (W) > 2a,
e entao

1Sy (w)|| > a ou ||S_n(w)H > a.

Tome U = AN {[|S.] > a},V = Ay {|[S.|| = a} e vamos provar que esses eventos ocorrem

com igual probabilidade. Pelo lema 2.2.2 | item (a), escolhendo €1 = ... = ¢, =1 e gp41 =
= ¢, = —1, temos que ||S, ()|l = HZ i) il e |[S. ()] = ' eifi (+) ;|| tém a mesma
distribuicao, assim
P (ISall € [a +00)) = P (|[Su]| € [a,+00)) ,
isto é,
P(IS) = ) = P (||Sh]| = o)

Agora, como os f;’s sao independentes,

PU) = P (A0 {[ISn]l = a}) = P (A

= P () P ({52 2 @) = P (4 |

P ({[[Su]l = a}) =

Vv
Q
——
N—
I
v
S

Como U C Ay eV C A, entdo UUV C A Seja w € A, entdo ||S, (w)|| > a ou
||S_n(w)H > a,ouseja, w € Uouw €V, logo A, C UUYV. Portanto

P(A) =PUUV)<PU)+P(V)=2PU) =2P (A N {[[Sn]| = a})

e como A = [J Ay, segue que

P (A0 {lISll = a}) =

e,
=
I
e
T~
=
I
E
~_—
Il
3
v
=
I/\
3

=2P (U A O{[[Snll = &}> = 2P (AN{[|Su]l = a}) = 2P ({[[Sk]| = a})

k=1

e a desigualdade esta provada. O]
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Lema 2.2.4. Considere uma soma de Rademacher ) ryxy num espaco de Banach X, at-
k=1
uando sobre o espago de probabilidade ([0,1], B, m) (aqui B denota a o-dlgebra de Borel sobre

[0,1] e m a medida de Lebesque sobre [0,1]). Entao, para cada a > 0,

o)1)

Demonstragdo. Para cada 1 < k < n, defina Sy = >_ r;z; e Sy = 0. Seja a > 0 e considere
j=1

n

E T'rXy

k=1

n

E T'EXg

k=1

0s conjuntos
A= xS = o} B = (15002 0} ¢ 0= (15,1 2 20)

Nosso objetivo é mostrar que m (C) < 4.m (B)?.
Pelo lema 2.2.3, m (A) < 2m (B) . Considere nossa parti¢ao de A como na demonstracao do

k-1
lema 2.2.3: Ay = () ({||5;]| < a} N{[|Sk|l > a}), para cada 1 <k < n. Temos que A, NC é

7=0
um subconjunto de Cy = {||.S, — Sk_1]| > a} tal que m (A N C) < m (Ax N Cy). De fato, se

weANC =Sy (w) = Sk—1 (W)|| = ||Sn ()|l = [|Sk=1 (W)|| > 2a —a=a= w € C.

Assim
14kriC7C:Ch;::>14kF1C'C.AkF1C@:::>n1L4krWCU f;ﬂl@4kr16%).

Como C' C B C A, temos que

m(C)zm(AﬂC)zm(OAkﬂC’> :im(AkmC)g Y m (Ar N C) .

k=1 k=1 k=1

Vamos mostrar agora que, para cada k = 1,...,n, A e C}, sao independentes. Os conjuntos
n

xR+ Y, TErjz;l| > a p sdo iguais a menos de um numero finito de termos, pois

C’ke
j=k+1

72 = |rg| = 1 com excessao do nimero finito de pontos onde r, se anula, portanto

m(Cg) =m ({ Ty + i rETT || > a}) .

j=k+1
Assim, segue que os C}’s dependem de 7y.7%41, ..., Tx.7, enquanto que os Ax’s dependem de

ri,...,7x. Como as varidveis aleatorias rq,...,7, sao independentes, segue que as variaveis
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aleatérias rq, ..., Tk, Tk Thit, ..., Tk-Tn sa0 independentes. De fato, quaisquer que sejam &; =
+1,7=1,...,n temos que
M (7] = €1y ey Tk = Eky Th-Tht1l = Ektly ey kT = En) =
—n
=m (T1 = E1y ey T = €k,’r’k+1 = 5k-5k+1> ey T = Ek-gn) =2 =
=m(ri=¢1)...m(rg =€) M (Te.Thr1 = Egy1) e (ThTn = €p) -

Portanto, m (A N Cy) = m(Ax).m(Cy), pois cada um deles é a intersegdo de imagens

inversas de conjuntos mensuraveis por fun¢des mensuraveis que sao variaveis aleatérias in-

dependentes.
Conseqiientemente,
m(C) <Yy m(A,NCy) = Zm (Ar) m(Cx) <> m(Ag). maxm (Cy) =
k=1 k=1 k=1 ="
=m (A) - Iax (Cx) <2.m(B). max m (Ck) .

Agora, qualquer que seja a escolha de ¢4, ...,6,_1 = £1, defina

k—1
Cre = (ﬂ {rj = é?j}) NCe N {I(Sn = Sk-1) + Skl = aj,

j=1
entao
k-1
CIQL,E = (ﬂ {Tj :€j}) NCyN B.
j=1

+ — ~ . , .
Vamos provar que os eventos Cy_ e C}_ sdo igualmente provaveis e que

k—1
(ﬂ {r; = aj}> NC=C UG,
j=1

Pelo lema 2.2.2; item (a), as varidveis aleatérias ||(S,, — Sk—1) — Sk—1|| € [|Sn|| tém a mesma

distribuigdo, logo os eventos C;_ e C,__ sao igualmente provaveis e, portanto m (C'k,+ L UC E) <
k-1

2.m (C,zfe). Agora, é claro que C}_U Cre C (ﬂ {r; = q}) N Cy, entao suponha que exista
j=1

k-1 n k—1
teCyn (ﬂ {r; :5]}) tal que t ¢ C;f_UC, . Chame a = Y 7 (t)xj e f= > 75 (t) x5,
j=k j=1

j=1
entdo ||a + ]| < ae ||a — F| < a. Logo,

[2af] = [l + B+ o = Bl < [l + Bl + [l = Bl <a+a=2a=|lof <a.
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Por outro lado, como t € CY, segue que

a<||Sn () =Sk O =D )z = llall,

j=k

o que é uma contradi¢ao, portanto t € C}_ U C} _ e assim

k—1
(ﬂ {r; = ej}) NCe=C UG,

j=1

Finalmente,
k—1
m(C’k): Z m(Ckﬁ<ﬂ{Tj:€j}>>: Z m(C’,;UC',;a)S
Elyeen—1=2E1 7j=1 €1y —1==1
k—1
< Z 2.m (Cyf,) = 2. Z m((ﬂ {mzq}) ﬂC’kﬂB> <

E1y--Eg—1==%1 E1,--Ek—1=%1 j=1

k—1
<2 ) m <(ﬂ {r; :gj}> ﬂB) = 2.m (B)

€1ymEp_1=£1 j=1

Dai, segue que

max m (Cr) <2.m(B),

mas provamos anteriormente que

m (C) < 2.m (B).maxm (Cy),

- k<n
logo
m (C) < 4.m (B)*.

Agora estamos preparados para demonstrar a desigualdade de Kahane.

Demonstragdo. (Desigualdade de Kahane) Se p > g, basta tomar K, , = 1, pois [|-[|;, <

-0l -
Vamos agora considerar o caso 0 < p < ¢ < oo. Primeiramente, sejam z1, ...z, € X tais que

/1 n P
0

> rp () xg|| dt = 1. Entao, temos que

k=1
m (

n
E TrTk
k=1

1 1
> 8 | < —,
)t
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87

De fato, tome A = {

/

. orrrg|| > 8;} e suponha que m (A) > L, entdo
P

k=1
at— |
A

n

Z’/’k (t)l’k

k=1

p

it |
AC
p

1

p
dt >

n

Z Tk (t) T

k=1
> /
A

o que é uma contradicao.

n

Z Tk (t) T

k=1

n

ZTk (t) T

k=1

Agora vamos provar por indugao finita e utilizando o lema 2.2.4 que
m (

Para [ = 0, foi o que acabamos de provar acima. Seja [ = 1, pelo lema 2.2.4

n 2
m ( > 218117> < 4. <m ( Zrkxk > 8;)>
k=1

e pelo caso [ = 0, segue que
2 2
S| ) <a (1) 2 lo
- - 8 4

k=1

Agora, suponha o resultado valido para [ e provemos para [ + 1. Entao, pelo lema 2.2.4,

m( > ru| > 2”18%) =m< > e = 2. (2Z8i)> <
k=1 k=1
2
< 4. (m( z2l8i>) .

Logo, pela hipétese de inducao,
2 2
> 92l8s g (Lo} 2 lowa_ lowm
4 4 4

k=1
> s) ds.

n

E TETy

k=1

=~ =

l 1 _2l
>2'8r | < =277 paral=0,1,2,....

n

E TET

k=1

n

§ TETk

k=1

Vamos provar também que

/01 ;Tk(t)l'k

q

n
E TLTk
k=1

dt:/ q.s7t.m
0
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Para n = 1, temos que

0 flzll
/ a5 L ([l > 5) ds :/ g5 L (|rz || > 5) ds+
0 0

00 [l
+/ g5 om (||rizy|| > s)ds = / q.57 s 4+ 0 = ||z1]|? — 07 = [|aq||?.
Il 0

1|

Por outro lado,
1 1
[ @anlde= [ ae = o)
0 0

Para n = 2, temos duas possibilidades para ||ry (t) x1 + 7o (t) 22| :
|z 4+ 22| ou ||z1 — 22 .

Vamos supor que ||z; + z3]| > ||z — 22||, pois o caso contrério é andlogo. Entao

00 [lz1—z2]|
/ 0.5V ([|razy + rama| > 5) ds :/ 05TV (s + rawa]| > 5) dst
0 0

llz1+z2]| 00
+/ q.89 om (||[riy + roma|| > s) ds +/ q.87 om (|1 + roxs|| > s)ds =
l|lz1—2|| l|z1+x2]]
llz1—z2| llz1+z2|| 1 q _ q
= / q.s1 ds +/ q.57  =ds +0 = ||z — 2o + v sl Jlen = 2] =
0 1~z 2 2 2

A(fJer = 2o ||* + oy 4 22]|7)

N —

Por outro lado,

1 i :
/ l|lry () 21 + 7o (t)xQqut:/ |lr1 (8) 21 + 7o (t)xgl\th+[ 1 (t) 21 + 7o (1) 22||? di+
0 0 1

3 1 1
4 4
+/ 171 (8) 21 + 7o (¢) 22||* dt + / lr1 (¢) 21 4 7o (t) z2||* dt = 2./ |ry + xo||? dt+
1 3 0
2 4

N[

1 1
s2, [l ol dt = 3 o+l 5 oy —

4
e o resultado esta provado para n = 2. Procedendo da mesma forma obtemos a igualdade
para os demais nimeros naturais.

Considere agora ag = 0, oy = 91-1 8% para cada [ = 1,2, ..., e defina

n
E TrLTk
k=1

25), para s > 0.

f(s)=qs"'m (
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Entao

[ee)

al+1 ol Q42
dt Z/ s)ds < / q.s" 'ds + Z/ f(s)ds.
0

=0/ artl
l 1
>28r | <

m <
k=1
temos que
00 Q42 . +2
Z/ f(s)ds S/ q.s9 ds + = 22 2/ q.s9ds =
0

a1
/ q.s7 'ds +
0 1—0 Y utl Q41

1 .
=af + 122_21 (afys —afy) =802 + 122_21 (8%2”*‘1 — 8%21‘1> =
1=0 1=0

SCk

Como provamos que

27 21, paral=0,1,2, ...,

ol B

Lq

4 oo q
. q 81” _ol lq q . q 8P (2q — 1) qu
_8P+ZZ2 2 (2—1)—8@+T ﬁ<oo
1
q ©° , a L n P
Agora, basta tomar K,, = <8P + p( 1) ;73) , pois como / S () k|| dt =1,
_ 0 k=1
segue que =0
1| » g ‘ p v
( Z’I‘k (Zf)l’k dt) SK 1=K ( Z’l“k ) .
0 Jlk=1
Agora, sejam x1, ..., x, € X quaisquer e defina para cadai=1,...,n, y; = ——2—7—
k§lrkxk Lp
Temos que y; € X,Vi=1,....,ne = 1. Logo,
LP
‘ D TRk n
k=1 L
M 1= Zrkyk S Kp,q
‘ s
k

n
Z T'LX
=1

Ly

e, portanto

n

E TETk

k=1

n

E TELk

k=1

<K

p.q

Lq Lp



CAPITULO 3

Tipo e Cotipo

Vimos no capitulo anterior que nao existe uma desigualdade como a de Khintchine,

para espacos de Banach gerais, mesmo assim vale a pena ver o que acontece nos espagos £,.,

1 <r < oo, antes de estudar o assunto central deste capitulo.

3.1 Somas de Rademacher em /,

Proposicao 3.1.1. Para cada 1 < r < oo, existem constantes 0 (r) e § (r) tais que, para

qualquer escolha de x1, ..., x,

(a) se 1 <r <2, entao
2
500 (S 1,
k=1
(b) se 2 <r < oo, entdo

o (r). (Z HwkHZ)

il

N

em L,

g(/;

S
S =

n

T (t) T
k=1

dt) <0(r). (Z HMHZ)

S
ol

§</01

ZTk (t) T

dt) <0(r). (Z kaHZ)

Demonstragdo. (a) Para k =1,...,n, denote x, = (§,);-, € {,. Entao,

1 " .
/ i) =
0 .

Zrk (t) Tl

Zm (t) Lk

k=1

(/s Tdt)i(lf;/; Tdt>5

i=1

Zm (t) &k
=1

37
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Pela desigualdade de Khintchine, existem constantes positivas 6 (1) e 0 (1) tais que

)" <Z‘fm’2> < ( ; ) <(0(r)" (ZK’“E) :

Z f]m'T’k (t) dt
k=1

portanto
1 1

00 n 2\ " 1] » r I

S () ) < ([ |nwa] ) <

i=1 0 fle=1 ‘

< (Soor- (L)
i=1

Vamos provar primeiro a desigualdade da direita. Como 7 < 2, entao [|-[|,, < ||[|, , logo

(Z\fm ) = 100 - en)lly < N &y, = D> €kal’
k=1

Assim,

M

IN

t) xp,

) T <6(r). Z (Z |§kz,i|2>
. (Z > rw) =60 (Z ||xk||;;)

(L

Agora, vamos provar a desigualdade da esquerda. Ja sabemos que,

(f

n
Tk (t) T
k=1

Tdt>i>5 Z(Z}gk,) i,

4y =1

38
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dai

1

;(Dfm) - f:(zm )) (Zn el “I{b) >

SR
3=

=1

fo%) n
_ |(z !ék,@-|’”>
1 i=1 k=1
n o0 % 2 n %
(zm,ir) _ (zwz) |
k=1 =1 k=1

1 1
r I n 2
Zrk T, ) >4 (r). (Z Hxﬂ]i) e o item (a) estd provado.
k=1

Portanto, ( /
t

(b) A demonstra(;ao ¢ analoga, mas com algumas desigualdades invertidas. O

1 1
r =

* z(z@@)u -

1 k=1 =1

3=

(‘fk zl )k: 1

1

W

7

S

3.2 Tipo e Cotipo: Teoria Basica

Definicao 3.2.1. Um espaco de Banach X tem tipo p se existe uma constante 6 > 0 tal

que, qualquer que seja a escolha finita de vetores xy,...,x, € X,

/

Se X tem tipo p, denotamos a menor constante 6 que satisfaz a desigualdade acima por

T, (X) e a chamamos de constante tipo p de X.

2

3=

n

Zrk (t) T

k=1

s
i) <o (znxknp)
k=1

Um espaco de Banach X tem cotipo q se existe uma constante 6 > 0 tal que, qualquer que

seja a escolha finita de vetores xq,...,x, € X,

1
2 2

(Z ||1l?k||q> <9
k=1

Para tratar o caso ¢ = oo, o lado esquerdo da desigualdade acima deverd ser substituido por
max ||z .

k<n

Se X tem cotipo q, denotamos a menor constante § que satisfaz a desigualdade acima por

Cy (X) e a chamamos de constante cotipo q de X.
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Observacao 3.2.2. (a) Pela desigualdade de Kahane, poderiamos trabalhar com qualquer
norma L,, com 0 < r < oo, nas definicoes de tipo e cotipo ao invés da norma Ls, mas
obviamente, teriamos que ajustar as constantes.

(b) Claramente, se Y € um subespago de um espago de Banach X de tipo p (respectiva-
mente cotipo q), entdo Y € também de tipo p (respectivamente cotipo q) e T, (Y) < T, (X)
(respectivamente Cy (Y) < Cy (X)).

Vamos agora provar alguns resultados basicos de tipo e cotipo.

Proposicao 3.2.3. (a) Se X € um espago de Banach de tipo p e cotipo q, entao 0 < p <
2<gq.

(b) Todo espago de Banach tem tipo 1 e cotipo co.

(c) Se X € um espago de Banach de tipo p e cotipo q, entao X tem tipo p e cotipo q, para
todo 0 <p<peq>gq.

(d) Se X é um espago de Hilbert, entao X tem tipo 2 e cotipo 2.

(e) Sel <p <2 entdol, tem tipo p e cotipo 2 e se 2 < q < 0o, entdo l, tem tipo 2 e cotipo
q.

Como conseqiiéncia de (b) e (¢), todo espago de Banach tem tipo p, para cada 0 < p < 1.

Demonstragao. (a) Tome 1 = ... = z,, = x com ||z|| = 1. Como X tem tipo p, existe § > 0

/

tal que
2\ 2

d

n

ZT’k (t) Tl

k=1

.

<0 (Z kaup) — O.nv.
k=1

Por outro lado,

S
=

n 2

Zrk (t)x

k=1

2
dt = n%,

1
a| =\
0

< f@.nr.

/

> k()

logo

N|=
hSA

n

Como a escolha de n foi arbitréaria, temos que esta utima desigualdade vale para todo n € N,

portanto

1
n2 -

= —2
%SH,VnEN:nT;§9,VnEN=>2—§O:>p—2§0:>p§2.
p
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Agora, como X tem cotipo ¢, existe 0 > 0 tal que

n ‘ 1
i = (Z ||xkuq> <5/
k=1 0

Logo,

[un
Jun

2 2

1
a| =5/
0

n

Z’f‘k (t) T

k=1

dt — ons.

ZT}C (t)
k=1

N

Y 9 _
négén%,VnEN:Mﬁ gé,VnEN:>n2Tq§5,Vn€N=>2—§O:>q22.
q

(b) Sejam X um espago de Banach e z1, ..., z, € X. Vamos provar primeiramente que X tem

tipo 1. Temos que

Zm (t) T

<D @zl =) el
k=1 k=1

Integrando, obtemos

/01 irk (t) xx

Pela desigualdade de Kahane,

/

1 n n
at< [ Nl dt =3 ]
0 k=1 k=1

1
2

2 1
dat | < Kl’g/
0

2

n

ZT’k (t) Tk

k=1

/

Agora vamos provar que X tem cotipo oco. Sejam z1,...,x, € X. Como conseqiiéncia do

dt

ZTk (t) Tl

e, portanto

1
2 n
dt S K172 E ||[EkH .
k=1

Zrk (t) Tl

Logo, X tem tipo 1.

teorema de Hahn-Banach, conseguimos 1 < j < n e z* € By~ tais que (z*, z;) = max |zl -
<n

Pela ortonormalidade das funcoes de Rademacher, temos que

(m*’x]):/ol <rj (t)x*7zn:rk(t)xk>dt§/ol dt < /01

k=1

1
n 2

ZTk (t) T

k=1

dt

n 2
Z’I”k (t) Tl
k=1
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Logo, X tem cotipo oo.

(c) Sejam p < p e x1, ..., x, € X. Pela monotonicidade das normas /,., temos que

(Z ) < <Z uxkuﬁ)

Como X tem tipo p, existe 6§ > 0 tal que

[l

2 % n % n
Rl dt] <0 (Z IkaII”> <6 <Z ||xk||”)
k=1 k=1

e, portanto X tem tipo p.

Agora, sejam ¢ > q e x1, ..., z, € X. Temos que

e como X tem cotipo ¢, existe d > 0 tal que

1
n N n q 1
(Z Mq) < (Z ||xk||q> <il [
k=1 k=1 B
e, portanto X tem cotipo ¢.
(d) Seja X um espago de Hilbert e x1, ..., x,, € X. Temos que

= ( Tk (t) T ZTk (t) ZL‘k> s

:/ (Zm (t) 2k Zrk (t) xk> dt =
_ / S5 e (71 (8) (o Jan )l = 55 (i ) / e () e, (8) di =

k1=1k2=1 k1= lkg 1
n
= (wx o) = Z [E
k=1 k=1

Tomando 6 = § = 1, segue que X tem tipo e cotipo 2.

1
2 2

Q=

irk t Tk

k=1

n

ZTk (t) T

k=1

logo

2

(e) Este item é a proposi¢ao 3.1.1 (com alguns ajustes dados pelas desigualdades de normas),

reescrita para a linguagem de tipo e cotipo.

]
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Observagao 3.2.4. No item (d), provamos facilmente (apenas utilizando a ortonormalidade
das fungoes de Rademacher) que todo espago de Hilbert tem tipo e cotipo 2. Uma pergunta
natural é se a reciproca de tal resultado é verdadeira. A resposta é “afirmativa’e quem provou
tal teorema foi S. Kwapién, em 1972, no artigo intitulado “Isomorphic Characterizations of
Inner Product Spaces by Orthogonal Series with Vector Valued Coefficients”, caracterizando
assim o0s espacos isomorfos aos espacos de Hilbert como sendo os unicos espacos a ter tipo e
cotipo 2, simultaneamente. No entanto, a demonstracao do teorema de Kwapién é bem mais

complicada e pode ser encontrada em [8], pdg. 246.

Teorema 3.2.5. Suponha que o espago de Banach'Y é A-representdvel no espaco de Banach
X, para algum X\ > 1.Valem as sequintes afirmacoes:

(a) Se X tem tipo p, entao Y tem tipop e T, (Y) < AT, (X).

(b) Se X tem cotipo q, entao Y tem cotipo q e Cy(Y) < X\.Cy (X).

Demonstragao. (a) Sejam € > 0, 41, ...,y, € Y e considere F' como sendo o subespago de Y
gerado por vy, ..., y,. Como Y é A-representdavel em X, existem F € Fx e um isomorfismo

u: F — E, com ||u|.|[u?] < X\ +e. Para cada i € {1,...n}, considere u (y;) = z; € F,

entao
) s N
S e () e - / S (tu (|| dt | =
k=1 0 ||k=1
1 . : 1 2\ !
= / ut (Zm(ﬂu) /Hu_lH el dt] =
0 k=1 0 k
2 3

= [l

-

2 2

i) <) ). (Z nxknp) _
k=1

Como X tem tipo p,
Zrk (t)

- ([

RS ( nu<yk>np)p < ] 0. (z ul? uykup)p _

k=1

= )l 2 (z w) o). (zwa
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Como ¢ é arbitrario, temos que

1
2 2

< AT ( (Z Hkap)

Logo, Y tem tipo p e T, (Y) < AT, (X).
(b) Temos que

(Z nyknq)q _ (Z o <xk>HQ)q < (Z ||u—1HQ-nxknq)q . (Z uxknq)q
k=1 k=1 k=1 k=1

Como X tem cotipo ¢,

n o Ll 2 3
o) () < o0 ([ S0 ) -
k=1 —
i 2\ b
= [Ju™|.Cy (X). / Zrk Huly)| dt] =|ju™.Co(X
0 k=1
1 n 2 % n 2 %
/ u (Zm () yk) dt | < [lu™.Cy / lul® (> re () we|| dt | =
0 k=1 k=1
2 3 LIl 2 3
|-G (X) Jjul <0+ G- | [ [Xn@u| a
k=1
Como ¢ ¢é arbitrario, temos que
(Z ||yk||Q) <A ( / Z
k=1 O k=
Logo, Y tem cotipo g e C, (Y) < X\.C, (X). O

Coroléario 3.2.6. (a) Cada espago L., 1 < r < oo, tem tipo min{r,2} e cotipo max{r,2} e
esta ¢ a melhor possibilidade para o caso de dimensao infinita.

(b) O espago L s6 tem tipo e cotipo triviais.

Demonstracao. (a) Seja X um espaco L, A > 1. Entdo, pela proposi¢do 1.3.2, X é X-

representavel em /.., mas pelo item (e) da proposigao 3.2.3, £, tem tipo min {r,2} e cotipo
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max {r,2} . Assim, pelo teorema 3.2.5, segue que X tem tipo min {r,2} e cotipo max {r,2} .
(b) Para provar este item, utilizaremos uma conseqiiéncia do teorema de Hahn-Banach que
diz que todo espaco normado separavel é isometricamente isomorfo a um subespaco de
(. Particularmente, utilizaremos este resultado para os espacos £,, 1 < r < 00, que sao
separaveis.

Suponha que /., tenha tipo p nao trivial, isto é, 1 < p < 2. Entao, cada subespacgo de
(s tem tipo p. Tome r < p, entao existe um subespaco M, de ¢, que é isomorfo a ¢, e,
consequentemente tem tipo r, sendo esta a melhor possibilidade para M,, o que gera uma
contradicao ja que cada subespago de £, tem tipo p.

Para o caso cotipo é analogo. O]
Corolario 3.2.7. Um espaco de Banach tem mesmo tipo e cotipo que seu bidual.

Demonstragao. Usando o Principio de Reflexibilidade Local (que pode ser encontrado em [8],
pags. 177-182) temos que o bidual de qualquer espago de Banach é finitamente representavel
no espaco, assim, pelo teorema 3.2.5, todo espaco de Banach tem mesmo tipo e cotipo que
seu bidual. O]

Vimos em 3.2.6, item (b), que ¢, s6 tem tipo 1 e cotipo oo, mas falta saber se a

situacao é a mesma para um espaco L., qualquer. A resposta esta no seguinte teoremas:
Teorema 3.2.8. Cada espaco L., so tem tipo 1 e cotipo co.
Para a prova deste teorema precisaremos de um lema como auxilio.

Lema 3.2.9. (a) supT, ({%) =00 para 1 <p < 2.
(b) Cy (%) > na para 2 < q < o0.
(¢) Um espaco E que contém os {7 uniformemente (isto é, existem subespagos M, C E tais

que supd (M, (") < o0c0) s6 tem tipo p =1 e cotipo ¢ = 0.

n
Demonstragao. (a)Sejam ey, ..., e, 0s vetores da base canoénica e tome x; = E ej, para cada
Jj=1
j=1,...n. Entao

=ne |z =1

ZTk (t) T
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Logo,
1 n 2 2 1 L
/ T (t) xg|| dt| = (/ n2dt> =n
0 |5y 0
e
1
n P
(Z kaup> —ns
k=1
Assim,
n < T, (0n) e = T, (£2) > n'"s
e portanto

sup T, () = oo.

(b) Considere os vetores da base canonica e, ..., €,, entao

(Z ||€k||q) nb< Co (€5 - /0

portanto C, (¢%) > ne.

(¢) Seja dp = supd (M,, (). Como E contém os ¢ uniformemente, dado ¢ > 0, existe

-

2 2

dt | =Gy (),

n

ZTk (t) €k

k=1

U, M, — 0% com |lu]|.||u"'|| < dg + e. Suponha que F tem tipo p com 1 < p < 2,
entao cada subespaco de E também tem tipo p (em particular os espagos M,,) e como tipo é
herdado por isomorfismo, segue que ¢2 tem tipo p. Entao, dados v, ...,y € ¢, pelo feito
na demonstragao de 3.2.5, vale que

1 2\ 3

/

i) <ol a1 (). (Z uykup) <
k=1

m

Zrk (t) Yk

k=1

< (dg+¢).T,(E). (Z ||yk||p) -
k=1

Portanto, T, ({%) < (dg +¢).T, (E) e assim sup7), (/%) < oo, contradizendo o item (a).

n

Logo E s6 tem tipo 1.
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Suponha agora que E tem cotipo ¢, com 2 < g < oco. Andlogo ao que foi feito para tipo

temos que, dados yi, ...,y € (% vale que

(Z Hyd\") <l [Ju]].Cy (B). /0

< (dg +¢).C /0 3

Entao, C, (/%) < (dg +¢).C, (E), mas pelo item (b), C, ({%) > ne = (dg +¢€).Cy(E) >

k=
1 , Dy . .
na o que é uma contradicao ja que podemos tomar n suficientemente grande inicialmente,

N|=

m 2

Zm (t) Yk

k=1

dt <

1
2 2

tendo assim nv > (dg+¢€).Cy(E). Logo E s6 tem cotipo oo. O

Demonstracao. (Teorema 3.2.8) Agora o teorema é conseqiiéncia imediata do ftem (¢) do
lema anterior, pois pela definigao de espago L, segue que os £ estao contidos uniformemente

em tal espaco. Portanto um espaco L., so tem tipo e cotipo triviais. Il

Veremos agora que relacao de tipo e cotipo obtemos entre um espaco de Banach e

seu dual.

Teorema 3.2.10. Se um espaco de Banach X tem tipo p, entao seu dual X* tem cotipo p*,
onde i + 1% =1, eCp (X*) <T,(X).

Demonstragao. Sejam x7, ...,z € X*. Usando a defini¢cao da norma do dual, temos que
1

(Z ||xk||p> sup{ e tn € X 03 il < 1}.
k=1

Pela ortogonalidade das fungoes de Rademacher, temos que

1 En:rk(t)xz,irk( ZZ wix) | o (t) s (8) dt
I ) I

k=1 k=1 j=1k=1

n

Z <$Za xk>

k=1

I

n
Z <(L’Z, xk>
k=1

Logo,

k=1

t:xy, .z, € X e ZkaHp < 1},

k=1

I(z5)k= [l = sup
P

< sup{ S 02
k=1

ZTk (t) T

X*

X
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e pela desigualdade de Holder,

1 n n n
sup{ / Zrk )zl - Zrk (t) zg|| dt :xl,...,mnEXeZkaHpg 1} <
O {le=1 x+ k=1 X k=1
n n n
< sup Zrkajz ) Zrkxk (X1, .., T € X e Z |ze]|” <1
k=1 Lo(X*) k=1 Lo(X) k=1
Como X tem tipo p,
n n n
sup Zrkxz ZT‘le‘k LT, Ty € X € Z |lon|P <13 <
k=1 La(X*) k=1 La(X) k=1
n n
Zrkxz .sup {Tp (X) - Mlzwlly, 21,20 € X € Z |zx]|” < 1} =
k=1 Lo(X*) k=1
n n n
= Zrkxz T, (X).sup {Z ekl <1:2q,.,z, € X e Z |zx]|” < 1} =
k=1 Lo(X*) k=1 k=1
n
=T,(X). Zrkxz
k=1 La(X*)
Portanto,
L 2 3

dt| eC. (X <T,(X).

(anznp*)p < T, (X). / AGES <

O

Observacao 3.2.11. (a) Note que se X* tem tipo p*, entdo X tem cotipo p. De fato, como
X* tem tipo p*, X** tem cotipo p e por 3.2.7, seque que X tem cotipo p.

(b) Uma questdo que aparece aqui € se vale o sequinte resultado: X tem cotipo p — X*
tem tipo p*. A resposta é nao, pois {1 tem cotipo 2 (por 3.2.3, item (e)) e o seu dual lo, ndo
tem tipo nao trivial, isto €, ls, sd tem tipo 1 (por 3.2.6, item (b)).

(c) A reciproca do teorema 3.2.10 é falsa. De fato, {1 € o dual de co, {1 tem cotipo 2, mas
co tem apenas cotipo 0o, pois ¢y € um espago Lo (co C ls) € um espago Lo, s6 tem cotipo

trivial.

Teorema 3.2.12. (a) Sejam 1 <p <2 ep <71 <oo. Entao X tem tipo p se, e somente se,
L, (u, X) tem tipo p.
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(b) Sejam 2 < g < o0 el <r <gq. Entio X tem cotipo q se, e somente se, L, (u, X) tem
cotipo q.

Demonstracao. (a) (=) Sejam f1, ..., fn € L (u, X) . Pela desigualdade de Kahane,

(£

n

> () fi

k=1

Por linearidade,

n

Zrk(t)fk(w)

k=1

n

([ ([]x

k=1

7 (t) fr (W)

rdu(w))dt>i</g</ol Tdt)d,u(w)>i

X

e novamente pela desigualdade de Kahane,

([)(/; dt)du(w)>i<K2m. /Q(/Ol

Tomando, K = K, 3.K5,, temos que

1
1 2 1
/ it| <k / /
0 o \Jo

2 2
dt | dp(w)
X
Como X tem tipo p,

(/ dt) <K-Tp(X)-(/ <ka(w)§(>pdu(w))
0 Lo (.X) @ k=1

e pela desigualdade de Minkowski,

T

D k() fr(w)

X

Zm (t) Jr
k=1

Lr(UvX)

n

> k(b fi

k=1

-
=

r

(/ (Z ”f’“ “‘””’?()p o M) - ( ([ s <w>)f>p - (Z kauimm)p.

Portanto,

1=
=

2
P

2 n
dt) < K.T,(X). (Z IIkaZ(u,m) ;
) k=1

T (1) f

k=1

(£

Ly (p,X

3=
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concluindo que L, (i, X) tem tipo p.

(«<=) Considere a transformacao linear que associa a cada x € X a funcao 14 (+).x, onde
A e ¥ étal que 0 < pu(A) < co. Assim, temos um isomorfismo entre X e um subespaco M
de L, (1, X) . Como L, (p, X) tem tipo p, segue que M tem tipo p, conseqiientemente X tem
tipo p herdado pelo isomorfismo com M (como visto na demonstracao de 3.2.3, item (a)).

(b) Os argumentos para provar este item sao analogos. O



CAPITULO 4

Funcoes de Rademacher

Generalizadas

A primeira aparicdo das fungoes de Rademacher generalizadas foi em 1989, [1]. Em
1992, vérias aplicagoes dessas fungoes foram feitas em [2]. Nesse mesmo artigo, os autores
mencionam que a desigualdade de Khintchine pode ser obtida para as funcoes n-Rademacher,
trocando as fungoes de Rademacher tradicionais e adaptando a demonstragao ja conhecida.
Como veremos abaixo, as funcoes n-Rademacher sao definidas assumindo os valores das raizes
n-ésimas da unidade, e denotadas por s,(:), k € N. Portanto, a desigualdade de Khintchine

fica assim: para cada n € N e cada p € (0,+00), existem constantes a (n;p) e b(n;p) tais

a(mip)] " (Zmr?) < ( / dt)p <b(nip). (zw) ,

VméeNeay,...,a, € C.

que

Z ag.s" (1)
k=1

Em [9], K. Floret e M. Matos deram uma outra demonstragao da desigualdade de Khint-
chine para as funcoes n-Rademacher que produz constantes independentes de n.
Em [5], G. Botelho caracterizou tipo e cotipo via fungdes n-Rademacher, mas tal
caracterizagao foi apenas uma motivagao didatica ja que o mesmo provou, ainda em [5], que
essa caracterizagao e a caracterizacao tradicional sao equivalentes.

Neste capitulo daremos a definicao das funcoes de Rademacher generalizadas, a

51
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demonstracao dada em [9] da desigualdade de Khintchine para tais fungdes e a equivaléncia

entre os conceitos de tipo e cotipo tradicionais e os conceitos de n-tipo e n-cotipo, dada em

[5].

4.1 Funcoes n-Rademacher

Para definir as fungoes de Rademacher generalizadas, procedemos recursivamente da

seguinte maneira:

Definicao 4.1.1. Seja n um inteiro positivo fizado e considere as raizes n-ésimas da unidade
dadas por A, ..., A, consideradas na ordem crescente de seus argumentos. O intervalo [0, 1]
¢ dwidido em n intervalos disjuntos de mesma amplitude Iy, ..., I, descritos na ordem que
aparecem da esquerda para a direita de [0,1]. Definimos s1: [0,1] — C por s1 (t) = \;, se
t pertence ao interior de I;, para j =1,...,n, e 51 (t) =1, set é uma extremidade de algum
dos intervalos I;.

Supondo sy, ...,s definidas, siy1 € definida da sequinte forma: cada intervalo I usado na
construcao de sy € dividido em n intervalos Jy, ..., J,, da mesma maneira que [0,1] foi divi-
dido na construgdo de si. Entao definimos si41 (t) = A;, se t pertence ao interior de algum
Jj e spp1(t) =1, set € uma extremidade de algum desses intervalos.

A seqiiéncia (sy),e, serd chamada de seqiéncia das fungoes n-Rademacher. Quando houver

perigo de confusao em relagao a n, escrevemos s,(cn) ao nvés de s, qualquer que seja k € N.

Vérias das propriedades das fungdes de Rademacher tradicionais sao obtidas para as
generalizadas, dentre elas a de multiortogonalidade, isto é,

! 1, se 1 =...=J,
[0 pou{hoime
0

0, demais casos

A demonstracao pode ser encontrada em [2].
Antes de enunciarmos e provarmos a desigualdade de Khintchine, consideremos o
seguinte fato: se n > 2 é fixo, tome D = {A,...,\,} o conjunto das raizes n-ésimas da

unidade, p; a medida p; = % > 0y, (onde 6y é a medida de Dirac concentrada em A), fin,
k=1

e 1 as medidas produto de p; sobre D™ e DN respectivamente, e hy: DY — D a k-ésima

projecao. Entao, para todo p € (0,400), temos que

1] m p m
/ Z Q.S (t) dt = / Z A Wy,
0 k=1 D™ | k=1

p

p
d,um (wla'--awm) :/ d,ua
DN

m
E Odk.hk
k=1
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para todom € Ne aq, ..., a,, € C.
Mais geralmente, tome D C C limitado, ||D|| = sup{|z| : z € D} e pu; uma medida de
probabilidade sobre D. Defina, pu,, ¢ u como sendo as medidas produto de p; sobre D™ e

DN e hy: N — D a k-ésima projecao. Assuma que

/D wdpss (w) = 0

c—(ﬂjwﬁmuw0§>a

Daf segue que os (hy), oy formam um sistema bi-ortogonal em Ly (), com [|hg|,, = c.

Teorema 4.1.2. (Desigualdade de Khintchine) Para todo p € (0,+00), existem constantes

1 1
p P m 2
d,u) < b,. <Z |0zk|2)
k=1

Demonstragao. Da monotonicidade das normas L, para a, basta considerar o caso p < 2;

a, e by, tais que

a, <k§m; osz)% < (/D

para todos m € N e ay, ..., a,, € C.

m
E Oék.hk
k=1

e para b,, basta considerar o caso p > 2. Vejamos que, resolvendo o caso de b, com p > 2,

m
resolve-se também o caso de a, com p < 2: dado 0 < p < 2, tome f = > ay.hg, com
k=1

S Jag|* = 1. Entéo
k=1

= [l du= [ 1751 < </|f!”du)2. (/|f|4—pdu)2 <A1 )

1—-4 4
e portanto a, = (by) 7 .c? serve.

m
Para b,, basta considerar p > 2, p € N, e «’s reais tais que Y af = 1. Defina novamente
k=1

m
f = > ap.hy e observe que
k=1

0= [ Re(wydu (w) = [ Tmw)dyr (w).
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Para ¢ = Re ou ¢ = Im, temos que

/DN exp (¢ (f)) du = H/ exp (ar.¢ (wi)) dpy (wy,) =

H/ exp (-¢ (wi)) — - (wi)] dpn (wie) H/ oxp (ag.¢ (wp))” dpun (wy) =

=/ exp (Z ag. (¢(wk))2> dpa (w1, ws..., ) < exp[|D|,
DX k=1

pois exp (t) — t < exp (t?), para todo t € R. Daf segue que

[lotnrdn< [ w6 )+ exp (-0 ()] du < 2.0 DI

e portanto,

11, < IRe (D, + Tm (D, < 2. (2ptexp | DIP)”

O

Vamos agora definir n-tipo e n-cotipo e seguir na direcao de demonstrar que estes con-

ceitos e os conceitos de tipo e cotipo tradicionais sao equivalentes.

Definicao 4.1.3. Sejamn € N, n > 1, el < p <2 < g < o0. Dizemos que o espaco de
Banach complexo E tem n-tipo p se existe uma constante C' > 0 tal que, para toda seqiiéncia

finita x1, ...,z de elementos de E, tivermos que

1 % k %
/ i) <c (Z H%H”)
0 =

Dizemos que E tem n-cotipo q se existe C' > 0 tal que, para toda seqiiéncia finita 1, ..., Ty

k 2

Z 35-") (t) .

j=1

de elementos de E, tivermos que

k é 1
(ZH%@ <c|/
=1 0

Note que quando n = 2, temos as nocoes tradicionais de tipo e cotipo.

1
2 2

dt

k

Z 55-”) (t) .2

Jj=1

Para demonstrar a equivaléncia mencionada acima, precisaremos primeiramente das

defini¢oes de variaveis aleatdérias gaussianas e tipo e cotipo gaussiano.
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Definicao 4.1.4. Chamaremos de v a medida gaussiana padrao no plano complezo, isto é:

1 2 1
v(B) == / el dz = = / e~ (") drds,
B B

™ ™

para todo boreliano B C C, onde B € visto na sequnda integral como um subconjunto de R2.
Fizemos um espago de probabilidade (2,3, P) . Definimos uma varidvel aleatéria gaussiana
independente gy, como sendo uma func¢ao mensurdvel de 2 em C cuja distribuicao de prob-
abilidade coincide com ~. Consideraremos (gx),., uma seqiéncia de varidveis aleatérias

gaussianas independentes.

Definicao 4.1.5. Dizemos que E tem tipo gaussiano p se existe uma constante C' > 0 tal

que , para todos 1, ...,z € E, tivermos que

[ o) apw)| <c (anjup)

Dizemos que E tem cotipo gaussiano q se existe uma constante C' > 0 tal que , para todos

2

3=

1, ..., Tp € B, tivermos que

N|=

1 2

(anjnq) <c | [ g .

A préxima proposicao é a chave para o nosso almejado resultado e sua demonstragao

dP (w)

pode ser encontrada em [5], paginas 1235-1236.

Proposicao 4.1.6. Dadosn e N, n>1,el1 <p <2< q< oo, temos que:
(a) E tem n-tipo p <= E tem tipo gaussiano p.
(b) E tem n-cotipo ¢ <= E tem cotipo gaussiano q.

Teorema 4.1.7. Sejam m,n € N, ambos maiores que 1, e 1 <p <2 < ¢q < 0.

(a) Se E tem n-tipo p entao E também tem m-tipo p.

(b) Se E tem n-cotipo q entao E também tem m-cotipo q.

Particularmente, tomando oran = 2, ora m = 2, este resultado nos diz que nas definigcoes de
tipo e cotipo tradicionais, podemos substituir a sequéncia das fungoes de Rademacher, pela

sequéncia das funcoes n-Rademacher, qualquer que seja o inteiro n > 1.

Demonstragao. (a) Como E tem n-tipo p, pela proposicao 4.1.6, item (a) (=), temos que

E tem tipo gaussiano p. Como m estd fixado, usando a proposi¢ao 4.1.6, item (a)(<—=),
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para m, segue que E tem m-tipo p.
(b) Como E tem n-cotipo ¢, pela proposic¢ao 4.1.6, item (b) (=), temos que E tem cotipo
gaussiano g. Como m esté fixado, usando a proposicao 4.1.6, item (b) (<), para m, segue

que F tem m-cotipo q. Il
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