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Resumo

O objetivo principal da presente dissertação é calcular o a-número de algumas curvas

algébricas definidas sobre um corpo K de característica positiva, especificamente, para

infinitas curvas hiperelípticas, de Fermat e de Hurwitz.

Para realizar o anterior, principalmente estudamos algumas das noções fundamentais sobre

corpos de funções, curvas algébricas e o operador de Cartier, no último caso, centrando

nossa atenção em sua ação sobre curvas adjuntas canônicas.

Palavras-chave: Corpos de funções algébricas. Curvas algébricas. a-número.



Abstract

The aim of this dissertation is to calculate the a-number for some algebraic curves which

are defined on a field K with positive characteristic, specifically, for infinite hyperelliptic,

Fermat and Hurwitz curves.

To carry out this, we study some fundamental notions about algebraic function fields,

algebraic curves and Cartier’s operator, in the last case, we will focus our attention on the

way how the operator acts on canonical adjoints curves.

Keywords: algebraic function fields. algebraic curves. a-number.
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Introdução

As propriedades geométricas relevantes de uma curva algébrica encontram-se codificadas

em seus invariantes birracionais. Entre os invariantes birracionais mais importantes de

uma curva encontram-se o gênero e o p-posto -comumente conhecido como invariante

de Hasse-Witt- estando este último relacionado ao operador de Cartier mediante sua

coincidência com a dimensão do espaço gerado pelos vetores no espaço das diferenciais

regulares que são fixas sob a ação do operador de Cartier.

Um outro invariante birracional relacionado com o operador de Cartier tem sido objeto

de estudo nos últimos anos, este invariante é conhecido como o a-número. Em geral, o

a-número é definido para variedades abelianas sobre corpos de característica p ą 0, e, no

caso do corpo de funções de uma curva X , o a-número da curva, apX q, coincide com a

dimensão do núcleo do operador de Cartier, que, por sua vez, coincide com a dimensão do

espaço das diferenciais regulares exatas sobre a curva.

Calcular o a-número de uma curva pode ser uma tarefa difícil, aliás, o valor exato do

a-número é conhecido somente para algumas poucas famílias de curvas.

O objetivo desta dissertação é calcular o a-número para infinitas curvas pertencentes a

três famílias de curvas, a saber,

• Curvas hiperelípticas

• Curvas tipo Fermat

• Curvas tipo Hurwitz

Uma curva projetiva plana sobre uma corpo K de característica p ą 0 é do tipo Kummer

se sua equação afim é da forma:

yn “ a ¨
s

ź

i“1

pipxqni

com s ą 0, pipxq P Krxs, onde os pipxq são mônicos irredutíveis diferentes dois a dois, p ∤ n,

a P K, n P Z (ambos não nulos), gcdpn, niq “ 1 e K contem todas as raízes primitivas da

unidade.

Entre as curvas que são objeto do estudo aqui, as curvas hiperelípticas e as curvas do tipo

Fermat são casos especiais de curvas tipo Kummer.
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Uma Curva generalizada de Hurwitz é representada pela equação afim:

xmya ` yn ` xb “ 0

donde a, b,m, n são inteiros não negativos com algumas restrições adicionais. Em nosso

caso, vamos estudar a curva de Hurwitz clássica, isto é, para o caso em que a “ b “ 1 e

m “ n, obtendo uma representação afim do tipo

xny ` yn ` x “ 0;

quando n “ 3, a curva x3y ` y3 ` x “ 0 é conhecida como curva quártica de Klein, de

fato, para este caso especial, a curva é do tipo Kummer, uma apresentação mais detalhada

deste fato será dada no capítulo 3.

Para este trabalho, nos centraremos em calcular o a-número para infinitos valores de n

das curvas
y2 “ xn ` 1,

y2 “ xn ` x,

yn “ 1 ´ xn,

yn “ ´xny ´ x.

Para calcular o a-número das curvas hiperelípticas acima, faremos uma exposição detalhada

dor resultados apresentados em (NOUROZI; RAHMATI; TAFAZOLIAN, 2019).

Para as curvas de Fermat e Hurwitz, nos basearemos em (MONTANUCCI; SPEZIALI,

2017).

Para finalizar esta introdução, apresentaremos uma descrição de cada capítulo do docu-

mento.

No primeiro capítulo, fixaremos as notações e os principais resultados obtidos da teoria

dos corpos de funções e das curvas algébricas. É um capítulo de referência, podendo ser

omitido pelo leitor que esteja familiarizado.

No segundo capítulo, faremos um estudo detalhado das diferenciais sobre corpos de funções

e calcularemos a base para o espaço das diferenciais regulares sobre um corpo de funções

hiperelíptico.

No terceiro capítulo, faremos uma revisão rápida das extensões cíclicas de corpos e carac-

terizaremos um tipo especial dessas extensões, a saber, as extensões de Kummer.
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No quarto capítulo estudaremos o operador de Cartier e suas propriedades básicas, dando

especial atenção a sua ação sobre curvas adjuntas canônicas e exporemos uma fórmula

para esta ação devida a (STöHR; VOLOCH, 1987).

No quinto capítulo falaremos sobre o p-posto e o a-número de uma curva e sua relação

com respeito ao operador de Cartier.

Finalmente, o último capítulo é dedicado ao cálculo do a-número das curvas mencionadas

acima.
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1 Corpos de funções e curvas algébricas

Neste capítulo fazemos uma revisão geral dos conceitos básicos da teoria dos corpos de

funções algébricas e das curvas algébricas que serão de grande utilidade no desenvolvimento

tanto teórico quanto prático do documento.

Todos os resultados exibidos no presente capítulo serão baseados principalmente em duas

referências: (STICHTENOTH, 2008) para a parte dedicada aos corpos de funções e (FUL-

TON, 2008) para a parte dedicada às curvas algébricas; para consultar as demonstrações

dos resultados aqui apresentados, encaminharemos o leitor a tais referências indicando o

capítulo e o número de tal resultado na respectiva referência no começo de cada enunciado.

1.1 Corpos de funções

Ao longo desta seção vamos supor que K é um corpo. Aqui tomamos como referência o

livro (STICHTENOTH, 2008).

1.1.1 Definições fundamentais

Um corpo de funções algébricas F {K de uma variável sobre K é uma extensão de K,

F Ą K, tal que F é uma extensão algébrica finita de Kpxq para algum elemento x P F
que é transcendente sobre K.

Na maioria das ocasiões escreveremos simplesmente F para fazer referência ao corpo de

funções F {K.

O conjunto

K̃ :“ tz P F | z é algébrico sobre Ku,

é um subcorpo de F denominado corpo das constantes de F {K.

Da definição de corpo de funções segue que K̃ Ĺ F e, claramente, K Ď K̃, assim, temos a

torre: K Ď K̃ Ĺ F .

Mais adiante veremos uma justificativa do particular nome do corpo K̃.

Dizemos que K é algebricamente fechado em F ou que K é o corpo completo das constantes

de F , se K “ K̃.
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Outra forma de representar um corpo de funções.

Um corpo de funções F {K é chamado racional se F “ Kpxq para algum x P F transcen-

dente sobre K.

Um corpo de funções F {K é uma extensão algébrica simples de um corpo de funções

racional Kpxq, isto é, F “ Kpx, yq, onde φpyq “ 0 para algum polinômio φ P KpxqrT s
irredutível.

1.1.2 Anéis de valoração, lugares e valorações

Um anel de valoração do corpo de funções F {K é um anel O Ď F com as seguintes

propriedades:

(i) K Ĺ O Ĺ F .

(ii) Para todo z P F não nulo, temos que z P O ou z´1 P O.

Proposição 1.1.1. (§1.1, Proposition 1.1.5) Seja O um anel de valoração do corpo de

funções F {K. Então O é um anel local, sendo seu único ideal maximal P :“ OzO
ˆ onde

O
ˆ é o grupo das unidades de O.

Segue trivialmente da proposição acima a seguinte caracterização dos elementos do ideal

maximal P :

Seja 0 ‰ x P F , então, x P P ô x´1 R O.

A seguir, um teorema que caracteriza fortemente o anel de valoração O e o ideal P .

Teorema 1.1.1. (§1.1, Theorem 1.1.6) Seja O um anel de valoração do corpo de funções

F {K e seja P o seu único ideal maximal, então:

(a) P é principal.

(b) Se P “ tO, então cada 0 ‰ z P F tem uma única representação da forma z “ utn

onde n P Z e u P O
ˆ.

(c) O é um D.I.P. Mais precisamente, se P “ tO e t0u ‰ I Ď O é um ideal, então

I “ tnO.
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Um anel O satisfazendo as propriedades do teorema acima é denominado anel de valoração

discreta.

Um lugar P do corpo de funções F {K é o ideal maximal de algum anel de valoração O de

F {K.

O elemento gerador de P , ou seja t no caso que P “ tO é chamado de elemento primo ou

parâmetro local de P . O conjunto tP | P é um lugar de F {Ku é denotado por PF .

A continuação vamos definir o conceito de valoração discreta para um corpo de funções, a

seguir, vamos procurar uma valoração que dependa do anel OP para cada lugar P .

Definição 1.1.1. Uma valoração discreta de F {K é uma função v : F ÝÑ Z Y t8u com

as seguintes propriedades:

1. vpxq “ 8 se x “ 0.

2. vpxyq “ vpxq ` vpyq para todo par x, y P F .

3. vpx ` yq ě mintvpxq, vpyqu para todo par x, y P F .

4. Existe um elemento z P F tal que vpzq “ 1.

5. vpaq “ 0 para todo a P K.

Observação 1.1.1. Segue das propriedades que v é sobrejetora. A propriedade 3 é

chamada de desigualdade triangular.

Lema 1.1.1. (Desigualdade triangular estrita). Seja v uma valoração discreta de F {K e

sejam x, y P F com vpxq ‰ vpyq. Então vpx ` yq “ mintvpxq, vpyqu.

Ao lugar P P PF associamos a seguinte função

vP : F ÝÑ Z Y t8u

de tal forma que se t é um parâmetro local de P , teremos que:

vP pzq “
#

n se z ‰ 0

8 se z “ 0

Onde z “ utn se z ‰ 0, com u P O
ˆ
P .

Observação 1.1.2. Na definição acima, vP depende unicamente do lugar P e não do

parâmetro local t, como podemos ver: sejam t1 e t2 parâmetros locais de P , então P “ t1O
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e P “ t2O, assim, t1 “ t2x e t2 “ t1y, o que implica que t1 “ pt1yqx “ t1pxyq, portanto,

x e y são unidades em O. Assim, se z “ utn1 , então z “ utn2x
n “ tn2 puxnq “ tn2w sendo

w “ uxn P O
ˆ. Portanto, vP pzq é o mesmo para os dois parâmetros locais.

O seguinte teorema caracteriza os anéis de valoração, seus lugares associados e os parâmetros

locais desses lugares a partir da função vP .

Teorema 1.1.2. (§1.1, Theorem 1.1.13) Seja F {K um corpo de funções.

(a) Para um lugar P P PF , a função vP definida acima é uma valoração discreta de

F {K. Mais ainda, temos:

OP “ tz P F | vP pzq ě 0u,

O
ˆ
P “ tz P F | vP pzq “ 0u,

P “ tz P F | vP pzq ą 0u.

(b) Um elemento x P F é um parâmetro local para P se e só se vP pxq “ 1.

(c) Reciprocamente, suponha que v é uma valoração discreta de F {K. Então o conjunto

P “ tz P F | vpzq ą 0u é um lugar de F {K e OP “ tz P F | vpzq ě 0u é o seu

correspondente anel de valoração.

Observação 1.1.3. A projeção canônica π : OP ÝÑ OP {P induz um mergulho (canô-

nico) de K em OP {P , isto é, podemos identificar a K com sua imagem em OP {P e assim

considerar a K como um subcorpo de OP {P .

Seja P P PF . Denotaremos com FP :“ OP {P ao corpo das classes residuais de P . A função:

F ÝÑ FP Y t8u

x ÞÝÑ xpP q “
#

x ` P se x P OP

8 se x P F zOP ,

é chamada aplicação classe residual com respeito a P .

Definimos grauP :“ rFP : Ks como o grau do lugar P . Um lugar de grau um é chamado

comumente de racional.

Proposição 1.1.2. (§1.1, Proposition 1.1.15) Se P é um lugar de F {K e 0 ‰ x P P ,

então grauP ď rF : Kpxqs ă 8.
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Se K é um corpo algebricamente fechado, então todos os lugares de F são racionais; com

efeito, observe primeiro que P é racional se e só se FP “ K. Agora, da proposição acima

sabemos que rFP : Ks ă 8, assim, FP {K é algébrica, isso significa que FP Ď K̃, assim,

K Ď FP Ď K̃ “ K.

Segue que P é racional.

Atrás vimos que a função classe residual envia elementos de F para FP Y t8u; se K “ K̃,

então essa função vai enviar os elementos de F para K Y t8u e podemos interpretar cada

elemento z P F como uma função da seguinte forma:

z : PF ÝÑ K Y t8u
P ÞÝÑ zpP q

É por essa razão que F {K é chamado de corpo de funções. Da mesma forma, os elementos

de K, interpretados como a função descrita acima, são funções constantes e por isso, K é

denominado o corpo das constantes de F .

Definição 1.1.2. Sejam z P F e P P PF . Dizemos que P é um zero de z se vP pzq ą 0. Se

vP pzq “ m ą 0, dizemos que P é um zero de ordem m. Analogamente, P é dito polo de z

se vP pzq ă 0, e polo de ordem m se vP pzq “ m ă 0.

Até agora construíram-se alguns fundamentos teóricos em torno dos lugares de um corpo de

funções, mas, é necessário garantir a existência deles para que faça sentido tal construção.

O teorema seguinte garante aquela existência, por essa razão é um dos teoremas mais

importantes desta seção.

Teorema 1.1.3. (§1.1, Theorem 1.1.19) Sejam F {K um corpo de funções e R um subanel

de F com K Ď R Ď F . Suponha que t0u ‰ I ‰ R é um ideal próprio de R. Então existe

um lugar P P PF tal que I Ď P e R Ď OP .

Corolário. Sejam F {K um corpo de funções e z P F transcendente sobre K. Então z tem

pelo menos um zero e um polo; em particular, PF ‰ H.

Proposição 1.1.3. (§1.3, corollary 1.3.4)

Em um corpo de funções F {K todo elemento não nulo tem só uma quantidade finita de

zeros e polos.
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Sobre o corpo de funções racionais Kpxq.

É possível mostrar que existe a seguinte correspondência biunívoca:

PKpxq{K ÐÑ tpolinômios irredutíveis de Krxsu Y t1{xu,

onde o lugar Pppxq é associado ao polinômio ppxq e o lugar P8 é associado a 1{x. O grau

do lugar Pppxq coincide com o grau do polinômio ppxq e o lugar P8 (denominado lugar

no infinito) é racional, aliás, um parâmetro local para Pppxq é ppxq e um para P8 é 1{x.

A função valoração vP8
está dada por vP8

pfpxq{gpxqq “ graupgpxqq ´ graupfpxqq sendo

z “ fpxq{gpxq um elemento de Kpxq.

No caso em que K é algebricamente fechado, os polinômios irredutíveis em Krxs são

da forma x ´ α onde α P K, assim, como foi afirmado atrás, todos os lugares de Kpxq
são racionais, neste caso, para simplificar a notação, entenderemos que o lugar Pα está

associado ao polinômio ppxq “ x ´ α.

Demonstrações para as afirmações acima podem ser encontradas em §1.2 da referência

principal desta seção.

1.1.3 Divisores

O grupo de divisores de F {K é definido como o grupo abeliano livre que é gerado pelos

lugares de F {K e é denotado por pDivpF {Kq,`q, de forma que se D P DivpF {Kq então

D “
ÿ

P PPF

nPP,

com nP P Z quase todos nulos.

A operação “ ` ” do grupo de divisores é definida da seguinte forma:

se D “
ÿ

P PPF

nPP e D1 “
ÿ

P PPF

n1
PP então D ` D1 “

ÿ

P PPF

pnP ` n1
P qP.

O suporte do divisor D é definido por:

SupppDq “ tP P PF | nP ‰ 0u.

Um divisor da forma D “ P onde P P PF é chamado de divisor primo.
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Seja D P DivpF {Kq com D “
ÿ

P PPF

nPP .

Se Q P PF , definimos vQpDq :“ nQ, assim, SupppDq “ tP P PF |vP pDq ‰ 0u e podemos

expressar D como a soma finita:

D “
ÿ

P PSupppDq

vP pDqP.

Se D1, D2 P DivpF {Kq, dizemos que D1 ď D2 se e só se vP pD1q ď vP pD2q para todo

P P PF .

Se D ě 0, dizemos que D é um divisor efetivo.

O grau do divisor D é definido por:

graupDq :“
ÿ

P PPF

vP pDq ¨ graupP q.

Observação 1.1.4. A função grau : DivpF {Kq ÝÑ Z é um homomorfismo de grupos.

Como vimos atrás, qualquer elemento não nulo de F tem uma quantidade finita de zeros e

polos, baseados neste resultado vamos definir uns divisores especiais associados a cada

elemento x de F .

Definição 1.1.3. Sejam 0 ‰ x P F , Z o conjunto dos zeros de x e N o conjunto dos polos

de x. Definimos os divisores:

pxq0 :“
ÿ

P PZ

vP pxqP,

pxq8 :“
ÿ

P PN

p´vP pxqqP,

pxq :“ pxq0 ´ pxq8.

pxq0 é chamado de divisor dos zeros de x, pxq8 é chamado de divisor dos polos de x e pxq
é chamado de divisor principal de x.

Consequências imediatas:

• pxq0 e pxq8 são divisores efetivos.

• pxq “
ÿ

P PPF

vP pxqP.
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• x P K se e somente se pxq “ 0. Com efeito, se pxq “ 0 temos que
ÿ

P PPF

vP pxqP “ 0,

assim, vP pxq “ 0 para todo P P PF . Se x R K, como assumimos que K “ K̃ então x

é transcendental sobre K e por tanto deve ter pelo menos um polo e um zero, i.e,

devem existir P,Q P PF tais que vP pxq ą 0 e vQpxq ă 0, contrariando a afirmação

anterior, portanto x P K. A outra implicação é trivial.

O conjunto PrincpF {Kq :“ tpxq : 0 ‰ x P F u é um subgrupo de DivpF {Kq chamado de

grupo dos divisores principais de F {K. O grupo quociente

ClpF q:= DivpF {Kq{PrincpF {Kq,

é o grupo das classes dos divisores de F {K, assim, dado D P DivpF {Kq o seu correspon-

dente elemento no grupo ClpF q é denotado por rDs.

Dizemos que dois divisores D e D1 são equivalentes e escrevemos D „ D1 se rDs “ rD1s,
isto é, se D “ D1 ` pxq para algum x P F zt0u.

Observação 1.1.5. „ é uma relação de equivalência.

Definição 1.1.4. Seja D P DivpF {Kq. Definimos o espaço de Riemman-Roch associado a

D por:

L pDq :“ tx P F : pxq ` D ě 0u Y t0u.

Consequências imediatas:

Seja D P DivpF {Kq com D “
ÿ

vP pDqP . Então:

(a) x P L pDq se e somente se vP pxq ě ´vP pDq para todo P P PF .

De fato, x P L pDq ô pxq ě ´D ô
ÿ

vP pxqP ě
ÿ

p´vP pDqqP ô vP pxq ě
´vP pDq para todo P P PF .

(b) L pDq ‰ 0 se e só se existe um divisor D1 ě 0 tal que D „ D1.

Com efeito, L pDq ‰ t0u ô Dx P F tal que pxq ě ´D ô pxq ` D ě 0. Seja

D1 “ pxq ` D, então pxq ` D ě 0 ô D1 ě 0 e D „ D1.

(c) L pDq é um espaço vetorial sobre K.
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Sejam x, y P L pDq e a P K. vP px ` yq ě mintvP pxq, vP pyqu ě ´vP pDq para todo

P P PF (por (a)), portanto, x ` y P L pDq. Por outra parte, vP paxq “ vP pxq ě
´vP pDq para todo P P PF . logo ax P L pDq.

Proposição 1.1.4. (§1.4, Lemmas 1.4.6, 1.4.7, 1.4.8) Sejam A,B divisores de F {K.

(a) L p0q “ K; Se A ă 0 então L pAq “ t0u.

(b) Se A ď B, então, L pAq Ď L pBq e dimKpL pAq{L pBqq ď graupBq ´ graupAq.

(c) Se A „ B então L pAq – L pBq.

Proposição 1.1.5. (§1.4, Proposition 1.4.9) Para cada divisor A P DivpF {Kq, o espaço

L pAq é finito dimensional.

O número ℓpAq :“ dimKpL pAqq é chamado de dimensão do divisor A.

Teorema 1.1.4. (§1.4, Theorem 1.4.11 ) Todos os divisores principais tem grau zero.

Mais precisamente: Seja x P F zK e pxq0 e pxq8 os divisores dos zeros e os polos de x

respectivamente. Então

graupxq0 “ graupxq8 “ rF : Kpxqs.

Corolário. Sejam A,A1 divisores tais que A „ A1, Então, ℓpAq “ ℓpA1q e graupAq “
graupA1q.

Demonstração. Se A „ A1, então existe x P F não nulo tal que A “ A1 ` pxq, logo,

graupAq “ graupA1q` grauppxqq, mas grauppxqq “ 0, assim, graupAq “ graupA1q; da parte

(c) da Proposição 1.1.4 segue que ℓpAq “ ℓpA1q. �

Corolário. Se grauA ă 0, então ℓpAq “ 0.

Demonstração. Suponha que ℓpAq ‰ 0, então existe A1 ě 0 tal que A „ A1 e pelo corolário

anterior 0 ď graupA1q “ graupAq ă 0. Absurdo. �

1.1.4 Gênero

Nesta seção vamos definir um dos invariantes mais importantes de um corpo de funções,

este invariante é comumente conhecido como gênero; estudaremos alguns resultados básicos
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que envolvem o mesmo.

A seguinte proposição garante a existência de uma cota inferior para ℓpAq.

Proposição 1.1.6. (§1.4, Proposition 1.4.14) Existe uma constante γ P Z tal que para

todo divisor A, tem-se:

graupAq ´ ℓpAq ď γ.

O gênero g de F {K é definido por:

g :“ maxtgraupAq ´ ℓpAq ` 1 | A P DivpF {Kqu.

Observe que a existência de g está determinada pela proposição anterior, assim, g está

bem definido.

Corolário. O gênero de F {K é um inteiro não negativo.

Demonstração. É claro que g P Z. Se A “ 0, então graupAq´ℓpAq`1 “ graup0q´ℓp0q`1 “ 0

assim, g ě 0. �

Teorema 1.1.5. (§1.4, Theorem 1.4.17) (Teorema de Riemann). Seja F {K um corpo de

funções de gênero g. Então:

(a) Para todo divisor A, ℓpAq ě graupAq ` 1 ´ g.

(b) Existe um inteiro c, dependendo unicamente de F {K tal que

ℓpAq “ graupAq ` 1 ´ g

sempre que graupAq ě c.

Exemplo. Vamos mostrar por meio do teorema de Riemann que o corpo das funções

racionais Kpxq{K tem gênero g igual a zero.

Com efeito, Considere r ą 0 e o espaço vetorial:

L prpxq8q “ tz P Kpxq | pzq ` rpxq8 ě 0u.

Observe que x P L prpxq8q, pois pxq ` rpxq8 “ pxq0 ` pr ´ 1qpxq8 ě 0, aliás, para cada i

com 1 ď i ď r, tem-se que xi P L prpxq8q, pois pxiq ` rpxq8 “ ipxq0 ` pr ´ iqpxq8 ě 0.

Como 1 P L prpxq8q, temos que 1, x, . . . , xr são elementos de L prpxq8q linearmente

independentes, de onde, r` 1 ď ℓprpxq8q. Por outra parte, pelo teorema de Riemann, para

r suficientemente grande temos que:

ℓprpxq8q “ grauprpxq8q ` 1 ´ g “ r ¨ grauppxq8q ` 1 ´ g,
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como pxq8 “ P8 em Kpxq e graupP8q “ 1, temos que:

ℓprpxq8q “ r ` 1 ´ g,

para r ąą 0. Segue que g ď 0, portanto, g “ 0. ˝

Seja A P DivpF {Kq. O inteiro

ipAq “ ℓpAq ´ graupAq ` g ´ 1

é chamado de índice de especialidade de A.

Segue do teorema de Riemann que o índice de especialidade é não negativo e será nulo se

graupAq é suficientemente grande.

1.1.5 Adeles

Um adele de F {K é um mapa α : PF ÝÑ F tal que P ÞÝÑ αP , onde αP P OP para quase

todo P P PF .

O conjunto

AF “ tα | α é um adele de F {Ku,

é chamado o espaço dos adeles de F {K.

A definição anterior implica que podemos visualizar um adele como um elemento de
ź

P PPF

F ,

assim, denotamos o adele α por α “ pαP qP PPF
ou simplesmente por α “ pαP q. Com isso,

definindo a soma e produto por escalar sobre K em AF por:

α ` β :“ pαP ` βP qP PPF
para todo α, β P AF ,

aα :“ paαP qP PPF
para todo α P AF e a P K,

obtemos que AF é um espaço vetorial sobre K.

O adele principal de um elemento x P F é o adele cujas componentes são todas iguais a x,

isso permite considerar o mergulho F ãÑ AF naturalmente definido, isto é, cada elemento

é enviado a seu adele principal, assim, podemos estender a noção de valoração ao conjunto

AF como segue: vP pαq :“ vP pαP q sendo αP a P -ésima componente do adele α.

A noção de zero e polo de um elemento também é estendida aos adeles naturalmente:

o lugar P será chamado de zero de α se vP pαq ą 0 e será chamado de polo de α se vP pαq ă 0.



Capítulo 1. Corpos de funções e curvas algébricas 24

Observação 1.1.6.

• Pela definição de adele sabemos que αP P OP para quase todo P P PF , assim, segue

da definição de adele principal que x P OP para quase todo P P PF , o que significa

que vP pxq ě 0 para todo P exceto uma quantidade finita de lugares, fato que é

consistente com o fato de que x tem uma quantidade finita de polos.

• Segue da definição que vP pαq ě 0 para quase todo P P PF .

Seja A P DivpF {Kq, definimos o conjunto:

AF pAq :“ tα P AF | vP pαq ě ´vP pAq para todo P P PF u.

Observação 1.1.7. AF pAq é um K-subespaço vetorial de AF .

Teorema 1.1.6. (§1.5, Theorem 1.5.4) Para todo A P DivpF {Kq, o índice de especialidade

de A está dado por:

ipAq :“ dimKpAF {pAF pAq ` F qq

Segue deste teorema e a definição de ipAq que para todo divisor A,

ℓpAq “ graupAq ´ g ` 1 ` dimKpAF {pAF pAq ` F qq

1.1.6 Diferenciais de Weil

Uma diferencial de Weil de F {K é um mapa K-linear ω : AF ÝÑ K que é zero sobre

AF pAq ` F para algum divisor A. Definimos o módulo das diferenciais de F {K, ΩF , por:

ΩF :“ tω | ω é uma Weil diferencial de F {Ku

Observação 1.1.8. ΩF é um K- espaço vetorial definindo as operações da seguinte forma:

Se ω1 é zero sobre AF pA1q ` F e ω2 é zero sobre AF pA2q ` F , então ω1 ` ω2 é zero sobre

AF pA3q ` F onde A3 ď A1 e A3 ď A2 e aω1 é zero sobre AF pA1q ` F para todo a P K.

Seja A P DivpF {Kq, definimos o conjunto ΩF pAq por:

ΩF pAq :“ tω P ΩF | ω é zero sobre AF pAq ` F u.

Observação 1.1.9. ΩF pAq é um K-subespaço vetorial de ΩF .
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Lema 1.1.2. Para todo divisor A têm-se que dimK ΩF pAq “ ipAq.

Demonstração. Observe que pela sua definição, ΩF pAq está naturalmente identificado com

o espaço dual de V :“ AF {pAF pAq ` F q mediante o mapa ψ : ΩF pAq ÝÑ V ˚ dado por

pψpωqqprαsq “ ωpαq. Claramente ψ está bem definida e é K-linear.

kerpψq “ tω P ΩF pAq : ψpωq “ 0V ˚u
“ tω P ΩF pAq : ψpωqprαsq “ 0 @α P AF u
“ tω P ΩF pAq : ωpαq “ 0 @α P AF u
“ 0ΩF

.

Por outra parte, se f P V ˚, então fprαsq “ fpr0sq “ 0 para todo α P AF pAq ` F . Para

mostrar a sobrejetividade de ψ, dada f P V ˚, construímos ω P ΩF tal que ωpαq “ fprαsq
para todo α P AF ; segue da linearidade de f que ω é K-linear e da primeira afirmação no

parágrafo segue que ωpαq “ 0 para todo α P AF pAq ` F , logo, ω P ΩF pAq.
logo, V ˚ – ΩF pAq, e sabemos que (em dimensão finita) dimKpV ˚q “ dimKpV q, assim,

como dimpV q “ ipAq (Teorema 1.1.6) concluímos o desejado. �

A primeira consequência do lema acima é que ΩF ‰ t0u. De fato, se A é um divisor de

grau menor ou igual que -2 (que sempre é possível achar, por exemplo, A “ ´2P ) temos

que

dimKpΩF pAqq “ ipAq “ ℓpAq ´ graupAq ` g ´ 1.

Como graupAq ă 0, então, ℓpAq “ 0, assim,

dimKpΩF pAqq ě ´p´2q ` g ´ 1 “ g ` 1,

e como g é não negativo, concluímos que dimKpΩF pAqq ě 1. Portanto, ΩF ‰ t0u.

Sejam x P F e ω P ΩF , definimos xω : AF ÝÑ K por xωpαq :“ ωpxαq.

Lembremos que o produto xα deve se considerar como o produto do adele principal x com

o adele α.

Observação 1.1.10. xω P ΩF e portanto ΩF é um F -espaço vetorial.

Proposição 1.1.7. (§1.5, Proposition 1.5.9) ΩF é unidimensional como espaço vetorial

sobre F .

1.1.7 Divisores canônicos

Agora, o objetivo principal é tentar associar a cada ω P ΩF um divisor; dessa tentativa vai

surgir a definição de um tipo especial de divisores denominados divisores canônicos. Eles
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serão especiais porque estarão completamente caracterizados por somente duas proprieda-

des.

Seja ω P ΩF fixo, definimos o conjunto Mpωq como segue:

Mpωq :“ tA P DivpF {Kq | ωpAF pAq ` F q “ 0u.

Lema 1.1.3. (§1.5, Lemma 1.5.10) Seja 0 ‰ ω P ΩF . Existe um divisor W P Mpωq
unicamente determinado tal que A ď W para todo A P Mpωq.

Definição 1.1.5.

(a) O divisor pωq de uma diferencial não nula ω P ΩF é o divisor de F {K unicamente

determinado que satisfaz:

1. ωpAF ppωqq ` F q “ 0,

2. Se ωpAF pAq ` F q “ 0, então A ď pωq.

(b) Para 0 ‰ ω P ΩF e P P PF , definimos vP pωq :“ vP ppωqq.

(c) Um lugar P é chamado de zero de ω se vP pωq ą 0 e é chamado de polo de ω se

vP pωq ă 0. Por outra parte, se diz que ω é regular em P se vP pωq ě 0, e se isso

acontece para todo P P PF diremos simplesmente que ω é regular.

(d) Um divisor W P DivpF {Kq é chamado de divisor canônico de F {K se W “ pωq para

algum ω P ΩF .

Com a definição anterior queda completamente estabelecida a relação entre os elementos

de ΩF e os divisores, dada pelos divisores canônicos.

Lembremos que ΩF pAq “ tω P ΩF | ω é zero sobre AF pAq ` F u, vamos redefinir este

conjunto usando a linguagem dada na ultima definição: Fixando A, observamos que os

elementos não nulos desse conjunto cumprem a condição 2 de um divisor canônico, assim,

essa definição é equivalente à seguinte:

ΩF pAq :“ tω P ΩF | ω “ 0 ou pωq ě Au.

Em particular, se ω ‰ 0 e A “ 0, temos que

ΩF p0q “ tω P ΩF | pωq ě 0u “ tω P ΩF | vP pωq ě 0 para todo P P PF u.

Assim, a parte (c) da definição anterior nos permite definir este conjunto assim:

ΩF p0q :“ tω P ΩF | ω é regular u.
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Proposição 1.1.8. Seja F {K um corpo de funções de gênero g, então,

dimK ΩF p0q “ g.

Demonstração. Sabemos que dimK ΩF pAq “ ipAq, assim,

dimK ΩF p0q “ ip0q “ ℓp0q ´ graup0q ` g ´ 1 “ 1 ` g ´ 1 “ g.

�

Este resultado é muito útil, vamos fazer uso dele no futuro para calcular a base das

diferenciais regulares de certos corpos de funções.

Proposição 1.1.9. (§1.5, Proposition 1.5.13)

(a) Para 0 ‰ x P F e 0 ‰ ω P ΩF temos que pxωq “ pxq ` pωq.

(b) Quaisquer dois divisores canônicos de F {K são equivalentes.

Como consequência da proposição temos que os divisores canônicos formam uma classe de

equivalência em ClpF q.

Proposição 1.1.10. Seja W um divisor canônico. Então:
#

graupW q “ 2g ´ 2,

ℓpW q ě g.

A demonstração dessa proposição é uma consequência imediata do teorema de Riemann-

Roch, que diz que se W é um divisor canônico, então para todo divisor A tem-se que:

ℓpAq “ graupAq ` 1 ´ g ` ℓpW ´ Aq.

As propriedades dadas na proposição para os divisores canônicas são as que foram men-

cionadas no inicio da seção como as propriedades que caracterizam completamente aos

divisores canônicos.

1.1.8 Índice de ramificação

Um corpo de funções algébricas F 1{K 1 é denominado extensão algébrica de F {K, se F 1 Ě F

é uma extensão de corpos algébrica e K 1 Ě K. A extensão algébrica F 1{K 1 de F {K é dita

finita se rF 1 : F s ă 8.

Considere a extensão algébrica F 1{K 1 de F {K. Dizemos que o lugar P 1 P PF 1 mora sobre

(ou é uma extensão de) P P PF , se P Ď P 1, neste caso, escrevemos P 1|P .
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Proposição 1.1.11. (§3.1, Proposition 3.1.4) Seja F 1{K 1 uma extensão algébrica de

F {K. Suponha que P P PF e P 1 P PF 1, sejam OP Ď F e OF 1 Ď F 1 os respectivos aneis de

valoração de F {K e F 1{K 1 e sejam vP e vP 1 suas respectivas funções de valoração, então,

as seguintes afirmações são equivalentes:

1. P 1|P .

2. OP Ď O
1
P .

3. Existe um inteiro e ě 1 tal que vP 1pxq “ e ¨ vP pxq para todo x P F .

Definição 1.1.6. Seja F 1{K 1 uma extensão algébrica de F {K e P 1 P PF 1 uma extensão

de P P PF .

(a) O inteiro epP 1|P q :“ e tal que vP 1pxq “ e ¨ vP pxq para todo x P F é denominado

índice de ramificação de P 1 sobre P . Dizemos que P 1|P é ramificado se epP 1|P q ą 1

e que P 1|P é não ramificado se epP 1|P q “ 1.

(b) fpP 1|P q :“ rF 1
P 1 : FP s é denominado o grau relativo de P 1 sobre P .

Observação 1.1.11. fpP 1|P q pode ser finito ou infinito entanto epP 1|P q é sempre um

número natural.

Proposição 1.1.12. (§3.1, Proposition 3.1.6) Seja F 1{K 1 uma extensão algébrica de F {K
e P 1 P PF 1 uma extensão de P P PF . Então,

(a) fpP 1|P q ă 8 se e só se rF 1 : F s ă 8.

(b) Se F 2{K2 uma extensão algébrica de F 1{K 1 e P 2 P PF 2 uma extensão de P 1, então,
#

epP 2|P q “ epP 2|P 1qepP 1|P q,
fpP 2|P q “ fpP 2|P 1qfpP 1|P q.

Proposição 1.1.13. (§3.1, Proposition 3.1.7) Seja F 1{K 1 uma extensão algébrica de

F {K.

(a) Para cada P 1 P PF 1 existe exatamente um lugar P P PF tal que P 1|P dado por

P “ P 1 X F.

(b) Reciprocamente, cada P P PF tem pelo menos uma, mas só uma quantidade finita

de extensões P 1 P PF 1.

Teorema 1.1.7. (Igualdade fundamental)(§3.1, Theorem 3.1.11)

Seja F 1{K 1 uma extensão finita de F {K, seja P um lugar de F {K e P1, . . . , Pm todos

os lugares de F 1{K 1 morando sobre P . Sejam ei :“ epPi|P q e fi :“ fpPi|P q para cada i.

Então
m
ÿ

i“1

eifi “ rF 1 : F s.
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1.1.9 Extensões inseparáveis

Lembremos que um polinômio mônico fpxq P Krxs de grau d é dito separável se existir

uma extensão L Ě K tal que fpxq “
d

ź

i“1

px ´ αiq com αi ‰ αj para todo i ‰ j. Agora,

se L é uma extensão de K algébrica, então α P L será chamado de separável sobre K se

o seu polinômio mínimo (em Krxs, obviamente) é separável. Finalmente, dizemos que a

extensão L (algébrica) é uma extensão separável se todos seus elementos são separáveis

sobre K.

Um corpo K é dito perfeito se todas suas extensões algébricas são separáveis. Se K tem

característica p ą 0, então K é perfeito se e somente se cada a P K pode-se escrever da

seguinte forma:

a “ bp

para algum b P K.

Se K é um corpo de característica p ą 0 e L{K é uma extensão algébrica, um elemento

x P L será chamado puramente inseparável sobre K se xpr P K para algum r ě 0; nesse

caso, o polinômio mínimo de x sobre K tem a forma:

fpXq “ Xpe ´ c,

onde c P K e e ď r.

A extensão L é puramente inseparável se todos seus elementos são puramente inseparáveis

sobre K.

Definição 1.1.7. Um elemento x P F é chamado variável separante (ou elemento separa-

dor) de F {K se F {Kpxq é uma extensão separável; neste caso F {K é dita separavelmente

gerada.

O seguinte teorema mostra que sob a condição de ser K perfeito, F {K sempre será

separavelmente gerada.

Teorema 1.1.8. (§3.10, Proposition 3.10.2)

Seja K um corpo perfeito com característica p ą 0 e seja F {K o corpo de funções algébricas

onde K é o corpo das constantes.

(a) Se z P F e p ∤ vP pzq para algum P P PF , então z é uma variável separante para

F {K.
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(b) Existem x, y P F tais que F “ Kpx, yq.

(c) Para cada n ě 1, o conjunto:

F pn

:“ tzpn

: z P F u

é um subcorpo de F com as seguintes propriedades:

1. K Ď F pn Ď F e F {F pn

é puramente inseparável com rF : F pns “ pn.

2. O mapa de Frobenius ϕn : F ÝÑ F , definido por ϕnpzq “ zpn

é um isomorfismo

de F sobre F pn

, assim, o corpo de funções F pn{K tem o mesmo gênero que

F {K.

3. Suponha que K Ď F0 Ď F e F0 é puramente inseparável de grau pn. Então,

F0 “ F pn

.

(d) Um elemento z P F é uma variável separante para F {K se e só se z R F p.

1.2 Curvas Algébricas

Ao longo desta seção vamos assumir que K é um corpo algebricamente fechado. Aqui

tomamos como referência o livro (FULTON, 2008).

1.2.1 Espaço afim e espaço projetivo

Se definimos

AnpKq :“ K ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ K

onde o produto acima é feito n vezes, dizemos que AnpKq é o n-espaço afim sobre K, em

particular, se n “ 2, A2pKq é chamado o plano afim.

Se F P KrX1, . . . , Xns e P “ pa1, . . . , anq P AnpKq, diremos que P é um zero de F se

F pP q “ 0. O conjunto dos zeros de F (assumindo F não constante) é denominado a

hiper-superfície definida por F e é denotado por V pF q. Uma hiper-superfície em A2 é

chamada de curva plana afim.

Seja S Ă KrX1, . . . , Xns, denotamos por V pSq ao conjunto:

tP P An : F pP q “ 0 para todo F P Su.

X Ă An é denominado conjunto algébrico afim se X “ V pSq para algum S.
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O conjunto

IpXq “ tF P KrX1, . . . , Xns : F pa1, . . . , anq “ 0 para todo pa1, . . . , anq P Xu

é um ideal chamado o ideal de X.

Um conjunto algébrico V Ă An é redutível se V “ V1 Y V2 onde V1 e V2 são conjuntos

algébricos em An diferentes de V . Se V não é redutível, será chamado de irredutível.

Proposição 1.2.1. (§1.5, Proposition 1). Um conjunto algébrico V é irredutível se e

somente se IpV q é primo.

Dizemos que V é uma variedade afim se V é um conjunto algébrico irredutível.

Se V Ă An é uma variedade não vazia então KrX1, ..., Xns{IpV q é um domínio; chamare-

mos esse domínio de anel de coordenadas de V e denotaremos ele por ΓpV q.

O corpo quociente de ΓpV q é denominado corpo das funções racionais sobre V e é denotado

por KpV q; os elementos de KpV q são denominados funções racionais sobre V .

Seja P P V . O conjunto das funções racionais sobre V que estão definidas em P é

denominado anel local de V em P e é denotado por OP pV q; como seu nome indica, OP pV q
é um anel satisfazendo:

K Ď ΓpV q Ď OP pV q Ď KpV q.

O conjunto

mP pV q :“ tf P OP pV q | fpP q “ 0u,

é um ideal maximal de OP pV q. Aqui fpP q é definido como segue: como OP pV q Ď KpV q,
existem a, b P ΓpV q tais que f “ a{b com bpP q ‰ 0, então fpP q “ apP q{bpP q

Observação 1.2.1. De acordo com o estudado na seção anterior, podemos ver que para

cada P P V , OP pV q é um anel de valorização discreta de KpV q cujo lugar associado é o

ideal mP pV q, assim, do Teorema 1.1.1 segue que podemos encontrar um parâmetro local

para mP pV q e portanto, associar a valoração discreta ordP : KpV q ÝÑ Z Y t8u dada por:

ordP pfq :“ vmP pV qpfq.

Agora estudaremos o espaço projetivo. Primeiro, vamos definir os conceitos de homogenei-

zação e deshomogeneização de um polinômio.
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Seja F P KrX1, . . . , Xn`1s uma forma. Definimos F˚ P KrX1, . . . , Xns como sendo:

F˚ “ F pX1, X2, . . . , Xn, 1q.

Reciprocamente, dado um polinômio f P KrX1, . . . , Xns de grau d, se escrevemos

f “ f0 ` f1 ` ¨ ¨ ¨ ` fd,

onde fi é uma forma de grau i, então, definimos f˚ P KrX1, . . . , Xn`1s como:

f˚ “ Xd
n`1f0 ` Xd´1

n`1f1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn`1fd´1 ` fd.

O primeiro processo é conhecido como deshomogeneização com respeito a Xn`1 e o segundo

homogeneização com respeito a Xn`1.

O n-espaço projetivo sobre K, denotado por PnpKq se define como o conjunto de todas

as retas que passam por p0, 0, ..., 0q em An`1pKq. Formalmente, se pxq “ px1, . . . , xn`1q e

pyq “ py1, . . . , yn`1q são elementos de An`1, definindo a relação:

pxq „ pyq ô existe 0 ‰ λ P K tal que yi “ λxi i “ 1, . . . , n ` 1.

podemos identificar o espaço projetivo Pn com o conjunto de equivalências dos pontos de

An`1zp0, . . . , 0q.
Os elementos de Pn serão chamados pontos. Se um ponto P P Pn está determinado por

algum px1, . . . , xn`1q P An`1, diremos que px1, . . . , xn`1q são coordenadas homogêneas para

P e escrevemos P “ rx1 : ¨ ¨ ¨ : xn`1s.
Seja

Ui :“ trx1, . . . , xn`1s P Pn : xi ‰ 0u;

cada P P Ui pode ser escrito unicamente da forma:

P “ rx1 : ... : xi´1 : 1 : xi`1 : ... : xn`1s;

as coordenadas px1, . . . , xi´1, xi`1, . . . , xn`1q são denominadas coordenadas não homogêneas

para P com respeito a Ui.

Considere a função: ϕi : An ÝÑ Ui tal que

pa1, . . . , anq ÞÝÑ ra1 : ... : ai´1 : 1 : ai`1 : ... : an`1s

então ϕi dá uma correspondência 1-1 entre os pontos de An e os pontos de Ui, assim, como

Pn “
n`1
ď

i“1

Ui, temos que Pn é coberto por n` 1 conjuntos que são semelhantes ao n-espaço

afim.
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O conjunto

H8 :“ PnzUn`1 “ trx1 : ¨ ¨ ¨ : xn`1s | xn`1 “ 0u,

é denominado o hiperplano no infinito.

Um ponto P P Pn é dito zero de um polinômio F P KrX1, . . . , Xn`1s se F px1, . . . , xn`1q “ 0

para cada escolha de coordenadas homogêneas px1, . . . , xn`1q para P , neste caso escrevemos

F pP q “ 0. Se F é uma forma e F se anula em alguma representação de P , então F se

anula em todas as representações de P .

Se S Ă KrX1, . . . , Xns, então, análogo ao caso afim, temos que:

V pSq “ tP P Pn | F pP q “ 0 para todo F P Su.

O conjunto dos zeros de um número finito de formas (ou seja V pSq onde os elementos de

S são formas) é denominado conjunto algébrico projetivo.

Para todo conjunto X Ă Pn, temos que:

IpXq “ tF P KrX1, . . . , Xns : F pP q “ 0 para todo P P Xu

é um ideal chamado o ideal de X.

Um ideal I Ă KrX1, . . . , Xn`1s é denominado homogêneo se para cada F “
m
ÿ

i“0

Fi, onde

Fi é uma forma de grau i, também se tem que Fi P I.

Um conjunto algébrico V Ă Pn é irredutível se não é a união de dois conjuntos algébricos

menores, neste caso, V é denominado variedade projetiva.

Seja V uma variedade projetiva não vazia em Pn. O anel KrX1, ..., Xns{IpV q é um domínio

denominado anel de coordenadas homogêneas de V e é denotado por ΓhpV q.

Dado qualquer ideal homogêneo I Ă KrX1, . . . , Xn`1s, um elemento f de

Γ “ KrX1, . . . , Xn`1s{I é denominado forma de grau d se existir uma forma F de grau d

em KrX1, ¨ ¨ ¨ , Xn`1s cujo resíduo seja F .

O corpo quociente de ΓhpV q é denominado corpo de funções homogêneas de V e é denotado

por KhpV q. Em contraste com o caso afim, com excepção das constantes, nenhum elemento

de ΓhpV q determina funções sobre V , desta forma, a maioria dos elementos de KhpV q não
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podem ser tratados como funções. Porém, se f e g são formas em ΓhpV q do mesmo grau,

então, f{g define uma função onde g não é zero.

O conjunto

KpV q “ tz P KhpV q | z “ f{g para algumas formas f, g P ΓhpV q do mesmo grauu

é denominado corpo de funções de V . KpV q é um subcorpo de KhpV q que contém K, seus

elementos são denominados funções racionais sobre V .

Sejam P P V e z P KpV q. Diremos que z está definida em P se z pode ser escrita como

z “ f{g onde f e g são formas do mesmo grau e gpP q ‰ 0.

Análogo ao caso afim definimos o anel

OP pV q “ tz P KpV q | z está definida em P u;

OP pV q é um subanel de KpV q que é local, o seu ideal maximal é:

mP pV q “ tz P OP pV q | z “ f{g e fpP q “ 0u.

Observação 1.2.2. Todos os conceitos atrás podem ser generalizados a multi-espaços ou

espaços mistos Pn1 ˆ Pn2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Am. Neste caso, definindo A0 como um ponto, então as

variedades afim e projetivas são casos especiais de variedades em Pn1 ˆ Pn2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Am.

1.2.2 Curvas planas afins e projetivas

Definimos a seguinte relação sobre KrX, Y s:

F „ G ô F “ λG para algum λ P K.

A relação „ é de equivalência.

Uma curva plana afim é uma classe de equivalência de polinômios não constantes sob a

relação „. O grau de uma curva plana afim, é o grau de um polinômio definindo a curva.

Se F é uma curva e P “ pa, bq P F , diremos que P é um ponto simples de F se FXpP q ‰ 0

ou FY pP q ‰ 0, e, neste caso, a curva FXpP qpX ´ aq ` FY pP qpY ´ bq “ 0 é denominada

linha tangente a F em P . Um ponto que não é simples é chamado múltiplo ou singular.

Uma curva com só pontos simples é chamada de curva não singular.



Capítulo 1. Corpos de funções e curvas algébricas 35

Se P “ p0, 0q, escrevendo

F “ Fm ` Fm`1 ` ¨ ¨ ¨ ` Fn,

onde cada Fi é uma forma em KrX, Y s de grau i, definimos a multiplicidade de F em P ,

como sendo m, e denotamos ela por mP pF q.
Se escrevemos:

Fm “
ź

Lri

i

(onde cada Li é uma curva de grau um), dizemos que Li é uma reta tangente a F em P e

que ri é a multiplicidade da tangente. Se ri “ 1 diremos que Li é uma tangente simples.

Se P “ pa, bq ‰ p0, 0q, então definimos a multiplicidade de F em P assim:

mP pF q :“ mp0,0qpF pX ` a, Y ` bqq.

Com isso, as demais definições podem ser estendidas naturalmente para o ponto P .

Se F,G são duas formas em KrX, Y, Zs, definimos a seguinte relação de equivalência entre

F e G:

F „ G ô G “ λF para algum λ P K,

e definimos uma curva plana projetiva como sendo uma classe de equivalência de formas

(sob a relação „).

O grau de uma curva projetiva plana é o grau de uma forma definindo a curva.

Se F é uma curva projetiva plana e P P Ui (i “ 1, 2 ou 3), podemos deshomogeneizar F

com respeito a Xi e definir a multiplicidade de F em P como segue:

mP pF q :“ mP˚
pF˚q

esta definição é independente da eleição de Ui, ou seja, da variável sobre a que se faz o

processo de deshomogeneização. Igual que no espaço afim, P será chamado simples se

mP pF q “ 1 e múltiplo (ou singular) se não é simples.

Se F e G são duas curvas planas projetivas e P P P2, definimos o número de interseção de

F e G

IpP, F X Gq :“ dimKpOP pP2q{pF˚, G˚qq,

e dizemos que a reta L é tangente à curva F em P se IpP, F X Lq ą mP pF q, finalmente,

dizemos que P é um ponto múltiplo ordinário de F se F tem mP pF q distintas tangentes

em P .
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A seguinte proposição dá um critério para encontrar os pontos múltiplos de uma curva.

Proposição 1.2.2. Seja F uma curva projetiva plana. P P P2 é um ponto múltiplo de F

se e somente se

F pP q “ FXpP q “ FY pP q “ FZpP q “ 0.

Demonstração. Escrevemos

F “
m
ÿ

i“0

FipX, Y qZm´i,

onde Fi é uma forma que grau i. Suponha que P “ ra : b : cs é um ponto múltiplo de

F , então, mP pF q “ mP pF˚q ą 1. Como sabemos que mpa,bqpGq “ mp0,0qpGpX ` a, Y ` bqq
para toda curva plana afim G, então podemos supor P “ r0 : 0 : 1s.
Por hipótese temos que F˚ “

m
ÿ

i“0

FipX, Y q e mp0,0qpF˚q ą 1, assim

pF˚qXp0, 0q “ pF˚qY p0, 0q “ F˚p0, 0q “ 0.

Como F˚ “ F pX, Y, 1q concluímos que FXpP q “ FY pP q “ F pP q “ 0. Por outra parte,

sabemos que:

mF “ XFX ` Y FY ` ZFZ

logo,

mF pP q “ 0 ¨ FXpP q ` 0 ¨ FY pP q ` FZpP q,

isto é, FZpP q “ 0. Reciprocamente, se F pP q “ FXpP q “ FY pP q “ FZpP q “ 0, supondo

P “ r0 : 0 : 1s, temos:

pFXq˚p0, 0q “ pFY q˚p0, 0q “ F˚p0, 0q “ 0,

o que significa que p0, 0q é um ponto múltiplo de F˚, assim, mP pF q “ mP pF˚q ą 1. �

Exemplos: Vamos determinar os pontos múltiplos das seguintes curvas planas usando o

critério na proposição anterior:

1. Considere a curva representada pela forma F pX, Y, Zq “ Xn ` Y n ´ Zn. Suponha

que charK “ p e que p ∤ n, então:

FX “ nXn´1,

FY “ nY n´1,

FZ “ nZn´1;
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assim, se P P P2 tem coordenadas homogêneas px, y, zq, temos que FXpP q “ 0 se

e só se x “ 0, FY pP q “ 0 se e só se y “ 0 e FZpP q “ 0 se e só se z “ 0. isso

significa que o único ponto satisfazendo F pP q “ FXpP q “ FY pP q “ FZpP q “ 0 é

px, y, zq “ p0, 0, 0q e sabemos que a origem não é um ponto do espaço P2. Concluindo

que a curva não tem pontos múltiplos.

2. Considere a curva representada pela forma HpX, Y, Zq “ ZXn ` XY n ` Y Zn. Su-

ponha que charK “ p e que p ∤ n2 ´ n ` 1, então:

HX “ Y n ` nXn´1Z,

HY “ Zn ` nY n´1X,

HZ “ Xn ` nZn´1Y ;

assim, se P P P2 tem coordenadas homogêneas px, y, zq, temos o seguinte:

HXpP q “ 0 implica yn “ ´nxn´1z,

HY pP q “ 0 implica zn “ ´nyn´1x,

HZpP q “ 0 implica xn “ ´nzn´1y;

de onde temos que pn3 ` 1qzny “ 0, isto é, z “ 0 ou y “ 0.

No caso z “ 0, temos, das equações acima que x “ y “ 0; analogamente, se

y “ 0, temos que x “ z “ 0. O anterior significa que o único ponto satisfazendo

F pP q “ FXpP q “ FY pP q “ FZpP q “ 0 é px, y, zq “ p0, 0, 0q, assim, a curva não

possui pontos múltiplos.

Observação 1.2.3. As curvas nos dois exemplos são bastante conhecidas; a primeira é

denominada curva de Fermat e a segunda, curva de Hurwitz. Desde agora escreveremos

Fn, para nos referir à curva de Fermat de grau n e Hn para nos referir à curva de Hurwitz

de grau n ` 1.

1.2.3 Funções racionais

Seja X “ Pn1 ˆPn2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆAm. A topologia de Zariski sobre X é definida como segue: Um

conjunto U Ă X é aberto se XzU é um subconjunto algébrico de X.

Qualquer subconjunto de X é dotado com a topologia induzida.
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Se V é uma variedade em X, um subconjunto de V é fechado se e só se é algébrico.

Observemos que todos os subconjuntos abertos de uma variedade tem interseção não va-

zia dois a dois, assim, todo subconjunto aberto não vazio de uma variedade V é denso em V .

Seja V um conjunto algébrico irredutível em Pn1 ˆ Pn2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Am. Qualquer subconjunto

aberto X de V será denominado variedade. X está munido com a topologia induzida de

V , que será chamada de topologia de Zariski sobre X.

Seja X uma variedade e U um subconjunto aberto não vazio de X, definimos ΓpU,OXq
como o conjunto de funções racionais sobre X que estão definidas em cada P P U , isto é,

ΓpU,OXq :“
č

P PU

OP pXq.

Note que se U “ X é uma variedade afim, então ΓpXq é o anel de coordenadas de X, o

que significa que a notação é consistente.

Sejam X e Y variedades. Um morfismo de X em Y é uma aplicação ϕ : X ÝÑ Y tal que:

1. ϕ é continua.

2. Para cada conjunto aberto U de Y , se f P ΓpU,OY q, então ϕ̃pfq “ f ˝ ϕ está em

Γpϕ´1pUq,OXq.

Um isomorfismo de X com Y é um morfismo 1-1 ϕ de X sobre Y tal que ϕ´1 é um morfismo.

Sejam X e Y variedades. Sejam U1 e U2 subvariedades abertas de X, considere os morfismos

f1 : U1 ÝÑ Y e f2 : U2 ÝÑ Y , definimos a relação:

f1 „ f2 ô f1|U1XU2
“ f2|U1XU2

Uma classe de equivalência para esses morfismos é denominada função racional de X em Y .

Uma função racional F : X ÝÑ Y é denominada birracional se existem conjuntos abertos

U Ă X, V Ă Y e um isomorfismo f : U ÝÑ V que represente F ; dizemos que X e Y são

birracionalmente equivalentes se existir uma função birracional de X em Y .

1.2.4 Modelos não singulares de curvas

Teorema 1.2.1. (§7.5, Theorem 3). Seja C uma curva projetiva. Então existe uma curva

projetiva não singular X e um morfismo birracional f : X Ñ C. Se f 1 : X 1 Ñ C é
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um outro morfismo birracional, então existe um único isomorfismo g : X Ñ X 1 tal que

f 1g “ f .

Corolário. Existe uma correspondência natural 1-1 entre curvas projetivas não singulares

X e corpos de funções algébricas F sobre K.

Se C é uma curva projetiva e f : X ÝÑ C é como no teorema anterior, diremos que X é o

modelo não singular de C.

Dada uma curva projetiva não singular X, o corpo F em correspondência com X (mediante

o corolário anterior) é o corpo KpXq (ou KpCq no caso em que X seja o modelo não

singular da curva C).

Com o corolário anterior, conceitos como gênero e diferenciais vão poder ser associados a

uma curva projetiva da seguinte forma:

Se C é uma curva projetiva e X é o seu modelo não singular, o gênero da curva C será o

gênero do corpo de funções KpXq associado a X.

Dizemos que ω é uma diferencial sobre C se ω P ΩKpXq.

De agora em diante, falaremos do gênero de uma curva (ou corpo de funções) e da diferen-

cial de uma curva (ou corpo de funções) de acordo aos requerimentos da situação.

Se C é uma curva plana de grau n e G é uma curva plana que não contém C como

componente, definimos o divisor:

divpGq :“
ÿ

P PX

ordP pGq ¨ P,

onde ordP pGq “ ordQpgq sendo fpP q “ Q (f : X Ñ C o morfismo birracional do teorema

acima) e g a imagem de G˚ em KpCq “ KpXq. divpGq é denominado o o divisor da curva G.

Observação 1.2.4. divpGq é um divisor de grau mn onde m é o grau da curva G, (isto

segue do Teorema de Bézout).

Existe um método útil para calcular o gênero de uma curva plana com pontos múltiplos

ordinários:
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Proposição 1.2.3. (§8.3, Proposition 5) Seja C uma curva plana com só pontos múltiplos

ordinários. Seja n o grau de C e rP “ mP pCq. Então, o gênero de C é dado pela fórmula:

g “ pn ´ 1qpn ´ 2q
2

´
ÿ

P PC

rP prP ´ 1q
2

. (1.1)

Exemplo. Como vimos atrás, as curvas de Fermat e de Hurwitz são não singulares,

isso significa que para todo ponto P satisfazendo a equação da curva, mP pFnq “ 1 e

mP pHnq “ 1, assim, rP “ 1 para todo P na proposição acima e segue de (1.1) que,

gpFnq “ pn ´ 1qpn ´ 2q
2

e

gpHnq “ npn ´ 1q
2

.
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2 Diferenciais de corpos de funções

2.1 Derivações e diferenciais

Definição 2.1.1. Seja M um módulo sobre F . Uma aplicação δ : F ÝÑ M é chamada

de derivação de F {K se δ é K-linear e cumpre a regra do produto:

δpu ¨ vq “ u ¨ δpvq ` v ¨ δpuq,

para todo par u, v P F .

Lema 2.1.1. (Propriedades básicas de uma derivação.)

(a) δpaq “ 0 para todo a P K.

(b) δpznq “ nzn´1δpzq para todo z P F e para todo n ě 0.

(c) Se charpKq “ p ą 0, então δpzpq “ 0 para todo z P F .

(d) δ

ˆ

x

y

˙

“ y ¨ δpxq ´ x ¨ δpyq
y2

, para todo par x, y P F com y ‰ 0.

Demonstração.

(a) Se a “ 0, o resultado é imediato. Suponha que a ‰ 0, como δ é K-linear, por um

lado temos que δpaq “ aδp1q para todo a P K. Por outra parte, como δ satisfaz a

regra do produto, então δpaq “ δpa ¨ 1q “ aδp1q ` δpaq, de onde temos que aδp1q “ 0,

assim, δpaq “ 0.

(b) Por indução sobre n:

n “ 2: δpz2q “ δpz ¨ zq “ z ¨ δpzq ` z ¨ δpzq “ 2z ¨ δpzq “ 2z2´1δpzq.

Suponha que δpzkq “ kzk´1δpzq para k ą 2.

Vamos mostrar que δpzk`1q “ pk ` 1qzpk`1q´1δpzq.

δpzk`1q “ δpzk ¨ zq “ z ¨ δpzkq ` zkδpzq
“ zpkzk´1δpzqq ` zkδpzq
“ kzkδpzq ` zkδpzq
“ pk ` 1qzkδpzq.
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(c) Pelo item (b) temos que:

δpzpq “ pzp´1δpzq “ pp ¨ 1Kqzp´1δpzq “ 0.

(d) Lembre que 1F “ 1K , assim, pelo item (a) e a regra do produto temos que:

0 “ δp1Kq “ δp1F q “ δpy ¨ y´1q “ y ¨ δpy´1q ` y´1 ¨ δpyq,

de onde,

y ¨ δpy´1q “ ´y´1 ¨ δpyq. (2.1)

Por outra parte,

δpx{yq “ δpx ¨ y´1q “ xδpy´1q ` y´1δpxq “ x ¨ y2 ¨ δpy´1q ` y ¨ δpxq
y2

.

Usando a equação 2.1, concluímos:

δpx{yq “ x ¨ yp´y´1 ¨ δpyqq ` y ¨ δpxq
y2

“ y ¨ δpxq ´ x ¨ δpyq
y2

.

�

A continuação, vamos ver que algumas derivações com uma propriedade específica, no

caso de existir, são únicas.

Lema 2.1.2. Suponha que x é uma variável separante de F {K e que δ1, δ2 : F ÝÑ M são

derivações de F {K com δ1pxq “ δ2pxq, então δ1 “ δ2.

Demonstração. Seja fpxq “
ÿ

aix
i um polinômio em Krxs arbitrário. Pelo item (b) do

lema anterior temos que, para j “ 1, 2:

δjpfpxqq “ δj

´

ÿ

aix
i
¯

“
ÿ

aiδjpxiq “
ÿ

iaix
i´1δjpxq,

mas, por hipótese, δ1pxq “ δ2pxq, assim, δ1pfpxqq “ δ2pfpxqq.
Seja z P Kpxq arbitrário, então z “ fpxq{gpxq, e usando o anterior temos:

δ1pzq “ δ1pfpxq{gpxqq “ gpxqδ1pfpxqq ´ fpxqδ1pgpxqq
pgpxqq2

“ gpxqδ2pfpxqq ´ fpxqδ2pgpxqq
pgpxqq2

“ δ2pzq.
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Assim, provamos que as restrições de δ1 e δ2 a Kpxq são iguais.

Agora, seja y P F e hpT q o seu polinômio mínimo em KpxqrT s; sabemos que hpyq “ 0,

suponha que hpT q “
ÿ

uiT
i, então,

ÿ

uiy
i “ 0, logo,

0 “ δjphpyqq “
ÿ

i

δjpuiy
iq “

ÿ

i

puiδjpyiq ` yiδjpuiqq “ δjpyq
ÿ

i

iuiy
i´1 `

ÿ

i

yiδjpuiq,

e sabemos que para todo fpxq “
ÿ

aix
i em Krxs, sua derivada f 1pxq está dada por

f 1pxq “
ÿ

iaix
i´1, assim,

0 “ δjpyqh1pyq `
ÿ

i

yiδjpuiq.

Agora, como x é um elemento separante, então F {K é uma extensão separável, assim,

hpT q é separável e sabemos que um polinômio f P Krxs tem só raízes simples se e somente

se mcdpf, f 1q “ 1, com isso, se acontece que h1pyq “ 0, teríamos que pT ´ yq|h1pT q e

pT ´ yq|hpT q contrariando a asserção anterior, logo, h1pyq ‰ 0 e temos que

δjpyq “ 1
h1pyq

ÿ

i

yiδjpuiq,

e como ui P Kpxq, temos que δ1puiq “ δ2puiq para todo i, portanto, δ1pyq “ δ2pyq como

queríamos provar. �

Proposição 2.1.1. Suponha que E{F é uma extensão finita separável de F e δ0 : F ÝÑ N

é uma derivação de F {K em algum corpo N Ą E. Então δ0 pode-se estender a uma

derivação δ : E ÝÑ N ; esta extensão está unicamente determinada por δ0.

Demonstração. Primeiro vamos definir duas aplicações s0 e s1 da seguinte forma:

s0 : F rT s ÝÑ N rT s
ÿ

siT
i ÞÝÑ

ÿ

δ0psiqT i

s1 : F rT s ÝÑ N rT s
ÿ

siT
i ÞÝÑ

ÿ

isiT
i´1

As duas aplicações são K-lineares: a linearidade de s1 é imediata, a de s0 segue da

linearidade de δ0. Agora, vamos mostrar que s0 e s1 satisfazem a regra do produto: suponha

que fpT q “
n

ÿ

k“0

akT
k e gpT q “

m
ÿ

j“0

bjT
j, sem perda de generalidade, suponha que m ě n.

Sabemos que

fpT q ¨ gpT q “
m
ÿ

j“0

˜

j
ÿ

k“0

akbj´k

¸

T j,
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assim,

s0pfpT q ¨ gpT qq “ s0

˜

m
ÿ

j“0

˜

j
ÿ

k“0

akbj´k

¸

T j

¸

“
m
ÿ

j“0

δ0

˜

j
ÿ

k“0

akbj´k

¸

T j

“
m
ÿ

j“0

˜

j
ÿ

k“0

δ0pakbj´kq
¸

T j

“
m
ÿ

j“0

j
ÿ

k“0

rakδ0pbj´kq ` bj´kδ0pakqsT j

“
m
ÿ

j“0

j
ÿ

k“0

akδ0pbj´kqT j `
m
ÿ

j“0

j
ÿ

k“0

bj´kδ0pakqT j,

e sabemos que s0pfpT qq “
n

ÿ

k“0

δ0pakqT k e s0pgpT qq “
m
ÿ

j“0

δ0pbjqT j, logo,

m
ÿ

j“0

j
ÿ

k“0

akδ0pbj´kqT j `
m
ÿ

j“0

j
ÿ

k“0

bj´kδ0pakqT j “ fpT qs0pgpT qq ` gpT qs0pfpT qq.

Analogamente,

s1pfpT q ¨ gpT qq “
m
ÿ

j“0

j

˜

j
ÿ

k“0

akbj´k

¸

T j´1

“
m
ÿ

j“0

j
ÿ

k“0

jakbj´kT
j´1

“ fpT qs1pgpT qq ` gpT qs1pfpT qq.

Como E é separável, pelo teorema do elemento primitivo, existe u P E, tal que E “ F puq.
Seja fpT q o polinômio mínimo de u e n “ graupfq “ rE : F s; lembremos que

F puq “ ta0 ` a1u ` ¨ ¨ ¨ ` aru
r | ai P F, r ă nu, assim, se y P E, então y “ hpuq onde

hpT q P F rT s e grauphq ă n.

Definimos δ : E ÝÑ N da seguinte forma:

δpyq :“ h0puq ´ f 0puq
f 1puq ¨ h1puq,

Novamente, como f é o polinômio mínimo de u e E é uma extensão separável de F , então

f é separável e temos que m.c.dpf, f 1q “ 1, segue que f 1puq ‰ 0 e δ está bem definida.

Claramente, se y P F , então grauphq “ 0 e segue que h1pT q ” 0 e h0 “ δ0pyq, logo,

δpyq “ δ0pyq ´ f 0puq
f 1puq ¨ 0 “ δ0pyq;



Capítulo 2. Diferenciais de corpos de funções 45

isso significa que δ|F “ δ0. Falta provar que δ é K-linear e que satisfaz a regra do produto.

(i) δ é K-linear: Sejam x, y P E e λ P K.

δpλx ` yq “ δpλh1puq ` h2puqq “ δppλh1 ` h2qpuqq

“ pλh1 ` h2q0puq ´ f 0puq
f 1puq pλh1 ` h2q1puq

“ λh0
1puq ` h0

2puq ´ f 0puq
f 1puq pλh1

1puq ` h1
2puqq

“ λ

ˆ

h0
1puq ´ f 0puq

f 1puq h
1
1puq

˙

`
ˆ

h0
2puq ´ f 0puq

f 1puq h
1
2puq

˙

“ λδph1puqq ` δph2puqq “ λδpxq ` δpyq.

(ii) Regra do produto: Sejam y, z P E, então y “ hpuq e z “ gpuq com grauphq ă n

e graupgq ă n. Pelo algoritmo da divisão: hpT qgpT q “ cpT qfpT q ` rpT q, onde

cpT q, rpT q P F rT s e grauprpT qq ă n, assim, hpuqgpuq “ cpuqfpuq ` rpuq “ rpuq e

δpy ¨ zq “
ˆ

r0 ´ f 0

f 1
r1

˙

puq “ 1
f 1puqpr0f 1 ´ f 0r1qpuq,

mas, pelo dado acima, r “ hg ´ cf , assim,

r0 “ phg ´ cfq0 “ phgq0 ´ pcfq0 “ g0h ` gh0 ´ c0f ´ f 0c

e

r1 “ phg ´ cfq1 “ phgq1 ´ pcfq1 “ g1h ` gh1 ´ c1f ´ f 1c

e segue que

δpy ¨ zq “ 1
f 1puq

`

pg0h ` gh0 ´ c0f ´ f 0cqf 1 ´ pg1h ` gh1 ´ c1f ´ f 1cqf 0
˘

puq

“ 1
f 1puq

`

g0hf 1 ` gh0f 1 ´ f 0g1h ´ f 0h1g
˘

puq, p1q

Por outra parte, temos que:

y ¨ δpzq ` z ¨ δpyq “ hpuq
ˆ

g0puq ´ f 0

f 1puqg
1puq

˙

` gpu
ˆ

h0puq ´ f 0puq
f 1puq h

1puq
˙

q

“ 1
f 1puq

“

phg0f 1 ´ hf0g1qpuq ` pgh0f 1 ´ gf0h1qpuq
‰

“ 1
f 1puq

`

g0hf 1 ` gh0f 1 ´ f 0g1h ´ f 0h1g
˘

puq p2q

Obtendo que as expressões (1) e (2) coincidem.
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Unicidade: Suponha que δ1 e δ2 são duas extensões de δ0, então, δ1|F “ δ2|F “ δ0.

Sabemos que F é um corpo de funções algébricas sobre K, isso significa que existe x P F
transcendente sobre K para o qual F {Kpxq é uma extensão algébrica e finita.

Observe que F {Kpxq é separável: de fato, se y P F não é separável e o seu polinômio

mínimo é pptq P KpxqrT s, teremos que pptq não é separável, mas, por hipótese E{F é

separável e Kpxq Ď F , assim, pptq P F rT s é separável, absurdo. Logo, F {Kpxq é separável.

Como E{F e F {Kpxq são separáveis, temos que E{Kpxq é separável, assim, pela definição,

concluímos que x é um elemento separante de E{K, e como x P F , temos que δ1pxq “ δ2pxq;
segue do lema anterior que δ1 “ δ2. �

Teorema 2.1.1. (Existência das derivações). Se x P F é um elemento separante de

F {K e N Ě F é algum corpo, então existe uma única derivação δ : F ÝÑ N de F {K com

a propriedade δpxq “ 1.

Demonstração. A unicidade é imediata do Lema 2.1.2, pois se δ1 e δ2 são derivações como

no teorema, então δ1pxq “ δ2pxq e x é um elemento separante, assim, δ1 “ δ2.

Vamos mostrar a existência: Seja δ0 : Kpxq ÝÑ N dada por:

δ0

ˆ

fpxq
gpxq

˙

“ gpxqf 1pxq ´ fpxqg1pxq
pgpxqq2

,

sendo f 1 e g1 as derivadas formais dos polinômios f, g P Krxs respectivamente. Queremos

provar que δ0 é uma derivação. É claro que δ0 é K-linear. Vamos mostrar que δ0 satisfaz a

regra do produto.

Sejam z1 “ f1pxq{g1pxq e z2 “ f2pxq{g2pxq em Kpxq, então z1 ¨ z2 “ pf1f2qpxq{pg1g2qpxq,
logo,

δ0pz1 ¨ z2q “ pg1g2qpxqpf1f2q1pxq ´ pf1f2qpxqpg1g2q1pxq
ppg1g2qpxqq2

“ pg1g2qpxqpf 1
1f2 ` f1f

1
2qpxq ´ pf1f2qpxqpg1

1g2 ` g1g
1
2qpxq

ppg1g2qpxqq2

“ f1pxq
g1pxq

g2pxqf 1
2pxq ´ f2pxqg1

2pxq
pg2pxqq2

` f2pxq
g2pxq

g1pxqf 1
1pxq ´ f1pxqg1

1pxq
pg1pxqq2

“ z1 ¨ δ0pz2q ` z2 ¨ δ0pz1q.

Assim, pela proposição anterior, δ0 pode-se estender a uma derivação δ : F ÝÑ N . Observe

que x P Kpxq e δ0pxq “ δ0

ˆ

fpxq
gpxq

˙

sendo fpxq “ x e gpxq “ 1, assim, g1pxq ” 0 e f 1pxq “ 1,

logo, δ0pxq “ 1 ´ 0 ¨ x
12

“ 1 e como δ|Kpxq “ δ0 temos que δpxq “ 1 e concluímos que δ é a

derivação procurada. �

Definição 2.1.2. (a) Seja x um elemento separante de F {K. A única derivação δx :

F ÝÑ F tal que δxpxq “ 1 é chamada de derivação com respeito a x.
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(b) Seja

DerF :“ tη : F Ñ F | η é uma derivação de F {Ku

Para η1, η2 P DerF e u, z P F definimos:

• pη1 ` η2qpzq :“ η1pzq ` η2pzq • puη1pzqq :“ uη1pzq.

Observação 2.1.1. Claramente pη1 ` η2q e puη1q são K-lineares, pois η1 e η2 são. Vamos

ver que também satisfazem a regra do produto:

pη1 ` η2qpz1 ¨ z2q “ pz1 ¨ η1pz2q ` z2 ¨ η1pz1qq ` pz1 ¨ η2pz2q ` z2 ¨ η2pz2qq
“ z1pη1pz2q ` η2pz2qq ` z2pη1pz1q ` η2pz1qq
“ z1pη1 ` η2qpz2q ` z2pη1 ` η2qpz1q.

e

puη1qpz1 ¨ z2q “ upz1 ¨ η1pz2q ` z2 ¨ η1pz1qq
“ z1puη1qpz2q ` z2puη1qpz1q.

Assim, pη1 ` η2q e uη são derivações. Logo, com as operações definidas em (b) temos que

DerF é um espaço vetorial sobre F , ou seja, um F -módulo, desta forma, DerF é chamado

de módulo das derivações de F {K.

Lema 2.1.3. Seja x um elemento separante de F {K.

(a) Para cada derivação η P DerF , temos que η “ ηpxqδpxq, em particular, DerF é um

F -módulo unidimensional.

(b) (Regra da cadeia). Se y é um outro elemento separante de F {K, então

δy “ δypxq ¨ δx.

(c) Para t P F temos que δxptq ‰ 0 se e só se t é um elemento separante.

Demonstração.

(a) Considere as derivações em DerF : η e ηpxq
loomoon

PF

¨δx.

Observe que pηpxq¨δxqpxq “ ηpxq¨δxpxq “ ηpxq¨1 “ ηpxq; assim, como x é um elemento

separante , o Lema 2.1.2 permite concluir que η “ ηpxq ¨ δx, logo, DerF “ spantδxu.

(b) Sabemos que δy P DerF , assim, tomando η “ δy em (a) obtemos que δy “ δypxq ¨ δx.

(c) Se t é separante, pela regra da cadeia temos que δt “ δtpxqδx, assim, δtptq “ δtpxqδxptq
isto é, 1 “ δtpxqδxptq o que significa que δxptq ‰ 0, pois F é um corpo.
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Reciprocamente, Suponha que δxptq ‰ 0 e que t não é separante. Se charK “ 0,

temos que t P K e como δx é uma derivação, temos δxptq “ 0, absurdo.

Suponha que charK “ p ą 0, como t não é separante temos que t P F p, isto é, existe

existe u P F tal que t “ up, assim, δxptq “ δxpupq “ 0, absurdo.

�

Considere agora o conjunto Z “ tpu, xq P F ˆ F | u P F e x é separanteu e considere a

seguinte relação sobre esse conjunto:

pu, xq „ pv, yq ô v “ u ¨ δypxq.

Afirmação. „ é uma relação de equivalência sobre Z:

• Reflexividade: Sabemos que δxpxq “ 1, assim, u “ u ¨ δxpxq, isto é, pu, xq „ pu, xq.

• Simetria: Suponha que pu, xq „ pv, yq; pela regra da cadeia sabemos que δy “ δypxq¨δx,

assim, δypyq “ δypxq ¨ δxpyq, e como consequência temos que pδypxqq´1 “ δxpyq.
Por hipótese temos que v “ u ¨ δypxq, assim, u “ v ¨ pδypxqq´1 “ v ¨ δxpyq, portanto,

pv, yq „ pu, xq.

• Transitividade: Suponha que pu, xq „ pv, yq e pv, yq „ pw, zq.
Temos que v “ u ¨ δypxq e w “ v ¨ δzpyq, substituindo o resultado da primeira equação

na segunda, temos: w “ pu ¨ δypxqqδzpyq, assim,

w “ upδxpyqq´1δzpyq. (2.2)

Agora, pela regra da cadeia temos que δz “ δzpxqδx e segue que δzpyq “ δzpxqδxpyq e

substituindo em 2.2 temos que

w “ upδxpyqq´1δzpxqδxpyq “ u ¨ δzpxq,

Logo, pu, xq „ pw, zq.

Definição 2.1.3. (a) Denotamos a classe de equivalência de pu, xq em Z com respeito

a „ por udx e chamamos ela de diferencial de F {K. Assim, por definição temos que

udx “ vdy ô v “ uδypxq

A classe de equivalência de p1, xq é denotada simplesmente por dx.

(b) Seja

∆F :“ tudx | u P F e x é separanteu,

o conjunto de todas as diferenciais de F {K. Escolhemos um elemento separante z e

observamos o seguinte:
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Claramente, uδzpxq “ u ¨ δzpxq, assim, pu, xq „ puδzpxq, zq, isso significa que udx “
puδzpxqqdz. Analogamente, vdy “ pvδzpyqqdz; desta forma, definimos a operação

soma em ∆F como segue:

udx ` vdy :“ puδzpxq ` vδzpyqqdz

Também, dado w P F definimos a seguinte operação:

wpudxq :“ pwuqdx

Observações.

• A definição da operação soma acima é independente da escolha do elemento z:

De fato, suponha que t é um outro elemento separante de F {K. Pela regra da cadeia

sabemos que δt “ δtpzqδz, assim, δtpzq “ δtpzq ¨ δzpzq “ 1 ¨ δtpzq, isso significa que

p1, zq „ pδtpzq, tq, assim, dz “ δtpzqdt e

puδzpxq ` vδzpyqqdz “ puδzpxq ` vδzpyqqδtpzqdt
“ puδzpxqδtpzq ` vδzpyqδtpzqqdt.

Pela regra da cadeia temos que δtpxq “ δtpzqδzpxq e δtpyq “ δtpzqδzpyq, logo,

udx ` vdy “ puδzpxq ` vδzpyqqdz “ puδtpxq ` vδtpyqqdt.

• ∆F vira um espaço vetorial sobre F (ou F -módulo) com as operações definidas

acima.

Definição 2.1.4. Para um elemento t P F não separante definimos dt :“ 0 P ∆F , e

definimos a seguinte aplicação:

d : F ÝÑ ∆F

t ÞÝÑ dt

O par p∆F , dq é chamada de módulo das diferenciais de F {K.

Agora, vamos estudar algumas propriedades básicas de ∆F .

Proposição 2.1.2. (a) Seja z P F um elemento separante, então, dz ‰ 0 e cada ω P ∆F

pode ser escrito de forma única como ω “ udz onde u P F . Assim, ∆F é um F -módulo

unidimensional.

(b) A aplicação definida na parte (d) da definição anterior d : F ÝÑ ∆F é uma derivação.
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(c) Para t P F temos dt ‰ 0 se e só se t é separante.

(d) Suponha que δ : F ÝÑ M é uma derivação de F {K em algum F -módulo M . Então

existe uma unica aplicação F -linear µ : ∆F ÝÑ M tal que δ “ µ ˝ d.

Demonstração.

(a) 0 “ 0 ¨ dz, a diferencial nula, assim, 0 ¨ dz “ u ¨ dz implica que p0, zq „ pu, zq para

u ‰ 0, mas, se isso acontece, u “ 0 ¨ δzpzq “ 0, contradição. Logo, se particularmente

u “ 1, temos que dz ‰ 0 ¨ dz “ 0.

Agora, seja ω P ∆F arbitrária. Então, ω “ vdy para algum elemento separante y.

Escolhemos u “ vδzpyq, assim,

udz “ pvδzpyqqdz, p˚q

e como δy “ δypzqδz, temos que 1 “ δypzqδzpyq, assim, v “ vδypzqδzpyq, o que

significa que pvδzpyq, zq „ pv, yq, isto é, vδzpyqdz “ vdy, logo, em p˚q queda que

udz “ vdy “ ω.

Se ω “ u1dz e ω “ u2dz, então, u1dz ´ u2dz ” 0 e pu1 ´ u2qdz ” 0, como dz ‰ 0,

temos que u1 “ u2.

(b) Fixamos z P F separante. Observe que do fato que δzptq “ 1 ¨ δzptq, segue que

p1, tq „ pδzptq, zq e portanto,

dt “ δzptqdz (2.3)

Observe que se t não fosse separante, do item (c) do lema anterior teríamos que

δzptq “ 0 e por definição temos que dt “ 0, portanto, a igualdade vale acima vale

para todo t.

Logo, dpaxq “ δzpaxqdz “ aδzpxq “ adx e dpx ` yq “ δzpx ` yqdz “ pδzpxq `
δzpyqqdz “ δzpxqdz ` δzpyqdz “ dx ` dy. Falta mostrar que d satisfaz a regra do

produto:

Da equação (2.3) segue que:

dpxyq “ δzpxyqdz “ pxδzpyq ` yδzpxqqdz
“ xpδzpyqdzq ` ypδzpxqdzq
“ xdy ` ydx.

(c) A implicação “ð"segue de (a).

Se dt ‰ 0 e t não fosse separante, contrariaríamos a definição da aplicação d, logo t

deve ser separante.

(d) Dado z P F separante, pelo item (a), cada ω P ∆F pode ser escrito como ω “ udz

sendo u um elemento de F ; Definimos µ por µpωq :“ u ¨ δpzq se w “ udz. É claro

que u ¨ δpzq P M por ser M um F -módulo.
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• µ é F -linear: De fato, se v P F e ω1, ω2 P ∆F , com µpω1q “ u ¨ δpzq e µpω2q “ y ¨ δpzq,
então,

µpvω1q “ µppvuqdzq “ pvuq ¨ δpzq “ vpu ¨ δpzqq “ vµpωq

µpω1 ` ω2q “ µppu ` yqdzq “ pu ` vq ¨ δpzq “ µpω1q ` µpω2q

• Agora, vamos mostrar que µ ˝ d é uma derivação: é claro que µ ˝ d é K-linear por-

que µ é F -linear e d é uma derivação. Verificamos então a regra do produto para µ˝d.

Sejam u, v P F , então,

pµ˝dqpu¨vq “ µpdpu¨vqq “ µpudv`vduq “ µpudvq`µpvduq “ upµ˝dqpvq`vpµ˝dqpuq,

com isso, concluímos que µ ˝ d é uma derivação.

De acordo com o Lema 2.1.2, é suficiente mostrar que para z temos que δpzq “
pµ ˝ dqpzq, isso é claro pela definição de µ. Logo, δ “ µ ˝ d.

• Unicidade de µ: Se ν : ∆F ÝÑ M é uma outra aplicação F -linear com δ “ ν ˝ d,
então, dado udz P ∆F arbitrário, temos que:

νpudzq “ uνpdzq “ upν ˝ dqpzq “ u ¨ δpzq “ upµpdzqq “ µpudzq;

portanto, µ “ ν.

�

Observações Importantes.

(i) Uma diferencial da forma específica ω “ dx com x P F é chamada exata.

As diferenciais exatas formam um K-subespaço vetorial de ∆F : pela K-linearidade

de d temos que adpxq “ dpaxq para todo x P F e a P K, e claramente dpaxq é exata.

Por outra parte, se dx e dy são formas exatas, sabemos pela linearidade de d que

dx ` dy “ dpx ` yq, sendo x ` y um elemento de F .

(ii) Uma diferencial da forma especifica ω “ dz{z, com z P F , é denominada logarítmica.

(iii) Como ∆F é um F -módulo 1-dimensional, podemos definir o quociente ω1{ω2 P F
para ω1, ω2 P ∆F e ω2 ‰ 0 da seguinte forma: seja u P F , diremos que:

u “ ω1

ω2

ô ω1 “ uω2.
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Em particular, se y P F e z é um elemento separante, da equação (2.3) segue que:

dy

dz
“ δzpyq. (2.4)

Portanto, reescrevendo a definição temos:

udx “ vdy ô v “ u ¨ dx
dy

ô u “ v ¨ dy
dx
,

e reescrevendo a regra da cadeia para os elementos separantes x e z temos:

dy

dx
“ dy

dz
¨ dz
dx
.

2.2 Diferenciais e diferenciais de Weil

Existe uma derivação δ : F ÝÑ ΩF , onde ΩF é o módulo das diferencias de Weil. Mostrar

explicitamente esta derivação requer ferramentas teóricas que se afastam do objetivo deste

documento; todo o referido a esta derivação pode ser encontrado em (STICHTENOTH,

2008), aqui somente estamos interessados em sua existência.

Da parte (d) da Proposição 2.1.2, temos que existe uma aplicação F -linear µ : ∆F ÝÑ ΩF

com δ “ µ˝d; neste caso, de fato, µ é um isomorfismo, isso significa que é possível identificar

o módulo das diferenciais ∆F com o módulo das diferenciais de Weil ΩF , assim, se x P F é

uma variável separante e z é qualquer elemento de F , a diferencial ω “ z ¨ dx P ∆F é o

mesmo que a diferencial de Weil z ¨ δpxq P ΩF .

Com o anterior, se 0 ‰ ω P ∆F e t é um parâmetro local de P P PF , escrevendo ω “ z ¨ dt
podemos definir:

vP pωq :“ vP pzq

como a valoração em P da diferencial ω, e

pωq :“
ÿ

P PPF

vP pωq ¨ P

como o divisor associado à diferencial ω.

Para cada divisor A P DivpF q, definimos o K- espaço vetorial:

∆F pAq :“ tω P ∆F | ω “ 0 ou pωq ě Au.

Por meio da identificação de ∆F com ΩF (mediante µ), temos que ∆F pAq se corresponde

com ΩF pAq, assim, dizemos que ω P ∆F é regular (ou holomorfa ou de primeira ordem) se



Capítulo 2. Diferenciais de corpos de funções 53

ω P ∆F p0q.

Aplicação: Vamos calcular uma base para o espaço das diferencias regulares sobre um

corpo de funções específico.

Suponha que charK ‰ 2 e considere o corpo de funções F “ Kpx, yq satisfazendo a

equação:

y2 “
2m`1
ź

i“1

px ´ aiq, (2.5)

onde m ě 0 e a1, . . . , a2m`1 P K são elementos distintos de K. Vamos mostrar que o

conjunto

B “ txidx{y | 0 ď i ď m ´ 1u

é uma base do espaço das diferenciais regulares de F {Kpxq.

Primeiro, vamos determinar o divisor da diferencial ω “ dx{y.

Sabemos que vP pωq “ vP py´1q ` vP pdxq. Seja Gpxq “
2m`1
ź

i“1

px ´ aiq.

Os lugares de Kpxq são da forma Pa com a P K e P8, onde x ´ a é um parâmetro local

de Pa e 1{x é um parâmetro local de P8. (ver §1.1.2).

Seja P P PF , temos os seguintes casos:

• P |P8:

Pela definição de e sabemos que vP px´1q “ epP |P8q, assim, vP pxq “ ´epP |P8q.
De (2.5) temos que

2vP pyq “
2m`1
ÿ

i“1

vP px ´ aiq.

Como vP pxq ă 0 e vP paiq “ 0 para todo i, da desigualdade triangular estrita segue

que vP px ´ aiq “ ´epP |P8q para todo i, assim,

2m`1
ÿ

i“1

vP px ´ aiq “ ´p2m ` 1qepP |P8q,

isto é,

2vP pyq “ ´p2m ` 1qepP |P8q,
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de onde temos que epP |P8q “ 2 (igualdade fundamental); logo,

vP py´1q “ 2m ` 1.

Seja t um parâmetro local de P , como vP pxq “ ´2, temos que x “ ut´2 onde u é

uma unidade, assim, dx “ dput´2q “ ´2ut´3dt e temos que

dx

dt
“ ´2ut´3,

logo, vP pdxq “ ´3 e concluímos que vP pωq “ 2m ´ 2.

• P |Pa e px ´ aq | Gpxq:

Pela definição de e sabemos que vP px ´ aq “ epP |Paq. Observe que vP px ´ aiq “ 0

para todo ai ‰ a. De (2.5) temos que

2vP pyq “ vP px ´ aq `
ÿ

ai‰a

vP px ´ aiq,

portanto, 2vP pyq “ epP |Paq e novamente, pela igualdade fundamental, epP |Paq “ 2.

Concluímos que vP py´1q “ ´1.

Agora, como vP px´aq “ 2, se t é um parâmetro local para P , temos que x´a “ ut2

onde u é uma unidade, assim, dpx ´ aq “ dx ´ da “ 2utdt, isto é, dx “ 2utdt, logo,

dx

dt
“ 2ut.

Segue que vP pdxq “ 1 e vP pωq “ 0.

• P |Pa e px ´ aq ∤ Gpxq:

Aqui, como no caso anterior temos que vP px ´ aiq “ 0 para todo i “ 1, . . . , 2m ` 1,

de onde segue que 2vP pyq “ 0, portanto, vP py´1q “ 0. Temos duas opções para

vP px ´ aq:
Se vP px ´ aq “ 1, então temos que vP pωq “ 0 e concluímos que

vP pωq “
#

0 se P |Pa

2m ´ 2 se P |P8.

Se vP px ´ aq “ 2, então temos que vP pωq “ 1 e concluímos que

vP pωq “

$

’

&

’

%

0 se P |Pa e px ´ aq | Gpxq
1 se P |Pa e px ´ aq ∤ Gpxq

2m ´ 2 se P |P8.
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No primeiro caso temos que pωq “ p2m ´ 2qP8 e no segundo, pωq “ Pa ` p2m ´ 2qP8.

Como pωq é um divisor canônico, temos que grauppωqq “ 2g ´ 2, assim, se vP px ´ aq “ 2

acima, temos que m “ g ´ 1
2

, mas sabemos que m é um inteiro não negativo. Portanto,

pωq “ p2m ´ 2qP8 e temos que m “ g.

Do anterior segue que se d “ graupGpxqq é ímpar, então,

g “ d ´ 1
2

. (2.6)

Agora, vamos mostrar que o conjunto B (m “ g) é uma base das diferenciais regulares.

Primeiro, vamos mostrar que B Ă ∆F p0q. Continuamos denotando por ω a diferencial dx{y.

Sabemos que vP pxiωq “ ivP pxq ` vP pωq para todo P P PF .

Se P |P8, então vP pxq “ ´2. Como i ď g ´ 1, temos que ivP pxq ě ´2pg ´ 1q, assim,

ivP pxq ` vP pωq ě ´2pg ´ 1q ` 2g ´ 2, isto é, vP pxiωq ě 0 para todo i com 1 ď i ď g ´ 1.

Se P |Pa, temos que vP pxq “ vP ppx ´ aq ` aq, como vP px ´ aq P t1, 2u e vP paq “ 0 para

todo a P K, da desigualdade triangular estrita segue que vP pxq “ 0, assim, ivP pxq “ 0,

portanto, vP pxiωq “ 0 para todo i com 0 ď i ď g ´ 1. Segue que B Ă ∆F p0q “ ΩF p0q.

Como vimos no capítulo anterior, dimK ΩF p0q “ g; como o conjunto B tem g elementos,

basta mostrar que eles são linearmente independentes sobre K.

Suponha que
g´1
ÿ

i“0

αix
iω “ 0, (2.7)

onde αi P K para 0 ď i ď g ´ 1 e não são todos nulos.

Seja P P PF com P |P8. Sabemos que vP pxq “ ´2, assim, se i ă j, então ivP pxq ą jvP pxq
e temos que

vP pαix
iωq ą vP pαjx

jωq
para todo i ă j. O anterior significa que vP pαix

iωq ‰ vP pαjx
jωq para todo i ‰ j, assim,

segue da desigualdade triangular estrita que

vP

˜

g´1
ÿ

i“0

αix
iω

¸

“ mintvP pxiωq | αi ‰ 0, 0 ď i ď g ´ 1u.

Por outra parte, de (2.7) temos que

vP

˜

g´1
ÿ

i“0

αix
iω

¸

“ vP p0q “ 8.
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Logo, αi “ 0 para todo i com 0 ď i ď g ´ 1; concluímos que B é uma base para as

diferenciais regulares sobre F . ˝

O corpo F acima é um caso especial de um tipo de corpo de funções denominado corpo de

funções hiperelíptico; Aliás, F {K é um corpo de funções hiperelíptico sobre K se Kpxq Ď F

com rF : Kpxqs “ 2 para algum x P F zK onde o gênero g de F satisfaz g ě 2.

Pode mostrar-se que um corpo de funções hiperelíptico é da forma F “ Kpx, yq (assumindo

charK ‰ 2) onde se satisfaz:

y2 “ fpxq,

sendo fpxq P Krxs um polinômio livre de quadrados de grau 2g ` 1 ou 2g ` 2, onde g é o

gênero de F . ((STICHTENOTH, 2008), §6.2)

A condição y2 “ fpxq é equivalente a que existe uma curva projetiva plana com equação

afim y2 ´ fpxq “ 0, cujo modelo não singular é identificado com o corpo de funções F .

2.3 Resíduo de uma diferencial

Em geral, uma valoração discreta pode ser definida sobre um corpo arbitrário; desta forma,

dado um corpo T e uma valoração discreta v : T ÝÑ Z Y t8u, dizemos que pT, vq é um

corpo valorado.

Se T é um corpo valorado, uma sequência pxnqně0 em T é convergente se existir um

elemento x P T satisfazendo:

@c P R Dn0 P N tal que vpx ´ xnq ě c @n ě n0.

A sequência pxnqně0 será de Cauchy se:

@c P R Dn0 P N tal que vpxn ´ xmq ě c @n,m ě n0.

Um corpo valorado T será denominado completo se cada sequência de Cauchy em T é

convergente.

Se T é um corpo valorado que não é completo, é possível encontrar uma extensão dele que

seja completa, isto é, diremos que pT̂ , v̂q é um completamento de pT, vq, se pT̂ , v̂q satisfaz

as condições:

1. T Ď T̂ e v é a restrição de v̂ a T .

2. T̂ é completo com respeito à valoração v̂.
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3. Para cada z P T̂ , existe pxnqně0 em T tal que lim
nÑ8

xn “ z.

Proposição 2.3.1. ((STICHTENOTH, 2008), §4.2, Proposition 4.2.3 ) Seja pT, vq um

corpo valorado. Então, existe um único completamento pT̂ , v̂q de pT, vq.

Se pznqně0 é uma sequência em um corpo valorado T e Sm “
m
ÿ

i“0

zi, dizemos que a série

infinita
8
ÿ

i“0

zi é convergente se pSmqmě0 é convergente, e, nesse caso:

8
ÿ

i“0

zi :“ lim
nÑ8

Sn.

Se P é um lugar de F {K, o completamento de F com respeito a vP é denominado

completamento P -ádica de F e é denotada por F̂P .

Teorema 2.3.1. ((STICHTENOTH, 2008), §4.2, Theorem 4.2.6). Seja P P PF de grau

um e t um parâmetro local para P . Então cada z P F̂P tem una única representação da

forma:

z “
8
ÿ

i“n

ait
i,

onde n P Z e ai P K. Esta representação é chamada expansão P -ádica em série de potências

de z.

Definição 2.3.1. Sejam P P PF (de grau um) e t um parâmetro local de P . Se z P F tem

expansão P -ádica:

z “
8
ÿ

i“n

ait
i,

com n P Z e ai P K, definimos o resíduo de z com respeito a P e t por:

resP,tpzq :“ a´1.

Proposição 2.3.2. ((STICHTENOTH, 2008), §4.2, Proposition 4.2.9). Sejam s, t P F
parâmetros locais para P , sendo P P PF de grau um. Então:

resP,spzq “ resP,tpz ¨ ds
dt

q.

Observação 2.3.1. Se t é um parâmetro local de P , K é perfeito e charK “ p, então t é

uma variável separante. Com efeito, se t é parâmetro local de P , então vP ptq “ 1, assim

p ∤ vP ptq para todo primo p e segue do Teorema 1.1.8 que t é uma variável separante.

Sejam ω P ∆F , P P PF e t um parâmetro local de P , escrevemos ω “ udt sendo u P F .

Definimos o resíduo de ω em P por:

resP pωq :“ resP,tpuq.
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Essa definição é independente da escolha do parâmetro local:

Se s é um outro parâmetro local de P , então, como ∆F é de dimensão um, existe z P F
tal que ω “ udt “ zds, isto implica que

u “ z
ds

dt

e da proposição acima segue que

resP,spzq “ resP,t

ˆ

z
ds

dt

˙

“ resP,tpuq “ resP pωq

Concluindo o desejado.
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3 Extensões de Kummer

Ao longo deste capítulo vamos assumir que K é um corpo de característica p ą 0.

3.1 Extensões cíclicas e de Kummer

Dizemos que γ P K é uma raiz n-ésima da unidade se γn “ 1. Se a ordem de γ é n no

grupo multiplicativo K˚, então γ é denominado raiz n-ésima primitiva da unidade. No

caso em que K contém todas as raízes da unidade o polinômio Xn ´ 1 decompõe em

fatores lineares em KrXs, sempre que p ∤ n.

Uma extensão de Galois L{K é denominada cíclica se GalpL{Kq é um grupo cíclico.

Estamos especialmente interessados em alguns tipos de extensões cíclicas, a saber, aquelas

extensões cíclicas de grau n de um corpo que contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Teorema 3.1.1. ((MORANDI, 1996), II, §9, Theorem 9.5). Suponha que L Ą K, K

contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade e que L{K é cíclica de grau n. Então existe

a P L com L “ Kpaq e an “ b P K.

A recíproca do teorema acima é verdadeira:

Proposição 3.1.1. ((MORANDI, 1996), II, §9, Proposition 9.6). Suponha que L Ą K e

que K contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Seja L “ Kp n
?
bq para algum b P K,

então L{K é uma extensão cíclica.

Se no teorema 3.1.1 temos que p ∤ n e K contém todas as raízes primitivas da unidade,

então b ‰ wd para todo w P K e todo divisor d de n, com d ą 1.

Uma extensão cíclica L com essas propriedades é denominada extensão de Kummer.

A teoria de Extensões cíclicas pode-se estender a corpos de funções algébricos, aqui es-

tamos interessados especificamente nas extensões de corpos de funções F 1{K 1 do corpo

de funções F {K onde a extensão de corpos F 1{F é uma extensão de Kummer. Vejamos
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alguns resultados úteis e alguns exemplos.

Uma extensão F 1{K 1 de um corpo de funções F {K é denominada Galois se F 1{F é uma

extensão de Galois de grau finito.

Proposição 3.1.2. ((STICHTENOTH, 2008), §3.7, corollary 3.7.4) Seja F {K um corpo

de funções e F 1 “ F pyq com yn “ u, sendo F 1{F uma extensão de Kummer. Assuma que

existe um lugar Q P PF tal que gcdpvQpuq, nq “ 1. Então,

g1 “ 1 ` npg ´ 1q ` 1
2

ÿ

P PPF

pn ´ rP qgrauP, (3.1)

onde g1 e g são os gêneros de F 1{K e F {K respectivamente e rP :“ gcdpn, vP puqq ą 0.

Se F na proposição acima é o corpo de funções racionais, isto é, F “ Kpxq, então a

extensão de Kummer F 1 “ Kpx, yq está definida pela equação:

yn “ a ¨
s

ź

i“1

pipxqni (3.2)

com s ą 0, pipxq P Krxs, onde os pipxq são mônicos irredutíveis diferentes dois a dois,

a P K, n P Z (ambos não nulos) e gcdpn, niq “ 1.

3.2 Exemplos

1. Observe que se charK ‰ 2 e K é algebricamente fechado, o corpo de funções

hiperelíptico F px, yq dado pela equação

y2 “
s

ź

i“1

pipxq “ Gpxq,

onde grauppipxqq “ 1 e todos os pi são mônicos diferentes dois a dois, é um caso

especial de uma extensão de Kummer sobre Kpxq, de fato, nesse caso temos que, se

graupGpxqq “ m, então o gênero de F está dado por:

g1 “
#

pm ´ 1q{2 se m ” 1 mod 2,

pm ´ 2q{2 se m ” 0 mod 2.
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Com efeito, se Pi é o zero do polinômio pipxq (lembremos que é único via a corres-

pondência dada no capítulo 1) e P8 é o polo de x em Kpxq, então vPi
pGpxqq “ 1 e

vP8
pGpxqq “ graup1q ´ graupGpxqq “ ´m; assim, para cada lugar em Kpxq temos:

rPi
“ mdcp2, 1q “ 1 se i “ 1, . . . , s,

rP 8 “ mdcp2,mq “
#

1 se m ” 1 mod 2,

2 se m ” 0 mod 2.

Logo, da Proposição 3.1.2 segue:

g1 “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1 ` 2pg ´ 1q ` 1
2

m
ÿ

i“1

p2 ´ 1qgraupPiq ` p2 ´ 1q
2

graupP8q se m ” 1 mod 2,

1 ` 2pg ´ 1q ` 1
2

m
ÿ

i“1

p2 ´ 1qgraupPiq se m ” 0 mod 2.

Lembremos que o gênero do corpo de funções racionais, g, é zero; como graupPiq “
grauppipxqq “ 1 e graupP8q “ 1, concluímos o requerido.

2. Outro exemplo de extensão de Kummer sobre Kpxq é o corpo de funções do tipo

Fermat, que são os corpos de funções F “ Kpx, yq definidos pela equação

axn ` byn “ c,

com a, b, c P Kzt0u e charK ∤ n. Em particular, se a “ b “ c “ 1, temos que F é o

corpo associado ao modelo não singular da curva projetiva de Fermat Fn.

Considere o corpo de funções F py, wq representado pela curva de Hurwitz dada pela

equação:

y3w ` w3 ` y “ 0. (3.3)

Multiplicando (3.3) por y6 obtemos:

y7p1 ` y2wq ` py2wq3 “ 0,

fazendo x “ ´y2w, obtemos

y7 “ x3p1 ´ xq´1. (3.4)

De (3.4), segue que para charK ‰ 7, o corpo de funções F px, yq com esta equação é

uma extensão tipo Kummer.

Observe que quando charK “ 7, a curva dada pela equação (3.3), é singular.
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4 Operador de Cartier

Neste capítulo vamos considerar o corpo de funções algébricas de uma variável F {K de

gênero g, sendo K um corpo perfeito de característica p ą 0, algebricamente fechado.

4.1 Definição e propriedades

Seja L um corpo de característica p ą 0. Seja x um elemento algébrico puramente

inseparável sobre L tal que x R L e xp P L, neste caso, o polinômio mínimo fpXq P LrXs
de x é dado por fpXq “ Xp ´ c onde xp “ c P L, assim, rLpxq : Ls “ degpfpXqq “ p e

temos que

Lpxq “ tα0 ` α1x ` ¨ ¨ ¨ ` αp´1x
p´1 | αi P Lu;

logo, para todo y P Lpxq temos que

y “ y0 ` y1x ` ¨ ¨ ¨ ` yp´1x
p´1,

onde yi P L.

Definição 4.1.1. A função

Sx : Lpxq ÝÑ L

y ÞÝÑ yp´1

que a cada elemento de Lpxq atribui o coeficiente da potência xp´1 na sua decomposição

na base t1, x, x2, . . . , xp´1u é denominada traço de Tate.

Seja δ : Lpxq ÝÑ Lpxq tal que fpxq ÞÝÑ f 1pxq sendo f 1 a derivada formal do polinômio

fpXq P LrXs. Observe que δ está bem definida, de fato, se h “ f ´ g P LrXs e hpxq “ 0,

temos que pXp ´ cq|h, pois Xp ´ c é o polinômio mínimo de x, isso significa que h1pXq “
pXp ´ cqqpXq e assim, h1pxq “ 0, portanto, δpfpxqq “ δpgpxqq. É fácil ver que δ é uma

derivação (segue do fato que a derivada formal é uma derivação). Observe que δpxq “ 1,

pois nesse caso, o polinômio a derivar é fpXq “ X, assim, f 1pXq ” 1, isto é, f 1pxq “ 1.

Como x é separante para Lpxq{L e antes vimos que a derivação com respeito a x é única,

então, δ é a derivação com respeito a x. Denotemos δ “ Dx. Segue que se y P Lpxq é tal

que y “ y0 ` y1x ` ¨ ¨ ¨ ` yp´1x
p´1, então,

Dxpyq “ y1 ` 2y2x ` ¨ ¨ ¨ ` pp ´ 1qyp´1x
p´2. (4.1)

Lema 4.1.1. Seja y P Lpxq, considere a representação de y na base t1, x, . . . , xp´1u como

acima. Então, y “ Dxpzq para algum z P Lpxq se e somente se yp´1 “ 0.



Capítulo 4. Operador de Cartier 63

Demonstração. Se y “ Dxpzq para algum z, então da equação (4.1) temos que

y “ z1 ` 2z2 ` ¨ ¨ ¨ ` pp ´ 1qzp´1x
p´2,

segue que o coeficiente de xp´1 é zero, isto é, yp´1 “ 0. Reciprocamente, suponha que

yp´1 “ 0. Construímos z P Lpxq assim:

z “ y0x `
´y1

2

¯

x2 ` ¨ ¨ ¨ `
ˆ

yp´2

p ´ 1

˙

xp´1.

Segue que Dxpzq “ y. �

Neste caso dizemos que y é integrável.

Propriedades do traço de Tate

Claramente a função Sx é L-linear.

1. SxDx ” 0.

Se y P Lpxq, então, y “ y0 ` y1x ` ¨ ¨ ¨ ` yp´1x
p´1 e

Dxpyq “ y1 ` 2y2x ` ¨ ¨ ¨ ` pp ´ 1qyp´1x
p´2 ` 0 ¨ xp´1,

segue por definição que SxpDxyq “ 0.

2. Sxpyp´1Dxyq “ pDxyqp.

Observe que a igualdade acima é equivalente a

SxpDxy{yq “ pDxy{yqp.

Com efeito, Sxpyp´1Dxyq “ Sxpypy´1Dxyq; como xp P L, então, yp P L, assim,

Sxpyp´1Dxyq “ ypSxpDxy{yq e da igualdade no enunciado segue que SxpDxy{yq “
pDxy{yqp.

Agora, vamos mostrar a veracidade do enunciado fazendo uso da equivalência acima.

Seja R o conjunto de elementos de Lpxq satisfazendo a equação no enunciado, isto é,

R “ ty P Lpxq : SxpDxy{yq “ pDxy{yqpu

Vamos mostrar que R é um subcorpo de Lpxq que contém x.
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• pRzt0u, ¨q é um grupo abeliano.

Sejam y, z P Rzt0u.

SxpDxpyzq{yzq “ SxppyDxz ` zDxyq{yzq
“ SxpDxz{zq ` SxpDxy{yq
“ pDxz{zqp ` pDxy{yqp

“
ˆ

yDxz ` zDxy

yz

˙p

“ pDxpyzq{yzqp.

Assim, yz P R. Observe que 1L é o elemento unidade de R, pois Dxp1Lq “ 0,

assim, 1L P R trivialmente; Do fato de ser Lpxq um corpo, se satisfazem as

demais propriedades de grupo abeliano para Rzt0u.

• Se y P R, então y ` 1 P R.

Seja w “ py ` 1qp´1Dxy ´ yp´1Dxy, como os dois termos em w são integráveis,

então w é integrável e temos que Sxpwq “ 0 (propriedade 1), assim,

Sxppy ` 1qp´1Dxy ´ yp´1Dxyq “ 0 ô Sxppy ` 1qp´1Dxyq ´ Sxpyp´1Dxyq “ 0

ô Sxppy ` 1qp´1Dxyq “ Sxpyp´1Dxyq
ô Sxppy ` 1qp´1Dxyq “ pDxyqp

Como Dx é uma derivação, Dxp1q “ 0 e temos que Dxpy ` 1q “ Dxy, assim,

Sxppy ` 1qp´1Dxyq “ pDxpy ` 1qqp,

portanto, y ` 1 P R.

• pR,`q é um grupo abeliano.

Sejam y, z P R. Vamos mostrar que y` z P R; podemos supor ambos elementos

não nulos (no caso contrário a conclusão é imediata).

Observe que y ` z “ zpyz´1 ` 1q; yz´1 P R por ser R um grupo multiplicativo,

assim, pelo mostrado acima, yz´1 `1 P R, concluindo que y`z P R. Claramente

0L P R e novamente, as demais propriedades de grupo são herdadas do corpo

Lpxq.

• x P R.
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Dxx “ 1 implica que Sxpxp´1Dxxq “ Sxpxp´1q “ 1, por outra parte, é evidente

que pDxxqp “ 1, assim, x P R.

Lembremos que Lpxq é o menor corpo contendo L e x, evidentemente, L Ď R, assim,

R “ Lpxq.

3. Seja Lpxq “ Lpwq. Então, Swpzq “ SxpzpDxwq1´pq para todo z P Lpxq. Em termos

equivalentes,

SxpzDxwq “ SwpzqpDxwqp.

Primeiro, vamos ver que as duas expressões acima são equivalentes. Com efeito,

SxpzpDxwq1´pq “ pDxwq´pSxpzDxwq pois pDxwqp P L, assim, pDxwq´pSxpzDxwq “
Swz, o que significa SxpzDxwq “ pDxwqpSwpzq.

Como ambos lados da expressão no enunciado acima são lineares com respeito

a z (pois, z “
p´1
ÿ

i“0

ziw
i onde zi P L), basta provar a igualdade SxpwiDxwq “

pDxwqpSwpwiq com i ‰ 1.

Suponha i ă p´ 1; observe que Dx

ˆ

wi`1

i ` 1

˙

“ wiDxpwq, isto é, wiDxw é integrável,

portanto, SxpwiDxwq “ 0.

Por outra parte, em Lpwq, wi “ 0 ` 0 ¨ w ` ¨ ¨ ¨ ` 1 ¨ wi ` ¨ ¨ ¨ ` 0 ¨ wp´1, segue que

Swpwiq “ 0, obtendo a igualdade desejada.

Suponha i “ p ´ 1; temos que Swpwp´1q “ 1, assim, pDxwqpSwpwp´1q “ pDxwqp “
Sxpwp´1Dxwq (propriedade 2), obtendo a igualdade desejada.

A definição do operador de Cartier pode ser feita a partir da função Sx, mais ainda, sua

definição em termos desta função permite mostrar que a ação deste operador sobre uma

diferencial é independente da representação desta diferencial em qualquer base do espaço

ΩF , como veremos a continuação.

Do Teorema 1.1.8 (c) sabemos que K Ď F p Ď F e rF : F ps “ p. Se x R F p, então

F p Ď F ppxq Ď F , assim, p “ rF : F ppxqsrF ppxq : F ps, e temos que rF : F ppxqs “ 1 ou

rF ppxq : F ps “ 1; como x R F p concluímos que rF : F ppxqs “ 1 e rF ppxq : F ps “ p, assim,

F “ F ppxq.
Por outra parte, do Teorema 1.1.8 (d) sabemos que se x R F p, então x é separante, isso

significa que podemos considerar a derivação com respeito a x e para todo ω P ΩF podemos

escrever ω “ ydx onde y P F .
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Como rF ppxq : F ps “ p, temos que

F ppxq “ tα0 ` α1x ` ¨ ¨ ¨ ` αp´1x
p´1 | αi P F pu.

Assim, para todo y P F “ F ppxq temos que

y “ y
p
0 ` y

p
1x ` ¨ ¨ ¨ ` y

p
p´1x

p´1, (4.2)

onde yi P F para todo i com 0 ď i ď p ´ 1. Logo, para todo ω P ΩF , temos:

ω “ ydx “ pyp
0 ` y

p
1x ` ¨ ¨ ¨ ` y

p
p´1x

p´1qdx.

Definição 4.1.2. O operador

C : ΩF ÝÑ ΩF

ydx ÞÝÑ yp´1dx

onde y tem a representação dada na equação (4.2), é denominado o operador de Cartier.

Em termos do traço de Tate temos que Cpydxq “ Sxpyq1{pdx, pois por definição de Sx,

temos que Sxpyq “ y
p
p´1.

Proposição 4.1.1. Cpωq é independente da representação de ω, isto é, se w R F p é tal

que ydx “ zdw, então Cpydxq “ Cpzdwq.

Demonstração. Como x,w R F p e K Ď F p, temos que x e w são transcendentes sobre

K (K “ K̃), assim, F ppxq “ F ppwq, e pela propriedade 3 do traço de Tate temos

que Swpzq “ SxpzDxwqpDxwq´p. Lembremos que para todo t P F , dt “ Dxptqdx, em

particular, dw “ Dxpwqdx, assim, dw{dx “ Dxpwq. Por outra parte, como ydx “ zdw,

temos que dw{dx “ yz´1, isso significa que zDxpwq “ y, logo, Swpzq “ SxpyqpDxwq´p,

assim, Swpzq1{p “ Sxpyq1{ppDxwq´1, que implica que Swpzq1{ppDxwqdx “ Sxpyq1{pdx, isto

é, Swpzq1{pdw “ Sxpyq1{pdx, concluindo que Cpydxq “ Cpzdwq. �

Propriedades básicas do operador de Cartier

É claro que C é aditivo.

C1. Cpzpωq “ z ¨ Cpωq para todo z P F .

Observe que podemos definir a função traço de Tate no corpo F p, pois charF p “ p,

rF ppxq : F ps “ p e x é puramente inseparável sobre F p, isso significa que Sx é

F p-linear; segue que se ω “ ydx, então,

Cpzpωq “ Sxpzpyq1{pdx “ pzpSxpyqq1{pdx “ zSxpyq1{pdx “ z ¨ Cpωq.
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Da aditividade e propriedade C1 de C dizemos que C é 1{p-linear.

C2. Cpdzq “ 0 para todo z P F .

Se z P F p, então z não é separante e assim dz “ 0, segue que Cpdzq “ 0.

Se z R F p, então z é separante e assim, dz gera ΩF , isso significa que dz “ 1 ¨ dz de

onde 1 “ 1 ` 0 ¨ z ` ¨ ¨ ¨ ` 0 ¨ zp´1, assim, Cpdzq “ 0 ¨ dz “ 0.

C3. Cpzp´1dzq “ dz para todo z P F .

Se z P F p, sabemos que dz “ 0 e assim, zp´1dz “ 0, logo a igualdade em C3 se

satisfaz.

Suponha que z R F p, então, em F ppzq temos que zp´1 “ 0 ` 0 ¨ z ` ¨ ¨ ¨ ` 1 ¨ zp´1 e

por definição de C concluímos que Cpzp´1dzq “ 1 ¨ dz “ dz.

C4. C

ˆ

dz

z

˙

“ dz

z
, para todo z P F zt0u.

Suponha que z R F p. Da propriedade C3 temos que Cpzp´1dzq “ dz, mas, Cpzp´1dzq “
C

ˆ

zpdz

z

˙

“ z ¨ C

ˆ

dz

z

˙

, isso significa que z ¨ C

ˆ

dz

z

˙

“ dz, portanto, C

ˆ

dz

z

˙

“ dz

z
.

C5. Para todo inteiro positivo n tal que p ∤ n temos que Cpzn´1dzq “ 0.

Observe que

zn´1dz “ n

n
zn´1dz “ 1

n
dpznq “ d

ˆ

zn

n

˙

.

(aqui, entende-se n{n como n ¨ 1K{n ¨ 1K). Fazendo y “ zn

n
, temos que Cpzn´1dzq “

Cpdyq “ 0 pela propriedade C2.

Proposição 4.1.2. Seja P P PF . Se ω é regular em P , então Cpωq também é regular em

P .

Demonstração. Seja x um parâmetro local para P e suponha que ω “ ydx, então, vP pωq “
vP pyq. Por hipótese temos que vP pωq ě 0, o que significa que vP pyq ě 0, assim, se

y “
p´1
ÿ

i“0

y
p
i x

i,

então,

vP

˜

p´1
ÿ

i“0

y
p
i x

i

¸

ě 0.
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Observe que vP pyp
i x

iq “ p ¨ vP pyiq ` i para todo i com 0 ď i ď p ´ 1.

Vamos ver que se i ‰ j, então vP pyp
i x

iq ‰ vP pyp
jx

jq para todo par i, j com 0 ď i, j ď p´ 1.

Suponha que i ‰ j e que vP pyp
i x

iq “ vP pyp
jx

jq; sem perda de generalidade suponha i ă j,

então p ¨ vP pyiq ` i “ p ¨ vP pyjq ` j, isto é,

p ¨ vP pyiy
´1
j q “ j ´ i.

Como 0 ď i, j ď p ´ 1, então, 0 ď j ´ i ď p ´ 1, o que significa que p ∤ pj ´ iq, assim, a

única forma que a equação acima seja válida é que vP pyiy
´1
j q “ 0, concluindo que j´ i “ 0,

contrariando a hipótese.

Da desigualdade triangular estrita e da hipótese segue que:

vP pyq “ vP

˜

p´1
ÿ

i“0

y
p
i x

i

¸

“ mintvP pyp
i x

iq | 0 ď i ď p ´ 1u ě 0,

isso significa que vP pyp
i x

iq ě 0 para todo i com 1 ď i ď p´1, em particular, vP pyp
p´1x

p´1q ě
0. Segue que vP pyp´1q ě 0, portanto, vP pyp´1dxq ě 0. �

Observe que se 0 ď i ď p ´ 2, então z “ y
p
i x

i é integrável, pois,

z “ 0 ` 0 ¨ x ` ¨ ¨ ¨ ` y
p
i x

i ` ¨ ¨ ¨ ` 0 ¨ xp´1,

assim, para cada i com 0 ď i ď p´ 2 existe wi tal que yp
i x

i “ Dxpwiq. Seja ω “ ydx, então,

ω “ pyp
0 ` y

p
1x ` ¨ ¨ ¨ ` y

p
p´1x

p´1qdx
“ y

p
0dx ` y

p
1xdx ` ¨ ¨ ¨ ` y

p
p´2x

p´2dx ` y
p
p´1x

p´1dx

“ Dxpw0qdx ` Dxpw1qdx ` ¨ ¨ ¨ ` Dxpwp´2qdx ` pyp´1xqpx´1dx

“ dw0 ` ¨ ¨ ¨ ` dwp´2 ` pyp´1xqpdx{x
“ dpw0 ` ¨ ¨ ¨ ` wp´2q ` pyp´1xqpdx{x
“ df ` gpdx{x,

onde f “ w0 ` ¨ ¨ ¨ ` wp´2 e g “ yp´1x.

Do anterior temos que para todo ω P ΩF existe uma representação de ω da forma:

ω “ df ` gpdx

x
, (4.3)

com f, g P F .

Se ω tem a representação dada na equação (4.3), então,
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Cpωq “ C

ˆ

df ` gpdx

x

˙

“ Cpdfq ` C

ˆ

gpdx

x

˙

“ g ¨ C

ˆ

dx

x

˙

isto é,

Cpωq “ g
dx

x
. (4.4)

A anterior visualização para ω é útil em vários casos, como veremos.

Observe que como consideramos K algebricamente fechado, então todos os lugares de

F são de grau um, assim, poderemos considerar as expansões em série de potências dos

elementos de F e os seus resíduos.

Proposição 4.1.3. Seja P P PF , então,

resP pωq “ presP pωqq1{p.

Demonstração. Seja x um parâmetro local para P , da dedução da equação (4.3) temos que

é possível representar a forma ω por ω “ df ` gpxpdx

x
, desta forma Cpωq “ gdx.

Considerando a expansão em séries de potência de g:

g “
8
ÿ

i“m

cix
i

temos que resP pCωq “ c´1. Por outra parte, resP pωq “ resP pdf ` gpxp´1dxq “ c
p
´1. �

Teorema 4.1.1. Seja ω P ΩF não nula, então,

(i) Cpωq “ 0 se e somente se existe z P F tal que ω “ dz.

(ii) Cpωq “ ω se e somente se existe z P F tal que ω “ dz{z.

Demonstração. Observe que nos dois casos a implicação ‘(ð)’ foi provada em C2 e C4

respectivamente, assim, resta provar a implicação ‘(ñ)’ em ambos casos.

(i) Suponha que Cpωq “ 0 e escreva ω “ df `gpdx{x, então, Cpωq “ gdx{x, isso significa

que gdx{x “ 0 e como x R F p, temos que tanto x quanto dx são não nulos, portanto

g “ 0 e em (4.3) temos que ω “ df .
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(ii) A demonstração requer de dois lemas técnicos. Como neste caso nosso interesse

não está centrado nas diferenciais logarítmicas, omitiremos a demonstração; o leitor

interessado pode consultar (LANG, 1987).

�

4.2 A matriz de Cartier-Manin

Como vimos na Proposição 4.1.2,

CpΩF p0qq Ď ΩF p0q.

Seja B “ tω1, ω2 . . . , ωgu uma base para ΩF p0q. Considere o operador de Cartier restrito

a ΩF p0q. Se AC é a matriz associada ao operador de Cartier, sabemos que para toda

diferencial ω P ΩF p0q,
Cpωq “ AC ¨ ω.

Assim, se ω “
g

ÿ

i“1

ciωi e Cpωiq “
g

ÿ

j“1

aijωj então

Cpωq “
g

ÿ

i“1

c
1{p
i Cpωiq “

g
ÿ

i“1

g
ÿ

j“1

c
1{p
i aijωj “

g
ÿ

i,j“1

bijωj

onde bij “ c
1{p
i aij, portanto, AC “ pbijq.

Definição 4.2.1. A matriz A “ pb1{p
ij q de tamanho g ˆ g, onde a matriz pbijq é a matriz

associada ao operador de Cartier, é denominada matriz de Cartier-Manin.

Exemplo. Seja K um corpo com charK “ p ą 2. Considere o corpo de funções hiperelíp-

tico F “ Kpx, yq, de gênero g, dado pela equação:

y2 “
2g`1
ź

i“1

px ´ aiq “ Gpxq

onde ai P K e ai ‰ aj para todo i ‰ j.

Por simplicidade, suponha que x é um elemento separante de F . Das propriedades do

operador de Cartier segue que:

Cpxjdxq “
#

0 se p ∤ j ` 1

xs´1dx se j ` 1 “ ps

Com efeito, se p ∤ j ` 1, então, d
ˆ

xj`1

j ` 1

˙

“ xjdx, assim, se z “ xj`1

j ` 1
, então, dz “ xjdx

e Cpxjdxq “ Cpdzq “ 0. Se j ` 1 “ ps, então xjdx “ xj`1dx

x
“ xpsdx

x
, logo,

Cpxjdxq “ xs
C

ˆ

dx

x

˙

“ xsdx

x
“ xs´1dx.
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Isso mostra que Cpxjdxq ‰ 0 se e só se j ” ´1 mod p.

Neste caso, uma base para ΩF p0q está dada por:

B “
"

ωi “ xi´1dx

y
: 1 ď i ď g

*

,

Como y2 “ Gpxq, então,

yp´1 “ Gpxq p´1

2 “
N
ÿ

j“0

cjx
j

de onde N “ p ´ 1
2

p2g ` 1q, segue que,

Cpωiq “ Cpxi´1y´1dxq “ Cpy´pxi´1yp´1dxq “ y´1
Cpxi´1yp´1dxq

“ y´1
C

˜

N
ÿ

j“0

xi`j´1dx

¸

“ y´1

N
ÿ

j“0

c
1{p
j Cpxi`j´1dxq

“
ÿ

s

c
1{p

pps`1q´i x
sdx

y
.

Agora, como 0 ď j ď N , temos que 0 ď pps ` 1q ´ i ď N , que é equivalente a 0 ď
s ď N ` i

p
´ 1, e como i ď g, temos que

N ` i

p
´ 1 ď g ´ 1

2
´ 1

2p
ă g ´ 1

2
, segue que

0 ď s ď g ´ 1; finalmente,

Cpωiq “
g

ÿ

s“0

c
1{p

pps`1q´i ωs`1.

Assim, a matriz do operador de Cartier neste caso está dada por:

AC “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

c
1{p
p´1 c

1{p
p´2 . . . c

1{p
p´g

c
1{p
2p´1 c

1{p
2p´2 . . . c

1{p
2p´g

...
...

...

c
1{p
gp´1 c

1{p
gp´2 . . . c

1{p
gp´g

˛

‹

‹

‹

‹

‚



Capítulo 4. Operador de Cartier 72

4.3 Ação do operador de Cartier sobre adjuntas canônicas

Seja y P F tal que F “ Kpx, yq, seja f P KrX, Y s um polinômio irredutível tal que

fpx, yq “ 0. F é o corpo de funções da curva plana projetiva cuja equação afim é fpx, yq “ 0.

Seja C a curva projetiva plana cuja equação afim é fpx, yq “ 0. Assuma que C tem

só pontos múltiplos ordinários e que X é um modelo não singular de C cujo morfismo

birracional é q : X ÝÑ C. Para cada Q P X, seja rQ “ mqpQqpCq. Definimos o divisor:

E “
ÿ

QPX

prQ ´ 1qQ.

E está bem definido, pois qualquer curva irredutível tem finitos pontos múltiplos, assim,

mP pCq “ 1 para quase todo P P C.

Sejam P1, P2, . . . , Pl os pontos múltiplos de C; para cada j com 1 ď j ď l, considere o

conjunto das pre-imagens por meio de q de Pj, então, para cada Qij nesse conjunto temos

rQij
ě 2, assim,

E “
ÿ

Qij

prQij
´ 1qQij ě 0,

isto é, E é um divisor efetivo.

Definição 4.3.1. Sejam C e E como acima. Qualquer curva projetiva plana G tal que

divpGq ě E

é denominada adjunta de C.

Observação 4.3.1. Se C é uma curva não singular, então qualquer curva é uma adjunta

de C.

Isso segue do fato que divpGq é um divisor de grau mn (obs 1.2.4) onde m é o grau da curva

G e n é o grau de C, ou seja, divpGq é um divisor efetivo para toda curva G; portanto,

se C é não singular, tem-se E “ 0 e a condição para ser adjunta de C se satisfaz trivialmente.

Definição 4.3.2. Seja C uma curva projetiva plana de grau n ą 3 com pontos múltiplos

ordinários. As adjuntas de C de grau n ´ 3 são denominadas adjuntas canônicas de C.

Proposição 4.3.1. ((HIRSCHFELD; KORCHMáROS; TORRES, 2008), Proposition

6.55). Seja C uma curva projetiva plana com pontos múltiplos ordinários. Existem g

adjuntas canônicas de C linearmente independentes.
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O seguinte teorema é muito útil para o calculo de bases das diferenciais regulares sobre

uma curva dada; sua demonstração foi dada por David Gorenstein.

Teorema 4.3.1. ((GORENSTEIN, 1952), Theorem 12). Seja C uma curva como acima

com equação afim fpx, yq “ 0. ω P ∆F é regular se e somente se ω “ hpx, yq
fy

dx, onde

hpx, yq “ 0 é a equação afim de uma adjunta canônica H de C.

Corolário. Se X é uma curva plana não singular de grau n com equação afim fpx, yq “ 0,

então,

B
1 “

"

xiyj

fy

dx : 0 ď i ` j ď n ´ 3
*

é uma base para as diferenciais regulares sobre X .

Demonstração. Como X é não singular, qualquer curva plana é adjunta de X , em particular,

se H é uma curva de grau formal n ´ 3, H é uma adjunta canônica.

Sabemos que o conjunto das curvas de grau formal n´ 3 (o também denominadas formas)

formam um espaço vetorial sobre K e que os monômios de grau n ´ 3 formam uma base

para este espaço. (Na verdade, este espaço coincide -pode ser identificado- com o espaço

projetivo Pnpn´3q{2, isso significa que podemos tratar cada uma dessas curvas como um

ponto no espaço projetivo Pnpn´3q{2).

Um monômio de grau n ´ 3 é da forma:

xs0ys1zs2 onde s0 ` s1 ` s2 “ n ´ 3;

assim, dada uma curva de grau n ´ 3, os monômios de sua equação afim (z “ 1) são da

forma:

xs0ys1 onde 0 ď s0 ` s1 ď n ´ 3

isso significa que qualquer polinômio em duas variáveis de grau menor ou igual a n´ 3 é

uma representação afim de uma adjunta canônica. Como o conjunto

B “ txiyj : 0 ď i ` j ď n ´ 3u

é uma base para os polinômios de grau menor ou igual a n ´ 3, então, B é uma base para

as curvas afim das canônicas adjuntas de X .

Segue do teorema anterior que

B
1 “

"

xiyj

fy

dx : 0 ď i ` j ď n ´ 3
*

é um conjunto de diferenciais regulares sobre X .

Queremos mostrar que B
1 é uma base para as diferenciais regulares.

Observe que para i “ 0 existem n ´ 2 possibilidades para yj de tal forma que xyj P B
1;
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para i “ 1, existem n ´ 3 possibilidades para yj de tal forma que xyj P B
1; continuando

com esse raciocínio encontramos que há

pn ´ 2q ` pn ´ 3q ` ¨ ¨ ¨ ` 2 ` 1 “ 1
2

pn ´ 2qpn ´ 1q

elementos em B
1. Por outra parte, como X é não singular, então gpX q “ pn´ 1qpn´ 2q{2,

isto é, B
1 tem g elementos; como o espaço das diferenciais regulares sobre X tem dimensão

g, basta mostrar que os elementos de B
1 são linearmente independentes, mas, isso segue

do fato de ser B uma base. �

Sabemos, da Proposição 4.1.2 que o operador de Cartier envia diferenciais regulares em

diferenciais regulares, além disso, do Teorema 4.3.1 temos que

C

ˆ

h0px, yqdx
fy

˙

“ h1px, yqdx
fy

,

onde h0 e h1 são equações afim de algum par de adjuntas canônicas da curva. O anterior

significa que o operador de Cartier também envia adjuntas canônicas em adjuntas canônicas;

o seguinte teorema mostra a forma explícita de h1 e como ela depende de h0; a formula

dada pelo teorema é de extrema utilidade para os cálculos que faremos no final deste

documento, foi provado por Stöhr e Voloch.

Teorema 4.3.2. ((STöHR; VOLOCH, 1987), Theorem 1.1). Seja C uma curva projetiva

plana com equação afim fpx, yq “ 0. Para cada h P F “ Kpx, yq tem-se:

C

ˆ

h
dx

fy

˙

“
ˆ B2p´2

Bxp´1Byp´1
pfp´1hq

˙
1

p dx

fy

. (4.5)

Como mencionamos antes, fazendo

∇ “ B2p´2

Bxp´1Byp´1
,

do teorema acima segue que a ação do operador de Cartier C sobre as adjuntas canônicas

é dada por:

h ÞÝÑ p∇pfp´1hqq 1

p .

Para finalizar, vamos analisar a ação do operador ∇ descrito acima sobre os polinômios

em KrX, Y s.
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Seja G “ GpX, Y q P KrX, Y s. Vamos considerar o caso em que G é um monômio, isto é,

G “ ai,jX
iY j,

onde aij P K. Vamos calcular ∇G:

Como i “ pq1 ` k1 e j “ pq2 ` k2 onde 0 ď k1, k2 ď p ´ 1, então vamos considerar dois

casos:

(i) k1 ‰ p ´ 1 ou k2 ‰ p ´ 1.

(ii) k1 “ k2 “ p ´ 1.

No primeiro caso, vamos supor que i ” k mod p para k ‰ p ´ 1. Então,

Bk`1G

BXk`1
“ pi ´ kqpi ´ pk ´ 1qq ¨ ¨ ¨ pi ´ 1qiai,jX

i´pk`1qY j “ 0,

pois p | pi ´ kq e charK “ p.

O mesmo raciocínio aplica para o caso em que j ” k mod p para k ‰ p ´ 1.

Segue que:

∇G “ 0,

quando i ” k mod p ou j ” k mod p para k ‰ p ´ 1.

Para o segundo caso, se i ” p ´ 1 mod p e j ” p ´ 1 mod p, então,

Bp´1G

BXp´1
“ i!

pi ´ pp ´ 1qq!ai,jX
i´pp´1qY j,

assim,

B2p´2G

BXp´1Y p´1
“ bijai,jX

i´pp´1qY j´pp´1q,

onde bij “ i!j!
pi ´ pp ´ 1qq!pj ´ pp ´ 1qq! é não nulo.

Como p divide a i ´ pp ´ 1q e a j ´ pp ´ 1q, existem r, s P Z tal que

i ´ pp ´ 1q “ pr,

j ´ pp ´ 1q “ ps,

portanto,
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∇G “ bijapr`p´1,ps`p´1X
prY ps.

Agora consideremos

G “
ÿ

i,j

ai,jX
iY j.

Como o operador ∇ é linear, temos que:

∇G “
ÿ

i,j

ai,j∇pX iY jq;

do anterior, sabemos que só “sobrevivem” os termos de G para os quais i, j ” p´1 mod p,

desta forma,

∇

˜

ÿ

i,j

ai,jX
iY j

¸

“
ÿ

r,s

bijapr`p´1,ps`p´1X
prY ps, (4.6)

onde bij é como acima, i ´ pp ´ 1q “ pr e j ´ pp ´ 1q “ ps.



77

5 O a-número e p-posto de uma curva

Dada uma curva algébrica X sobre um corpo K de característica p ą 0 existem dois

importantes invariantes birracionais sobre a curva, denominados a-número e p-posto e

denotados por apX q e γpX q respectivamente. Antes de introduzir tais conceitos, vamos

caracterizar dois subespaços importantes do espaço das diferenciais regulares.

O seguinte teorema foi demonstrado por Hasse-Witt em (HASSE; WITT, 1936).

Teorema 5.0.1. Seja V um espaço vetorial finito dimensional sobre um corpo algebri-

camente fechado K de característica p ą 0. Seja f : V ÝÑ V uma aplicação 1{p-linear.

Então existem dois subespaços V ˝ e V s de V satisfazendo as seguintes condições:

1. V s é gerado por elementos que são invariantes sob f .

2. Cada y P V ˝ é anulado por alguma iteração de f .

3. V “ V s ‘ V ˝.

V s é denominado o subespaço semisimples de V (suprimindo a dependência de f quando

o contexto seja claro).

Denotemos por H0pX ,ΩF q o espaço das diferenciais regulares sobre F “ KpX q, isto é,

H0pX ,ΩF q :“ ΩF p0q “ ∆F p0q;

Aplicando o teorema anterior ao operador de Cartier e o espaço H0pX ,ΩF q, temos:

H0pX ,ΩF q “ H0pX ,ΩF qs ‘ H0pX ,ΩF q˝,

e o seguinte corolário (SUBRAO, 1975)

Corolário. (i) H0pX ,ΩF qs é o espaço gerado pelas diferenciais logarítmicas (isso pode-

se concluir devido ao Teorema 4.1.1)

(ii) O p-posto de X coincide com a dimensão do subespaço semisimples das diferenciais

regulares.

Assim, temos a seguinte definição:
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Definição 5.0.1. Definimos o p-posto da curva X , γpX q, por:

γpX q “ dimK H0pX ,ΩF qs.

Observação 5.0.1. O corolário acima diz que o p-posto “coincide” com a dimensão do

subespaço semisimples das diferenciais regulares, isso é porque o p-posto é definido de

forma mais geral, no contexto das variedades abelianas sobre um corpo K; aqui precisamos

de uma definição que esteja relacionada com o operador de Cartier, logo, a definição acima

é a indicada. A definição geral para o p-posto de uma curva é a seguinte (TAFAZOLIAN,

2008):

Seja A uma variedade abeliana sobre um corpo K de característica p ą 0, o p-posto de A

é a quantidade de cópias de Z{pZ no grupo de pontos de ordem p em ApK̄q. Assim, se

define o p-posto de uma curva X , γpX q, como sendo o p-posto do seu Jacobiano.

Observe do Teorema 4.1.1 que

kerpCq “ tω P H0pX ,ΩF q : ω é exata u.

Definição 5.0.2. Definimos o a-número da curva X , apX q, por:

apX q :“ dimKpker Cq

Como vimos no final da seção 2.1, as diferenciais exatas formam um K-espaço vetorial,

assim, o a-número apX q está bem definido.

Observação 5.0.2. Como acontece com o p-posto, o a-número também é definido em

forma geral no contexto das variedades abelianas, como segue (GEER; VLUGT, 1992):

Seja A uma variedade abeliana sobre um corpo K de característica p ą 0, fazendo:

αp :“ SpecpKrxs{pxpqq

Se define o a-número apAq de A por:

apAq :“ dimK hompαp, Aq.

Como dito na observação anterior, precisamos relacionar o a-número com o operador de

Cartier, assim, a nossa definição é a mais útil nesse contexto.

Lembrando que dimK H0pX ,ΩF q “ gpX q, como H0pX ,ΩF q “ H0pX ,ΩF qs ‘H0pX ,ΩF q˝

e kerpCq Ď H0pX ,ΩF q˝ (segue do Teorema 5.0.1), temos que

0 ď apX q ` γpX q ď gpX q.
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No caso em que H0pX ,ΩF q é representado pela base B “ tω1, . . . , ωgu e ApX q “ paijq é a

matriz de Cartier-Manin de X , temos que o a-número apX q coincide com o co-posto de

ApX q, isto é,

apX q “ gpX q ´ postopApX qq,

para toda curva X definida sobre um corpo K de característica p ą 0.

Devido à 1{p-linearidade, o operador C
n é representado com respeito a B pela matriz:

paijqpa1{p
ij q ¨ ¨ ¨ pa1{pn´1

ij q

elevando os coeficientes das matrizes acima à pn-ésima potência, obtemos a matriz:

pap
ijqpap2

ij q ¨ ¨ ¨ papn

ij q

Se n ě g, então o posto da matriz acima não depende de n, aliás, coincide com o p-posto

γpX q da curva.

Observação 5.0.3. o p-posto de uma curva é também conhecido como o invariante de

Hasse-Witt da curva.
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6 Calculando o a-número de algumas curvas

Neste capitulo vamos considerar um corpo K algebricamente fechado e de característica

p ą 0, onde cada uma das curvas que vamos estudar está definida sobre K e tem gênero g.

6.1 Curvas hiperelípticas

Lembremos que o conjunto:

B “ tωi “ xi´1

y
dx : 1 ď i ď gu,

é uma base para as diferenciais regulares sobre uma curva hiperelíptica.

Também, como vimos atrás,

Cpxkdxq “
#

0 se p ∤ pk ` 1q
xs´1dx se k ` 1 “ ps

A continuação vamos calcular o a-número de infinitas curvas pertencentes a duas famílias

de curvas hiperelípticas.

6.1.1 Curva y2 “ xm ` 1

Seja X a curva hiperelíptica com equação afim y2 ´ xm ´ 1 “ 0.

Proposição 6.1.1. O posto do operador de Cartier sobre a curva hiperelíptica X corres-

ponde à quantidade de i1s com 1 ď i ď g (ou, equivalentemente, de ω1
is da base B) tais

que a equação módulo p:

i ` mj ” 0 (6.1)

tem solução j, com 0 ď j ď p ´ 1
2

.

Demonstração. Temos que

Cpωiq “ Cpxi´1y´1dxq “ Cpxi´1y´1ypy´pdxq “ y´1
Cpxi´1yp´1dxq.

Como y2 “ xm ` 1, então,

yp´1 “ py2q p´1

2 “ pxm ` 1q p´1

2
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onde:

pxm ` 1q p´1

2 “
p´1

2
ÿ

j“0

ˆ

p´1

2

j

˙

xmj

Assim,

Cpωiq “ y´1
C

¨

˝

p´1

2
ÿ

j“0

ˆ

p´1

2

j

˙

xmj`i´1dx

˛

‚

“ y´1
ÿ

j

a
1{p
j Cpxmj`i´1dxq

onde aj “
ˆ

p´1

2

j

˙

.

Se Cpωiq “ 0, então ωi P kerpCq, assim, se Cpωiq ‰ 0, existe pelo menos um j com

0 ď j ď p ´ 1
2

tal que Cpxmj`i´1dxq ‰ 0 e sabemos que isso é possível só se

mj ` i ´ 1 ” ´1 mod p

isto é,

mj ` i ” 0 mod p

O anterior não é suficiente, pois poderia acontecer que alguma das diferenciais Cpωrq seja

linearmente dependente das demais diferenciais Cpωiq obtendo nesse caso que o posto da

matriz do operador de Cartier é estritamente menor do previsto. Vamos mostrar então

que para cada par ωi ‰ ωr onde ambas, Cpωiq e Cpωrq, são diferenciais não nulas, tem-se

que estas ultimas são linearmente independentes.

Suponha que Cpωiq “ λCpωrq para algum λ P K não nulo, então, para cada j com

0 ď j ď p ´ 1
2

existe j0 com as mesmas condições tal que

xmj`i´1 “ xmj0`r´1

de onde, mj ` i ´ 1 “ mj0 ` r ´ 1, isto é,

mj ` i “ mj0 ` r (6.2)

Sem perda de generalidade podemos supor r ą i, assim, em (6.2) temos que r´i “ mpj´j0q.
Observe que g ă m sem importar se m é par ou ímpar, além disso, r ´ i ď g, assim, se

j ´ j0 ą 0 teríamos que r ´ i ě m ą g, por outra parte, se j ´ j0 ă 0, então r ´ i ă 0

contrariando o suposto inicial r ą i; logo, a única opção possível é j “ j0, mas, nesse caso,

teríamos r “ i. O anterior implica que para cada j com 0 ď j ď p ´ 1
2

não existe uma

solução j0 tal que a igualdade em (6.2) seja válida, portanto, Cpωiq e Cpωrq são linearmente

independentes. �
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Seja Am :“ ApX q “ paijq onde pa1{p
ij q é a matriz de Cartier-Manin da curva X .

Teorema 6.1.1. Seja m “ sp ` 1, com s ě 1, então,

1. Se s “ 2k ` 1, (equivalentemente, se m é par) então o a-número da curva X é:

apX q “ 1
2

pk ` 1qpp ´ 1q.

2. Se s “ 2k, (equivalentemente, se m é ímpar) então o a-número da curva X é:

apX q “ 1
2
kpp ´ 1q.

Demonstração. Observe que se j é uma solução da equação (6.1), então existe h com
p ´ 1

2
ď h ď p´ 1 tal que mpp´ 1 ´ hq ` i ” 0 mod p, assim, encontrar as soluções j da

equação (6.1) é equivalente a encontrar as soluções h da equação módulo p:

mpp ´ 1 ´ hq ` i ” 0 (6.3)

onde
p ´ 1

2
ď h ď p ´ 1. Como neste caso m “ sp ` 1, a equação (6.3) é equivalente à

equação módulo p:

i ” h ` 1. (6.4)

É importante observar que esta equação não depende da variável k.

Se h ě 0 é uma solução da equação acima para 1 ď i ď g, então existe ℓ P Z tal que:

i “ pℓ ` h ` 1

Como i e h são estritamente positivos, então ℓ ě 0. Assim, para o nosso propósito, é

suficiente considerar ℓ P Z`
0 .

Para a primeira parte do teorema, vamos mostrar por indução sobre k que

postopAmq “ 1
2
kpp ` 1q,

via a proposição 6.1.1. Como neste caso m é par, então g “ pm ´ 2q{2.

• Caso k “ 0: Neste caso temos que m “ p ` 1 e g “ 1
2

pp ´ 1q. Supondo ℓ como

antes, se 1 ď pℓ ` h ` 1 ď 1
2

pp ´ 1q, então, quando h ě 0, pℓ ` h ` 1 ą pℓ, assim,

se ℓ ą 0, pℓ ` h ` 1 ą p ą g, e como procuramos soluções h para (6.4) com

0 ă 1
2

pp ´ 1q ď h ď p ´ 1, a única opção possível é l “ 0.

Se ℓ “ 0, então,

i “ h ` 1,
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assim, 1 ď i ď g implica 1 ď h ` 1 ď 1
2

pp ´ 1q, isto é, 0 ď h ď 1
2

pp ´ 1q ´ 1 e essas

soluções não satisfazem a condição da proposição 6.1.1, portanto, postopAp`1q “ 0.

• Caso k “ 1: Aqui, m “ 3p ` 1 e g “ 1
2

p3p ´ 1q. Como a equação (6.4) não depende

de k, as soluções encontradas para valores menores de k são as mesmas (neste caso,

não há), assim, é suficiente achar as possíveis soluções para
1
2

pp` 1q ď i ď 1
2

p3p´ 1q,

isto é, estamos interessados nas soluções h com
1
2

pp´ 1q ď h ď p´ 1 para as quais:

1
2

pp ` 1q ď pℓ ` ph ` 1q ď 1
2

p3p ´ 1q, (6.5)

onde ℓ P Z`
0 . Como h ` 1 ą 0, então,

pℓ ă pℓ ` ph ` 1q ď 1
2

p3p ´ 1q ă 3
2
p

assim, 0 ď l ă 3{2, isto é, os possíveis valores para ℓ são: ℓ “ 0 e ℓ “ 1.

Se ℓ “ 0, em (6.5) tem-se:

1
2

pp ´ 1q ď h ď 3
2

pp ´ 1q

Assim, as possíveis soluções satisfazendo as condições requeridas são:
"

h “ p ´ 1
2

` r : 0 ď r ď p ´ 1
2

*

.

Se ℓ “ 1 em (6.5) tem-se:

´1
2

pp ` 1q ď h ď 1
2

pp ´ 1q ´ 1,

portanto, para este caso não há soluções com as condições procuradas.

Segue que para
1
2

pp ` 1q ď i ď 1
2

p3p ´ 1q, a equação (6.4) tem
p ` 1

2
soluções h;

como a cada solução corresponde um único i, segue da proposição 6.1.1 que:

postopA3p`1q “ 1
2

pp ` 1q

• Caso geral: Suponha que k ě 2 e

postopAp2k´1qp`1q “ pk ´ 1qpp ` 1q
2

.

Pelo mesmo argumento exposto no caso anterior, é suficiente achar as soluções

da equação (6.4) para
p2k ´ 1qp ` 1

2
ď i ď p2k ` 1qp ´ 1

2
, pois, a quantidade de

soluções quando 1 ď i ď p2k ´ 1qp ´ 1
2

está consignada na hipótese indutiva acima.
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O anterior significa que estamos interessados nas soluções h com
1
2

pp´1q ď h ď p´1

para as quais:

p2k ´ 1qp ` 1
2

ď pℓ ` ph ` 1q ď p2k ` 1qp ´ 1
2

, (6.6)

onde ℓ P Z`
0 . Como h ` 1 ą 0, então,

pℓ ă pℓ ` ph ` 1q ď p2k ` 1qp ´ 1
2

ă p2k ` 1qp
2

,

logo, ℓ ă 2k ` 1
2

. Por outra parte,

2k ´ 1
2

p ă p2k ´ 1qp ` 1
2

ď pℓ ` ph ` 1q,

de onde,
2k ´ 1

2
p ´ ph ` 1q ă pℓ,

assim, como h ` 1 ď p, então,
2k ´ 3

2
p “ 2k ´ 1

2
p ´ p ă pℓ, portanto, ℓ ą 2k ´ 3

2
.

Como
2k ´ 3

2
e

2k ´ 1
2

não são inteiros, concluímos que k ´ 1 ď ℓ ď k, isto é,

ℓ P tk ´ 1, ku.

Se ℓ “ k ´ 1, em (6.6) tem-se:

1
2

pp ´ 1q ď h ď 3
2

pp ´ 1q,

como p ´ 1 ă 3
2

pp ´ 1q, h pode tomar todos os valores entre
1
2

pp ´ 1q e p ´ 1, isso

significa que para este caso há
1
2

pp ` 1q soluções da equação inicial.

Se ℓ “ k, em (6.6) tem-se:

´1
2

pp ` 1q ď h ď 1
2

pp ´ 1q ´ 1,

portanto, para este caso não há soluções com as condições procuradas.

Segue que para
p2k ´ 1qp ` 1

2
ď i ď p2k ` 1qp ´ 1

2
, a equação (6.4) tem

p ` 1
2

soluções h; da hipótese indutiva e da proposição 6.1.1 concluímos que:

postopAp2k`1qp`1q “ pk ´ 1qpp ` 1q
2

` 1
2

pp ` 1q “ kpp ` 1q
2

.

Como apX q “ gpX q ´ postopAmq, então,

apX q “ p2k ` 1qp ´ 1
2

´ kpp ` 1q
2

“ pk ` 1qpp ´ 1q
2

.
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Para a segunda parte do teorema, vamos mostrar por indução sobre k que novamente

postopAmq “ 1
2
kpp ` 1q,

via a proposição 6.1.1. Como neste caso m é ímpar, então g “ pm ´ 1q{2.

• Caso k “ 1: para k “ 1 temos que m “ 2p ` 1 e g “ p. Lembremos que buscamos

as soluções h de (6.4) com
1
2

pp ´ 1q ď h ď p ´ 1 para as quais 1 ď i ď g, assim, se

ℓ P Z`
0 é tal que i “ pℓ ` ph ` 1q, então,

1 ď pℓ ` ph ` 1q ď p.

Se h ` 1 ą 0, para que a desigualdade acima seja válida, a única opção possível é

ℓ “ 0, o que implica 0 ď h ď p ´ 1, logo, para este caso, há
1
2

pp ` 1q soluções h da

equação inicial, isto é,

postopA2p`1q “ 1
2

pp ` 1q.

• Caso k “ 2: Aqui, m “ 4p ` 1 e g “ 2p; sob o mesmo argumento usado na primeira

parte do teorema, vemos que é suficiente buscar as soluções da equação (6.4) para

as que p ` 1 ď i ď 2p, isto é,

p ` 1 ď pℓ ` ph ` 1q ď 2p. (6.7)

Se h ` 1 ą 0, temos que pℓ ă pℓ ` ph ` 1q ă 2p, assim, ℓ ă 2, portanto, ℓ P t0, 1u.

Se ℓ “ 0, segue de (6.7) que p ď h ď 2p´ 1, logo, neste caso não há soluções com as

condições procuradas.

Se ℓ “ 1, segue de (6.7) que

0 ď h ď p ´ 1,

Obtendo, como no caso anterior,
1
2

pp ` 1q soluções h da equação inicial; logo,

postopA4p`1q “ 1
2

pp ` 1q ` 1
2

pp ` 1q “ p ` 1.

• Caso geral: Suponha que k ě 3 e

postopA2pk´1qp`1q “ 1
2

pk ´ 1qpp ` 1q.

Observe que se m “ 2kp ` 1, então g “ kp. Pela hipótese indutiva, basta encontrar

as soluções h de (6.4) para pk ´ 1qp ` 1 ď i ď kp, isto é, queremos saber quantos

valores h com
1
2

pp ´ 1q ď h ď p ´ 1 satisfazem:

pk ´ 1qp ` 1 ď pℓ ` ph ` 1q ď kp. (6.8)
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Se h ` 1 ą 0, então,

pℓ ă pℓ ` ph ` 1q ď kp,

segue que ℓ ă k. Por outra parte,

pk ´ 1qp ă pk ´ 1qp ` 1 ď pℓ ` ph ` 1q,

de onde,

pk ´ 1qp ´ ph ` 1q ă pℓ,

assim, como h ` 1 ď p, então, pk ´ 2qp “ pk ´ 1qp ´ p ă pℓ, portanto, ℓ ą k ´ 2, o

que significa que ℓ “ k ´ 1.

Com o anterior, segue de (6.8) que 0 ď h ď p ´ 1, obtendo, como no caso anterior,
1
2

pp ` 1q soluções. Finalmente, do anterior e a hipótese indutiva concluímos que:

postopA2kp`1q “ 1
2

pk ´ 1qpp ` 1q ` 1
2

pp ` 1q “ 1
2
kpp ` 1q.

Como apX q “ gpX q ´ postopAmq, então,

apX q “ kp ´ kpp ` 1q
2

“ kpp ´ 1q
2

.

�

6.1.2 Curva y2 “ xm ` x

Agora seja X a curva hiperelíptica com equação afim y2 ´ xm ´ x “ 0.

Proposição 6.1.2. O posto do operador de Cartier sobre a curva hiperelíptica X corres-

ponde à quantidade de i1s com 1 ď i ď g (ou, equivalentemente, de ω1
is da base B) tais

que a equação módulo p:

pm ´ 1qj ` i ” 0 (6.9)

tem solução j, com 0 ď j ď p ´ 1
2

.

Demonstração. Análogo ao feito na proposição 6.1.1 vemos que se ωi P B, então Cpωiq “
y´1

Cpxi´1yp´1dxq onde,

yp´1 “ x
p´1

2 pxm ` 1q p´1

2 ,

portanto,

Cpωiq “ y´1

p´1

2
ÿ

j“0

bjCpxpm´1qj`i´1dxq.

Se Cpωiq ‰ 0, existe pelo menos um j com 0 ď j ď p ´ 1
2

tal que Cpxpm´1qj`i´1dxq ‰ 0 e

sabemos que isso é possível só se

pm ´ 1qj ` i ´ 1 ” ´1 mod p
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isto é,

pm ´ 1qj ` i ” 0 mod p

Falta mostrar que se ωi e ωr são elementos distintos de B, para os que Cpωiq e Cpωrq são

diferenciais não nulas, então estas ultimas são linearmente independentes.

Suponha que existe λ P K não nulo tal que Cpωiq “ λCpωrq, então, para cada j com

0 ď j ď p ´ 1
2

existe j0 com as mesmas condições tal que

xpm´1qj`i´1 “ xpm´1qj0`r´1

de onde, pm ´ 1qj ` i ´ 1 “ pm ´ 1qj0 ` r ´ 1, isto é,

pm ´ 1qj ` i “ pm ´ 1qj0 ` r (6.10)

Como m ą 1, um argumento idêntico ao da proposição 6.1.1 mostra que não é possível

encontrar j0 que valide a equação (6.10) para cada j, portanto, Cpωiq e Cpωrq são linear-

mente independentes. �

Seja Am :“ ApX q “ paijq onde pa1{p
ij q é a matriz de Cartier-Manin da curva X .

Teorema 6.1.2. Se m “ sp com s ě 1, então o a-número da curva X é:

apX q “ 1
2

pk ` 1qpp ´ 1q.

Demonstração. Vamos mostrar o teorema quando m é par, isto é, quando s “ 2k com

k ě 1, a prova do caso m ímpar é completamente análoga.

Observe que para m “ sp a equação (6.9) na proposição anterior é equivalente à equação

módulo p:

i ” j (6.11)

Se j é uma solução desta equação, então existe ℓ P Z tal que:

i “ pℓ ` j

para i ě 0, tem-se j ě pp´ℓq, assim, se ℓ ă 0, então j ě p; como buscamos as soluções

com 0 ď j ď 1
2

pp ´ 1q, então podemos considerar ℓ P Z`
0 .

• Caso k “ 1: Aqui, m “ 2p e g “ p ´ 1. Procuramos as soluções j da equação (6.11)

com 0 ď j ď p ´ 1
2

para as quais 1 ď i ď g, assim, se ℓ é como acima, queremos que

1 ď pℓ ` j ď p ´ 1
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Como j ě 0, temos que

pℓ ď pℓ ` j ď p ´ 1 ă p

assim, ℓ ă 1, isso significa que ℓ “ 0.

Se ℓ “ 0, temos que i “ j, logo Cpxpm´1qi`i´1q ‰ 0, isto é, Cpxmi´1q ‰ 0, que

contradiz a propriedade C5 do operador de Cartier C. Concluímos que não existem

soluções da equação na proposição 6.1.2 com as condições requeridas, assim, a mesma

proposição permite afirmar que postopA2pq “ 0.

• Caso k “ 2: para este caso, m “ 4p e g “ 2p ´ 1. Como a equação que estamos

analisando não depende da variável k, as soluções encontradas atrás continuam

sendo soluções para este caso, assim, é suficiente encontrar a quantidade de soluções

satisfazendo:

p ď pℓ ` j ď 2p ´ 1; (6.12)

Como j ě 0, temos que pℓ ă 2p, assim, ℓ ă 2.

Observe que se ℓ “ 0, de acordo com (6.12) as soluções j satisfazem p ď j ď 2p´ 1,

portanto não são de nosso inteires. Falta analisar que acontece quando ℓ “ 1; neste

caso, em (6.12) teríamos:

0 ď j ď p ´ 1,

obtendo
1
2

pp ` 1q possíveis soluções j.

• Caso geral: Suponha que k ě 3 e que

postopA2pk´1qpq “ 1
2

pk ´ 2qpp ` 1q

pelo argumento dado no caso anterior, é suficiente encontrar as soluções de (6.11)

para as quais:

pk ´ 1qp ď pℓ ` j ď kp ´ 1; (6.13)

para j ě 0, tem-se pℓ ď pℓ ` j ă kp, assim, ℓ ă k.

Observe que se ℓ ă k ´ 1, então k ´ 1 ´ ℓ ą 0 e de (6.13) segue que

p ă pk ´ 1 ´ ℓqp ď j ď pk ´ ℓqp ´ 1

o que significa que podemos descartar esses valores de ℓ, logo, ℓ “ k ´ 1 é a única

opção possível; de acordo com (6.13), quando ℓ “ k´1, temos 0 ď j ď p´1, obtendo
1
2

pp ` 1q possíveis soluções j com as condições desejadas.

Da hipótese indutiva segue que:

postopAmq “ 1
2

pk ´ 2qpp ` 1q ` 1
2

pp ` 1q “ 1
2

pk ´ 1qpp ` 1q.

Como apX q “ gpX q ´ postopAmq e g “ 1
2

pm ´ 2q, então,

apX q “ pkp ´ 1q ´ pk ´ 1qpp ` 1q
2

“ pk ` 1qpp ´ 1q
2

.

�
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6.2 Curva de Fermat

Como foi demonstrado no corolário 4.3, para as curvas planas não singulares com equação

afim fpx, yq “ 0, o conjunto:

B
1 “

"

xiyj

fy

dx : 0 ď i ` j ď n ´ 3
*

é uma base para as diferenciais regulares sobre a curva.

Como vimos no primeiro capitulo, Fn é uma curva não singular com equação afim:

F : Xn ` Y n ´ 1 “ 0,

assim, o conjunto

BF “
"

xiyj

nyn´1
dx : 0 ď i ` j ď n ´ 3

*

é uma base para as diferenciais regulares sobre Fn.

Proposição 6.2.1. O posto do operador de Cartier sobre a curva de Fermat Fn corresponde

ao número de pares pi, jq com i ` j ď n ´ 3 tal que o sistema de congruências módulo p:

#

npp ´ 1 ´ hq ` i ” p ´ 1

nk ` j ” p ´ 1
(6.14)

tem uma solução ph, kq para 0 ď h ď p ´ 1 e 0 ď k ď h.

Demonstração. Seja ωi,j um elemento da base BF . Suponha que Cpωi,jq ‰ 0.

Como ωi,j “ ph{Fyqdx onde h “ xiyj, então, Cpωi,jq “ ∇pF p´1hq1{pdx{Fy e segue que

Cpωi,jq ‰ 0 ô ∇pF p´1hq ‰ 0. p˚q

Temos que F p´1h “ pxn ` yn ´ 1qp´1xiyj, onde:

pxn ` yn ´ 1qp´1 “
p´1
ÿ

h“0

ˆ

p ´ 1
h

˙

xnpp´1´hqpyn ´ 1qh

“
p´1
ÿ

h“0

h
ÿ

k“0

ˆ

p ´ 1
h

˙ˆ

h

k

˙

p´1qh´kxnpp´1´hqynk

Assim,

∇ppxn ` yn ´ 1qp´1xiyjq “
ÿ

i,j

bi,jx
npp´1´hq`i´pp´1qynk`j´pp´1q
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logo, de p˚q segue que existem s, r P Z tal que
#

npp ´ 1 ´ hq ` i ´ pp ´ 1q “ ps

nk ` j ´ pp ´ 1q “ pr

que é equivalente a
#

npp ´ 1 ´ hq ` i ” p ´ 1 mod p

nk ` j ” p ´ 1 mod p

onde 0 ď h ď p ´ 1 e 0 ď k ď h.

Falta provar que se pi, jq ‰ pi0, j0q são tais que Cpωi,jq ‰ 0 e Cpωi0,j0
q ‰ 0, então,

Cpωi,jq ‰ λCpωi0,j0
q para todo λ P Kzt0u.

Suponha que Cpωi,jq “ λCpωi0,j0
q para algum λ P K não nulo. Como ambos Cpωi,jq e

Cpωi0,j0
q são não nulas, existem soluções ph, kq e ph0, k0q do sistema de congruências acima,

para pi, jq e pi0, j0q respectivamente. Por outra parte, como Cpωi,jq “ ∇pF p´1xiyjq1{pdx{Fy “
λ∇pF p´1xi0yj0q1{pdx{Fy, então,

∇pF p´1xiyjqdx{Fy “ λp
∇pF p´1xi0yj0qdx{Fy

isso significa que

xnpp´1´hq`i´pp´1q “ xnpp´1´h0q`i0´pp´1q e ynk`j´pp´1q “ yn0k`j0´pp´1q

portanto,
#

i ´ nh “ i0 ´ nh0 p1q
nk ` j “ nk0 ` j0 p2q

como pi, jq ‰ pi0, j0q, existem três possibilidades:

(I) i “ i0 e j ‰ j0.

(II) i ‰ i0 e j “ j0.

(III) i ‰ i0 e j ‰ j0.

Para (I), temos que h ‰ h0, assim, podemos supor h ą h0; na equação (1) temos que

i ´ i0 “ nph ´ h0q ě n, mas sabemos que i ´ i0 ď n ´ 3.

Para (II), temos que k ‰ k0; supondo k ą k0, da equação (2) segue que j´j0 “ npk´k0q ě n

e sabemos que j ´ j0 ď n ´ 3.

Para (III), suponha h ą h0; da equação (2) segue que k ´ k0 ă 0. Somando as equações

(1) e (2) obtemos:

i ` j “ nph ´ h0q ` npk0 ´ kq ` i0 ` j0
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onde h ´ h0 ą 0, k0 ´ k ą 0 e i0 ` j0 ě 0, assim, i ` j ě 2n e sabemos que i ` j ď n ´ 3.

Concluímos que não existem duplas ph0, k0q com 0 ď k0 ď h0 ď p ´ 1 satisfazendo as

equações (1) e (2), assim, Cpωi,jq e Cpωi0,j0
q são linearmente independentes, concluindo

que a cada solução ph, kq do sistema no enunciado corresponde uma única dupla pi, jq com

i ` j ď n ´ 3, isto prova a proposição. �

Teorema 6.2.1. Se n “ sp ` 1, com s ě 1, o a- número da curva de Fermat é:

apFnq “ 1
4
sps ` 1qppp ´ 1q.

Demonstração. Seja Asp`1 a p-ésima potência da matriz de Cartier-Manin da curva de

Fermat Fsp`1. Fazendo uso da proposição 6.2.1, vamos mostrar que

postopAsp`1q “ 1
4
sps ´ 1qppp ` 1q

por meio da indução sobre s ě 1.

Antes de começar o procedimento, observe que para n “ sp` 1, o sistema de congruências

em (6.14) é equivalente ao sistema módulo p:
#

i ” h

j ” p ´ 1 ´ k
(6.15)

e esse sistema não depende da variável s.

Se as equações do sistema (6.15) tem solução para 0 ď k ď h ď p ´ 1, então existem

ℓ,m P Z tais que
i “ pℓ ` h

j “ ppm ` 1q ´ k ´ 1

Como i, j ě 0, temos que h ě pp´ℓq e ´pk` 1q ě ´ppm` 1q, assim, se ℓ ă 0 teríamos que

h ě pp´ℓq ě p, da mesma forma, se m ă 0, teríamos ´pk ` 1q ě ´ppm ` 1q ě 0 e esse

valores não correspondem aos valores que podem tomar h e k como soluções do sistema

de congruências acima; dessa forma, de existir as soluções ao sistema, vamos considerar

sempre ℓ,m P Z`
0 .

• Caso s “ 1. Aqui, n “ p ` 1 e de acordo com a proposição 6.2.1, procuramos a

quantidade de pares pi, jq com 0 ď i` j ď p´ 2 tais que o sistema (6.15) tem solução

ph, kq módulo p para 0 ď k ď h ď p ´ 1.

Observe que se ℓ ą 0, como h ě 0, então pℓ ` h ě p, isto é, i ě p, da mesma forma,

se m ą 0, ppm` 1q ´ pk ` 1q ě pm ě p, isso significa que j ě p, e como procuramos

os pares pi, jq com i` j ď p´ 2, concluímos que a única opção possível é ℓ “ m “ 0.

Se ℓ “ m “ 0, então,
#

i “ h

j “ p ´ k ´ 1
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e nesse caso temos que

i ` j “ pp ´ 1q ` ph ´ kq

Como precisamos que i ` j ď p ´ 2, então,

i ` j “ pp ´ 1q ` ph ´ kq ď p ´ 2

isso implica

h ´ k ď ´1

e o conjunto solução que procuramos satisfaz h´k ď 0, assim, o sistema de congruên-

cias (6.15) não possui soluções nos intervalos requeridos. Portanto, postopApq “ 0

como queríamos mostrar.

Vamos ilustrar mais um caso particular.

• Caso s “ 2. Aqui temos n “ 2p ` 1 e i ` j ď 2p ´ 2. Como mencionamos antes, o

sistema acima não depende de s, isso implica que na medida que s varia, as soluções

achadas para valores menores de n (que depende de s) não são afetadas por essa

variação, assim, como no caso anterior vimos que o sistema não tem soluções para

i ` j ď p ´ 2, basta determinar se tem soluções para p ´ 1 ď i ` j ď 2p ´ 2, e, no

caso de ter, contar quantas há.

Consideremos o sistema (6.15), e sejam ℓ,m P Z`
0 tais que

i “ pℓ ` h

j “ ppm ` 1q ´ k ´ 1

então, i ` j “ pℓ ` m ` 1qp ` h ´ k ´ 1; como só procuramos as soluções para as

quais p ´ 1 ď i ` j ď 2p ´ 2, então,

p ď pℓ ` m ` 1qp ` ph ´ kq ď 2p ´ 1. (6.16)

Como h ´ k ě 0, então,

pℓ ` m ` 1qp ď pℓ ` m ` 1qp ` ph ´ kq ď 2p ´ 1 ă 2p

e segue que ℓ`m ă 1; por outra parte, como ℓ,m P Z`
0 , temos que ℓ`m ě 0, assim,

neste caso só é possível ℓ ` m “ 0, o que significa que ℓ “ m “ 0.

De acordo ao anterior, em (6.16) temos que

p ď p ` ph ´ kq ď 2p ´ 1,
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de onde, 0 ď h ´ k ď p ´ 1; segue que h e k podem tomar todos os valores para

os que 0 ď k ď h ď p ´ 1. Observe que para cada 0 ď r ď p ´ 1 tal que h “ r,

podemos encontrar r ` 1 possíveis valores para k satisfazendo 0 ď h ´ k ď p ´ 1,

assim, encontramos 1 ` 2 ` ¨ ¨ ¨ `p “ ppp` 1q{2 possíveis duplas ph, kq que satisfazem

o sistema (6.15), e claramente, para cada uma dessas soluções existe uma única

dupla pi, jq satisfazendo as condições da proposição 6.2.1, isso permite concluir que

postopA2p`1q “ 1
2
ppp ` 1q

.

• Caso geral: suponha s ě 3. Vamos tomar como hipótese indutiva que

postopAkp`1q “ 1
4
kpk ´ 1qppp ` 1q

para todo k ď s ´ 1 e vamos mostrar que

postopAsp`1q “ 1
4
sps ´ 1qppp ` 1q

usando o mesmo argumento do caso s “ 2 vemos que é suficiente encontrar as

soluções do sistema (6.15) quando ps ´ 1qp ´ 1 ď i ` j ď sp ´ 2.

Sejam ℓ,m P Z`
0 tais que

i “ pℓ ` h

j “ ppm ` 1q ´ k ´ 1

Segue que

ps ´ 1qp ď pℓ ` m ` 1qp ` ph ´ kq ď sp ´ 1. (6.17)

Como h ´ k ď p ´ 1, então, ps ´ 1qp ´ ph ´ kq ě ps ´ 1qp ´ pp ´ 1q, assim,

ps ´ 2qp ă ps ´ 1qp ´ ph ´ kq ď pℓ ` m ` 1qp

e temos que ℓ ` m ě s ´ 2. Por outra parte, como h ´ k ě 0, então,

pℓ ` m ` 1qp ď pℓ ` m ` 1qp ` ph ´ kq ď sp ´ 1 ă sp

assim, ℓ ` m ` 1 ă s, isto é, ℓ ` m ď s ´ 2. Concluímos que ℓ ` m “ s ´ 2.

Substituindo o valor de ℓ ` m em (6.17) temos

ps ´ 1qp ď ps ´ 1qp ` ph ´ kq ď sp ´ 1

segue que 0 ď h ´ k ď p ´ 1. O anterior significa que para cada par pℓ,mq com

ℓ ` m “ s ´ 2, todos os possíveis pares ph, kq com 0 ď k ď h ď p ´ 1 satisfazem

o sistema (6.15); assim, se pℓ,mq é um desses pares, ele tem associados
1
2
ppp ` 1q

pares (a mesma contagem feita para o caso s=2 com pℓ,mq “ p0, 0q). Falta saber

quantos possíveis pares pℓ,mq podem-se formar com a condição ℓ ` m “ 2, vejamos:
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ℓ m

0 s ´ 2

1 s ´ 1
...

...

s ´ 2 0

Isso significa que temos s ´ 1 possíveis pares pℓ,mq com ℓ,m P Z`
0 satisfazendo a

condição desejada, portanto, existem
1
2

ps ´ 1qppp ` 1q pares ph, kq que são solução

do sistema (6.15) com ps ´ 1qp ´ 1 ď i ` j ď sp ´ 2.

Fazendo uso da hipótese indutiva concluímos que:

postopAsp`1q “ 1
4

ps ´ 1qps ´ 2qppp ` 1q ` 1
2
sps ´ 1qppp ` 1q “ 1

4
sps ´ 1qppp ` 1q

Agora, por definição sabemos que apFnq “ gpFnq ´ postopAnq, assim,

apFsp`1q “ 1
2
sppsp ´ 1q ´ 1

4
spps ´ 1qpp ` 1q

“ 1
4
sps ` 1qppp ´ 1q

�

Teorema 6.2.2. Se n “ sp ´ 1, com s ě 1, o a-número da curva de Fermat, Fn é:

apFnq “ 1
4
sps ´ 1qppp ´ 1q.

Demonstração. Seja Asp´1 a p-ésima potência da matriz de Cartier-Manin da curva de

Fermat Fsp´1. Vamos mostrar que

postopAsp´1q “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

1
2

pp ´ 2qpp ´ 3q, s “ 1,

1
2

pp ´ 2qpp ´ 3q ` ppp ´ 2q, s “ 2,

3pp ´ 1q2 ` 1
4
prpp ` 1qs2 ` pp ´ 11qs ´ 12pp ´ 2qs, s ě 3.

O último desses casos por indução sobre s.

Se n “ sp´ 1, o sistema de equações na proposição 6.2.1 é equivalente ao sistema módulo

p:

#

i ” ´ph ` 2q
j ” k ´ 1

(6.18)
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Se o sistema acima tem solução, então existem ℓ,m P Z tais que:

i “ pℓ ´ ph ` 2q
j “ pm ` k ´ 1

Como i, j ě 0, temos que h ` 2 ď pℓ e k ´ 1 ě pp´mq, assim, se ℓ ď 0 e m ă 0 então,

h ` 2 ă 0 e k ´ 1 ě p, assim, para o nosso propósito consideramos ℓ P Z` e m P Z`
0 .

• s “ 1. Neste caso, n “ p ´ 1 e 0 ď i ` j ď p ´ 4.

Sejam ℓ P Z` e m P Z`
0 satisfazendo as equações acima; Observe que se k ě 0, então,

j “ pm` k ´ 1 ě pm´ 1, assim, se m ą 0, então, j ě p´ 1 ą p´ 4. Analogamente,

se h ď p´ 1, temos que ´ph` 2q ě ´pp` 1q e i “ pℓ´ ph` 2q ě ppℓ´ 1q ` 1, assim,

se ℓ ě 2, temos que i ě p ´ 1 ą p ´ 4; com isso, podemos descartar esses valores de

ℓ e m, obtendo como única possível dupla pℓ,mq “ p1, 0q. Segue que

i “ p ´ ph ` 2q
j “ k ´ 1

Assim, se i ` j ď p ´ 4, então, 0 ď p ´ ph ´ k ` 1q ď p ´ 4, que é equivalente

a que 3 ď h ´ k ď p ´ 1. Se 3 ď r ď p ´ 1 é tal que h “ r, então temos r ´ 2

possíveis valores para k que satisfazem 3 ď h ´ k ď p ´ 1, isso significa que há

1 ` 2 ` ¨ ¨ ¨ ` p ´ 3 “ 1
2

pp ´ 3qpp ´ 2q duplas ph, kq com essa propriedade. Como a

cada dupla ph, kq corresponde uma única dupla pi, jq, concluímos que

postopAp ´ 1q “ 1
2

pp ´ 3qpp ´ 2q.

Segue que

apFp´1q “ 0.

• s “ 2. Neste caso, n “ 2p ´ 1. Queremos achar as soluções do sistema (6.18)

para p ´ 3 ď i ` j ď 2p ´ 4. considere ℓ P Z` e m P Z`
0 como acima. Se ℓ ě 3,

então i ě 2p ´ 1 ą 2p ´ 4, que não satisfazem o procurado; segue que ℓ P t1, 2u.

Analogamente, se m ě 2, então j ě 2p ´ 1 ą 2p ´ 4, portanto, m P t0, 1u.

Como i ` j “ ppℓ ` mq ´ ph ´ kq ´ 3, precisamos para ph, kq:

p ď ppℓ ` mq ´ ph ´ kq ď 2p ´ 1, (6.19)

onde os possíveis valores para ℓ ` m são: ℓ ` m “ 1, ℓ ` m “ 2 e ℓ ` m “ 3.

Vamos estudar a possível quantidade de pares de soluções ph, kq (com sua respectiva

restrição) para cada um dos casos anteriores:
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1. ℓ ` m “ 3: Neste caso, a desigualdade (6.19) é equivalente à desigualdade:

p ` 1 ď h ´ k ď 2p,

e sabemos que as soluções procuradas satisfazem 0 ď h ´ k ď p ´ 1.

2. ℓ ` m “ 2: Aqui, a desigualdade em (6.19) é equivalente a:

1 ď h ´ k ď p,

as possíveis duplas pℓ,mq são p1, 1q e p2, 0q.
No caso pℓ,mq “ p1, 1q temos que i “ p´ph`2q; observe que se h “ p´1, então

i “ ´1, assim, os possíveis valores para h que satisfazem a desigualdade acima

estão entre 1 ď h ď p ´ 2 e não temos restrições para k, assim, quando h “ r

(com 1 ď r ď p´2), existem r valores possíveis para k tal que 1 ď h´k ď p´2,

obtendo
1
2

pp ´ 2qpp ´ 1q possíveis soluções ao sistema inicial.

No caso pℓ,mq “ p2, 0q, temos i “ 2p ´ ph ` 2q e j “ k ´ 1, assim, se h “ 1,

então i “ 2p ´ 3 e precisamos as soluções para as que i, j ď 2p ´ 4, assim,

podemos considerar 2 ď h ď p´ 1, além do anterior, se k “ 0, teríamos j “ ´1,

assim, só consideramos os valores de k para os quais 1 ď k ď h´1, encontrando
1
2

pp ´ 2qpp ´ 1q possíveis soluções para o sistema inicial. Portanto, para o caso

ℓ ` m “ 2, existem pp ´ 2qpp ´ 1q duplas ph, kq que são solução do sistema

inicial sob a respectivas restrições.

3. ℓ ` m “ 1: neste caso, a desigualdade (6.19) é equivalente a

´pp ´ 1q ď h ´ k ď 0

deixando como única opção possível aquelas duplas ph, kq onde h “ k. Observe

que ℓ`m “ 1 implica que pℓ,mq “ p1, 0q, assim, como vimos acima, as restrições

para h e k são 0 ď h ď p ´ 2 e 1 ď k ď p ´ 1 respectivamente. Com isso,

obtemos p ´ 2 possíveis duplas ph, kq com h “ k.

Dos três casos acima obtemos um total de pp´ 1qpp´ 2q ` pp´ 2q “ ppp´ 2q soluções

ph, kq para o sistema (6.18) com p ´ 3 ď i ` j ď 2p ´ 4, sabemos que a cada uma

dessas duplas corresponde uma única dupla pi, jq com a restrição acima; logo, com

as soluções encontradas no caso s “ 1, obtemos, via a proposição 6.2.1 que:

postopA2p´1q “ 1
2

pp ´ 2qpp ´ 3q ` ppp ´ 2q

Logo,

apF2p´1q “ 1
2

p2p ´ 2qp2p ´ 3q ´ 1
2

pp ´ 2qpp ´ 3q ´ ppp ´ 2q

“ 1
2
ppp ´ 1q.
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Finalmente, vamos mostrar usando indução que para todo s ě 3, tem-se:

postopAsp´1q “ 3pp ´ 1q2 ` 1
4
prpp ` 1qs2 ` pp ´ 11qs ´ 12pp ´ 2qs.

Como caso inicial mostramos que o resultado é válido para s “ 3: Precisamos encontrar as

soluções para o sistema (6.18) onde 2p´ 3 ď i` j ď 3p´ 4 (lembramos que o sistema não

depende da variação de s, isso significa que as soluções encontradas nos casos anteriores

continuam sendo válidas).

Sejam, ℓ P Z` e m P Z`
0 como antes. Aqui temos que i, j ď 3p ´ 4, assim, se m ď 3 temos

que j “ pm ` pk ´ 1q ě pm ´ 1 ě 3p ´ 1 ą 3p ´ 4; da mesma forma, se ℓ ě 4, então,

i “ pℓ ´ ph ` 2q ě pℓ ´ pp ` 1q ě 3p ´ 1 ą 3p ´ 4. Segue que ℓ P t1, 2, 3u e m P t0, 1, 2u.

Como i ` j “ ppℓ ` mq ´ ph ´ kq ´ 3, precisamos para ph, kq:

2p ď ppℓ ` mq ´ ph ´ kq ď 3p ´ 1, (6.20)

Sabemos que ℓ`m P t1, 2, 3, 4, 5u. Queremos analisar as possibilidades para h, k em (6.20)

dependendo do valor de ℓ ` m.

Se ℓ ` m “ 5 ou ℓ ` m “ 4, em (6.20) queda que

2p ` 1 ď h ´ k ď 3p

e

p ` 1 ď h ´ k ď 2p,

respectivamente, e sabemos que as soluções procuradas satisfazem 0 ď h ´ k ď p ´ 1.

Se ℓ ` m “ 3, em (6.20) temos que

1 ď h ´ k ď p

As possíveis duplas pℓ,mq são: p1, 2q, p2, 1q e p3, 0q. Vamos analisar os possíveis valores

para h e k nesses três casos:

• pℓ,mq “ p1, 2q; para esse caso, i “ p´ ph` 2q e j “ 2p` k´ 1, um raciocínio similar

ao do caso s “ 2 (especificamente quando ℓ ` m “ 2) mostra que 1 ď h ď p ´ 2 e

0 ď k ď p ´ 3. Logo, a quantidade de possíveis soluções do sistema inicial para este

caso é:
1
2

pp ´ 2qpp ´ 1q.

• pℓ,mq “ p2, 1q; aqui, i “ 2p´ ph` 2q e p` k´ 1, é fácil ver que neste caso não temos

restrições tanto para h quanto para k. Logo, a quantidade de possíveis soluções do

sistema inicial para este caso é:
1
2
ppp ´ 1q.

• pℓ,mq “ p3, 0q; neste caso, i “ 3p´ 4 e j “ k´ 1, assim, o mesmo raciocínio que nos

anteriores casos mostra que 2 ď h ď p ´ 1 e 1 ď k ď h ´ 1. Logo, a quantidade de

possíveis soluções do sistema inicial para este caso é:
1
2

pp ´ 2qpp ´ 1q.
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Se ℓ ` m “ 2, em (6.20) temos que

´pp ´ 1q ď h ´ k ď 0

As possíveis duplas pℓ,mq são: p1, 1q e p2, 0q. Vamos analisar os possíveis valores para h e

k nesses dois casos:

• pℓ,mq “ p1, 1q, nesse caso i “ p´ ph` 2q e p` k ´ 1; segue que 0 ď h ď p´ 2 e não

há restrições para k. Logo a quantidade de possíveis soluções do sistema inicial para

este caso é: p ´ 1.

• pℓ,mq “ p2, 0q: aqui temos i “ 2p ´ ph ` 2q e j “ k ´ 1,; segue que 1 ď k ď p ´ 1 e

não há restrições para h. Logo a quantidade de possíveis soluções do sistema inicial

para este caso é: p ´ 1.

Se ℓ ` m “ 1, em (6.20) temos que

´p2p ´ 1q ď h ´ k ď ´p,

e sabemos que as soluções procuradas satisfazem 0 ď h ´ k ď p ´ 1.

Vamos fazer a contagem das soluções obtidas:

Para ℓ`m “ 3 obtivemos pp´ 1qpp´ 2q ` 1
2
ppp´ 1q soluções e para ℓ`m “ 2 obtivemos

2pp´1q soluções, o que significa que obtivemos um total de 2pp´1q`pp´1qpp´2q` 1
2
ppp´1q

soluções para o sistema inicial com as restrições requeridas. Segue que

postopA3p´1q “ 1
2

pp ´ 2qpp ´ 3q ` ppp ´ 2q ` 2pp ´ 1q ` pp ´ 1qpp ´ 2q ` 1
2
ppp ´ 1q

“ 3pp ´ 1q2.

Agora, suponha s ě 4. Vamos tomar como hipótese indutiva que

postopAkp´1q “ 3pp ´ 1q2 ` 1
4
prpp ` 1qk2 ` pp ´ 11qk ´ 12pp ´ 2qs,

para todo k ď s ´ 1 e vamos mostrar que

postopAsp´1q “ 3pp ´ 1q2 ` 1
4
prpp ` 1qs2 ` pp ´ 11qs ´ 12pp ´ 2qs.

Vamos contar as soluções do sistema (6.18) quando ps ´ 1qp ´ 3 ď i ` j ď sp ´ 4.

Sejam ℓ,m como antes; Como i ` j “ ppℓ ` mq ´ ph ´ kq, então, precisamos:

ps ´ 1qp ď ppℓ ` mq ´ ph ´ kq ď sp ´ 1, (6.21)
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Observe que como h ´ k ě 0, então,

ppℓ ` mq ě ppℓ ` mq ´ ph ´ kq ě ps ´ 1qp,

de onde temos que ℓ ` m ě s ´ 1. Por outra parte, como h ´ k ď p ´ 1, então,

ppℓ ` mq ´ ph ´ kq ě ppℓ ` m ´ 1q ` 1,

assim, sp ´ 1 ě ppℓ ` m ´ 1q ` 1, e segue que ppℓ ` m ´ 1q ď sp ´ 2 ă sp, portanto,

ℓ ` m ď s. Concluímos que ℓ ` m P ts ´ 1, su.

Como i, j ď sp ´ 4, então ℓ ď s e m ď s ´ 1. Vamos analisar as possibilidades para as

soluções ph, kq mediante o estudo da desigualdade (6.21) para os dois possíveis valores de

ℓ ` m:

• ℓ ` m “ s ´ 1: Neste caso, a desigualdade em (6.21) é equivalente a:

´pp ´ 1q ď h ´ k ď 0,

assim, as únicas soluções não descartáveis são aquelas para as que h “ k. Neste caso,

as possíveis duplas pℓ,mq são descritas mediante o conjunto:

tpℓ, s ´ pℓ ` 1qq : 1 ď ℓ ď su,

para as duplas p1, s´ 2q e ps´ 1, 0q temos as restrições 0 ď h ď p´ 2 e 1 ď k ď p´ 1

respectivamente, para as demais duplas do conjunto acima não há restrições sobre

os valores que podem tomar h e k. O anterior implica que podemos encontrar

2pp ´ 1q ` ps ´ 3qp soluções para o sistema inicial.

• ℓ ` m “ s: Aqui, a desigualdade em (6.21) é equivalente a:

1 ď h ´ k ď p.

Neste caso, as possíveis duplas pℓ,mq são descritas mediante o conjunto

tpℓ, s ´ ℓq : 1 ď ℓ ď su,

para a dupla p1, s ´ 1q temos que 1 ď h ď p ´ 2 e 0 ď k ď p ´ 3.

Para a dupla ps, 0q temos que 2 ď h ď p ´ 1 e 1 ď k ď p ´ 2.

Para as demais duplas do conjunto acima não há restrições sobre os valores que

podem tomar h e k sempre que 1 ď h´ k ď p´ 1. O anterior significa que para esse

caso há pp ´ 2qpp ´ 1q ` 1
2

ps ´ 2qpp ´ 1qp soluções para o sistema inicial.

Segue que para ps ´ 1qp ´ 3 ď i ` j ď sp ´ 4, o sistema (6.18) tem

2pp ´ 1q ` ps ´ 3qp ` pp ´ 2qpp ´ 1q ` 1
2

ps ´ 2qpp ´ 1qp “ 1
2
ppsp ` s ´ 6q
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soluções ph, kq satisfazendo 0 ď k ď h ď p´ 1; sabemos que cada uma dessas soluções tem

associado um e só um par pi, jq, assim, fazendo uso da hipótese indutiva temos que:

postopAsp´1q “ postopAps´1qp´1q ` 1
2
ppsp ` s ´ 6q

“ 3pp ´ 1q2 ` 1
4
prpp ` 1qps ´ 1q2 ` pp ´ 11qps ´ 1q ´ 12pp ´ 2qs

` 1
2
ppsp ` s ´ 6q

“ 3pp ´ 1q2 ` 1
4
prpp ` 1qs2 ` pp ´ 11qs ´ 12pp ´ 2qs.

(6.22)

Com o anterior, sabendo que apFsp´1q “ gpFsp´1q ´ postopAsp´1q concluímos que

apFsp´1q “ 1
4
sps ´ 1qppp ´ 1q

Como queríamos mostrar. �

6.3 Curva de Hurwitz

Novamente, como a curva de Hurwitz dada pela equação afim:

F : XnY ` Y n ` X “ 0,

é uma curva não singular, via o corolário 4.3 temos que o conjunto:

BH “
"

xiyj

xn ` nyn´1
dx : 0 ď i ` j ď n ´ 2

*

,

é uma base para as diferenciais regulares sobre Hn.

Proposição 6.3.1. O posto do operador de Cartier C sobre a curva de Hurwitz Hn

corresponde à quantidade de pares pi, jq com i`j ď n´2 tais que o sistema de congruências

módulo p
#

nk ´ h ` i ” 0

nph ´ kq ` k ` j ” p ´ 1
(6.23)

tem uma solução ph, kq para 0 ď h ď p ´ 1 e 0 ď k ď h.

Demonstração. Seja ωi,j um elemento da base BH . Se Cpωi,jq “ 0, então ωi,j P kerpCq.
Suponha que Cpωi,jq ‰ 0; assim, como ωi,j “ ph{Fyqdx onde h “ xiyj, então, Cpωi,jq “
∇pF p´1hq1{pdx{Fy e segue que

Cpωi,jq ‰ 0 ô ∇pF p´1hq ‰ 0. p˚q
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Temos que F p´1h “ pxny ` yn ` xqp´1xiyj onde:

pxny ` yn ` xqp´1 “
p´1
ÿ

h“0

ˆ

p ´ 1
h

˙

pxny ` ynqhxp´1´h

“
p´1
ÿ

h“0

h
ÿ

k“0

ˆ

p ´ 1
h

˙ˆ

h

k

˙

pxnyqkpynqh´kxp´1´h

“
p´1
ÿ

h“0

h
ÿ

k“0

ˆ

p ´ 1
h

˙ˆ

h

k

˙

xnk´h`p´1ynph´kq`k

Assim,

∇ppxny ` yn ` xqp´1xiyiq “
ÿ

i,j

bi,jx
pnk´h`i`p´1q´pp´1qypnph´kq`k`jq´pp´1q

logo, de p˚q segue que existem s, r P Z tal que
#

pnk ´ h ` i ` p ´ 1q ´ pp ´ 1q “ ps

pnph ´ kq ` k ` jq ´ pp ´ 1q “ pr

que é equivalente a
#

nk ´ h ` i ” 0 mod p

nph ´ kq ` k ` j ” p ´ 1 mod p

onde 0 ď h ď p ´ 1 e 0 ď k ď h.

Falta provar que se pi, jq ‰ pi0, j0q são tais que Cpωi,jq ‰ 0 e Cpωi0,j0
q ‰ 0, então,

Cpωi,jq ‰ λCpωi0,j0
q para todo λ P Kzt0u.

Suponha que Cpωi,jq “ λCpωi0,j0
q para algum λ P K não nulo. Como ambos Cpωi,jq e

Cpωi0,j0
q são não nulas, existem soluções ph, kq e ph0, k0q do sistema de congruências acima,

para pi, jq e pi0, j0q respectivamente. Por outra parte, como Cpωi,jq “ ∇pF p´1xiyjq1{pdx{Fy “
λ∇pF p´1xi0yj0q1{pdx{Fy, então,

∇pF p´1xiyjqdx{Fy “ λp
∇pF p´1xi0yj0qdx{Fy

isso significa que

xnk´h`i “ xnk0´h0`i0 e ynph´kq`k`j´pp´1q “ ynph0´k0q`k0`j0´pp´1q

portanto,
#

nk ´ h ` i “ nk0 ´ h0 ` i0 p1q
nph ´ kq ` k ` j “ nph0 ´ k0q ` k0 ` j0 p2q

Observe que se ph, kq “ ph0, k0q, então pi, jq “ pi0, j0q, assim, se pi, jq ‰ pi0, j0q tem-se

ph, kq ‰ ph0, k0q e para isso há três casos:
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1. h “ h0 e k ‰ k0,

2. h ‰ h0 e k “ k0,

3. h ‰ h0 e k ‰ k0.

No primeiro caso, sem perda de generalidade podemos supor k ą k0; da equação (1) segue

que npk ´ k0q “ i0 ´ i, como i0 ´ i ď n ´ 2, concluímos que npk ´ k0q ď n ´ 2, que não

pode acontecer quando k ´ k0 ą 0.

No segundo caso, podemos supor h ą h0 e da equação (2) obter nph ´ h0q “ j0 ´ j; um

argumento análogo ao do caso anterior mostra que isso também não é possível.

No último caso, vamos supor h ą h0. Na equação (1) obtemos:

i ´ i0 “ ph ´ h0q ` npk0 ´ kq ď n ´ 2

Como h ´ h0 ą 0, se k0 ´ k ą 0 teríamos que i ´ i0 ą n, assim, k0 ă k; desta forma,

k0 ´ k ď ´1 e

´pn ´ 2q ď i ´ i0 “ ph ´ h0q ` npk0 ´ kq ď h ´ h0 ´ n,

de onde h ´ h0 ě 2. Agora, somando as equações (1) e (2), obtemos:

pn ´ 1qh ` k ` i ` j “ pn ´ 1qh0 ` k0 ` i0 ` j0,

assim,

j ´ j0 “ pn ´ 1qph0 ´ hq ` pk0 ´ kq ` pi0 ´ iq.

Usando os fatos: h ´ h0 ě 2, k0 ´ k ă 0 e i0 ´ i ď n ´ 2 obtemos:

j ´ j0 ă 2p1 ´ nq ` pn ´ 2q “ ´n

de onde j0 ´ j ą n. Absurdo.

O anterior mostra que não existem duplas ph0, k0q com 0 ď k0 ď h0 ď p ´ 1 satisfazendo

as equações (1) e (2), isso significa que Cpωi,jq e Cpωi0,j0
q são linearmente independentes,

concluindo que a cada solução ph, kq do sistema no enunciado corresponde uma única

dupla pi, jq com i ` j ď n ´ 2, isto prova a proposição.

�

Seja An :“ ApHnq “ paijq onde pa1{p
ij q é a matriz de Cartier-Manin da curva Hn.

Teorema 6.3.1. Se n “ sp, com s ě 1, então o a-número da curva de Hurwitz, Hsp, é:

apHspq “ 1
4
sps ` 1qppp ´ 1q.
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Demonstração. Vamos mostrar por indução sobre s que:

postopAspq “ 1
4
sps ´ 1qppp ` 1q.

Observe que neste caso (n “ sp), o sistema (6.23) é equivalente ao sistema módulo p:
#

i ” h

j ” ´k ´ 1
(6.24)

que não depende da variável s. Se as equações do sistema (6.24) tem solução para

0 ď k ď h ď p ´ 1, então existem ℓ,m P Z tais que:

i “ pℓ ` h

j “ pm ´ k ´ 1

Como i, j ě 0, então h ě pp´ℓq e k ` 1 ď pm, logo, se ℓ ă 0 e m ď 0 teríamos h ě p e

k ` 1 ď 0, portanto, podemos assumir ℓ P Z`
0 e m P Z`.

Queremos encontrar as soluções ph, kq módulo p do sistema (6.24) para as quais 0 ď k ď
h ď p ´ 1 e para as que i ` j ď sp ´ 2.

• Caso s “ 1: Aqui, 0 ď i ` j ď p ´ 2, assim, i, j ď p ´ 2. Sejam ℓ e m como acima;

se ℓ ě 1 e h ě 0, então i ě p ` h ą p ´ 2. Por outra parte, se k ď p ´ 1, então

j “ pm ´ pk ` 1q ě ppm ´ 1q, segue que se m ě 2, então j ě p, logo, a única

possibilidade para pℓ,mq é ℓ “ 0 e m “ 1, assim,

i “ h,

j “ p ´ k ´ 1,

Como precisamos i ` j ď p ´ 2, deveríamos ter h ` pp ´ k ´ 1q ď p ´ 2, isto é,

h´ k ď ´1; o anterior implica que não existem soluções ph, kq para o sistema inicial

com 0 ď k ď h ď p ´ 1, segue, via a proposição anterior que postopApq “ 0.

• Caso s “ 2: queremos encontrar os pares pi, jq com p ´ 1 ď i ` j ď 2p ´ 2 para os

quais Cpωi,jq ‰ 0.

Sejam ℓ,m como antes; como p ´ 1 ď i ` j ď 2p ´ 2, precisamos:

p ď ppℓ ` mq ` ph ´ kq ď 2p ´ 1 (6.25)

Observe que como h ´ k ě 0, então,

ppℓ ` mq ď ppℓ ` mq ` ph ´ kq ď 2p ´ 1 ă 2p,
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de onde temos que ℓ ` m ă 2. Por outra parte, como ℓ ě 0 e m ą 0, temos que

ℓ ` m ě 1, portanto, ℓ ` m “ 1, isto é, pℓ,mq “ p0, 1q. Segue da desigualdade (6.25)

que

0 ď h ´ k ď p ´ 1

obtendo
1
2
ppp`1q possíveis duplas ph, kq, portanto, sabendo que para 0 ď i`j ď p´2

não há soluções do sistema inicial, concluímos que:

postopA2pq “ 1
2
ppp ` 1q.

• Caso geral: Suponha que s ě 3. Vamos tomar como hipótese indutiva que

postopAkpq “ 1
4
kpk ´ 1qppp ` 1q,

para todo k ď s ´ 1 e vamos mostrar que

postopAspq “ 1
4
sps ´ 1qppp ` 1q.

Como sempre, é suficiente encontrar as soluções do sistema (6.24) para ps´ 1qp´ 1 ď
i`j ď sp´2. Considerando ℓ em como antes e sabendo que ps´1qp´1 ď i`j ď sp´2,

observamos que é necessário que

ps ´ 1qp ď ppℓ ` mq ` ph ´ kq ď sp ´ 1 (6.26)

Um argumento similar ao do caso anterior mostra que ℓ ` m ď s ´ 1; por outra

parte, se h ´ k ď p ´ 1, então,

ps ´ 1qp ď ppℓ ` mq ` ph ´ kq ď ppℓ ` m ` 1q ´ 1 ă ppℓ ` m ` 1q

e temos que ℓ ` m ě s ´ 1, portanto, ℓ ` m “ s ´ 1.

Com o anterior, de (6.26) segue que

0 ď h ´ k ď p ´ 1

assim, para cada dupla pℓ,mq com ℓ ` m “ s ´ 1 existem
1
2
ppp ` 1q duplas ph, kq

satisfazendo (6.24).

Todas as possibilidades para pℓ,mq estão consignadas na seguinte tabela:

ℓ m

0 s ´ 1

1 s ´ 2
...

...

s ´ 2 1
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Concluímos que existem
1
2

ps´ 1qppp` 1q soluções ph, kq com as condições requeridas.

Fazendo uso da hipótese indutiva temos que:

postopAspq “ 1
4

ps ´ 1qps ´ 2qppp ` 1q ` 1
2

ps ´ 1qppp ` 1q

“ 1
4
sps ´ 1qppp ` 1q.

Segue que apHspq “ gpHspq ´ postopAspq, isto é,

apHspq “ 1
2
sppsp ´ 1q ´ 1

4
sps ´ 1qppp ` 1q

“ 1
4
sps ` 1qppp ´ 1q

�

Teorema 6.3.2. Se n “ sp ` 1, com, s ě 1, então o a-número da curva de Hurwitz é:

apHspq “ 1
4
sps ´ 1qppp ´ 1q.

A demonstração deste teorema é bastante similar às demonstrações dos teoremas anteriores,

a diferencia encontra-se especificamente nas contas, como nos teoremas anteriores foram

detalhadas a maioria delas, aqui omitiremos bastantes desses detalhes para não torná-lo

mais repetitivo.

Demonstração. Neste caso, o sistema (6.23) é equivalente ao sistema módulo p:
#

i ” h ´ k

j ” ´h ´ 1
(6.27)

�

Se existem soluções ph, kq deste sistema sob as restrições da proposição 6.3.1, então existem

ℓ,m P Z tais que:
i “ pℓ ` h ´ k

j “ pm ´ h ´ 1

Segue que ℓ P Z`
0 e m P Z`.

Queremos, como sempre, usar a proposição 6.3.1 para mostrar por indução que:

postopAsp`1q “ 1
4
sps ` 1qppp ` 1q.
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• Caso s “ 1: Aqui, n “ p ` 1 e precisamos que 0 ď i ` j ď p ´ 1, assim, i, j ď p ´ 1,

de onde temos que ℓ “ 0 e m “ 1, logo,

i “ h ´ k,

j “ p ´ h ´ 1,

assim, i`j “ p´1´k e como 0 ď k ď p´1, temos que cada para ph, kq com 0 ď k ď h

é uma solução do sistema. Portanto, existem
1
2
ppp ` 1q soluções com as condições

requeridas, assim, a proposição 6.3.1 permite concluir que postopAp`1q “ 1
2
ppp ` 1q.

• Caso s “ 2: Neste caso n “ 2p ` 1. Novamente, o sistema (6.27) não depende de s,

assim, basta encontrar as soluções para as quais p ď i ` j ď 2p ´ 1.

Sejam ℓ,m como antes, então,

p ď ppℓ ` mq ´ pk ` 1q ď 2p ´ 1 (6.28)

segue que 1 ď ℓ`m ă 3. Se ℓ`m “ 1, então de (6.28) tem-se que ´pp´1q ď k`1 ď 0,

assim, neste caso não temos soluções com as condições desejadas.

Se ℓ` m “ 2, então de (6.28) tem-se que 0 ď k ď p ´ 1. Temos duas possibilidades

para pℓ,mq:

1. pℓ,mq “ p0, 2q,

2. pℓ,mq “ p1, 1q.

Nos dois casos não existem restrições tanto para h quanto para k, isso significa que

há
1
2
ppp ` 1q soluções para cada dupla pℓ,mq. Portanto,

postopA2p`1q “ 1
2
ppp ` 1q ` ppp ` 1q “ 3

2
ppp ` 1q.

• Caso geral: Suponha s ě 3; vamos tomar como hipótese indutiva que

postopAkp`1q “ 1
4
kpk ` 1qppp ` 1q,

para todo k ď s ´ 1 e vamos mostrar que

postopAsp`1q “ 1
4
sps ` 1qppp ` 1q.

Como sempre, é suficiente encontrar as soluções do sistema (6.27) para ps ´ 1qp ď
i`j ď sp´1. Considerando ℓ e m como antes e sabendo que ps´1qp ď i`j ď sp´1,

temos:

ps ´ 1qp ď ppℓ ` mq ´ pk ` 1q ď sp ´ 1 (6.29)
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Para que a desigualdade anterior seja válida, é necessário que ℓ ` m “ s, assim, de

(6.29) segue que 0 ď k ď p ´ 1; isso significa que para cada dupla pℓ,mq existem
1
2
ppp ` 1q soluções, portanto, há

1
2
sppp ` 1q soluções sob a restrição inicial. Assim,

postopAsp`1q “ 1
4
sps ´ 1qppp ` 1q ` 1

2
sppp ` 1q

“ 1
4
sps ` 1qppp ` 1q.

Finalmente,

apHsp`1q “ 1
2
sppsp ` 1q ´ 1

4
sps ` 1qppp ` 1q

“ 1
4
sps ´ 1qppp ´ 1q.
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