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Resumo

O objetivo principal da presente dissertagao é calcular o a-ntimero de algumas curvas
algébricas definidas sobre um corpo K de caracteristica positiva, especificamente, para
infinitas curvas hiperelipticas, de Fermat e de Hurwitz.

Para realizar o anterior, principalmente estudamos algumas das noc¢oes fundamentais sobre
corpos de fungoes, curvas algébricas e o operador de Cartier, no tultimo caso, centrando

nossa atengao em sua agao sobre curvas adjuntas canonicas.

Palavras-chave: Corpos de fungoes algébricas. Curvas algébricas. a-niimero.



Abstract

The aim of this dissertation is to calculate the a-number for some algebraic curves which
are defined on a field K with positive characteristic, specifically, for infinite hyperelliptic,
Fermat and Hurwitz curves.

To carry out this, we study some fundamental notions about algebraic function fields,
algebraic curves and Cartier’s operator, in the last case, we will focus our attention on the

way how the operator acts on canonical adjoints curves.

Keywords: algebraic function fields. algebraic curves. a-number.
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Introducao

As propriedades geométricas relevantes de uma curva algébrica encontram-se codificadas
em seus invariantes birracionais. Entre os invariantes birracionais mais importantes de
uma curva encontram-se o género e o p-posto -comumente conhecido como invariante
de Hasse-Witt- estando este tltimo relacionado ao operador de Cartier mediante sua
coincidéncia com a dimensao do espaco gerado pelos vetores no espaco das diferenciais
regulares que sao fixas sob a acao do operador de Cartier.

Um outro invariante birracional relacionado com o operador de Cartier tem sido objeto
de estudo nos ultimos anos, este invariante é conhecido como o a-nimero. Em geral, o
a-numero é definido para variedades abelianas sobre corpos de caracteristica p > 0, e, no
caso do corpo de fungoes de uma curva X', o a-ntimero da curva, a(X), coincide com a
dimensao do ntcleo do operador de Cartier, que, por sua vez, coincide com a dimensao do

espaco das diferenciais regulares exatas sobre a curva.

Calcular o a-niimero de uma curva pode ser uma tarefa dificil, alids, o valor exato do
a-nimero é conhecido somente para algumas poucas familias de curvas.
O objetivo desta dissertagao é calcular o a-niimero para infinitas curvas pertencentes a

trés familias de curvas, a saber,

e Curvas hiperelipticas
e Curvas tipo Fermat

e Curvas tipo Hurwitz

Uma curva projetiva plana sobre uma corpo K de caracteristica p > 0 é do tipo Kummer

se sua equagao afim é da forma:

y' =a-| [pi(e)"
i=1

com s > 0, p;(x) € K[z], onde os p;(z) sdo mdnicos irredutiveis diferentes dois a dois, p 1 n,
a € K, neZ (ambos nao nulos), ged(n,n;) = 1 e K contem todas as raizes primitivas da
unidade.

Entre as curvas que sao objeto do estudo aqui, as curvas hiperelipticas e as curvas do tipo

Fermat sao casos especiais de curvas tipo Kummer.
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Uma Curva generalizada de Hurwitz é representada pela equacao afim:
g™y +y" + 2t =0

donde a, b, m,n sao inteiros nao negativos com algumas restrigoes adicionais. Em nosso
caso, vamos estudar a curva de Hurwitz classica, isto é, para o caso em que a =b=1¢

m = n, obtendo uma representacao afim do tipo
2"y +y" +ax=0;

quando n = 3, a curva 2’y + 3° + & = 0 é conhecida como curva qudrtica de Klein, de
: va & : . .
fato, para este caso especial, a curva é do tipo Kummer, uma apresentacao mais detalhada

deste fato sera dada no capitulo 3.

Para este trabalho, nos centraremos em calcular o a-ntimero para infinitos valores de n

das curvas
y? = 2" + 1,
Yt = 2" + 1,
yr=1-2a",
y' = —a"y —x.

Para calcular o a-ntimero das curvas hiperelipticas acima, faremos uma exposicao detalhada
dor resultados apresentados em (NOUROZI; RAHMATI; TAFAZOLIAN, 2019).

Para as curvas de Fermat e Hurwitz, nos basearemos em (MONTANUCCI; SPEZIALI,
2017).

Para finalizar esta introducao, apresentaremos uma descri¢ao de cada capitulo do docu-

mento.

No primeiro capitulo, fixaremos as notagoes e os principais resultados obtidos da teoria
dos corpos de fungoes e das curvas algébricas. E um capitulo de referéncia, podendo ser

omitido pelo leitor que esteja familiarizado.

No segundo capitulo, faremos um estudo detalhado das diferenciais sobre corpos de fungoes
e calcularemos a base para o espacgo das diferenciais regulares sobre um corpo de fungoes

hipereliptico.

No terceiro capitulo, faremos uma revisao rapida das extensoes ciclicas de corpos e carac-

terizaremos um tipo especial dessas extensoes, a saber, as extensoes de Kummer.
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No quarto capitulo estudaremos o operador de Cartier e suas propriedades basicas, dando
especial atengao a sua acado sobre curvas adjuntas canonicas e exporemos uma férmula
para esta agao devida a (STOHR; VOLOCH, 1987).

No quinto capitulo falaremos sobre o p-posto e o a-niimero de uma curva e sua relagao

com respeito ao operador de Cartier.

Finalmente, o ultimo capitulo é dedicado ao calculo do a-ntimero das curvas mencionadas

acima.
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1 Corpos de funcoes e curvas algébricas

Neste capitulo fazemos uma revisao geral dos conceitos basicos da teoria dos corpos de
fungoes algébricas e das curvas algébricas que serdao de grande utilidade no desenvolvimento
tanto tedrico quanto pratico do documento.

Todos os resultados exibidos no presente capitulo serao baseados principalmente em duas
referéncias: (STICHTENOTH, 2008) para a parte dedicada aos corpos de fungoes e (FUL-
TON, 2008) para a parte dedicada as curvas algébricas; para consultar as demonstragoes
dos resultados aqui apresentados, encaminharemos o leitor a tais referéncias indicando o

capitulo e o nimero de tal resultado na respectiva referéncia no comeco de cada enunciado.

1.1 Corpos de funcoes

Ao longo desta se¢ao vamos supor que K é um corpo. Aqui tomamos como referéncia o
livro (STICHTENOTH, 2008).

1.1.1 Definicées fundamentais

Um corpo de fungées algébricas F/K de uma varidvel sobre K é uma extensao de K,
F o K, tal que F' é uma extensao algébrica finita de K(z) para algum elemento z € F

que ¢ transcendente sobre K.

Na maioria das ocasides escreveremos simplesmente F' para fazer referéncia ao corpo de
fungoes F/K.

O conjunto
K := {z € F | z é algébrico sobre K},

é um subcorpo de F denominado corpo das constantes de F/K.

Da defini¢do de corpo de fungdes segue que K < F e, claramente, K C K, assim, temos a
torre: K € K < F.

Mais adiante veremos uma justificativa do particular nome do corpo K.

Dizemos que K é algebricamente fechado em F ou que K é o corpo completo das constantes
de F,se K = K.
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Outra forma de representar um corpo de funcoes.

Um corpo de fungoes F'/K é chamado racional se F' = K(x) para algum = € F' transcen-
dente sobre K.

Um corpo de fungoes F/K é uma extensao algébrica simples de um corpo de fungoes
racional K (z), isto é, F = K(z,y), onde ¢(y) = 0 para algum polindémio ¢ € K (z)[T]

irredutivel.

1.1.2 Anéis de valoracao, lugares e valoracoes

Um anel de valoragao do corpo de fungoes F//K é um anel O € F com as seguintes

propriedades:

i) K OCF.

(ii) Para todo z € F' ndo nulo, temos que z € O ou 2~ ' € O.

Proposicao 1.1.1. (§1.1, Proposition 1.1.5) Seja O um anel de valora¢ao do corpo de
fungoes F/K. Entido O é um anel local, sendo seu unico ideal mazimal P := O\O™ onde

O ¢ o grupo das unidades de O.

Segue trivialmente da proposi¢do acima a seguinte caracterizacao dos elementos do ideal

maximal P:
Seja 0 # x € F, entdo, re P<=x"'¢O.

A seguir, um teorema que caracteriza fortemente o anel de valoragao O e o ideal P.

Teorema 1.1.1. (§1.1, Theorem 1.1.6) Seja O um anel de valoragao do corpo de fungoes

F/K e seja P o seu unico ideal mazimal, entdo:

(a) P € principal.

(b) Se P =tO, entdo cada 0 # z € F' tem uma unica representagao da forma z = ut"

ondeneZ eue O*.

(¢) O é um D.I.P. Mais precisamente, se P = tO e {0} # I < O é um ideal, entio
I=1t"0.
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Um anel O satisfazendo as propriedades do teorema acima é denominado anel de valoracao

discreta.

Um [lugar P do corpo de fungdes F//K é o ideal maximal de algum anel de valoracao O de
F/K.
O elemento gerador de P, ou seja t no caso que P = tO é chamado de elemento primo ou

pardametro local de P. O conjunto {P | P é um lugar de F/K} ¢é denotado por Pp.

A continuagao vamos definir o conceito de valoragao discreta para um corpo de fungoes, a

seguir, vamos procurar uma valoragao que dependa do anel Op para cada lugar P.

Defini¢ao 1.1.1. Uma valoragao discreta de F//K é uma fun¢ao v : FF — Z v {0} com

as seguintes propriedades:

1. v(z) =wsez=0.

2. v(zy) = v(z) + v(y) para todo par z,y € F.

3. v(z 4+ y) = min{v(z),v(y)} para todo par z,y € F.
4. Existe um elemento z € F' tal que v(z) = 1.

5. v(a) = 0 para todo a € K.

Observacgao 1.1.1. Segue das propriedades que v é sobrejetora. A propriedade 3 é

chamada de desigualdade triangular.

Lema 1.1.1. (Desigualdade triangular estrita). Seja v uma valorag¢io discreta de F/K e

sejam x,y € F' com v(z) # v(y). Entao v(x + y) = min{v(z),v(y)}.

Ao lugar P € Pr associamos a seguinte funcao
vp: F— 7Z U {0}

de tal forma que se t é um parametro local de P, teremos que:

n se z#0
vp(z) =
w se z=0
Onde z = ut" se z # 0, com u € Op.

Observacgao 1.1.2. Na definicao acima, vp depende unicamente do lugar P e nao do

parametro local t, como podemos ver: sejam t; e t5 parametros locais de P, entao P = t;0O
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e P =10, assim, t; = tox e ty = t1y, o que implica que t; = (t1y)z = t1(xy), portanto,
x e y sao unidades em O. Assim, se z = ut], entdo z = utjz" = t5(ux") = thw sendo

w = uzx™ € O*. Portanto, vp(z) é o mesmo para os dois parametros locais.

O seguinte teorema caracteriza os anéis de valoragao, seus lugares associados e os parametros

locais desses lugares a partir da fungao vp.

Teorema 1.1.2. (§1.1, Theorem 1.1.13) Seja F/K um corpo de fungoes.

(a) Para um lugar P € P, a funcao vp definida acima € uma valoragdo discreta de
F/K. Mais ainda, temos:

Op = {z€eF |vp(z) =0},
Op = {z€F |vp(z) =0},
P

{ze F |vp(z) > 0}.

(b) Um elemento x € F é um parametro local para P se e s se vp(x) = 1.

(¢) Reciprocamente, suponha que v é uma valorag¢io discreta de F/K. Entdao o conjunto
P={z€eF|v(z) >0} éumlugar de F/K ¢ Op = {z € F | v(z) = 0} € o seu

correspondente anel de valoragdo.

Observagao 1.1.3. A projegao canonica 7 : Op —> Op/P induz um mergulho (cané-
nico) de K em Op/P, isto é, podemos identificar a K com sua imagem em Op/P e assim

considerar a K como um subcorpo de Op/P.

Seja P € Pp. Denotaremos com Fp := Op/P ao corpo das classes residuais de P. A fun¢ao:
F — Fp U {OO}

T — x(P)z{

r+P se ze€0Op
o se xeF\Op,

é chamada aplicacdo classe residual com respeito a P.

Definimos grauP := [Fp : K] como o grau do lugar P. Um lugar de grau um é chamado

comumente de racional.

Proposigao 1.1.2. (§1.1, Proposition 1.1.15) Se P é um lugar de F/K e 0 # x € P,
entdo grauP < [F : K(z)] < 0.
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Se K é um corpo algebricamente fechado, entdo todos os lugares de F' sdo racionais; com
efeito, observe primeiro que P é racional se e s6 se Fip = K. Agora, da proposicao acima

sabemos que [Fp : K| < o, assim, Fp/K é algébrica, isso significa que Fp € K, assim,
KcFpc K =K.

Segue que P ¢ racional.
Atrés vimos que a fungao classe residual envia elementos de F' para Fp u {0}; se K = K,
entao essa fungdo vai enviar os elementos de F' para K U {o0} e podemos interpretar cada

elemento z € F' como uma funcao da seguinte forma:

z : Pp — K u{ow}
P —  z(P)

E por essa razdo que F'/K é chamado de corpo de fungoes. Da mesma forma, os elementos
de K, interpretados como a fun¢do descrita acima, sao fungoes constantes e por isso, K é

denominado o corpo das constantes de F'.

Defini¢ao 1.1.2. Sejam z € F' e P € Pp. Dizemos que P é um zero de z se vp(z) > 0. Se
vp(z) = m > 0, dizemos que P é um zero de ordem m. Analogamente, P é dito polo de z

se vp(z) < 0, e polo de ordem m se vp(z) = m < 0.

Até agora construiram-se alguns fundamentos tedricos em torno dos lugares de um corpo de
fungoes, mas, é necessario garantir a existéncia deles para que faga sentido tal construgao.
O teorema seguinte garante aquela existéncia, por essa razao é um dos teoremas mais

importantes desta secao.

Teorema 1.1.3. (§1.1, Theorem 1.1.19) Sejam F /K um corpo de fungdes e R um subanel
de F com K <€ R < F. Suponha que {0} # I # R é um ideal préprio de R. Entdo eziste
um lugar P € Pg tal que I < P e R < Op.

Corolario. Sejam F/K um corpo de fungoes e z € F transcendente sobre K. Entdo z tem

pelo menos um zero e um polo; em particular, Pr # .

Proposicao 1.1.3. (§1.3, corollary 1.5.4)

Em um corpo de fungoes F'/K todo elemento nao nulo tem sé uma quantidade finita de

zeros e polos.
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Sobre o corpo de fungdes racionais K (z).
E possivel mostrar que existe a seguinte correspondéncia biunivoca:

Pk () <— {polindmios irredutiveis de K[z} U {1/x},

onde o lugar P, ) é associado ao polindémio p(z) e o lugar P, é associado a 1/z. O grau
do lugar P, coincide com o grau do polinémio p(x) e o lugar P, (denominado lugar
no infinito) é racional, alids, um parametro local para Py, ¢ p(z) e um para P, é 1/x.
A funcao valoragao vp, estd dada por vp, (f(z)/g(x)) = grau(g(z)) — grau(f(z)) sendo
z = f(z)/g(x) um elemento de K(x).

No caso em que K é algebricamente fechado, os polinémios irredutiveis em K|z] sdo
da forma x — a onde a € K, assim, como foi afirmado atras, todos os lugares de K(x)
sao racionais, neste caso, para simplificar a notagao, entenderemos que o lugar P, esta

associado ao polinémio p(z) = z — a.

Demonstragoes para as afirmagoes acima podem ser encontradas em §1.2 da referéncia

principal desta secao.

1.1.3 Divisores

O grupo de divisores de F'/K é definido como o grupo abeliano livre que é gerado pelos
lugares de F//K e é denotado por (Div(F/K), +), de forma que se D € Div(F/K) entéo

D= ) npP,

PGPF

com np € Z quase todos nulos.

A operagao “ + 7 do grupo de divisores é definida da seguinte forma:

se D= Z npP e D' = Z nP entao D+ D' = Z(np+n’]3)P.

PEPF PEPF PGPF
O suporte do divisor D é definido por:

Supp(D) = {P € Pr | np # 0}.

Um divisor da forma D = P onde P € Pr é chamado de divisor primo.
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Seja D € Div(F/K) com D = Y npP.

PE]PF

Se @ € P, definimos vy (D) := ng, assim, Supp(D) = {P € Prlvp(D) # 0} e podemos

expressar D como a soma finita:

D= > wp(D)P.
PeSupp(D)

Se Dy, Dy € Div(F/K), dizemos que Dy < Dy se e s6 se vp(D;) < vp(Dsy) para todo
Pe ]P)F

Se D > 0, dizemos que D é um divisor efetivo.

O grau do divisor D ¢é definido por:

grau(D) := Z vp(D) - grau(P).

PEPF

Observagao 1.1.4. A funcao grau : Div(F/K) — Z é um homomorfismo de grupos.

Como vimos atras, qualquer elemento nao nulo de F' tem uma quantidade finita de zeros e
polos, baseados neste resultado vamos definir uns divisores especiais associados a cada

elemento = de F.

Definigao 1.1.3. Sejam 0 # x € F', Z o conjunto dos zeros de x e N o conjunto dos polos

de z. Definimos os divisores:

() = (@)o = (¥)-

(x)o é chamado de divisor dos zeros de x, (x), é chamado de divisor dos polos de z e (x)

¢é chamado de divisor principal de x.

Consequéncias imediatas:

o (x)g e () sao divisores efetivos.

o (z)= 2 vp(z)P.

PePp
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e z € K se e somente se (x) = 0. Com efeito, se (x) = 0 temos que Z vp(x)P =0,
PEPF
assim, vp(z) = 0 para todo P € Pr. Se z ¢ K, como assumimos que K = K entao z

¢é transcendental sobre K e por tanto deve ter pelo menos um polo e um zero, i.e,
devem existir P, Q) € Pr tais que vp(x) > 0 e vg(x) < 0, contrariando a afirmacao

anterior, portanto x € K. A outra implicacao é trivial.

O conjunto Princ(F/K) := {(x) : 0 # x € F'} é um subgrupo de Div(F/K) chamado de

grupo dos divisores principais de F//K. O grupo quociente
CI(F):= Div(F/K)/Princ(F/K),

é o grupo das classes dos divisores de F'/K, assim, dado D € Div(F/K) o seu correspon-

dente elemento no grupo CI(F') é denotado por [D].

Dizemos que dois divisores D e D' sao equivalentes e escrevemos D ~ D' se [D] = [D'],
isto é, se D = D' + (z) para algum z € F\{0}.

Observacao 1.1.5. ~ é uma relagao de equivaléncia.

Definigao 1.1.4. Seja D € Div(F/K). Definimos o espago de Riemman-Roch associado a
D por:
Z(D):={xeF:(x)+ D=0} u{0}.

Consequéncias imediatas:
Seja D € Div(F/K) com D = va(D)P. Entao:

(a) x € Z(D) se e somente se vp(x) = —vp(D) para todo P € Pp.

De fato, x € Z(D) « (z) = -D < va(a:)P > Z(—UP(D))P < vp(x) =
—vp(D) para todo P € Pg.

(b) Z(D) # 0 se e s6 se existe um divisor D’ > 0 tal que D ~ D'

Com efeito, Z(D) # {0} < 3z € F tal que (z) = —D < (z) + D > 0. Seja
D'=(z)+ D,entdo () + D=0« D" >0e D~ D"

(¢) Z(D) é um espago vetorial sobre K.
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Sejam z,y € Z(D) e a € K. vp(x +y) = min{vp(x),vp(y)} = —vp(D) para todo
P € Pp (por (a)), portanto, = + y € £(D). Por outra parte, vp(az) = vp(z) =
—vp(D) para todo P € Pg. logo ax € Z(D).

Proposicao 1.1.4. (§1.4, Lemmas 1.4.6, 1.4.7, 1.4.8) Sejam A, B divisores de F/K.

(a) Z(0) = K; Se A <0 entao L (A) = {0}.
(b) Se A < B, entio, Z(A) < Z(B) edimg(ZL(A)/ZL(B)) < grauw(B) — grau(A).

(¢c) Se A~ B entio £ (A) = Z(B).

Proposigao 1.1.5. (§1.4, Proposition 1.4.9) Para cada divisor A € Div(F/K), o espago
Z(A) € finito dimensional.

O ntmero ((A) := dimg (Z(A)) é chamado de dimensao do divisor A.

Teorema 1.1.4. (§1.4, Theorem 1.4.11 ) Todos os divisores principais tem grau zero.
Mais precisamente: Seja x € F\K e () e () 0s divisores dos zeros e os polos de x

respectivamente. Entao
grau(z)y = grau(zr)e = [F : K(x)].

Corolério. Sejam A, A" divisores tais que A ~ A’, Entao, ((A) = ((A") e grau(A) =
grau(A').

Demonstragio. Se A ~ A’ entdo existe z € F nao nulo tal que A = A" + (x), logo,
grau(A) = grau(A')+ grau((z)), mas grau((z)) = 0, assim, grau(A) = grau(4’); da parte
(c) da Proposigao 1.1.4 segue que £(A) = ((A). [

Corolario. Se grauA < 0, entao ((A) = 0.

Demonstragio. Suponha que ¢(A) # 0, entao existe A" > 0 tal que A ~ A’ e pelo corolério
anterior 0 < grau(A’) = grau(A4) < 0. Absurdo. |

1.1.4 Geénero

Nesta secao vamos definir um dos invariantes mais importantes de um corpo de fungoes,

este invariante é comumente conhecido como género; estudaremos alguns resultados bésicos
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que envolvem o mesmo.

A seguinte proposigao garante a existéncia de uma cota inferior para ¢(A).

Proposicao 1.1.6. (§1.4, Proposition 1.4.14) Eziste uma constante vy € Z tal que para
todo divisor A, tem-se:
grau(A) —0(A) < 7.

O género g de F'/K é definido por:

g = max{grau(A) — ¢(A) + 1 | Ae Div(F/K)}.

Observe que a existéncia de g estda determinada pela proposi¢ao anterior, assim, g esta
bem definido.

Corolario. O género de F//K €é um inteiro ndo negativo.
Demonstragio. E claro que g € Z. Se A = 0, entdo grau(A)—¢(A)+1 = grau(0)—£(0)+1 = 0
assim, g = 0. |
Teorema 1.1.5. (§1.4, Theorem 1.4.17) (Teorema de Riemann). Seja F'/K um corpo de
funcoes de género g. Entao:

(a) Para todo divisor A, ((A) = grau(A) +1— g.

(b) Eziste um inteiro ¢, dependendo unicamente de F/K tal que

((A) = grau(A)+1—g
sempre que grau(A) = c.

Exemplo. Vamos mostrar por meio do teorema de Riemann que o corpo das fungoes

racionais K (z)/K tem género g igual a zero.

Com efeito, Considere 7 > 0 e o espago vetorial:

L(r(x)y) ={z€ K(x) | (2) +r(z)y = 0}.
Observe que x € Z(r(2)y), pois () + 7(2)y = (x)o + (r — 1)(x) = 0, alids, para cada i
com 1 <i <7, tem-se que 2 € Z(r(z)y), pois (z*) + 7(x)p = i(x)o + (r —i)(x)p = 0.
Como 1 € Z(r(z)y), temos que 1,z,...,2" sdo elementos de Z(r(z)y) linearmente

independentes, de onde, 7 + 1 < ¢(r(x),). Por outra parte, pelo teorema de Riemann, para

r suficientemente grande temos que:

Ur(x)g) = grau(r(z)y) + 1 —g =r-grau((x)y) + 1 — g,
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como (x)y = Py em K(x) e grau(P,) = 1, temos que:
Ur(x)e) =1+1—g,

para r >> 0. Segue que g < 0, portanto, g = 0. o

Seja A € Div(F/K). O inteiro
i(A) = ((A) —grau(A) + g —1

¢é chamado de indice de especialidade de A.

Segue do teorema de Riemann que o indice de especialidade é ndo negativo e sera nulo se

grau(A) é suficientemente grande.

1.1.5 Adeles

Um adele de F/K é um mapa « : Pr —> F tal que P — ap, onde ap € Op para quase
todo P € Pp.

O conjunto

Ap ={a | a é um adele de F/K},

é chamado o espago dos adeles de F/K.

A defini¢do anterior implica que podemos visualizar um adele como um elemento de H F,
PGIPF
assim, denotamos o adele a por a = (ap)pep, ou simplesmente por o = (ap). Com isso,

definindo a soma e produto por escalar sobre K em Ap por:
a+ B := (ap + Bp)pep, para todo a, f € Ap,

aa := (acp)pep, para todo a € Ap e a € K,

obtemos que Ap é um espaco vetorial sobre K.

O adele principal de um elemento x € F é o adele cujas componentes sao todas iguais a x,
isso permite considerar o mergulho F' < Ap naturalmente definido, isto é, cada elemento
¢é enviado a seu adele principal, assim, podemos estender a nocao de valoracao ao conjunto
Ap como segue: vp(a) := vp(ap) sendo ap a P-ésima componente do adele a.

A nocao de zero e polo de um elemento também é estendida aos adeles naturalmente:

o lugar P sera chamado de zero de v se vp(a) > 0 e serd chamado de polo de « se vp(ar) < 0.
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Observagao 1.1.6.

e Pela definicdo de adele sabemos que ap € Op para quase todo P € Pg, assim, segue
da definicao de adele principal que x € Op para quase todo P € Pg, o que significa
que vp(z) = 0 para todo P exceto uma quantidade finita de lugares, fato que é

consistente com o fato de que = tem uma quantidade finita de polos.

e Segue da definicao que vp(ar) = 0 para quase todo P € Pp.

Seja A € Div(F/K), definimos o conjunto:
Ap(A) :={ae Ap | vp(a) = —vp(A) para todo P € Pp}.

Observagao 1.1.7. Ap(A) é um K-subespago vetorial de Ap.

Teorema 1.1.6. (§1.5, Theorem 1.5.4) Para todo A € Div(F/K), o indice de especialidade
de A estd dado por:
Z(A) = dlmK<AF/(.AF(A) + F))

Segue deste teorema e a definicao de i(A) que para todo divisor A,

(A) =grau(A) — g+ 1 + dimg (Ap/(Ar(A) + F))

1.1.6 Diferenciais de Weil

Uma diferencial de Weil de F//K é um mapa K-linear w : Ap —> K que é zero sobre

Ap(A) + F para algum divisor A. Definimos o mddulo das diferenciais de F/K, Qp, por:
Qp = {w | w é uma Weil diferencial de F'/K}

Observacao 1.1.8. ) é um K- espaco vetorial definindo as operagoes da seguinte forma:
Se wy é zero sobre Ap(A;) + F e wy é zero sobre Ap(As) + F, entdo wy + wo é zero sobre
Ap(As) + F onde A3 < A; e A3 < As e aw; é zero sobre Ap(A;) + F para todo a € K.

Seja A € Div(F/K), definimos o conjunto Qg(A) por:

Qp(A) == {we Qp | w é zero sobre Ap(A) + F}.

Observagao 1.1.9. Qp(A) é um K-subespago vetorial de Qp.
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Lema 1.1.2. Para todo divisor A tém-se que dimg Qp(A) = i(A).

Demonstragio. Observe que pela sua definigdo, Qp(A) estd naturalmente identificado com
o espaco dual de V := Ap/(Ar(A) + F) mediante o mapa v : Qp(A) — V* dado por
(Y(w))([a]) = w(a). Claramente ¥ esta bem definida e é K-linear.

ker(¢)) = {weQp(A) : Y(w) = 0y=}
= {weQp(A) : Y(w)([a]) =0Vae Ar}
= {weQp(A) : wla)=0Vae Ar}

— 0q,.

Por outra parte, se f € V* entdao f([a]) = f([0]) = 0 para todo a € Ar(A) + F. Para
mostrar a sobrejetividade de ¢, dada f € V*, construimos w € Qp tal que w(a) = f([a])
para todo o € Ap; segue da linearidade de f que w é K-linear e da primeira afirmacao no
pardgrafo segue que w(a) = 0 para todo o € Ap(A) + F, logo, w € Qp(A).

logo, V* =~ Qp(A), e sabemos que (em dimensao finita) dimg(V*) = dimg(V'), assim,

como dim(V') = i(A) (Teorema 1.1.6) concluimos o desejado. |

A primeira consequéncia do lema acima é que Qp # {0}. De fato, se A é um divisor de
grau menor ou igual que -2 (que sempre é possivel achar, por exemplo, A = —2P) temos
que

dimg (Qp(A)) = i(A) = L(A) — grau(A) + g — 1.

Como grau(A) < 0, entao, ¢(A) = 0, assim,
dimg(Qr(A)) = —(-2)+g—1=g+1,

e como ¢ ¢ nao negativo, concluimos que dimg(Qg(A)) = 1. Portanto, Qp # {0}.

Sejam z € F' e w € Qp, definimos 2w : Ap — K por zw(a) := w(za).

Lembremos que o produto za deve se considerar como o produto do adele principal z com

o adele a.
Observagao 1.1.10. zw € Qr e portanto 2r é um F-espacgo vetorial.

Proposicao 1.1.7. (§1.5, Proposition 1.5.9) Qg é unidimensional como espago vetorial
sobre I

1.1.7 Divisores candnicos

Agora, o objetivo principal é tentar associar a cada w € r um divisor; dessa tentativa vai

surgir a definicdo de um tipo especial de divisores denominados divisores candnicos. Eles
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serao especiais porque estarao completamente caracterizados por somente duas proprieda-
des.

Seja w € Qp fixo, definimos o conjunto M (w) como segue:
M(w) :={AeDiv(F/K) | w(Ap(A) + F) = 0}.

Lema 1.1.3. (§1.5, Lemma 1.5.10) Seja 0 # w € Qp. Existe um divisor W € M(w)

unicamente determinado tal que A < W para todo A € M(w).

Definicao 1.1.5.

(a) O divisor (w) de uma diferencial nao nula w € Qg é o divisor de F//K unicamente

determinado que satisfaz:

I. w(Ar((w)) + F) =0,
2. Se w(Ap(A) + F) =0, entdo A < (w).

(b) Para 0 # w € Qp e P € Pg, definimos vp(w) := vp((w)).

(¢c) Um lugar P é chamado de zero de w se vp(w) > 0 e é chamado de polo de w se
vp(w) < 0. Por outra parte, se diz que w é regular em P se vp(w) = 0, e se isso

acontece para todo P € Pr diremos simplesmente que w ¢é regular.

(d) Um divisor W € Div(F/K) é chamado de divisor candnico de F/K se W = (w) para

algum w € Qp.

Com a defini¢ao anterior queda completamente estabelecida a relacao entre os elementos

de QF e os divisores, dada pelos divisores canonicos.

Lembremos que Qr(A) = {w € Qp | w é zero sobre Ar(A) + F}, vamos redefinir este
conjunto usando a linguagem dada na ultima defini¢cao: Fixando A, observamos que os
elementos nao nulos desse conjunto cumprem a condi¢ao 2 de um divisor candnico, assim,

essa defini¢ao é equivalente a seguinte:
Qp(A) ={weQr| w=0o0u (w) = A}
Em particular, se w # 0 e A = 0, temos que
Qp(0) ={weQp | (w) =0} ={weQr | vp(w) =0 para todo P € Pg}.
Assim, a parte (c¢) da defini¢do anterior nos permite definir este conjunto assim:

Qp(0) :={we Qp | w é regular }.
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Proposigao 1.1.8. Seja F/K um corpo de fungoes de género g, entdo,

Demonstrag¢io. Sabemos que dimg Qp(A) = i(A), assim,
dimg Qp(0) = i(0) = £(0) —grau(0) + g—1=1+g—1=g.
[ ]

Este resultado é muito 1til, vamos fazer uso dele no futuro para calcular a base das

diferenciais regulares de certos corpos de fungoes.

Proposicao 1.1.9. (§1.5, Proposition 1.5.13)

(a) Para 0 #x € F €0 # w e Qp temos que (zw) = (x) + (w).

(b) Quaisquer dois divisores candnicos de F/K sao equivalentes.
Como consequéncia da proposicao temos que os divisores candnicos formam uma classe de
equivaléncia em CI(F).
Proposicao 1.1.10. Seja W um divisor canénico. Entdo:

grau(W) = 29— 2,
(W) = g.

A demonstragao dessa proposicao é uma consequéncia imediata do teorema de Riemann-

Roch, que diz que se W é um divisor candnico, entao para todo divisor A tem-se que:
((A) =grau(A) + 1 —g+ (W — A).

As propriedades dadas na proposicao para os divisores canonicas sao as que foram men-
cionadas no inicio da secao como as propriedades que caracterizam completamente aos

divisores candnicos.

1.1.8 Indice de ramificacdo

Um corpo de fungoes algébricas F'/K’ é denominado extensdo algébrica de F/K,se F' 2 F
¢ uma extensao de corpos algébrica e K’ 2 K. A extensdo algébrica F'/K' de F/K é dita
finita se [F': F] < .

Considere a extensdo algébrica F'/K' de F'/K. Dizemos que o lugar P’ € P mora sobre

(ou é uma extensao de) P € Pp, se P < P’, neste caso, escrevemos P'|P.
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Proposigao 1.1.11. (§3.1, Proposition 3.1.4) Seja F'/K' uma extensdo algébrica de
F/K. Suponha que P € Pp e P' € P, sejam Op € F e O S F' 0s respectivos aneis de
valoragio de F/K e F'/K' e sejam vp e vp suas respectivas fungoes de valoragdo, entdo,

as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. P'|P.
2. Op < Of.
3. Eziste um inteiro e = 1 tal que vp/(x) = e - vp(x) para todo x € F.

Definigao 1.1.6. Seja F'/K’ uma extensao algébrica de F/K e P’ € P uma extensao
de P € ]P)F

(a) O inteiro e(P'|P) := e tal que vp/(x) = e - vp(x) para todo z € F é denominado
indice de ramificagio de P' sobre P. Dizemos que P'|P é ramificado se e(P'|P) > 1
e que P'|P é ndo ramificado se e(P'|P) = 1.

(b) f(P'|P) := [Fp : Fp] é denominado o grau relativo de P sobre P.

Observagao 1.1.11. f(P’|P) pode ser finito ou infinito entanto e(P'|P) é sempre um

nuimero natural.

Proposicao 1.1.12. (§3.1, Proposition 3.1.6) Seja F'/K' uma extensdo algébrica de F/K

e P' € Pp uma extensao de P € Pr. Entdo,

(a) f(P'|P) < se e sése|F :F]< .

(b) Se F"/K" uma extensdo algébrica de F'/K' e P" € Ppn uma extensio de P', entio,
e(P'|P) = e(P"|P)e(P'|P),
f(PIP) = f(P"|P)f(P'|P).

Proposigao 1.1.13. (§3.1, Proposition 3.1.7) Seja F'/K' uma extensdo algébrica de
F/K.

(a) Para cada P’ € Ppr existe exatamente um lugar P € Pr tal que P'|P dado por

P=Pn~nF

(b) Reciprocamente, cada P € Pr tem pelo menos uma, mas s6 uma quantidade finita

de extensoes P’ € Pp.

Teorema 1.1.7. (Igualdade fundamental) (§5.1, Theorem 5.1.11)

Seja F'/K' uma extensao finita de F/K, seja P um lugar de F/K e Py,..., P, todos
0s lugares de F'/K' morando sobre P. Sejam e; := e(P,|P) e f; := f(P)|P) para cada i.
Entao

m

Dleif;=[F': Fl.

i=1
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1.1.9 Extensoes inseparaveis

Lembremos que um polindmio ménico f(x) € K[z] de grau d é dito separavel se existir
d

uma extensao L 2 K tal que f(z) = H(m — ;) com «a; # o para todo i # j. Agora,
se L ¢ uma extensao de K algébrica, e;;c%o a € L serd chamado de separavel sobre K se
o seu polinémio minimo (em K[z], obviamente) é separdvel. Finalmente, dizemos que a
extensdo L (algébrica) é uma extensao separavel se todos seus elementos sdo separdveis
sobre K.

Um corpo K é dito perfeito se todas suas extensoes algébricas sao separaveis. Se K tem
caracteristica p > 0, entao K é perfeito se e somente se cada a € K pode-se escrever da

seguinte forma:

a=10

para algum b € K.

Se K é um corpo de caracteristica p > 0 e L/K é uma extensao algébrica, um elemento
7z . ’ e
x € L serd chamado puramente insepardvel sobre K se ¥ € K para algum r > 0; nesse

caso, o polinébmio minimo de x sobre K tem a forma:

€
f(X) =XV - ¢,

ondece Kee<r.

A extensdao L é puramente insepardvel se todos seus elementos sdo puramente inseparaveis

sobre K.

Definigao 1.1.7. Um elemento x € F' é chamado varidvel separante (ou elemento separa-
dor) de F/K se F/K(x) é uma extensdao separavel; neste caso F'/K é dita separavelmente

gerada.

O seguinte teorema mostra que sob a condigdo de ser K perfeito, F'//K sempre serd

separavelmente gerada.

Teorema 1.1.8. (§5.10, Proposition 3.10.2)

Seja K um corpo perfeito com caracteristica p > 0 e seja F//K o corpo de fungoes algébricas

onde K € o corpo das constantes.

(a) Se z € F e ptoup(z) para algum P € Pr, entio z é uma varidvel separante para
F/K.
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(b) Existem x,y € F tais que F' = K(z,vy).
(¢) Para cadan =1, o conjunto:
FP" = (27" . ze F}
¢ um subcorpo de F' com as sequintes propriedades:

1. K< F"" C F e F/FP" ¢ puramente insepardvel com [F : FP"] = p".

2. O mapa de Frobenius o, : F — F, definido por ¢, (z) = 2P" é um isomorfismo
de F sobre F*" | assim, o corpo de fungoes FP" /K tem o mesmo género que
F/K.

3. Suponha que K < Fy € F e Fy € puramente insepardvel de grau p". Entdo,

F, = F?".

(d) Um elemento z € F' é uma varidvel separante para F/K se e sé se z ¢ FP.

1.2 Curvas Algébricas

Ao longo desta secdo vamos assumir que K é um corpo algebricamente fechado. Aqui

tomamos como referéncia o livro (FULTON, 2008).

1.2.1 Espaco afim e espaco projetivo

Se definimos
A"K):=Kx - x K

onde o produto acima é feito n vezes, dizemos que A"(K) é o n-espago afim sobre K, em

particular, se n = 2, A*(K) é chamado o plano afim.

Se F e K[Xy,...,X,] e P=(ay,...,a,) € A"(K), diremos que P é um zero de F se
F(P) = 0. O conjunto dos zeros de F' (assumindo F' nao constante) ¢ denominado a
hiper-superficie definida por F e é denotado por V(F). Uma hiper-superficie em A? é
chamada de curva plana afim.

Seja S < K[Xy,...,X,], denotamos por V(S) ao conjunto:

{Pe A" : F(P) =0 para todo F € S}.

X < A" é denominado conjunto algébrico afim se X = V(S) para algum S.
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O conjunto
I(X)={FeK[Xy,...,Xy] : F(ay,...,a,) =0 para todo (ay,...,a,) € X}

é um ideal chamado o ideal de X.

Um conjunto algébrico V- < A" é redutivel se V- =V, u V5 onde Vi e V5 sdo conjuntos

algébricos em A" diferentes de V. Se V' nao é redutivel, ser4 chamado de irredutivel.

Proposicao 1.2.1. (§1.5, Proposition 1). Um conjunto algébrico V' é irredutivel se e

somente se 1(V') é primo.

Dizemos que V' é uma variedade afim se V é um conjunto algébrico irredutivel.

Se V. A" é uma variedade nao vazia entdo K[Xq,..., X,,]/I(V) é um dominio; chamare-

mos esse dominio de anel de coordenadas de V e denotaremos ele por I'(V).

O corpo quociente de I'(V') é denominado corpo das fungées racionais sobre V' e é denotado

por K(V'); os elementos de K (V') sdo denominados fungoes racionais sobre V.

Seja P € V. O conjunto das fungbes racionais sobre V que estao definidas em P é
denominado anel local de V' em P e é denotado por Op(V'); como seu nome indica, Op(V')

é um anel satisfazendo:

KcT(V)cOp(V)< K(V).

O conjunto
mp(V) :={feOp(V) | f(P) =0},

¢ um ideal maximal de Op(V'). Aqui f(P) é definido como segue: como Op(V') < K(V),
existem a,b € I'(V) tais que f = a/b com b(P) # 0, entdao f(P) = a(P)/b(P)

Observacao 1.2.1. De acordo com o estudado na se¢ao anterior, podemos ver que para
cada P eV, Op(V) é um anel de valorizagao discreta de K (V') cujo lugar associado é o
ideal mp(V'), assim, do Teorema 1.1.1 segue que podemos encontrar um parametro local

para mp (V') e portanto, associar a valoragao discreta ordp : K(V) — Z u {oo} dada por:
ordp(f) = vnp)(f)-

Agora estudaremos o espago projetivo. Primeiro, vamos definir os conceitos de homogenei-

zagao e deshomogeneizacao de um polinémio.
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Seja F'e K[Xy,...,X,41] uma forma. Definimos F, € K[X1,..., X,]| como sendo:
F,=F(X1,Xs,...,X,,1).
Reciprocamente, dado um polinémio f € K[Xj,..., X,] de grau d, se escrevemos

f=f+fi+-+fa

onde f; é uma forma de grau i, entdo, definimos f* e K[Xj,..., X,,41] como:
ff= Xt fo+ Xfi+ -+ X faor + fa

O primeiro processo é conhecido como deshomogeneizagcdo com respeito a X,,,1 e o segundo

homogeneizacao com respeito a X, 1.

O n-espago projetivo sobre K, denotado por P"(K) se define como o conjunto de todas
as retas que passam por (0,0, ...,0) em A" (K). Formalmente, se () = (zy,...,%,.1) ©

(¥) = (Y1, . - -, Yns1) s80 elementos de A"*!, definindo a relacao:
() ~(y) < existe 0 e K talque y; = Az; i=1,...,n+ 1.

podemos identificar o espago projetivo P" com o conjunto de equivaléncias dos pontos de
A™IN(0,...,0).

Os elementos de P serao chamados pontos. Se um ponto P € P" esta determinado por

algum (21, ..., 2p41) € A" diremos que (21, ..., 2p41) s80 coordenadas homogéneas para
P e escrevemos P =[xy : -+ : 01
Seja

Ui = {[mla cee axn-‘rl] epP” x; # O})

cada P € U; pode ser escrito unicamente da forma:
P=lzy:..ixiglixg o Tpa;

as coordenadas (1, ..., %i_1, Tit1,- - -, Tne1) $20 denominadas coordenadas nao homogéneas
para P com respeito a U;.

Considere a funcao: ¢; : A" — U, tal que
(a1,... ap) —>[ag i1 1@y c ot Ay

entao ¢; dd uma correspondéncia 1-1 entre os pontos de A" e os pontos de U;, assim, como
n+1

P" = U U;, temos que P é coberto por n + 1 conjuntos que sao semelhantes ao n-espago

=1
afim.
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O conjunto
He = PO = {for s+ 2] | 20 = 0},

é denominado o hiperplano no infinito.

Um ponto P € P" é dito zero de um polindémio F' € K[ Xy, ..., X, 41]se F(x1,...,2p41) =0
para cada escolha de coordenadas homogéneas (1, ..., z,41) para P, neste caso escrevemos
F(P) =0. Se F é uma forma e F' se anula em alguma representagao de P, entdo F se

anula em todas as representacoes de P.

Se S < K[Xy,...,X,], entdo, andlogo ao caso afim, temos que:
V(S)={PeP"| F(P) =0 para todo F' € S}.

O conjunto dos zeros de um nimero finito de formas (ou seja V(.5) onde os elementos de

S sdo formas) é denominado conjunto algébrico projetivo.

Para todo conjunto X < P", temos que:
I(X)={FeK[X,...,X,] : F(P)=0 paratodo P e X}

é um ideal chamado o ideal de X.

Um ideal I ¢ K[Xy,...,X,11] é denominado homogéneo se para cada F = Z F;, onde
i=0
F; é uma forma de grau i, também se tem que F; € .

Um conjunto algébrico V- < P" é irredutivel se nao é a uniao de dois conjuntos algébricos

menores, neste caso, V' é denominado variedade projetiva.

Seja V uma variedade projetiva nao vazia em P". O anel K[ Xy, ..., X,,]/I(V) é um dominio

denominado anel de coordenadas homogéneas de V e é denotado por I', (V).

Dado qualquer ideal homogéneo I ¢ K[X,..., X,41], um elemento f de
I' = K[Xy,...,Xns1]/] é denominado forma de grau d se existir uma forma F' de grau d

em K[Xy, -, X,1] cujo residuo seja F.

O corpo quociente de I', (V') é denominado corpo de fungoes homogéneas de V' e é denotado
por K (V). Em contraste com o caso afim, com excep¢ao das constantes, nenhum elemento

de I'; (V') determina fungoes sobre V| desta forma, a maioria dos elementos de K (V') nao
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podem ser tratados como fungoes. Porém, se f e g sdo formas em I',(V) do mesmo grau,

entdo, f/g define uma fun¢ao onde g nao é zero.

O conjunto
K(V)={ze Ky(V) | z = f/g para algumas formas f,ge I';(V) do mesmo grau}

é denominado corpo de fungoes de V. K (V') é um subcorpo de K, (V) que contém K, seus

elementos sao denominados fung¢oes racionais sobre V.

Sejam P eV e ze K(V). Diremos que z estd definida em P se z pode ser escrita como

z = f/g onde f e g sdo formas do mesmo grau e g(P) # 0.

Analogo ao caso afim definimos o anel

Op(V) ={z€ K(V) | z estd definida em P};

Op (V) é um subanel de K (V') que é local, o seu ideal maximal é:
mp(V) = {z€ Op(V) | 2 = /g e f(P) = 0},

Observacao 1.2.2. Todos os conceitos atras podem ser generalizados a multi-espacos ou
espacos mistos P x P™ x ... x A™. Neste caso, definindo A° como um ponto, entio as

variedades afim e projetivas sdo casos especiais de variedades em P™" x P"2 x ... x A™.

1.2.2 Curvas planas afins e projetivas

Definimos a seguinte relagao sobre K[X,Y]:

F~G < F=MG paraalgum \e K.

A relagado ~ é de equivaléncia.

Uma curva plana afim é uma classe de equivaléncia de polindmios nao constantes sob a

relagdo ~. O grau de uma curva plana afim, é o grau de um polinémio definindo a curva.

Se F' é uma curva e P = (a,b) € F, diremos que P é um ponto simples de F' se Fx(P) # 0
ou Fy(P) # 0, e, neste caso, a curva Fx(P)(X —a) + Fy(P)(Y —b) = 0 é denominada
linha tangente a F' em P. Um ponto que nao é simples é chamado multiplo ou singular.

Uma curva com s6 pontos simples ¢ chamada de curva nao singular.
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Se P = (0,0), escrevendo
F=Fy+ Fpyy+- -+ F,

onde cada F; é uma forma em K[X,Y] de grau i, definimos a multiplicidade de F em P,

como sendo m, e denotamos ela por mp(F).

Fn=]]L;

(onde cada L; é uma curva de grau um), dizemos que L; é uma reta tangente a F em P e

Se escrevemos:

que r; é a multiplicidade da tangente. Se r; = 1 diremos que L; é uma tangente simples.
Se P = (a,b) # (0,0), entao definimos a multiplicidade de F' em P assim:

mp(F) = m(o,o)(F(X +a,Y + b))

Com isso, as demais definigoes podem ser estendidas naturalmente para o ponto P.

Se F, G sao duas formas em K[X,Y, Z], definimos a seguinte relacao de equivaléncia entre

FedG:

F~G < G=MF paraalgum )€ K,

e definimos uma curva plana projetiva como sendo uma classe de equivaléncia de formas
(sob a relagao ~).

O grau de uma curva projetiva plana é o grau de uma forma definindo a curva.

Se F' é uma curva projetiva plana e P € U; (i = 1,2 ou 3), podemos deshomogeneizar F’

com respeito a X; e definir a multiplicidade de F' em P como segue:
mp(F) := mp, (F)

esta definicao ¢ independente da eleicao de U;, ou seja, da variavel sobre a que se faz o
processo de deshomogeneizacao. Igual que no espacgo afim, P serd chamado simples se

mp(F) =1 e miltiplo (ou singular) se ndo é simples.

Se F e G sao duas curvas planas projetivas e P € P?, definimos o nimero de intersecio de
FeG
I(P,F nG) :=dimg(Op(P?)/(Fy,Gy)),

e dizemos que a reta L é tangente a curva F em P se [(P,F' n L) > mp(F'), finalmente,
dizemos que P é um ponto miltiplo ordindrio de F se F tem mp(F) distintas tangentes

em P.
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A seguinte proposicdo da um critério para encontrar os pontos multiplos de uma curva.

Proposicao 1.2.2. Seja F uma curva projetiva plana. P € P* é um ponto maltiplo de F
se e somente se
F(P) = Fx(P) = Fy(P) = Fz(P) = 0.

Demonstracao. Escrevemos

F =Y E(XY)2m
=0

onde F; é uma forma que grau i. Suponha que P = [a : b : ¢] é um ponto multiplo de
F, entao, mp(F) = mp(Fy) > 1. Como sabemos que m ) (G) = m,0)(G(X +a,Y +))

para toda curva plana afim G, entdo podemos supor P = [0: 0 : 1].

Por hipdtese temos que Fj = Z Fi(X,Y) e mop)(Fy) > 1, assim
i=0

(Fy)x(0,0) = (Fy)y(0,0) = F.(0,0) = 0.
Como F, = F(X,Y,1) concluimos que Fx(P) = Fy(P) = F(P) = 0. Por outra parte,

sabemos que:
mF = XFx +YFy + ZFy

logo,
mF(P)=0-Fx(P)+0-Fy(P)+ Fz(P),

isto é, Fz(P) = 0. Reciprocamente, se F'(P) = Fx(P) = Fy(P) = Fz(P) = 0, supondo
P =1[0:0:1], temos:

(Fx)«(0,0) = (Fy)«(0,0) = F,(0,0) =0,
o que significa que (0,0) é um ponto multiplo de Fi, assim, mp(F) = mp(Fy) >1. W
Exemplos: Vamos determinar os pontos multiplos das seguintes curvas planas usando o
critério na proposicao anterior:
1. Considere a curva representada pela forma F(X,Y,7) = X" + Y" — Z". Suponha

que charK = p e que p{n, entao:

FX = an_l,
Fy =nY" !
Fy=nZ""1
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assim, se P € P? tem coordenadas homogéneas (,y, z), temos que Fx(P) = 0 se
esésex =0, Fy(P) =0seesbésey =0e Fz(P) = 0seesbdsez=0. isso
significa que o tnico ponto satisfazendo F'(P) = Fx(P) = Fy(P) = Fz(P) =0 ¢
(z,y,2) = (0,0,0) e sabemos que a origem ndo é¢ um ponto do espaco P?. Concluindo

que a curva nao tem pontos multiplos.

2. Considere a curva representada pela forma H(X,Y,Z) = ZX" + XY" + Y Z". Su-
ponha que charK = p e que p{n® —n + 1, entdo:

Hx =Y" +nX""'Z,
Hy = 7" +nY" X,
HZ = Xn + nZ”le;

assim, se P € P tem coordenadas homogéneas (z,v, z), temos o seguinte:

Hx(P) = 0 implica 37 = —na" 1
Hy(P) = 0 implica 2" = —ny" ™ 'z,
Hyz(P) = 0 implica 2" = —nz"""y;

de onde temos que (n® 4+ 1)z™y = 0, isto é, z = 0 ou y = 0.

No caso z = 0, temos, das equagoes acima que r = y = 0; analogamente, se
y = 0, temos que x = z = 0. O anterior significa que o tnico ponto satisfazendo
F(P) = Fx(P) = Fy(P) = Fz(P) =0 ¢ (z,y,2) = (0,0,0), assim, a curva nao

possui pontos multiplos.

Observacao 1.2.3. As curvas nos dois exemplos sdo bastante conhecidas; a primeira é
denominada curva de Fermat e a segunda, curva de Hurwitz. Desde agora escreveremos
Fn, para nos referir a curva de Fermat de grau n e H,, para nos referir a curva de Hurwitz

de grau n + 1.

1.2.3 Funcdes racionais

Seja X =P™" x P"2 x --- x A™. A topologia de Zariski sobre X é definida como segue: Um

conjunto U < X é aberto se X\U é um subconjunto algébrico de X.

Qualquer subconjunto de X é dotado com a topologia induzida.
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Se V é uma variedade em X, um subconjunto de V é fechado se e s6 se é algébrico.
Observemos que todos os subconjuntos abertos de uma variedade tem intersecao nao va-

zia dois a dois, assim, todo subconjunto aberto nao vazio de uma variedade V' é denso em V.

Seja V' um conjunto algébrico irredutivel em P! x P2 x - .- x A™. Qualquer subconjunto
aberto X de V serd denominado variedade. X estd munido com a topologia induzida de

V', que serd chamada de topologia de Zariski sobre X.

Seja X uma variedade e U um subconjunto aberto nao vazio de X, definimos I'(U, Ox)

como o conjunto de fungoes racionais sobre X que estao definidas em cada P € U, isto é,

L(U,0x) == (] Op(X).

PeU

Note que se U = X é uma variedade afim, entdo I'(X) é o anel de coordenadas de X, o

que significa que a notagao é consistente.

Sejam X e Y variedades. Um morfismo de X em Y é uma aplicacao ¢ : X — Y tal que:

1. ¢ é continua.

2. Para cada conjunto aberto U de Y, se f € T'(U, Oy), entao @(f) = f o ¢ estd em
L(¢~'(U), Ox).

Um isomorfismo de X com Y é um morfismo 1-1 ¢ de X sobre Y tal que ¢~ é um morfismo.
Sejam X e Y variedades. Sejam U; e U, subvariedades abertas de X, considere os morfismos
fi: Uy — Y e fo: Uy —> Y, definimos a relacgao:

f1 ~ f2 < fl’Ulng = fz\Ung

Uma classe de equivaléncia para esses morfismos é denominada funcdo racional de X em Y.

Uma funcao racional F': X — Y é denominada birracional se existem conjuntos abertos
Uc X,V cY eum isomorfismo f: U — V que represente F'; dizemos que X e Y sao

birracionalmente equivalentes se existir uma funcao birracional de X em Y.

1.2.4 Modelos nao singulares de curvas

Teorema 1.2.1. (§7.5, Theorem 3). Seja C' uma curva projetiva. Entdo existe uma curva

projetiva nao singular X e um morfismo birracional f : X — C. Se f' : X' — C ¢
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um outro morfismo birracional, entdo existe um tunico isomorfismo g : X — X' tal que
/
fag=1.

Corolario. FExiste uma correspondéncia natural 1-1 entre curvas projetivas ndao singulares

X e corpos de fungoes algébricas F sobre K.

Se C' é uma curva projetiva e f : X — C' é como no teorema anterior, diremos que X é o

modelo ndao singular de C'.

Dada uma curva projetiva nao singular X, o corpo F' em correspondéncia com X (mediante
o corolario anterior) é o corpo K(X) (ou K(C) no caso em que X seja o modelo nao

singular da curva C).

Com o corolario anterior, conceitos como género e diferenciais vao poder ser associados a

uma curva projetiva da seguinte forma:

Se (' é uma curva projetiva e X é o seu modelo nao singular, o género da curva C' serd o

género do corpo de fungdes K(X) associado a X.
Dizemos que w ¢ uma diferencial sobre C' se w € Qx(x).

De agora em diante, falaremos do género de uma curva (ou corpo de fungoes) e da diferen-

cial de uma curva (ou corpo de fungoes) de acordo aos requerimentos da situagao.

Se C' é uma curva plana de grau n e G é uma curva plana que nao contém C' como

componente, definimos o divisor:
div(G) := )| ordp(G) - P,
PeX

onde ordp(G) = ordg(g) sendo f(P)=Q (f : X — C o morfismo birracional do teorema
acima) e g a imagem de G, em K(C) = K(X). div(G) é denominado o o divisor da curva G.

Observagao 1.2.4. div(G) é um divisor de grau mn onde m é o grau da curva G, (isto

segue do Teorema de Bézout).

Existe um método tutil para calcular o género de uma curva plana com pontos multiplos

ordindrios:
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Proposicao 1.2.3. (§8.3, Proposition 5) Seja C' uma curva plana com sé pontos maultiplos

ordindrios. Sejan o grau de C' e rp = mp(C). Entdo, o género de C' é dado pela formula:

g=<n_1)(n_2)—ZM. (1.1)

2 PeC 2

Exemplo. Como vimos atras, as curvas de Fermat e de Hurwitz sdo nao singulares,
isso significa que para todo ponto P satisfazendo a equagao da curva, mp(F,) = 1 e

mp(H,) = 1, assim, rp = 1 para todo P na proposi¢ao acima e segue de (1.1) que,

(n—1)(n—2)
2

9(Fn) =
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2 Diferenciais de corpos de funcoes

2.1 Derivacdes e diferenciais

Definigao 2.1.1. Seja M um mobdulo sobre F. Uma aplicacdo 6 : F — M é chamada

de derivagio de F/K se § é K-linear e cumpre a regra do produto:
Ou-v)=u-d8(v)+v-d§u),
para todo par u,v € F.

Lema 2.1.1. (Propriedades bdsicas de uma derivacgao.)
(a) d(a) = 0 para todo a € K.
(b) 0(2") = nz""*8(2) para todo z € F e para todo n = 0.

(¢c) Se char(K) =p > 0, entdao §(zP) = 0 para todo z € F.

S — x-S
(d) ¢ <x) _ Y (z) 296 (y)) para todo par x,y € F com y # 0.
Yy Y

Demonstracao.

(a) Se a = 0, o resultado é imediato. Suponha que a # 0, como § é K-linear, por um
lado temos que d(a) = ad(1) para todo a € K. Por outra parte, como ¢ satisfaz a
regra do produto, entao d(a) = d(a-1) = ad(1) + d(a), de onde temos que ad(1) = 0,

assim, 0(a) = 0.

(b) Por indugao sobre n:
n=2 0§(2*)=0(22)=2-0(2)+2-0(2) =22-6(z) = 22*16(2).

Suponha que §(z*) = kzF716(z) para k > 2.

Vamos mostrar que §(zF*1) = (k + 1)2%TD=15(2).

S(ZFTY =6(2F-2) = 2-0(2%) + 2Fo(2)
= 2(k2"15(2)) + 2F6(2)
= k2"6(2) + 2*6(2)
= (k+1)2F(2).



Capitulo 2. Diferenciais de corpos de fungides 42

(c) Pelo item (b) temos que:
§(2P) = pzP16(2) = (p- 1) 2" 10(2) = 0.
(d) Lembre que 1p = 1k, assim, pelo item (a) e a regra do produto temos que:

0=0(1g)=06(1p) =d(y-y ) =y-6(y™")+y ' 6y),

de onde,
y- oy =~y d(y). (2.1)

Por outra parte,

x-y2-5(y*1)+y-5(x)‘

O(z/y) = oz -y~ ') =xd(y™) +y 'o(z) =
Usando a equagao 2.1, concluimos:

5z /y) = roy(=y ' 0y) +y-6(x) _y-d(x) —x-dy)

Y

A continuacao, vamos ver que algumas derivagoes com uma propriedade especifica, no

caso de existir, sao unicas.

Lema 2.1.2. Suponha que x é uma varidvel separante de F/K e que §1,09 : F' —> M sdo
derivagoes de F/K com §;(z) = d2(x), entdo §; = 0s.

Demonstragao. Seja f(x) = Zaixi um polinémio em K|[x| arbitrario. Pelo item (b) do

lema anterior temos que, para j = 1, 2:

5i(f(2) = &5 (D aia') = Y aidy(a’) = Y iaia’45(x),

mas, por hipétese, d1(z) = do(x), assim, §;(f(z)) = d2(f(x)).

Seja z € K(x) arbitrario, entdo z = f(x)/g(x), e usando o anterior temos:

01(2) = 61 (f(x)/g(x)) = g(x)01(f <I(>)( ) f(x)d1(g(z))

)?
9(x)d2(f () — f(x)d2(g(x))
(9())?

Q
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Assim, provamos que as restrigdes de 0; e 0o a K (x) sdo iguais.
Agora, seja y € F e h(T) o seu polindbmio minimo em K (x)[T]; sabemos que h(y) = 0,
suponha que h(T) = Z u; T, entéo, 2 uy' = 0, logo,

0= By(h)) = D05 = (i) + 915 )) = 85 (0) D™+ Y/t

e sabemos que para todo f(z) = 2 a;x" em K[r], sua derivada f'(z) estd dada por
f(z) = Zmixi_l, assim,
0= 0;(m)'(y) + >y, (us).
i
Agora, como x é um elemento separante, entdo F/K é uma extensao separavel, assim,
h(T) é separavel e sabemos que um polindémio f € K|[z] tem s6 raizes simples se e somente

se med(f, f') = 1, com isso, se acontece que h'(y) = 0, terfamos que (T — y)|h'(T) e

(T — y)|h(T) contrariando a asser¢ao anterior, logo, h'(y) # 0 e temos que

i(sj (ul)a

e como u; € K(z), temos que 0;(u;) = d2(u;) para todo 4, portanto, d1(y) = do(y) como

queriamos provar. [ |

Proposicao 2.1.1. Suponha que E/F € uma extensao finita separdvel de F' e 6y : F — N
¢ uma derivagao de F/K em algum corpo N o E. Entao dy pode-se estender a uma

derivacao § : E — N; esta extensdo estd unicamente determinada por dg.

Demonstragio. Primeiro vamos definir duas aplicacoes s e s’ da seguinte forma:

0 - F[T] — N[T] s F[T] N N[T]
2isiT o D do(s) T Yisil e st

As duas aplicacoes sdo K-lineares: a linearidade de s’ é imediata, a de s° segue da

linearidade de 50 Agora, vamos mostrar que s° e s satisfazem a regra do produto: suponha

que f(T Z a, T e g(T 2 b; T7, sem perda de generalidade, suponha que m > n.
7=0
Sabemos que



Capitulo 2. Diferenciais de corpos de fungides 44

assim,

S(FT) - g(T)) = (i (2 b, ) )

m J m j
=SS S5

e sabemos que s°(f(T)) = Z Solap)T* e s° Z )T, logo,
k=0 =0

i Zakao T i Ebj_ka()(ak)w‘ — ) (9(T)) + g(T)s(F(T)).

Analogamente,

C’J\
=
=3
s
3

I
MS

<.
Il

J
J (Z kbjk> Tt
0 k=0

J

= Z Clkb kT] !

7=0k=0

(T)s'(g(T) + g(T)s'((T))-

3

I
~

Como E é separavel, pelo teorema do elemento primitivo, existe u € E, tal que E = F(u).
Seja f(7T') o polindémio minimo de u e n = grau(f) = [E : F|; lembremos que

F(u) = {ap + aqu + -+ + a,u" | a; € F, v < n}, assim, se y € E, entdo y = h(u) onde
h(T) e F|T] e grau(h) < n.

Definimos ¢ : E — N da seguinte forma:

5(5) = 100 - T )

Novamente, como f é o polinomio minimo de u e E é uma extensao separavel de F', entao

f & separével e temos que m.c.d(f, f') = 1, segue que f'(u) # 0 e d estd bem definida.
Claramente, se y € F, entao grau(h) = 0 e segue que h'(T) =0 e h° = §(y), logo,
fo(u)

0 -0 = 0o(y);

6(y) = doly) —
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isso significa que d|r = dg. Falta provar que ¢ é K-linear e que satisfaz a regra do produto.
(i) 6 é K-linear: Sejam z,ye E e A € K.

Az +y) = d(Ah(u) + ha(u)) = 6((Ahy + ha)(u))
P
Filu)
f0<u) / /

P )+ 150)

_ Ou_fo(u>/u Ou_f()(u)/u
= (nte - H ) + () - Zed)
— AU (w) + S(ha(w)) = A3(z) + 8(y).

= (/\hl + hg)o(u) — (/\hl + hg)/(u)

= Ahj(u) + hy(u) —

(ii)) Regra do produto: Sejam y,z € E, entdo y = h(u) e z = g(u) com grau(h) < n
e grau(g) < n. Pelo algoritmo da divisao: h(T)g(T) = ¢(T)
c(T),r(T) € F|T] e grau(r(T)) < n, assim, h(u)g(u) = c(u) f(u) + r(u) = r(u) e
(-9 = (7= 5} ) = 007 = 1))
f () ’

mas, pelo dado acima, r = hg — cf, assim,

0 = (hg—cf)? = (hg)’ = (cf)" = g°h + gh® = & f — fc
(§]

r'=(hg —cf) = (hg) = (cf) = gh+gh' = f - fc

e segue que

5-2) = i (@hoe gl = = [P0 = (gh+gh = = o)) (1)
= f/z_u) (gohf/ +gh0f/ . ng/h_ th/g) (U), (1)

Por outra parte, temos que:

y0) 42 0) = ) (800 *”fﬂm)+gw(mw»—fwhﬂm)>

 f(u '(u)
- ffzu) [(hg" " = nfOg" ) (u) + (gh’f" — gf°R')(u)]
B ﬂa)@%f+gmf—f%%—f%@ﬂw )

Obtendo que as expressoes (1) e (2) coincidem.
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Unicidade: Suponha que §; e d2 sao duas extensoes de dg, entao, d;|p = da|p = .
Sabemos que F' é um corpo de fungoes algébricas sobre K, isso significa que existe x € F
transcendente sobre K para o qual F'/K(z) é uma extensao algébrica e finita.

Observe que F/K(x) é separavel: de fato, se y € F' nao é separdvel e o seu polindémio
minimo é p(t) € K(z)[T], teremos que p(t) nao é separavel, mas, por hipétese E/F é
separavel e K(x) € F, assim, p(t) € F[T] é separavel, absurdo. Logo, F//K(x) é separavel.
Como E/F e F/K(x) sdo separaveis, temos que F/K (x) é separdvel, assim, pela definicao,
concluimos que z é um elemento separante de E/K, e como x € F, temos que 01(x) = da(x);

segue do lema anterior que d; = ds. [ |

Teorema 2.1.1. (Ezisténcia das derivagées). Se v € F' é um elemento separante de
F/K e N 2 F é algum corpo, entio existe uma unica derivag¢ao § : ' — N de F/K com

a propriedade 6(x) = 1.

Demonstracao. A unicidade é imediata do Lema 2.1.2, pois se d; e d5 s@o derivagoes como

no teorema, entao d1(x) = d2(x) e x é um elemento separante, assim, d; = Js.

Vamos mostrar a existéncia: Seja dp : K () — N dada por:

f@)Y _ @)@ - [@)g (@)
% (g<x>> G@)E

sendo f’ e ¢ as derivadas formais dos polinémios f, g € K|[z] respectivamente. Queremos

provar que dy ¢ uma derivacdo. E claro que &, é K-linear. Vamos mostrar que d, satisfaz a
regra do produto.
Sejam z1 = fi(x)/g91(x) e 22 = fo(x)/g2(x) em K (x), entdo 21 - 20 = (fif2)(2)/(9192) (%),
logo,
(9192)(x)(f1f2)'(x) — (f1f2)(x)(g192) ()
((9192)(x))?
(9192)(2)(f1f2 + f1.f3) (@) — (f1./2)(x)(9192 + 9195) (%)
((9192)(x))?
N1(@) g2(2) f5(2) = Fo@)ga(@) | folw) g1(@) fi(2) = fi(w)gi(w)
91() (92(x))? 92(x) (g1(x))?

= Z1- 50(22) + 29 - 60(21).

50(21 : ZQ) =

Assim, pela proposicao anterior, g pode-se estender a uma derivagao 6 : F' — N. Observe

que x € K(x) e do(z) = dg (ggg) sendo f(z) = xeg(x) =1, assim, ¢'(z) =0e f'(z) = 1,

1-0-2
logo, do(x) = 4 = 1 e como §|g(z) = do temos que §(x) = 1 e concluimos que 6 é a
derivagao procurada. ]

Definicao 2.1.2. (a) Seja z um elemento separante de F//K. A tnica derivagao d, :

F — F tal que ,(z) = 1 é chamada de deriva¢io com respeito a x.
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(b) Seja
Derp :={n: F — F | n é uma derivacao de F/K}

Para 1,19 € Derg e u, z € F' definimos:

o (m+n)(2):=m(2) +n(z) o (um(z)) :=um(z).

Observagao 2.1.1. Claramente (7, + 12) e (un;) sdo K-lineares, pois n; e 1, sdo. Vamos

ver que também satisfazem a regra do produto:

(m +m2)(21-22) = (21-m(22) +22-m(21)) + (21 - m2(22) + 22 - M2(22))
z1(mi(22) + ma(z2)) + 22(m(21) + m2(21))
= z(m + n2)(22) + z2(m + n2)(21)-

(um)(z1-22) = ulz-m(z2) +22-m(21))
= 21(um)(z2) + 22(um)(z1).

Assim, (1, + 12) e un sao derivagoes. Logo, com as operagoes definidas em (b) temos que
Derp é um espaco vetorial sobre F', ou seja, um F-modulo, desta forma, Derp é chamado
de mddulo das derivagoes de F/K.

Lema 2.1.3. Seja x um elemento separante de F'/K.

(a) Para cada derivagao n € Derp, temos que n = n(x)d(x), em particular, Derp é um

F-modulo unidimensional.

(b) (Regra da cadeia). Se y é um outro elemento separante de F/K, entio

(¢) Parat e F temos que ,(t) # 0 se e sé set é um elemento separante.
Demonstracao.

(a) Considere as derivagoes em Derp: ne n(z) -d,.
——

eF
Observe que (n(x)-d,)(x) = n(x)-0.(x) = n(z)-1 = n(x); assim, como z ¢ um elemento

separante , o Lema 2.1.2 permite concluir que n = n(z) - d,, logo, Derp = span{d,}.
(b) Sabemos que d, € Derp, assim, tomando 1 = ¢, em (a) obtemos que 0, = 0,(z) - 0.

(c) Set éseparante, pela regra da cadeia temos que 6; = 6;(x)0,, assim, 0;(t) = §:(x)d.(¢)
isto é, 1 = 0;(2)0,(t) o que significa que d,(t) # 0, pois F' é um corpo.



Capitulo 2. Diferenciais de corpos de fungides 48

Reciprocamente, Suponha que §,(t) # 0 e que t nao é separante. Se charK = 0,
temos que t € K e como ¢, é uma derivagao, temos 9,(t) = 0, absurdo.

Suponha que charK = p > 0, como ¢ nao é separante temos que t € F?| isto é, existe
existe u € F tal que t = uP, assim, 0,(t) = 0, (u?) = 0, absurdo.

Considere agora o conjunto Z = {(u,z) € F' x F' | u € F e x é separante} e considere a

seguinte relagao sobre esse conjunto:
(u,z) ~ (v,y) & v =u-0,(x).

Afirmacao. ~ é uma relagao de equivaléncia sobre Z:

o Reflezividade: Sabemos que 6, (x) = 1, assim, v = u - §,(x), isto &, (u,x) ~ (u,x).

o Simetria: Suponha que (u, z) ~ (v, y); pela regra da cadeia sabemos que d, = 6, (z)-9,,
assim, 8, (y) = d,(z) - 9,(y), e como consequéncia temos que (d,(x)) ™" = d,(y).

Por hipétese temos que v = u - §,(z), assim, u = v - (J,(z)) " = v - §,(y), portanto,
(v,y) ~ (u, ).

e Transitividade: Suponha que (u,z) ~ (v,y) e (v,y) ~ (w, 2).
Temos que v = u-d,(x) e w = v-9,(y), substituindo o resultado da primeira equacao

na segunda, temos: w = (u - d,(x))d,(y), assim,

w = u(b,(y)) 0. (y). (2:2)

Agora, pela regra da cadeia temos que 0, = d,(x)d, e segue que 0,(y) = d.(x)d.(y) e

substituindo em 2.2 temos que
w = u(0s(y)) " 0:(2)0x(y) = u-0.(2),
Logo, (u,z) ~ (w, 2).

Defini¢ao 2.1.3. (a) Denotamos a classe de equivaléncia de (u,z) em Z com respeito

a ~ por udx e chamamos ela de diferencial de F/K. Assim, por definigdo temos que
udr = vdy < v = udy(z)
A classe de equivaléncia de (1, z) é denotada simplesmente por dz.

(b) Seja

Ap = {udx | ue F e x é separante},

o conjunto de todas as diferenciais de F'//K. Escolhemos um elemento separante z e

observamos o seguinte:
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Claramente, ud,(z) = u - ,(x), assim, (u,x) ~ (ud,(z), 2), isso significa que udz =
(ud,(x))dz. Analogamente, vdy = (vd,(y))dz; desta forma, definimos a operacao

soma em Apr como segue:
udz + vdy = (ud,(x) + v9,(y))dz
Também, dado w € F' definimos a seguinte operagao:

w(udz) = (wu)dx

Observagoes.

e A definicao da operacao soma acima é independente da escolha do elemento z:

De fato, suponha que t é um outro elemento separante de F'/K. Pela regra da cadeia
sabemos que §; = §;(2)0,, assim, §;(z) = 0,(2) - 0.(2) = 1 8,(z), isso significa que
(1,2) ~ (04(2),t), assim, dz = &;(2)dt e

(0, () +vo.(y))dz = (ud.(x)+ vo.(y))o(2)dt
= (ud,(2)6,(2) + v5.(y)de(2))dt.

Pela regra da cadeia temos que §;(x) = 6;(2)0,(z) e &(y) = 6:(2)0.(y), logo,

udz + vdy = (ud,(x) +v0,(y))dz = (ud(z) + vé(y))dt.

e Ap vira um espago vetorial sobre F' (ou F-mo6dulo) com as operagdes definidas

acima.

Definicao 2.1.4. Para um elemento ¢t € F' nao separante definimos dt := 0 € Ap, e

definimos a seguinte aplicagao:

dF—>AF
t — dt

O par (Ap,d) é chamada de mddulo das diferenciais de F/K.

Agora, vamos estudar algumas propriedades béasicas de Ap.

Proposigao 2.1.2. (a) Seja z € F um elemento separante, entio, dz # 0 e cada w € Ap
pode ser escrito de forma unica como w = udz onde u € F. Assim, Ar € um F-maddulo

unidimensional.

(b) A aplicagio definida na parte (d) da defini¢ao anteriord : F' — Ap é uma derivagao.
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(¢c) Parate F temos dt # 0 se e s6 set € separante.

(d) Suponha que 6 : F' — M ¢é uma derivagio de F/K em algum F-médulo M. Entao

existe uma unica aplicagdo F-linear p: Ap —> M tal que 6 = pod.

Demonstracao.

(a)

0 = 0 - dz, a diferencial nula, assim, 0 - dz = u - dz implica que (0, z) ~ (u, z) para
u # 0, mas, se isso acontece, u = 0-d,(z) = 0, contradigdo. Logo, se particularmente
u =1, temos que dz # 0-dz = 0.

Agora, seja w € Ap arbitraria. Entao, w = vdy para algum elemento separante y.

Escolhemos u = v, (y), assim,
udz = (v0.(y))dz, (%)

e como 0, = 0,(2)0,, temos que 1 = 0,(2)0.(y), assim, v = vd,(2)d.(y), o que
significa que (vd,(y),z) ~ (v,y), isto é, vo,(y)dz = vdy, logo, em (x) queda que
udz = vdy = w.

Se w = u1dz e w = usdz, entdo, uydz — usdz = 0 e (u; — ug)dz = 0, como dz # 0,

temos que uy = us.

Fixamos z € F' separante. Observe que do fato que d,(t) = 1-0,(¢), segue que
(1,t) ~ (d.(t), z) e portanto,
dt = 6,(t)dz (2.3)

Observe que se t nao fosse separante, do item (c) do lema anterior terfamos que
d.(t) = 0 e por definigdo temos que dt = 0, portanto, a igualdade vale acima vale
para todo t.

Logo, d(ax) = d.(ax)dz = ad.(x) = adr e d(z +y) = d.(x + y)dz = (6.(z) +
3.(y))dz = 6.(x)dz + 0,(y)dz = dx + dy. Falta mostrar que d satisfaz a regra do
produto:

Da equagao (2.3) segue que:

d(zy) = 0:(zy)dz = (20:(y) + yd.(z))d=
= x<5z(y)dz) + y(éz(x)dz)
= xdy + ydz.

A implicagdo “<"segue de (a).
Se dt # 0 e t nao fosse separante, contrariariamos a defini¢cao da aplicagao d, logo ¢

deve ser separante.

Dado z € F separante, pelo item (a), cada w € Ap pode ser escrito como w = udz
sendo u um elemento de F; Definimos p por p(w) := u - 6(2) se w = udz. E claro

que u - §(z) € M por ser M um F-médulo.
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e 11 é F-linear: De fato, se v e F e wy,ws € Ap, com p(wy) = u-90(z) e p(ws) = y-0(2),

entao,
plowr) = p((vu)dz) = (vu) - 0(z) = v(u-6(2)) = vu(w)
u(eor +wp) = pl(u+y)dz) = (u+v) - 6(z) = plen) + plen)

e Agora, vamos mostrar que p o d é uma derivacao: é claro que pod é K-linear por-

que p é F-linear e d é uma derivagao. Verificamos entao a regra do produto para pod.

Sejam u,v € F, entao,
(pod)(uv) = p(d(u-v)) = pludv+vdu) = p(udv)+p(vdu) = u(pod)(v)+v(uod)(w),

com isso, concluimos que p o d é uma derivagao.

De acordo com o Lema 2.1.2, é suficiente mostrar que para z temos que (z) =

(o d)(z), isso é claro pela defini¢do de p. Logo, §d = pod.

e Unicidade de u: Se v : Ap — M ¢é uma outra aplicacdo F-linear com 6 = v o d,

entao, dado udz € A arbitrario, temos que:

v(udz) =uv(dz) =u(vod)(z) =u-0(2) = u(u(dz)) = p(udz);

portanto, p = v.

Observacgoes Importantes.

(i) Uma diferencial da forma especifica w = dx com x € F' é chamada ezata.

As diferenciais exatas formam um K-subespaco vetorial de Ap: pela K-linearidade
de d temos que ad(x) = d(az) para todo x € F' e a € K, e claramente d(az) é exata.
Por outra parte, se dx e dy sao formas exatas, sabemos pela linearidade de d que

dx + dy = d(z + y), sendo x + y um elemento de F'.

(ii) Uma diferencial da forma especifica w = dz/z, com z € F, é denominada logaritmica.

(iii) Como Ap é um F-médulo 1-dimensional, podemos definir o quociente w/wy € F'

para wy,ws € Ap e wy # 0 da seguinte forma: seja u € F, diremos que:

w1
U=— < W = UWs.
w2
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Em particular, se y € F' e z é um elemento separante, da equacao (2.3) segue que:

dy
— = 0:(y)- 2.4
7 (v) (2.4)
Portanto, reescrevendo a defini¢ao temos:
d d
udr =vdy < v 2 o uzv.ﬁ7
dy dx

e reescrevendo a regra da cadeia para os elementos separantes x e z temos:

dy dy dz

de  dz dx’
2.2 Diferenciais e diferenciais de Weil

Existe uma derivacao ¢ : F' — Qp, onde Qp é o médulo das diferencias de Weil. Mostrar
explicitamente esta derivacao requer ferramentas tedricas que se afastam do objetivo deste
documento; todo o referido a esta derivagao pode ser encontrado em (STICHTENOTH,

2008), aqui somente estamos interessados em sua existéncia.

Da parte (d) da Proposigao 2.1.2, temos que existe uma aplicagao F-linear p: Ap — Qp
com 0 = pod; neste caso, de fato, 4 é um isomorfismo, isso significa que é possivel identificar
o médulo das diferenciais Ar com o modulo das diferenciais de Weil (g, assim, se x € F é
uma variavel separante e z é qualquer elemento de F', a diferencial w = z - dr € Ap é o

mesmo que a diferencial de Weil z - §(x) € Qp.

Com o anterior, se 0 # w € Ar e t é um parametro local de P € Pr, escrevendo w = z - dt
podemos definir:
vp(w) :=vp(2)

como a valoracao em P da diferencial w, e

(w) = > wp(w)- P

PEPF

como o divisor associado a diferencial w.
Para cada divisor A € Div(F'), definimos o K- espago vetorial:

Ap(A) :={we Ar | w=0o0u (w) = A}.

Por meio da identificagdo de Ap com Qp (mediante p), temos que Ap(A) se corresponde

com Qp(A), assim, dizemos que w € A é regular (ou holomorfa ou de primeira ordem) se
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w e Ap(0).

Aplicacao: Vamos calcular uma base para o espaco das diferencias regulares sobre um

corpo de fungoes especifico.

Suponha que charK # 2 e considere o corpo de fungoes F' = K(x,y) satisfazendo a

equacao:
2m+1
y2 = H (CL’ - ai)u (25>
i=1
onde m = 0 e ay,...,asm+1 € K sdao elementos distintos de K. Vamos mostrar que o
conjunto

B={r'de/y|0<i<m—1}

é uma base do espago das diferenciais regulares de F'//K(x).

Primeiro, vamos determinar o divisor da diferencial w = dz/y.

2m+1
Sabemos que vp(w) = vp(y ) + vp(dr). Seja G(z) = H (x — a;).

=1

Os lugares de K(z) sdo da forma P, com a € K e P,,, onde x — a é um pardmetro local

de P, e 1/x ¢ um pardmetro local de Py. (ver §1.1.2).

Seja P € Pg, temos os seguintes casos:

o P|P,:

Pela definicao de e sabemos que vp(z 1) = e(P|P,y), assim, vp(x) = —e(P|Py).

De (2.5) temos que
2m+1

2up(y) = 2 vp(z — a;).

i=1
Como vp(z) < 0 e vp(a;) = 0 para todo i, da desigualdade triangular estrita segue
que vp(z — a;) = —e(P|Py) para todo i, assim,

2m+1

> wp(e — a;) = —(2m + )e(P|Py),

i=1
isto é,
20p(y) = —(2m + 1)e(P|Py),
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de onde temos que e(P|P,) = 2 (igualdade fundamental); logo,

vp(y™') = 2m + 1.

Seja t um parametro local de P, como vp(x) = —2, temos que x = ut™ > onde u é
uma unidade, assim, dr = d(ut™?) = —2utdl e temos que

dz

— = ut™?

dt ’
logo, vp(dx) = —3 e concluimos que vp(w) = 2m — 2.

e P|P, e (z—a)|G(x):

Pela defini¢gao de e sabemos que vp(z — a) = e(P|P,). Observe que vp(z —a;) =0

para todo a; # a. De (2.5) temos que

20p(y) = vp(x —a) + Z vp(r — a;),
a; #a
portanto, 2vp(y) = e(P|P,) e novamente, pela igualdade fundamental, e(P|F,) = 2.
Concluimos que vp(y ') = —1.
Agora, como vp(x —a) = 2, se t 6 um pardmetro local para P, temos que x —a = ut*

onde u é uma unidade, assim, d(z — a) = dz — da = 2utdt, isto é, dx = 2utdt, logo,

dx ot
— = 2ut.
dt
Segue que vp(dz) =1 e vp(w) = 0.
e P|P,e (z—a)fG(x):
Aqui, como no caso anterior temos que vp(x — a;) = 0 para todo i = 1,...,2m + 1,

de onde segue que 2vp(y) = 0, portanto, vp(y~') = 0. Temos duas opcdes para
vp(r — a):

Se vp(r — a) = 1, entdo temos que vp(w) = 0 e concluimos que

0 se P|P,
vp(w) = { |

2m —2 se P|P,.

Se vp(r — a) = 2, entdo temos que vp(w) = 1 e concluimos que

0 se PP, e (x—a)|G(x)
vp(w) = 1 se P|P, e (x—a)1G(x)
2m —2 se P|Py.
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No primeiro caso temos que (w) = (2m — 2) Py, e no segundo, (w) = P, + (2m — 2) P,
Como (w) é um divisor candnico, temos que grau((w)) = 2g — 2, assim, se vp(z — a) = 2
acima, temos que m = g — 2 mas sabemos que m ¢ um inteiro nao negativo. Portanto,

(w) = (2m — 2) Py, e temos que m = g.

Do anterior segue que se d = grau(G(z)) é impar, entao,
d—1

9=—5"" (2.6)

Agora, vamos mostrar que o conjunto B (m = g) é uma base das diferenciais regulares.

Primeiro, vamos mostrar que B < Ag(0). Continuamos denotando por w a diferencial dx/y.
Sabemos que vp(z'w) = ivp(x) + vp(w) para todo P € Pp.

Se P|Py, entdo vp(x) = —2. Como i < g — 1, temos que ivp(x) = —2(g — 1), assim,

ivp(z) + vp(w) = —2(g — 1) + 29 — 2, isto é, vp(z'w) = 0 para todo i com 1 <i < g— 1.

Se P|P,, temos que vp(z) = vp((x — a) + a), como vp(x — a) € {1,2} e vp(a) = 0 para

todo a € K, da desigualdade triangular estrita segue que vp(z) = 0, assim, ivp(x) = 0,

portanto, vp(z'w) = 0 para todo i com 0 < i < g — 1. Segue que B < Ap(0) = Qp(0).

Como vimos no capitulo anterior, dimg Qx(0) = g; como o conjunto B tem g elementos,

basta mostrar que eles sao linearmente independentes sobre K.

Suponha que
g—1 ‘
Z a;z'w =0, (2.7)
i=0

onde o; € K para 0 <7 < g — 1 e nao sao todos nulos.
Seja P € Pr com P|P,. Sabemos que vp(x) = —2, assim, se i < j, entdo ivp(z) > jup(z)
e temos que
vp(r'w) > vp(ariw)
para todo i < j. O anterior significa que vp(;z'w) # vp(a;2’w) para todo i # j, assim,

segue da desigualdade triangular estrita que

g—1
vp (Z aw%u) = min{vp(r'w) | a; #0, 0 <i < g—1}.

1=0

Por outra parte, de (2.7) temos que

g—1
vp (Z am%) = vp(0) = .
i=0
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Logo, a; = 0 para todo ¢ com 0 < ¢ < g — 1; concluimos que B é uma base para as

diferenciais regulares sobre F'. o

O corpo F acima ¢ um caso especial de um tipo de corpo de func¢oes denominado corpo de
fungoes hipereliptico; Alids, F'/K é um corpo de fungoes hipereliptico sobre K se K(x) < F
com [F : K(z)] = 2 para algum = € F\K onde o género g de F' satisfaz g > 2.

Pode mostrar-se que um corpo de fungoes hipereliptico é da forma F' = K (z,y) (assumindo
charK # 2) onde se satisfaz:

v = flx),
sendo f(z) € K[x] um polinémio livre de quadrados de grau 2g + 1 ou 2g + 2, onde g é o
género de F. ((STICHTENOTH, 2008), §6.2)

A condicdo y* = f(z) é equivalente a que existe uma curva projetiva plana com equacao

afim y? — f(z) = 0, cujo modelo nao singular ¢ identificado com o corpo de fungdes F.

2.3 Residuo de uma diferencial

Em geral, uma valoragao discreta pode ser definida sobre um corpo arbitrario; desta forma,
dado um corpo 7' e uma valoragao discreta v : T — Z U {0}, dizemos que (7, v) é um
corpo valorado.

Se T' é um corpo valorado, uma sequéncia (x,)n,=0 em T é convergente se existir um

elemento z € T satisfazendo:
Vee R Ing e N tal que v(z —x,) = ¢ Vn = no.
A sequéncia (z,),>0 serd de Cauchy se:

Vee R dng € N tal que v(x, — ) = ¢ Yn,m = ny.

Um corpo valorado T serd denominado completo se cada sequéncia de Cauchy em T é

convergente.

Se T' ¢ um corpo valorado que nao é completo, é possivel encontrar uma extensao dele que
seja completa, isto é, diremos que (T, 0) é um completamento de (T,v), se (T, 0) satisfaz

as condigoes:

1. TQTevéarestrigéodeﬁaT.

2. T é completo com respeito a valoragao 0.
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3. Para cada z € T, existe (x,)n=0 em 7T tal que T}Hrolo Ty = 2.

Proposicao 2.3.1. ((STICHTENOTH, 2008), §4.2, Proposition 4.2.3 ) Seja (T,v) um

corpo valorado. Entdo, existe um tinico completamento (T, 0) de (T,v).

m
Se (zy)n=0 € uma sequéncia em um corpo valorado T e S, = 2 z;, dizemos que a série

=0
e}
infinita Z z; é convergente se (S,,)m=0 € convergente, e, nesse caso:
i=0

0
z; = lim S,,.
Z g n—o0 n

1=0

Se P é um lugar de F/K, o completamento de F' com respeito a vp é denominado

completamento P-ddica de F e é denotada por Fp.

Teorema 2.3.1. ((STICHTENOTH, 2008), §4.2, Theorem 4.2.6). Seja P € Pp de grau
um et um parametro local para P. Entdo cada z € Ep tem una dnica representacdo da

forma:
e}
i
z = Z a;t’,
i=n

onden € Z e a; € K. Esta representacdo é chamada expansao P-ddica em série de poténcias

de z.

Definig¢ao 2.3.1. Sejam P € Pr (de grau um) e ¢t um parametro local de P. Se z € F' tem

0
z = Z a;t*,
i=n

comn € Z e a; € K, definimos o residuo de z com respeito a P e t por:

expansao P-adica:

respy(2) == a_1.

Proposigao 2.3.2. ((STICHTENOTH, 2008), §4.2, Proposition 4.2.9). Sejam s,t € F

parametros locais para P, sendo P € Pr de grau um. Entao:

ds

i)

Observacao 2.3.1. Se t é um parametro local de P, K é perfeito e charK = p, entao t é

resps(2) = respy(z -

uma variavel separante. Com efeito, se ¢ é pardmetro local de P, entao vp(t) = 1, assim

p 1 vp(t) para todo primo p e segue do Teorema 1.1.8 que ¢ é uma varidvel separante.

Sejam w € Ap, P € Pr e t um parametro local de P, escrevemos w = udt sendo u € F'.

Definimos o residuo de w em P por:

resp(w) 1= respy(u).
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Essa definicao é independente da escolha do parametro local:

Se s é um outro parametro local de P, entao, como Ar é de dimensao um, existe z € F

tal que w = udt = zds, isto implica que

e da proposicao acima segue que

d
resps(z) = respy (Zdj> =resps(u) = resp(w)

Concluindo o desejado.
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3 Extensoes de Kummer

Ao longo deste capitulo vamos assumir que K é um corpo de caracteristica p > 0.

3.1 Extensoes ciclicas e de Kummer

Dizemos que v € K é uma raiz n-ésima da unidade se v" = 1. Se a ordem de 7 é n no
grupo multiplicativo K*, entdo v é denominado raiz n-ésima primitiva da unidade. No
caso em que K contém todas as raizes da unidade o polindbmio X" — 1 decompde em

fatores lineares em K[X], sempre que p 1 n.
Uma extensao de Galois L/K é denominada ciclica se Gal(L/K) é um grupo ciclico.

Estamos especialmente interessados em alguns tipos de extensoes ciclicas, a saber, aquelas

extensoes ciclicas de grau n de um corpo que contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Teorema 3.1.1. ((MORANDI, 1996), II, §9, Theorem 9.5). Suponha que L > K, K
contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade e que L/K ¢é ciclica de grau n. Entdo existe

aeL comL=K()ea"=beK.

A reciproca do teorema acima é verdadeira:

Proposicao 3.1.1. ((MORANDI, 1996), 11, §9, Proposition 9.6). Suponha que L > K e
que K contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Seja L = K(%) para algum b e K,

entao L/K € uma extensdo ciclica.

Se no teorema 3.1.1 temos que ptn e K contém todas as raizes primitivas da unidade,
entdao b # w? para todo w € K e todo divisor d de n, com d > 1.

Uma extensao ciclica L com essas propriedades é denominada extensao de Kummer.

A teoria de Extensoes ciclicas pode-se estender a corpos de funcoes algébricos, aqui es-
tamos interessados especificamente nas extensoes de corpos de fungdes F'/K’ do corpo

de fungoes F'/K onde a extensao de corpos F'/F é uma extensao de Kummer. Vejamos
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alguns resultados tuteis e alguns exemplos.

Uma extensao F'/K’ de um corpo de fungoes F'/K ¢é denominada Galois se F'/F ¢ uma

extensao de Galois de grau finito.

Proposicao 3.1.2. ((STICHTENOTH, 2008), §3.7, corollary 3.7.4) Seja F /K um corpo
de fungoes e ' = F(y) com y™ = u, sendo F'/F uma extensio de Kummer. Assuma que
existe um lugar Q) € Pr tal que ged(vg(u),n) = 1. Entdo,
1
g=1+n(g—1)+ 5 Z (n —rp)grauP, (3.1)
PePp

onde g’ e g sao os géneros de F'/K e F/K respectivamente e rp := ged(n, vp(u)) > 0.
Se F' na proposi¢ao acima é o corpo de fungoes racionais, isto é, F' = K(x), entdo a

extensdo de Kummer F' = K(z,y) estd definida pela equagao:

y'=a- ﬁpz(:c)" (3.2)

com s > 0, p;(z) € K|z], onde os p;(z) s@o monicos irredutiveis diferentes dois a dois,

a € K, n € Z (ambos nao nulos) e ged(n,n;) = 1.

3.2 Exemplos

1. Observe que se charK # 2 e K é algebricamente fechado, o corpo de fungoes

hipereliptico F(x,y) dado pela equacao
v =] [pile) = G(x),
i=1

onde grau(p;(z)) = 1 e todos os p; sdo monicos diferentes dois a dois, é um caso
especial de uma extensdo de Kummer sobre K (z), de fato, nesse caso temos que, se

grau(G(z)) = m, entdo o género de F' estd dado por:

, ) (m=1)/2 se m=1 mod 2,
g (m—2)/2 se m=0 mod 2.
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Com efeito, se P; é o zero do polinémio p;(x) (lembremos que é tinico via a corres-
pondéncia dada no capitulo 1) e P, é o polo de z em K (z), entdo vp,(G(z)) =1e

vp, (G(z)) = grau(l) — grau(G(x)) = —m; assim, para cada lugar em K (z) temos:

rp =mde(2,1) =1 se i=1,...,s,
1 se m=1 mod 2,

pr:mdc(27m):{2 se m=0 mod 2

Logo, da Proposicao 3.1.2 segue:

1+2(g—1)+ ;i@ — 1)grau(P;) + 2-1)

=1

grau(Py) se m=1 mod 2,

/

g =
1 m
1+2(g—1)+ 3 2(2 — 1)grau(F;) se m=0 mod 2.
i=1

Lembremos que o género do corpo de fungoes racionais, g, é zero; como grau(F;) =
grau(p;(z)) = 1 e grau(Py) = 1, concluimos o requerido.

2. Outro exemplo de extensao de Kummer sobre K(z) é o corpo de fungoes do tipo

Fermat, que sdo os corpos de fungoes F' = K(x,y) definidos pela equagao
ax” + by" = c,

com a,b,c € K\{0} e charK {n. Em particular, se a = b =c = 1, temos que F' é o

corpo associado ao modelo nao singular da curva projetiva de Fermat F,,.

Considere o corpo de fungoes F'(y, w) representado pela curva de Hurwitz dada pela
equacao:
yw+w +y =0, (3.3)

Multiplicando (3.3) por y° obtemos:
y'(1+y*w) + (y'w)* =0,
fazendo x = —y*w, obtemos
y =231 —a)"h (3.4)

De (3.4), segue que para charK # 7, o corpo de fungdes F(z,y) com esta equagio é
uma extensao tipo Kummer.

Observe que quando charK = 7, a curva dada pela equagao (3.3), é singular.
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4 QOperador de Cartier

Neste capitulo vamos considerar o corpo de fungdes algébricas de uma variavel F'//K de

género ¢, sendo K um corpo perfeito de caracteristica p > 0, algebricamente fechado.

4.1 Definicao e propriedades

Seja L um corpo de caracteristica p > 0. Seja x um elemento algébrico puramente
inseparavel sobre L tal que x ¢ L e aP € L, neste caso, o polinémio minimo f(X) € L[ X]
de z é dado por f(X) = X? —conde 2P = c € L, assim, [L(x) : L] = deg(f(X)) =pe
temos que

L(z) = {ap+ aqz + -+ ap 2?7 | oy € L};

logo, para todo y € L(x) temos que
Y=Y+ pr+ -+ yaat
onde y; € L.

Definicao 4.1.1. A fungao

S, + L) — L

que a cada elemento de L(x) atribui o coeficiente da poténcia 2P~ na sua decomposicio

na base {1,z,2%, ..., 2" '} é denominada traco de Tute.

Seja 0 : L(z) — L(z) tal que f(x) — f'(z) sendo f" a derivada formal do polindmio
f(X) e L[ X]. Observe que § estd bem definida, de fato, se h = f —g e L[ X] e h(z) =0,
temos que (X? — ¢)|h, pois X? — ¢ é o polindomio minimo de z, isso significa que h'(X) =
(X? — ¢)q(X) e assim, h'(z) = 0, portanto, §(f(x)) = 6(g(z)). E facil ver que § é uma
derivagao (segue do fato que a derivada formal é uma derivagao). Observe que 6(z) = 1,
pois nesse caso, o polindmio a derivar é f(X) = X, assim, f'(X) =1, isto é, f'(z) = 1.
Como z é separante para L(z)/L e antes vimos que a deriva¢ido com respeito a = é tnica,
entdo, ¢ é a derivagao com respeito a z. Denotemos 6 = D,. Segue que se y € L(x) é tal

que y = yo + T + -+ y, 127", entdo,

D.(y) =vy1 +2ypx+ -+ (p— 1)yp_1:vp_2. (4.1)

Lema 4.1.1. Seja y € L(z), considere a representacio de y na base {1,x,..., 2"~} como

acima. Entdo, y = D,(z) para algum z € L(x) se e somente se y,—1 = 0.
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Demonstragio. Se y = D,(z) para algum z, entao da equagao (4.1) temos que
Yy=21+22+ -+ (p— 1)z 12"

segue que o coeficiente de 277" é zero, isto é, y, 1 = 0. Reciprocamente, suponha que

yp—1 = 0. Construimos z € L(z) assim:

Z=yox+<yl>x2+-~+(yp_Q)xp_l.
2 p—1

Segue que D,(z) = v. |

Neste caso dizemos que y ¢é integrdvel.

Propriedades do traco de Tate

Claramente a fungdo S, é L-linear.

1. S,D,=0.

Se y e L(z), entdo, y = yo + y12 + -+ yp_ 127 e
D.(y) =91 + 2z + -+ (p— Dy 12?2+ 02771

segue por definicao que S, (D,y) = 0.

2. Sx(ypilD:ry) = (Day)".
Observe que a igualdade acima ¢é equivalente a

Sm<D:vy/y) = (D:ch/y)p'

Com efeito, S,(y* 'D,y) = S.(y"y 'D,y); como 2P € L, entdo, 3¥ € L, assim,
S.(y* ' D,y) = yPS.(D,y/y) e da igualdade no enunciado segue que S,(D.y/y) =

p
(Day/y)”-
Agora, vamos mostrar a veracidade do enunciado fazendo uso da equivaléncia acima.

Seja R o conjunto de elementos de L(z) satisfazendo a equagao no enunciado, isto é,

R = {y € L(l') : Sx(D:ry/y> = (ny/y)p}

Vamos mostrar que R é um subcorpo de L(x) que contém zx.
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e (R\{0},-) é um grupo abeliano.
Sejam y, z € R\{0}.

Su(Du(yz)/yz) = Si((yDez + 2Dyy)/y2)
= Se(Daz/2) + S2(Day/y)
= (Da22/2)" + (Day/y)?
yz
= (Da(yz)/yz)"
Assim, yz € R. Observe que 1, é o elemento unidade de R, pois D,(11) = 0,
assim, 1y € R trivialmente; Do fato de ser L(z) um corpo, se satisfazem as

demais propriedades de grupo abeliano para R\{0}.

e Seye R, entao y+ 1€ R.

Seja w = (y + 1)P ' D,y — y* ' D,y, como os dois termos em w sdo integraveis,

entdo w ¢ integravel e temos que S, (w) = 0 (propriedade 1), assim,

Se((y+ 1) "Dy — P 'Dyy) =0 = S((y+ 1P 'Dyy) — Se(yP 'Dyy) =0
< S,((y+1)""'Dyy) = S.(y* ' D,y)
< Su((y+ 1" 'Dyy) = (Dyy)?

Como D, é uma derivagao, D,(1) = 0 e temos que D,(y + 1) = D,y, assim,
Se((y + DP7'Dyy) = (Da(y + 1)),

portanto, y + 1 € R.
e (R,+) é um grupo abeliano.

Sejam y, z € R. Vamos mostrar que y + 2z € R; podemos supor ambos elementos
nao nulos (no caso contrario a conclusao é imediata).

' +1); yz~' € R por ser R um grupo multiplicativo,

Observe que y + z = z(yz~
assim, pelo mostrado acima, yz~'+1 € R, concluindo que y+ z € R. Claramente
0z € R e novamente, as demais propriedades de grupo sao herdadas do corpo

L(zx).

e rc R
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D,z = 1 implica que S, (2 'D,x) = S,(z'~') = 1, por outra parte, é evidente

que (D,z)? =1, assim, z € R.

Lembremos que L(z) é o menor corpo contendo L e z, evidentemente, L. © R, assim,
R = L(x).

3. Seja L(z) = L(w). Entdo, S,(2) = S,(2(D,w)'"?) para todo z € L(z). Em termos
equivalentes,

Se(zD,w) = Sy (2)(Dyw)P.

Primeiro, vamos ver que as duas expressoes acima sdao equivalentes. Com efeito,
Sy (2(Dyw)t™P) = (Dyw) S, (2D,w) pois (Dyw)? € L, assim, (Dyw) P8, (2Dyw) =
Swz, 0 que significa S, (2D, w) = (D,w)P S, (z).

Como ambos lados1 da expressao no enunciado acima sao lineares com respeito
a z (pois, z = piziwi onde z; € L), basta provar a igualdade S,(w'D,w) =
(Dyw)? Sy (w') COZI:lOi # 1. '

Suponha ¢ < p — 1; observe que D, (z—:rl

) = w'D,(w), isto é, w'D,w é integravel,
portanto, S, (w'D,w) = 0.

Por outra parte, em L(w), w' =04+ 0-w +---+1-w" 4+ --- +0-wP™!, segue que
S,(w") = 0, obtendo a igualdade desejada.

Suponha i = p — 1; temos que S, (w’™ ') = 1, assim, (D,w)"S,(w’™ ') = (D,w)? =

S, (w’~'D,w) (propriedade 2), obtendo a igualdade desejada.

A definicdo do operador de Cartier pode ser feita a partir da funcao S,, mais ainda, sua
definicao em termos desta fungao permite mostrar que a acao deste operador sobre uma
diferencial é independente da representacao desta diferencial em qualquer base do espago

Qp, como veremos a continuagao.

Do Teorema 1.1.8 (c) sabemos que K € FP < F e [F : FP] = p. Se x ¢ FP, entao
FP C FP(x) € F, assim, p = [F: FP(x)][FP(x) : FP], e temos que [F : FP(z)] = 1 ou
[FP(z) : FP] = 1; como x ¢ F? concluimos que [F : FP(x)] = 1 e [FP(z) : F?] = p, assim,
F = FP(x).

Por outra parte, do Teorema 1.1.8 (d) sabemos que se = ¢ F?, entdo = é separante, isso
significa que podemos considerar a derivacao com respeito a x e para todo w € Qr podemos

escrever w = ydx onde y € F.
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Como [FP(x) : FP] = p, temos que

FP(z) = {ag + aqz + - + a2 | oy € FP}.

Assim, para todo y € F' = FP(x) temos que

y=yh i+ et (4.2)
onde y; € F para todo ¢ com 0 < i < p — 1. Logo, para todo w € Qp, temos:

w=ydr = (Y +ylz+ - +yb_ 2" ")dx.
Definigao 4.1.2. O operador
C:Qr — Qp
ydr —— yp_1dx

onde y tem a representacao dada na equacao (4.2), é denominado o operador de Cartier.

Em termos do traco de Tate temos que C(ydz) = Sp(y)"Pdz, pois por definicio de S,
temos que Sy (y) = yp_;.

Proposigao 4.1.1. C(w) € independente da representacio de w, isto é, se w ¢ FP € tal

que ydx = zdw, entdo C(ydzx) = C(zdw).

Demonstracao. Como xz,w ¢ FP e K < FP  temos que x e w sao transcendentes sobre
K (K = K), assim, FP(z) = FP(w), e pela propriedade 3 do traco de Tate temos
que Sy (2) = Sy(2D,w)(D,w) . Lembremos que para todo t € F, dt = D,(t)dz, em
particular, dw = D,(w)dz, assim, dw/dx = D,(w). Por outra parte, como ydz = zdw,
temos que dw/dx = yz ', isso significa que zD,(w) = y, logo, Su,(2) = S,(y)(D,w)7?,
assim, S,,(2)"? = S, (y)P(Dyw) ™", que implica que Sy, (2)Y?(Dyw)dz = S,(y)YPdz, isto
6, Su(2)YPdw = S, (y)YPdzx, concluindo que C(ydz) = C(zdw). [

Propriedades béasicas do operador de Cartier

E claro que C é aditivo.

Cl. C(?’w) = z - C(w) para todo z € F.

Observe que podemos definir a funcao trago de Tate no corpo F?, pois charF? = p,
[FP(z) : FP] = p e x é puramente inseparavel sobre F? isso significa que S, é

FP-linear; segue que se w = ydx, entao,

C(2Pw) = S, (2Py)YPdx = (7S, (y))Pdx = 2S,(y)YPdx = 2 - C(w).
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Da aditividade e propriedade C1 de C dizemos que C é 1/p-linear.

C2. C(dz) = 0 para todo z € F.

Se z € FP, entdo z nao é separante e assim dz = 0, segue que C(dz) = 0.
Se z ¢ FP, entdo z ¢é separante e assim, dz gera (2, isso significa que dz = 1-dz de

onde 1 =1+0-2z+--+0-2""" assim, C(dz) =0-dz = 0.

C3. C(2*"'dz) = dz para todo z € F.

Se z € F?, sabemos que dz = 0 e assim, 2’ 'dz = 0, logo a igualdade em C3 se

satisfaz.
Suponha que z ¢ F?, entdo, em FP(z) temos que 2" ' =0+ 0-2z+---+1-2"1e

por definicdo de C concluimos que C(z’"'dz) = 1-dz = dz.

)
z z

C4. C (dz) _ & para todo z € F\{0}.

Suponha que z ¢ F”. Da propriedade C3 temos que C(2P~'dz) = dz, mas, C(2*'dz) =
C (Zpdz> =z-C (dz)’ isso significa que 2z -C (dz) = dz, portanto, C <dz) = %
z z z

z z

C5. Para todo inteiro positivo n tal que p { n temos que C(z" *dz) = 0.

Observe que

1 n
gy = Dol = —d(z")=d (Z) :

n n n

(aqui, entende-se n/n como n - 1x/n - 1x). Fazendo y = i7 temos que C(2" 'dz) =
n
C(dy) = 0 pela propriedade C2.

Proposicao 4.1.2. Seja P € Pp. Se w € reqular em P, entao C(w) também é reqular em
P.

Demonstragdo. Seja x um parametro local para P e suponha que w = ydz, entdo, vp(w) =

vp(y). Por hipétese temos que vp(w) = 0, o que significa que vp(y) = 0, assim, se

p—1
— P
Yy = Z Yy, T,
i=0
entao,

p—1
vp (Z yfx’) > 0.
i=0
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Observe que vp(yfz") = p- vp(y;) + i para todo i com 0 < i <p— 1.
Vamos ver que se i # j, entdo vp(ylz") # vp(yng) para todo par i,j com 0 <1i,j <p— 1.
Suponha que i # j e que vp(y'z’) = vp (Y} 27); sem perda de generalidade suponha i < j,

entdo p - vp(y;) + 1 =p-vp(y;) + j, isto é,
p-up(yy; ) = —i.

Como 0 <i4,j <p—1, entao, 0 < j—1i<p—1, o que significa que p 1 (j — i), assim, a
tinica forma que a equagdo acima seja vélida ¢ que vp(yy; 1) = 0, concluindo que j —i = 0,
contrariando a hipotese.

Da desigualdade triangular estrita e da hipotese segue que:
p—1
vp(y) = vp <Z yf:ﬂ) = min{vp(yfz') | 0<i<p—1} =0,
i=0

isso significa que vp(y?2") = 0 para todo i com 1 < i < p—1, em particular, vp(y]’;,lxp_l) >
0.

0. Segue que vp(y,—1) = 0, portanto, vp(y,—1dz) = |

Observe que se 0 < i < p — 2, entdo z = 3’2" é integravel, pois,
z=04+0-2+ - +ylz' + - +0-2P7"
assim, para cada i com 0 < i < p— 2 existe w; tal que y’z" = D,(w;). Seja w = ydx, entdo,
w o= (W yir eyt )de
= yhde + Wadr + -+ yf_y2a? e + yf_ 2P da
= D,(wo)dx + D,(wy)dz + -+ + Dy(w, 2)dx + (y,_12)’z " 'dx
= dwy+ -+ dwy_o + (yp—12)Pdx/x

= d(wo+ -+ wp—2) + (yp_12)Pdz/z
= df + ¢Pdx/x,

onde f =wo+ -+ wp2eg=y,_17.

Do anterior temos que para todo w € Q2 existe uma representacao de w da forma:
dx
w=df + ¢g"—, (4.3)
x

com f,ge F.

Se w tem a representacao dada na equagao (4.3), entao,
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isto é,

A anterior visualizagdo para w € 10til em varios casos, como veremos.

Observe que como consideramos K algebricamente fechado, entdo todos os lugares de
F sdo de grau um, assim, poderemos considerar as expansoes em série de poténcias dos

elementos de F' e os seus residuos.

Proposicao 4.1.3. Seja P € Pr, entao,

resp(w) = (resp(w))Y?.

Demonstragdo. Seja x um pardmetro local para P, da dedugao da equagao (4.3) temos que

dx
é possivel representar a forma w por w = df + g’2?—, desta forma C(w) = gdz.
x

Considerando a expansao em séries de poténcia de g:

CD .
9= Z Gt
i=m
temos que resp(Cw) = c_;. Por outra parte, resp(w) = resp(df + gPa?~'dx) = £;. |

Teorema 4.1.1. Seja w € Qp nao nula, entao,

(i) C(w) =0 se e somente se existe z € F tal que w = dz.

(ii) C(w) = w se e somente se erxiste z € F tal que w = dz/z.

Demonstragio. Observe que nos dois casos a implicagao ‘(<=)’ foi provada em C2 e C4

respectivamente, assim, resta provar a implicagdo ‘(=)’ em ambos casos.

(i) Suponha que C(w) = 0 e escreva w = df + ¢g’dx/x, entdo, C(w) = gdx/x, isso significa
que gdz/x = 0 e como x ¢ FP, temos que tanto x quanto dz sdo nao nulos, portanto

g =0eem (4.3) temos que w = df.
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(ii)) A demonstracao requer de dois lemas técnicos. Como neste caso nosso interesse
nao esta centrado nas diferenciais logaritmicas, omitiremos a demonstracao; o leitor
interessado pode consultar (LANG, 1987).

[
4.2 A matriz de Cartier-Manin
Como vimos na Proposicao 4.1.2,
C(Q2p(0)) < Qp(0).
Seja B = {wy,ws ..., w,} uma base para 2z (0). Considere o operador de Cartier restrito

a Qp(0). Se A¢ é a matriz associada ao operador de Cartier, sabemos que para toda
diferencial w € Qg(0),
C(w) = AC s W.
g
ciw;i e C(w;) = Z a;jw; entao
i=1 Jj=1

Clw) = Y o) = 3 Wages, = 3 by,

i=1 i=1j=1 ij=1

Assim, se w =

e

onde b;; = c}/paij, portanto, Ac = (bj;).

Definig¢ao 4.2.1. A matriz A = (b;j/p) de tamanho ¢ x ¢, onde a matriz (b;;) é a matriz

associada ao operador de Cartier, é denominada matriz de Cartier-Manin.

Exemplo. Seja K um corpo com charK = p > 2. Considere o corpo de fungoes hiperelip-
tico F' = K(z,y), de género g, dado pela equagao:

2g+1

= [[@—a) =Gl

i=1

onde a; € K e a; # a; para todo i # j.

Por simplicidade, suponha que z é um elemento separante de F. Das propriedades do
operador de Cartier segue que:
- 0 se )+ 1
C(2’dx) = . p fJ
xdr se j+1=ps
i+

j+1 '
, = 2r’/dr, assim, se z = ——
j+1 J+1

, , g d
e C(’dz) = C(dz) = 0. Se j + 1 = ps, entdo z’dx = 1 :Eps—x, logo,
x T

, entdo, dz = 2’dx

Com efeito, se p{j + 1, entdo, d (

C(a?dr) = 2°C <dac) — xsdﬁ = 5y

T T
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Isso mostra que C(z/dx) # 0 se e s6 se j = —1 mod p.
Neste caso, uma base para Qr(0) estéd dada por:

Bz{wizajl — 1<7L<g},

Como y* = G(z), entdo,
N
Yl =G) T =) e

-1
de onde N = 2 —— (29 + 1), segue que,
Clw) = Cla' 'y 'dz) = Cly "2 "y 'do) = y~'C(a" "y~ do)

N N
_ y_lc (Z wi—&-j—ldx) _ y—l Z C;/Pc(xi-&-j—ldx)

j=0 J=0
1/
= ZC §+1) i
Agora, como 0 < j < N, temos que 0 < p(s + 1) —i < N, que é equivalente a 0 <
N +1 , N+ 1 1 1
s < —1,ecomoz<g,temosque —1<g—§—2— g—§,segueque
P

p
0 < s < g — 1; finalmente,

kS

Z 5+1) i Wst1-

Assim, a matriz do operador de Cartier neste caso esta dada por:

1/p 1/p 1/p
Cpo1 Cpa -+ Cpiyg
1/10 1/19 1/p
Ac = i
1/p 1/p 1/p
Cgp—1 Cgp—2 -+ Cgp—g
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4.3 Acao do operador de Cartier sobre adjuntas canonicas

Seja y € F tal que F = K(x,y), seja f € K[X,Y] um polinémio irredutivel tal que

f(z,y) = 0. F é o corpo de fun¢des da curva plana projetiva cuja equagao afim é f(z,y) = 0.

Seja C' a curva projetiva plana cuja equagao afim é f(x,y) = 0. Assuma que C tem
s6 pontos multiplos ordinarios e que X é um modelo nao singular de C' cujo morfismo
birracional é ¢ : X — C. Para cada @ € X, seja rg = mg)(C). Definimos o divisor:
E=) (ro-1)Q.
QeX
E esta bem definido, pois qualquer curva irredutivel tem finitos pontos multiplos, assim,

mp(C) = 1 para quase todo P € C.

Sejam Py, P, ..., P, os pontos multiplos de C'; para cada j com 1 < j < [, considere o
conjunto das pre-imagens por meio de ¢ de P;, entao, para cada @);; nesse conjunto temos
TQ, = 2, assim,
E =Y (rq, - 1)Qi; =0,
Qij
isto é, E é um divisor efetivo.

Definicao 4.3.1. Sejam C' e E como acima. Qualquer curva projetiva plana G tal que
div(G) = E
¢é denominada adjunta de C.

Observacao 4.3.1. Se C' é uma curva nao singular, entdao qualquer curva é uma adjunta
de C.

Isso segue do fato que div(G) é um divisor de grau mn (obs 1.2.4) onde m é o grau da curva
G e n é o grau de C, ou seja, div(G) é um divisor efetivo para toda curva G; portanto,

se C é nao singular, tem-se £ = 0 e a condicao para ser adjunta de C' se satisfaz trivialmente.

Definicao 4.3.2. Seja C' uma curva projetiva plana de grau n > 3 com pontos multiplos

ordinérios. As adjuntas de C' de grau n — 3 sdo denominadas adjuntas canonicas de C'.

Proposicao 4.3.1. ((HIRSCHFELD; KORCHMaROS; TORRES, 2008), Proposition
6.55). Seja C uma curva projetiva plana com pontos mailtiplos ordindrios. Ezxistem g

adjuntas canonicas de C' linearmente independentes.



Capitulo 4. Operador de Cartier 73

O seguinte teorema é muito 1til para o calculo de bases das diferenciais regulares sobre

uma curva dada; sua demonstracao foi dada por David Gorenstein.

Teorema 4.3.1. ((GORENSTEIN, 1952), Theorem 12). Seja C uma curva como acima
h(z,y)
ty

com equagao afim f(x,y) = 0. w € Ap € reqular se e somente se w = dx, onde

h(z,y) =0 € a equagio afim de uma adjunta candnica H de C.

Corolario. Se X ¢ uma curva plana nao singular de grau n com equagao afim f(x,y) =0,
entao, o
iqd
gz{xydx:0<i+j<n—3}
fy

¢ uma base para as diferenciais requlares sobre X .

Demonstragcdo. Como X é nao singular, qualquer curva plana é adjunta de X', em particular,
se H é uma curva de grau formal n — 3, H é uma adjunta canonica.

Sabemos que o conjunto das curvas de grau formal n — 3 (o também denominadas formas)
formam um espago vetorial sobre K e que os monomios de grau n — 3 formam uma base
para este espaco. (Na verdade, este espaco coincide -pode ser identificado- com o espago

n=3)/2 isso significa que podemos tratar cada uma dessas curvas como um

projetivo P
ponto no espaco projetivo IP’"(”_?’)/Q).

Um monoémio de grau n — 3 é da forma:

x20y°t 252 onde So+ 81+ S2=n—3;
assim, dada uma curva de grau n — 3, os monoémios de sua equagao afim (z = 1) sdo da

forma:

50,,51

T onde 0<sp+s1<n-—3

Y

isso significa que qualquer polindmio em duas variaveis de grau menor ou igual a n — 3 é

uma representacao afim de uma adjunta canénica. Como o conjunto
B={z"y : 0<i+j<n-—3}

¢ uma base para os polindmios de grau menor ou igual a n — 3, entdao, B é uma base para
as curvas afim das canonicas adjuntas de X.

Segue do teorema anterior que

,_ [y

B =<{—dr : 0<i+j5<n—3
Jy

¢ um conjunto de diferenciais regulares sobre X'.

Queremos mostrar que B’ é uma base para as diferenciais regulares.

Observe que para i = 0 existem n — 2 possibilidades para 1’ de tal forma que zy’ € B';
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para i = 1, existem n — 3 possibilidades para 3’ de tal forma que zy’ € B; continuando

com esse raciocinio encontramos que ha
1
m—2)+(n—-3)+---+24+1= 5(n—2)(n—1)

elementos em B’. Por outra parte, como X" é ndo singular, entdo g(X) = (n — 1)(n — 2)/2,
isto ¢, B’ tem ¢ elementos; como o espaco das diferenciais regulares sobre X’ tem dimenséo
g, basta mostrar que os elementos de B’ sdo linearmente independentes, mas, isso segue

do fato de ser B uma base. [ |

Sabemos, da Proposicao 4.1.2 que o operador de Cartier envia diferenciais regulares em
diferenciais regulares, além disso, do Teorema 4.3.1 temos que

¢ (mte) ) = mien
onde hg e h; sdo equacoes afim de algum par de adjuntas canonicas da curva. O anterior
significa que o operador de Cartier também envia adjuntas canonicas em adjuntas candnicas;
o seguinte teorema mostra a forma explicita de hy; e como ela depende de hg; a formula
dada pelo teorema é de extrema utilidade para os calculos que faremos no final deste

documento, foi provado por Stohr e Voloch.

Teorema 4.3.2. ((ST6HR; VOLOCH, 1987), Theorem 1.1). Seja C' uma curva projetiva
plana com equagao afim f(z,y) = 0. Para cada h e F = K(z,y) tem-se:

dx o2 - v dz
(1) - (mmt) 5 )

Como mencionamos antes, fazendo
a2p72
~ Oxp—loyr—t’
do teorema acima segue que a acao do operador de Cartier C sobre as adjuntas canonicas

¢é dada por:

h—s (V(f77'R))7.

Para finalizar, vamos analisar a acao do operador V descrito acima sobre os polinémios
em K[X,Y].
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Seja G = G(X,Y) € K[X,Y]. Vamos considerar o caso em que G é um mondmio, isto é,
G = ai,inYj,

onde a;; € K. Vamos calcular VG:

Como i = pqy + k1 e J = pga + ko onde 0 < ky, ke < p — 1, entao vamos considerar dois

Casos:

(i) k1 #p—1louky #p— 1

(11) klzkgzp—l.

No primeiro caso, vamos supor que ¢ = k£ mod p para k # p — 1. Entao,

ak+1G

axrr = U=k (k=1)) - (i~ 1)ia;; X —k+0y7 =,

pois p | (i — k) e charK = p.

O mesmo raciocinio aplica para o caso em que j = k mod p para k # p — 1.

Segue que:

VG =0,

quando ¢t =k mod pou j =k mod p para k # p— 1.

Para o segundo caso,set=p—1 mod pe j=p—1 mod p, entao,

G — ol a: . X ==y
X = (p— 1) |
assim,
or—2¢3 ) .
T _p..q XDy i—(p-1)
Xyl bija; j X Y ,
il
onde b;; = é nao nulo.

(i—@-G-E-1)

Como p divideai—(p—1)ea j— (p—1), existem r, s € Z tal que

Z_(p_l) = pr,
j_(p_l) = DS,

portanto,
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/DS
VG = bijapr+p—1,ps+p—1Xp yre.

Agora consideremos
G = ZamXin.
2%
Como o operador V ¢ linear, temos que:
VG = ZCLLJV(XlY]),
i?j
do anterior, sabemos que s6 “sobrevivem” os termos de GG para os quais i, j = p—1 mod p,
desta forma,
\ <Z ai,inYj) = > Dislprip1psip 1 XY, (4.6)
i TS

onde b;; é como acima, i — (p—1) =prej—(p—1) = ps.
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5 O a-nimero e p-posto de uma curva

Dada uma curva algébrica X sobre um corpo K de caracteristica p > 0 existem dois
importantes invariantes birracionais sobre a curva, denominados a-ntimero e p-posto e
denotados por a(X) e y(X') respectivamente. Antes de introduzir tais conceitos, vamos

caracterizar dois subespacos importantes do espaco das diferenciais regulares.

O seguinte teorema foi demonstrado por Hasse-Witt em (HASSE; WITT, 1936).

Teorema 5.0.1. Seja V um espaco vetorial finito dimensional sobre um corpo algebri-
camente fechado K de caracteristica p > 0. Seja f : V —> V uma aplicagao 1/p-linear.

Entao existem dois subespacos V° e V?° de V satisfazendo as sequintes condigoes:

1. V*® é gerado por elementos que sao invariantes sob f.
2. Cada y € V° € anulado por alguma iteragdo de f.

3. V=VieVve.

V* é denominado o subespago semisimples de V' (suprimindo a dependéncia de f quando

o contexto seja claro).

Denotemos por H(X,Qr) o espaco das diferenciais regulares sobre F' = K (X), isto ¢,

H(X,QF) := Qp(0) = Ap(0);

Aplicando o teorema anterior ao operador de Cartier e o espaco H(X,Qr), temos:

HY(X,Qp) = H(X,Qp)*® H(X,QF)°,
e o seguinte corolario (SUBRAO, 1975)

Corolério. (i) H°(X,Qr)® € o espago gerado pelas diferenciais logaritmicas (isso pode-

se concluir devido ao Teorema 4.1.1)

(ii) O p-posto de X coincide com a dimensao do subespago semisimples das diferenciais

requlares.

Assim, temos a seguinte definicao:
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Defini¢ao 5.0.1. Definimos o p-posto da curva X, (X)), por:
’V(X) = dlmK HO(X, QF)S

Observacao 5.0.1. O corolario acima diz que o p-posto “coincide” com a dimensao do
subespaco semisimples das diferenciais regulares, isso é porque o p-posto é definido de
forma mais geral, no contexto das variedades abelianas sobre um corpo K; aqui precisamos
de uma definicao que esteja relacionada com o operador de Cartier, logo, a definicao acima
é a indicada. A defini¢ao geral para o p-posto de uma curva é a seguinte (TAFAZOLIAN,
2008):

Seja A uma variedade abeliana sobre um corpo K de caracteristica p > 0, o p-posto de A
é a quantidade de cépias de Z/pZ no grupo de pontos de ordem p em A(K). Assim, se

define o p-posto de uma curva X, (X'), como sendo o p-posto do seu Jacobiano.

Observe do Teorema 4.1.1 que
ker(C) = {we H'(X,QF) : w éexata }.

Definigao 5.0.2. Definimos o a-ndmero da curva X, a(X), por:

a(X) = dimg (ker C)

Como vimos no final da secao 2.1, as diferenciais exatas formam um K-espaco vetorial,

assim, o a-niimero a(X’) estd bem definido.

Observacao 5.0.2. Como acontece com o p-posto, o a-nimero também é definido em
forma geral no contexto das variedades abelianas, como segue (GEER; VLUGT, 1992):

Seja A uma variedade abeliana sobre um corpo K de caracteristica p > 0, fazendo:
ay := Spec(K[z]/(2"))
Se define o a-ntimero a(A) de A por:
a(A) := dimg hom(ay,, A).

Como dito na observagao anterior, precisamos relacionar o a-nimero com o operador de

Cartier, assim, a nossa definicdo é a mais 1til nesse contexto.

Lembrando que dimyg H(X,Qr) = g(X), como H*(X,Qr) = H(X,Qr)* ® H*(X,QF)°
e ker(C) € H°(X,QFr)° (segue do Teorema 5.0.1), temos que

0 <a(X)+v(X) < g(X).
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No caso em que H"(X, Q) é representado pela base B = {wy,...,w,} e A(X) = (a;;) é a
matriz de Cartier-Manin de X', temos que o a-ntimero a(X') coincide com o co-posto de

A(X), isto é,

a(X) = g(X) — posto(A(X)),

para toda curva X definida sobre um corpo K de caracteristica p > 0.

Devido a 1/p-linearidade, o operador C" é representado com respeito a B pela matriz:

(ay)(@f”) - (@)

elevando os coeficientes das matrizes acima a p"-ésima poténcia, obtemos a matriz:
Se n > g, entdo o posto da matriz acima nao depende de n, alids, coincide com o p-posto
(&) da curva.

Observacao 5.0.3. o p-posto de uma curva ¢ também conhecido como o invariante de

Hasse-Witt da curva.
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6 Calculando o a-niimero de algumas curvas

Neste capitulo vamos considerar um corpo K algebricamente fechado e de caracteristica

p > 0, onde cada uma das curvas que vamos estudar esta definida sobre K e tem género g.

6.1 Curvas hiperelipticas

Lembremos que o conjunto:

Bz{wi:

é uma base para as diferenciais regulares sobre uma curva hipereliptica.

Também, como vimos atras,

0 se pt(k+1)
2 'dr se k+1=ps

C(z"dx) = {

A continuagao vamos calcular o a-ntimero de infinitas curvas pertencentes a duas familias

de curvas hiperelipticas.

6.1.1 Curvay?=x™+1
Seja X a curva hipereliptica com equacdo afim y*> — 2™ — 1 = 0.

Proposicao 6.1.1. O posto do operador de Cartier sobre a curva hipereliptica X corres-
ponde a quantidade de i's com 1 < i < g (ou, equivalentemente, de wis da base B) tais
que a equacao modulo p:

1+mj3=0 (6.1)

—1
tem solugao j, com 0 < j < pT

Demonstracao. Temos que

Clw;) = Cla 'y da) = C(a' 'y "yPy Pdx) = y~'C(a’y? ).

Como y? = 2™ + 1, entéo,
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onde:
p—1
N 2. /b1
(™ +1)z = (2)xm7
j=o \J
Assim,
Z b1y
Clw) = y'C < 2 ):z:m9+’_1dx
j=o \J
= 4! a}/Pc(Iijrifldx)

p—1
onde a; = ( 2 )
J

Se C(w;) = 0, entdo w; € ker(C), assim, se C(w;) # 0, existe pelo menos um j com

0<7< p% tal que C(xmj”*ldx) # 0 e sabemos que isso é possivel s6 se
mj+i—1=—-1 modp

isto é,

mj+1=0 modp

O anterior nao é suficiente, pois poderia acontecer que alguma das diferenciais C(w,) seja
linearmente dependente das demais diferenciais C(w;) obtendo nesse caso que o posto da
matriz do operador de Cartier é estritamente menor do previsto. Vamos mostrar entao
que para cada par w; # w, onde ambas, C(w;) e C(w,), sao diferenciais nao nulas, tem-se
que estas ultimas sao linearmente independentes.

Suponha que C(w;) = AC(w,) para algum A € K nao nulo, entdo, para cada j com

0<7< b= existe jp com as mesmas condicoes tal que
xmj—&-i—l _ xmj0+r—1
de onde, mj +i—1=mjy+r — 1, isto ¢,
mj+1i=mjo+7r (6.2)

Sem perda de generalidade podemos supor r > 4, assim, em (6.2) temos que r—i = m(j—jo).
Observe que g < m sem importar se m é par ou impar, além disso, r — i < g, assim, se
7 — Jo > 0 terifamos que r — ¢ = m > g, por outra parte, se j — jo < 0, entao r —i < 0
contrariando o suposto inicial r > 7; logo, a tinica opgao possivel é j = jg, mas, nesse caso,

nao existe uma

teriamos r = 7. O anterior implica que para cada j com 0 < j <
solucao jp tal que a igualdade em (6.2) seja valida, portanto, C(w;) e C(w,) sdo linearmente

independentes. ]
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Seja A, == A(X) = (a;;) onde (a,};p) ¢ a matriz de Cartier-Manin da curva X

Teorema 6.1.1. Seja m = sp+ 1, com s > 1, entao,

1. Se s =2k + 1, (equivalentemente, se m é par) entao o a-nimero da curva X é:
1
a(X) = §(k +1)(p—1).
2. Se s = 2k, (equivalentemente, se m é impar) entio o a-numero da curva X é:

a(X) = ;k(p —).

Demonstragio. Observe que se j é uma solugdo da equagao (6.1), entdo existe h com
—1
— <h<p-1ltalquem(p—1—nh)+i=0 mod p, assim, encontrar as solugoes j da

equagao (6.1) é equivalente a encontrar as solugdes h da equagao médulo p:

m(p—1—h)+i=0 (6.3)

onde p < h < p—1. Como neste caso m = sp + 1, a equagao (6.3) é equivalente a

equacao modulo p:
i=h+1. (6.4)

E importante observar que esta equagio nio depende da varidvel k.

Se h = 0 é uma solugao da equacao acima para 1 < i < g, entao existe ¢ € Z tal que:
t=pl+h+1

Como i e h sdo estritamente positivos, entao ¢ > 0. Assim, para o nosso proposito, é

suficiente considerar ¢ € Z; .

Para a primeira parte do teorema, vamos mostrar por induc¢ao sobre k£ que
1
posto(A,,) = §k(p +1),

via a proposigao 6.1.1. Como neste caso m é par, entao g = (m — 2)/2.

1
e Caso k = 0: Neste caso temos que m = p+1e g = §(p —1). Supondo ¢ como

antes, se 1 < pl+h+1< ;(p — 1), entdo, quando h = 0, pl + h + 1 > pl, assim,
se { > 0,pl+h+1>p> g, ecomo procuramos solugoes h para (6.4) com
0< ;(p —1) < h < p—1, atnica opgao possivel é [ = 0.
Se ¢ = 0, entao,

i=h+1,
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1 1
assim,1<z’<gimplica1<h—|—1<i(p—l),istoé,0<h<§(p—1)—1eessas

solugoes nao satisfazem a condigdo da proposicao 6.1.1, portanto, posto(A4,+1) = 0.

1
e Casok=1: Aqui,m=3p+1leg= 5(3}7 —1). Como a equagao (6.4) ndo depende
de k, as solugbes encontradas para valores menores de k sdo as mesmas (neste caso,

nao hd), assim, é suficiente achar as possiveis solugoes para §(p +1)<i< 5(3}9 —1),

isto é, estamos interessados nas solugoes h com §(p — 1) < h < p—1 para as quais:

Bp—1), (6.5)

DN | —

1
§(p+1)<p€+(h+1)<
onde (€ Z§. Como h + 1 > 0, entdo,
1 3
p€<p€+(h+1)<§(3p—1)<§p

assim, 0 < [ < 3/2, isto é, os possiveis valores para ¢ sdo: £ =0e ¢ = 1.

Se =0, em (6.5) tem-se:

1 3
“p—1<h<Z(p—1
2(29 ) 2(19 )

Assim, as possiveis solugoes satisfazendo as condi¢oes requeridas sao:

-1 —1
{h=p2 +r O<7“<p72 }

Se ¢ =1 em (6.5) tem-se:

1 1
—Z(p+1D)<h<=(p—1) -1,
2(p+) 2(10 )

portanto, para este caso nao ha solugoes com as condi¢bes procuradas.

1 1 +1
Segue que para §(p +1)<i< 5(3]) — 1), a equacao (6.4) tem b solucgoes h;

como a cada solucao corresponde um tunico ¢, segue da proposicao 6.1.1 que:
1
posto(Aspi1) = i(p + 1)

e Caso geral: Suponha que k > 2 e

k—1)(p+1
posto(A@r—1)p+1) = ()2(10)

Pelo mesmo argumento exposto no caso anterior, é suficiente achar as solugoes

2k —1 1 2k+1)p—1
da equagdo (6.4) para (2)p+ <1 < (+2)p

2k—1)p—1
solugoes quando 1 <7 < (2)p esta consignada na hipotese indutiva acima.

, pois, a quantidade de
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1
O anterior significa que estamos interessados nas solugdes h com i(p —1)<h<p-1

para as quais:

2k—1)p+1 2k+1)p—1
Zh-Up+l pl+ (h+1) < @Gktlp-1 2)p : (6.6)
onde £ € Z§. Como h + 1 > 0, entdo,
2k +1)p—1 2k + 1
p€<p€+(h+1)<( +2)p <( —2|-)p’
2k + 1
logo, ¢ < i . Por outra parte,
2k — 1 2k—1)p+1
p<( ) <pl+ (h+1),
2 2
de onde,
2k — 1
) . 2k-3 2k — 1 2k — 3
assim, como h + 1 < p, entao, 5 P=—5 PP < pl, portanto, ¢ > .
2k—3 2k—1
Como e nao sao inteiros, concluimos que k — 1 < ¢ < k, isto é,

2
Ce{k—1,k}.

Se{ =k —1, em (6.6) tem-se:

1 3
“p—1<h<2(p—1
2(29 ) 2(29 ),

3 1
comop—1< 5(}9 — 1), h pode tomar todos os valores entre i(p —1)ep—1,isso

1
significa que para este caso ha §(p + 1) solugoes da equacao inicial.

Se ¢ =k, em (6.6) tem-se:

1 1
—Z(p+1D)<h<=(p—1) -1,
2(p+) 2(10 )

portanto, para este caso nao ha solugoes com as condi¢oes procuradas.

2k—1p+1 2k+1)p—1 +1
Segue que para @k=1p+1 < i < ﬁ, a equagao (6.4) tem pT
solucoes h; da hipotese indutiva e da proposigao 6.1.1 concluimos que:
E—1)(p+1 1 k(p+1
pOStO(A(2k+1)p+1) = ()2() + i(p +1) = <2>

Como a(X) = g(X) — posto(A,,), entao,

a(X) = (2k—|—;)p—1_k(p2+1) _ (k+1)2(p—1)'
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Para a segunda parte do teorema, vamos mostrar por indugao sobre k£ que novamente
posto(A,,) = ;k(p + 1),
via a proposigao 6.1.1. Como neste caso m é impar, entdo g = (m — 1)/2.
e Caso k = 1: para k = 1 temos que m = 2p + 1 e g = p. Lembremos que buscamos

1
as solugoes h de (6.4) com —(p —1) < h < p— 1 para as quais 1 < i < g, assim, se
(e Z§ étal que i = pl + (h + 1), entao,

1<pl+(h+1)<p.

Se h +1 > 0, para que a desigualdade acima seja valida, a tinica opg¢ao possivel é
¢ =0, o que implica 0 < h < p — 1, logo, para este caso, ha §(p + 1) solugoes h da
equacao inicial, isto é,

1
posto(Agpi1) = i(p +1).

e Caso k =2: Aqui, m = 4p + 1 e g = 2p; sob 0 mesmo argumento usado na primeira
parte do teorema, vemos que é suficiente buscar as solugoes da equagao (6.4) para

as que p + 1 <7 < 2p, isto é,

p+1<pl+(h+1)<2p. (6.7)

Se h+ 1> 0, temos que pf < pl + (h + 1) < 2p, assim, ¢ < 2, portanto, ¢ € {0, 1}.

Se ¢ =0, segue de (6.7) que p < h < 2p — 1, logo, neste caso nao ha solugdes com as

condigoes procuradas.
Se ¢ =1, segue de (6.7) que

0<h<p-1,

1
Obtendo, como no caso anterior, i(p + 1) solugdes h da equacao inicial; logo,
1 1
posto(Agyi1) = i(p +1) + i(p +1)=p+1.
e Caso geral: Suponha que k£ > 3 e

1
posto(Ag(k—1)p+1) = §(k —D(p+1).

Observe que se m = 2kp + 1, entdo g = kp. Pela hipdtese indutiva, basta encontrar
as solugoes h de (6.4) para (k — 1)p + 1 < i < kp, isto é, queremos saber quantos

valores h com i(p —1) < h < p— 1 satisfazem:

(k—1Dp+1<pl+ (h+1)<kp. (6.8)
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Se h + 1 > 0, entao,
pl <pl + (h+1) < kp,

segue que ¢ < k. Por outra parte,
(k—1p<(k-=1)p+1<pl+(h+1),
de onde,
(k=1p—(h+1)<pl,

assim, como h + 1 < p, entdo, (k —2)p = (k—1)p —p < p¥, portanto, £ >k —2, o
que significa que ¢ = k — 1.
Com o anterior, segue de (6.8) que 0 < h < p — 1, obtendo, como no caso anterior,

5(]? + 1) solugdes. Finalmente, do anterior e a hipdtese indutiva concluimos que:

1 1 1

Como a(X) = g(X) — posto(A,,), entao,

CL(X) _ k:p— k(p;— 1) _ k<p2_ 1)

6.1.2 Curva y? = x™ +x
Agora seja X' a curva hipereliptica com equacdo afim y* — 2™ — 2 = 0.

Proposicao 6.1.2. O posto do operador de Cartier sobre a curva hipereliptica X corres-
ponde a quantidade de i's com 1 < i < g (ou, equivalentemente, de wis da base B) tais
que a equacao modulo p:
(m—-1)74+i=0 (6.9)
p—1

tem solucao j, com 0 < j < —

Demonstragao. Andlogo ao feito na proposicao 6.1.1 vemos que se w; € BB, entao C(w;) =
y~'C(z"tyP~dx) onde,

p—1

Y l=a"7 (2™ +1)

p—1
2
Y

portanto,
p—1
2

Clw;) =y ! 2 bjC(x(m_l)j”_ldx).

7=0

—1 L
Se C(w;) # 0, existe pelo menos um j com 0 < j < p? tal que C(z™ DI+=1dz) £ 0 e

sabemos que isso é possivel s6 se

(m—1)j+i—1=—-1 modp
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isto é,
(m—1)j+i=0 modp
Falta mostrar que se w; e w, sdo elementos distintos de B, para os que C(w;) e C(w;) sdo

diferenciais nao nulas, entao estas ultimas sao linearmente independentes.

Suponha que existe A\ € K nao nulo tal que C(w;) = AC(w,), entdo, para cada j com

0<j<?

existe jo com as mesmas condic¢oes tal que

x(m—l)j-&-z—l _ $(m—1)]0+r—1

de onde, (m—1)j +i—1=(m—1)jo+r — 1, isto é,
(m—1)j+i=(m—1)jo+r (6.10)
Como m > 1, um argumento idéntico ao da proposicao 6.1.1 mostra que nao é possivel

encontrar jy que valide a equagao (6.10) para cada j, portanto, C(w;) e C(w,) sao linear-

mente independentes. n

Seja A, :== A(X) = (a;;) onde (a;j/p) é a matriz de Cartier-Manin da curva X.

Teorema 6.1.2. Se m = sp com s = 1, entdo o a-numero da curva X é:
1
a(X) = S(k+ 1o 1)

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar o teorema quando m ¢ par, isto é, quando s = 2k com

k > 1, a prova do caso m impar é completamente anédloga.

Observe que para m = sp a equagao (6.9) na proposi¢ao anterior é equivalente a equagao
modulo p:
= (6.11)

Se j é uma solucao desta equacao, entao existe ¢ € Z tal que:
i=pl+j

para i = 0, tem-se j = p(—{), assim, se £ < 0, entdo j > p; como buscamos as solugoes
<j

com 0 < §(p — 1), entdao podemos considerar ¢ € Zg .

e Caso k =1: Aqui, m = 2p e g = p — 1. Procuramos as solugoes j da equagao (6.11)

. P . . . , .
com 0 < j < —— para as quais 1 < ¢ < g, assim, se £ é como acima, queremos que
2

I1<pl+j<p-1
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Como j = 0, temos que

pl<pl+jij<p—1<p
assim, ¢ < 1, isso significa que £ = 0.
Se £ = 0, temos que i = j, logo C(z™ V=) =~ 0 isto é, C(z™ 1) # 0, que
contradiz a propriedade C5 do operador de Cartier C. Concluimos que nao existem
solugoes da equagao na proposicao 6.1.2 com as condigoes requeridas, assim, a mesma

proposi¢ao permite afirmar que posto(As,) = 0.

e Caso k = 2: para este caso, m = 4p e g = 2p — 1. Como a equagdo que estamos
analisando nao depende da variavel k, as solucoes encontradas atras continuam
sendo solugdes para este caso, assim, ¢ suficiente encontrar a quantidade de solugoes
satisfazendo:

p<pl+j<2p—1,; (6.12)
Como j = 0, temos que pl < 2p, assim, £ < 2.
Observe que se ¢ = 0, de acordo com (6.12) as solugoes j satisfazem p < j < 2p — 1,
portanto nao sao de nosso inteires. Falta analisar que acontece quando ¢ = 1; neste
caso, em (6.12) terfamos:
0<j<p-—1,

1
obtendo i(p + 1) possiveis solugoes j.

e Caso geral: Suponha que k£ > 3 e que

posto(Ag_1)p) = ;(k: —-2)(p+1)
pelo argumento dado no caso anterior, é suficiente encontrar as solugoes de (6.11)
para as quais:
(k—Dp<pl+j<kp-—1,; (6.13)
para 7 = 0, tem-se pl < pl + 7 < kp, assim, ¢ < k.
Observe que se £ < k — 1, entdo k — 1 — ¢ > 0 e de (6.13) segue que

p<(k—1-lp<j<(k—0p—-1
o que significa que podemos descartar esses valores de ¢, logo, { = k — 1 é a tnica

op¢ao possivel; de acordo com (6.13), quando ¢ = k—1, temos 0 < j < p— 1, obtendo

i(p + 1) possiveis solucoes j com as condicoes desejadas.

Da hipotese indutiva segue que:

posto(Ay) = £ (k—2)(p+ 1) + 2 (p+1) = S (k— D(p+ 1).

1
Como a(X) = g(X) — posto(A4,,) e g = §(m — 2), entao,

a(X) = (kp—1) — (k—1)2(p+1) _ (k‘—l—l)2(p—1)'
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6.2 Curva de Fermat

Como foi demonstrado no corolario 4.3, para as curvas planas nao singulares com equagcao

afim f(x,y) = 0, o conjunto:

i0J
B’_{xfy de 0<i+j<n—3}
)

é uma base para as diferenciais regulares sobre a curva.

Como vimos no primeiro capitulo, F,, ¢ uma curva nao singular com equacao afim:
F:X"+Y"-1=0,

assim, o conjunto

i0J
sz{ Y _x 0<z’+j<n—3}

é uma base para as diferenciais regulares sobre F,,.

Proposicao 6.2.1. O posto do operador de Cartier sobre a curva de Fermat JF,, corresponde

ao numero de pares (i,j) com i+ j <n — 3 tal que o sistema de congruéncias modulo p:

(6.14)

np—1—h)+i=p—1
nk+j=p—1

tem uma solugao (h,k) para 0 < h<p—1e0<k<h.

Demonstragdo. Seja w; j um elemento da base Bp. Suponha que C(w; ;) # 0.
Como w; ; = (h/F,)dx onde h = x'y!, entdo, C(w;;) = V(FP~'h)"Pdx/F, e segue que

Clwij) #0 < V(FP'h) #0. (%)

Temos que FP'h = (2™ + 3" — 1)P"'2'y’, onde:

n n p—1 o p— 1 n(p—1—h)/ n h
(@ +y" =1t = ) p )T (y" = 1)
h=0

p—1 h
_ Z Z (p - 1) <h> (_1)h—kxn(p—1—h)ynk
h=0 k=0 h k

Assim,

V((xn + yn o 1)p—1xiyj) _ Z bi’jxn(p—l—h)+i—(p—1)ynk’+j—(p—1)
i,J



Capitulo 6. Calculando o a-nimero de algumas curvas 90

logo, de (*) segue que existem s,r € Z tal que

{n(p—l—hw—(p—l):ps
nk+j—(p-—1)=pr

que é equivalente a
np—1—h)+i=p—1 modp
nk+j=p—1 modp

onde 0 <h<p—1eO0<k<h.

Falta provar que se (7, 5) # (4o, jo) s@o tais que C(w; ;) # 0 e C(wi,j,) # 0, entdo,
C(wi ;) # AC(wy, j,) para todo A € K\{0}.

Suponha que C(w; ;) = AC(w;, j,) para algum A € K nao nulo. Como ambos C(w; ;) e

C(wiy.jo) sd0 nao nulas, existem solugodes (h, k) e (ho, ko) do sistema de congruéncias acima,

para (i, §) e (io, jo) respectivamente. Por outra parte, como C(w; ;) = V(FP~'z'y?)/?dx/F,
)\V(Fp_lzcioyjo)l/pdx/Fy, entdo,

V(FP 2y )dz/F, = NPV (FP~ 2"y dz /F,

isso significa que

prp=1=h)+i=(p=1) _ ,n(p—1=ho)+io—(p—1) ynkﬂ‘f(pfl) — ynokﬂ'r(pfl)
portanto,
i—nhzio—nho (].)
nk—i-j:nko —|—j0 (2)

como (7, ) # (io, jo), existem trés possibilidades:

(I) 7 # ip e j = Jo.

Para (I), temos que h # hg, assim, podemos supor h > hg; na equacao (1) temos que
i —ip = n(h — hg) = n, mas sabemos que i — iy < n — 3.
Para (II), temos que k # ko; supondo k > kg, da equagio (2) segue que j—jo = n(k—ko) = n
e sabemos que j — jo < n — 3.
Para (III), suponha h > hg; da equagao (2) segue que k — kg < 0. Somando as equagoes
(1) e (2) obtemos:

i+ j=mn(h—ho)+n(ko—k)+io+ Jo
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onde h — hyg >0, kg — k> 0eig+ jo = 0, assim, ¢ + § = 2n e sabemos que 7 + 7 < n — 3.
Concluimos que nao existem duplas (hg, kp) com 0 < ky < hy < p — 1 satisfazendo as
equagoes (1) e (2), assim, C(w; ;) e C(w;,,j,) sdo linearmente independentes, concluindo
que a cada solugao (h, k) do sistema no enunciado corresponde uma tinica dupla (7, j) com

1+ 7 < n— 3, isto prova a proposicao. |

Teorema 6.2.1. Sen =sp+ 1, com s > 1, o0 a- numero da curva de Fermat é:

a(F2) = 35(s + Vplp — 1)

Demonstragdo. Seja Agpi1 a p-ésima poténcia da matriz de Cartier-Manin da curva de

Fermat F,,;. Fazendo uso da proposicao 6.2.1, vamos mostrar que

1
posto(Asp+1) = 15(5 —Dplp+1)

por meio da indugao sobre s > 1.
Antes de comegar o procedimento, observe que para n = sp + 1, o sistema de congruéncias

em (6.14) é equivalente ao sistema maédulo p:

{izh (6.15)

j=p—1—k

e esse sistema nao depende da variavel s.
Se as equagoes do sistema (6.15) tem solucao para 0 < k < h < p — 1, entdo existem
¢, m € Z tais que

1 = pl+h

j = pm+1)—k-1
Como 4,7 = 0, temos que h = p(—¥) e —(k+ 1) = —p(m + 1), assim, se { < 0 teriamos que
h = p(—{) = p, da mesma forma, se m < 0, terfamos —(k + 1) = —p(m + 1) = 0 e esse
valores nao correspondem aos valores que podem tomar h e k£ como solugoes do sistema
de congruéncias acima; dessa forma, de existir as solugoes ao sistema, vamos considerar

sempre {,m € Zg .

e Caso s = 1. Aqui, n = p + 1 e de acordo com a proposi¢cao 6.2.1, procuramos a
quantidade de pares (7, j) com 0 < i+ j < p—2 tais que o sistema (6.15) tem solugao
(h, k) médulo p para 0 < k< h<p-—1.

Observe que se £ > 0, como h = 0, entao pf + h > p, isto é, ¢+ = p, da mesma forma,
sem>0,p(m+1)—(k+1)=pm > p, isso significa que j = p, e como procuramos

os pares (i,j) com i+ j < p— 2, concluimos que a tnica opgao possivel é £ = m = 0.

i = h
j = p—k-1

Se { = m = 0, entao,
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e nesse caso temos que
i+j=@-1)+(h—k)

Como precisamos que ¢ + j < p — 2, entao,
i+j=pP-1)+(Mh—-k) <p-2
isso implica
h—k<-1

e o conjunto solucao que procuramos satisfaz h —k < 0, assim, o sistema de congruén-
cias (6.15) nao possui solugdes nos intervalos requeridos. Portanto, posto(4,) = 0

como queriamos mostrar.

Vamos ilustrar mais um caso particular.

e Caso s =2. Aqui temos n =2p+ 1 e i+ j < 2p— 2. Como mencionamos antes, o
sistema acima nao depende de s, isso implica que na medida que s varia, as solugoes
achadas para valores menores de n (que depende de s) nao sao afetadas por essa
variagao, assim, como no caso anterior vimos que o sistema nao tem solugoes para
1+ 7 < p— 2, basta determinar se tem solugoes parap — 1 <i+j < 2p—2, e, no

caso de ter, contar quantas ha.

Consideremos o sistema (6.15), e sejam ¢, m € ZJ tais que

1 = pl+h
j = pm+1)—k—1

entdo, i +j = (L +m+ 1)p+ h —k — 1; como s6 procuramos as solugoes para as
quais p — 1 <@+ 7 < 2p — 2, entao,
p<{l+m+p+(h—Fk)<2p—1 (6.16)

Como h — k = 0, entao,

l+m+1)p<(l+m+1)p+(h—k)<2p—-1<2p

e segue que £ +m < 1; por outra parte, como ¢, m € Z; , temos que £ +m > 0, assim,
neste caso s6 é possivel £ + m = 0, o que significa que £ = m = 0.

De acordo ao anterior, em (6.16) temos que

p<p+(h—Fk)<2p-—1,
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de onde, 0 < h — k < p — 1; segue que h e k podem tomar todos os valores para

h
os que 0 < k < h < p—1. Observe que para cada 0 < r < p—1 tal que h = r,
podemos encontrar r + 1 possiveis valores para k satisfazendo 0 < h—k <p—1,
assim, encontramos 1 +2+---+p = p(p+ 1)/2 possiveis duplas (h, k) que satisfazem
o sistema (6.15), e claramente, para cada uma dessas solugoes existe uma tnica

dupla (i, j) satisfazendo as condig¢oes da proposigao 6.2.1, isso permite concluir que

1
posto(Agpi1) = §p(p +1)

e (Caso geral: suponha s > 3. Vamos tomar como hipdétese indutiva que

1
posto(Axpi1) = Zk(k —plp+1)

para todo k < s — 1 e vamos mostrar que
1
posto(Aspi1) = ZS(S —p(p+1)

usando o mesmo argumento do caso s = 2 vemos que é suficiente encontrar as
solugoes do sistema (6.15) quando (s —1)p—1<i+j <sp—2.

Sejam ¢, m € Z§ tais que

1 = pl+h
j = pm+1)—k—1

Segue que
(s—=1p<(l+m+1p+(h—k)<sp—1. (6.17)

Como h —k<p-—1,entao, (s—l)p—(h—k)=(s—1)p— (p—1), assim,
(s—=2p<(s—Dp—(h—k)<(L+m+1)p
e temos que £ + m > s — 2. Por outra parte, como h — k > 0, entao,
l+m+p<(l+m+1)p+(h—k)<sp—1<sp

assim, £ + m + 1 < s, isto é, { + m < s — 2. Concluimos que ¢ + m = s — 2.

Substituindo o valor de £ + m em (6.17) temos
(s—Lp<(s—1)p+(h—k)<sp—1

segue que 0 < h — k < p — 1. O anterior significa que para cada par (¢,m) com
{+m = s — 2, todos os possiveis pares (h, k) com 0 < k < h < p — 1 satisfazem
o sistema (6.15); assim, se (¢,m) é um desses pares, ele tem associados —p(p + 1)
pares (a mesma contagem feita para o caso s=2 com (¢,m) = (0,0)). Falta saber

quantos possiveis pares (¢, m) podem-se formar com a condi¢do ¢ + m = 2, vejamos:
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s—2
s—1

s—2 0

Isso significa que temos s — 1 possiveis pares (¢,m) com ¢,m € Z; satisfazendo a

- . . 1 . .
condigao desejada, portanto, existem —(s — 1)p(p + 1) pares (h, k) que sao solugao
do sistema (6.15) com (s —1)p—1<i+j < sp—2.

Fazendo uso da hipétese indutiva concluimos que:

posto(Aupe1) = (s = 1)(s = Dplp+ 1) + (s~ Dplp-+ 1) = s(s — Vplp +1)

Agora, por defini¢ao sabemos que a(F,) = g(F,) — posto(4,,), assim,
1 1
a(Fopr1) = 5splsp—1) = 7sp(s = 1)(p+1)

= iS(s +Lp(p—1)

Teorema 6.2.2. Sen =sp—1, com s = 1, o a-numero da curva de Fermat, F,, é:
1
a(Fn) = 3s(s = plp —1).

Demonstragdo. Seja Ag,_1 a p-ésima poténcia da matriz de Cartier-Manin da curva de

Fermat F,,_;. Vamos mostrar que

(1

SP=2)p-3), s=1,
posto(dy1) =4 2~ 2)(p ) + plp— 2), s=2
3(p—1)*+ ip[(p +1D)s*+ (p—11)s—12(p—2)], s=3.

O 1ltimo desses casos por indugao sobre s.

Se n = sp — 1, o sistema de equagdes na proposicao 6.2.1 é equivalente ao sistema mddulo

p:

{ =—(h+) (6.18)

j=k-1
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Se o sistema acima tem solugao, entao existem ¢, m € Z tais que:

i = pl—(h+2)
j = pm+k—-1

Como 7,5 = 0, temos que h +2 < pl e k—1 = p(—m), assim, se { < 0 e m < 0 entdo,

h+2<0ek—1Z2p,assim, para o nosso proposito consideramos ¢ € Z* e m € Z .

e s=1.Nestecaso,n=p—1e0<i+7j5<p—4.

Sejam £ € Z* e m € Z satisfazendo as equagdes acima; Observe que se k = 0, entao,
j=pm+k—1=pm—1, assim, se m > 0, entdo, j = p—1 > p — 4. Analogamente,
seh<p—1,temos que —(h+2) > —(p+1)ei=pl—(h+2)=p{l—1)+1, assim,
se =2, temos que ¢ = p — 1 > p — 4; com isso, podemos descartar esses valores de

¢ e m, obtendo como tnica possivel dupla (¢, m) = (1,0). Segue que

i = p—(h+2)
o= k-1

Assim, se i + j < p—4, entdo, 0 < p— (h—k + 1) < p — 4, que é equivalente
aque3d3 < h—k<p—1.Se3<r<p-—1¢tal que h = r, entdo temos r — 2
possiveis valores para k que satisfazem 3 < h — k < p — 1, isso significa que ha
1+24+---+p—3= ;(p —3)(p — 2) duplas (h, k) com essa propriedade. Como a

cada dupla (h, k) corresponde uma tnica dupla (4, j), concluimos que

posto(4, 1) = - (p~ 3)(p ~ 2).

Segue que
a(]:p_l) = 0.

e s = 2. Neste caso, n = 2p — 1. Queremos achar as solugoes do sistema (6.18)
parap —3 < i+ j < 2p — 4. considere £ € Z* e m € ZJ como acima. Se { > 3,
entdo ¢ = 2p — 1 > 2p — 4, que nao satisfazem o procurado; segue que ¢ € {1, 2}.
Analogamente, se m > 2, entao j = 2p — 1 > 2p — 4, portanto, m € {0, 1}.

Como ¢ + j = p({ + m) — (h — k) — 3, precisamos para (h, k):

p<pll+m)—(h—Fk)<2p—1, (6.19)

onde os possiveis valores para f +msao: f+m=1,{+m=2el+m = 3.
Vamos estudar a possivel quantidade de pares de solugbes (h, k) (com sua respectiva

restricdo) para cada um dos casos anteriores:
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1. £+ m = 3: Neste caso, a desigualdade (6.19) é equivalente & desigualdade:
p+1<h—Fk<2p,

e sabemos que as solugoes procuradas satisfazem 0 < h —k <p— 1.

2. ¢ +m = 2: Aqui, a desigualdade em (6.19) é equivalente a:
1<h—Fk<p,

as possiveis duplas (¢,m) sao (1,1) e (2,0).

No caso (¢, m) = (1,1) temos que i = p— (h+2); observe que se h = p— 1, entao
i = —1, assim, os possiveis valores para h que satisfazem a desigualdade acima
estdo entre 1 < h < p — 2 e ndo temos restrigoes para k, assim, quando h = r
(com 1 < r < p—2), existem r valores possiveis para k tal que 1 < h—k < p—2,
obtendo 5(]9 —2)(p — 1) possiveis solugoes ao sistema inicial.

No caso (¢,m) = (2,0), temos i = 2p — (h+2) e j = k — 1, assim, se h = 1,
entao ¢ = 2p — 3 e precisamos as solugoes para as que 7,j] < 2p — 4, assim,
podemos considerar 2 < h < p— 1, além do anterior, se k = 0, teriamos j = —1,
assim, s6 consideramos os valores de k para os quais 1 < k < h—1, encontrando
§(p — 2)(p — 1) possiveis solugoes para o sistema inicial. Portanto, para o caso
{+m = 2, existem (p — 2)(p — 1) duplas (h, k) que s@o solugdo do sistema

inicial sob a respectivas restrigoes.

3. £+ m = 1: neste caso, a desigualdade (6.19) é equivalente a
—(p-1)<h—-k<O0

deixando como tnica opgao possivel aquelas duplas (h, k) onde h = k. Observe
que {+m = 1 implica que (¢,m) = (1,0), assim, como vimos acima, as restrigoes
para he ksao 0 < h < p—2el < k < p—1 respectivamente. Com isso,

obtemos p — 2 possiveis duplas (h, k) com h = k.

Dos trés casos acima obtemos um total de (p—1)(p—2) + (p—2) = p(p — 2) solugdes
(h, k) para o sistema (6.18) com p — 3 < i+ j < 2p — 4, sabemos que a cada uma
dessas duplas corresponde uma tnica dupla (7, j) com a restrigao acima; logo, com

as solugoes encontradas no caso s = 1, obtemos, via a proposic¢ao 6.2.1 que:

1

~p=2)(p—3) +pp-2)

posto(Ag,—1) = 5

Logo,
W(Fo) = 52-2 -3~ 5p- 23 —plp—2)

= ;Mp—l)



Capitulo 6. Calculando o a-nimero de algumas curvas 97

Finalmente, vamos mostrar usando indugao que para todo s > 3, tem-se:

posto(Ag, 1) = 3(p —1)* + ip[(p +1)s* + (p—11)s — 12(p — 2)].

Como caso inicial mostramos que o resultado é valido para s = 3: Precisamos encontrar as
solugoes para o sistema (6.18) onde 2p — 3 < i+ j < 3p — 4 (lembramos que o sistema nao
depende da variacao de s, isso significa que as solugoes encontradas nos casos anteriores
continuam sendo vélidas).

Sejam, £ € Z" e m € ZJ como antes. Aqui temos que 7, < 3p — 4, assim, se m < 3 temos
que j =pm+ (k—1) = pm—1>=3p—1> 3p—4; da mesma forma, se ¢ > 4, entdo,
i=pl—(h+2)=pl—(p+1)=3p—1>3p—4. Segue que £ € {1,2,3} e m € {0, 1,2}.
Como i+ j = p({ + m) — (h — k) — 3, precisamos para (h, k):

2p<p(l+m)—(h—Fk)<3p—1, (6.20)

Sabemos que £ +m € {1,2,3,4,5}. Queremos analisar as possibilidades para h, k em (6.20)
dependendo do valor de ¢ + m.
Sel+m=>5o0ul+m=4, em (6.20) queda que

2p+1<h—-k<3p

p+1<h—Fk<2p,

respectivamente, e sabemos que as solu¢oes procuradas satisfazem 0 < h —k <p— 1.

Se { +m = 3, em (6.20) temos que
1<h—k<p

As possiveis duplas (¢,m) sao: (1,2), (2,1) e (3,0). Vamos analisar os possiveis valores

para h e k nesses trés casos:

e (¢,m) = (1,2); para esse caso, i = p— (h+2) e j = 2p+ k — 1, um raciocinio similar
ao do caso s = 2 (especificamente quando ¢ +m = 2) mostra que 1 <h<p—2e
0 < k < p—3. Logo, a quantidade de possiveis solucoes do sistema inicial para este

1
caso é: i(p —-2)(p—1).

o ({,m)=(2,1);aqui, i =2p— (h+2) e p+k—1, é facil ver que neste caso nao temos
restrigoes tanto para h quanto para k. Logo, a quantidade de possiveis solugoes do

sistema inicial para este caso é: §p(p —1).

e (¢,m) = (3,0); neste caso, i = 3p—4 e j =k — 1, assim, 0 mesmo raciocinio que nos
anteriores casos mostra que 2< h<p—1el <k <h-—1. Logo, a quantidade de

o . : L 1
possiveis solucoes do sistema inicial para este caso é: i(p -2)(p—1).
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Se { +m = 2, em (6.20) temos que
—(p—1)<h—-k<0

As possiveis duplas (¢, m) sao: (1,1) e (2,0). Vamos analisar os possiveis valores para h e

k nesses dois casos:

e ({,m)=(1,1),nesse casoi =p— (h+2) ep+k—1; segue que 0 < h <p—2endo
ha restricoes para k. Logo a quantidade de possiveis solugoes do sistema inicial para

este caso é: p — 1.

e ({,m)=(2,0): aqui temosi=2p— (h+2)ej=k—1;segueque I<k<p-—1le
nao ha restrigoes para h. Logo a quantidade de possiveis solucoes do sistema inicial

para este caso é: p — 1.

Se { +m =1, em (6.20) temos que
—2p—1)<h—Fk<—p,

e sabemos que as solugdes procuradas satisfazem 0 < h —k <p— 1.
Vamos fazer a contagem das solu¢oes obtidas:
. 1 . .
Para ¢ +m = 3 obtivemos (p — 1)(p — 2) + ip(p — 1) solugbes e para ¢ +m = 2 obtivemos

1
2(p—1) solugdes, o que significa que obtivemos um total de 2(p—1)+(p—1)(p—2) +§p(p—1)

solugOes para o sistema inicial com as restrigdes requeridas. Segue que

posto(As,_1) = ;(p —2)p—=3)+plp—2)+2p-1)+(p—-1)p—-2)+ ;p(p —1)
= 3(p-1)7%

Agora, suponha s > 4. Vamos tomar como hipdtese indutiva que
1
posto(Agy—1) = 3(p = 1)* + 7p[(p+ DF + (p = 1)k = 12(p - 2)],
para todo k < s — 1 e vamos mostrar que

posto(Ay 1) = 3(p — 1)? + pl(p + 1)5" + (p — 11)s — 12(p ~ 2)]

Vamos contar as solugoes do sistema (6.18) quando (s —1)p—3 <i+j < sp—4.

Sejam ¢, m como antes; Como i + j = p(¢ + m) — (h — k), entdo, precisamos:

(s—Dp<pll+m)—(h—Fk)<sp—1, (6.21)
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Observe que como h — k > 0, entao,
p(l+m)=pl+m)—(h—k)=(s—1)p,
de onde temos que ¢ +m > s — 1. Por outra parte, como h — k < p — 1, entao,
pl+m)—(h—Fk)=pl+m—1)+1,

assim, sp —1 = p({ + m — 1) + 1, e segue que p({ + m — 1) < sp — 2 < sp, portanto,
¢+ m < s. Concluimos que £ +m € {s — 1, s}.

Como 4,5 < sp—4, entao £ < s e m < s — 1. Vamos analisar as possibilidades para as
solugoes (h, k) mediante o estudo da desigualdade (6.21) para os dois possiveis valores de
¢+ m:

e /+m = s — 1: Neste caso, a desigualdade em (6.21) é equivalente a:
—(p—1)<h—-k<0,

assim, as Unicas solugoes nao descartaveis sao aquelas para as que h = k. Neste caso,

as possiveis duplas (¢, m) sao descritas mediante o conjunto:
{(l,s—(L+1)) : 1<l< s},

para as duplas (1, s —2) e (s—1,0) temos as restrigbes 0 < h < p—2el <k <p-1
respectivamente, para as demais duplas do conjunto acima nao hé restricoes sobre
os valores que podem tomar h e k. O anterior implica que podemos encontrar

2(p — 1) + (s — 3)p solugoes para o sistema inicial.
e /+m = s: Aqui, a desigualdade em (6.21) é equivalente a:
1<h—Fk<p.
Neste caso, as possiveis duplas (¢, m) sdo descritas mediante o conjunto
{((,s=0) : 1<l<s},

para a dupla (1,s — 1) temos que Il < h<p—-2e0<k<p-—3.
<

p—lel<k<p-2

Para as demais duplas do conjunto acima nao hé restrigoes sobre os valores que

<
Para a dupla (s,0) temos que 2 < h <

podem tomar h e k sempre que 1 < h — k < p— 1. O anterior significa que para esse

1
caso hd (p—2)(p—1) + 5(3 — 2)(p — 1)p solugbes para o sistema inicial.

Segue que para (s — 1)p —3 < i+ j < sp — 4, o sistema (6.18) tem

2p—1) + (s =3 + (= D0~ 1) + 5(s = Ap— p = 5plsp+5-6)
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solugoes (h, k) satisfazendo 0 < k < h < p— 1; sabemos que cada uma dessas solugoes tem

associado um e s6 um par (7, j), assim, fazendo uso da hipétese indutiva temos que:

posto(Agp—1) = posto(A_1)p-1) + ;p(sp +s—6)
= 3(p— 17+ pllp+ D)5~ 1+ (p— 11)(s — 1)~ 12(p — 2]
1

+ —p(sp+ s —6)

2
1
=3 =1+ pllp+ 1)s" + (p = 11)s — 12(p = 2)].

(6.22)

Com o anterior, sabendo que a(F,—1) = g(Fsp—1) — posto(Asp_1) concluimos que

1
a(Fsp—1> = 18(8 - 1)p(p - 1)
Como queriamos mostrar. ]

6.3 Curva de Hurwitz

Novamente, como a curva de Hurwitz dada pela equacao afim:
F:X"Y+Y"+ X =0,
¢ uma curva nao singular, via o corolario 4.3 temos que o conjunto:

ig/d
BHz{xyd:U : O<i+j<n—2},

¢ uma base para as diferenciais regulares sobre H,.

Proposicao 6.3.1. O posto do operador de Cartier C sobre a curva de Hurwitz H,
corresponde d quantidade de pares (i,j) comi+j < n—2 tais que o sistema de congruéncias

modulo p

k—h+1=0
{" o (6.23)

nh—k)+k+j=p—1
tem uma solugao (h,k) para 0 < h<p—1e0<k<h.
Demonstragio. Seja w; ; um elemento da base By. Se C(w; ;) = 0, entdao w;; € ker(C).

Suponha que C(w; ;) # 0; assim, como w; ; = (h/F,)dz onde h = x'y’, entdo, C(w;;) =
V(FP~'h)Y?dz/F, e segue que

Clwij) #0 < V(FP7'h) #0. (%)
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Temos que FP'h = (2™y + y" + )P '2’y’ onde:

n n p—1 = p_]' n n\h, .p—1—h
(@"y+y" +a) = (z"y +y")"z

(Z) xnk7h+p71yn(hfk)+k

Assim,
v((xny + yn + x)pflxiyi) _ Zbi7jx(nk7h+i+p71)f(pfl)y(n(hfk)JrkJrj)f(pfl)
i,
logo, de () segue que existem s,r € Z tal que

(nk—h+i+p—1)—(p—1)=ps

(n(h—k)+k+j)—(p—1)=pr
que ¢é equivalente a

nk—h+i=0 modp

n(h—k)+k+j=p—1 modp

onde0<h<p—1leO<k<h.

Falta provar que se (i, j) # (4o, jo) sdo tais que C(w; ;) # 0 e C(wj, j,) # 0, entéo,
C(wi ;) # AC(wy, j,) para todo A € K\{0}.

Suponha que C(w; ;) = AC(w;, j,) para algum A € K nao nulo. Como ambos C(w; ;) €

C(wiy.j,) sa0 nao nulas, existem solucoes (h, k) e (ho, ko) do sistema de congruéncias acima,

para (i, §) e (io, jo) respectivamente. Por outra parte, como C(w; ;) = V(FP~'z'y?)/?dx/F,
)\V(Fp’lxioyjo)l/pdx/Fy, entdo,

V(FP 2y )dz/F, = NPV (FP~ 2"y dz /F,
isso significa que

nk—h+1 nko—ho+io e yn(h—k)+k+jf(p71) n(ho—ko)+ko+jo—(p—1)

T = =Y
portanto,
n(h—k)+k+j=n(hy— ko) + ko + Jjo (2)

Observe que se (h, k) = (hg, ko), entao (,7) = (io, jo), assim, se (i,7) # (i, jo) tem-se
(h,k) # (ho, ko) e para isso ha trés casos:



Capitulo 6. Calculando o a-nimero de algumas curvas 102

1. h=h06k7ék0,
2. h#hoekzl{?o,

3. h#hoekf#ko.

No primeiro caso, sem perda de generalidade podemos supor k > kqy; da equacao (1) segue
que n(k — ko) = 19 — ¢, como ig — i < n — 2, concluimos que n(k — ky) < n — 2, que nao
pode acontecer quando k — kg > 0.

No segundo caso, podemos supor h > hg e da equacao (2) obter n(h — hg) = jo — j; um
argumento analogo ao do caso anterior mostra que isso também nao é possivel.

No tltimo caso, vamos supor h > hg. Na equacao (1) obtemos:
i—i0:<h—h0)+n(k0—k) <n-—2

Como h — hg > 0, se kg — k > 0 terlamos que 7 — ig > n, assim, ky < k; desta forma,
k() —k<-1le

—(n—2) gi—io = (h-ho)-i*ﬂ(ko-k) <h—h0—n,
de onde h — hy = 2. Agora, somando as equagoes (1) e (2), obtemos:
(mn=Dh+k+i+j=(n—1)ho+ ko+io+ Jo,

assim,

J—Jo=(n—1)(ho = h) + (ko — k) + (io — ©).
Usando os fatos: h — hg = 2, kg — k <0 e ig — 7 < n — 2 obtemos:
J—Jo<2(1—-n)+(n—2)=-n
de onde jy — 7 > n. Absurdo.
O anterior mostra que nao existem duplas (hg, ko) com 0 < ko < hg < p — 1 satisfazendo
as equagoes (1) e (2), isso significa que C(w; ;) e C(wj, 4,) sdo linearmente independentes,

concluindo que a cada solugao (h, k) do sistema no enunciado corresponde uma tnica

dupla (i,7) com i + j < n — 2, isto prova a proposigao.
[ ]

Seja A, := A(H,) = (a;j) onde (a}j/p) ¢ a matriz de Cartier-Manin da curva H,,.

Teorema 6.3.1. Sen = sp, com s > 1, entdo o a-nimero da curva de Hurwitz, Hs,, é:

a(Hay) = s(s + Dplp — 1)
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Demonstracao. Vamos mostrar por inducao sobre s que:

posto(Ay,) = is(s — Dp(p+1).

Observe que neste caso (n = sp), o sistema (6.23) é equivalente ao sistema médulo p:

{ ' h (6.24)

j=—-k—-1

que nao depende da varidvel s. Se as equagoes do sistema (6.24) tem solugdo para

0<k<h<p-1,entao existem ¢, m € Z tais que:

1

J

pl + h

pm—k—1

Como i,7 = 0, entdo h = p(—{) e k+ 1 < pm, logo, se £ <0 e m < 0 terfamos h > p e

k +1 <0, portanto, podemos assumir ¢ € ZS e m e Z™.

Queremos encontrar as solugoes (h, k) médulo p do sistema (6.24) para as quais 0 < k <

h<p—1leparaasquei+j < sp—2.

e Caso s =1: Aqui, 0 < i+ j < p—2, assim, 7,5 < p— 2. Sejam £ e m como acima;
sel{>1eh>0,entdo i = p+ h > p— 2. Por outra parte, se £ < p — 1, entao
j=pm—(k+1) = p(m—1), segue que se m > 2, entdo j > p, logo, a unica

possibilidade para (¢,m) é { =0 e m = 1, assim,

i = h

Como precisamos i + j < p — 2, deverfamos ter h + (p — k — 1) < p — 2, isto é,
h — k < —1; o anterior implica que nao existem solugdes (h, k) para o sistema inicial

com 0 < k < h <p-—1, segue, via a proposicao anterior que posto(A,) = 0.

e Caso s = 2: queremos encontrar os pares (i,j) com p — 1 < i+ j < 2p — 2 para o0s
quais C(w; ;) # 0.

Sejam ¢, m como antes; como p — 1 < i+ j < 2p — 2, precisamos:
p<pl+m)+(h—Fk)<2p-—1 (6.25)
Observe que como h — k > 0, entao,

pl+m) <pl+m)+ (h—k)<2p—1<2p,
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de onde temos que ¢ + m < 2. Por outra parte, como £ > 0 e m > 0, temos que
¢ +m > 1, portanto, { +m = 1, isto é, ({,m) = (0,1). Segue da desigualdade (6.25)
que

O<h—k<p-

1
obtendo §p(p+ 1) possiveis duplas (h, k), portanto, sabendo que para 0 < i+j < p—2

nao ha solugoes do sistema inicial, concluimos que:
1
posto(Ay,) = Ep(p +1).
e (Caso geral: Suponha que s > 3. Vamos tomar como hipdtese indutiva que
1
posto(Ag,) = ZMIC —Dp(p+1),
para todo k < s — 1 e vamos mostrar que

posto(As,) = is(s — p(p+1).

Como sempre, é suficiente encontrar as solugoes do sistema (6.24) para (s—1)p—1 <
2

i+j < sp—2. Considerando ¢ e m como antes e sabendo que (s—1)p—1 < i+j < sp—

observamos que é necessario que
(s—Lp<pll+m)+(h—Fk)<sp—1 (6.26)

Um argumento similar ao do caso anterior mostra que ¢ + m < s — 1; por outra

parte, se h — k < p — 1, entao,
(s—=Lp<pl+m)+(h—Fk) <pl+m+1)—1<pl+m+1)

e temos que £ + m > s — 1, portanto, / +m = s — 1.

Com o anterior, de (6.26) segue que
O0<h—-k<p-—-1

1
assim, para cada dupla (¢,m) com ¢ + m = s — 1 existem ip(p + 1) duplas (h, k)
satisfazendo (6.24).

Todas as possibilidades para (¢, m) estao consignadas na seguinte tabela:

s—2
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1
Concluimos que existem 5(5 — 1D)p(p+ 1) solugoes (h, k) com as condigoes requeridas.

Fazendo uso da hipétese indutiva temos que:

posto(A,) = (s = 1)(s — 2)plp+1) + (s~ Dplp +1)

1
= 15(5 —Dp(p+1).
Segue que a(Hsp) = g(Hsp) — posto(Asp), isto é,
1 1
a(Hsp) = 5sp(sp—1) = 3s(s = Dp(p +1)
1
= S+ Dpp—1)

Teorema 6.3.2. Sen =sp+ 1, com, s = 1, entdo o a-numero da curva de Hurwitz é:
1
a(Hsp) = 13(8 - l)p(p - 1)

A demonstragao deste teorema é bastante similar as demonstracoes dos teoremas anteriores,
a diferencia encontra-se especificamente nas contas, como nos teoremas anteriores foram
detalhadas a maioria delas, aqui omitiremos bastantes desses detalhes para nao torna-lo

mais repetitivo.

Demonstragdo. Neste caso, o sistema (6.23) é equivalente ao sistema médulo p:

i=h—k
= ha (6.27)

Se existem solugoes (h, k) deste sistema sob as restrigoes da proposi¢ao 6.3.1, entao existem

{,m € 7 tais que:
1 = pl+h—k
j = pm—h—-1

Segue que { € Zi e me Z™.

Queremos, como sempre, usar a proposicao 6.3.1 para mostrar por indugao que:

1
posto(Aspi1) = ZS(S + 1)p(p+1).
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e Caso s =1: Aqui, n = p+ 1 e precisamos que 0 < i+ 7 < p— 1, assim, i,j < p — 1,

de onde temos que £ =0 e m = 1, logo,

I

h—k,
p_h_17

1

J

assim, i+j = p—1—k e como 0 < k < p—1, temos que cada para (h, k) com0 < k < h

¢ uma solucgao do sistema. Portanto, existem §p(p + 1) solugoes com as condigoes
requeridas, assim, a proposi¢ao 6.3.1 permite concluir que posto(A4,41) = §p(p +1).

e Caso s = 2: Neste caso n = 2p + 1. Novamente, o sistema (6.27) nao depende de s,
assim, basta encontrar as solucoes para as quais p <7+ 7 < 2p — 1.

Sejam ¢, m como antes, entao,

p<pll+m)—(k+1)<2p-1 (6.28)

segue que 1 < £+m < 3. Se {+m = 1, entao de (6.28) tem-se que —(p—1) < k+1 < 0,
assim, neste caso nao temos solugoes com as condigoes desejadas.

Se £ +m = 2, entao de (6.28) tem-se que 0 < k < p — 1. Temos duas possibilidades

para (¢, m):
1. (¢,m) =(0,2),
2. (6,m) = (1,1)

Nos dois casos nao existem restrigoes tanto para h quanto para k, isso significa que

1
ha §p(p + 1) solugoes para cada dupla (¢, m). Portanto,

1 3
posto(Azpr1) = op(p + 1) +p(p + 1) = 5p(p + 1).
e (Caso geral: Suponha s > 3; vamos tomar como hipétese indutiva que

1

posto(Agp+1) = 7 k(k + Lp(p +1),
para todo k < s — 1 e vamos mostrar que
1

posto(Aspi1) = ZS(S + Up(p +1).

Como sempre, ¢ suficiente encontrar as solugoes do sistema (6.27) para (s — 1)p <
i+j < sp—1. Considerando ¢ e m como antes e sabendo que (s—1)p < i+j < sp—1,
temos:

(s—Dp<pll+m)—(k+1)<sp—1 (6.29)
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Para que a desigualdade anterior seja valida, é necessario que £ + m = s, assim, de
(6.29) segue que 0 < k < p — 1; isso significa que para cada dupla (¢, m) existem

§p(p + 1) solugdes, portanto, ha isp(p + 1) solugdes sob a restrigdo inicial. Assim,

1 1
posto(Aspr1) = 18(8 —pp+1)+ QSP(P +1)

les(s + Up(p +1).

Finalmente,

1 1
a(Hsp1) = isp(sp +1) — 18(8 + p(p+1)

= iS(S —1p(p—1).
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