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RESUMO

Em 1982, Harvey e Lawson formularam a teoria da geometria calibrada. Esta
trata de um tipo especial de subvariedade minima de uma Riemanniana M, definida a
partir de uma forma fechada em M chamada de calibracao. Em particular, quando M
é uma Gy-variedade, isto é, uma variedade com holonomia contida no grupo excepcional
(G5, a calibragao é uma 3-forma chamada de Gs-estrutura e as subvariedades calibradas
de M sao chamadas de associativas.
Uma pergunta nesta teoria é: quando uma deformagdo de uma subvariedade associativa
continua sendo calibrada? A chave esta no estudo do operador de Fueter, que controla as
deformagoes infinitesimais da subvariedade. O operador de Fueter é identificado com um
operador de Dirac, portanto admite uma férmula de Weitzenbock, ou seja, uma relagao
simples entre o operador de Dirac e o Laplaciano. O autor mostra que o fibrado normal de
uma subvariedade associativa coincide com um fibrado de Dirac e como resultado calcula

a formula de Weitzenbock para o operador de Fueter.

Palavras-chave: Fibrado principal, fibrado vetorial, operador de Dirac, Gs-

variedade, subvariedade associativa.



ABSTRACT

In 1982 Harvey and Lawson formulated the theory of calibrated geometry,
concerning a special kind of minimal submanifold of a Riemannian manifold M, which
is defined using a closed form on M called calibration. In particular, when M is a G-
manifold, that is, a Riemannian manifold with holonomy contained in the exceptional Lie
group G, the calibration is a 3-form called G-structure and the calibrated submanifold
of M is called associative.

One question in this theory is: when does a deformation of an associative submanifold
remain calibrated? The key is in the study of the Fueter operator, which controls the
infinitesimal deformation of the submanifold. The Fueter operator is identified with a
Dirac operator, hence it admits a Weitzenbock formula, that is, a simple relationship
between a Dirac operator and the Laplacian, up to curvature. The author proves that
the normal bundle of an associative submanifold coincides with a Dirac bundle and, as

an original contribution, calculates the Weitzenbock formula of the Fueter operator.

Keywords: Principal bundle, vector bundle, Dirac operator, Gy-manifold,

associative submanifold.
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Introducao

Em 1955, Marcel Berger deu uma completa classificacado dos possiveis grupos
de holonomia de uma variedade riemanniana, irredutivel e simplesmente conexa. Um dos
possiveis grupo é quando a dimensao da variedade ¢é igual a 7. Neste caso, se diz que
a variedade possui grupo de holonomia excepcional Gy. Em 1987, a primeira métrica
com este grupo de holonomia foi construida por Robert L. Bryant e exemplos concretos
de métricas completas com holonomia G5 foram encontrados por R. Bryant e Dietmar
Salamon em 1989.

Por outro lado, a teoria da geometria calibrada, formulada por Harvey e Lawson em 1982,
estd fortemente conectada com a teoria de grupos de holonomia de variedades rieman-
nianas. Cada variedade riemanniana com holonomia reduzida (ou seja, algum dos casos
da lista de Berger), estd equipada com uma ou vérias calibragoes. Este é o caso das Gs
variedades, as quais vem munidas de uma 3-forma e uma 4-forma diferencial, chamadas
de calibragao associada e calibragao co-associada, respectivamente.

Subvariedades calibradas por estas 3 e 4-forma sdo chamadas de subvariedades associativas
e co-associativas. Neste trabalho estamos interessados na deformacao de subvariedades
associativas. Para isso, no Capitulo 2 se expoem conceitos relacionados com os octonios
e o grupo G, em seguida sdo abordadas nocoes bésicas sobre calibracoes em R7 e menci-
onados alguns fatos sobre G5 variedades e subvariedades associativas.

O objetivo principal é entender como é que sao controladas as deformagoes das subvari-
edades associativas, por isso o protagonista desta dissertacao é o operador de Fueter, o
qual é definido no Capitulo 2, além de expor o papel que este desempenha na teoria da
deformacao.

Finalmente, é abordado no Capitulo 3 um tema pertencente a geometria Spin, que ¢é a

formula de Weitzenbock para o operador de Fueter Fp,
2 * 1 _ _
Fg:=V V+1k:+p(F ) (0.0.1)

esta forma é uma relagao entre dois operadores elipticos F2 e V*V de ordem dois, onde
V*V é o o laplaciano da conexao definido na Se¢ao 3.2, p é o morfismo de dlgebra induzido
pela representacao de Clifford (3.4.3), e k é a curvatura escalar da subvariedade associativa

P. Para isso, sao mencionados no primeiro capitulo alguns conceitos expostos em [12]

10
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sobre fibrados e conexdes, em especial fibrado de espinores e conexao Spin. No Capitulo
3 é definido o operador de Dirac e fibrado de Dirac, em seguida ¢é lembrada a férmula de
Weitzenbock para um fibrado de Dirac em geral, a ideia usada nessa conta é de muita

utilidade e serve como paradigma para calcular 0.0.1.



Capitulo 1

Preliminares sobre Fibrados e

Conexoes

Este capitulo esta destinado a lembrar conceito basicos da teoria de fibrados
e conexoes, tais como fibrado principal, fibrado vetorial, 1-forma de conexao e curvatura.
Em especial, os conceitos relacionados com a geometria Spin, fibrado de Clifford e fibrado
Spin, pois este é o ambiente adequado para falar de operador de Dirac e férmula de

Weitzenbock, que é nosso objetivo no capitulo 3.

1.1 Fibrados Principais

Defini¢ao 1.1.1. Seja G um grupo de Lie. A terna (P, M, ) é chamada um G-fibrado

principal diferencidvel (4 direita) que consiste em

i) Uma agao de grupo a direita ¢ : P x G — P, {(p,g) =p- g, livre e diferencidvel.

it) Uma aplicagio ™ : P — M diferencidvel, sobrejetiva e invariante com respeito a
acao de grupo i.e.

m(p-g) =n(p).

iii) Ewiste uma cobertura {U,} de M, tal que cada w—'(U,) é difeomorfo ao produto
Uy X G. Em outras palavras, para cada o existe um difeomorfismo G-equivariante,

tal que o sequinte diagrama comuta

N Uy) — = Uy x G
Ua

12



CAPITULO 1. PRELIMINARES SOBRE FIBRADOS E CONEXOES 13

O espaco P é chamado de espaco total do fibrado principal, 7 é chamada
projecao e M de espago base. Os pares (¢,,U,) sd@o chamadas trivializagoes locais e é
comum escrevé-las como 1, := (7, g, ), onde para cadap € Pe g € G, go(p- 9) = 9a(p)g-

Por ultimo, o grupo G é chamado grupo estrutural do fibrado principal.

Exemplo 1.1.2. Seja M uma variedade diferencidvel, G um grupo de Lie e P = M x G.
Considere a projecao w: P — M e a acao de G em P dadas por

P=MxG—-M PxG—P
p=(m,g) —»m (p,h) = (m, g, h) — (m, gh).

O fibrado (P, M, ) é chamado fibrado trivial, com a identidade como trivializagao global.

Exemplo 1.1.3. (Fibrado de bases ou de referenciais) Seja M wvariedade diferencidvel,
denote por P o conjunto de elementos da forma p = (m,{vq,...,v,}), onde m € M e

U1,y .y Up € uma base de T, M. Defina a aplicacao projecio

T: P—-M

p—m
e a agdo de grupo

¢:PxGlR,n)— P
(p, A) = (m,{wy, ..., w,})

onde w; = Y, aé-v,- com A = (a;) Veja que ¢ é uma agdo de grupo, pois para I = (5;)

a matriz identidade n X n, p-1 = p. Por outro lado, considere as matrizes A = (aé) €
B = (%), tais que w; = Y; alv; e up = 3 ; bjw; entdo uy = 3, brakv; = 3 ;(ab)jv;, com
isto temos (p- A) - B =p-(AB). Da defini¢io de ( seque que a projecio m é invariante
pela agao de grupo, ou seja, w(p- A) = w(p).

Agora vamos descrever a estrutura de variedade de P e as trivializacoes do fibrado. Con-
sidere (Uy, ¢o) atlas de M, x4, ..., x, o respectivo sistema de coordenadas locais e vy, ..., v,

um referencial em T,,M. Pode-se escrever este referencial em termos da base coordenada

;0
Uj :Zajaxi.

Com isto defina a aplicacao

Vo N (Uy,) — Uy x GI(R, 1)
(m, {v1, ..., v, }) = (m, A)
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onde A = (&é) ¢ a matriz mudanca de base. Observe que 1, € uma bijecio com inversa

Yt U, x GI(R,n) — 7~ 1(U,)

(m, A) — (m, {08371’ o ain} - A)

além disso obtemos que para todo B € GI(R,n), ¥ (p-B) = ¥ (p)-B i.e. 1, € equivariante.
E como 71 (U,) = U, x GI(R,n) via 1, e GI(R,n) pode ser considerado como um aberto
de R™, dai

(17 (Ua), Ya 0 (¢a X Idaiwrn)))

define um atlas em P, a compatibilidade desta estrutura é herdada da compatibilidade
de (¢pu,Us) e do comportamento dos mapas ), nas interseccoes dos abertos U, N Ug.
Finalmente, temos que w € diferencidvel e (1,, Uy) determina as trivializagoes locais para
o fibrado (P,m,M). Este exemplo vai ser usado mais adiante e P serd denotado como
Pai(M) (sequindo a notagdao de [12]) que indica o fibrado de referenciais de M com grupo
estrutural G1(R, n).

Proposicao 1.1.4. Se (P, M, ) é um G-fibrado principal entdo as fibras sao exatamente

as orbitas da acao a direita de G
! (n(p) =p-G

Demonstragio. A inclusao p - G C 7w (w(p)) segue da propriedade de invaridncia de 7
(m(p-g) = w(p)). Para a outra inclusdo, seja ¢ € 7' (n(p)) C 7 1(U,) onde (o, Uy) é

uma trivializagao local, 7(p) = 7(q). Considere g = g, '(¢)ga(p) entao

Ya(p) = (7(p), 9a(p)) = (7(q), 9a(@)g9) = (7(q - 9), 9alq - 9)) = Yalq - 9)

Pela injetividade de 1, temos p = ¢- g assimg=p-g ' €p-G. O

Em outras palavras, o resultado anterior esta dizendo que a agao de grupo é
transitiva nas fibras.
Considere {(¢a,Us)}aca trivializagoes locais do fibrado = : P — M, definidas ponto a

ponto por

Ua(p) = (7(p), 9a(p)), peET (Us)

se U, NUs # 0 para «, € A, defina as aplicagdes

gagZUaﬂUg—)G
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chamada funcao de transicao, como

9a(P) = gap(m(P))gs(p)

para todo p € 7 1(U, N Ug). Se consideramos outra trivializacao (¢, U,), as aplicagdes

Jap € gsy satisfazem a chamada condicao de cociclo:

9ap(11)g3 (M) = Gory (M)

para todo m € U, NUg N U,. Uma implicacao da definicao sao as relagoes goo = 1 €
Jop = gﬁ_j O seguinte resultado ¢ fundamental no sentido de que as fungoes de transigao
carregam a informacao suficiente para determinar um tnico fibrado principal, a menos de

isomorfismo (vide [11]).

Proposicao 1.1.5. Seja M uma variedade diferencidvel e {Uy}aca uma cobertura por
abertos de M. Sejam g.3 as respectivas fungoes de transicao satisfazendo as condigoes de
cociclo. Entdo pode-se obter um G-fibrado principal tal que as fungoes de transi¢do sdo

exatamente {gap}-

Demonstragdo. Considere o espaco

P=||UsxG/~,

onde (o, u,g) ~ (5,v,h) se, e somente se, u = v e g = go5(u)h; veja que pela condi¢ao de

cociclo, ~ é uma relagao de equivaléncia
(reflexividade). (a,u,g) ~ (a,u,g), pois gaa(u) = 1.

(Simetria)- (047 u, g) ~ (Ba v, h) = (67 v, h) ~ (Oé, U, g)v pois gﬁa(v> = gojﬁl (u)

(transitividade). («,u,g) ~ (5,v,h) e (B,v,h) ~ (v,w, f) = (a,u,g9) ~ (v,w, f),
pOiS 9apdpy = Gor-

Agora denote m: P — M por n([(a,u,g)]) =ue-: PxG— P dada por [(a,u,g)]-h =
[(a,u,gh)]. Note que 7 estd bem definida, pois dados pi,ps € P, m(p1) = m(p2) se, e
somente se, po = p; - h para algum h € G. De fato, p; = [(a,u1,91)] e p2 = [(B,u2,92)],
se py = p1 - h para algum h € G entdo u; = uy, logo m(p;) = m(py). Para a reciproca, se

7(p1) = w(p2), considere h = gl_lgaﬁ<U2)gg entao

p1-h=[(o,u1,q1)] - b = [(@,u1, g1h)]
= [(57“279045(“1)92)}
= P2-
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No caso da acao - segue das propriedades de grupo que p - e = p, onde e é a identidade
de G e para todo hy,hy € G, (p- hy) - ha = p- (hihy). Além disso, a boa definigao de -
é garantida pois dado h € G, uma classe de equivaléncia [(«, u, g)] é levada na classe de
equivaléncia [(a, u, gh)], esta agdo também é livre pois para todo p € P, se p-h = p entao
h = e, ja que [(«,u, gh)] = [(a,u, g)], logo gh = g e portanto h = e.

Observe que, para cada «, U, X G tem estrutura de variedade diferenciavel, logo | |, U, X G
também tem estrutura de variedade, dada pela uniao disjunta dos atlas de cada U, x G.
Com isto, considere a aplicagdo natural | |, U, x G — P tal que cada (a,u,g) é levado
em sua classe de equivaléncia, veja que esta aplicagao restrita a U, X G ¢ injetiva e sua
imagem ¢ 7 1(U,), de fato como gu(u) = 1, se duas classes [(a,u,g)] e [(a,v,h)] sdo
iguais, os representantes (a,u,g) e (a, v, h) sdo iguais também. Finalmente, a estrutura
diferencidvel em P ¢ dada exigindo que 7~ 1(U,) seja um aberto de P e a aplicacdo

L, Uy X G — P induza um difeomorfismo de U, x G sobre 771(U,) definido

Vo : T HUy) = Uy x G
(v, u, 9)] = (u, 9)

pois cada ponto de P pertence a um 7~1(U,) para algum « € A. O

Definigao 1.1.6. Uma segao local de (P, M, m) é uma aplicagio diferencidvel o, : U, —
7 Y(U,) tal que 7o o,(m) = m para todo m € U,. No caso em que o : M — P satisfaz

moa(m)=m, para todo m € M, entio o é dita de se¢ao global.

Proposicao 1.1.7. Um G-fibrado principal € trivial se, e somente se, o fibrado admite

uma se¢ao global.

Demonstra¢io. Suponha que o fibrado 7 : P — M é trivial, logo (P, M, ) é isomorfo
ao fibrado do exemplo 1.1.2, portanto admite trivializacdo global ¥ (p) = (7(p), g(p)).
Defina o : M — P como o(m) = ¥ ~(m,e), onde m = n(p) para algum p € P, dai que
moo(m)=r(p) =m.

Reciprocamente, seja 0 : M — P secao global, considere a aplicagao

f:MxG—P

(m, g) = o(m)g
como o e - sao diferencidveis entao f é também diferencidvel. Note que f é equivariante
f((m,g) - h) = f(m,gh) = o(m)(gh) = (c(m)g)h = f(m,g)h.
f é injetiva: para (mq, g1), (me,g2) € M x G tais que o(my)g1 = o(ms)ga,

my = m(o(my)) = m(o(mi)gi) = m(0(mza)ge) = m(a(mz)) = ma.
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Além disso, como a agao de grupo é livre, temos que g; = go, logo (my, g1) = (ma, g2).

[ é sobrejetiva: dado p € P, temos p,o(n(p)) € 7 ' (n(p)) logo existe g € G tal que
p=o(x(p))g = f(x(p),9)-

Logo
v=f1'PsMxG
p = (7(p),9)
onde p = o(7(p))g. Portanto ¢ define uma trivializagao global para (P, M, 7). O

Definicao 1.1.8. Sejam (P, My, m1) e (P, My, m5) G-fibrados principais. Um morfismo
f: P — Py entre G-fibrados principais € uma aplicagcao suave tal que f(p-g) = f(p) - g
para todo g € G..

A aplicagao f : P, — P, induz uma aplicacao f : My, — M, suave, tal que

fom=mo f . Inicialmente, dado U, C M; aberto, considere

f(my) =m0 foou(my), VmyeU,

onde o, é uma segao local de (P, My, ). Para estender f a toda M;, observe que dado
outro aberto Us C My, tal que U, N U # 0, entéo

a5(m) = 0a(m)gas(m)
para todo m € U, N Ug. De fato, como o,(m) = ¢, (m, e), entdo g,(ca(m)) = e, logo
m(0a(m)), 95(0a(m))gas(m))

m, 95(0a(m))ga(0a(m))gs(0a(m)) ")

= (m;e)

= Yp(op(m))

Up(0a(m) - gas(m))

=
=

dal pela injetividade de 13 segue que og(m) = 04(Mm)gas(m). Segue também que fé
diferenciavel.
Dados dois fibrados com grupos estruturais diferentes, a definigdo anterior pode ser adap-

tada pedindo que h : G; — G5 seja um homomorfismo de grupos de Lie satisfazendo

f(p-9)=fp)-h(g)
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1.2 Fibrados Vetoriais

Definicao 1.2.1. Seja K corpo (K =R ou C). Um K-fibrado vetorial (E, M, ) de posto
n consiste numa variedade diferencidvel E munida de uma aplicacao suave w : E — M

sobre M wvariedade diferencidvel, que satisfaz as sequintes condigoes:

i) Para cada m € M, 7=*(m) tem estrutura de K-espago vetorial de dimensdo n.

it) Trivializa¢do local. Para cada m € M, existe vizinhanga aberta U, de m e um
difeomorfismo o : 71 (U,) — Uy x K™ tal que para cada v € U, a restricio de
VYo a T 1(m) denotada por Yo @ T H(m) — K* é um isomorfismo entre espagos

vetoriais.

Quando K é R ou C, o fibrado vetorial (E, M, ) é chamado fibrado vetorial
real ou complezo, respectivamente.
Assim como em fibrados principais, F, m e M sao chamados de espago total, projecao e
espago base, respectivamente. Ademais 7! (m) é chamada fibra sobre m e é denotada por

E,,. Ao longo deste trabalho sera considerado K = R salvo mencao explicita em contrario.

Definicao 1.2.2. Sejam 7w : E — M e« : F — N dois fibrados vetorias de posto n.
Um mapa de fibrados de E para F' é uma aplicacao suave [ : E — F tal que o diagrama

comuta ;
EFE——F
M — N
f
e para cada m € M a aplicagio f : E,, — Ff(m) ¢ linear. Além disso, se M = N e f €

uma bijecdo, tal que a inversa também é um mapa entre fibrados entdo f é chamado um

isomorfismo entre fibrados e neste caso dizemos que os fibrados E e F' sdo isomorfos.

Exemplo 1.2.3. Considere E = M x R" e a aplica¢io m : E — M como w(z,v) =z. A
identidade ¢ uma trivializagio em M x R™, a qual satisfaz as propriedades da defini¢io
1.2.1, este fibrado é chamado de fibrado trivial. De fato, um fibrado € trivial se € isomorfo

a um fibrado deste tipo.
Exemplo 1.2.4. Seja M"™ variedade diferencidvel, considere o conjunto de todos os es-

pagos tangentes em cada um dos pontos de M

T™M = |J T, M.

meM

Defina a projecio m : TM — M levando (m,v) € TM em w(m,v) = m. Primeiro veja

que T'M tem estrutura de variedade diferencidvel. Seja U um atlas diferenciavel em M e
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(p,U) carta pertencente a U. Seque o(U) C R" e, para qualquer v € T,,U, temos

0 0
d =a;— + ... —
Pm(v) = @ 0y tetan oz,

Defina a aplicagio ¢ : 71 (U) — p(U) x R* C R*" como

p(m,v) = (p(m), dpm(v)).

Note que ¢ € uma bijecio continua. Agora, para definir a estrutura diferencidvel em T M ,
declaramos que 7= (U) é um aberto e ¢ um difeomorfismo. De fato g~ := (o', d(¢™1)),
logo temos que A C TM ¢é um aberto se, e somente se, (AN (U)) C R*™ é aberto.

Assim,
U={(g7"(U));(p,U) €U}

¢ um atlas para TM, a compatibilidade pode ser verificada a partir da compatibilidade
em U. Assim, (TM,M,r) define um fibrado vetorial chamado fibrado tangente, cujas

trivializagoes vem dadas pelas cartas ¢.

Como podem-se aplicar diferentes operagoes lineares para gerar um novo es-
paco vetorial a partir de um espago vetorial inicial, algo similar pode ser feito fibra a
fibra a um conjunto dado de fibrados vetoriais para obter novos fibrados. Para nosso in-
teresse s6 vamos mencionar a construcao do fibrado quociente, pois com ele vamos definir

o fibrado normal de uma subvariedade no exemplo 1.2.8.

Definigao 1.2.5. Seja 7w : E — M um fibrado vetorial de posto n. Um fibrado vetorial
w: E'— M de posto k < n é chamado um subfibrado vetorial se E' é uma subvariedade
mergulhada de E tal que para cada m € M, a fibra E), = (E' N E,,) € um subespaco
vetorial da fibra E,, de E.

No caso de M — R™ subvariedade mergulhada, o fibrado tangente T'M é um
subfibrado do fibrado trivial M x R™. Neste caso as fibras possuem a mesma dimensao.
Seja (b, U,) trivializagdo de m : E — M, a imagem de E' N 7~ Y(U,) por ¢, ¢ um
subfibrado de posto k de U, x R*. Tome ¢(E!) =V C R* com m € U, que é um
subespaco linear e, identificando V = R¥, considere pgr : R® — R a projecao ortogonal.

Entao existe uma vizinhanca aberta U! C U, contendo m tal que
Y, = (Idy, ®pgs) 0 e : BN (UL) — UL x R

é uma trivializagao para 7 : £’ — M.

Considere £/ C E um subfibrado de posto & < n e o espaco formado para todo m € M
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pelos quocientes F,,/E! . Denotando

E/E = | En/E,.
meM
onde para [e,] € E/FE',
[61] = {62 € Em, €1 — ey € E;n}

Sejam : E/E" — M a projegao natural sobre o indice do conjunto, ou seja, 7(e;) = m. Por
construcio 7 '(m) sao espacos vetoriais. Dada uma familia {(,,U,)} de trivializagoes
locais de E, é possivel induzir difeomorfismos 1/, a partir da restri¢ao de ¢, ao E’. Para
cada 1), defina

Yo 1 T HU,) = Uy x R*/RE

definida como s ([e]) = (m, [hm.a(€)]). Observe que vz 0 i7" é suave, para isso escolha
Rf um complemento de R¥ em R" e denote por A : R*/R¥ — R" a aplicacdo linear tal
que para cada classe associa seu tinico representante em R¥ e p : R* — R"/R* a projecio

natural.

Ypova
(Ua N Us) x R*/RF == (U, N Us) x R"/RF

1A 1dp

(Ua N Us) x R (Ua N Us) x R™.

Ygohy !
Logo, a suavidade de &5 o Ja_l é obtida pela suavidade de 1z 0 9. Assim, {(Ja, Us)}

define uma estrutura diferenciavel em E/FE’.

Defini¢ao 1.2.6. Considere w : E — M um fibrado vetorial de posto n e E' C E um
subfibrado de posto k < n. O fibrado quociente é definido como

E/E = U E./E...
meM
Observacgao 1.2.7. Lembre que o espago quociente V/V' (onde V' e V' sao espago veto-
riais) € definido como o conjunto de classes de equivaléncia definidas pela relagio u ~ v
quando u—v € V'. V/V' é um espago com dimensao dim (V') —dim(V"). Ademais, quando
V' wvem munido de produto interno, existe uma identificagio de (V')%, o complemento or-
togonal V', com o espago quociente V/V'. Logo E/E' é um fibrado de posto n — k e a
projecao E/E' sobre M é induzida pela proje¢io de E sobre M.

Exemplo 1.2.8. (Fibrado normal) Seja M C M subvariedade mergulhada (pode-se tra-

balhar também com subvariedade imersa, observando simplesmente que esta é localmente
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mergulhada), TM ¢ subfibrado de TM, logo o fibrado quociente é o fibrado normal
NM = (TM)* =TM/TM.

A ideia do fibrado normal como fibrado quociente é um tanto abstrata e di-
ficulta um enfoque geométrico, ndo obstante como toda variedade diferencidavel admite

métrica riemanniana podemos obter um esbog¢o mais intuitivo do que acontece.

Definicao 1.2.9. Uma métrica g em um fibrado vetorial m : E — M ¢é um tensor simé-

trico em E, tal que para m € M
gm =) Ep X B, = R

¢ uma forma bilinear, simétrica e positiva definida.

Com M < M, a métrica em M pode ser considerada como a restricdo da
métrica em M ou num sentido mais estrito o pull-back da métrica em M, para cada

m € M, o espaco T;, M se quebra
T, M =T,,M & (T,,M)*

onde (T,,M)* = {v € T,,M; (v,w) =0 Yw € T,,M},logo NM =TM=* = Upers (T, M)*+
onde (T,,M)* = T,,M /T,,M. De agora em diante vamos escrever N M em vez de (T'M)*+

e cada fibra sera denotada por N,,M. Sejam U, e Us dois abertos com trivializacoes 1,
e g, se Uy NUz #£ 0

Yoot (UaNUs) x R* = (U, NUg) x R

e pode-se escrever como ), © 15 ' (2,0) = (¥, gas(x)v) para € Uy N Us e v € R", onde
gap : Us NUsg — Gl(n,R) é chamada fungdo de transi¢do. Dada outra trivializagao
Y., para cada x € U, NUg N U,, tem-se g,5 € gp, satisfazem a condicao de cociclo
9ap(2) g5y (T) = gar ().

Similar ao que foi feito com fibrados principais, uma familia de funcoes satisfazendo a
condigao de cociclo fornece um tnico fibrado vetorial (a menos de isomorfismo) cujas

fungoes de transicao coincidem com as fungoes de partida. A ideia é similar a proposicao
1.1.5.

Definicao 1.2.10. Seja 7 : E — M um fibrado vetorial de posto n. Uma secao é uma
aplicagao suave o : M — E tal que m oo = 1dy, (i.e. o(m) € E,,). Sempre existe uma
sec¢ao o tal que para cada m € M, o(m) = 0 € E,,, chamada se¢do nula ou segdo zero.

O conjunto de secoes de E é denotado por I'(E).

Note que o espago das segoes tem estrutura de C*(M)-moédulo, se 0 € I'(E) e
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f € C®(M) entao fo também pertence a I'(F) no sentido que fo(m) = f(m)o(m) € E,,
para cada m € M.

Definicao 1.2.11. Dado um fibrado vetorial de posto n, um conjunto de aplicacoes suaves
o, :U— E,1=1,..,n tal que para cada m € U, o1(m),...,0,(m) forma uma base para

E,., é chamado referencial local de E.

Um referencial local {o;}1; define um homeomorfismo entre 7= (U,,) e U, x R™.
Considere um ponto (m,v) € U x R" que é levado ao ponto Y r;(m)o;(m), onde r;(m) sdo
as coordenas de v na base {o1(m),...,0,(m)}. Reciprocamente, dada uma trivializagao
VYo @ T YUy = Uy X R™ e {vy,...,v,} uma base para R" defina um referencial para
E como a(m) = ¥, (m,v;), logo (m,v;) = ¥a(0s(m)) = (7(o:(m)), ¢s(0:(m))) dai que
moo;(m)=me ¢;(0;(m)) = v; € R", como ¢; = ¢|g,, é um isomorfismo, este leva base

em base e portanto o;(m) € E,,.

Exemplo 1.2.12. (Campos vetoriais) As segoes locais ao fibrado tangente de uma vari-
edade sao os campos de vetores I'(TM) = X(M). No caso do Ezemplo 1.2.8, as segoes
sdo campos de vetores normais a subvariedade T(NM) = X(M)*, neste caso um campo
de vetores em M é sempre a restricio de algum campo de vetores numa vizinhanca de M,
assim o conjunto de todos os campos de vetores ao longo de M é denotado por X(M)|y e
como qualquer fungio em M € a restri¢io de alguma fungio em M entio X(M) = T'(T M)
e X(M)*+ =T(NM) sio submédulos de X(M)|ps.

1.3 Fibrado Associado

Seja G um grupo de Lie e m : P — M um fibrado principal com grupo
estrutural G. Considere V um espago vetorial e p : G — GI(V') uma representacao do
grupo G no espaco V', o proximo objetivo é a partir desta informagao construir um fibrado

com espaco base M e fibra V. Considere o mapa

S GEx (PxV)—=PxV

1

- (1.3.1)
(9:p,0) = (pg~", p(g)v)
- define uma acao de grupo a esquerda

i) e-(p,v) = (pe,ple)v) = (p,v), pois p é homomorfismo de grupo.
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Além disso, como G age livremente sobre P, entao G também age livremente sobre (Px V).
Logo obtemos
PxV 1w Px,V

P M

onde P x,V = (P x V)/G é o espaco de 6rbitas da acao (1.3.1) e as aplicagdes f e m,

sao definidas por

T, Px, V=M fiPxV =Px,V
[(p, )] = 7(p) (p,v) = [(p, 0)].

Primeiro, observe que 7, estd bem definida, pois 7 é G-invariante w(p - g=') = 7(p).
Segundo, considere 9, : 71 (U,) — U, x G trivializagao de P e, para cada p € 7 1(U,)
pela proposicio 1.1.4 existe h : 771(U,) — G tal que p - h(p) = ou(7(p)), logo Ya(p -
( ) = (7(p), ga(P)1(p)) € como oo (7(p)) = ¥5"(p, ) temos h(p)~ = ga(p). Portanto,
= 0a(7(p))ga(p).

Dal [(p,v)] = [(0a(7(P))ga(p), v)] = [(0a(m(p)), p(galp))v)] € defina

Y - W;I(Ua) — Uy xV
[(p, v)] = (m(p), p(ga(p))v).

Note que 1, estd bem definida, pois se (g, w) ~ (p,v), ou seja, ¢ = pg~! e w = p(g)v, logo

Vallg.w]) = (7(a), p(ga(@)w) = ((p). p(9a(P)) (97 9)0) = (w(p), p(ga(P)v) = Pal[p. v])-

Defina ¢ (m,v) = [04(m),v] e veja que 1, é uma bijecao

Ut o va(lp,v]) = ot (7(p), p(ga(p)

), p Jv)
= [oa(7(p)), p(ga(p))v]
= [0a(7(9)9a(P)9a(P) ™", P(ga(p))v]
= [pga(p)™", p(ga(p))V] = [p, ]

@Ea © QZC:l(m7 U) = Ja([aa(m)v U])
= (m(0a(m)), p(galoa(m)))v)
= (m, p(e)v) = (m,v)
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logo, @Za é uma bijecao. Por tltimo, considere a aplicacao g, : 7rp_1(Ua) — V definida por
Ja([p: v]) = p(ga(p))v, considerando g;' : v € V' [04(m(p)), v] € ;' (7,(p)) temos que
Gt oga= Idﬂ,p—l (mo(0)) € Ja © g.' = Idy, portanto Y restrita as fibras é um isomorfismo.

Observe que cada p € P pode ser considerado como um mapa

p:V = E,

v [(p,v)]

onde 7(p) = me E = P x, V. Veja que [(p,v)] = [(pg™", p(g)v)], onde pg~! denota o
referencial rodado ao longo da fibra e p(g)v as coordenadas do novo referencial.

Com respeito as fungoes de transicao, note que se P tem fungoes de transigao
Ggap : UsNUsz = G
entao as funcoes de transicao de P x, V
Gap = PO gap : Us NUg — GI(V).

De fato, considere &a e @Eﬁ duas trivializacoes e 0,, 03 as se¢oes de P, temos que og(m) =

0a(m)gas(m) para cada m € U, N Upg, logo

(@Za ° @Z@Tl)(m’ v) = @Za([aﬁ

Veja que dado m € Uo NUsN Uy, po gas(m)po gg,(m) = po(gas(m)gs,(m)) = po ga,(m)
satisfaz a propriedade de cociclo.

Finalmente observe que tomando trivializacoes v, e Yo Obtemos difeomorfismos entre
abertos de P e P x,V com U, x G e U, x V, respectivamente. Assim, com cartas de M
(diminuindo U, se for preciso) e com a estrutura diferenciavel de G e V' pode-se definir a

estrutura diferencial para P x, V.

Exemplo 1.3.1. Seja G grupo de Lie e P — M um G-fibrado principal, considere a
representacio adjunta Ad : G — Aut(g), onde g € a dlgebra de Lie associada a G. O
fibrado associado gp = Ad(P) = P Xaq g € chamado fibrado adjunto de P. FEste é um
exemplo bastante importante na teoria de calibre, especificamente quando se trabalha com
0 espago de conexoes, pois secoes do fibrado adjunto sdo identificadas com elementos do

grupo de transformagoes de calibre. (vide [7])

Exemplo 1.3.2. Seja M uma variedade diferencidvel e P = Pg(M) o fibrado de refe-
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renciais associado. Seja py : GI(R,n) — GI(R™) a representagao regular p,(g)v = gv,

TM =P x, R"

T*M = P x,. (R")*
ANTM = P x ke, A'R"
AT*M = P X pr,e (AFR™)*

Aqui pi(g) = (pu(g™))t, Akp,, AFpi e @p, sdo as representagoes dual, produto exterior
e produto tensorial induzidas por p,. Para ilustrar vamos estudar o caso T"M = P X«
(R™)*, andlogo ao exemplo 1.2.4, T*M = Upen (T, M)*, assim (m,k) € T*M onde
k:T,M — R. Em coordenadas locais (U, x1, ..., x,) de M,

v 9\ _
—;kzdxz dmz(axj)—éi

Por outro lado, se f € (R")*, entdo tomando {¢’}}_, a base dual da base candnica de R",
i.e, €/(e;) = 8%, logo para (m,{vy,...,v.}) € P com v; = 37, fa% e A= (al), defina a

aplicagao

F:Px, (R = T'M
[(mv {U17 "'7Un})>f] = (m: Atf)a

vamos provar que F estd bem definida; de fato, seja a ~ b (onde a = (m,{vy,...,v.}, f)
eb = (m,{wy,...,wn},h)) com w; = 37_ 1bfg se, e somente se, (m,{w,...,w,}) =
(m,{vi, ..., v,}) - C7t e h = pi(C)f = (C7Y)f. Agora chame de A a matriz mudanca de

base {vy,...,v,} € B a matriz de mudanga de base de {wy,...,w,}, logo C = BA™,

F([z, {wy,...,wn}, h]) = (z, B'h) = (x, BB Y)'A'f) = F([z, {v1, ..., v}, f])
F assim definida é uma bijecao, portanto F é um isomorfismo entre fibrados.

Proposicao 1.3.3. Seja (M™, g) variedade Riemanniana. O fibrado tangente T M admite

uma redug¢io do grupo estrutural pra O(n).

Demonstragio. Sejam (U, ¢, ) trivializagao local de T'M, {e, ..., e, } base canonica de R
e o1, ..., o, referencial local de T M|y tal que f(o;) =e;, i = 1,...,n. Aplicando o processo
de ortonormaliza¢ao de Gram-Schmidt a oy(m),...,0,(m), para cada m € U obtemos

segoes wy, ..., w, de T M|y tais que wy(m), ..., w,(m) sdo uma base ortonormal para T, M
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(com respeito a métrica riemanniana), para cada m € U,
o N U) = UxR"

n
Zaiwi(as) = (x,ay, ..., a,)
i=1

logo temos um mapa que leva uma base ortonormal com respeito a g para cada x € U sobre
uma base ortonormal de R™. Aplicamos este processo para cada trivializagao do fibrado e
obtemos novas trivializagdes tais que as fungdes de transicdo ¢, o (¢')5'(z) = (2, gas(v))
levam uma base ortonormal de R™ em outra base ortonormal, i.e, gop : Uy, N Ug —
O(n). O

Se (M™, g) é variedade riemanniana orientavel, a orientagdo de M permite
escolher trivializacoes (U,, ) tais que a aplicacao x € U, N Uz +— det(gas(z)) é po-
sitiva. Assim podemos obter fungoes de transicao de T'M com determinante positivo e
usando a proposicao anterior, como o processo de ortonormalizacao preserva o sinal do
determinante, entao no caso de (M, g) orientével temos que o fibrado tangente tem grupo
estrutural SO(n).

Se no exemplo 1.3.2 sdo consideradas M variedade riemanniana orientavel, P = Pso(M
um SO(n)-fibrado de referenciais positivamente orientado e p, : SO(R,n) — SO(R") a

representacao regular entao
TM =P x,, R"
ATM = P x i, AFR"
®TM =P Xgrp, (® R™).

Como para cada A € SO(R,n), A®* = A~! entdo p, = p’, o que induz o isomorfismo

TM = T*M dado usualmente pela métrica riemanniana.

1.4 Fibrado de Clifford e Fibrado de Espinores

1.4.1 Fibrado de Clifford

Seja m : £ — M fibrado vetorial onde (M", g) é uma variedade orientavel,
considere T(E) = @;2,®" E, o fibrado de algebras tensoriais de E e I(E) o fibrado de
ideais; ou seja, para cada m € M a fibra sobre este ponto é um ideal bilateral 1(E,,)
em @2, ®" E,, gerado por elementos da forma v ® v + ||v||*1 para v € E,,. Usando o

quociente de fibrados redefinimos o seguinte fibrado vetorial

Cl(E) = T(E)/I(E)
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com isto as fibras de C1(F) sao élgebras de Clifford

CUE,,) = @ @ B /1(E,)

onde a forma quadratica associada é aquela induzida pela métrica em cada ponto.
A construgao de CI(FE) foi feita de maneira funtorial, similar aos mencionados no exemplo
1.3.2, entao isto sugere que exista uma representagao de SO(R,n) em CI(R") tal que
CI(E) é um fibrado associado a Pso(E). Cada transformagao ortogonal A de R” induz uma
transformagao ortogonal em CIl(R") levando a dlgebra tensorial em si mesma e preservando
o ideal,

cl(pn) : SO(R,n) — Aut(ClI(R")) (1.4.1)

definida como cl(p,)(A)(vive - - vi) = (Avy)(Avg) - - - (Avy), onde vv; = ||vg]|*1.

Definigao 1.4.1. Seja E — M fibrado vetorial de posto n com (M, g) variedade rie-
manniana orientdvel. O fibrado de Clifford CI(E) definido como o fibrado associado a
representagio (1.4.1) €

CI(E) = Pso(E) Xap,) CI(R").

Outra forma de ver o fibrado de Clifford CI(E) ¢ por meio das fibras Cl(E,,)

CUE) = || CUEm, gm),

meM

onde g,, é a métrica restrita a F,,.

1.4.2 Fibrado Spin

Dado um fibrado vetorial orientavel £ — M, note que a escolha de uma
orientagao é equivalente a escolha de um Pso(FE) fibrado, que por sua vez é um subfibrado
de Po(F). Tendo reduzido o grupo estrutural de £ num grupo 0-conexo (m(SO) = 0
i.e. conexo por caminhos), vale perguntar se é possivel fazer o grupo estrutural de £ um
grupo l-conexo !. A resposta a isto é dada pela estrutura Spin. O recobrimento duplo de
SO(n) é Spin(n) e para o caso em que 3 < n, Spin(n) é o recobrimento universal de SO(n),
denotado por & : Spin(n) — SO(n) homomorfismo de grupos (algumas vezes denotado
como Ad) com ker {—1,1} = Z, (vide Capitulo 2, teorema 2.9 de [12]).

Definicao 1.4.2. Seja E fibrado vetorial riemanniano orientdvel. Uma estrutura Spin
em E € um par (Pspin(E),€) onde Pspin(E) € um fibrado principal com grupo estrutural

Spin(n) e & : Pspin(E) — Pso(E) um morfismo entre fibrados principais, ou seja, £(p-g) =

'Um espaco topolégico X é chamado n-conexo se é nido vazio, conexo por caminhos e 7;(X) = 0 para
1< <n.
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€(p)&o(g) para todo p € Psyin(E) e g € Spin(n) com & : Spin(n) — SO(n). Onde € restrita

as fibras coincide com &.

Em resumo, o diagrama comuta

3

Papin(E) Pso(E)

\”’M/

A agdo de Spin(n) em Pspin(E) e a acdo de SO(n) em Pso(E) se relacionam por meio do

diagrama
Spin(n) to— S0(n)
74 /
PSpin(E) § HPSO(E)
S -
™~
M

As estruturas Spin nem sempre existem e nao precisam ser unicas. O seguinte teorema

mostra qual é a obstrugao para a existéncia de uma estrutura Spin (Capitulo IT, Teorema

1.7, [12]).

Teorema 1.4.3. Seja 7w : E — M um fibrado vetorial orientdvel. Entdo existe estrutura
Spin em E se, e somente se, a sequnda classe de Stiefel-Whitney wo(E), € zero. Além
disso, se wy(E) = 0, entdo as diferentes estruturas Spin em E estao em correspondéncia

biunivoca com os elementos de H' (X, Zs).

Definicao 1.4.4. Uma variedade Spin é uma variedade riemanniana orientdvel dotada

de uma estrutura Spin no seu fibrado tangente.

Similar ao anterior, M é uma variedade Spin se, e somente se, a segunda classe
de Stiefel-Whitney é nula. (Capitulo II, Teorema 2.1, [12])

Definicao 1.4.5. Seja E fibrado vetorial riemanniano orientdavel com estrutura Spin

(Pspin(F),€). O fibrado de espinores real ¢é
S(E) = Pspin(E) x,, N

onde N é um Cl(R™)-mddulo a esquerda e p : Spin(n) — SO(N) € a representagdio de
Spin(n) em N dada pela multiplicacio d esquerda de elementos de Spin(n) C CI°(R™).

Proposicao 1.4.6. S(E) é um fibrado de mddulos sobre o fibrado de dlgebras CI(E).
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Demonstragdo. Considere o diagrama

Pspin(E) x CIR™) x N ——— Pspyn(E) x N

Pspin(E) x CI(R™) x N

Pspin(E) x N.

Dado ponto a ponto por

(p, o, m) ~ (p,on)

(pg~", Adg @, pu(g)n) — (pg~", pu(g)en).

Veja que, como o diagrama comuta, isto induz um mapa A : CI(E) x S(E) — S(FE) tal que
para cada m € M, \,, : Cl(E,,) x S(E,,) — S(FE,,) satisfaz as propriedades de mddulo.
A estd bem definida, pois Ad, pu(g)n = gpg~tgn = gen = u(g)en. O

Em particular, temos que as se¢oes do fibrado de espinores é um modulo sobre

as segoes do fibrado de Clifford. Esta operagao de médulo determina um homomorfismo

I'(CI(E)) —2—~ End(I'(S(E)))

satisfazendo

chamado acao de Clifford.

1.4.3 Estrutura Spin em espacos de dimensao 4

Um resultado geral sobre geometria Spin que pode ser encontrado no Capitulo
3 de [6] e que vai ser de muita utilidade no capitulo 3 do presente do trabalho é o seguinte:

dado um espago vetorial real V' de dimensao 4, tem-se

VorC2ST®S™
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onde (@, S) é a estrutura Spin em V', com S = ST & S™.
O grupo Spin de dimensao 4 ¢ simplesmente o produto direto de duas copias do grupo

especial unitario (Capitulo 4, Lema 4.6, [17])
Spin(4) = SU(2)" x SU(2)~.

Sejam ST e S~ duas copias de C? com a métrica hermitiana padrao (-,-) e uma forma
simplética A € AZ(S%)* compativel com a métrica. Isto define um mapa J : §* — S*

pela relacao
(z, Jy) = Az, y).

Agora considere o espago das aplicagoes lineares de ST para S~ tais que o diagrama

comuta ;
St S™
J J
+ —
S 7 S

denotado por Hom (S, S7), este é um espago vetorial de dimensao real 4 e que por sua
vez é a parte real do espago vetorial complexo Hom(S*,S7). Com isto, uma estrutura
Spin em V é um par de espacos vetoriais complexos ST, S~ e um isomorfismo v : V —

Hom (ST, S7) compativel com a métrica. Em termos da base canonica v é da forma

Yer) = ((1) f) Y(es) = (O _0) Y(es) = (i’ _01)7 Yer) = (O 0)

Veja que v preserva a orientagao de V', pois SU(2)" x SU(2)~ é conexo e como a forma A
identifica ST com (ST)* o que permite identificar V' como a parte real de ST ® S~.
Dadov € Ve y(v)* : S~ — ST o adjunto de vy(v) : ST — S7, entdo dados v,v" € V

ortonormais, y(v)*y(v') define um endomorfismo de S* satisfazendo

Y()y(w) =1 () () + 5" ()y(v) =0,

logo existe uma agdo natural p de A?(V') sobre ST definida como p(vAv')s = —A(v)*A(V')s.
Como A?(V) = A2(V) @ A% (V), onde A2 (V) e A%(V) sdo as formas autoduais e antiau-
toduais

AN (V) i={we N(V) | xw=w}

A2 (V) ={we A(V) | %w = —w}.
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Veja que A% (V) age trivialmente sobre ST, de fato, considere
{61/\62—63/\64,61/\64—62/\63,61/\63—64/\62}

base de A% (V), a imagem de cada elemento da base de A% (V') por p é zero

pler Nex — ez ANeg) = —vy(er) y(e2) + v(e3)"y(ea)

pler Nes —eqg ANeg) = —y(er) y(es) +y(es) v(e2)

()6 )

Portanto A% (V) — su(S™) e A2(V) — su(S™) sdo isomorfismos.

1.5 Conexao e Curvatura em Fibrado Principal

31

Nesta secao vai ser discutido o conceito de conexao em fibrado principal, no

sentido de distribui¢cao horizontal e como 1-forma, e a relacao entre as duas defini¢oes.

Também é apresentado o conceito de curvatura e alguns resultados importantes. Se o

leitor ja souber a respeito, pode passar de imediato para a seguinte secao.

Seja P — M fibrado principal, com grupo estrutural G, onde G é um grupo de

Lie e sua algebra de Lie denotada por T.G = g. Como G age livremente sobre P, entao

para cada V € g e p € P considere a curva

v:telrp-exp(tV) e P,

logo f/p = 1/(0) € T,P. Desta forma cada V' € g determina um campo de vetores em P,

ou seja, temos um mapa V € g — V € X(P).
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Considere a aplicagdo R, : G — P definida por R,(¢9) =p-g

(dRy).: g — T,P
Vi (dRy).(V) =V,

Observe que para cada p € P, \71, € ker(dm,)

(V) = 5 (x(p - exp(tV))e—a= 5 (x(p))e=o=0.

dt
geometricamente \N/p é visto como um vetor tangente a fibra em p, V, = ker(dm,) é definido
como o espaco dos vetores tangente a fibra em p, chamado espago vertical em p. Uma

conexao é uma escolha de campos invariantes horizontais.

Definicao 1.5.1. Uma conexao no fibrado principal P é uma escolha H de n-planos

tangentes em P, tais que para cada p € P
i) T,P="H,®V,.
i) M, sio G invariantes, i.e. dRy(H,) = Hyp.g-
Como V, = ker(drm,), o mapa dm, : H, = TrM é um isomorfismo linear. E
observe que o primeiro item da definicao determina uma projecao linear T,P — V.
Conexoes podem ser caracterizadas como projecoes em espacos verticais, pois g = V),

(vide capitulo 8 pagina 311, [19]), satisfazendo certo tipo de invaridncia pela agao de G

em P. Isto ¢ definido mediante o conceito 1-forma de conexao.

Definicao 1.5.2. Uma 1-forma de conexao é uma 1-forma diferencial de P com valores

na dlgebra de Lie g, w € QY (P, g), satisfazendo:

i) wH)=0ew(V)=V.

i) (Ryg)*(w) = Ady-1 w.
Quanto a 7i), note que dR,(V) = AH;TV; de fato
~ d
dR,(V) = —
_ 4
ot

d
= g(pg ~exp(t Ady-1 V))|i=o

—_—

— Ad, 1 V.

(Ry(p - exp(tV)))]i=0

(pg - g~ exp(tV)g) 1o

—_—

Com isto, (Ry)*'w(V) = w(dRy(V)) = w(Ady-1 V) = Ady—1 V = Adg-1 w(V).

Fixando a notacao, para cada v € T, P temos

v:vH—i-vV
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onde v é a parte horizontal de v e vV a parte vertical, com tudo isto a conexdo H
fornece um mapa linear TP — TP tal que para cada p € P, v € T,P ¢ projetado na
parte horizontal v# € T, P.

Definicao 1.5.3. Dada w 1-forma de conexao vem associada uma 2-forma em P com

valores em g chamada curvatura
Qu,v) = dw(u, o). (1.5.1)

Em geral, sejam M variedade diferenciavel e V um espago vetorial de dimensao
finita, uma k—forma w em M com valores em V, dada uma base vy,...,v,, de V, w €
QF(M, V') é escrita como

m
W = Z Ww;U;
i=1

onde wy, ..., w,, sao k—formas usuais. Sao definidas as operagoes

i) Para w € QF(M,V), o diferencial de w, dw € Q¥1(M,V)

dw = Z dw;v;.

i=1

ii) Definindo o colchete de Liecem V xV — Vem V, paraw € Q¥ (M, V) en € QY(M,V)
temos w An € Q¥ (M, V) definida como

[w,n) = wi Anjlvi, vj]

i?j

dal temos

No caso w € QY(M, V), temos
1
[w, w](X,Y) = {lw(X), wY)] = [w(¥), w(X)]} = [w(X), w(Y)].
E usando a identidade de Jacobi do colchete de Lie em V', tem-se
[[w,w],w] =0

para qualquer w € QY(M, V).

Escolhendo uma base By, ..., B,, em g. A 1-forma de conexao w é escrita

m
W = Z wiBZ»
i=1
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onde wy, ..., w,, sdo 1-formas diferenciais em P. Similarmente para a curvatura €2

onde €y, ..., 2, sdo 2—formas diferenciais em P. Veja que a curvatura satisfaz a seguintes

propriedades:

Il
e

Proposigao 1.5.4. i) Q(vY,")
i) R, Q= Adg-1(Q).

ii) (Fquagao Estrutural) Q = dw + [w, w].
w) (Identidade de Bianchi) 5dQ = [, w].
Demonstragio. i) Segue da defini¢ao de €.

i)

R} Q(u,v) = Q(dRy(u),dRy(v)) = dw(dRy(u)", dRy(v)")
= dw(dRy(u'),dRy(v™)) = R} dw(u',v™)
= d(R; w) (L, o) = d(Ady-1 w)(u, v
= Ad,-1 dw(u”,v") = Ady—1 Q(u, v).

iii) Dados u,v € T,P, como u = uf +uV e v =040V, temos
Qu,v) = Qu, ™) + Qu vV + Q" ) + Q" v").

Pelo item i), Q(uff,vV) = Q(uY, v) = Q(u",vY) = 0. Por outro lado veja que

4

€
£
s
“<
s
I

— dw(u",v") + 0.
— dw(u’ o) + [w, w](u¥, o) = 0.
0.

— dw(uf,vY) + [w,w](u,0") =
De fato, para u" e v existem X,Y € g, tais que v’ = X e vV =Y.
dw(u,0") + [w,w)(@",0") = dw(X,Y) + [w(X),w(Y)]
= LX) T (X) WX V]) +[X.V])

=0.
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dw(u” ;o™ + [w, w](u", o) = dw(X, v") + [w(X), w(v™)]
= S{Ru(0") — "o X) - (X, "))
= 0.

Na tultima igualdade foi usado o fato de que [j(v ,vf1] & horizontal. De fato, o fluxo

associado a X ¢ dado por p - exp(tX) = Rexpexy(p) = &(p)

— 1
(X, 0")(p) = lim {60 (wlh ) — v

Como v ¢ G-invariante, temos U{é(p)) = U;fexp(tx) = (Rexp(tx))*(vg)) = (ft)*(vg)) €
Hgt(p),wlogo (&)« (v, () € Hp e portanto (1)« (v(E, ) —v(}) estd em H, onde segue
que [X, v] é horizontal.

Com isso, para quaisquer u,v € TP

Qu,v) = dw(u?, v = (dw + [w,w])(u,v).

i) Usando a equagdo estrutural

dQ) = d[w, W)
= [dw’w] — [w,dw]
= 2[dw, w]
— —2[[w, w], w] + 2[Q, w]
= 2[Q, w].

Note que € restrita ao espaco horizontal é fechada.

1.6 Conexoes e curvatura em fibrados vetoriais

Seja £ — M um fibrado vetorial suave. Uma conexao em E ¢ um operador

V :T'(E) — QY(M, E) satisfazendo
V(fo)=fV(o)+df @ c (1.6.1)

para toda f € C®°(M) e o e '(E).
A partir de um fibrado principal podemos fornecer um fibrado vetorial e vice-versa. Agora

queremos saber como esta passagem relaciona as respectivas conexdes. A prova desse
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resultado é bastante técnica e portanto vai ser omitida, mas ela pode ser encontrada no
Capitulo II, proposigao 4.4 de [12].
Proposicao 1.6.1. Seja E fibrado vetorial sobre uma variedade riemaniana orientdvel

M e w uma 1-forma de conexdo em Pso(E). Entao w determina uma dnica conexdo em
E n
Ve, =Y Al ®e; (1.6.2)

=1
onde ¢ = (eq,...,e,) € um referencial local de E, i.e, € é uma segcao local de Pso(E) e

A =¢e*w. Além de satisfazer a regra
V{o,o'y = (Vyo,0) + (0,Vyao') (1.6.3)

para todo V€ TM e o,0' € T'(E), onde (-,-) denota a métrica em E. Reciprocamente,
qualquer conexdo em E satisfazendo a equagao (1.6.3) fornece uma tnica 1-forma de

conexdo determinada pela equagio (1.6.2).

A conexao com a propriedade (1.6.3) é chamada riemanniana.
Considerando £ = Pso(E) X, V (com p representacao injetiva), seja B = (dp)1A €
QY (M, E) onde (dp); : g — End(V) e A = *w com ¢ segao de Pso(E). A 1-forma B

induz uma derivada exterior covariante
dg : Q"(M,E) — Q"(M, E)

definida por dga := da+ B A «, antes de ver que dp satisfaz a respectiva regra de Leibniz,

vamos definir alguns fatos. Seja
Q(M,E) =P (M, E),

esta algebra possui uma estrutura de médulo (a esquerda) sobre a dlgebra graduada Q(M),

dada pelo produto exterior
A QR (M) x QM E) — Q"M E)

definida por aA(f®0) = (aAB)®c onde a € Q¥ (M) e fRo € UM, E) = Q/(M)®T(E).
Podemos generalizar o diferencial exterior para formas com valores no fibrado vetorial F,

de modo que V = dy em ['(E) = Q°(M, E), considerando a seguinte cadeia

dy dv dv

Q"(M,E) —— QY(M, E) - - OF(M, E)

dv

onde dy satisfaz a regra de Leibniz.

dy(aAB)=daAB+ (—1)fandyps
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para todo a € Q*(M) e 8 € QY(M, E).

dp(aNp)=dlaNp)+BANaAp
=daAB+ (-D)*andsd+ (-1)*aAnBAB
=daAB+ (=1)randpB

onde dp em Q°(M, E) 2 T'(E) é definida como V, para c € [(E) e V € TM
Vyo = (dgo)(V) =do(V)+ (BAo)(V)=V(c)+ B(V)o.

A curvatura associada com a conexdo V ¢ definida como FY = dy o dy. A seguinte

proposic¢ao é uma implicagao da proposicao 1.6.1.

Proposicao 1.6.2. Sejam w, € e V como na proposicao anterior
Fvei = ZE] ®6j (164)
j=1

onde F = ¢*Q).

Demonstracao.

FVe; =dgodye; =Y dy(Al x ¢;) =Y dAl ® e; — Al A Ve,
' J

j

=Y dAl@e; =Y AINAL @ e =D (dAF + [A AT} ® ey
J jk k

= Z(ds*w + [e*w, e W) @ ep = Z{s*(dw + [w, W)} @ e
k k

=N (W @e, =Y FfFoe.
k k

]

Proposigao 1.6.3. Seja FY a curvatura associada a ¥V, pela equagdo (1.6.4) dados V,W €
TM, Fye =3, EF/(V,W)e;, entdo tem-se

FYwei = (VyViw = VwVy = Vi) e (1.6.5)
Demonstracao. Para um dos termos temos
VivVwe: = VV(Z A{(W)ej)
J
=D (VAI(W))e; + AL (W) Ve,
J

= SVAUW))es + 3 ALW) A5V e
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Logo juntando todos os termos

(VyVw = VwVy = Viyw))e = Z{VAf(VW — WALV) = Al([V,W])}e;+

J

D {ATW)ALV) = AF(V) AL (W) e,

jk
=Y {dA](V, W) + 3" AL A ALV, W) }e;
J Jk

= Z F;](V, W)Gj = F‘YWBZ
J

[]

A expressiao (Fyy,0,0") € tensorial, pois pela equagao (1.6.5), Fyy, = —Fy
e além disso como V é compativel com a métrica (1.6.3), entdo temos (Fyy,0,0') =
— (0, Fy/yo'). Logo (Fyyo,0') s6 depende do valor de V, W, o e ¢’ no ponto m. Portanto,
fixados VW € X(M) em m € M

Fw : En — Ep, (1.6.6)

define um endomorfismo antissimétrico chamado transformacdio de curvatura.

1.7 Conexao Spin

Sejam P — M um fibrado principal com grupo estrutural G e p,, : G — SO(n)
representacao de grupo. Se w é uma l-forma de conexao em P, é natural perguntar
pela relacao de w com a conexao no fibrado associado £ = P x, R" dotado de estrutura
riemanniana. Uma conexdo em P induz uma conexao em P(E) = P x, SO(n), pois é
s6 estender w trivialmente ( SO(n) admite conexao plana) e leva-la para P x, SO(n) por

(pn)« := (dp)1, isto é possivel considerando a aplicagao

t: P— P(E)
p = [(p, Idsom))]-

Se p, é uma representacao fiel entao ¢ é um mergulho. De fato, dados p,q € P tais que

u(p) = t(q), temos ¢ = p- g~ e Idsom) = pn(9) Idso(m), como p, ¢ fiel segue que g = e logo
p = q. Agora, considere t = 7o jonde j:p € P — (p,Idsom)) € P x SO(n) e

™ (pa IdSO(n)) € Px SO(”) — [(p7 IdSO(n))] S Xp SO(”)?
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note que ¢, = m, © J,, mas j, € injetiva, portanto ¢, é injetiva. Note também que ¢ é

G-equivariante,

u(p-g) = [(p-9, p(99™ ") Wdsom))] = [(p-g, p(g7") Idsom))lp(9) = [(p. Idsow))lp(9) = t(p)p(9).

Proposicao 1.7.1. Sejam w e Q 1-forma de conexdo e 2-forma de curvatura, respec-
tivamente e sejam w, e §, a conexdo e curvatura induzidas em P(E,). Considerando

P C P(E,) como subvariedade mergulhada temos

wp|P: (pn)*w Qp|P: (pn>*Q

onde (pn)« : g — s50(n) é o homomorfismo de dlgebras associado a p, : G — SO(n).

Demonstra¢do. Seja V € TP, pela definicio de w temos que wp(V) = 0 se V ¢ horizontal

e w,(V) = p.V se V é vertical. Por outro lado,

(Rpie)) ' wp = (Rp(e)) psw = (Rp())"(p7)"w = (p7" 0 Rpp))"w
— (Ryop)w = (o) (Ry)'w = (') Adyrw
= pe(d(Lg—1 o Rg)w = d(p o Lg-1 o Ryg)w = d(Lp(g-1) o R p(g) 0p)w
= Adp(g)-1 paw = Adpg)1 Wy

No caso da curvatura, usando a equagao estrutural temos

Q, = dw, + [wy, wy] = d(pw) + [puw, put]
= (p " (dw + [w,w]) = p.Q2.

[
De volta no contexto de fibrado de Clifford
cl(pn) : SO(n) — Aut(CI(R™)),
dada uma conexao em Pso(FE), ela induz uma conexao em Cl(E) via
cl(pn)« : 50(n) — Der(CI(R")). (1.7.1)

Para cada A € so(n), (1.7.1) satisfaz cl(p,).A(u - w) = (cl(pn)Au) - w + u - (cl(pn)Aw)
para todo u, w € CI(R"), assim pelas Proposi¢oes 1.6.1 e 1.7.1 temos
V(e -0)=(Ve)-oc+¢e- (Vo)) (1.7.2)

para todo ¢,0 € ['(CI(E)) onde V é conexao no fibrado de Clifford CI(E).

Até agora observe que a definicdo de fibrado de Clifford nao precisa da existéncia de
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estrutura Spin. Mas para nossos propositos, suponha que F admite estrutura Spin, a
conexao em Pgso(E) levanta via £ : Ppin(E) = Pso(E) a uma conexao em Pgyi,(E).
Logo pela Proposigao 1.6.1, isto induz uma conexao no fibrado associado S(E), assim
pela proposicio anterior e pela Proposicio 1.4.6 faz sentido perguntar como V* (conexio

em S(F)) age sobre a estrutura de modulo de S(E).

Proposigdo 1.7.2. Seja V° conerdo em S(E). Para todo ¢ € T'(CI(E)) e para todo
o e'(S(E))
V(e 0)=(Ve)-o+e- (V). (1.7.3)

Demonstragdo. Pela proposicao 1.4.6, u preserva o produto de modulo, ou seja,

1(g)(u - n) = [cl(pa)(9)y] - [1(g)n]
para todo g € Spin(n), u € CI(R") e n € N. Logo
[y 2 5pin(n) — so(N)
¢ para cada A € spin(n) = so(n), [1A](u-n) = [(cl(pn)A)u] - n + - [(1.A)n] e o resto
segue das proposicoes 1.6.1 ¢ 1.7.1. O

A curvatura associada com a conexdo V? vai ser denotada por F¥, um resul-

tado bastante pratico é o seguinte.

Proposicao 1.7.3. Para quaisquer V,W € X(M) o operador
Fw : S(En) = S(Ey)
satisfaz para quaisquer € € I'(Cl(E)) e o0 € T'(S(E))
Fow(e 0)m = (FYwem)  Om+€m - Flyom (1.7.4)

para quaisquer € € I'(CL(E)) e o € I'(S(F)).
Demonstragio. O resultado segue de aplicar as equagoes (1.6.5) e (1.7.3). O

Pode-se realizar uma construgao explicita da conexao e a curvatura em S(FE),
mencionamos aqui os resultados, o leitor pode ver as provas no Capitulo 11, teorema 4.14

e 4.15 de [12], respectivamente.

Proposicao 1.7.4. Seja w uma 1-forma de conerdio em Pso(E) e S(E) o fibrado de

espinores associado. Entdo a conexdo V° é dada localmente

1

Voo, =
Ta =75

ST Al ®ee; -0, (1.7.5)

1<J
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onde € = (eq, ..., e,) € uma segao local de Pso(E), A =¢c*w eV = (01, ...,0n) € uma se¢ao
local de Pso(S(F)) determinada por e.

Proposicao 1.7.5. Seja Q2 uma 2-forma de curvatura em Pso(E) e S(E) o fibrado de

espinores associado. Entdo a curvatura F*° é dada localmente

1

FSo =
773

ZEJ &® €650 (176)

i<j
onde € = (eq, ..., en) € uma segio local de Pso(E), F = *Q e w € T(S(E)).
Em particular, para quaisquer V,W € I'(TM) e m € M a transformagao de curvatura

Fow : S(Ew) = S(En)

¢ dada por
1
F‘?W‘j ~ 9 Z<F‘Y,W(€i)a €j)€ie;o (1.7.7)

i<j

onde FVN ¢é a curvatura em TM — M.



Capitulo 2
Geometria de Go-variedades

O grupo Gy é um grupo de Lie excepcional (os outros casos sdo Fy, Fg, E7
e Fg, que foram classificados em 1890 por Wilhelm Killing), e em 1914, Elie Cartan
observou que o G5 era formado pelo grupo de automorfismos dos octonios O. Por sua
vez, 0s octonios sao uma algebra de divisao com unidade e de dimensao 8, descobertos
por John Graves em 1843 e que guardam certa semelhanca com os quatérnios, porém, os
octénios nao sdo associativos. A relagdo que motiva esta perspectiva do grupo Go como
grupo de automorfismos de O é a seguinte: Os octonios podem ser gerados a partir de
trés elementos ey, es e e3, tais que cada um deles ao quadrado é —1 e anticomutam entre
si, logo, um automorfismo leva uma tripla deste tipo em uma outra tripla €/, €}, e €} com
estas mesmas propriedades. Do ponto de vista geométrico e; é levado em qualquer ponto
e} da esfera S® de octonios imagindrios, ey é levado em qualquer ponto e}, da esfera S°
(que ¢é a restrigao de S® ao equador) de octdnios imaginarios e finalmente, e3 é levado a
qualquer ponto €} sobre a esfera S* de octonios imagindrios (pois €} é ortogonal a eq, eo

e ejes que geram H), de onde se obtém que

dim G5 = dim S% + dim S° + dim S® = 14.

2.1 Produto Vetorial

Estudar produtos vetoriais em espacos com produto interno, é importante dado
que particularmente este produto unicamente existe em dimensées 0, 1, 3 e 7 (uma dimen-
sdo a menos de R, C,H e 0), isto permite definir calibragdes em R’, pois estas estruturas
sao relevantes no entendimento das Ga—estruturas em variedades de dimenséo 7.

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita com produto interno.

Definicao 2.1.1. Uma aplicacao bilinear antissimétrica

VxV—=V:(uv)—uxv (2.1.1)

42
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¢ dita um produto vetorial se, para todo u,v € V, satisfaz

(uxv,u)y=(uxuv,v)=0 lu x v)? = Ju*]v)*—(u, v)>. (2.1.2)

Lema 2.1.2. Se x € um produto vetorial, entdo a aplicacio ¢o : V3 — R, definida como

oo(u, v, w) = (u X v, w) (2.1.3)

¢ uma 3-forma alternada (i.e ¢g € A3(V)*).

Demonstragio. Por (2.1.2) tem-se que ¢g(u,u,v) = ¢o(u,v,v) = ¢o(u,v,u) = 0. Além
disso como u X v = —v X u, dados u,v,w € V, temos que ¢o(u, v, w) = —¢o(v,u, w). Por
ultimo, veja que 0 = (v X (u+w), u+w) = (v X w,u) + (v X u, w) = (VX w,u) — (uXv,w),

o que significa que ¢o(u, v, w) = ¢o(v,w, u), portanto ¢y € A3(V)*. ]

Lema 2.1.3. Considere um produto vetorial como em (2.1.1), entdo as segquintes propo-

sicoes sao equivalentes.

i) Sew ewv sao ortonormais entdo |u X v|= 1.

it) Se |ul=1 ew é ortogonal a u entdo u X (u X w) = —w.
iii) Para todo u,w € V, tem-se u x (u X w) = (u, w)u — |u|?w.

i) Para todo u,v,w € V, tem-se

ux (vxw)+vx(uxw)={u,wv+ (v,wu— 2{(u,v)w. (2.1.4)

Demonstragio. i) = i) Fixe u € V com |u|= 1 e considere a aplicagdo linear A, : V — V
definida por A, (v) = uxwv, como (uxv, w) = (v, uXw), entdo temos que A, é um operador

adjunto antissimétrico. Logo, dado w € (u)*,

(AL(w),w) = —(u x w, Ay(w)) = —u x w/*= —[u*|w]*+{u, w)* = —(w,w)
portanto u X (u X w) = —w.
it) = 4ii) Dados u,w € V considere A, : V — V definida por A,(v) = u x v, logo
(A% (w),w) = —|ul?|w*+{u, w)? = (—|ul*w + (v, w)w,w). Portanto A%(w) = —|ul*w +
{(u, wyw.

iit) = iv) Dados u,v,w € V pelo item iii) e considerando u como u + v

(u+v) X (u+v) Xxw) = (u+v,w)y(u+v)— (u+v,u+v)w

uX (vXw)+vx(uxw)= ({uwv+ (v,wu—2{u,viw.
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iv) = 1) Sejam u,v € V ortonormais e aplicando o item iv) considerando w = v entao a

equacao (2.1.4) fica w X (u X w) = u. Dal que

lu X w)?= (u X w,u x w) = (u,w x (uxw)) = |u*= 1.

2.2 Os Octoénios e o Grupo G5

2.2.1 A construcao de Cayley-Dickson

Por algebra normada nos referimos a uma R-algebra A de dimensao finita com

unidade 1 e munida de produto interno tal que a norma associada |, | satisfaz
|zyl= lz[lyl ¥V 2,y € A.
Fixando a notacao
Re(A) = Span(1)g  Im(A) = Re(A)*,

para cada z € A existe uma tnica decomposigao ortogonal x = o @ x1, com xy € Re(A)

e r1 € Im(A). A operagdo de conjugacao é definida por

assim zo = 2(z + ) e 1 = 5(z — 7)
Definicao 2.2.1. Seja A uma R-dlgebra e defina o produto e a conjugacio em A@ A por
(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + ¢d)
(a,b) = (@, —b).
A nova dlgebra B = A @ A obtida de A é chamada algebra de Cayley-Dickson.

Com a defini¢do anterior as 3 primeiras algebras de Cayley-Dickson obtidas

sao isomorfas a

R — algebra | Cayley — Dickson élgebra Base candnica
Ag=R C=RoR 1,4
A =C H=CeaqC 1,4,7,k
Ay =H O=HoH 1,1,7,k,e,ie, je, ke
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dai, com essa base C=R+ Ri, H=C+ Cj e O = H + He. Para gerar C precisa de um
elemento (j4 que i* = 1), para gerar H precisa de dois elementos (por que i* = j4 =1
e ij = k), para gerar O de trés elementos. Uma &dlgebra A é alternativa se a subalgebra

gerada por dois elementos é associativa.

Definicao 2.2.2. Seja A dlgebra. A aplicacao trilinear
[ ]: A3 = A (2.2.1)
definida como |a,b,c|] = (ab)c — a(bc) é chamada associador.

Os seguintes sao alguns fatos relevantes sobre algebras de Cayley-Dickson (vide
Apéndice A de [8]).

Lema 2.2.3. Seja B= A ® A obtida de A via construcio de Cayley-Dickson entao
i) B é comutativa se, e somente se, A =R.
it) B € associativa se, e somente se, A é comutativa.

iii) B ¢é alternativa se, e somente se, A € associativa.

Em resumo temos

A()' Al' >A2' A3

% % ':Vl %

R'E:a C([a,b]:o IH[(a,b,c]:O(D

Teorema 2.2.4 (Hurwitz). As dnicas dlgebras normadas (a menos de isomorfismo) sobre

R sao R,C,H e O.

Pelo teorema de Hurwitz, todas as dlgebras normadas (a menos de isomorfismo)
sao subalgebras de O, dai que é usual enunciar alguns resultados que sao validos para todas
as algebras normadas como resultados de O, como por exemplo o produto vetorial a definir
em 2.2.6.

Em nosso trabalho estamos interessados nos octonios, que como vimos é uma algebra

normada de dimensao 8, ndo associativa (mas sim alternativa) e com unidade. Denotando
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os elementos da base por 1, ey, e, €3, €4, €5, €5, €7 0 produto esta definido

1 el €9 es3 eq es €6 er
1 1 €1 €9 €3 €4 €5 (& €7
€1 | €1 -1 €3 —E€9 €5 —€4 (& —€g
ey | eg | —e3 | —1 el eg | —er | —eq | es
€3 | €3 €9 —e€1 —1 —€7 | —€g €5 €4
es | ea | —e5 | —eg | er -1 el ey | —e3
€5 | €5 €4 €7 €g —€1 -1 —€3 | —€9
€g | €6 | —€7 €4 —€5 | —€3 €3 —1 €1
er e | eg | —es | —es | e3 ey | —e; | —1

Com a notacao fixada anteriormente, para cada z € O
7
x:xo—i-zbriei xveR 1=1,..,7

e o conjugado de x em termos da base

=1

7
T=1x0— ) wiei,
i=1

onde Re(x) = z¢ é a parte real e Im(x) = X7_, z;¢; a parte imagindria.

Definimos o produto interno nos octénios como

e consequentemente a norma de x como |z|=

Para x € O, se x # 0 o inverso de x é denotado por x~

Lema 2.2.5. Para quaisquer x,y, z,w € O, tem-se as sequintes relacoes

(,):0x0—=R

(iE,y) = <(L’,y> = Zoxzyz

(x,z), note que |ZT|= |z|.

1

"’3'2 e vale que zx~

i) +y=7T+7, (zvy,zy) = (z,2)(y,y) e (zz,zy) = (2, 2){(z,y).

it) (wy,z) =(y,7z) e (yz,z) = (y, 2T).

iii) 2% = |z|* e (z,y) = (y, ) = 1(27 + yT)

w) 2z, y)z = 2(yz) + y(@2) = (27)z + (27)y.

v) Sex ey sao ortogonais e z arbitrdrio

TYy = —Yyr

x(yz) = —y(Tz)

L@y + yz).

(zp)e = —(z2)y.

1

46
(2.2.2)
“lr=1
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Demonstragio. i) x +y = T+7 vale porque a soma em O é feita componente a compo-
nente e para (ry,zy) = (x,x){y,y), segue do fato que os octoénios sdo uma algebra

normada (i.e |zy|= |z||y| para todo z,y € 0). Provemos que (zz, zy) = (z, 2)(z, y)

|2z + zy|*= |2*|z + y|?
(zx, zx) + 2(zx, 2y) + (2y, 2y) = (2, 2){x,x) + 2(z, 2)(x, y) + (2, 2) (y, v).
(zz,2y) = (2, 2){z,y).

ii) Se x € R a igualdade é imediata. Suponha que z € Im(0), entdo T = —z e
(,1) =(L,z) =0

(ry, 2) + (y,22) = ((+ 1Dy, (2 +1)2) — {2y, 22) = (y,2)
= |z + 1%y, 2) — (@, 2)(y, 2) + (. 2)
= (l2[*+1){y, 2) — (l2[*+1){y, z) = 0.

i) Usando #i) com y = T tem-se (z7,2) = (T,72) = (T,7)(1,2) = |[7|*(1,2) =
2(1, 2) = (|2’ 2) logo o = Jal2.

Finalmente, considerando z = x + y
|z +yl*= (2 +y)(z +y)
2" +2(z, y) + [yI*= |z +27 + yz + |y|*
1
(@,y) = 5@y +yT).

iv) Como O é uma algebra alternativa, entdo a subdlgebra gerada por = + y e z é

associativa dail

lz+ylPz={(z+y)(z+y)}tz = (@ +y{=T +7)z}
(lzP+2(z,y) + [y[)z = (z + y) (T2 + ¥2) = 2(T2) + (Yz) + y(T2) + y(¥=)
2(z,y) = x(yz) + y(T2).

v) Segue-se do item 7ii) e v).
Definigao 2.2.6. Sejam z,y,z € O

i) O produto vetorial é definido por z x y = 3(yz — Ty).

it) O produto vetorial triplo é definido por x x y x z = L(z(yz) — 2(yx)).
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Lema 2.2.7. Para todo x,y € O
x x y=Im(gz.)

Demonstragio. Sejam x,y € O

I, R
vy = (G —Ty) = Jr — 5 (5o +7)

=yx — (z,y) = yr — (Jr, 1) = gr — Re(yz) = Im(yr).

Lema 2.2.8. i) x Xy x z é uma aplicagao trilinear alternada em O.
i) |x xyxzl=|rAyAz| para quaisquer z,y, z € O.

Demonstragio. i) Como O é uma &dlgebra alternativa, entdo para quaisquer dois ele-

mentos a subdlgebra gerada é associativa

1
TXYXY= §(x|y!2—y@x)) =0

1
vxaxy=(e@y) —ylel*) =0,

com isso temos x X (y + 2) X (y + z) = 0, dai como o produto em O ¢ distributivo

com respeito a soma temos r X y X 2 = —x X 2 X ¥.

it) Podemos supor que z,y e z sdo ortogonais, pois se nao fosse assim seria possivel
escrever eles como combinacao de elementos em comum e pela linearidade e o item
anterior teria a igualdade. Se z,y e z sdo ortogonais usando o item v) da proposigao

2.2.5 temos z(yx) = —y(zz) = y(Tz) = —2(yz)

|z Xy x z|= |z(7z)|= |z]|y||z]= |z Ay A 2]

2.2.2 Grupo Gy

Definigao 2.2.9. O grupo G2 é definido como o grupo de automorfismos de O
Gy := Autg(0) := {a: O — O] « é isomorfismo e a(xy) = a(z)a(y)}.

Os automorfismos preservam a soma direta O = R®Im(0) e agem trivialmente

em R i.e, a|g= Re(Idp) (a parte real da aplicagao identidade). De fato

aDa(l)=a(l-1)=a(l) = a(l)=1.
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No caso de Im(0), dado e; com i # 0 veja que a(e;) = a(e;) = —a(e;)

ale)ale;) =ale;-e) =a(—1) =—a(l) = -1 = ale) =—ale).

Isto mostra que dado = € Im(0) entao a(x) € Im(0), assim os automorfismos de O podem
ser vistos como automorfismos de Im(0), além disso, como Im(0) = R” temos que G pode

ser identificado como subgrupo de GI(7, R).

Lema 2.2.10. Para o € G5 tem-se
(a(z), a(y)) = (z,y) para todo z,y € O.

Demonstragio. Sejam a € Gy e z,y € 0, ja vimos que a(r) = «(T), logo usando a

propriedade #iz) do lema 2.2.5

{a(z),aly)) = S(a(z)aly) +aly)a(z))
1

— 5(04(1‘)04(@) + a(y)a(T))

1

= a(z(y+ yT))

= a((z,y)) = (z,9).
0

Como Im(0) satisfaz os axiomas de espago vetorial, pode-se escolher uma iso-

metria Im(0) = R e pelo lema 2.2.7 pode-se definir o produto vetorial em R como

x x y = Im(xy). (2.2.3)

Note que analogo aos quatérnios, o produto vetorial fica inteiramente definido pela mul-
tiplicacdo e o produto interno em Im(0) (os quais sdo os herdados de 0). De fato, para
z,y € Im(0) pelo lema 2.2.5 (x,y) = (27,1) = —(xy, 1), onde Re(zy) = (zy,1). Assim
x x y = Im(zy) = 2y — Re(zy) = zy + (2, ).

Reciprocamente, para x,y € O, veja que o produto em O pode ser obtido a partir do
produto vetorial e do produto interno definido em R”, para isso, defina z = z¢ + 21 e

Y = Yo + y1, onde xg,yp € R e x1, 79 € Im(0)

ry = (xo+21)(Yo +v1) = ZoYo + Toy1 + YoT1 + T1th
= Toyo — (@1, ¥1) + Toy1 + Yor1 + T1 X Y1

Proposigao 2.2.11. A aplicagio R” x R — R” definida por (2.2.3) define um produto

vetorial em R7.
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Demonstragio. Segue da linearidade do produto interno e da multiplicacdo em O, que a
aplicacdo R” x R” — R” definida por (2.2.3) é bilinear. Veja que ela também ¢ antissimé-

trica e satisfaz as propriedades (2.1.2). De fato, sejam z,y € R” = Im(0)

rxy+yxz = Im(zy)+ Im(yz)
= ay+(z,y) +yr+(y,z)
= (@7 +yT) +2(z,y)
= —2(x,y) + 2(z,y) = 0.

Por outro lado, lembre que (x,y) = (x,y)1 e (1,z) = (1,y) = 0, dai que

(xxy,x) = (vy,r)+ (r,y)(1,7)

E por dltimo

lzxy)? = |zy+ (z,y)]
= |zyl+(z,y)* + 2(z, y)(zy, 1)
= |z]Py]P+{z, y)* + 2(z,y)(y, T)

= |2yl {2, 9)*
[l

Pelo lema 2.2.10 e a equagao (2.2.3), o grupo G pode ser definido como o
subgrupo de GI(7,R) que preservam o produto interno ({gu, gv) = (u,v)) e o produto
vetorial (gu X gv = g(u X v)); de fato, estendendo ¢ de tal forma que g preserva Re(0) &
Im(0)(i.e. g(1) =1 e g(@w) = g(u)), temos para u,v € R 2 Im(0)

g(uv) = g(Re(uv) + Im(ww)) = g((uv, 1)) + g(u x v)
—(u,v) + g(u) x g(v) = —(g(u), g(v)) + Im(g(u)g(v))
= (g(u)g(v),1) + Im(g(u)g(v)) = Re(g(w)g(v)) + Im(g(u)g(v)) = g(u)g(v)

A seguinte definigao é dada em [10] e é a defini¢ao que nés vamos fixar para nosso trabalho.

Definicdo 2.2.12. Sejam (x4, ...,27) coordenadas em R". Denote dxj, como o produto

exterior dz; A dz; A\ dxy e considere a 3-forma em R” ¢ definida em coordenadas

G0 = dw123 + dx145 + dx167 + dToas — dxosy — dxsar — dT3s6. (2.2.4)
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O grupo Gy € definido como o estabilizador de ¢pg em G1(7,R)

G2 ={9 € GI(T,R) | g"¢o = ¢o}-

Observe que a 3-forma da defini¢do anterior coincide com a 3-forma (2.1.3)
definida no comeco do capitulo, pois dado u,v,w € R” e usando o produto de (2.2.5)

tem-se
U2V3 — U3V + U4V5 — UsV4 + UgU7 — U7Vg

U3V — U1V3 + UgVg — UsV7 — UgU4 + UTU5
ULV — UV — U4V7 — UsVg + UgUs + UTV4
U XV = | Uugv; — UV5 — UsVg + UV + UglUo — U7V3
U1V4 + UgV7 + U3V7 — ULV — U3 — U7V

U2V4 — ULV7 — U3V — U4V + U5V3 + U7v1

U1Vg — U2VUs — U3V4 + U4V3 + U5V + UgU7

e como (e, ¢;) = 6 temos
(u X v,w) = (dx123 + dx145 + dT167 + dToas — dTosy — dT347 — dT356) (U, v, W).

A definicao anterior motiva no sentido que a métrica pode ser recuperada a partir da 3-
forma, por exemplo no caso euclidiano dada a 3-forma (2.2.4), considere By, (u, v) = g/
VP A ¢ com u,v € R7, temos que By, é uma forma bilinear simétrica (porque o produto
exterior de duas dois formas comutam) com valores em A”(R7)*, agora considerando u =

STujer e v =31 uve; tais que dz;(e;) = §] entdo temos

UJ¢0 = U7 (diCQg -+ dl’45 + d$67> — u2<d.’L’13 — d$46 -+ dib’57)

3 dxlg — dl’47 — d$56 U4<dl’15 + dl’g@ — d$37)

+ us( ) —
+ U5(dl’14 + dl‘27 + dl’gﬁ) — uﬁ(dx17 — dl’24 + dl‘35>
—ur( )

ur(drig — drgs — dray),
para v_igg se obtém uma expressao analoga, dai
By (u,v) = —6(ugvy + ... + uzvr)dzis. 7 = —6{(u, v) voly, . (2.2.5)

A seguinte proposicao indica que Gy preserva o volume e a orientagao.
Proposigao 2.2.13. G, C SO(7).

Demonstragio. Pelo lema 2.2.10 temos que Gy C O(7), falta provar que det(g) = 1 para
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todo g € Go. Sejam wy, ..., w; € RY, avaliando em (2.2.5)

(gu, gv) voly, (wy, ..., wr) = guagg A guagg A ¢o(ws, ..., wr)
= uago A vado A do(g™ wr, -, g™ wr)
= (u,v) voly, (¢~ wy, ..., g~ 'wy)

= det(g) " (u, v) volg, (w1, ..., wr),

logo {(gu, gv) = det(g) ' {u,v) para todo u,v € R7, consequentemente

det(g) = det(det(g)(e:, ;) = det({g"es, g "¢;))
= det((e;, e;)) = 1.

]

A seguinte proposi¢ao resume propriedades relevantes de G5 (vide Capitulo 2,
teorema 1 de [3]).

Proposicao 2.2.14. O grupo Gy C SO(7) é um grupo de Lie, compacto, conezo, sim-
plesmente conexo e de dimensio 14. Além disso, Gy age irredutivelmente sobre R” e

transitivamente sobre S°.

Agora considere o operador de Hodge * : A*(R") — A*(R7), este define uma
4—forma 1)y dada pelo dual de Hodge *¢q

Vo = —dx1947 — dx1256 — dx1346 + dx1357 + dxo3ss + dxozer + dTase7 (2.2.6)

que por sua vez pode ser obtida a partir da métrica e do associador

(z,[u,v,w]) = —2o(x,u,v,w) ¥ u,v,w,z € R". (2.2.7)
Calculando o associador em termos da base dx;j; para i,j,k=1,...,7

1
—5[‘7 ) ] = (d$357 — dx346 — dTo56 — d$247)€1

dxse7 + dTsas + drise + driar)es

dx146 — dx157 — dTogs — dxegy)es

dxy37 — dTae7 — dTazs — dxi96)es

( )
( )
(dxogs — dw13s + dser — driar)ey
( )
(dzas7 + dwasy + dxiza + dzi25)eg
( )

N
N
N
N
N
N

dx1924 — dx135 — dT936 — dTase)er.
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Em resumo

7
i=1
Lema 2.2.15. Para todo u,v,w € R”
2 1 2 2
¢o(u, v, w) —i—j[u,v,w” =|uAvAw. (2.2.9)

Demonstragio. Observe que pelo lema 2.2.8, temos que |u x v X w|*= |[u AvAw|?* e vamos
provar que Re(u X v X w) = —¢o(u,v,w) e Im(u X v X w) = —%[u, v, w|, para isso veja que
como o produto vetorial triplo é antissimétrico basta considerar u, v, w sendo ortogonais,

ou seja, u, v, w € Im(0) dai

Re(u x v x w) = — Re(u(vw)) = —(u, v X w) = —do(v, w,u) = —do(u, v, w).
Por outro lado, Im(u x v X w) = —1(u(vw) —w(vu)) = =3 (u(vw) + w(uv)) = — 3 (u(vw) —
(w)w) = —3[u, v, w). O

Definigao 2.2.16. Seja V um espago vetorial de dimensdo 7. ¢ € ANV € dita Go-

estrutura (ou Gy-forma), se eziste um isomorfismo V = R” identificando o com ¢y.

Exemplo 2.2.17. Sejam V = (e;) & C* = R e (woy, Qo) a SU(3)-estrutura de C*, defina

a Gy—estrutura em V' como pg = Re Q¢ + dx1 A wy, onde
Qo =dz; ANdzg A dzg
Wy = ;(d,z1 N dzy + dze N dze + dzz N\ dz3).
Com z1 = x9 + ix3, 29 = T4 + iT5 € 23 = Tg + 127, entdo
Re Qo = drays — drosy — drssr — dzse

Wy = dl’gg + dlL‘45 + dl'67.

Logo o = dx123 + dx145 + dx167 + doss — dTas7 — dxssr — drsse.

2.2.3 Calibracoes em R’

Definicao 2.2.18. Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Uma k-forma o €
ARV € dita uma calibracdo se para todo k-plano orientado © em V, tem-se a|,< vol,. Os

k-planos para os quais o|,= vol, sdo chamados de k-planos calibrados.

O seguinte resultado diz que ¢g e *¢@y sao calibracoes de R7.
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Lema 2.2.19. i) Se u,v,w sdo uma tripla de vetores ortonormais em R, entdo

do(u,v,w) =1 se, e sé se, w=uXuv.

it) Para quaisquer x,u,v,w € R” ortonormais, temos
|1/10(.17, u, v, U})|S 1

Além disso, o(x,u,v,w) =1 se, e somente se, x = —3[u, v, w)|.

Demonstragio. i) Em geral para quaisquer u, v, w ortonormais, pela equacao (2.1.2) e

a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos
(b()(uav?w) = <u X U?w> < ’u X 'UH'LU‘: L.

Agora suponha que ¢g(u,v,w) = 1, entdo como ¢g é uma calibragdo temos w =
Au X v para algum A € R, mas ¢g ¢ linear, logo A = 1 e portanto w = u X v.
Reciprocamente, suponha que w = u X v entdo ¢o(u,v,w) = (u X v,u X v) =

[ul2lof2—(u,v) = 1.

ii) Sejam x,u,v,w € R7 vetores ortonormais, entdo pelo lema 2.2.15

1 1
[Yo(z, u, v, w)|= (2, Slu, v, w]) < Jall5lu, v, w]|< Jofullvl|w]= 1.

Por outro lado, veja que to(z,u,v,w) = 1 se, e somente se, £ = 2[u, v, w|, mas
) ) ) ) ) ) 2 ) ) )

|2 [u, v, w]|=1, logo |A|=1 e daf z = +1[u, v, w], mas pela linearidade de 1y,

1
Yo(z,u,v,w) =1 se, somente se, x = —i[u,v,w].

]

Exemplo 2.2.20. i) ParaV = C3, wy = %(dzl A dzy + dzy N dZy + dzz N\ dz3) € uma
calibracao de V

Wy = dl’gg + d:l?45 + dl’67 = 614¢0
pois € contracao de ¢y que € uma calibracao.

ii) Dado m C C3 um plano de dimensdo real 2. Considere {e,) ® 7 C R", entdo

900|<e1>697r = Re QO|<€1)EB7T+dx1 A w0|(61)697r

- w0|7r

logo {(e1) @ m € calibrado por ¢y se e somente se w € calibrado por wy.
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Definicao 2.2.21. Um 3-plano orientado em R7 calibrado por ¢y é chamado de plano

associativo.

Proposicao 2.2.22. i) Um 3-plano m é associativo se, e somente se, o associador

restrito a w € zero.

it) Qualquer 2-plano estd contido num unico 3-plano associativo.

Demonstra¢io. i) Para quaisquer u,v,w € 7 temos que
2 1 2 2
¢o(u, v, w)* + Z][u,v,w“ =luNvAw|

logo temos que ¢g|,= vol|, se, e somente se, [u, v, w] = 0 para todo u,v,w € 7.

it) Considere um 2-plano com base ortonormal u e v, logo Spang(u,v,u X v) é um
3-plano associativo que contém Spang(u,v). Agora, suponha que existe 7, plano
associativo contendo Spang(u,v) e escolha u, v, w base ortonormal de 7, logo pelo

lema 2.2.19 como ¢o(u, v, w) = 1 entdo w = u X v.

]

2.3 (Gy-Variedades

Seja M uma variedade orientavel de dimensao 7. Fixada uma orientacao em
M, para cada m € M defina AiTmM como o subconjunto das 3-formas ¢, € A3T,, M
para as quais existe um isomorfismo orientavel entre T, M e R” identificando ¢,, com ¢y.

Dizemos que uma 3-forma ¢ em M ¢é positiva se ¢, € AiTmM para todo m € M.

Definicao 2.3.1. Seja M wvariedade diferencidvel orientdvel de dimensao 7, ¢ uma 3-
forma diferencidvel em M, abusando da notac¢do g vai denotar a métrica associada a .
Chamamos de Gy-estrutura ao par (@, g) tal que para cada m € M, (©m, gm) satisfaz a
definicao 2.2.16.

Observe que como ¢ ¢é identificada com gy = (-,-) via o isomorfismo f,, :
T,,M — R7 entdo temos que para cada m € M, g, é uma forma bilinear simétrica e
positiva definida, pois gy também satisfaz estas propriedades e f,, € um isomorfismo.
Além disso gy, é suave, ji que dado um sistema de coordenadas (U, (z1, ..., z7)) centrado
em m tem-se g;; = gm(a%i’ %) = (fm(%),fm(a%i» logo como f,, ¢ linear entao g;; é
suave em m para ¢,j = 1,...,7 e observe que a defini¢ao de g, nao depende da escolha de

coordenadas!. Usando o teorema de Levi-Civita obtemos o seguinte resultado.

1Outra forma de definir a métrica g é via G-estruturas; ou seja, usar que G C GI(7) e reducdo do
fibrado(vide Proposigdo 2.6.5, [10]).
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Proposicao 2.3.2. Uma Gy-estrutura ¢ induz uma métrica riemanniana g, em M, e por-
tanto também induz uma conexao de Levi-Civita, i.e. wuma conexdo simétrica e compativel

com a métrica riemanniana.

Dada uma Gs-estrutura (¢, g) e V a conexao de Levi-Civita de g. V¢ é cha-

mada a tor¢ao de (p, g), e dizemos que (i, g) é livre de torsao se Vo = 0.

Observacgao 2.3.3. Em [10] é definido o conceito de G-estrutura:

Definicao 2.3.4. Seja M uma variedade de dimensao n e Pgi(M) o fibrado de bases de
M com fibra atipica Gl(n,R). Seja G subgrupo de Lie de Gl(n,R) entdo uma G-estrutura,
em M € um subfibrado principal QQ de Pgi(M) com fibra G.

No caso de G = G4y as definigcoes 2.3.1 e 2.3./ estao relacionadas da sequinte
maneira: dado m : P = Pg(M) — M fibrado de bases, observe que para cada m € M,

7=Y(m) € o conjunto de isomorfismos entre T,,M e R". Seja ¢ uma 3—forma positiva em
M e@ C P como

Q={feP|VYmeM, fn,en'(m)e fido=pm}

entio ™ : Q) — M € um subfibrado principal com fibra Gy (onde T = w|g); de fato, existe

uma agao de grupo de G sobre ()
.l Q X G2 — Q

definida para cada m € M como (f - §)m = g ' o fm; veja que a aplicagio estd bem
definida pois para cada m € M, (f - g)n, identifica ¢g com @y, de fato [(f - g)m] o =
(g7 o fr)* b0 = fr 0(g7 ) b0 = findo = pm. Por dltimo veja que - € agio de grupo:

e Seja e € Gy a identidade, entao temos que f-e = f para todo f € @, pois para todo
m e M (f'e)m:eofm:fm'

e Vhge Gy eYme M [(f-g)-hlm="h""o(g7 o fu)=(9h)"" o fr. = [f - (gh)]m-

Logo X (7(f)) ={f-g | g € Ga} = f-Gs e para ver que Q tem estrutura de variedade a
ideia € similar com a usada no exemplo 1.1.8. Reciprocamente, se () € uma Go-estrutura
no sentido da defini¢ao 2.3.4 entdo, como ¢g, o € (-,-) sao invariantes pela ag¢ao de Ga,
os elementos de () podem ser usados para definir ¢ 3-forma, xp 4-forma e g, métrica
em M, correspondentes com ¢g, 1o e (-, ) respectivamente. E para que ¢ seja uma G-
estrutura (positiva) é necessdrio e suficiente que @ seja um subfibrado orientado. Ou seja,

existe uma correspondéncia biunivoca entre @ 3-forma positiva e Ga-estruturas orientadas.
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Em seguida, vamos definir brevemente o que é o grupo de holonomia de uma
variedade riemanniana M. Seja M uma variedade riemanniana conexa e V a conexao afim
(em nosso caso, conexao de Levi-Civita), considere a curva diferenciavel v : [0,1] — M
e V um campo de vetores ao longo de v, V é chamado paralelo (a0 longo de ) se
VywV(y(t)) = 0 para todo ¢t € [0,1], a partir desta equagao diferencial ordindria de
primeira ordem se obtém o seguinte resultado: Se v é um vetor tangente a M no ponto
~(0), entao existe um tinico campo de vetores V' (t) paralelo ao longo de v, tal que V' (0) = v,
V(t) é chamado de transporte paralelo de v ao longo de 7 (vide Capitulo 2, proposi¢ao
2.6 [5]).

Definigao 2.3.5. Sejam M uma variedade riemanniana, v : [0,1] — M curva diferen-
ciavel tal que v(0) =z e y(1) =y, onde x,y € M. Dado v € T,M defina o mapa linear
P, :T,M — T,M, com P,(v) =V(1), este mapa é chamado transporte paralelo ao longo
de 7.

O transporte paralelo possui algumas propriedades importantes. Primeiro veja
que P, é linear: considere v,w € Ty oyM, A € R e V e W campos paralelos a v tais que

V(0)=veW(0)=w
VooV +W)(t) =V V(Et) + VypAW(t) =0
Vo AV)(t) = AV V() =0
assim V + W e AV sao campos paralelos a v logo

Po(v+dw) = (V+ AW)(1) = V(1) + AW(1) = P, (v) + AP, (w).

Por outro lado, considere x,y,z € M e a e ( curvas diferencidveis em M com «(0) = x,

a(1) = B(0) =y e B(1) = z, defina os curvas a~! e fa como
a l(t) =a(l —1t)

B a(2t)  se0<
-],

t
(2t —1) ses <t

IAINA
t—l [N

1
2
a~! e Ba sio curvas diferenciaveis (no caso de a3 pode ser diferencidvel por partes) tais
que o 1(0) =y, a (1) = Ba(0) = x e fa(1l) = z. Suponhav € T, M e P,(v) =w € T,M.
Entdo existe um tnico campo paralelo V com V(0) = v e V(1) = w. Defina V7(t) =
V(1 —t) entdao V71(0) = w, V(1) = v e V(g1ynV ' (t) = 0 para todo ¢ € [0, 1], logo
P,-1(w) = v, onde P,-1 é o transporte paralelo ao longo de a~ !, logo P,-1 é o inverso

de P,. E analogamente, se P3(w) = u € T, M, existe um unico campo paralelo W com
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W(0) =w e W(1) = u. Defina

Entao U(0) = v, U(1) = u e V(gaynU(t) = 0 para todo t € [0, 1] pois,

Va/(gt) V(Zt) S

VaymU(t) =
(pay U (t) {Vﬁ/(%_l)w@t_l) .

logo Ps,(v) = u onde Pg, é o transporte paralelo ao longo de Sa, dai que Pg, = Pz o P,.

Definicao 2.3.6. Seja M wariedade riemanniana e five x € M. Um lago baseado em x
¢ uma curva diferencidvel (por partes) v : [0,1] — M com v(0) = (1) = z. Sey é um
lago baseado em x entdo o transporte paralelo P, : T, M — T, M é um mapa invertivel,
i.e. P, e GIT,M). Defina o grupo de holonomia Hol,(V) de V baseado em x como

Hol, (V) :=={P, : v é um lago baseado em z} C GI(T,,M).

Supondo M conexa, considere x,y € M e sejam ~ : [0, 1] — M curva diferen-
cidvel por partes, com v(0) = x e 7(1) = y e o um lago baseado em z, entdao yay™! é
um lago baseado em y ¢ Pyqy1 = Py o Py o Pt onde P! = Py1. Dai, se P, € Hol,(V)

entao P, o P, o P{l € Hol, (V). Logo temos a identidade
P, Holm(V)Pﬂj1 = Hol,(V),

isto mostra que no caso conexo o grupo de holonomia ¢ independente do ponto base =z,
assim o grupo de holonomia é um invariante global da conexao (Capitulo 2, proposigao
2.2.3, [10]). Agora, como V ¢ a conexdo induzida pela métrica riemanniana g entao
Hol(g) = Hol(V) e identificando T, M = R", vamos denotar como Hol(g) C Gl(n,R), a
menos de conjugacao.

Quando M nao é simplesmente conexa, é considerado o grupo de holonomia restrito

Hol?(V) (a componente conexa da identidade), definido como
Hol’(g) := {P,; v é um laco nulo-homotépico baseado em x},

analogamente Hol?(V) é um subgrupo de Gl(n, R) a menos de conjugacao, que é indepen-
dente do ponto base e Hol’(g) = Hol’(V).

Se (M7, g) é uma variedade riemanniana, entdo o grupo de holonomia Hol(g)
é um subgrupo de Gy se, e somente se, existe uma Ga-estrutura livre de tor¢ao tal que
g = g, (vide Capitulo 11, lema 11.5, [18]).
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Definicao 2.3.7. Uma Gs-variedade é uma variedade M* munida de uma Go-estrutura

(¢, 9,) livre de tor¢ao. Se Hol(g,) = G diremos que (M, @) possui holonomia G.
Exemplo 2.3.8. (R, ¢y, (-,-)) € uma Gy-variedade.

Exemplo 2.3.9. Seja (X3, w,Q) uma variedade de Calabi-Yau, isto é, uma variedade
Kdhler (variedade complexa com métrica hermitiana g e uma 2-forma hermitiana fechada
w), compacta, de dimensio n > 2, com holonomia SU(n), onde w é a 2-forma de Kihler
e Q a 3-forma de volume holomorfa. X3 tem holonomia SU(3) que por sua vez é isomorfo

ao estabilizador de e; em Gy
Stabg,(e1) = {a € Go; ae; = e}

Como S* € paralelizdvel, entdo X3 x S* também tem holonomia SU(3), pois Hol(gxsxs1) =
Hol(gxs) @ Hol(gs1) onde a métrica em X3 x S é a métrica produto, entio existe uma
Gy-estrutura em X3 x S, ou seja, uma 3-forma ¢ positiva, tal que f*¢y = @, onde f € Q
(Q subfibrado orientado do fibrado de referenciais Po(X? x S')) e

p=ReQ+wAdt

define a Gy-estrutura de X3 x St

2.4 Subvariedades associativas

Ao longo da sec¢ao (M, ) é uma Go-variedade. Lembramos da defini¢ao 2.2.18
que uma k-forma ¢ em M é chamada uma calibragao, se ¢ é fechada e, para cada m € M
e para cada o k-plano orientado contido em T, M, tem-se ¢|,< vol,. Uma subvariedade
orientada ¢ : P — M ¢é chamada calibrada se para cada p € P e 0, = i.(T,P), tem-se
¢|s,= vol,, . As subvariedades calibradas de dimensao 3 sao chamadas de associativas.
Todas as subvariedades calibradas sao subvariedades minimas. No capitulo 3, proposicao
3.7.2 de [10] (ou em [8]) é provado que subvariedades calibradas compactas minimizam
volume dentro de sua classe de homologia, no caso de variedades nao compactas, elas

minimizam volume localmente.

Exemplo 2.4.1. Do exemplo 2.5.9, subvariedades da forma C x S' onde C C X ¢é
uma curva holomorfa, sio exemplos de subvariedades associativas de X x S*. Para isso,
veja que a forma de Kdihler w € uma calibragdo e as subvariedades calibradas sdo curvas

holomorfas, em geral, como
k

w
k!

= vol,
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%’; ¢ uma calibracao e as subvariedade calibradas sao subvariedades de dimensao k.
Para cada p € C x S, T,(C' x S*) = 7w & (v), onde m C C* é um 2-plano de dimensao real
(plano tangente a C') e v um gerador do espago tangente a St E como 90|Tp(0xsl): W,

entio T,(C x S') é calibrado por ¢ se, e somente se, ™ é calibrado por w.
Lema 2.4.2. O fibrado normal NP de uma subvariedade associativa P é trivial.

Demonstragcio. Como o posto do fibrado normal N P é maior que a dimensao de P, entao
N P admite uma secao global nao nula v, pois NP = EF & L onde F é um fibrado vetorial
de posto 3 sobre P e L um fibrado de posto 1 trivial (vide Capitulo 9, Teorema 1.2, [9]).
Por outro lado, como P tem dimensao 3 e é orientavel entao pelo Teorema de Thurston, o
fibrado tangente T'P admite um referencial global ey, es, e3, dai usando o produto vetorial
definido em T'M, pelo lema 2.2.19 temos que e; X v € I'(NP) para i = 1,2,3 portanto

v,e1 X U, e X v,e3 X v sdo um referencial global de N P. O

Seja V a conexao de Levi-Civita induzida pela métrica g em M (proposigao
2.3.2). Para cada p € P, T,M =T,P & N,P com as respectivas projecoes T,M — N,P,
T,M — T,P e, V* e VT as conexdes em NP e TP respectivamente.
Seja CI(P) o fibrado de Clifford associado ao fibrado tangente T'P, pelo lema 2.2.19 i),

NP é um fibrado de Cl(P)-mddulos & esquerda, isto fornece uma aplicagiao
~v: TP — End(NP)

definida por y(e;)n := —(e; X n) para i = 1,2,3. De fato, para e; € TP com i = 1,2,3 e

n,n € NP, ponto a ponto temos

i) 7 estd bem definida, pois suponha que v(e;)n € TP para e; € TP e n € NP, entdo
podemos supor que y(e;)n = e; para i # j, logo ponto a ponto temos p(e;, e;,n) =
o(n,e;,e;) =1, dal pelo lema 2.2.19, n = e; X e;, mas e; X e; = €€ para i # j #
k # i, onde

) 1 se(ijk) é uma permutacio par de (1,2,3).
“itk = { —1 se (i,j,k) é uma permutagao impar de (1,2,3).
Logo n € T'P, absurdo, portanto y(e;)n € NP.
i) y(e))(n+n)=—e; x(n+n)=—(e; xn)— (e xn)=ry(e;)n+y(e)n.
iii) vy(e; +ej)n=—(e; +¢;) xn=—(e; xn)— (e; x n) = y(e;)n+ v(ej)n.

iv) Sei# j,v(e)y(ej)n = —vy(e;)(e;xn) =e; x(e;xn) = —e; x(nxe;) =nx(e;xe;) =

—(e; X €j) x n=y(e; X ej)n.

v) y(e)y(e)n =e; x (e; x n) = —(e;, e;)n.
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i) e ii) seguem da linearidade do produto vetorial, iii) segue de aplicar a antissimetria do

produto vetorial e a identidade (2.1.4) e iv) segue também da identidade (2.1.4).

Definicao 2.4.3. O operador de Fueter Fip : I'(NP) — I'(NP) associado a P é definido

como
3

Fp(n) =Y ~(e;)Vin.

i=1
A importancia do operador de Fueter radica em que ele controla as deformagdes

infinitesimais da subvariedade associativa, especificamente, dado um campo de vetores

normal n a P, a condigao para a deformagao (infinitesimal) de P vem dada pela condigao

n € ker Fp (vide Segao 5, Teorema 5.2, [13]), ker Fp é chamado espago de deformagaio

infinitesimal.

Dada a Go-estrutura ¢ em M, é possivel obter uma 3-forma x € Q3(M, T M), identificada

ponto a ponto com o associador 2.2.1, modelada pela equagao 2.2.7:
Go(u, x(v,w, 2)) = 2¢(u,v,w, z) Yu,v,w,z € TM

onde 1) = xp. A proposi¢ao 2.2.22 implica o seguinte resultado.

s

Proposigao 2.4.4. P C M ¢ associativa se, e somente se, F(P,¢) := x|pC I'(NP) é

nulo.

X|p ¢ entendido como a avaliagao de segoes de AT P sobre P e veja que de
fato x|p sao segoes de NP, pois x ¢ identificada com o associador e pelo lema 2.2.19,
X(u,w, z) é ortogonal a u,w, z € T,P para cada p € P.
Como em [15], se¢ao 5, uma deformagao (infinitesimal) da subvariedade P pode ser pa-
rametrizada como segue. Seja U uma vizinhanga suficientemente pequena da se¢ao nula
em I'(NP) en € U, considere r,, : P — M definida por 7,,(p) := exp,(n,) onde

exp:Ud CTM — M

(¢,v) > expy(v)

é a aplicagdo exponencial em M, observe que 7, é suave, assim deformacoes de P sao

obtidas como P, = r,(P) para algum n € U.

M7 L _
'll,r-----_ _> Ra
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Agora uma pergunta imediata é: P, é associativa? Dadon € I'(NP), F'(n) := F(P,, ¢)

define se¢oes de NP,, como P, vem parametrizada pela aplicagdo exponencial

F(n) := exp), x(w) (2.4.1)

onde w ¢ uma secao global nao nula de Q3(TP) definida w = e; A ey A e3. Assim pela
proposigao 2.4.4, P, é associativa se, e s6 se, F'(n) é nulo.

O seguinte resultado estd no Capitulo 5, teorema 5.2 de [13], determina uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto de campos normais (numa vizinhanga do 0)
que determinam o conjunto de subvariedades associativas obtidas por deformacao de P e

os espinores harmoénicos de N P.

Proposigao 2.4.5. Seja F' como em (2.4.1), definida em uma vizinhan¢a pequena da

se¢ao nula, entao (F,)(0) coincide com o operador de Fueter associado a P.

Demonstragio. Pela proposicao 2.4.4, F~1(0) representa o conjunto de subvariedades as-
sociativas obtidas como perturbacao de P, para cadan € I'(N P), em termos do referencial
n = ngey + Nses + ngeg + nrer onde n; : P — R suave ¢ = 4,5,6,7, logo

0

F.(0)(n) = 5 F(tn)

- LH(X)|€1/\62/\63
= (u(n)(dx) + d(u(n)x))]esneanes-

Mas x é o pullback do associador, que por sua vez é uma 3-forma fechada, logo

x também é fechada entao calculando o termo restante temos

Ons Ong On
d(Z(n)X)|el/\ez/\63 = [(axj + 83;2 B 833;)64
ony ana 3”7)6
0x4 8x3 8952 ’

~(
<8n4 ons 8n7>
(

8352 (9.1'3 833'1
8714 87’L5 8716
)67} & w123

+
8x3 1'2 81'1

onde wya3 = f*(dx1a3). Por outro lado, usando o produto definido por (2.2.5) calculamos
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Fp(n) em termos do referencial e;, i = 4,5,6,7

st P
Y(e2)Vyn = —gzz €6 + gzz er + gzz €4 — gz;esn
osine B S 2

Portanto Fp coincide com (F})(0) O

Definigao 2.4.6. Seja P C M subvariedade associativa. P ¢é dita isolada se F~1(0) =
{0}, i.e. se ndo existem outras subvariedades associativas atingidas como deformagdio

infinitesimal de P.

Usando o teorema da aplicacdo implicita (entre variedades de Banach?, se
obtém estrutura de variedade para F'~'(0), a qual é modelada sobre ker(DF'(0)), assim
pelo teorema anterior, se ker Fip é nulo, entdao P ¢ uma variedade isolada.

Em seguida vamos mostrar que NP pode ser identificado com um fibrado de
Dirac, o que por sua vez implica que Fp pode ser identificado com um operador tipo
Dirac. Logo, vamos concluir encontrando a férmula de Weitzenbock para o operador de

Fueter.

2Inicialmente uma variedade topolégica modelada sobre um espaco de Banach, vide Teorema 3.6 [1].



Capitulo 3
Formula de Weitzenbock

As duas primeiras se¢oes deste capitulo sdo destinadas a lembrar alguns con-
ceitos de [12], sobre operadores de Dirac e a formula de Weitzenb6ck para um fibrado de
espinores qualquer. Nas duas segoes restantes mostramos que o fibrado normal de uma
subvariedade associativa é identificado com um fibrado de espinores, o que implica que o
operador de Fueter coincide com um operador de Dirac e em virtude desta identificagao

finalizamos o trabalho calculando a férmula de Weitzenbock para o operador de Fueter.

3.1 Operador e Fibrado de Dirac

Definicao 3.1.1. Sejam M wvariedade riemanniana orientdvel e S um fibrado de C1(M)-
modulos a esquerda sobre M. Suponha que S admite estrutura riemanniana e portanto
conezxdo de Levi-Civita V. Definimos o operador de Dirac D : I'(S) — I'(S) como

Do=Y ¢;-Vo (3.1.1)
j=1
onde {ey,...,e,} € um referencial local ortonormal de TM, V a conexdao em S e - o produto

de Clifford que fornece a estrutura de C1(M)-médulo. D?* é chamado laplaciano de Dirac.

Em geral, seja D : I'(S) — I'(S) um operador diferencial de ordem r. Dados
me Me&eTrM, o simbolo principal de D é definido como o¢(D) : S, = Sy, dado

em coordenadas locais por

oe(D) =i 3 Aa(m)g®!

|or|=r
onde Sl .
D=> Asm)z—— &= &duy
la|<r ax'Q‘ k=1

Dizemos que D é um operador eliptico se o¢(D) é um isomorfismo para todo £ # 0.

64
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Proposicao 3.1.2. O operador de Dirac D e o laplaciano de Dirac sdo operadores elip-

ticos.

Demonstracao. Fixe m € M e uma base ortonormal eq,...,e, de T,,M. Escolha um
sistema de coordenadas locais (U, ¢ = (21, .., z,)) tais que p(m) =0 e p(e;) = (9;)o para
j=1,..,necomo T} M =T, M, tem-se ¢(e;) = (dz;)o.

Seja Uj trivializacao local de S contendo m € M, entdo localmente V., = (i

Ox;
de ordem zero. Logo em 0, temos D = } ¢, (%)0—1— termos de ordem zero e dai para
J

)O+termos

qualquer vetor cotangente { = Y &;(dx;)o aplicando a defini¢do de simbolo principal
o¢(D)(m) =i Y}, e;&; = i€. Para D* note que 0¢(D?) = 0¢(D) o 0¢(D) = —£-& = [[€]]*.
Portanto, D e D? sdo elipticos. O

Definicao 3.1.3. Um fibrado de Dirac sobre uma variedade riemanniana M é um fibrado

de CI(M)- médulos a esquerda satisfazendo:

1) Para cada m € M, (voy,vo9) = (01,039) para todo 01,09 € Sy, € v € T, M com

v =—1.

2) Para todo € € I'(CI(M)) e o € T'(S)

V(e-0)=(Ve)-og+¢e- (Vo).

Proposicao 3.1.4. O operador de Dirac em qualquer fibrado de Dirac é essencialmente

autoadjunto, i.e,
(Do, 02) = (01, Do)

para toda 01,05 secoes de S com suporte compacto. Onde (-,-) é o produto L* induzido

pela métrica riemanniana

(01,09) = /M(01,02>.

Demonstracio. Fixe m € M e escolha um referencial geodésico ey, ..., e, em uma vizi-
nhanga U de m, i.e, um referencial ortonormal em U tal que (V.e;)(m) = 0 em m.
Sejam oy, 09 € I'(S), temos

n

(Doy,00)m = Y (€ Ve,01,00)m

=1

= - Z<V6]‘0’1,€j . 02>m

=1

= = {ejon,ej-02) — (01, (Ve,€5) - 02) — (01, € - Ve,00) b
j=1

- _ zn:(ej<al,ej ~09))m + (01, Do)

j=1

= div(V),, + (o1, Dog)m,
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onde V é um campo vetorial definido pelo condi¢ao (V,W) = — (o1, W - 09) para todo
campo vetorial tangente . Para justificar a dltima linha da igualdade, definindo div(V')

em coordenadas locais, veja

n

div(V), = > (Ve,Viem

J=1

_ f;l{ejw, &) = (V,Ve,e) bm

- _i{eﬂala@j'@)}m-

Portanto, temos que

/M(D01,02> = /M<01,D02>.

3.2 Formula de Weitzenbock Classica

Comecaremos fazendo algumas considerac¢oes gerais para fixar notagao. Seja
7w F — M fibrado vetorial com conexao riemanniana V. Dados V, W campos de vetores

em M definimos
Viw :D(E) = T(E) (3.2.1)

como V%,,Wa = VVon' - VVVWo'.
Lema 3.2.1. O operador (3.2.1) é tensorial nas varidveis V e W.

Demonstragio. Sejam f, g € C*°(M,R), para cada m € M

v?‘V,gWU = VivVgwo — Vy .y (qw)o
= [Vv(gVwo) = Vv, gw)o
= fl(Vg)Vwo + gVvVwo| — [Vivgwigw,wio
= f(Vg)Vwo + fgVvVwo — f(Vg)Vwo — fgVv,wo = fgViyo.

O

Considere 0 € T'(E), logo pelo lema anterior V? ¢ é uma forma bilinear em

TM com valores nas secoes de F.

Definicao 3.2.2. Definimos o laplaciano da conexao

V'V [(E) — [(E)

o — —tr(V2.0).
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Em coordenadas locais .
V'Vo=-3 V. o (3.2.2)
7j=1

Proposicao 3.2.3. O operador V*V é um operador eliptico.

Demonstragdo. Seguindo a ideia da prova da Proposicao 3.1.2, fixe m € M e ey, ..., e, um
referencial geodésico em m, localmente
92

V'V = —( ) + termos de ordem zero, (3.2.3)
0

logo para qualquer vetor cotangente { = Y%, {;dx; diferente de zero, temos o¢(V*V) =

2y —€2 = ||¢| -

Proposicao 3.2.4. O laplaciano da conexao V*V € um operador diferencial positivo e

essencialmente autoadjunto. Em particular
(V*V(J'l, 0'2) = (VO'l, VUQ) (324)

onde 01,09 € I'(E) com suporte compacto.
Demonstragao. Seguindo a ideia da prova da proposicao 3.1.4, fixe m € M e um referencial
geodésico eq, ..., e, em uma vizinhanca de m, sejam 01,09 € I'(E) com suporte compacto
(V*'Voy,09) = — i(VejVejal — Vy,,e,02)
j=
=— i{q(anl, 09) = (Ve,01,Ve,02)}
.
= —div(V) 4+ (Voy, Voy),

logo integrando sobre M, temos (V*Voy,02) = (Voy, Vo). O

Note que se M é compacta entao V*Vo = 0 se, e somente se, Vo = 0, i.e. se,

o somente se, ¢ é uma se¢ao globalmente paralela.

Seja S um fibrado de Dirac sobre M, definamos R € I'(S* ® S) por

1 n
Ro =3 Yoejren-FY o (3.2.5)
g k=1

onde ey, ..., e, é um referencial ortonormal, F Y é uma secao do fibrado Hom(S, S) e - o

€;i,ek
produto de Cl(M)-mé6dulo.
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Proposicao 3.2.5. Seja S fibrado de Dirac, D* e V*V o laplaciano de Dirac e o lapla-

ciano da conexdao respectivamente, entao
D*=V*V+R. (3.2.6)

Demonstragao. Seja m € M e eq, ..., e, um referencial geodésico definido em m € U C M

aberto, para cada o € T'(S), em m tem-se

D’c =DoDo =Y ¢ V(e Ve0)
ij=1
= Z ;i {Vee;-Ve,0+e;-Ve, Ve 0}

ij=1

observe que (V,e;j)m = 0, logo ¢; - ¢j - Vy, .,0 = 0 em m, para todo i, j = 1, ...,n. Logo,

temos

D20': Zei-ej-VQ

€,
ij=1

=Y (ei-e Vi, o)+> (ei-ej- Vzheja).
=1 ——~———  tj ——————
(1) (2)
No referencial escolhido temos que em m, [e;, e;] = Vie; — Ve,e; = 0 e pelo
produto de Clifford e; - e; +¢€; - ; = —2(e;, €;)1

(1) = =3 V.. V.0 =V'Vo.

=1

i#]
n
_ 2 2
- Zel ) e] ) {Veivej o V€j7ei}0
i<j
n
_ \Y%
- Zei ’ 6-7 elvejo-
i<j
—fZeZ-ej-Fei’eazRa
2~
1=

A ultima linha tem-se do fato de que o tensor de curvatura é antissimétrico, assim FeY 0,0 =

0 para todo ¢ =1,...,n. O

Uma motivacao para a formula de Weitzenbock é a seguinte: considere S™ a

esfera unitaria. S™ é uma variedade Spin, pois é orientavel e a segunda classe de Stiefel-
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Whitney é nula (vide Capitulo 4 [14]). Logo o operador de Dirac

D :T(S(TS™) — T'(S(TS™))
admite uma férmula de Weitzenbock. Em particular, esta formula tem a seguinte forma

1
D2 = V*V + Zk

onde k é a curvatura escalar de S™. Seja o uma autossecdo de D, ou seja Do = Ao
onde A é o autovalor associado a o # 0, entao usando o fato de que D é um operador

essencialmente autoadjunto e pela formula de Weitzenbock

1
(D?%0,0) = (V*Vo,0) + (Zka, o)
1
|1Do[z: = [|Vollze+7kloll:
1

MPllollze = JRllo]]z..

Ou seja, [M?> ik’. Em certos casos é possivel aplicar a formula de Weitzenbock para

achar estimativas inferiores para os autovalores do operador de Dirac.

3.3 Estrutura Spin no fibrado normal de uma subva-

riedade associativa

(M, ) denota uma Gy-variedade e P C M subvariedade associativa.

Proposicao 3.3.1. Como P ¢ associativa existe uma identificagio TP = AT NP onde

A2 NP sio as formas autoduais.

Demonstragio. Seja ey, es, eg referencial global de T'P (vide lemma 2.4.2), ¢ a Gy-estrutura
associada entdo ej1p, e2_1p e e3p restritas a NP formam uma base de A2 NP. De fato,

para cada p € P f} ¢o = ¢, temos

(€1)pado = dxas + dxys + dxgr,
(€2)papo = —dx13 + drss — dasy,

(63)pJ¢0 = drp — dxy7 — dTse,
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mas dz;;|y,p= 0 para cada p € P ei < j com i,j = 1,2, 3, logo obtemos

€14p = Wy5 + Wer,
€21 = Wy + Wrs,

e3P = Wy + Wse,

que é um referencial para AZ NP. n

Como P tem dimensdo 3 e ¢é orientavel (pelo Teorema de Thurston), entao P

admite Spin(3)-estrutura, logo existe um mapa linear
Y:TP — End(S")

tal que Y(v)* + T(v) = 0 e T(v)*T(v) = |v|*1. Pela proposicio 3.3.1 temos definido o
mapa
ps: A2NP — End(S™),

além disso temos que A*> NP age trivialmente em End(S™) (vide capitulo 1, subseciao
1.4.3), o que permite levantar a SO(4)-estrutura para uma Spin(4)-estrutura, tal que
a estrutura Spin em P é associada pela projegdo Spin(4) = Spin(3) x Spin(3) em um
dos fatores. Logo NP ®gr C é o produto tensorial de dois fibrados associados com as

representagoes de Spin(4), ou seja
NP@rC=St®cS. (3.3.1)

Em particular, NP ¢ isomorfo com a parte real de ST ®¢ S~. Em resumo, por um
lado o fibrado de espinores St ®¢ S~ fornece um fibrado de Dirac com a¢ao de Clifford
A =7 ®1g- e conexdo V definida

Viewe)=Vio®e+o@V e

Por outro lado, do capitulo anterior NP vem munido de uma ag¢ao de Clifford v : TP —
End(NP) e de uma conexao riemanniana V+. Pelo isomorfismo (3.3.1), podemos identi-
ficar a conexdo Spin com a conexao induzida em NP e verificar que as ac¢oes de Clifford
Sa0 as mesmas.

Cada segdo o ®e de ST®¢S™, induz uma segao v = 0*®e de Hom(S*,57) = (ST)*®@c S~
tal que v(o) = 0*(0) ® € = ¢, logo

Vv=V(o"®e¢)
= (Vo' ®@e+0" @V e,
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onde Vv é secao de Hom(S™,S7), entdo para cada o segdo de ST

(Vv)(o) = (Vo' (o) e+ 0" (0) @V e
= [do*(c) — 0" (V*to)|®@e+ 0" (0) ® Ve
= —v(V*to) +V (v(a)).

Por outro lado, a conexao Spin é compativel com a conexao de Levi-Civita, ou seja
V (I'(n)o) =T(Vin)o +T(n)VTo (3.3.2)

onde I' : NP — Hom,;(S™,S7) é o isomorfismo induzido em (3.3.1), entdo para n se¢ao
de NP e o secao de S*

[(V*tn) = —I'(n)V*'e + V (T'(n)o), (3.3.3)

portanto V+ coincide com a conexdo Spin V via o isomorfismo T.

Por dltimo, com respeito as a¢des de Clifford temos

TP — 5 End(S*) <5 End(S* ®c S-)
g
End(NP ®g C)

e pelo lema de Schur v e T sdo as mesmas. Com isto temos que (N P,v, V1) fornece um
fibrado de Dirac, logo o operador de Fueter pode ser identificado com um operador tipo

Dirac.

Corolario 3.3.2. Sejam P C M associativa e Fip o operador de Fueter. Fp € um operador

eliptico e essencialmente autoadjunto.

3.4 Foérmula de Weitzenbock para o operador de Fu-

eter

Proposicao 3.4.1. Sejam P C M subvariedade associativa e Fp : '(NP) — I'(NP) o

operador de Fueter associado a P entao
F?:=V'V+R (3.4.1)

onde R = % 223‘:1 ’Y(ei)7(€j>FiJV'L'
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Demonstragio. Sejam eq, ey e eg referencial ortonormal de TP e n € I'(NP), entao no

ponto p € P temos

3

Fi(n) = Z ’V(Gi)vf(W(ej)VjL”)

= Z Y(e:)(v(V]e)Vin+(e;)ViVin)
= Z (e)v(V] €;)Vin) +v(ei)y(e;) Vi Vin)
" M) @)

onde VT é a conexao de Levi-Civita em P, logo em termos do referencial Vle; =

i1 Ther onde T = (VTe;, e;) sio os simbolos de Christoffel, dai

27 i)y F ek VL

ijk
1

=Y Thv(e)y(en)Vin

ijk
= ZI‘”'y e)v(e)Vin+ Y Tiv(e)v(en)Vin

jyi#k
= - Zrzz/y el 61 v n— Z sz’y 61) ( )vj_n <v?6j7€k> + <ej7 vaek> =0
Ji#£k

= erzvgl" - F[z kﬂ €)Y ek)V n F{z‘,k] = ([es, exl. €5)

ji<k

—zvz o= ST

= ZVViTein Zv ei)v(ek V[ele

J [zk

i<k
27 ei)v(e;) VLVL +27 (ei)v(e;) VLVL
i#]
— 27 i)y (e)ViVin+3 y(e)y eJ)VLVL
i#j
= — Z ViVin+Y v(e)y(e)(ViVi — ViVin.
1<J

Por ultimo, juntando (1) e (2) tem-se

1)+ 2) = = S(VEVE = iy S ol (@) (VEVE - VEVE = T
7 1<
=V'Vn+)> v(e)y (ex)FY n=V*Vn+ - 27 e)v(ex) FY n.
i<k i,k
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Lema 3.4.2. Sejam P subvariedade associativa e Fp o operador de Fueter, entao o ope-

rador R da equagao (3.4.1) € dado pela formula

R = ik +B(F) (3.4.2)

onde p=p® 1g-.

Demonstragio. Como V em coincide com a conexdo induzida por V+ vamos calcular
F¥ em vez de calcular FV°. Agora como V = V' ® 1g- + 1g+ ® V™, entdo FV =
Ft®1g- +1g+ ® F~, onde F'™ é a curvatura induzida por VT e F'~ a curvatura induzida
por V~. Com isto para o ® ¢ secao de ST ®¢ S~

Rle®e) = 5D (T®Ls-)(er)(T® Ls-)(e;) Fj (0 ®€)

ij

YT ®1s-)(e) (T ® Ls-)(e;)(Filo ® e + 0 ® F;¢)

l\D\H l\D\»—t [\DM—*

Z
Z )®e+ = Z )o) @ Fije).

(a) (b)

v v 4 s 5
Denote por RL, = (F} (ex),er), onde FV é a curvatura correspondente a conexdo V em

TP — P. Para o primeiro termo

ZR]kT ei)Y(e;)Y(ex)Y(er)o

2jkl
:82< Z lel )T(el)
ij,(i=k)
+ Z Rw (e;)Y(e;) antissimetria de Ruk
ij,(j=k
1
3 Z (Rl + R+ Bl T(e) Y (e) Y (er) ) Tleryor e de T(e)X(e)Y(er)
i£j £kl

! Z(Z R Z R T( ) (e1)o lei de Bianchi
- Z Rw (e))o

zyl

Q ZRZ]’L 61) + T(el)T( ))O Ri_]l =
zyl
1 Z Ryji00 = 5 Z Rji0 = fKa T(e;)Y(er) + T(en) Y(ej) = 26,

zyl
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Com respeito ao termo restante, observe que T (como também ) induz um mapa
p: A°TP — End(ST)

definido

p(>_mijei Aej) = ni;T(e)T(e
7

]

com isso considere a extensao
p:A*TP — End(ST ®c S7) (3.4.3)

definida por

ﬁ(z nijei A ;) Z 1i5(T(ei)Y(e;) @ Ls-)

ij

ou seja, p = p4 ® lg-, com isso

S (T(e)Y(ej) @ F (o ®e)

ij

S (T(e)Y(e)) ® Fi;1s-)(o ®e)
J

(b) =

1\3\»— 1\3\»— N | —

ZF e, Nej)(o®e)

=p(F~ )(0®6)-

Juntando a proposicao 3.4.1 e o lema 3.4.3 obtemos o seguinte resultado.

Proposigao 3.4.3 (Férmula de Weitzenbock para o operador de Fueter). Sejam P sub-

variedade associativa e Fp o operador de Fueter, entdo a formula de Weitzenbick para Fp

s,

(&

ik +p(F7). (3.4.4)

Onde k € a curvatura escalar de P, F'~ € a curvatura associada ao fibrado S— de 3.5.1,

F?=V*V +

ep éa extensio py @ Lg-.
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