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RESUMO

Em 1982, Harvey e Lawson formularam a teoria da geometria calibrada. Esta

trata de um tipo especial de subvariedade mínima de uma Riemanniana 𝑀 , deĄnida a

partir de uma forma fechada em 𝑀 chamada de calibração. Em particular, quando 𝑀

é uma 𝐺2-variedade, isto é, uma variedade com holonomia contida no grupo excepcional

𝐺2, a calibração é uma 3-forma chamada de 𝐺2-estrutura e as subvariedades calibradas

de 𝑀 são chamadas de associativas.

Uma pergunta nesta teoria é: quando uma deformação de uma subvariedade associativa

continua sendo calibrada? A chave está no estudo do operador de Fueter, que controla as

deformações inĄnitesimais da subvariedade. O operador de Fueter é identiĄcado com um

operador de Dirac, portanto admite uma fórmula de Weitzenböck, ou seja, uma relação

simples entre o operador de Dirac e o Laplaciano. O autor mostra que o Ąbrado normal de

uma subvariedade associativa coincide com um Ąbrado de Dirac e como resultado calcula

a fórmula de Weitzenböck para o operador de Fueter.

Palavras-chave: Fibrado principal, Ąbrado vetorial, operador de Dirac, 𝐺2-

variedade, subvariedade associativa.



ABSTRACT

In 1982 Harvey and Lawson formulated the theory of calibrated geometry,

concerning a special kind of minimal submanifold of a Riemannian manifold 𝑀 , which

is deĄned using a closed form on 𝑀 called calibration. In particular, when 𝑀 is a 𝐺2-

manifold, that is, a Riemannian manifold with holonomy contained in the exceptional Lie

group 𝐺2, the calibration is a 3-form called 𝐺2-structure and the calibrated submanifold

of 𝑀 is called associative.

One question in this theory is: when does a deformation of an associative submanifold

remain calibrated? The key is in the study of the Fueter operator, which controls the

inĄnitesimal deformation of the submanifold. The Fueter operator is identiĄed with a

Dirac operator, hence it admits a Weitzenböck formula, that is, a simple relationship

between a Dirac operator and the Laplacian, up to curvature. The author proves that

the normal bundle of an associative submanifold coincides with a Dirac bundle and, as

an original contribution, calculates the Weitzenböck formula of the Fueter operator.

Keywords: Principal bundle, vector bundle, Dirac operator, 𝐺2-manifold,

associative submanifold.
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Introdução

Em 1955, Marcel Berger deu uma completa classiĄcação dos possíveis grupos

de holonomia de uma variedade riemanniana, irredutível e simplesmente conexa. Um dos

possíveis grupo é quando a dimensão da variedade é igual a 7. Neste caso, se diz que

a variedade possui grupo de holonomia excepcional 𝐺2. Em 1987, a primeira métrica

com este grupo de holonomia foi construída por Robert L. Bryant e exemplos concretos

de métricas completas com holonomia 𝐺2 foram encontrados por R. Bryant e Dietmar

Salamon em 1989.

Por outro lado, a teoria da geometria calibrada, formulada por Harvey e Lawson em 1982,

está fortemente conectada com a teoria de grupos de holonomia de variedades rieman-

nianas. Cada variedade riemanniana com holonomia reduzida (ou seja, algum dos casos

da lista de Berger), está equipada com uma ou várias calibrações. Este é o caso das 𝐺2

variedades, as quais vem munidas de uma 3-forma e uma 4-forma diferencial, chamadas

de calibração associada e calibração co-associada, respectivamente.

Subvariedades calibradas por estas 3 e 4-forma são chamadas de subvariedades associativas

e co-associativas. Neste trabalho estamos interessados na deformação de subvariedades

associativas. Para isso, no Capítulo 2 se expõem conceitos relacionados com os octônios

e o grupo 𝐺2, em seguida são abordadas noções básicas sobre calibrações em R7 e menci-

onados alguns fatos sobre 𝐺2 variedades e subvariedades associativas.

O objetivo principal é entender como é que são controladas as deformações das subvari-

edades associativas, por isso o protagonista desta dissertação é o operador de Fueter, o

qual é deĄnido no Capítulo 2, além de expor o papel que este desempenha na teoria da

deformação.

Finalmente, é abordado no Capítulo 3 um tema pertencente a geometria Spin, que é a

fórmula de Weitzenböck para o operador de Fueter 𝐹𝑃 ,

𝐹 2
𝑃 := ∇*∇ +

1
4
𝑘 + 𝜌(𝐹⊗) (0.0.1)

esta forma é uma relação entre dois operadores elípticos 𝐹 2
𝑃 e ∇*∇ de ordem dois, onde

∇*∇ é o o laplaciano da conexão deĄnido na Seção 3.2, 𝜌 é o morĄsmo de álgebra induzido

pela representação de Clifford (3.4.3), e 𝑘 é a curvatura escalar da subvariedade associativa

𝑃 . Para isso, são mencionados no primeiro capítulo alguns conceitos expostos em [12]

10
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sobre Ąbrados e conexões, em especial Ąbrado de espinores e conexão Spin. No Capítulo

3 é deĄnido o operador de Dirac e Ąbrado de Dirac, em seguida é lembrada a fórmula de

Weitzenböck para um Ąbrado de Dirac em geral, a ideia usada nessa conta é de muita

utilidade e serve como paradigma para calcular 0.0.1.



Capítulo 1

Preliminares sobre Fibrados e

Conexões

Este capítulo está destinado a lembrar conceito básicos da teoria de Ąbrados

e conexões, tais como Ąbrado principal, Ąbrado vetorial, 1-forma de conexão e curvatura.

Em especial, os conceitos relacionados com a geometria Spin, Ąbrado de Clifford e Ąbrado

Spin, pois este é o ambiente adequado para falar de operador de Dirac e fórmula de

Weitzenböck, que é nosso objetivo no capítulo 3.

1.1 Fibrados Principais

DeĄnição 1.1.1. Seja 𝐺 um grupo de Lie. A terna (𝑃,𝑀, Þ) é chamada um 𝐺-Ąbrado

principal diferenciável (à direita) que consiste em

i) Uma ação de grupo à direita Õ : 𝑃 ×𝐺 ⊃ 𝑃 , Õ(𝑝, 𝑔) = 𝑝 ≤ 𝑔, livre e diferenciável.

ii) Uma aplicação Þ : 𝑃 ⊃ 𝑀 diferenciável, sobrejetiva e invariante com respeito a

ação de grupo i.e.

Þ(𝑝 ≤ 𝑔) = Þ(𝑝).

iii) Existe uma cobertura ¶𝑈Ð♢ de 𝑀 , tal que cada Þ⊗1(𝑈Ð) é difeomorfo ao produto

𝑈Ð ×𝐺. Em outras palavras, para cada Ð existe um difeomorĄsmo 𝐺-equivariante,

tal que o seguinte diagrama comuta

Þ⊗1(𝑈Ð) 𝑈Ð ×𝐺

𝑈Ð

✲åα

❅
❅

❅❅❘

Þ
�

�
��✠

𝑝1

12
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O espaço 𝑃 é chamado de espaço total do Ąbrado principal, Þ é chamada

projeção e 𝑀 de espaço base. Os pares (åÐ, 𝑈Ð) são chamadas trivializações locais e é

comum escrevê-las como åÐ := (Þ, 𝑔Ð), onde para cada 𝑝 ∈ 𝑃 e 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔Ð(𝑝 ≤ 𝑔) = 𝑔Ð(𝑝)𝑔.

Por último, o grupo 𝐺 é chamado grupo estrutural do Ąbrado principal.

Exemplo 1.1.2. Seja 𝑀 uma variedade diferenciável, 𝐺 um grupo de Lie e 𝑃 = 𝑀 ×𝐺.

Considere a projeção Þ : 𝑃 ⊃ 𝑀 e a ação de 𝐺 em 𝑃 dadas por

𝑃 = 𝑀 ×𝐺 ⊃ 𝑀

𝑝 = (𝑚, 𝑔) ↦⊃ 𝑚

𝑃 ×𝐺 ⊃ 𝑃

(𝑝, ℎ) = (𝑚, 𝑔, ℎ) ↦⊃ (𝑚, 𝑔ℎ).

O Ąbrado (𝑃,𝑀, Þ) é chamado Ąbrado trivial, com a identidade como trivialização global.

Exemplo 1.1.3. (Fibrado de bases ou de referenciais) Seja 𝑀 variedade diferenciável,

denote por 𝑃 o conjunto de elementos da forma 𝑝 = (𝑚, ¶𝑣1, ..., 𝑣𝑛♢), onde 𝑚 ∈ 𝑀 e

𝑣1, ..., 𝑣𝑛 é uma base de 𝑇𝑚𝑀 . DeĄna a aplicação projeção

Þ : 𝑃 ⊃ 𝑀

𝑝 ↦⊃ 𝑚

e a ação de grupo

Õ : 𝑃 × Gl(R, 𝑛) ⊃ 𝑃

(𝑝,𝐴) ↦⊃ (𝑚, ¶𝑤1, ..., 𝑤𝑛♢)

onde 𝑤𝑗 =
∑︀
𝑖 𝑎

𝑖
𝑗𝑣𝑖 com 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗). Veja que Õ é uma ação de grupo, pois para 𝐼 = (Ó𝑖𝑗)

a matriz identidade 𝑛 × 𝑛, 𝑝 ≤ 𝐼 = 𝑝. Por outro lado, considere as matrizes 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) e

𝐵 = (𝑏𝑖𝑗), tais que 𝑤𝑗 =
∑︀
𝑖 𝑎

𝑖
𝑗𝑣𝑖 e 𝑢𝑘 =

∑︀
𝑗 𝑏

𝑗
𝑘𝑤𝑗 então 𝑢𝑘 =

∑︀
𝑖𝑗 𝑏

𝑗
𝑘𝑎

𝑖
𝑗𝑣𝑖 =

∑︀
𝑗(𝑎𝑏)𝑖𝑘𝑣𝑖, com

isto temos (𝑝 ≤ 𝐴) ≤ 𝐵 = 𝑝 ≤ (𝐴𝐵). Da deĄnição de Õ segue que a projeção Þ é invariante

pela ação de grupo, ou seja, Þ(𝑝 ≤ 𝐴) = Þ(𝑝).

Agora vamos descrever a estrutura de variedade de 𝑃 e as trivializações do Ąbrado. Con-

sidere (𝑈Ð, ãÐ) atlas de M, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛 o respectivo sistema de coordenadas locais e 𝑣1, ..., 𝑣𝑛

um referencial em 𝑇𝑚𝑀 . Pode-se escrever este referencial em termos da base coordenada

𝑣𝑗 =
∑︁

𝑖

𝑎𝑖𝑗
𝜕

𝜕𝑥𝑖
.

Com isto deĄna a aplicação

åÐ :Þ⊗1(𝑈Ð) ⊃ 𝑈Ð × Gl(R, 𝑛)

(𝑚, ¶𝑣1, ..., 𝑣𝑛♢) ↦⊃ (𝑚,𝐴)
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onde 𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) é a matriz mudança de base. Observe que åÐ é uma bijeção com inversa

å⊗1
Ð :𝑈Ð × Gl(R, 𝑛) ⊃ Þ⊗1(𝑈Ð)

(𝑚,𝐴) ↦⊃ (𝑚, ¶
𝜕

𝜕𝑥1

, ...,
𝜕

𝜕𝑥𝑛
♢ ≤ 𝐴)

além disso obtemos que para todo 𝐵 ∈ Gl(R, 𝑛), åÐ(𝑝≤𝐵) = åÐ(𝑝)≤𝐵 i.e. åÐ é equivariante.

E como Þ⊗1(𝑈Ð) ≍= 𝑈Ð × Gl(R, 𝑛) via åÐ e Gl(R, 𝑛) pode ser considerado como um aberto

de R𝑛
2
, daí

(Þ⊗1(𝑈Ð), åÐ ◇ (ãÐ × IdGl(R,𝑛)))

deĄne um atlas em 𝑃 , a compatibilidade desta estrutura é herdada da compatibilidade

de (ãÐ, 𝑈Ð) e do comportamento dos mapas åÐ nas intersecções dos abertos 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ.

Finalmente, temos que Þ é diferenciável e (åÐ, 𝑈Ð) determina as trivializações locais para

o Ąbrado (𝑃, Þ,𝑀). Este exemplo vai ser usado mais adiante e 𝑃 será denotado como

𝑃Gl(𝑀)(seguindo a notação de [12]) que indica o Ąbrado de referenciais de 𝑀 com grupo

estrutural Gl(R, 𝑛).

Proposição 1.1.4. Se (𝑃,𝑀, Þ) é um 𝐺-Ąbrado principal então as Ąbras são exatamente

as órbitas da ação a direita de G

Þ⊗1(Þ(𝑝)) = 𝑝 ≤𝐺

Demonstração. A inclusão 𝑝 ≤ 𝐺 ⊆ Þ⊗1(Þ(𝑝)) segue da propriedade de invariância de Þ

(Þ(𝑝 ≤ 𝑔) = Þ(𝑝)). Para a outra inclusão, seja 𝑞 ∈ Þ⊗1(Þ(𝑝)) ⊆ Þ⊗1(𝑈Ð) onde (åÐ, 𝑈Ð) é

uma trivialização local, Þ(𝑝) = Þ(𝑞). Considere 𝑔 = 𝑔⊗1
Ð (𝑞)𝑔Ð(𝑝) então

åÐ(𝑝) = (Þ(𝑝), 𝑔Ð(𝑝)) = (Þ(𝑞), 𝑔Ð(𝑞)𝑔) = (Þ(𝑞 ≤ 𝑔), 𝑔Ð(𝑞 ≤ 𝑔)) = åÐ(𝑞 ≤ 𝑔)

Pela injetividade de åÐ, temos 𝑝 = 𝑞 ≤ 𝑔 assim 𝑞 = 𝑝 ≤ 𝑔⊗1 ∈ 𝑝 ≤𝐺.

Em outras palavras, o resultado anterior está dizendo que a ação de grupo é

transitiva nas Ąbras.

Considere ¶(åÐ, 𝑈Ð)♢Ð∈𝐴 trivializações locais do Ąbrado Þ : 𝑃 ⊃ 𝑀 , deĄnidas ponto a

ponto por

åÐ(𝑝) = (Þ(𝑝), 𝑔Ð(𝑝)), 𝑝 ∈ Þ⊗1(𝑈Ð)

se 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ ̸= ∅ para Ð, Ñ ∈ 𝐴, deĄna as aplicações

𝑔ÐÑ : 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ ⊃ 𝐺
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chamada função de transição, como

𝑔Ð(𝑝) = 𝑔ÐÑ(Þ(𝑝))𝑔Ñ(𝑝)

para todo 𝑝 ∈ Þ⊗1(𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ). Se consideramos outra trivialização (åÒ, 𝑈Ò), as aplicações

𝑔ÐÑ e 𝑔ÑÒ satisfazem a chamada condição de cociclo:

𝑔ÐÑ(𝑚)𝑔ÑÒ(𝑚) = 𝑔ÐÒ(𝑚)

para todo 𝑚 ∈ 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ ∩ 𝑈Ò. Uma implicação da deĄnição são as relações 𝑔ÐÐ = 1 e

𝑔ÐÑ = 𝑔⊗1
ÑÐ . O seguinte resultado é fundamental no sentido de que as funções de transição

carregam a informação suĄciente para determinar um único Ąbrado principal, a menos de

isomorĄsmo (vide [11]).

Proposição 1.1.5. Seja 𝑀 uma variedade diferenciável e ¶𝑈Ð♢Ð∈𝐴 uma cobertura por

abertos de 𝑀 . Sejam 𝑔ÐÑ as respectivas funções de transição satisfazendo as condições de

cociclo. Então pode-se obter um 𝐺-Ąbrado principal tal que as funções de transição são

exatamente ¶𝑔ÐÑ♢.

Demonstração. Considere o espaço

𝑃 =
[︁

Ð

𝑈Ð ×𝐺/≍,

onde (Ð, 𝑢, 𝑔) ≍ (Ñ, 𝑣, ℎ) se, e somente se, 𝑢 = 𝑣 e 𝑔 = 𝑔ÐÑ(𝑢)ℎ; veja que pela condição de

cociclo, ≍ é uma relação de equivalência

(reĆexividade). (Ð, 𝑢, 𝑔) ≍ (Ð, 𝑢, 𝑔), pois 𝑔ÐÐ(𝑢) = 1.

(simetria). (Ð, 𝑢, 𝑔) ≍ (Ñ, 𝑣, ℎ) ⇒ (Ñ, 𝑣, ℎ) ≍ (Ð, 𝑢, 𝑔), pois 𝑔ÑÐ(𝑣) = 𝑔⊗1
ÐÑ (𝑢).

(transitividade). (Ð, 𝑢, 𝑔) ≍ (Ñ, 𝑣, ℎ) e (Ñ, 𝑣, ℎ) ≍ (Ò, 𝑤, 𝑓) ⇒ (Ð, 𝑢, 𝑔) ≍ (Ò, 𝑤, 𝑓),

pois 𝑔ÐÑ𝑔ÑÒ = 𝑔ÐÒ.

Agora denote Þ : 𝑃 ⊃ 𝑀 por Þ([(Ð, 𝑢, 𝑔)]) = 𝑢 e ≤ : 𝑃 ×𝐺 ⊃ 𝑃 dada por [(Ð, 𝑢, 𝑔)] ≤ ℎ =

[(Ð, 𝑢, 𝑔ℎ)]. Note que Þ está bem deĄnida, pois dados 𝑝1, 𝑝2 ∈ 𝑃 , Þ(𝑝1) = Þ(𝑝2) se, e

somente se, 𝑝2 = 𝑝1 ≤ ℎ para algum ℎ ∈ 𝐺. De fato, 𝑝1 = [(Ð, 𝑢1, 𝑔1)] e 𝑝2 = [(Ñ, 𝑢2, 𝑔2)],

se 𝑝2 = 𝑝1 ≤ ℎ para algum ℎ ∈ 𝐺 então 𝑢1 = 𝑢2, logo Þ(𝑝1) = Þ(𝑝2). Para a recíproca, se

Þ(𝑝1) = Þ(𝑝2), considere ℎ = 𝑔⊗1
1 𝑔ÐÑ(𝑢2)𝑔2 então

𝑝1 ≤ ℎ = [(Ð, 𝑢1, 𝑔1)] ≤ ℎ = [(Ð, 𝑢1, 𝑔1ℎ)]

= [(Ñ, 𝑢2, 𝑔ÐÑ(𝑢1)𝑔2)]

= 𝑝2.



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES SOBRE FIBRADOS E CONEXÕES 16

No caso da ação ≤ segue das propriedades de grupo que 𝑝 ≤ 𝑒 = 𝑝, onde 𝑒 é a identidade

de 𝐺 e para todo ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐺, (𝑝 ≤ ℎ1) ≤ ℎ2 = 𝑝 ≤ (ℎ1ℎ2). Além disso, a boa deĄnição de ≤

é garantida pois dado ℎ ∈ 𝐺, uma classe de equivalência [(Ð, 𝑢, 𝑔)] é levada na classe de

equivalência [(Ð, 𝑢, 𝑔ℎ)], esta ação também é livre pois para todo 𝑝 ∈ 𝑃 , se 𝑝 ≤ℎ = 𝑝 então

ℎ = 𝑒, já que [(Ð, 𝑢, 𝑔ℎ)] = [(Ð, 𝑢, 𝑔)], logo 𝑔ℎ = 𝑔 e portanto ℎ = 𝑒.

Observe que, para cada Ð, 𝑈Ð×𝐺 tem estrutura de variedade diferenciável, logo
⨆︀
Ð 𝑈Ð×𝐺

também tem estrutura de variedade, dada pela união disjunta dos atlas de cada 𝑈Ð ×𝐺.

Com isto, considere a aplicação natural
⨆︀
Ð 𝑈Ð × 𝐺 ⊃ 𝑃 tal que cada (Ð, 𝑢, 𝑔) é levado

em sua classe de equivalência, veja que esta aplicação restrita a 𝑈Ð × 𝐺 é injetiva e sua

imagem é Þ⊗1(𝑈Ð), de fato como 𝑔ÐÐ(𝑢) = 1, se duas classes [(Ð, 𝑢, 𝑔)] e [(Ð, 𝑣, ℎ)] são

iguais, os representantes (Ð, 𝑢, 𝑔) e (Ð, 𝑣, ℎ) são iguais também. Finalmente, a estrutura

diferenciável em 𝑃 é dada exigindo que Þ⊗1(𝑈Ð) seja um aberto de 𝑃 e a aplicação
⨆︀
Ð 𝑈Ð ×𝐺 ⊃ 𝑃 induza um difeomorĄsmo de 𝑈Ð ×𝐺 sobre Þ⊗1(𝑈Ð) deĄnido

åÐ : Þ⊗1(𝑈Ð) ⊃ 𝑈Ð ×𝐺

[(Ð, 𝑢, 𝑔)] ↦⊃ (𝑢, 𝑔)

pois cada ponto de P pertence a um Þ⊗1(𝑈Ð) para algum Ð ∈ 𝐴.

DeĄnição 1.1.6. Uma seção local de (𝑃,𝑀, Þ) é uma aplicação diferenciável àÐ : 𝑈Ð ⊃

Þ⊗1(𝑈Ð) tal que Þ ◇ àÐ(𝑚) = 𝑚 para todo 𝑚 ∈ 𝑈Ð. No caso em que à : 𝑀 ⊃ 𝑃 satisfaz

Þ ◇ à(𝑚) = 𝑚, para todo 𝑚 ∈ 𝑀 , então à é dita de seção global.

Proposição 1.1.7. Um G-Ąbrado principal é trivial se, e somente se, o Ąbrado admite

uma seção global.

Demonstração. Suponha que o Ąbrado Þ : 𝑃 ⊃ 𝑀 é trivial, logo (𝑃,𝑀, Þ) é isomorfo

ao Ąbrado do exemplo 1.1.2, portanto admite trivialização global å(𝑝) = (Þ(𝑝), 𝑔(𝑝)).

DeĄna à : 𝑀 ⊃ 𝑃 como à(𝑚) = å⊗1(𝑚, 𝑒), onde 𝑚 = Þ(𝑝) para algum 𝑝 ∈ 𝑃 , daí que

Þ ◇ à(𝑚) = Þ(𝑝) = 𝑚.

Reciprocamente, seja à : 𝑀 ⊃ 𝑃 seção global, considere a aplicação

𝑓 : 𝑀 ×𝐺 ⊃ 𝑃

(𝑚, 𝑔) ↦⊃ à(𝑚)𝑔

como à e ≤ são diferenciáveis então 𝑓 é também diferenciável. Note que 𝑓 é equivariante

𝑓((𝑚, 𝑔) ≤ ℎ) = 𝑓(𝑚, 𝑔ℎ) = à(𝑚)(𝑔ℎ) = (à(𝑚)𝑔)ℎ = 𝑓(𝑚, 𝑔)ℎ.

𝑓 é injetiva: para (𝑚1, 𝑔1), (𝑚2, 𝑔2) ∈ 𝑀 ×𝐺 tais que à(𝑚1)𝑔1 = à(𝑚2)𝑔2,

𝑚1 = Þ(à(𝑚1)) = Þ(à(𝑚1)𝑔1) = Þ(à(𝑚2)𝑔2) = Þ(à(𝑚2)) = 𝑚2.
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Além disso, como a ação de grupo é livre, temos que 𝑔1 = 𝑔2, logo (𝑚1, 𝑔1) = (𝑚2, 𝑔2).

𝑓 é sobrejetiva: dado 𝑝 ∈ 𝑃 , temos 𝑝, à(Þ(𝑝)) ∈ Þ⊗1(Þ(𝑝)) logo existe 𝑔 ∈ 𝐺 tal que

𝑝 = à(Þ(𝑝))𝑔 = 𝑓(Þ(𝑝), 𝑔).

Logo

å = 𝑓⊗1 : 𝑃 ⊃ 𝑀 ×𝐺

𝑝 ↦⊃ (Þ(𝑝), 𝑔)

onde 𝑝 = à(Þ(𝑝))𝑔. Portanto å deĄne uma trivialização global para (𝑃,𝑀, Þ).

DeĄnição 1.1.8. Sejam (𝑃1,𝑀1, Þ1) e (𝑃2,𝑀2, Þ2) 𝐺-Ąbrados principais. Um morĄsmo

𝑓 : 𝑃1 ⊃ 𝑃2 entre G-Ąbrados principais é uma aplicação suave tal que 𝑓(𝑝 ≤ 𝑔) = 𝑓(𝑝) ≤ 𝑔

para todo 𝑔 ∈ 𝐺..

A aplicação 𝑓 : 𝑃1 ⊃ 𝑃2 induz uma aplicação ̃︀𝑓 : 𝑀1 ⊃ 𝑀2 suave, tal que

𝑓 ◇ Þ2 = Þ1 ◇ ̃︀𝑓 . Inicialmente, dado 𝑈Ð ⊆ 𝑀1 aberto, considere

̃︀𝑓(𝑚1) = Þ2 ◇ 𝑓 ◇ àÐ(𝑚1), ∀ 𝑚1 ∈ 𝑈Ð

onde àÐ é uma seção local de (𝑃1,𝑀1, Þ1). Para estender ̃︀𝑓 a toda 𝑀1, observe que dado

outro aberto 𝑈Ñ ⊆ 𝑀1, tal que 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ ̸= ∅, então

àÑ(𝑚) = àÐ(𝑚)𝑔ÐÑ(𝑚)

para todo 𝑚 ∈ 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ. De fato, como àÐ(𝑚) = å⊗1
Ð (𝑚, 𝑒), então 𝑔Ð(àÐ(𝑚)) = 𝑒, logo

åÑ(àÐ(𝑚) ≤ 𝑔ÐÑ(𝑚)) = (Þ(àÐ(𝑚)), 𝑔Ñ(àÐ(𝑚))𝑔ÐÑ(𝑚))

= (𝑚, 𝑔Ñ(àÐ(𝑚))𝑔Ð(àÐ(𝑚))𝑔Ñ(àÐ(𝑚))⊗1)

= (𝑚, 𝑒)

= åÑ(àÑ(𝑚))

daí pela injetividade de åÑ segue que àÑ(𝑚) = àÐ(𝑚)𝑔ÐÑ(𝑚). Segue também que ̃︀𝑓 é

diferenciável.

Dados dois Ąbrados com grupos estruturais diferentes, a deĄnição anterior pode ser adap-

tada pedindo que ℎ : 𝐺1 ⊃ 𝐺2 seja um homomorĄsmo de grupos de Lie satisfazendo

𝑓(𝑝 ≤ 𝑔) = 𝑓(𝑝) ≤ ℎ(𝑔).
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1.2 Fibrados Vetoriais

DeĄnição 1.2.1. Seja K corpo (K = R ou C). Um K-Ąbrado vetorial (𝐸,𝑀, Þ) de posto

n consiste numa variedade diferenciável 𝐸 munida de uma aplicação suave Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀

sobre M variedade diferenciável, que satisfaz as seguintes condições:

i) Para cada 𝑚 ∈ 𝑀 , Þ⊗1(𝑚) tem estrutura de K-espaço vetorial de dimensão n.

ii) Trivialização local. Para cada 𝑚 ∈ 𝑀 , existe vizinhança aberta 𝑈Ð de 𝑚 e um

difeomorĄsmo åÐ : Þ⊗1(𝑈Ð) ⊃ 𝑈Ð × K𝑛 tal que para cada 𝑥 ∈ 𝑈Ð, a restrição de

åÐ a Þ⊗1(𝑚) denotada por å𝑚,Ð : Þ⊗1(𝑚) ⊃ K𝑛 é um isomorĄsmo entre espaços

vetoriais.

Quando K é R ou C, o Ąbrado vetorial (𝐸,𝑀, Þ) é chamado Ąbrado vetorial

real ou complexo, respectivamente.

Assim como em Ąbrados principais, 𝐸, Þ e 𝑀 são chamados de espaço total, projeção e

espaço base, respectivamente. Ademais Þ⊗1(𝑚) é chamada Ąbra sobre 𝑚 e é denotada por

𝐸𝑚. Ao longo deste trabalho será considerado K = R salvo menção explicita em contrário.

DeĄnição 1.2.2. Sejam Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀 e Þ′ : 𝐹 ⊃ 𝑁 dois Ąbrados vetorias de posto n.

Um mapa de Ąbrados de 𝐸 para 𝐹 é uma aplicação suave 𝑓 : 𝐸 ⊃ 𝐹 tal que o diagrama

comuta
𝐸 𝐹

𝑀 𝑁

✲𝑓

❄

Þ

❄
Þ′

✲
̃︀𝑓

e para cada 𝑚 ∈ 𝑀 a aplicação 𝑓 : 𝐸𝑚 ⊃ 𝐹̃︀𝑓(𝑚)
é linear. Além disso, se 𝑀 = 𝑁 e 𝑓 é

uma bijeção, tal que a inversa também é um mapa entre Ąbrados então 𝑓 é chamado um

isomorĄsmo entre Ąbrados e neste caso dizemos que os Ąbrados 𝐸 e 𝐹 são isomorfos.

Exemplo 1.2.3. Considere 𝐸 = 𝑀 × R𝑛 e a aplicação Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀 como Þ(𝑥, 𝑣) = 𝑥. A

identidade é uma trivialização em 𝑀 × R𝑛, a qual satisfaz as propriedades da deĄnição

1.2.1, este Ąbrado é chamado de Ąbrado trivial. De fato, um Ąbrado é trivial se é isomorfo

a um Ąbrado deste tipo.

Exemplo 1.2.4. Seja 𝑀𝑛 variedade diferenciável, considere o conjunto de todos os es-

paços tangentes em cada um dos pontos de 𝑀

𝑇𝑀 =
⋃︁

𝑚∈𝑀

𝑇𝑚𝑀.

DeĄna a projeção Þ : 𝑇𝑀 ⊃ 𝑀 levando (𝑚, 𝑣) ∈ 𝑇𝑀 em Þ(𝑚, 𝑣) = 𝑚. Primeiro veja

que 𝑇𝑀 tem estrutura de variedade diferenciável. Seja 𝒰 um atlas diferenciável em M e
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(𝜙,𝑈) carta pertencente a 𝒰 . Segue 𝜙(𝑈) ⊆ R𝑛 e, para qualquer 𝑣 ∈ 𝑇𝑚𝑈 , temos

𝑑𝜙𝑚(𝑣) = 𝑎1
𝜕

𝜕𝑥1

+ ...+ 𝑎𝑛
𝜕

𝜕𝑥𝑛
.

DeĄna a aplicação ̃︀𝜙 : Þ⊗1(𝑈) ⊃ 𝜙(𝑈) × R𝑛 ⊆ R2𝑛 como

̃︀𝜙(𝑚, 𝑣) = (𝜙(𝑚), 𝑑𝜙𝑚(𝑣)).

Note que ̃︀𝜙 é uma bijeção contínua. Agora, para deĄnir a estrutura diferenciável em 𝑇𝑀 ,

declaramos que Þ⊗1(𝑈) é um aberto e ̃︀𝜙 um difeomorĄsmo. De fato ̃︀𝜙⊗1 := (𝜙⊗1, 𝑑(𝜙⊗1)),

logo temos que 𝐴 ⊆ 𝑇𝑀 é um aberto se, e somente se, ̃︀𝜙(𝐴 ∩ Þ⊗1(𝑈)) ⊆ R2𝑛 é aberto.

Assim
̃︀𝒰 = ¶( ̃︀𝜙, Þ⊗1(𝑈)); (𝜙,𝑈) ∈ 𝒰♢

é um atlas para 𝑇𝑀 , a compatibilidade pode ser veriĄcada a partir da compatibilidade

em 𝒰 . Assim, (𝑇𝑀,𝑀, Þ) deĄne um Ąbrado vetorial chamado Ąbrado tangente, cujas

trivializações vem dadas pelas cartas ̃︀𝜙.

Como podem-se aplicar diferentes operações lineares para gerar um novo es-

paço vetorial a partir de um espaço vetorial inicial, algo similar pode ser feito Ąbra a

Ąbra a um conjunto dado de Ąbrados vetoriais para obter novos Ąbrados. Para nosso in-

teresse só vamos mencionar a construção do Ąbrado quociente, pois com ele vamos deĄnir

o Ąbrado normal de uma subvariedade no exemplo 1.2.8.

DeĄnição 1.2.5. Seja Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀 um Ąbrado vetorial de posto 𝑛. Um Ąbrado vetorial

Þ : 𝐸 ′ ⊃ 𝑀 de posto 𝑘 ⊘ 𝑛 é chamado um subĄbrado vetorial se 𝐸 ′ é uma subvariedade

mergulhada de 𝐸 tal que para cada 𝑚 ∈ 𝑀 , a Ąbra 𝐸 ′
𝑚 = (𝐸 ′ ∩ 𝐸𝑚) é um subespaço

vetorial da Ąbra 𝐸𝑚 de 𝐸.

No caso de 𝑀 ⊃˓ R𝑛 subvariedade mergulhada, o Ąbrado tangente 𝑇𝑀 é um

subĄbrado do Ąbrado trivial 𝑀 × R𝑛. Neste caso as Ąbras possuem a mesma dimensão.

Seja (åÐ, 𝑈Ð) trivialização de Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀 , a imagem de 𝐸 ′ ∩ Þ⊗1(𝑈Ð) por åÐ é um

subĄbrado de posto 𝑘 de 𝑈Ð × R𝑛. Tome åÐ(𝐸 ′
𝑚) = 𝑉 ⊆ R𝑛 com 𝑚 ∈ 𝑈Ð que é um

subespaço linear e, identiĄcando 𝑉 ≍= R𝑘, considere 𝑝Rk : R𝑛 ⊃ R𝑘 a projeção ortogonal.

Então existe uma vizinhança aberta 𝑈 ′
Ð ⊆ 𝑈Ð contendo 𝑚 tal que

å′
Ð := (Id𝑈 ′

α
⊕𝑝Rk) ◇ åÐ : 𝐸 ′ ∩ Þ⊗1(𝑈 ′

Ð) ⊃ 𝑈 ′
Ð × R

𝑘

é uma trivialização para Þ : 𝐸 ′ ⊃ 𝑀 .

Considere 𝐸 ′ ⊆ 𝐸 um subĄbrado de posto 𝑘 ⊘ 𝑛 e o espaço formado para todo 𝑚 ∈ 𝑀
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pelos quocientes 𝐸𝑚/𝐸 ′
𝑚. Denotando

𝐸/𝐸′ =
⋃︁

𝑚∈𝑀

𝐸𝑚/𝐸
′
𝑚.

onde para [𝑒1] ∈ 𝐸/𝐸′,

[𝑒1] = ¶𝑒2 ∈ 𝐸𝑚; 𝑒1 ⊗ 𝑒2 ∈ 𝐸 ′
𝑚♢.

Seja ̃︀Þ : 𝐸/𝐸′ ⊃ 𝑀 a projeção natural sobre o índice do conjunto, ou seja, ̃︀Þ(𝑒1) = 𝑚. Por

construção ̃︀Þ⊗1(𝑚) são espaços vetoriais. Dada uma familia ¶(åÐ, 𝑈Ð)♢ de trivializações

locais de 𝐸, é possível induzir difeomorĄsmos å′
Ð a partir da restrição de åÐ ao 𝐸 ′. Para

cada åÐ, deĄna
̃︀åÐ : ̃︀Þ⊗1(𝑈Ð) ⊃ 𝑈Ð × R

𝑛/R𝑘

deĄnida como ̃︀åÐ([𝑒]) = (𝑚, [å𝑚,Ð(𝑒)]). Observe que ̃︀åÑ ◇ ̃︀å⊗1
Ð é suave, para isso escolha

̃︁
R𝑘 um complemento de R𝑘 em R𝑛 e denote por Ú : R𝑛/R𝑘 ⊃ R𝑛 a aplicação linear tal

que para cada classe associa seu único representante em ̃︁
R𝑘 e 𝑝 : R𝑛 ⊃ R𝑛/R𝑘 a projeção

natural.
(𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ) × R

𝑛/R𝑘 (𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ) × R
𝑛/R𝑘

(𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ) × R
𝑛 (𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ) × R

𝑛.

✲
̃︀åβ◇̃︀å⊗1

α

❄

1⊕Ú

✲
åβ◇å⊗1

α

✻
1⊕𝑝

Logo, a suavidade de ̃︀åÑ ◇ ̃︀å⊗1
Ð é obtida pela suavidade de åÑ ◇ å⊗1

Ð . Assim, ¶( ̃︀åÐ, 𝑈Ð)♢

deĄne uma estrutura diferenciável em 𝐸/𝐸′.

DeĄnição 1.2.6. Considere Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀 um Ąbrado vetorial de posto 𝑛 e 𝐸 ′ ⊆ 𝐸 um

subĄbrado de posto 𝑘 ⊘ 𝑛. O Ąbrado quociente é deĄnido como

𝐸/𝐸′ =
⋃︁

𝑚∈𝑀

𝐸𝑚/𝐸
′
𝑚.

Observação 1.2.7. Lembre que o espaço quociente 𝑉/𝑉 ′ (onde 𝑉 e 𝑉 ′ são espaço veto-

riais) é deĄnido como o conjunto de classes de equivalência deĄnidas pela relação 𝑢 ≍ 𝑣

quando 𝑢⊗𝑣 ∈ 𝑉 ′. 𝑉/𝑉 ′ é um espaço com dimensão dim(𝑉 )⊗dim(𝑉 ′). Ademais, quando

𝑉 vem munido de produto interno, existe uma identiĄcação de (𝑉 ′)⊥, o complemento or-

togonal 𝑉 ′, com o espaço quociente 𝑉/𝑉 ′. Logo 𝐸/𝐸′ é um Ąbrado de posto 𝑛 ⊗ 𝑘 e a

projeção 𝐸/𝐸′ sobre 𝑀 é induzida pela projeção de 𝐸 sobre 𝑀 .

Exemplo 1.2.8. (Fibrado normal) Seja 𝑀 ⊆ 𝑀 subvariedade mergulhada (pode-se tra-

balhar também com subvariedade imersa, observando simplesmente que esta é localmente
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mergulhada), 𝑇𝑀 é subĄbrado de 𝑇𝑀 , logo o Ąbrado quociente é o Ąbrado normal

𝑁𝑀 = (𝑇𝑀)⊥ = 𝑇𝑀/𝑇𝑀.

A ideia do Ąbrado normal como Ąbrado quociente é um tanto abstrata e di-

Ąculta um enfoque geométrico, não obstante como toda variedade diferenciável admite

métrica riemanniana podemos obter um esboço mais intuitivo do que acontece.

DeĄnição 1.2.9. Uma métrica 𝑔 em um Ąbrado vetorial Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀 é um tensor simé-

trico em 𝐸, tal que para 𝑚 ∈ 𝑀

𝑔𝑚 := ⟨≤, ≤⟩ : 𝐸𝑚 × 𝐸𝑚 ⊃ R

é uma forma bilinear, simétrica e positiva deĄnida.

Com 𝑀 ⊃˓ 𝑀 , a métrica em 𝑀 pode ser considerada como a restrição da

métrica em 𝑀 ou num sentido mais estrito o pull-back da métrica em 𝑀 , para cada

𝑚 ∈ 𝑀 , o espaço 𝑇𝑚𝑀 se quebra

𝑇𝑚𝑀 = 𝑇𝑚𝑀 ⊕ (𝑇𝑚𝑀)⊥

onde (𝑇𝑚𝑀)⊥ = ¶𝑣 ∈ 𝑇𝑚𝑀 ; ⟨𝑣, 𝑤⟩ = 0 ∀𝑤 ∈ 𝑇𝑚𝑀♢, logo𝑁𝑀 = 𝑇𝑀⊥ = ∪𝑚∈𝑀(𝑇𝑚𝑀)⊥

onde (𝑇𝑚𝑀)⊥ ≍= 𝑇𝑚𝑀/𝑇𝑚𝑀 . De agora em diante vamos escrever 𝑁𝑀 em vez de (𝑇𝑀)⊥

e cada Ąbra será denotada por 𝑁𝑚𝑀 . Sejam 𝑈Ð e 𝑈Ñ dois abertos com trivializações åÐ
e åÑ, se 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ ̸= ∅

åÐ ◇ å⊗1
Ñ : (𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ) × R

𝑛 ⊃ (𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ) × R
𝑛

e pode-se escrever como åÐ ◇ å⊗1
Ñ (𝑥, 𝑣) = (𝑥, 𝑔ÐÑ(𝑥)𝑣) para 𝑥 ∈ 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ e 𝑣 ∈ R𝑛, onde

𝑔ÐÑ : 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ ⊃ Gl(𝑛,R) é chamada função de transição. Dada outra trivialização

åÒ, para cada 𝑥 ∈ 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ ∩ 𝑈Ò, tem-se 𝑔ÐÑ e 𝑔ÑÒ satisfazem a condição de cociclo

𝑔ÐÑ(𝑥)𝑔ÑÒ(𝑥) = 𝑔ÐÒ(𝑥).

Similar ao que foi feito com Ąbrados principais, uma família de funções satisfazendo a

condição de cociclo fornece um único Ąbrado vetorial (a menos de isomorĄsmo) cujas

funções de transição coincidem com as funções de partida. A ideia é similar à proposição

1.1.5.

DeĄnição 1.2.10. Seja Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀 um Ąbrado vetorial de posto n. Uma seção é uma

aplicação suave à : 𝑀 ⊃ 𝐸 tal que Þ ◇ à = Id𝑀 (i.e. à(𝑚) ∈ 𝐸𝑚). Sempre existe uma

seção à tal que para cada 𝑚 ∈ 𝑀 , à(𝑚) = 0 ∈ 𝐸𝑚, chamada seção nula ou seção zero.

O conjunto de seções de 𝐸 é denotado por Γ(𝐸).

Note que o espaço das seções tem estrutura de 𝐶∞(𝑀)-módulo, se à ∈ Γ(𝐸) e
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𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) então 𝑓à também pertence a Γ(𝐸) no sentido que 𝑓à(𝑚) = 𝑓(𝑚)à(𝑚) ∈ 𝐸𝑚

para cada 𝑚 ∈ 𝑀 .

DeĄnição 1.2.11. Dado um Ąbrado vetorial de posto 𝑛, um conjunto de aplicações suaves

à𝑖 : 𝑈 ⊃ 𝐸, 𝑖 = 1, ..., 𝑛 tal que para cada 𝑚 ∈ 𝑈 , à1(𝑚), ..., à𝑛(𝑚) forma uma base para

𝐸𝑚 é chamado referencial local de 𝐸.

Um referencial local ¶à𝑖♢
𝑛
𝑖=1 deĄne um homeomorĄsmo entre Þ⊗1(𝑈Ð) e 𝑈Ð×R𝑛.

Considere um ponto (𝑚, 𝑣) ∈ 𝑈 ×R𝑛 que é levado ao ponto
∑︀
𝑟𝑖(𝑚)à𝑖(𝑚), onde 𝑟𝑖(𝑚) são

as coordenas de 𝑣 na base ¶à1(𝑚), ..., à𝑛(𝑚)♢. Reciprocamente, dada uma trivialização

åÐ : Þ⊗1(𝑈Ð ⊃ 𝑈Ð × R𝑛 e ¶𝑣1, ..., 𝑣𝑛♢ uma base para R𝑛 deĄna um referencial para

𝐸 como à(𝑚) = å⊗1
Ð (𝑚, 𝑣𝑖), logo (𝑚, 𝑣𝑖) = åÐ(à𝑖(𝑚)) = (Þ(à𝑖(𝑚)), ã𝑖(à𝑖(𝑚))) daí que

Þ ◇ à𝑖(𝑚) = 𝑚 e ã𝑖(à𝑖(𝑚)) = 𝑣𝑖 ∈ R𝑛, como ã𝑖 = å♣𝐸m
é um isomorĄsmo, este leva base

em base e portanto à𝑖(𝑚) ∈ 𝐸𝑚.

Exemplo 1.2.12. (Campos vetoriais) As seções locais ao Ąbrado tangente de uma vari-

edade são os campos de vetores Γ(𝑇𝑀) = X(𝑀). No caso do Exemplo 1.2.8, as seções

são campos de vetores normais à subvariedade Γ(𝑁𝑀) = X(𝑀)⊥, neste caso um campo

de vetores em 𝑀 é sempre a restrição de algum campo de vetores numa vizinhança de 𝑀 ,

assim o conjunto de todos os campos de vetores ao longo de 𝑀 é denotado por X(𝑀)♣𝑀 e

como qualquer função em 𝑀 é a restrição de alguma função em 𝑀 então X(𝑀) = Γ(𝑇𝑀)

e X(𝑀)⊥ = Γ(𝑁𝑀) são submódulos de X(𝑀)♣𝑀 .

1.3 Fibrado Associado

Seja 𝐺 um grupo de Lie e Þ : 𝑃 ⊃ 𝑀 um Ąbrado principal com grupo

estrutural 𝐺. Considere 𝑉 um espaço vetorial e 𝜌 : 𝐺 ⊃ Gl(𝑉 ) uma representação do

grupo 𝐺 no espaço 𝑉 , o próximo objetivo é a partir desta informação construir um Ąbrado

com espaço base 𝑀 e Ąbra 𝑉 . Considere o mapa

≤ : 𝐺× (𝑃 × 𝑉 ) ⊃ 𝑃 × 𝑉

(𝑔, 𝑝, 𝑣) ↦⊃ (𝑝𝑔⊗1, 𝜌(𝑔)𝑣)
(1.3.1)

≤ deĄne uma ação de grupo à esquerda

i) 𝑒 ≤ (𝑝, 𝑣) = (𝑝𝑒, 𝜌(𝑒)𝑣) = (𝑝, 𝑣), pois 𝜌 é homomorĄsmo de grupo.

ii) ℎ ≤ (𝑔 ≤ (𝑝, 𝑣)) = ℎ ≤ (𝑝𝑔⊗1, 𝜌(𝑔)𝑣) = (𝑝𝑔⊗1ℎ⊗1, 𝜌(ℎ)𝜌(𝑔)𝑣) = (𝑝(ℎ𝑔)⊗1, 𝜌(ℎ𝑔)𝑣) =

(ℎ𝑔) ≤ (𝑝, 𝑣).
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Além disso, como𝐺 age livremente sobre 𝑃 , então𝐺 também age livremente sobre (𝑃×𝑉 ).

Logo obtemos

𝑃 × 𝑉 𝑃 ×𝜌 𝑉

𝑃 𝑀

✲𝑓

❄

𝑝1

❄

Þρ

✲
Þ

onde 𝑃 ×𝜌 𝑉 = (𝑃 × 𝑉 )/𝐺 é o espaço de órbitas da ação (1.3.1) e as aplicações 𝑓 e Þ𝜌
são deĄnidas por

Þ𝜌 : 𝑃 ×𝜌 𝑉 ⊃ 𝑀 𝑓 : 𝑃 × 𝑉 ⊃ 𝑃 ×𝜌 𝑉

[(𝑝, 𝑣)] ↦⊃ Þ(𝑝) (𝑝, 𝑣) ↦⊃ [(𝑝, 𝑣)].

Primeiro, observe que Þ𝜌 está bem deĄnida, pois Þ é 𝐺-invariante Þ(𝑝 ≤ 𝑔⊗1) = Þ(𝑝).

Segundo, considere åÐ : Þ⊗1(𝑈Ð) ⊃ 𝑈Ð × 𝐺 trivialização de 𝑃 e, para cada 𝑝 ∈ Þ⊗1(𝑈Ð)

pela proposição 1.1.4 existe ℎ : Þ⊗1(𝑈Ð) ⊃ 𝐺 tal que 𝑝 ≤ ℎ(𝑝) = àÐ(Þ(𝑝)), logo åÐ(𝑝 ≤

ℎ(𝑝)) = (Þ(𝑝), 𝑔Ð(𝑝)ℎ(𝑝)) e como àÐ(Þ(𝑝)) = å⊗1
Ð (𝑝, 𝑒) temos ℎ(𝑝)⊗1 = 𝑔Ð(𝑝). Portanto,

𝑝 = àÐ(Þ(𝑝))𝑔Ð(𝑝).

Daí [(𝑝, 𝑣)] = [(àÐ(Þ(𝑝))𝑔Ð(𝑝), 𝑣)] = [(àÐ(Þ(𝑝)), 𝜌(𝑔Ð(𝑝))𝑣)] e deĄna

̃︀åÐ : Þ⊗1
𝜌 (𝑈Ð) ⊃ 𝑈Ð × 𝑉

[(𝑝, 𝑣)] ↦⊃ (Þ(𝑝), 𝜌(𝑔Ð(𝑝))𝑣).

Note que ̃︀åÐ está bem deĄnida, pois se (𝑞, 𝑤) ≍ (𝑝, 𝑣), ou seja, 𝑞 = 𝑝𝑔⊗1 e 𝑤 = 𝜌(𝑔)𝑣, logo

̃︀åÐ([𝑞, 𝑤]) = (Þ(𝑞), 𝜌(𝑔Ð(𝑞))𝑤) = (Þ(𝑝), 𝜌(𝑔Ð(𝑝))𝜌(𝑔⊗1𝑔)𝑣) = (Þ(𝑝), 𝜌(𝑔Ð(𝑝))𝑣) = ̃︀åÐ([𝑝, 𝑣]).

DeĄna ̃︀å⊗1
Ð (𝑚, 𝑣) = [àÐ(𝑚), 𝑣] e veja que ̃︀åÐ é uma bijeção

̃︀å⊗1
Ð ◇ ̃︀åÐ([𝑝, 𝑣]) = ̃︀å⊗1

Ð (Þ(𝑝), 𝜌(𝑔Ð(𝑝))𝑣)

= [àÐ(Þ(𝑝)), 𝜌(𝑔Ð(𝑝))𝑣]

= [àÐ(Þ(𝑝))𝑔Ð(𝑝)𝑔Ð(𝑝)⊗1, 𝜌(𝑔Ð(𝑝))𝑣]

= [𝑝𝑔Ð(𝑝)⊗1, 𝜌(𝑔Ð(𝑝))𝑣] = [𝑝, 𝑣]

̃︀åÐ ◇ ̃︀å⊗1
Ð (𝑚, 𝑣) = ̃︀åÐ([àÐ(𝑚), 𝑣])

= (Þ(àÐ(𝑚)), 𝜌(𝑔Ð(àÐ(𝑚)))𝑣)

= (𝑚, 𝜌(𝑒)𝑣) = (𝑚, 𝑣)
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logo, ̃︀åÐ é uma bijeção. Por último, considere a aplicação ̃︀𝑔Ð : Þ⊗1
𝜌 (𝑈Ð) ⊃ 𝑉 deĄnida por

̃︀𝑔Ð([𝑝, 𝑣]) = 𝜌(𝑔Ð(𝑝))𝑣, considerando ̃︀𝑔⊗1
Ð : 𝑣 ∈ 𝑉 ↦⊃ [àÐ(Þ(𝑝)), 𝑣] ∈ Þ⊗1

𝜌 (Þ𝜌(𝑝)) temos que
̃︀𝑔⊗1
Ð ◇ ̃︀𝑔Ð = IdÞ⊗1

ρ (Þρ(𝑝)) e ̃︀𝑔Ð ◇ ̃︀𝑔⊗1
Ð = Id𝑉 , portanto ̃︀åÐ restrita às Ąbras é um isomorĄsmo.

Observe que cada 𝑝 ∈ 𝑃 pode ser considerado como um mapa

𝑝 :𝑉 ⊃ 𝐸𝑚

𝑣 ↦⊃ [(𝑝, 𝑣)]

onde Þ(𝑝) = 𝑚 e 𝐸 = 𝑃 ×𝜌 𝑉 . Veja que [(𝑝, 𝑣)] = [(𝑝𝑔⊗1, 𝜌(𝑔)𝑣)], onde 𝑝𝑔⊗1 denota o

referencial rodado ao longo da Ąbra e 𝜌(𝑔)𝑣 as coordenadas do novo referencial.

Com respeito às funções de transição, note que se 𝑃 tem funções de transição

𝑔ÐÑ : 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ ⊃ 𝐺

então as funções de transição de 𝑃 ×𝜌 𝑉

̃︀𝑔ÐÑ = 𝜌 ◇ 𝑔ÐÑ : 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ ⊃ Gl(𝑉 ).

De fato, considere ̃︀åÐ e ̃︀åÑ duas trivializações e àÐ, àÑ as seções de 𝑃 , temos que àÑ(𝑚) =

àÐ(𝑚)𝑔ÐÑ(𝑚) para cada 𝑚 ∈ 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ, logo

( ̃︀åÐ ◇ ̃︀å⊗1
Ñ )(𝑚, 𝑣) = ̃︀åÐ([àÑ(𝑚), 𝑣])

= ̃︀åÐ([àÐ(𝑚)𝑔ÐÑ(𝑚), 𝑣])

= ̃︀åÐ([àÐ(𝑚), 𝜌(𝑔ÐÑ(𝑚))𝑣])

= (𝑚, 𝜌(𝑔ÐÑ(𝑚))𝑣).

Veja que dado 𝑚 ∈ 𝑈Ð ∩𝑈Ñ ∩𝑈Ò, 𝜌 ◇ 𝑔ÐÑ(𝑚)𝜌 ◇ 𝑔ÑÒ(𝑚) = 𝜌 ◇ (𝑔ÐÑ(𝑚)𝑔ÑÒ(𝑚)) = 𝜌 ◇ 𝑔ÐÒ(𝑚)

satisfaz a propriedade de cociclo.

Finalmente observe que tomando trivializações åÐ e ̃︀åÐ obtemos difeomorĄsmos entre

abertos de 𝑃 e 𝑃 ×𝜌 𝑉 com 𝑈Ð ×𝐺 e 𝑈Ð × 𝑉 , respectivamente. Assim, com cartas de 𝑀

(diminuindo 𝑈Ð se for preciso) e com a estrutura diferenciável de 𝐺 e 𝑉 pode-se deĄnir a

estrutura diferencial para 𝑃 ×𝜌 𝑉 .

Exemplo 1.3.1. Seja 𝐺 grupo de Lie e 𝑃 ⊃ 𝑀 um 𝐺ŰĄbrado principal, considere a

representação adjunta Ad : 𝐺 ⊃ Aut(g), onde g é a álgebra de Lie associada a 𝐺. O

Ąbrado associado g𝑃 = Ad(𝑃 ) = 𝑃 ×Ad g é chamado Ąbrado adjunto de 𝑃 . Este é um

exemplo bastante importante na teoria de calibre, especiĄcamente quando se trabalha com

o espaço de conexões, pois seções do Ąbrado adjunto são identiĄcadas com elementos do

grupo de transformações de calibre. (vide [7])

Exemplo 1.3.2. Seja 𝑀 uma variedade diferenciável e 𝑃 = 𝑃Gl(𝑀) o Ąbrado de refe-
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renciais associado. Seja 𝜌𝑛 : Gl(R, 𝑛) ⊃ Gl(R𝑛) a representação regular 𝜌𝑛(𝑔)𝑣 = 𝑔𝑣,

𝑇𝑀 = 𝑃 ×𝜌n
R
𝑛

𝑇 *𝑀 = 𝑃 ×𝜌*
n

(R𝑛)*

Λ𝑘𝑇𝑀 = 𝑃 ×Λk𝜌n
Λ𝑘

R
𝑛

Λ𝑘𝑇 *𝑀 = 𝑃 ×Λk𝜌*
n

(Λ𝑘
R
𝑛)*

𝑟√︀

𝑠

𝑇𝑀 = 𝑃 ×·r
s𝜌n

(
𝑟√︀

𝑠

R
𝑛).

Aqui 𝜌*
𝑛(𝑔) = (𝜌𝑛(𝑔⊗1))𝑡, Λ𝑘𝜌𝑛, Λ𝑘𝜌*

𝑛 e ·𝑟
𝑠𝜌𝑛 são as representações dual, produto exterior

e produto tensorial induzidas por 𝜌𝑛. Para ilustrar vamos estudar o caso 𝑇 *𝑀 = 𝑃 ×𝜌*
n

(R𝑛)*, análogo ao exemplo 1.2.4, 𝑇 *𝑀 = ∪𝑚∈𝑀(𝑇𝑚𝑀)*, assim (𝑚, 𝑘) ∈ 𝑇 *𝑀 onde

𝑘 : 𝑇𝑚𝑀 ⊃ R. Em coordenadas locais (𝑈, 𝑥1, ..., 𝑥𝑛) de 𝑀 ,

𝑘 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖𝑑𝑥𝑖 𝑑𝑥𝑖(
𝜕

𝜕𝑥𝑗
) = Ó𝑗𝑖

Por outro lado, se 𝑓 ∈ (R𝑛)*, então tomando ¶𝑒𝑗♢𝑛𝑗=1 a base dual da base canônica de R𝑛,

i.e, 𝑒𝑗(𝑒𝑖) = Ó𝑖𝑗, logo para (𝑚, ¶𝑣1, ..., 𝑣𝑛♢) ∈ 𝑃 com 𝑣𝑖 =
∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎

𝑗
𝑖
𝜕
𝜕𝑥j

e 𝐴 = (𝑎𝑗𝑖 ), deĄna a

aplicação

𝐹 : 𝑃 ×𝜌*
n

(R𝑛)* ⊃ 𝑇 *𝑀

[(𝑚, ¶𝑣1, ..., 𝑣𝑛♢), 𝑓 ] ↦⊃ (𝑚,𝐴𝑡𝑓),

vamos provar que 𝐹 está bem deĄnida; de fato, seja 𝑎 ≍ 𝑏 (onde 𝑎 = (𝑚, ¶𝑣1, ..., 𝑣𝑛♢, 𝑓)

e 𝑏 = (𝑚, ¶𝑤1, ..., 𝑤𝑛♢, ℎ)) com 𝑤𝑖 =
∑︀𝑛
𝑗=1 𝑏

𝑗
𝑖
𝜕
𝜕𝑥j

se, e somente se, (𝑚, ¶𝑤1, ..., 𝑤𝑛♢) =

(𝑚, ¶𝑣1, ..., 𝑣𝑛♢) ≤ 𝐶⊗1 e ℎ = 𝜌*
𝑛(𝐶)𝑓 = (𝐶⊗1)𝑡𝑓 . Agora chame de 𝐴 a matriz mudança de

base ¶𝑣1, ..., 𝑣𝑛♢ e 𝐵 a matriz de mudança de base de ¶𝑤1, ..., 𝑤𝑛♢, logo 𝐶 = 𝐵𝐴⊗1,

𝐹 ([𝑥, ¶𝑤1, ..., 𝑤𝑛♢, ℎ]) = (𝑥,𝐵𝑡ℎ) = (𝑥,𝐵𝑡(𝐵⊗1)𝑡𝐴𝑡𝑓) = 𝐹 ([𝑥, ¶𝑣1, ..., 𝑣𝑛♢, 𝑓 ])

𝐹 assim deĄnida é uma bijeção, portanto 𝐹 é um isomorĄsmo entre Ąbrados.

Proposição 1.3.3. Seja (𝑀𝑛, 𝑔) variedade Riemanniana. O Ąbrado tangente 𝑇𝑀 admite

uma redução do grupo estrutural pra O(𝑛).

Demonstração. Sejam (𝑈Ð, 𝜙Ð) trivialização local de 𝑇𝑀 , ¶𝑒1, ..., 𝑒𝑛♢ base canônica de R𝑛

e à1, ..., à𝑛 referencial local de 𝑇𝑀 ♣𝑈 tal que 𝑓(à𝑖) = 𝑒𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑛. Aplicando o processo

de ortonormalização de Gram-Schmidt a à1(𝑚), ..., à𝑛(𝑚), para cada 𝑚 ∈ 𝑈 obtemos

seções 𝑤1, ..., 𝑤𝑛 de 𝑇𝑀 ♣𝑈 tais que 𝑤1(𝑚), ..., 𝑤𝑛(𝑚) são uma base ortonormal para 𝑇𝑚𝑀
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(com respeito à métrica riemanniana), para cada 𝑚 ∈ 𝑈Ð

𝜙′ : Þ⊗1(𝑈) ⊃ 𝑈 × R
𝑛

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖𝑤𝑖(𝑥) ↦⊃ (𝑥, 𝑎1, ..., 𝑎𝑛)

logo temos um mapa que leva uma base ortonormal com respeito a 𝑔 para cada 𝑥 ∈ 𝑈 sobre

uma base ortonormal de R𝑛. Aplicamos este processo para cada trivialização do Ąbrado e

obtemos novas trivializações tais que as funções de transição 𝜙′
Ð ◇ (𝜙′)⊗1

Ñ (𝑥) = (𝑥, 𝑔ÐÑ(𝑣))

levam uma base ortonormal de R𝑛 em outra base ortonormal, i.e, 𝑔ÐÑ : 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ ⊃

O(𝑛).

Se (𝑀𝑛, 𝑔) é variedade riemanniana orientável, a orientação de 𝑀 permite

escolher trivializações (𝑈Ð, 𝜙Ð) tais que a aplicação 𝑥 ∈ 𝑈Ð ∩ 𝑈Ñ ↦⊃ det(𝑔ÐÑ(𝑥)) é po-

sitiva. Assim podemos obter funções de transição de 𝑇𝑀 com determinante positivo e

usando a proposição anterior, como o processo de ortonormalização preserva o sinal do

determinante, então no caso de (𝑀, 𝑔) orientável temos que o Ąbrado tangente tem grupo

estrutural SO(𝑛).

Se no exemplo 1.3.2 são consideradas 𝑀 variedade riemanniana orientável, 𝑃 = 𝑃SO(𝑀)

um SO(𝑛)-Ąbrado de referenciais positivamente orientado e 𝜌𝑛 : SO(R, 𝑛) ⊃ SO(R𝑛) a

representação regular então

𝑇𝑀 = 𝑃 ×𝜌n
R
𝑛

Λ𝑘𝑇𝑀 = 𝑃 ×Λk𝜌n
Λ𝑘

R
𝑛

𝑟√︀

𝑠

𝑇𝑀 = 𝑃 ×·r
s𝜌n

(
𝑟√︀

𝑠

R
𝑛).

Como para cada 𝐴 ∈ SO(R, 𝑛), 𝐴𝑡 = 𝐴⊗1 então 𝜌𝑛 = 𝜌*
𝑛, o que induz o isomorĄsmo

𝑇𝑀 ≍= 𝑇 *𝑀 dado usualmente pela métrica riemanniana.

1.4 Fibrado de Clifford e Fibrado de Espinores

1.4.1 Fibrado de Clifford

Seja Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀 Ąbrado vetorial onde (𝑀𝑛, 𝑔) é uma variedade orientável,

considere T(𝐸) =
⌉︁∞

𝑟=0

}︁𝑟 𝐸, o Ąbrado de álgebras tensoriais de 𝐸 e I(𝐸) o Ąbrado de

ideais; ou seja, para cada 𝑚 ∈ 𝑀 a Ąbra sobre este ponto é um ideal bilateral I(𝐸𝑚)

em
⌉︁∞

𝑟=0

}︁𝑟 𝐸𝑚 gerado por elementos da forma 𝑣 · 𝑣 + ♣♣𝑣♣♣21 para 𝑣 ∈ 𝐸𝑚. Usando o

quociente de Ąbrados redeĄnimos o seguinte Ąbrado vetorial

Cl(𝐸) = T(𝐸)/I(𝐸)
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com isto as Ąbras de Cl(𝐸) são álgebras de Clifford

Cl(𝐸𝑚) =
∞{︁

𝑟=0

𝑟√︀
𝐸𝑚/I(𝐸𝑚)

onde a forma quadrática associada é aquela induzida pela métrica em cada ponto.

A construção de Cl(𝐸) foi feita de maneira funtorial, similar aos mencionados no exemplo

1.3.2, então isto sugere que exista uma representação de SO(R, 𝑛) em Cl(R𝑛) tal que

Cl(𝐸) é um Ąbrado associado a 𝑃SO(𝐸). Cada transformação ortogonal 𝐴 de R𝑛 induz uma

transformação ortogonal em Cl(R𝑛) levando a álgebra tensorial em si mesma e preservando

o ideal,

cl(𝜌𝑛) : SO(R, 𝑛) ⊃ Aut(Cl(R𝑛)) (1.4.1)

deĄnida como cl(𝜌𝑛)(𝐴)(𝑣1𝑣2 ≤ ≤ ≤ 𝑣𝑘) = (𝐴𝑣1)(𝐴𝑣2) ≤ ≤ ≤ (𝐴𝑣𝑘), onde 𝑣𝑖𝑣𝑖 = ♣♣𝑣𝑖♣♣
21.

DeĄnição 1.4.1. Seja 𝐸 ⊃ 𝑀 Ąbrado vetorial de posto 𝑛 com (𝑀, 𝑔) variedade rie-

manniana orientável. O Ąbrado de Clifford Cl(𝐸) deĄnido como o Ąbrado associado a

representação (1.4.1) é

Cl(𝐸) = 𝑃SO(𝐸) ×cl(𝜌n) Cl(R𝑛).

Outra forma de ver o Ąbrado de Clifford Cl(𝐸) é por meio das Ąbras Cl(𝐸𝑚)

Cl(𝐸) =
[︁

𝑚∈𝑀

Cl(𝐸𝑚, 𝑔𝑚),

onde 𝑔𝑚 é a métrica restrita a 𝐸𝑚.

1.4.2 Fibrado Spin

Dado um Ąbrado vetorial orientável 𝐸 ⊃ 𝑀 , note que a escolha de uma

orientação é equivalente a escolha de um 𝑃SO(𝐸) Ąbrado, que por sua vez é um subĄbrado

de 𝑃O(𝐸). Tendo reduzido o grupo estrutural de 𝐸 num grupo 0-conexo (Þ0(SO) = 0

i.e. conexo por caminhos), vale perguntar se é possível fazer o grupo estrutural de 𝐸 um

grupo 1-conexo 1. A resposta a isto é dada pela estrutura Spin. O recobrimento duplo de

SO(𝑛) é Spin(𝑛) e para o caso em que 3 ⊘ 𝑛, Spin(𝑛) é o recobrimento universal de SO(𝑛),

denotado por Ý0 : Spin(𝑛) ⊃ SO(𝑛) homomorĄsmo de grupos (algumas vezes denotado

como ̃︂Ad) com ker ¶⊗1, 1♢ ≍= Z2 (vide Capítulo 2, teorema 2.9 de [12]).

DeĄnição 1.4.2. Seja 𝐸 Ąbrado vetorial riemanniano orientável. Uma estrutura Spin

em 𝐸 é um par (𝑃Spin(𝐸), Ý) onde 𝑃Spin(𝐸) é um Ąbrado principal com grupo estrutural

Spin(𝑛) e Ý : 𝑃Spin(𝐸) ⊃ 𝑃SO(𝐸) um morĄsmo entre Ąbrados principais, ou seja, Ý(𝑝≤𝑔) =

1Um espaço topológico X é chamado n-conexo se é não vazio, conexo por caminhos e πi(X) = 0 para
1 ⊘ i ⊘ n.
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Ý(𝑝)Ý0(𝑔) para todo 𝑝 ∈ 𝑃Spin(𝐸) e 𝑔 ∈ Spin(𝑛) com Ý0 : Spin(𝑛) ⊃ SO(𝑛). Onde Ý restrita

as Ąbras coincide com Ý0.

Em resumo, o diagrama comuta

𝑃Spin(𝐸) 𝑃SO(𝐸)

𝑀

✲Ý

◗
◗◗s
Þ′ ✑

✑✑✰ Þ

A ação de Spin(𝑛) em 𝑃Spin(𝐸) e a ação de SO(𝑛) em 𝑃SO(𝐸) se relacionam por meio do

diagrama

Spin(𝑛) Ý0
//

��

SO(𝑛)

��

Z2

::

$$

𝑃Spin(𝐸) Ý //

Þ′

$$

𝑃SO(𝐸)

Þ

{{
𝑀

As estruturas Spin nem sempre existem e não precisam ser únicas. O seguinte teorema

mostra qual é a obstrução para a existência de uma estrutura Spin (Capitulo II, Teorema

1.7, [12]).

Teorema 1.4.3. Seja Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀 um Ąbrado vetorial orientável. Então existe estrutura

Spin em 𝐸 se, e somente se, a segunda classe de StiefelŰWhitney 𝑤2(𝐸), é zero. Além

disso, se 𝑤2(𝐸) = 0, então as diferentes estruturas Spin em 𝐸 estão em correspondência

biunívoca com os elementos de 𝐻1(𝑋,Z2).

DeĄnição 1.4.4. Uma variedade Spin é uma variedade riemanniana orientável dotada

de uma estrutura Spin no seu Ąbrado tangente.

Similar ao anterior, 𝑀 é uma variedade Spin se, e somente se, a segunda classe

de Stiefel-Whitney é nula. (Capitulo II, Teorema 2.1, [12])

DeĄnição 1.4.5. Seja 𝐸 Ąbrado vetorial riemanniano orientável com estrutura Spin

(𝑃Spin(𝐸), Ý). O Ąbrado de espinores real é

S(𝐸) = 𝑃Spin(𝐸) ×Û 𝑁

onde 𝑁 é um Cl(R𝑛)-módulo à esquerda e Û : Spin(𝑛) ⊃ SO(𝑁) é a representação de

Spin(𝑛) em 𝑁 dada pela multiplicação à esquerda de elementos de Spin(𝑛) ⊆ Cl0(R𝑛).

Proposição 1.4.6. S(𝐸) é um Ąbrado de módulos sobre o Ąbrado de álgebras Cl(𝐸).
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Demonstração. Considere o diagrama

𝑃Spin(𝐸) × Cl(R𝑛) ×𝑁 𝑃Spin(𝐸) ×𝑁

𝑃Spin(𝐸) × Cl(R𝑛) ×𝑁 𝑃Spin(𝐸) ×𝑁.

✲

❄ ❄
✲

Dado ponto a ponto por

(𝑝, 𝜙, 𝑛) (𝑝, 𝜙𝑛)

(𝑝𝑔⊗1,Ad𝑔 𝜙, 𝜌𝑛(𝑔)𝑛) (𝑝𝑔⊗1, 𝜌𝑛(𝑔)𝜙𝑛).

✲

❄ ❄
✲

Veja que, como o diagrama comuta, isto induz um mapa Ú : Cl(𝐸)×S(𝐸) ⊃ S(𝐸) tal que

para cada 𝑚 ∈ 𝑀 , Ú𝑚 : Cl(𝐸𝑚) × S(𝐸𝑚) ⊃ S(𝐸𝑚) satisfaz as propriedades de módulo.

Ú𝑚 está bem deĄnida, pois Ad𝑔 𝜙Û(𝑔)𝑛 = 𝑔𝜙𝑔⊗1𝑔𝑛 = 𝑔𝜙𝑛 = Û(𝑔)𝜙𝑛.

Em particular, temos que as seções do Ąbrado de espinores é um módulo sobre

as seções do Ąbrado de Clifford. Esta operação de módulo determina um homomorĄsmo

Γ(Cl(𝐸)) End(Γ(S(𝐸)))

Γ(𝐸)

✲Φ

✻
𝑗

✑
✑

✑
✑

✑
✑✑✸

Φ

satisfazendo

Φ(à)2 = ⊗♣à♣21, à ∈ Γ(𝐸)

chamado ação de Clifford.

1.4.3 Estrutura Spin em espaços de dimensão 4

Um resultado geral sobre geometria Spin que pode ser encontrado no Capítulo

3 de [6] e que vai ser de muita utilidade no capítulo 3 do presente do trabalho é o seguinte:

dado um espaço vetorial real 𝑉 de dimensão 4, tem-se

𝑉 ·R C ≍= 𝑆+ · 𝑆⊗
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onde (Φ, 𝑆) é a estrutura Spin em 𝑉 , com 𝑆 = 𝑆+ ⊕ 𝑆⊗.

O grupo Spin de dimensão 4 é simplesmente o produto direto de duas cópias do grupo

especial unitário (Capitulo 4, Lema 4.6, [17])

Spin(4) = SU(2)+ × SU(2)⊗.

Sejam 𝑆+ e 𝑆⊗ duas cópias de C2 com a métrica hermitiana padrão ⟨≤, ≤⟩ e uma forma

simplética Ú ∈ Λ2
C
(𝑆∘)* compatível com a métrica. Isto deĄne um mapa 𝐽 : 𝑆∘ ⊃ 𝑆∘

pela relação

⟨𝑥, 𝐽𝑦⟩ = Ú(𝑥, 𝑦).

Agora considere o espaço das aplicações lineares de 𝑆+ para 𝑆⊗ tais que o diagrama

comuta
𝑆+ 𝑆⊗

𝑆+ 𝑆⊗

✲𝑓

❄

𝐽

❄

𝐽

✲
𝑓

denotado por Hom𝐽(𝑆+, 𝑆⊗), este é um espaço vetorial de dimensão real 4 e que por sua

vez é a parte real do espaço vetorial complexo Hom(𝑆+, 𝑆⊗). Com isto, uma estrutura

Spin em 𝑉 é um par de espaços vetoriais complexos 𝑆+, 𝑆⊗ e um isomorĄsmo Ò : 𝑉 ⊃

Hom𝐽(𝑆+, 𝑆⊗) compatível com a métrica. Em termos da base canônica Ò é da forma

Ò(𝑒1) =

∏︀
∐︁1 0

0 1

∫︀
̂︀ , Ò(𝑒2) =

∏︀
∐︁𝑖 0

0 ⊗𝑖

∫︀
̂︀ , Ò(𝑒3) =

∏︀
∐︁0 ⊗1

1 0

∫︀
̂︀ , Ò(𝑒4) =

∏︀
∐︁0 𝑖

𝑖 0

∫︀
̂︀ .

Veja que Ò preserva a orientação de 𝑉 , pois SU(2)+ × SU(2)⊗ é conexo e como a forma Ú

identiĄca 𝑆+ com (𝑆+)* o que permite identiĄcar 𝑉 como a parte real de 𝑆+ · 𝑆⊗.

Dado 𝑣 ∈ 𝑉 e Ò(𝑣)* : 𝑆⊗ ⊃ 𝑆+ o adjunto de Ò(𝑣) : 𝑆+ ⊃ 𝑆⊗, então dados 𝑣, 𝑣′ ∈ 𝑉

ortonormais, Ò(𝑣)*Ò(𝑣′) deĄne um endomorĄsmo de 𝑆+ satisfazendo

Ò(𝑣)*Ò(𝑣) = 1 Ò(𝑣)*Ò(𝑣′) + Ò*(𝑣′)Ò(𝑣) = 0,

logo existe uma ação natural 𝜌 de Λ2(𝑉 ) sobre 𝑆+ deĄnida como 𝜌(𝑣∧𝑣′)𝑠 = ⊗Ú(𝑣)*Ú(𝑣′)𝑠.

Como Λ2(𝑉 ) = Λ2
+(𝑉 ) ⊕ Λ2

⊗(𝑉 ), onde Λ2
+(𝑉 ) e Λ2

⊗(𝑉 ) são as formas autoduais e antiau-

toduais

Λ2
+(𝑉 ) := ¶æ ∈ Λ2(𝑉 ) ♣ *æ = æ♢

Λ2
⊗(𝑉 ) := ¶æ ∈ Λ2(𝑉 ) ♣ *æ = ⊗æ♢.
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Veja que Λ2
⊗(𝑉 ) age trivialmente sobre 𝑆+, de fato, considere

¶𝑒1 ∧ 𝑒2 ⊗ 𝑒3 ∧ 𝑒4, 𝑒1 ∧ 𝑒4 ⊗ 𝑒2 ∧ 𝑒3, 𝑒1 ∧ 𝑒3 ⊗ 𝑒4 ∧ 𝑒2♢

base de Λ2
⊗(𝑉 ), a imagem de cada elemento da base de Λ2

⊗(𝑉 ) por 𝜌 é zero

𝜌(𝑒1 ∧ 𝑒2 ⊗ 𝑒3 ∧ 𝑒4) = ⊗Ò(𝑒1)*Ò(𝑒2) + Ò(𝑒3)*Ò(𝑒4)

=

∏︀
∐︁⊗1 0

0 ⊗1

∫︀
̂︀

∏︀
∐︁𝑖 0

0 ⊗𝑖

∫︀
̂︀ +

∏︀
∐︁ 0 1

⊗1 0

∫︀
̂︀

∏︀
∐︁0 𝑖

𝑖 0

∫︀
̂︀ = 0,

𝜌(𝑒1 ∧ 𝑒4 ⊗ 𝑒2 ∧ 𝑒3) = ⊗Ò(𝑒1)*Ò(𝑒4) + Ò(𝑒2)*Ò(𝑒3)

=

∏︀
∐︁⊗1 0

0 ⊗1

∫︀
̂︀

∏︀
∐︁0 𝑖

𝑖 0

∫︀
̂︀ +

∏︀
∐︁⊗𝑖 0

0 𝑖

∫︀
̂︀

∏︀
∐︁0 ⊗1

1 0

∫︀
̂︀ = 0,

𝜌(𝑒1 ∧ 𝑒3 ⊗ 𝑒4 ∧ 𝑒2) = ⊗Ò(𝑒1)*Ò(𝑒3) + Ò(𝑒4)*Ò(𝑒2)

=

∏︀
∐︁⊗1 0

0 ⊗1

∫︀
̂︀

∏︀
∐︁0 ⊗1

1 0

∫︀
̂︀ +

∏︀
∐︁ 0 ⊗𝑖

⊗𝑖 0

∫︀
̂︀

∏︀
∐︁𝑖 0

0 ⊗𝑖

∫︀
̂︀ = 0.

Portanto Λ2
+(𝑉 ) ⊃ su(𝑆+) e Λ2

⊗(𝑉 ) ⊃ su(𝑆⊗) são isomorĄsmos.

1.5 Conexão e Curvatura em Fibrado Principal

Nesta seção vai ser discutido o conceito de conexão em Ąbrado principal, no

sentido de distribuição horizontal e como 1-forma, e a relação entre as duas deĄnições.

Também é apresentado o conceito de curvatura e alguns resultados importantes. Se o

leitor já souber a respeito, pode passar de imediato para a seguinte seção.

Seja 𝑃 ⊃ 𝑀 Ąbrado principal, com grupo estrutural 𝐺, onde 𝐺 é um grupo de

Lie e sua álgebra de Lie denotada por 𝑇𝑒𝐺 = g. Como 𝐺 age livremente sobre 𝑃 , então

para cada 𝑉 ∈ g e 𝑝 ∈ 𝑃 considere a curva

Ò : 𝑡 ∈ 𝐼 ↦⊃ 𝑝 ≤ exp(𝑡𝑉 ) ∈ 𝑃,

logo ̃︀𝑉𝑝 = Ò′(0) ∈ 𝑇𝑝𝑃 . Desta forma cada 𝑉 ∈ g determina um campo de vetores em 𝑃 ,

ou seja, temos um mapa 𝑉 ∈ g ⊃ ̃︀𝑉 ∈ X(𝑃 ).
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Considere a aplicação R𝑝 : 𝐺 ⊃ 𝑃 deĄnida por R𝑝(𝑔) = 𝑝 ≤ 𝑔

(𝑑R𝑝)𝑒 : g ⊃ 𝑇𝑝𝑃

𝑉 ↦⊃ (𝑑R𝑝)𝑒(𝑉 ) = ̃︀𝑉𝑝.

Observe que para cada 𝑝 ∈ 𝑃 , ̃︀𝑉𝑝 ∈ ker(𝑑Þ𝑝)

𝑑Þ𝑝( ̃︀𝑉𝑝) =
𝑑

𝑑𝑡
(Þ(𝑝 ≤ exp(𝑡𝑉 ))♣𝑡=0=

𝑑

𝑑𝑡
(Þ(𝑝))♣𝑡=0= 0,

geometricamente ̃︀𝑉𝑝 é visto como um vetor tangente a Ąbra em 𝑝, 𝒱𝑝 = ker(𝑑Þ𝑝) é deĄnido

como o espaço dos vetores tangente a Ąbra em 𝑝, chamado espaço vertical em 𝑝. Uma

conexão é uma escolha de campos invariantes horizontais.

DeĄnição 1.5.1. Uma conexão no Ąbrado principal 𝑃 é uma escolha ℋ de n-planos

tangentes em 𝑃 , tais que para cada 𝑝 ∈ 𝑃

i) 𝑇𝑝𝑃 = ℋ𝑝 ⊕ 𝒱𝑝.

ii) ℋ𝑝 são 𝐺 invariantes, i.e. 𝑑R𝑔(ℋ𝑝) = ℋ𝑝≤𝑔.

Como 𝒱𝑝 = ker(𝑑Þ𝑝), o mapa 𝑑Þ𝑝 : ℋ𝑝 ⊃ 𝑇Þ(𝑝)𝑀 é um isomorĄsmo linear. E

observe que o primeiro item da deĄnição determina uma projeção linear 𝑇𝑝𝑃 ⊃ 𝒱𝑝.

Conexões podem ser caracterizadas como projeções em espaços verticais, pois g ≍= 𝒱𝑝

(vide capitulo 8 pagina 311, [19]), satisfazendo certo tipo de invariância pela ação de 𝐺

em 𝑃 . Isto é deĄnido mediante o conceito 1-forma de conexão.

DeĄnição 1.5.2. Uma 1Űforma de conexão é uma 1Űforma diferencial de 𝑃 com valores

na álgebra de Lie g, æ ∈ Ω1(𝑃, g), satisfazendo:

i) æ(𝐻) ⊕ 0 e æ( ̃︀𝑉 ) ⊕ 𝑉 .

ii) (R𝑔)*(æ) = Ad𝑔⊗1 æ.

Quanto a 𝑖𝑖), note que 𝑑R𝑔( ̃︀𝑉 ) = Ãd𝑔⊗1 𝑉 ; de fato

𝑑R𝑔( ̃︀𝑉 ) =
𝑑

𝑑𝑡
(R𝑔(𝑝 ≤ exp(𝑡𝑉 )))♣𝑡=0

=
𝑑

𝑑𝑡
(𝑝𝑔 ≤ 𝑔⊗1 exp(𝑡𝑉 )𝑔)♣𝑡=0

=
𝑑

𝑑𝑡
(𝑝𝑔 ≤ exp(𝑡Ad𝑔⊗1 𝑉 ))♣𝑡=0

= Ãd𝑔⊗1 𝑉 .

Com isto, (R𝑔)*æ( ̃︀𝑉 ) = æ(𝑑R𝑔( ̃︀𝑉 )) = æ(Ãd𝑔⊗1 𝑉 ) = Ad𝑔⊗1 𝑉 = Ad𝑔⊗1 æ( ̃︀𝑉 ).

Fixando a notação, para cada 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑃 temos

𝑣 = 𝑣𝐻 + 𝑣𝑉
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onde 𝑣𝐻 é a parte horizontal de 𝑣 e 𝑣𝑉 a parte vertical, com tudo isto a conexão ℋ

fornece um mapa linear 𝑇𝑃 ⊃ 𝑇𝑃 tal que para cada 𝑝 ∈ 𝑃 , 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑃 é projetado na

parte horizontal 𝑣𝐻 ∈ 𝑇𝑝𝑃 .

DeĄnição 1.5.3. Dada æ 1-forma de conexão vem associada uma 2-forma em 𝑃 com

valores em g chamada curvatura

Ω(𝑢, 𝑣) = 𝑑æ(𝑢𝐻 , 𝑣𝐻). (1.5.1)

Em geral, sejam 𝑀 variedade diferenciável e 𝑉 um espaço vetorial de dimensão

Ąnita, uma 𝑘Űforma æ em 𝑀 com valores em 𝑉 , dada uma base 𝑣1, ..., 𝑣𝑚 de 𝑉 , æ ∈

Ω𝑘(𝑀,𝑉 ) é escrita como

æ :=
𝑚∑︁

𝑖=1

æ𝑖𝑣𝑖

onde æ1, ..., æ𝑚 são 𝑘Űformas usuais. São deĄnidas as operações

i) Para æ ∈ Ω𝑘(𝑀,𝑉 ), o diferencial de æ, 𝑑æ ∈ Ω𝑘+1(𝑀,𝑉 )

𝑑æ :=
𝑚∑︁

𝑖=1

𝑑æ𝑖𝑣𝑖.

ii) DeĄnindo o colchete de Lie em 𝑉 ×𝑉 ⊃ 𝑉 em 𝑉 , para æ ∈ Ω𝑘(𝑀,𝑉 ) e Ö ∈ Ω𝑙(𝑀,𝑉 )

temos æ ∧ Ö ∈ Ω𝑘+𝑗(𝑀,𝑉 ) deĄnida como

[æ, Ö] :=
∑︁

𝑖,𝑗

æ𝑖 ∧ Ö𝑗[𝑣𝑖, 𝑣𝑗]

daí temos

[æ, Ö] = (⊗1)𝑘𝑙+1[Ö, æ].

No caso æ ∈ Ω1(𝑀,𝑉 ), temos

[æ, æ](𝑋, 𝑌 ) =
1
2

¶[æ(𝑋), æ(𝑌 )] ⊗ [æ(𝑌 ), æ(𝑋)]♢ = [æ(𝑋), æ(𝑌 )].

E usando a identidade de Jacobi do colchete de Lie em 𝑉 , tem-se

[[æ, æ], æ] = 0

para qualquer æ ∈ Ω1(𝑀,𝑉 ).

Escolhendo uma base 𝐵1, ..., 𝐵𝑚 em g. A 1Űforma de conexão æ é escrita

æ =
𝑚∑︁

𝑖=1

æ𝑖𝐵𝑖
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onde æ1, ..., æ𝑚 são 1Űformas diferenciais em 𝑃 . Similarmente para a curvatura Ω

Ω =
𝑚∑︁

𝑖=1

Ω𝑖𝐵𝑖

onde Ω1, ...,Ω𝑚 são 2Űformas diferenciais em 𝑃 . Veja que a curvatura satisfaz a seguintes

propriedades:

Proposição 1.5.4. i) Ω(𝑣𝑉 , ≤) ⊕ 0.

ii) R*
𝑔 Ω = Ad𝑔⊗1(Ω).

iii) (Equação Estrutural) Ω = 𝑑æ + [æ, æ].

iv) (Identidade de Bianchi) 1
2
𝑑Ω = [Ω, æ].

Demonstração. i) Segue da deĄnição de Ω.

ii)

R*
𝑔 Ω(𝑢, 𝑣) = Ω(𝑑R𝑔(𝑢), 𝑑R𝑔(𝑣)) = 𝑑æ(𝑑R𝑔(𝑢)𝐻 , 𝑑R𝑔(𝑣)𝐻)

= 𝑑æ(𝑑R𝑔(𝑢𝐻), 𝑑R𝑔(𝑣𝐻)) = R*
𝑔 𝑑æ(𝑢𝐻 , 𝑣𝐻)

= 𝑑(R*
𝑔 æ)(𝑢𝐻 , 𝑣𝐻) = 𝑑(Ad𝑔⊗1 æ)(𝑢𝐻 , 𝑣𝐻)

= Ad𝑔⊗1 𝑑æ(𝑢𝐻 , 𝑣𝐻) = Ad𝑔⊗1 Ω(𝑢, 𝑣).

iii) Dados 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑃 , como 𝑢 = 𝑢𝐻 + 𝑢𝑉 e 𝑣 = 𝑣𝐻 + 𝑣𝑉 , temos

Ω(𝑢, 𝑣) = Ω(𝑢𝐻 , 𝑣𝐻) + Ω(𝑢𝐻 , 𝑣𝑉 ) + Ω(𝑢𝑉 , 𝑣𝐻) + Ω(𝑢𝑉 , 𝑣𝑉 ).

Pelo item 𝑖), Ω(𝑢𝐻 , 𝑣𝑉 ) = Ω(𝑢𝑉 , 𝑣𝐻) = Ω(𝑢𝑉 , 𝑣𝑉 ) = 0. Por outro lado veja que

Ű 𝑑æ(𝑢𝑉 , 𝑣𝑉 ) + [æ, æ](𝑢𝑉 , 𝑣𝑉 ) = 0.

Ű 𝑑æ(𝑢𝑉 , 𝑣𝐻) + [æ, æ](𝑢𝑉 , 𝑣𝐻) = 0.

Ű 𝑑æ(𝑢𝐻 , 𝑣𝑉 ) + [æ, æ](𝑢𝐻 , 𝑣𝑉 ) = 0.

De fato, para 𝑢𝑉 e 𝑣𝑉 existem 𝑋, 𝑌 ∈ g, tais que 𝑢𝑉 = ̃︁𝑋 e 𝑣𝑉 = ̃︀𝑌 .

𝑑æ(𝑢𝑉 , 𝑣𝑉 ) + [æ, æ](𝑢𝑉 , 𝑣𝑉 ) = 𝑑æ(̃︁𝑋, ̃︀𝑌 ) + [æ(̃︁𝑋), æ( ̃︀𝑌 )]

=
1
2

¶̃︁𝑋(𝑌 ) ⊗ ̃︀𝑌 (𝑋) ⊗ æ([̃𝑋, 𝑌 ]) + [𝑋, 𝑌 ]♢

= 0.
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𝑑æ(𝑢𝑉 , 𝑣𝐻) + [æ, æ](𝑢𝑉 , 𝑣𝐻) = 𝑑æ(̃︁𝑋, 𝑣𝐻) + [æ(̃︁𝑋), æ(𝑣𝐻)]

=
1
2

¶̃︁𝑋æ(𝑣𝐻) ⊗ 𝑣𝐻æ(̃︁𝑋) ⊗ æ([̃︁𝑋, 𝑣𝐻 ])♢

= 0.

Na última igualdade foi usado o fato de que [̃︁𝑋, 𝑣𝐻 ] é horizontal. De fato, o Ćuxo

associado a ̃︁𝑋 é dado por 𝑝 ≤ exp(𝑡𝑋) = Rexp(𝑡𝑋)(𝑝) = Ý𝑡(𝑝)

[̃︁𝑋, 𝑣𝐻 ](𝑝) = lim
𝑡⊃0

1
𝑡
¶(Ý⊗𝑡)*(𝑣𝐻(Ýt(𝑝))) ⊗ 𝑣𝐻(𝑝)♢.

Como 𝑣𝐻 é 𝐺Űinvariante, temos 𝑣𝐻(Ýt(𝑝)) = 𝑣𝐻𝑝≤exp(𝑡𝑋) = (Rexp(𝑡𝑋))*(𝑣𝐻(𝑝)) = (Ý𝑡)*(𝑣𝐻(𝑝)) ∈

ℋÝt(𝑝), logo (Ý⊗𝑡)*(𝑣𝐻(Ýt(𝑝))) ∈ ℋ𝑝 e portanto (Ý⊗𝑡)*(𝑣𝐻(Ýt(𝑝)))⊗𝑣
𝐻
(𝑝) está em ℋ𝑝 onde segue

que [̃︁𝑋, 𝑣𝐻 ] é horizontal.

Com isso, para quaisquer 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑃

Ω(𝑢, 𝑣) = 𝑑æ(𝑢𝐻 , 𝑣𝐻) = (𝑑æ + [æ, æ])(𝑢, 𝑣).

iv) Usando a equação estrutural

𝑑Ω = 𝑑[æ, æ]

= [𝑑æ, æ] ⊗ [æ, 𝑑æ]

= 2[𝑑æ, æ]

= ⊗2[[æ, æ], æ] + 2[Ω, æ]

= 2[Ω, æ].

Note que Ω restrita ao espaço horizontal é fechada.

1.6 Conexões e curvatura em Ąbrados vetoriais

Seja 𝐸 ⊃ 𝑀 um Ąbrado vetorial suave. Uma conexão em 𝐸 é um operador

∇ : Γ(𝐸) ⊃ Ω1(𝑀,𝐸) satisfazendo

∇(𝑓à) = 𝑓∇(à) + 𝑑𝑓 · à (1.6.1)

para toda 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) e à ∈ Γ(𝐸).

A partir de um Ąbrado principal podemos fornecer um Ąbrado vetorial e vice-versa. Agora

queremos saber como esta passagem relaciona as respectivas conexões. A prova desse
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resultado é bastante técnica e portanto vai ser omitida, mas ela pode ser encontrada no

Capitulo II, proposição 4.4 de [12].

Proposição 1.6.1. Seja 𝐸 Ąbrado vetorial sobre uma variedade riemaniana orientável

𝑀 e æ uma 1-forma de conexão em 𝑃SO(𝐸). Então æ determina uma única conexão em

E

∇𝑒𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝐴𝑗𝑖 · 𝑒𝑗 (1.6.2)

onde 𝜀 = (𝑒1, ..., 𝑒𝑛) é um referencial local de 𝐸, i.e, 𝜀 é uma seção local de 𝑃SO(𝐸) e

𝐴 = 𝜀*æ. Além de satisfazer a regra

𝑉 ⟨à, à′⟩ = ⟨∇𝑉 à, à⟩ + ⟨à,∇𝑉 à
′⟩ (1.6.3)

para todo 𝑉 ∈ 𝑇𝑀 e à, à′ ∈ Γ(𝐸), onde ⟨≤, ≤⟩ denota a métrica em 𝐸. Reciprocamente,

qualquer conexão em 𝐸 satisfazendo a equação (1.6.3) fornece uma única 1-forma de

conexão determinada pela equação (1.6.2).

A conexão com a propriedade (1.6.3) é chamada riemanniana.

Considerando 𝐸 = 𝑃SO(𝐸) ×𝜌 𝑉 (com 𝜌 representação injetiva), seja 𝐵 = (𝑑𝜌)1𝐴 ∈

Ω1(𝑀,𝐸) onde (𝑑𝜌)1 : g ⊃ 𝐸𝑛𝑑(𝑉 ) e 𝐴 = 𝜀*æ com 𝜀 seção de 𝑃SO(𝐸). A 1-forma 𝐵

induz uma derivada exterior covariante

𝑑𝐵 : Ω𝑘(𝑀,𝐸) ⊃ Ω𝑘+1(𝑀,𝐸)

deĄnida por 𝑑𝐵Ð := 𝑑Ð+𝐵∧Ð, antes de ver que 𝑑𝐵 satisfaz a respectiva regra de Leibniz,

vamos deĄnir alguns fatos. Seja

Ω(𝑀,𝐸) =
{︁

Ω𝑘(𝑀,𝐸),

esta álgebra possui uma estrutura de módulo (à esquerda) sobre a álgebra graduada Ω(𝑀),

dada pelo produto exterior

∧ : Ω𝑘(𝑀) × Ω𝑙(𝑀,𝐸) ⊃ Ω𝑘+𝑙(𝑀,𝐸)

deĄnida por Ð∧(Ñ·à) = (Ð∧Ñ)·à onde Ð ∈ Ω𝑘(𝑀) e Ñ·à ∈ Ω𝑙(𝑀,𝐸) ≍= Ω𝑙(𝑀)·Γ(𝐸).

Podemos generalizar o diferencial exterior para formas com valores no Ąbrado vetorial 𝐸,

de modo que ∇ = 𝑑∇ em Γ(𝐸) = Ω0(𝑀,𝐸), considerando a seguinte cadeia

Ω0(𝑀,𝐸) Ω1(𝑀,𝐸) ≤ ≤ ≤ Ω𝑘(𝑀,𝐸) ≤ ≤ ≤✲𝑑∇ ✲𝑑∇ ✲𝑑∇ ✲𝑑∇

onde 𝑑∇ satisfaz a regra de Leibniz.

𝑑∇(Ð ∧ Ñ) = 𝑑Ð ∧ Ñ + (⊗1)𝑘Ð ∧ 𝑑∇Ñ
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para todo Ð ∈ Ω𝑘(𝑀) e Ñ ∈ Ω𝑙(𝑀,𝐸).

𝑑𝐵(Ð ∧ Ñ) = 𝑑(Ð ∧ Ñ) +𝐵 ∧ Ð ∧ Ñ

= 𝑑Ð ∧ Ñ + (⊗1)𝑘Ð ∧ 𝑑Ñ + (⊗1)𝑘Ð ∧𝐵 ∧ Ñ

= 𝑑Ð ∧ Ñ + (⊗1)𝑘Ð ∧ 𝑑𝐵Ñ

onde 𝑑𝐵 em Ω0(𝑀,𝐸) ≍= Γ(𝐸) é deĄnida como ∇, para à ∈ Γ(𝐸) e 𝑉 ∈ 𝑇𝑀

∇𝑉 à = (𝑑𝐵à)(𝑉 ) = 𝑑à(𝑉 ) + (𝐵 ∧ à)(𝑉 ) = 𝑉 (à) +𝐵(𝑉 )à.

A curvatura associada com a conexão ∇ é deĄnida como 𝐹∇ = 𝑑∇ ◇ 𝑑∇. A seguinte

proposição é uma implicação da proposição 1.6.1.

Proposição 1.6.2. Sejam æ, 𝜀 e ∇ como na proposição anterior

𝐹∇𝑒𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

̃︀𝐹 𝑗
𝑖 · 𝑒𝑗 (1.6.4)

onde ̃︀𝐹 = 𝜀*Ω.

Demonstração.

𝐹∇𝑒𝑖 = 𝑑∇ ◇ 𝑑∇𝑒𝑖 =
∑︁

𝑗

𝑑∇(𝐴𝑗𝑖 × 𝑒𝑗) =
∑︁

𝑗

𝑑𝐴𝑗𝑖 · 𝑒𝑗 ⊗ 𝐴𝑗𝑖 ∧ ∇𝑒𝑗

=
∑︁

𝑗

𝑑𝐴𝑗𝑖 · 𝑒𝑗 ⊗
∑︁

𝑗𝑘

𝐴𝑗𝑖 ∧ 𝐴𝑘𝑗 · 𝑒𝑘 =
∑︁

𝑘

(𝑑𝐴𝑘𝑖 + [𝐴,𝐴]𝑘𝑖 ) · 𝑒𝑘

=
∑︁

𝑘

(𝑑𝜀*æ + [𝜀*æ, 𝜀*æ])𝑘𝑖 · 𝑒𝑘 =
∑︁

𝑘

¶𝜀*(𝑑æ + [æ, æ])♢𝑘𝑖 · 𝑒𝑘

=
∑︁

𝑘

(𝜀*Ω)𝑘𝑖 · 𝑒𝑘 =
∑︁

𝑘

̃︀𝐹 𝑘
𝑖 · 𝑒𝑘.

Proposição 1.6.3. Seja 𝐹∇ a curvatura associada a ∇, pela equação (1.6.4) dados 𝑉,𝑊 ∈

𝑇𝑀 , 𝐹∇
𝑉,𝑊 𝑒𝑖 =

∑︀𝑛
𝑗=1

̃︀𝐹 𝑗
𝑖 (𝑉,𝑊 )𝑒𝑗, então tem-se

𝐹∇
𝑉,𝑊 𝑒𝑖 = (∇𝑉 ∇𝑊 ⊗ ∇𝑊∇𝑉 ⊗ ∇[𝑉,𝑊 ])𝑒𝑖. (1.6.5)

Demonstração. Para um dos termos temos

∇𝑉 ∇𝑊 𝑒𝑖 = ∇𝑉 (
∑︁

𝑗

𝐴𝑗𝑖 (𝑊 )𝑒𝑗)

=
∑︁

𝑗

(𝑉 𝐴𝑗𝑖 (𝑊 ))𝑒𝑗 + 𝐴𝑗𝑖 (𝑊 )∇𝑉 𝑒𝑗

=
∑︁

𝑗

(𝑉 𝐴𝑗𝑖 (𝑊 ))𝑒𝑗 +
∑︁

𝑗𝑘

𝐴𝑗𝑖 (𝑊 )𝐴𝑘𝑗 (𝑉 )𝑒𝑘.
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Logo juntando todos os termos

(∇𝑉 ∇𝑊 ⊗ ∇𝑊∇𝑉 ⊗ ∇[𝑉,𝑊 ])𝑒𝑖 =
∑︁

𝑗

¶𝑉 𝐴𝑗𝑖 (𝑊 ) ⊗𝑊𝐴𝑗𝑖 (𝑉 ) ⊗ 𝐴𝑗𝑖 ([𝑉,𝑊 ])♢𝑒𝑗+

∑︁

𝑗𝑘

¶𝐴𝑘𝑖 (𝑊 )𝐴𝑗𝑘(𝑉 ) ⊗ 𝐴𝑘𝑖 (𝑉 )𝐴𝑗𝑘(𝑊 )♢𝑒𝑗

=
∑︁

𝑗

¶𝑑𝐴𝑗𝑖 (𝑉,𝑊 ) +
∑︁

𝑗𝑘

𝐴𝑗𝑘 ∧ 𝐴𝑘𝑖 (𝑉,𝑊 )♢𝑒𝑗

=
∑︁

𝑗

̃︀𝐹 𝑗
𝑖 (𝑉,𝑊 )𝑒𝑗 = 𝐹∇

𝑉,𝑊 𝑒𝑖.

A expressão ⟨𝐹∇
𝑉,𝑊à, à

′⟩ é tensorial, pois pela equação (1.6.5), 𝐹∇
𝑉,𝑊 = ⊗𝐹∇

𝑊,𝑉

e além disso como ∇ é compatível com a métrica (1.6.3), então temos ⟨𝐹∇
𝑉,𝑊à, à

′⟩ =

⊗⟨à, 𝐹∇
𝑉,𝑊à

′⟩. Logo ⟨𝐹∇
𝑉,𝑊à, à

′⟩ só depende do valor de 𝑉,𝑊, à e à′ no ponto 𝑚. Portanto,

Ąxados 𝑉,𝑊 ∈ X(𝑀) em 𝑚 ∈ 𝑀

𝐹∇
𝑉,𝑊 : 𝐸𝑚 ⊃ 𝐸𝑚 (1.6.6)

deĄne um endomorĄsmo antissimétrico chamado transformação de curvatura.

1.7 Conexão Spin

Sejam 𝑃 ⊃ 𝑀 um Ąbrado principal com grupo estrutural 𝐺 e 𝜌𝑛 : 𝐺 ⊃ SO(𝑛)

representação de grupo. Se æ é uma 1-forma de conexão em 𝑃 , é natural perguntar

pela relação de æ com a conexão no Ąbrado associado 𝐸 = 𝑃 ×𝜌 R𝑛 dotado de estrutura

riemanniana. Uma conexão em 𝑃 induz uma conexão em 𝑃 (𝐸) = 𝑃 ×𝜌 SO(𝑛), pois é

só estender æ trivialmente ( SO(𝑛) admite conexão plana) e levá-la para 𝑃 ×𝜌 SO(𝑛) por

(𝜌𝑛)* := (𝑑𝜌)1, isto é possível considerando a aplicação

Ø : 𝑃 ⊃ 𝑃 (𝐸)

𝑝 ↦⊃ [(𝑝, IdSO(𝑛))].

Se 𝜌𝑛 é uma representação Ąel então Ø é um mergulho. De fato, dados 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃 tais que

Ø(𝑝) = Ø(𝑞), temos 𝑞 = 𝑝 ≤ 𝑔⊗1 e IdSO(𝑛) = 𝜌𝑛(𝑔) IdSO(𝑛), como 𝜌𝑛 é Ąel segue que 𝑔 = 𝑒 logo

𝑝 = 𝑞. Agora, considere Ø = Þ ◇ 𝑗 onde 𝑗 : 𝑝 ∈ 𝑃 ⊃ (𝑝, IdSO(𝑛)) ∈ 𝑃 × SO(𝑛) e

Þ : (𝑝, IdSO(𝑛)) ∈ 𝑃 × SO(𝑛) ⊃ [(𝑝, IdSO(𝑛))] ∈ 𝑃 ×𝜌 SO(𝑛),
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note que Ø* = Þ* ◇ 𝑗*, mas 𝑗* é injetiva, portanto Ø* é injetiva. Note também que Ø é

𝐺-equivariante,

Ø(𝑝≤𝑔) = [(𝑝≤𝑔, 𝜌(𝑔𝑔⊗1) IdSO(𝑛))] = [(𝑝≤𝑔, 𝜌(𝑔⊗1) IdSO(𝑛))]𝜌(𝑔) = [(𝑝, IdSO(𝑛))]𝜌(𝑔) = Ø(𝑝)𝜌(𝑔).

Proposição 1.7.1. Sejam æ e Ω 1-forma de conexão e 2-forma de curvatura, respec-

tivamente e sejam æ𝜌 e Ω𝜌 a conexão e curvatura induzidas em 𝑃 (𝐸𝜌). Considerando

𝑃 ⊆ 𝑃 (𝐸𝜌) como subvariedade mergulhada temos

æ𝜌♣𝑃= (𝜌𝑛)*æ Ω𝜌♣𝑃= (𝜌𝑛)*Ω

onde (𝜌𝑛)* : g ⊃ so(𝑛) é o homomorĄsmo de álgebras associado a 𝜌𝑛 : 𝐺 ⊃ SO(𝑛).

Demonstração. Seja ̃︀𝑉 ∈ 𝑇𝑃 , pela deĄnição de æ temos que æ𝜌( ̃︀𝑉 ) = 0 se ̃︀𝑉 é horizontal

e æ𝜌( ̃︀𝑉 ) = 𝜌*𝑉 se ̃︀𝑉 é vertical. Por outro lado,

(R𝜌(𝑔))*æ𝜌 = (R𝜌(𝑔))*𝜌*æ = (R𝜌(𝑔))*(𝜌⊗1)*æ = (𝜌⊗1 ◇ R𝜌(𝑔))*æ

= (R𝑔 ◇𝜌⊗1)*æ = (𝜌⊗1)*(R𝑔)*æ = (𝜌⊗1)* Ad𝑔⊗1 æ

= 𝜌*(𝑑(L𝑔⊗1 ◇ R𝑔)æ = 𝑑(𝜌 ◇ L𝑔⊗1 ◇ R𝑔)æ = 𝑑(L𝜌(𝑔⊗1) ◇ R𝜌(𝑔) ◇𝜌)æ

= Ad𝜌(𝑔)⊗1 𝜌*æ = Ad𝜌(𝑔)⊗1 æ𝜌.

No caso da curvatura, usando a equação estrutural temos

Ω𝜌 = 𝑑æ𝜌 + [æ𝜌, æ𝜌] = 𝑑(𝜌*æ) + [𝜌*æ, 𝜌*æ]

= (𝜌⊗1)*(𝑑æ + [æ, æ]) = 𝜌*Ω.

De volta no contexto de Ąbrado de Clifford

cl(𝜌𝑛) : SO(𝑛) ⊃ Aut(Cl(R𝑛)),

dada uma conexão em 𝑃SO(𝐸), ela induz uma conexão em Cl(𝐸) via

cl(𝜌𝑛)* : so(𝑛) ⊃ Der(Cl(R𝑛)). (1.7.1)

Para cada 𝐴 ∈ so(𝑛), (1.7.1) satisfaz cl(𝜌𝑛)*𝐴(𝑢 ≤ 𝑤) = (cl(𝜌𝑛)*𝐴𝑢) ≤ 𝑤 + 𝑢 ≤ (cl(𝜌𝑛)*𝐴𝑤)

para todo 𝑢,𝑤 ∈ Cl(R𝑛), assim pelas Proposições 1.6.1 e 1.7.1 temos

∇(𝜀 ≤ à) = (∇𝜀) ≤ à + 𝜀 ≤ (∇à)) (1.7.2)

para todo 𝜀, à ∈ Γ(Cl(𝐸)) onde ∇ é conexão no Ąbrado de Clifford Cl(𝐸).

Até agora observe que a deĄnição de Ąbrado de Clifford não precisa da existência de
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estrutura Spin. Mas para nossos propósitos, suponha que 𝐸 admite estrutura Spin, a

conexão em 𝑃SO(𝐸) levanta via Ý : 𝑃Spin(𝐸) ⊃ 𝑃SO(𝐸) a uma conexão em 𝑃Spin(𝐸).

Logo pela Proposição 1.6.1, isto induz uma conexão no Ąbrado associado S(𝐸), assim

pela proposição anterior e pela Proposição 1.4.6 faz sentido perguntar como ∇𝑆 (conexão

em S(𝐸)) age sobre a estrutura de modulo de S(𝐸).

Proposição 1.7.2. Seja ∇𝑆 conexão em 𝑆(𝐸). Para todo 𝜀 ∈ Γ(Cl(𝐸)) e para todo

à ∈ Γ(S(𝐸))

∇𝑆(𝜀 ≤ à) = (∇𝜀) ≤ à + 𝜀 ≤ (∇𝑆à). (1.7.3)

Demonstração. Pela proposição 1.4.6, Û preserva o produto de módulo, ou seja,

Û(𝑔)(𝑢 ≤ 𝑛) = [cl(𝜌𝑛)(𝑔)𝑢] ≤ [Û(𝑔)𝑛]

para todo 𝑔 ∈ Spin(𝑛), 𝑢 ∈ Cl(R𝑛) e 𝑛 ∈ 𝑁 . Logo

Û* : spin(𝑛) ⊃ so(𝑁)

e para cada 𝐴 ∈ spin(𝑛) = so(𝑛), [Û*𝐴](𝑢 ≤ 𝑛) = [(cl(𝜌𝑛)*𝐴)𝑢] ≤ 𝑛 + 𝑢 ≤ [(Û*𝐴)𝑛] e o resto

segue das proposições 1.6.1 e 1.7.1.

A curvatura associada com a conexão ∇𝑆 vai ser denotada por 𝐹 𝑆, um resul-

tado bastante prático é o seguinte.

Proposição 1.7.3. Para quaisquer 𝑉,𝑊 ∈ X(𝑀) o operador

𝐹 𝑆
𝑉,𝑊 : 𝑆(𝐸𝑚) ⊃ 𝑆(𝐸𝑚)

satisfaz para quaisquer 𝜀 ∈ Γ(Cl(𝐸)) e à ∈ Γ(S(𝐸))

𝐹 𝑆
𝑉,𝑊 (𝜀 ≤ à)𝑚 = (𝐹∇

𝑉,𝑊 𝜀𝑚) ≤ à𝑚 + 𝜀𝑚 ≤ 𝐹 𝑆
𝑉,𝑊à𝑚 (1.7.4)

para quaisquer 𝜀 ∈ Γ(Cl(𝐸)) e à ∈ Γ(𝑆(𝐸)).

Demonstração. O resultado segue de aplicar as equações (1.6.5) e (1.7.3).

Pode-se realizar uma construção explícita da conexão e a curvatura em 𝑆(𝐸),

mencionamos aqui os resultados, o leitor pode ver as provas no Capitulo II, teorema 4.14

e 4.15 de [12], respectivamente.

Proposição 1.7.4. Seja æ uma 1-forma de conexão em 𝑃SO(𝐸) e 𝑆(𝐸) o Ąbrado de

espinores associado. Então a conexão ∇𝑆 é dada localmente

∇𝑆àÐ =
1
2

∑︁

𝑖<𝑗

𝐴𝑗𝑖 · 𝑒𝑖𝑒𝑗 ≤ àÐ (1.7.5)
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onde 𝜀 = (𝑒1, ..., 𝑒𝑛) é uma seção local de 𝑃SO(𝐸), 𝐴 = 𝜀*æ e 𝜗 = (à1, ..., à𝑁) é uma seção

local de 𝑃SO(𝑆(𝐸)) determinada por 𝜀.

Proposição 1.7.5. Seja Ω uma 2-forma de curvatura em 𝑃SO(𝐸) e 𝑆(𝐸) o Ąbrado de

espinores associado. Então a curvatura 𝐹 𝑆 é dada localmente

𝐹 𝑆à =
1
2

∑︁

𝑖<𝑗

̃︀𝐹 𝑗
𝑖 · 𝑒𝑖𝑒𝑗 ≤ à (1.7.6)

onde 𝜀 = (𝑒1, ..., 𝑒𝑛) é uma seção local de 𝑃SO(𝐸), ̃︀𝐹 = 𝜀*Ω e æ ∈ Γ(𝑆(𝐸)).

Em particular, para quaisquer 𝑉,𝑊 ∈ Γ(𝑇𝑀) e 𝑚 ∈ 𝑀 a transformação de curvatura

𝐹 𝑆
𝑉,𝑊 : 𝑆(𝐸𝑚) ⊃ 𝑆(𝐸𝑚)

é dada por

𝐹 𝑆
𝑉,𝑊à =

1
2

∑︁

𝑖<𝑗

⟨𝐹∇
𝑉,𝑊 (𝑒𝑖), 𝑒𝑗⟩𝑒𝑖𝑒𝑗à (1.7.7)

onde 𝐹∇ é a curvatura em 𝑇𝑀 ⊃ 𝑀 .



Capítulo 2

Geometria de 𝐺2-variedades

O grupo 𝐺2 é um grupo de Lie excepcional (os outros casos são 𝐹4, 𝐸6, 𝐸7

e 𝐸8, que foram classiĄcados em 1890 por Wilhelm Killing), e em 1914, Élie Cartan

observou que o 𝐺2 era formado pelo grupo de automorĄsmos dos octônios O. Por sua

vez, os octônios são uma álgebra de divisão com unidade e de dimensão 8, descobertos

por John Graves em 1843 e que guardam certa semelhança com os quatérnios, porém, os

octônios não são associativos. A relação que motiva esta perspectiva do grupo 𝐺2 como

grupo de automorĄsmos de O é a seguinte: Os octônios podem ser gerados a partir de

três elementos 𝑒1, 𝑒2 e 𝑒3, tais que cada um deles ao quadrado é ⊗1 e anticomutam entre

si, logo, um automorĄsmo leva uma tripla deste tipo em uma outra tripla 𝑒′
1, 𝑒

′
2 e 𝑒′

3 com

estas mesmas propriedades. Do ponto de vista geométrico 𝑒1 é levado em qualquer ponto

𝑒′
1 da esfera 𝑆6 de octônios imaginários, 𝑒2 é levado em qualquer ponto 𝑒′

2 da esfera 𝑆5

(que é a restrição de 𝑆6 ao equador) de octônios imaginários e Ąnalmente, 𝑒3 é levado a

qualquer ponto 𝑒′
3 sobre a esfera 𝑆3 de octônios imaginários (pois 𝑒′

3 é ortogonal a 𝑒1, 𝑒2

e 𝑒1𝑒2 que geram H), de onde se obtém que

dim𝐺2 = dim𝑆6 + dim𝑆5 + dim𝑆3 = 14.

2.1 Produto Vetorial

Estudar produtos vetoriais em espaços com produto interno, é importante dado

que particularmente este produto unicamente existe em dimensões 0, 1, 3 e 7 (uma dimen-

são a menos de R,C,H e O), isto permite deĄnir calibrações em R7, pois estas estruturas

são relevantes no entendimento das 𝐺2Űestruturas em variedades de dimensão 7.

Seja 𝑉 um espaço vetorial de dimensão Ąnita com produto interno.

DeĄnição 2.1.1. Uma aplicação bilinear antissimétrica

𝑉 × 𝑉 ⊃ 𝑉 : (𝑢, 𝑣) ↦⊃ 𝑢× 𝑣 (2.1.1)

42



CAPÍTULO 2. GEOMETRIA DE 𝐺2-VARIEDADES 43

é dita um produto vetorial se, para todo 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 , satisfaz

⟨𝑢× 𝑣, 𝑢⟩ = ⟨𝑢× 𝑣, 𝑣⟩ = 0 ♣𝑢× 𝑣♣2 = ♣𝑢♣2♣𝑣♣2⊗⟨𝑢, 𝑣⟩2. (2.1.2)

Lema 2.1.2. Se × é um produto vetorial, então a aplicação ã0 : 𝑉 3 ⊃ R, deĄnida como

ã0(𝑢, 𝑣, 𝑤) := ⟨𝑢× 𝑣, 𝑤⟩ (2.1.3)

é uma 3-forma alternada (i.e ã0 ∈ Λ3(𝑉 )*).

Demonstração. Por (2.1.2) tem-se que ã0(𝑢, 𝑢, 𝑣) = ã0(𝑢, 𝑣, 𝑣) = ã0(𝑢, 𝑣, 𝑢) = 0. Além

disso como 𝑢× 𝑣 = ⊗𝑣 × 𝑢, dados 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 , temos que ã0(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ⊗ã0(𝑣, 𝑢, 𝑤). Por

último, veja que 0 = ⟨𝑣× (𝑢+𝑤), 𝑢+𝑤⟩ = ⟨𝑣×𝑤, 𝑢⟩+⟨𝑣×𝑢,𝑤⟩ = ⟨𝑣×𝑤, 𝑢⟩⊗⟨𝑢×𝑣, 𝑤⟩,

o que signiĄca que ã0(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ã0(𝑣, 𝑤, 𝑢), portanto ã0 ∈ Λ3(𝑉 )*.

Lema 2.1.3. Considere um produto vetorial como em (2.1.1), então as seguintes propo-

sições são equivalentes.

i) Se 𝑢 e 𝑣 são ortonormais então ♣𝑢× 𝑣♣= 1.

ii) Se ♣𝑢♣= 1 e 𝑤 é ortogonal a 𝑢 então 𝑢× (𝑢× 𝑤) = ⊗𝑤.

iii) Para todo 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 , tem-se 𝑢× (𝑢× 𝑤) = ⟨𝑢,𝑤⟩𝑢⊗ ♣𝑢♣2𝑤.

iv) Para todo 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 , tem-se

𝑢× (𝑣 × 𝑤) + 𝑣 × (𝑢× 𝑤) = ⟨𝑢,𝑤⟩𝑣 + ⟨𝑣, 𝑤⟩𝑢⊗ 2⟨𝑢, 𝑣⟩𝑤. (2.1.4)

Demonstração. i) ⇒ ii) Fixe 𝑢 ∈ 𝑉 com ♣𝑢♣= 1 e considere a aplicação linear 𝐴𝑢 : 𝑉 ⊃ 𝑉

deĄnida por 𝐴𝑢(𝑣) = 𝑢×𝑣, como ⟨𝑢×𝑣, 𝑤⟩ = ⟨𝑣, 𝑢×𝑤⟩, então temos que 𝐴𝑢 é um operador

adjunto antissimétrico. Logo, dado 𝑤 ∈ ⟨𝑢⟩⊥,

⟨𝐴2
𝑢(𝑤), 𝑤⟩ = ⊗⟨𝑢× 𝑤,𝐴𝑢(𝑤)⟩ = ⊗♣𝑢× 𝑤♣2= ⊗♣𝑢♣2♣𝑤♣2+⟨𝑢,𝑤⟩2 = ⊗⟨𝑤,𝑤⟩

portanto 𝑢× (𝑢× 𝑤) = ⊗𝑤.

ii) ⇒ iii) Dados 𝑢,𝑤 ∈ 𝑉 considere 𝐴𝑢 : 𝑉 ⊃ 𝑉 deĄnida por 𝐴𝑢(𝑣) = 𝑢 × 𝑣, logo

⟨𝐴2
𝑢(𝑤), 𝑤⟩ = ⊗♣𝑢♣2♣𝑤♣2+⟨𝑢,𝑤⟩2 = ⟨⊗♣𝑢♣2𝑤 + ⟨𝑢,𝑤⟩𝑤,𝑤⟩. Portanto 𝐴2

𝑢(𝑤) = ⊗♣𝑢♣2𝑤 +

⟨𝑢,𝑤⟩𝑤.

iii) ⇒ iv) Dados 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 pelo item 𝑖𝑖𝑖) e considerando 𝑢 como 𝑢+ 𝑣

(𝑢+ 𝑣) × ((𝑢+ 𝑣) × 𝑤) = ⟨𝑢+ 𝑣, 𝑤⟩(𝑢+ 𝑣) ⊗ ⟨𝑢+ 𝑣, 𝑢+ 𝑣⟩𝑤

𝑢× (𝑣 × 𝑤) + 𝑣 × (𝑢× 𝑤) = ⟨𝑢,𝑤⟩𝑣 + ⟨𝑣, 𝑤⟩𝑢⊗ 2⟨𝑢, 𝑣⟩𝑤.
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iv) ⇒ i) Sejam 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 ortonormais e aplicando o item 𝑖𝑣) considerando 𝑤 = 𝑣 então a

equação (2.1.4) Ąca 𝑤 × (𝑢× 𝑤) = 𝑢. Daí que

♣𝑢× 𝑤♣2= ⟨𝑢× 𝑤, 𝑢× 𝑤⟩ = ⟨𝑢,𝑤 × (𝑢× 𝑤)⟩ = ♣𝑢♣2= 1.

2.2 Os Octônios e o Grupo 𝐺2

2.2.1 A construção de Cayley-Dickson

Por álgebra normada nos referimos a uma R-álgebra 𝐴 de dimensão Ąnita com

unidade 1 e munida de produto interno tal que a norma associada ♣, ♣ satisfaz

♣𝑥𝑦♣= ♣𝑥♣♣𝑦♣ ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴.

Fixando a notação

Re(𝐴) = Span(1)R Im(𝐴) = Re(𝐴)⊥,

para cada 𝑥 ∈ 𝐴 existe uma única decomposição ortogonal 𝑥 = 𝑥0 ⊕ 𝑥1, com 𝑥0 ∈ Re(𝐴)

e 𝑥1 ∈ Im(𝐴). A operação de conjugação é deĄnida por

𝑥 = 𝑥0 ⊗ 𝑥1,

assim 𝑥0 = 1
2
(𝑥+ 𝑥) e 𝑥1 = 1

2
(𝑥⊗ 𝑥)

DeĄnição 2.2.1. Seja 𝐴 uma R-álgebra e deĄna o produto e a conjugação em 𝐴⊕𝐴 por

(𝑎, 𝑏)(𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐⊗ 𝑏𝑑, 𝑎𝑑+ 𝑐𝑑)

(𝑎, 𝑏) = (𝑎,⊗𝑏).

A nova álgebra 𝐵 = 𝐴⊕ 𝐴 obtida de 𝐴 é chamada álgebra de Cayley-Dickson.

Com a deĄnição anterior as 3 primeiras álgebras de Cayley-Dickson obtidas

são isomorfas a

R ⊗ á𝑙𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎 𝐶𝑎𝑦𝑙𝑒𝑦 ⊗𝐷𝑖𝑐𝑘𝑠𝑜𝑛 á𝑙𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎 𝐵𝑎𝑠𝑒 𝑐𝑎𝑛ô𝑛𝑖𝑐𝑎

𝐴0 = R C = R ⊕ R 1, 𝑖

𝐴1 = C H = C ⊕ C 1, 𝑖, 𝑗, 𝑘

𝐴2 = H O = H ⊕ H 1, 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑒, 𝑖𝑒, 𝑗𝑒, 𝑘𝑒
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daí, com essa base C = R + R𝑖, H = C + C𝑗 e O = H + H𝑒. Para gerar C precisa de um

elemento (já que 𝑖4 = 1), para gerar H precisa de dois elementos (por que 𝑖4 = 𝑗4 = 1

e 𝑖𝑗 = 𝑘), para gerar O de três elementos. Uma álgebra 𝐴 é alternativa se a subálgebra

gerada por dois elementos é associativa.

DeĄnição 2.2.2. Seja 𝐴 álgebra. A aplicação trilinear

[≤, ≤, ≤] : 𝐴3 ⊃ 𝐴 (2.2.1)

deĄnida como [𝑎, 𝑏, 𝑐] = (𝑎𝑏)𝑐⊗ 𝑎(𝑏𝑐) é chamada associador.

Os seguintes são alguns fatos relevantes sobre álgebras de Cayley-Dickson (vide

Apêndice A de [8]).

Lema 2.2.3. Seja 𝐵 = 𝐴⊕ 𝐴 obtida de 𝐴 via construção de Cayley-Dickson então

i) 𝐵 é comutativa se, e somente se, 𝐴 = R.

ii) 𝐵 é associativa se, e somente se, 𝐴 é comutativa.

iii) 𝐵 é alternativa se, e somente se, 𝐴 é associativa.

Em resumo temos

𝐴0 𝐴1 𝐴2 𝐴3

R C H O

≍= ≍= ≍= ≍=

𝑎 = 𝑎 [𝑎, 𝑏] = 0 [𝑎, 𝑏, 𝑐] = 0

Teorema 2.2.4 (Hurwitz). As únicas álgebras normadas (a menos de isomorĄsmo) sobre

R são R,C,H e O.

Pelo teorema de Hurwitz, todas as álgebras normadas (a menos de isomorĄsmo)

são subálgebras de O, daí que é usual enunciar alguns resultados que são válidos para todas

as álgebras normadas como resultados de O, como por exemplo o produto vetorial a deĄnir

em 2.2.6.

Em nosso trabalho estamos interessados nos octônios, que como vimos é uma álgebra

normada de dimensão 8, não associativa (mas sim alternativa) e com unidade. Denotando
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os elementos da base por 1, 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, 𝑒5, 𝑒6, 𝑒7 o produto está deĄnido

1 𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4 𝑒5 𝑒6 𝑒7

1 1 𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4 𝑒5 𝑒6 𝑒7

𝑒1 𝑒1 ⊗1 𝑒3 ⊗𝑒2 𝑒5 ⊗𝑒4 𝑒7 ⊗𝑒6

𝑒2 𝑒2 ⊗𝑒3 ⊗1 𝑒1 𝑒6 ⊗𝑒7 ⊗𝑒4 𝑒5

𝑒3 𝑒3 𝑒2 ⊗𝑒1 ⊗1 ⊗𝑒7 ⊗𝑒6 𝑒5 𝑒4

𝑒4 𝑒4 ⊗𝑒5 ⊗𝑒6 𝑒7 ⊗1 𝑒1 𝑒2 ⊗𝑒3

𝑒5 𝑒5 𝑒4 𝑒7 𝑒6 ⊗𝑒1 ⊗1 ⊗𝑒3 ⊗𝑒2

𝑒6 𝑒6 ⊗𝑒7 𝑒4 ⊗𝑒5 ⊗𝑒2 𝑒3 ⊗1 𝑒1

𝑒7 𝑒7 𝑒6 ⊗𝑒5 ⊗𝑒4 𝑒3 𝑒2 ⊗𝑒1 ⊗1

(2.2.2)

Com a notação Ąxada anteriormente, para cada 𝑥 ∈ O

𝑥 = 𝑥0 +
7∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖 𝑥𝑖 ∈ R 𝑖 = 1, ..., 7

e o conjugado de 𝑥 em termos da base

𝑥 = 𝑥0 ⊗
7∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖,

onde 𝑅𝑒(𝑥) = 𝑥0 é a parte real e Im(𝑥) =
∑︀7
𝑖=1 𝑥𝑖𝑒𝑖 a parte imaginária.

DeĄnimos o produto interno nos octônios como

⟨≤, ≤⟩ : O × O ⊃ R

(𝑥, 𝑦) ↦⊃ ⟨𝑥, 𝑦⟩ =
7∑︁

𝑖=0

𝑥𝑖𝑦𝑖

e consequentemente a norma de 𝑥 como ♣𝑥♣=
√︁

⟨𝑥, 𝑥⟩, note que ♣𝑥♣= ♣𝑥♣.

Para 𝑥 ∈ O, se 𝑥 ̸= 0 o inverso de 𝑥 é denotado por 𝑥⊗1 = 𝑥
♣𝑥♣2

e vale que 𝑥𝑥⊗1 = 𝑥⊗1𝑥 = 1.

Lema 2.2.5. Para quaisquer 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ O, tem-se as seguintes relações

i) 𝑥+ 𝑦 = 𝑥+ 𝑦, ⟨𝑥𝑦, 𝑥𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑥⟩⟨𝑦, 𝑦⟩ e ⟨𝑧𝑥, 𝑧𝑦⟩ = ⟨𝑧, 𝑧⟩⟨𝑥, 𝑦⟩.

ii) ⟨𝑥𝑦, 𝑧⟩ = ⟨𝑦, 𝑥𝑧⟩ e ⟨𝑦𝑥, 𝑧⟩ = ⟨𝑦, 𝑧𝑥⟩.

iii) 𝑥𝑥 = ♣𝑥♣2 e ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩ = 1
2
(𝑥𝑦 + 𝑦𝑥) = 1

2
(𝑥𝑦 + 𝑦𝑥).

iv) 2⟨𝑥, 𝑦⟩𝑧 = 𝑥(𝑦𝑧) + 𝑦(𝑥𝑧) = (𝑧𝑦)𝑥+ (𝑧𝑥)𝑦.

v) Se 𝑥 e 𝑦 são ortogonais e 𝑧 arbitrário

𝑥𝑦 = ⊗𝑦𝑥 𝑥(𝑦𝑧) = ⊗𝑦(𝑥𝑧) (𝑧𝑦)𝑥 = ⊗(𝑧𝑥)𝑦.
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Demonstração. i) 𝑥+ 𝑦 = 𝑥+𝑦 vale porque a soma em O é feita componente a compo-

nente e para ⟨𝑥𝑦, 𝑥𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑥⟩⟨𝑦, 𝑦⟩, segue do fato que os octônios são uma álgebra

normada (i.e ♣𝑥𝑦♣= ♣𝑥♣♣𝑦♣ para todo 𝑥, 𝑦 ∈ O). Provemos que ⟨𝑧𝑥, 𝑧𝑦⟩ = ⟨𝑧, 𝑧⟩⟨𝑥, 𝑦⟩

♣𝑧𝑥+ 𝑧𝑦♣2= ♣𝑧♣2♣𝑥+ 𝑦♣2

⟨𝑧𝑥, 𝑧𝑥⟩ + 2⟨𝑧𝑥, 𝑧𝑦⟩ + ⟨𝑧𝑦, 𝑧𝑦⟩ = ⟨𝑧, 𝑧⟩⟨𝑥, 𝑥⟩ + 2⟨𝑧, 𝑧⟩⟨𝑥, 𝑦⟩ + ⟨𝑧, 𝑧⟩⟨𝑦, 𝑦⟩.

⟨𝑧𝑥, 𝑧𝑦⟩ = ⟨𝑧, 𝑧⟩⟨𝑥, 𝑦⟩.

ii) Se 𝑥 ∈ R a igualdade é imediata. Suponha que 𝑥 ∈ Im(O), então 𝑥 = ⊗𝑥 e

⟨𝑥, 1⟩ = ⟨1, 𝑥⟩ = 0

⟨𝑥𝑦, 𝑧⟩ + ⟨𝑦, 𝑥𝑧⟩ = ⟨(𝑥+ 1)𝑦, (𝑥+ 1)𝑧⟩ ⊗ ⟨𝑥𝑦, 𝑥𝑧⟩ ⊗ ⟨𝑦, 𝑧⟩

= ♣𝑥+ 1♣2⟨𝑦, 𝑧⟩ ⊗ (⟨𝑥, 𝑥⟩⟨𝑦, 𝑧⟩ + ⟨𝑦, 𝑧⟩)

= (♣𝑥♣2+1)⟨𝑦, 𝑧⟩ ⊗ (♣𝑥♣2+1)⟨𝑦, 𝑧⟩ = 0.

iii) Usando 𝑖𝑖) com 𝑦 = 𝑥 tem-se ⟨𝑥𝑥, 𝑧⟩ = ⟨𝑥, 𝑥𝑧⟩ = ⟨𝑥, 𝑥⟩⟨1, 𝑧⟩ = ♣𝑥♣2⟨1, 𝑧⟩ =

♣𝑥♣2⟨1, 𝑧⟩ = ⟨♣𝑥♣2, 𝑧⟩ logo 𝑥𝑥 = ♣𝑥♣2.

Finalmente, considerando 𝑧 = 𝑥+ 𝑦

♣𝑥+ 𝑦♣2= (𝑥+ 𝑦)(𝑥+ 𝑦)

♣𝑥♣2+2⟨𝑥, 𝑦⟩ + ♣𝑦♣2= ♣𝑥♣2+𝑥𝑦 + 𝑦𝑥+ ♣𝑦♣2

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
1
2

(𝑥𝑦 + 𝑦𝑥).

iv) Como O é uma álgebra alternativa, então a subálgebra gerada por 𝑥 + 𝑦 e 𝑧 é

associativa daí

♣𝑥+ 𝑦♣2𝑧 = ¶(𝑥+ 𝑦)(𝑥+ 𝑦)♢𝑧 = (𝑥+ 𝑦)¶(𝑥+ 𝑦)𝑧♢

(♣𝑥♣2+2⟨𝑥, 𝑦⟩ + ♣𝑦♣2)𝑧 = (𝑥+ 𝑦)(𝑥𝑧 + 𝑦𝑧) = 𝑥(𝑥𝑧) + 𝑥(𝑦𝑧) + 𝑦(𝑥𝑧) + 𝑦(𝑦𝑧)

2⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥(𝑦𝑧) + 𝑦(𝑥𝑧).

v) Segue-se do item 𝑖𝑖𝑖) e 𝑖𝑣).

DeĄnição 2.2.6. Sejam 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ O

i) O produto vetorial é deĄnido por 𝑥× 𝑦 = 1
2
(𝑦𝑥⊗ 𝑥𝑦).

ii) O produto vetorial triplo é deĄnido por 𝑥× 𝑦 × 𝑧 = 1
2
(𝑥(𝑦𝑧) ⊗ 𝑧(𝑦𝑥)).
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Lema 2.2.7. Para todo 𝑥, 𝑦 ∈ O

𝑥× 𝑦 = Im(𝑦𝑥.)

Demonstração. Sejam 𝑥, 𝑦 ∈ O

𝑥× 𝑦 =
1
2

(𝑦𝑥⊗ 𝑥𝑦) = 𝑦𝑥⊗
1
2

(𝑦𝑥+ 𝑥𝑦)

= 𝑦𝑥⊗ ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑦𝑥⊗ ⟨𝑦𝑥, 1⟩ = 𝑦𝑥⊗ Re(𝑦𝑥) = Im(𝑦𝑥).

Lema 2.2.8. i) 𝑥× 𝑦 × 𝑧 é uma aplicação trilinear alternada em O.

ii) ♣𝑥× 𝑦 × 𝑧♣= ♣𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧♣ para quaisquer 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ O.

Demonstração. i) Como O é uma álgebra alternativa, então para quaisquer dois ele-

mentos a subálgebra gerada é associativa

𝑥× 𝑦 × 𝑦 =
1
2

(𝑥♣𝑦♣2⊗𝑦(𝑦𝑥)) = 0

𝑥× 𝑥× 𝑦 =
1
2

(𝑥(𝑥𝑦) ⊗ 𝑦♣𝑥♣2) = 0,

com isso temos 𝑥 × (𝑦 + 𝑧) × (𝑦 + 𝑧) = 0, daí como o produto em O é distributivo

com respeito a soma temos 𝑥× 𝑦 × 𝑧 = ⊗𝑥× 𝑧 × 𝑦.

ii) Podemos supor que 𝑥, 𝑦 e 𝑧 são ortogonais, pois se não fosse assim seria possível

escrever eles como combinação de elementos em comum e pela linearidade e o item

anterior teria a igualdade. Se 𝑥, 𝑦 e 𝑧 são ortogonais usando o item 𝑣) da proposição

2.2.5 temos 𝑧(𝑦𝑥) = ⊗𝑦(𝑧𝑥) = 𝑦(𝑥𝑧) = ⊗𝑥(𝑦𝑧)

♣𝑥× 𝑦 × 𝑧♣= ♣𝑥(𝑦𝑧)♣= ♣𝑥♣♣𝑦♣♣𝑧♣= ♣𝑥 ∧ 𝑦 ∧ 𝑧♣.

2.2.2 Grupo 𝐺2

DeĄnição 2.2.9. O grupo 𝐺2 é deĄnido como o grupo de automorĄsmos de O

𝐺2 := AutR(O) := ¶Ð : O ⊃ O♣ Ð é isomorĄsmo e Ð(𝑥𝑦) = Ð(𝑥)Ð(𝑦)♢.

Os automorĄsmos preservam a soma direta O = R⊕Im(O) e agem trivialmente

em R i.e, Ð♣R= Re(IdO) (a parte real da aplicação identidade). De fato

Ð(1)Ð(1) = Ð(1 ≤ 1) = Ð(1) ⇒ Ð(1) = 1.
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No caso de Im(O), dado 𝑒𝑖 com 𝑖 ̸= 0 veja que Ð(𝑒𝑖) = Ð(𝑒𝑖) = ⊗Ð(𝑒𝑖)

Ð(𝑒𝑖)Ð(𝑒𝑖) = Ð(𝑒𝑖 ≤ 𝑒𝑖) = Ð(⊗1) = ⊗Ð(1) = ⊗1 ⇒ Ð(𝑒𝑖) = ⊗Ð(𝑒𝑖).

Isto mostra que dado 𝑥 ∈ Im(O) então Ð(𝑥) ∈ Im(O), assim os automorĄsmos de O podem

ser vistos como automorĄsmos de Im(O), além disso, como Im(O) ≍= R7 temos que 𝐺2 pode

ser identiĄcado como subgrupo de Gl(7,R).

Lema 2.2.10. Para Ð ∈ 𝐺2 tem-se

⟨Ð(𝑥), Ð(𝑦)⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩ 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑥, 𝑦 ∈ O.

Demonstração. Sejam Ð ∈ 𝐺2 e 𝑥, 𝑦 ∈ O, já vimos que Ð(𝑥) = Ð(𝑥), logo usando a

propriedade 𝑖𝑖𝑖) do lema 2.2.5

⟨Ð(𝑥), Ð(𝑦)⟩ =
1
2

(Ð(𝑥)Ð(𝑦) + Ð(𝑦)Ð(𝑥))

=
1
2

(Ð(𝑥)Ð(𝑦) + Ð(𝑦)Ð(𝑥))

= Ð(
1
2

(𝑥𝑦 + 𝑦𝑥))

= Ð(⟨𝑥, 𝑦⟩) = ⟨𝑥, 𝑦⟩.

Como Im(O) satisfaz os axiomas de espaço vetorial, pode-se escolher uma iso-

metria Im(O) ≍= R7 e pelo lema 2.2.7 pode-se deĄnir o produto vetorial em R7 como

𝑥× 𝑦 = Im(𝑥𝑦). (2.2.3)

Note que análogo aos quatérnios, o produto vetorial Ąca inteiramente deĄnido pela mul-

tiplicação e o produto interno em Im(O) (os quais são os herdados de O). De fato, para

𝑥, 𝑦 ∈ Im(O) pelo lema 2.2.5 ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥𝑦, 1⟩ = ⊗⟨𝑥𝑦, 1⟩, onde Re(𝑥𝑦) = ⟨𝑥𝑦, 1⟩. Assim

𝑥× 𝑦 = Im(𝑥𝑦) = 𝑥𝑦 ⊗ Re(𝑥𝑦) = 𝑥𝑦 + ⟨𝑥, 𝑦⟩.

Reciprocamente, para 𝑥, 𝑦 ∈ O, veja que o produto em O pode ser obtido a partir do

produto vetorial e do produto interno deĄnido em R7, para isso, deĄna 𝑥 = 𝑥0 + 𝑥1 e

𝑦 = 𝑦0 + 𝑦1, onde 𝑥0, 𝑦0 ∈ R e 𝑥1, 𝑥2 ∈ Im(O)

𝑥𝑦 = (𝑥0 + 𝑥1)(𝑦0 + 𝑦1) = 𝑥0𝑦0 + 𝑥0𝑦1 + 𝑦0𝑥1 + 𝑥1𝑦1

= 𝑥0𝑦0 ⊗ ⟨𝑥1, 𝑦1⟩ + 𝑥0𝑦1 + 𝑦0𝑥1 + 𝑥1 × 𝑦1.

Proposição 2.2.11. A aplicação R7 × R7 ⊃ R7 deĄnida por (2.2.3) deĄne um produto

vetorial em R7.
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Demonstração. Segue da linearidade do produto interno e da multiplicação em O, que a

aplicação R7 × R7 ⊃ R7 deĄnida por (2.2.3) é bilinear. Veja que ela também é antissimé-

trica e satisfaz as propriedades (2.1.2). De fato, sejam 𝑥, 𝑦 ∈ R7 ≍= Im(O)

𝑥× 𝑦 + 𝑦 × 𝑥 = Im(𝑥𝑦) + Im(𝑦𝑥)

= 𝑥𝑦 + ⟨𝑥, 𝑦⟩ + 𝑦𝑥+ ⟨𝑦, 𝑥⟩

= ⊗(𝑥𝑦 + 𝑦𝑥) + 2⟨𝑥, 𝑦⟩

= ⊗2⟨𝑥, 𝑦⟩ + 2⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0.

Por outro lado, lembre que ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩1 e ⟨1, 𝑥⟩ = ⟨1, 𝑦⟩ = 0, daí que

⟨𝑥× 𝑦, 𝑥⟩ = ⟨𝑥𝑦, 𝑥⟩ + ⟨𝑥, 𝑦⟩⟨1, 𝑥⟩

= ⟨𝑥, 𝑥⟩⟨𝑦, 1⟩ + ⟨𝑥, 𝑦⟩⟨1, 𝑥⟩ = 0.

E por último

♣𝑥× 𝑦♣2 = ♣𝑥𝑦 + ⟨𝑥, 𝑦⟩♣2

= ♣𝑥𝑦♣2+⟨𝑥, 𝑦⟩2 + 2⟨𝑥, 𝑦⟩⟨𝑥𝑦, 1⟩

= ♣𝑥♣2♣𝑦♣2+⟨𝑥, 𝑦⟩2 + 2⟨𝑥, 𝑦⟩⟨𝑦, 𝑥⟩

= ♣𝑥♣2♣𝑦♣2⊗⟨𝑥, 𝑦⟩2.

Pelo lema 2.2.10 e a equação (2.2.3), o grupo 𝐺2 pode ser deĄnido como o

subgrupo de Gl(7,R) que preservam o produto interno (⟨𝑔𝑢, 𝑔𝑣⟩ = ⟨𝑢, 𝑣⟩) e o produto

vetorial (𝑔𝑢× 𝑔𝑣 = 𝑔(𝑢× 𝑣)); de fato, estendendo 𝑔 de tal forma que 𝑔 preserva Re(O) ⊕

Im(O)(i.e. 𝑔(1) = 1 e 𝑔(𝑢) = 𝑔(𝑢)), temos para 𝑢, 𝑣 ∈ R7 ≍= Im(O)

𝑔(𝑢𝑣) = 𝑔(Re(𝑢𝑣) + Im(𝑢𝑣)) = 𝑔(⟨𝑢𝑣, 1⟩) + 𝑔(𝑢× 𝑣)

= ⊗⟨𝑢, 𝑣⟩ + 𝑔(𝑢) × 𝑔(𝑣) = ⊗⟨𝑔(𝑢), 𝑔(𝑣)⟩ + Im(𝑔(𝑢)𝑔(𝑣))

= ⟨𝑔(𝑢)𝑔(𝑣), 1⟩ + Im(𝑔(𝑢)𝑔(𝑣)) = Re(𝑔(𝑢)𝑔(𝑣)) + Im(𝑔(𝑢)𝑔(𝑣)) = 𝑔(𝑢)𝑔(𝑣)

A seguinte deĄnição é dada em [10] e é a deĄnição que nós vamos Ąxar para nosso trabalho.

DeĄnição 2.2.12. Sejam (𝑥1, ..., 𝑥7) coordenadas em R7. Denote 𝑑𝑥𝑖𝑗𝑘 como o produto

exterior 𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 ∧ 𝑑𝑥𝑘 e considere a 3-forma em R7 ã0 deĄnida em coordenadas

ã0 = 𝑑𝑥123 + 𝑑𝑥145 + 𝑑𝑥167 + 𝑑𝑥246 ⊗ 𝑑𝑥257 ⊗ 𝑑𝑥347 ⊗ 𝑑𝑥356. (2.2.4)
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O grupo 𝐺2 é deĄnido como o estabilizador de ã0 em Gl(7,R)

𝐺2 = ¶𝑔 ∈ Gl(7,R) ♣ 𝑔*ã0 = ã0♢.

Observe que a 3-forma da deĄnição anterior coincide com a 3-forma (2.1.3)

deĄnida no começo do capítulo, pois dado 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ R7 e usando o produto de (2.2.5)

tem-se

𝑢× 𝑣 =

∏︀
̂︁̂︁̂︁̂︁̂︁̂︁̂︁̂︁̂︁̂︁̂︁̂︁̂︁̂︁̂︁∐︁

𝑢2𝑣3 ⊗ 𝑢3𝑣2 + 𝑢4𝑣5 ⊗ 𝑢5𝑣4 + 𝑢6𝑣7 ⊗ 𝑢7𝑣6

𝑢3𝑣1 ⊗ 𝑢1𝑣3 + 𝑢4𝑣6 ⊗ 𝑢5𝑣7 ⊗ 𝑢6𝑣4 + 𝑢7𝑣5

𝑢1𝑣2 ⊗ 𝑢2𝑣1 ⊗ 𝑢4𝑣7 ⊗ 𝑢5𝑣6 + 𝑢6𝑣5 + 𝑢7𝑣4

𝑢3𝑣7 ⊗ 𝑢1𝑣5 ⊗ 𝑢2𝑣6 + 𝑢5𝑣1 + 𝑢6𝑣2 ⊗ 𝑢7𝑣3

𝑢1𝑣4 + 𝑢2𝑣7 + 𝑢3𝑣7 ⊗ 𝑢4𝑣1 ⊗ 𝑢6𝑣3 ⊗ 𝑢7𝑣2

𝑢2𝑣4 ⊗ 𝑢1𝑣7 ⊗ 𝑢3𝑣5 ⊗ 𝑢4𝑣2 + 𝑢5𝑣3 + 𝑢7𝑣1

𝑢1𝑣6 ⊗ 𝑢2𝑣5 ⊗ 𝑢3𝑣4 + 𝑢4𝑣3 + 𝑢5𝑣2 + 𝑢6𝑣1

∫︀
̂︂̂︂̂︂̂︂̂︂̂︂̂︂̂︂̂︂̂︂̂︂̂︂̂︂̂︂̂︂̂︀

e como ⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩ = Ó𝑗𝑖 temos

⟨𝑢× 𝑣, 𝑤⟩ = (𝑑𝑥123 + 𝑑𝑥145 + 𝑑𝑥167 + 𝑑𝑥246 ⊗ 𝑑𝑥257 ⊗ 𝑑𝑥347 ⊗ 𝑑𝑥356)(𝑢, 𝑣, 𝑤).

A deĄnição anterior motiva no sentido que a métrica pode ser recuperada a partir da 3-

forma, por exemplo no caso euclidiano dada a 3-forma (2.2.4), considere𝐵ã0(𝑢, 𝑣) = 𝑢yã0∧

𝑣yã0 ∧ã0 com 𝑢, 𝑣 ∈ R7, temos que 𝐵ã0 é uma forma bilinear simétrica (porque o produto

exterior de duas dois formas comutam) com valores em Λ7(R7)*, agora considerando 𝑢 =
∑︀7

1 𝑢1𝑒1 e 𝑣 =
∑︀7

1 𝑣𝑖𝑒𝑖 tais que 𝑑𝑥𝑖(𝑒𝑗) = Ó𝑗𝑖 então temos

𝑢yã0 = 𝑢1(𝑑𝑥23 + 𝑑𝑥45 + 𝑑𝑥67) ⊗ 𝑢2(𝑑𝑥13 ⊗ 𝑑𝑥46 + 𝑑𝑥57)

+ 𝑢3(𝑑𝑥12 ⊗ 𝑑𝑥47 ⊗ 𝑑𝑥56) ⊗ 𝑢4(𝑑𝑥15 + 𝑑𝑥26 ⊗ 𝑑𝑥37)

+ 𝑢5(𝑑𝑥14 + 𝑑𝑥27 + 𝑑𝑥36) ⊗ 𝑢6(𝑑𝑥17 ⊗ 𝑑𝑥24 + 𝑑𝑥35)

⊗ 𝑢7(𝑑𝑥16 ⊗ 𝑑𝑥25 ⊗ 𝑑𝑥34),

para 𝑣yã0 se obtém uma expressão análoga, daí

𝐵ã0(𝑢, 𝑣) = ⊗6(𝑢1𝑣1 + ...+ 𝑢7𝑣7)𝑑𝑥12...7 = ⊗6⟨𝑢, 𝑣⟩ volã0 . (2.2.5)

A seguinte proposição indica que 𝐺2 preserva o volume e a orientação.

Proposição 2.2.13. 𝐺2 ⊆ SO(7).

Demonstração. Pelo lema 2.2.10 temos que 𝐺2 ⊆ O(7), falta provar que det(𝑔) = 1 para
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todo 𝑔 ∈ 𝐺2. Sejam 𝑤1, ..., 𝑤7 ∈ R7, avaliando em (2.2.5)

⟨𝑔𝑢, 𝑔𝑣⟩ volã0(𝑤1, ..., 𝑤7) = 𝑔𝑢yã0 ∧ 𝑔𝑣yã0 ∧ ã0(𝑤1, ..., 𝑤7)

= 𝑢yã0 ∧ 𝑣yã0 ∧ ã0(𝑔⊗1𝑤1, ..., 𝑔
⊗1𝑤7)

= ⟨𝑢, 𝑣⟩ volã0(𝑔⊗1𝑤1, ..., 𝑔
⊗1𝑤7)

= det(𝑔)⊗1⟨𝑢, 𝑣⟩ volã0(𝑤1, ..., 𝑤7),

logo ⟨𝑔𝑢, 𝑔𝑣⟩ = det(𝑔)⊗1⟨𝑢, 𝑣⟩ para todo 𝑢, 𝑣 ∈ R7, consequentemente

det(𝑔) = det(det(𝑔)⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩) = det(⟨𝑔⊗1𝑒𝑖, 𝑔
⊗1𝑒𝑗⟩)

= det(⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩) = 1.

A seguinte proposição resume propriedades relevantes de 𝐺2 (vide Capítulo 2,

teorema 1 de [3]).

Proposição 2.2.14. O grupo 𝐺2 ⊆ SO(7) é um grupo de Lie, compacto, conexo, sim-

plesmente conexo e de dimensão 14. Além disso, 𝐺2 age irredutivelmente sobre R7 e

transitivamente sobre 𝑆6.

Agora considere o operador de Hodge * : Λ3(R7) ⊃ Λ4(R7), este deĄne uma

4Űforma å0 dada pelo dual de Hodge *ã0

å0 = ⊗𝑑𝑥1247 ⊗ 𝑑𝑥1256 ⊗ 𝑑𝑥1346 + 𝑑𝑥1357 + 𝑑𝑥2345 + 𝑑𝑥2367 + 𝑑𝑥4567 (2.2.6)

que por sua vez pode ser obtida a partir da métrica e do associador

⟨𝑥, [𝑢, 𝑣, 𝑤]⟩ = ⊗2å0(𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑤) ∀ 𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑥 ∈ R
7. (2.2.7)

Calculando o associador em termos da base 𝑑𝑥𝑖𝑗𝑘 para 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, ..., 7

⊗
1
2

[≤, ≤, ≤] = (𝑑𝑥357 ⊗ 𝑑𝑥346 ⊗ 𝑑𝑥256 ⊗ 𝑑𝑥247)𝑒1

+ (𝑑𝑥367 + 𝑑𝑥345 + 𝑑𝑥156 + 𝑑𝑥147)𝑒2

+ (𝑑𝑥146 ⊗ 𝑑𝑥157 ⊗ 𝑑𝑥245 ⊗ 𝑑𝑥267)𝑒3

+ (𝑑𝑥235 ⊗ 𝑑𝑥136 + 𝑑𝑥567 ⊗ 𝑑𝑥127)𝑒4

+ (𝑑𝑥137 ⊗ 𝑑𝑥467 ⊗ 𝑑𝑥234 ⊗ 𝑑𝑥126)𝑒5

+ (𝑑𝑥457 + 𝑑𝑥237 + 𝑑𝑥134 + 𝑑𝑥125)𝑒6

+ (𝑑𝑥124 ⊗ 𝑑𝑥135 ⊗ 𝑑𝑥236 ⊗ 𝑑𝑥456)𝑒7.
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Em resumo

[≤, ≤, ≤] = ⊗2
7∑︁

𝑖=1

(𝑒𝑖yå) · 𝑒𝑖. (2.2.8)

Lema 2.2.15. Para todo 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ R7

ã0(𝑢, 𝑣, 𝑤)2 +
1
4

♣[𝑢, 𝑣, 𝑤]♣2= ♣𝑢 ∧ 𝑣 ∧ 𝑤♣2. (2.2.9)

Demonstração. Observe que pelo lema 2.2.8, temos que ♣𝑢×𝑣×𝑤♣2= ♣𝑢∧𝑣∧𝑤♣2 e vamos

provar que Re(𝑢× 𝑣×𝑤) = ⊗ã0(𝑢, 𝑣, 𝑤) e Im(𝑢× 𝑣×𝑤) = ⊗1
2
[𝑢, 𝑣, 𝑤], para isso veja que

como o produto vetorial triplo é antissimétrico basta considerar 𝑢, 𝑣, 𝑤 sendo ortogonais,

ou seja, 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ Im(O) daí

Re(𝑢× 𝑣 × 𝑤) = ⊗ Re(𝑢(𝑣𝑤)) = ⊗⟨𝑢, 𝑣 × 𝑤⟩ = ⊗ã0(𝑣, 𝑤, 𝑢) = ⊗ã0(𝑢, 𝑣, 𝑤).

Por outro lado, Im(𝑢×𝑣×𝑤) = ⊗1
2
(𝑢(𝑣𝑤)⊗𝑤(𝑣𝑢)) = ⊗1

2
(𝑢(𝑣𝑤)+𝑤(𝑢𝑣)) = ⊗1

2
(𝑢(𝑣𝑤)⊗

(𝑢𝑣)𝑤) = ⊗1
2
[𝑢, 𝑣, 𝑤].

DeĄnição 2.2.16. Seja 𝑉 um espaço vetorial de dimensão 7. 𝜙 ∈ Λ3𝑉 é dita 𝐺2-

estrutura (ou 𝐺2-forma), se existe um isomorĄsmo 𝑉 ≍= R7 identiĄcando 𝜙 com ã0.

Exemplo 2.2.17. Sejam 𝑉 = ⟨𝑒1⟩ ⊕ C3 ≍= R7 e (æ0,Ω0) a SU(3)Űestrutura de C3, deĄna

a 𝐺2Űestrutura em 𝑉 como 𝜙0 = Re Ω0 + 𝑑𝑥1 ∧ æ0, onde

Ω0 = 𝑑𝑧1 ∧ 𝑑𝑧2 ∧ 𝑑𝑧3

æ0 =
𝑖

2
(𝑑𝑧1 ∧ 𝑑𝑧1 + 𝑑𝑧2 ∧ 𝑑𝑧2 + 𝑑𝑧3 ∧ 𝑑𝑧3).

Com 𝑧1 = 𝑥2 + 𝑖𝑥3, 𝑧2 = 𝑥4 + 𝑖𝑥5 e 𝑧3 = 𝑥6 + 𝑖𝑥7, então

Re Ω0 = 𝑑𝑥246 ⊗ 𝑑𝑥257 ⊗ 𝑑𝑥347 ⊗ 𝑑𝑥356

æ0 = 𝑑𝑥23 + 𝑑𝑥45 + 𝑑𝑥67.

Logo 𝜙0 = 𝑑𝑥123 + 𝑑𝑥145 + 𝑑𝑥167 + 𝑑𝑥246 ⊗ 𝑑𝑥257 ⊗ 𝑑𝑥347 ⊗ 𝑑𝑥356.

2.2.3 Calibrações em R7

DeĄnição 2.2.18. Seja 𝑉 um espaço vetorial com produto interno. Uma k-forma Ð ∈

Λ𝑘𝑉 é dita uma calibração se para todo k-plano orientado Þ em 𝑉 , tem-se Ð♣Þ⊘ volÞ. Os

k-planos para os quais Ð♣Þ= volÞ são chamados de k-planos calibrados.

O seguinte resultado diz que ã0 e *ã0 são calibrações de R7.
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Lema 2.2.19. i) Se 𝑢, 𝑣, 𝑤 são uma tripla de vetores ortonormais em R7, então

ã0(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 1 se, e só se, 𝑤 = 𝑢× 𝑣.

ii) Para quaisquer 𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ R7 ortonormais, temos

♣å0(𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑤)♣⊘ 1

Além disso, å0(𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑤) = 1 se, e somente se, 𝑥 = ⊗1
2
[𝑢, 𝑣, 𝑤].

Demonstração. i) Em geral para quaisquer 𝑢, 𝑣, 𝑤 ortonormais, pela equação (2.1.2) e

a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos

ã0(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ⟨𝑢× 𝑣, 𝑤⟩ ⊘ ♣𝑢× 𝑣♣♣𝑤♣= 1.

Agora suponha que ã0(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 1, então como ã0 é uma calibração temos 𝑤 =

Ú𝑢 × 𝑣 para algum Ú ∈ R, mas ã0 é linear, logo Ú = 1 e portanto 𝑤 = 𝑢 × 𝑣.

Reciprocamente, suponha que 𝑤 = 𝑢 × 𝑣 então ã0(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ⟨𝑢 × 𝑣, 𝑢 × 𝑣⟩ =

♣𝑢♣2♣𝑣♣2⊗⟨𝑢, 𝑣⟩ = 1.

ii) Sejam 𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ R7 vetores ortonormais, então pelo lema 2.2.15

♣å0(𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑤)♣= ♣⟨𝑥,
1
2

[𝑢, 𝑣, 𝑤]⟩ ⊘ ♣𝑥♣♣
1
2

[𝑢, 𝑣, 𝑤]♣⊘ ♣𝑥♣♣𝑢♣♣𝑣♣♣𝑤♣= 1.

Por outro lado, veja que å0(𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑤) = 1 se, e somente se, 𝑥 = Ú
2
[𝑢, 𝑣, 𝑤], mas

♣1
2
[𝑢, 𝑣, 𝑤]♣= 1, logo ♣Ú♣= 1 e daí 𝑥 = ∘1

2
[𝑢, 𝑣, 𝑤], mas pela linearidade de å0,

å0(𝑥, 𝑢, 𝑣, 𝑤) = 1 se, somente se, 𝑥 = ⊗
1
2

[𝑢, 𝑣, 𝑤].

Exemplo 2.2.20. i) Para 𝑉 = C3, æ0 = 𝑖
2
(𝑑𝑧1 ∧ 𝑑𝑧1 + 𝑑𝑧2 ∧ 𝑑𝑧2 + 𝑑𝑧3 ∧ 𝑑𝑧3) é uma

calibração de 𝑉

æ0 = 𝑑𝑥23 + 𝑑𝑥45 + 𝑑𝑥67 = 𝑒1yã0

pois é contração de ã0 que é uma calibração.

ii) Dado Þ ⊆ C3 um plano de dimensão real 2. Considere ⟨𝑒1⟩ ⊕ Þ ⊆ R7, então

𝜙0♣⟨𝑒1⟩⊕Þ = Re Ω0♣⟨𝑒1⟩⊕Þ+𝑑𝑥1 ∧ æ0♣⟨𝑒1⟩⊕Þ

= æ0♣Þ

logo ⟨𝑒1⟩ ⊕ Þ é calibrado por 𝜙0 se e somente se Þ é calibrado por æ0.
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DeĄnição 2.2.21. Um 3-plano orientado em R7 calibrado por ã0 é chamado de plano

associativo.

Proposição 2.2.22. i) Um 3-plano Þ é associativo se, e somente se, o associador

restrito a Þ é zero.

ii) Qualquer 2-plano está contido num único 3-plano associativo.

Demonstração. i) Para quaisquer 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ Þ temos que

ã0(𝑢, 𝑣, 𝑤)2 +
1
4

♣[𝑢, 𝑣, 𝑤]♣2= ♣𝑢 ∧ 𝑣 ∧ 𝑤♣2,

logo temos que ã0♣Þ= vol♣Þ se, e somente se, [𝑢, 𝑣, 𝑤] = 0 para todo 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ Þ.

ii) Considere um 2-plano com base ortonormal 𝑢 e 𝑣, logo SpanR(𝑢, 𝑣, 𝑢 × 𝑣) é um

3-plano associativo que contém SpanR(𝑢, 𝑣). Agora, suponha que existe Þ, plano

associativo contendo SpanR(𝑢, 𝑣) e escolha 𝑢, 𝑣, 𝑤 base ortonormal de Þ, logo pelo

lema 2.2.19 como ã0(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 1 então 𝑤 = 𝑢× 𝑣.

2.3 𝐺2-Variedades

Seja 𝑀 uma variedade orientável de dimensão 7. Fixada uma orientação em

𝑀 , para cada 𝑚 ∈ 𝑀 deĄna Λ3
+𝑇𝑚𝑀 como o subconjunto das 3-formas 𝜙𝑚 ∈ Λ3𝑇𝑚𝑀

para as quais existe um isomorĄsmo orientável entre 𝑇𝑚𝑀 e R7 identiĄcando 𝜙𝑚 com ã0.

Dizemos que uma 3-forma 𝜙 em 𝑀 é positiva se 𝜙𝑚 ∈ Λ3
+𝑇𝑚𝑀 para todo 𝑚 ∈ 𝑀 .

DeĄnição 2.3.1. Seja 𝑀 variedade diferenciável orientável de dimensão 7, 𝜙 uma 3-

forma diferenciável em 𝑀 , abusando da notação 𝑔 vai denotar a métrica associada a 𝜙.

Chamamos de 𝐺2-estrutura ao par (𝜙, 𝑔) tal que para cada 𝑚 ∈ 𝑀 , (𝜙𝑚, 𝑔𝑚) satisfaz a

deĄnição 2.2.16.

Observe que como 𝑔 é identiĄcada com 𝑔0 = ⟨≤, ≤⟩ via o isomorĄsmo 𝑓𝑚 :

𝑇𝑚𝑀 ⊃ R7 então temos que para cada 𝑚 ∈ 𝑀 , 𝑔𝑚 é uma forma bilinear simétrica e

positiva deĄnida, pois 𝑔0 também satisfaz estas propriedades e 𝑓𝑚 é um isomorĄsmo.

Além disso 𝑔𝑚 é suave, já que dado um sistema de coordenadas (𝑈, (𝑥1, ..., 𝑥7)) centrado

em 𝑚 tem-se 𝑔𝑖𝑗 = 𝑔𝑚( 𝜕
𝜕𝑥i
, 𝜕
𝜕𝑥j

) = ⟨𝑓𝑚( 𝜕
𝜕𝑥i

), 𝑓𝑚( 𝜕
𝜕𝑥i

)⟩ logo como 𝑓𝑚 é linear então 𝑔𝑖𝑗 é

suave em 𝑚 para 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 7 e observe que a deĄnição de 𝑔𝑚 não depende da escolha de

coordenadas1. Usando o teorema de Levi-Civita obtemos o seguinte resultado.

1Outra forma de definir a métrica g é via G-estruturas; ou seja, usar que G2 ⊆ Gl(7) e redução do
fibrado(vide Proposição 2.6.5, [10]).
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Proposição 2.3.2. Uma 𝐺2-estrutura 𝜙 induz uma métrica riemanniana 𝑔𝜙 em M, e por-

tanto também induz uma conexão de Levi-Civita, i.e. uma conexão simétrica e compatível

com a métrica riemanniana.

Dada uma 𝐺2-estrutura (𝜙, 𝑔) e ∇ a conexão de Levi-Civita de 𝑔. ∇𝜙 é cha-

mada a torção de (𝜙, 𝑔), e dizemos que (𝜙, 𝑔) é livre de torsão se ∇𝜙 = 0.

Observação 2.3.3. Em [10] é deĄnido o conceito de 𝐺-estrutura:

DeĄnição 2.3.4. Seja 𝑀 uma variedade de dimensão n e 𝑃Gl(𝑀) o Ąbrado de bases de

𝑀 com Ąbra atípica Gl(𝑛,R). Seja 𝐺 subgrupo de Lie de Gl(𝑛,R) então uma 𝐺-estrutura

em 𝑀 é um subĄbrado principal 𝑄 de 𝑃Gl(𝑀) com Ąbra 𝐺.

No caso de 𝐺 = 𝐺2 as deĄnições 2.3.1 e 2.3.4 estão relacionadas da seguinte

maneira: dado Þ : 𝑃 = 𝑃Gl(𝑀) ⊃ 𝑀 Ąbrado de bases, observe que para cada 𝑚 ∈ 𝑀 ,

Þ⊗1(𝑚) é o conjunto de isomorĄsmos entre 𝑇𝑚𝑀 e R7. Seja 𝜙 uma 3Űforma positiva em

𝑀 e 𝑄 ⊆ 𝑃 como

𝑄 = ¶𝑓 ∈ 𝑃 ♣ ∀𝑚 ∈ 𝑀, 𝑓𝑚 ∈ Þ⊗1(𝑚) 𝑒 𝑓*
𝑚ã0 = 𝜙𝑚♢,

então Þ : 𝑄 ⊃ 𝑀 é um subĄbrado principal com Ąbra 𝐺2 (onde Þ = Þ♣𝑄); de fato, existe

uma ação de grupo de 𝐺2 sobre 𝑄

≤ : 𝑄×𝐺2 ⊃ 𝑄

deĄnida para cada 𝑚 ∈ 𝑀 como (𝑓 ≤ 𝑔)𝑚 = 𝑔⊗1 ◇ 𝑓𝑚; veja que a aplicação está bem

deĄnida pois para cada 𝑚 ∈ 𝑀 , (𝑓 ≤ 𝑔)𝑚 identiĄca ã0 com 𝜙𝑚, de fato [(𝑓 ≤ 𝑔)𝑚]*ã0 =

(𝑔⊗1 ◇ 𝑓𝑚)*ã0 = 𝑓 *
𝑚 ◇ (𝑔⊗1)*ã0 = 𝑓𝑚ã0 = 𝜙𝑚. Por último veja que ≤ é ação de grupo:

• Seja 𝑒 ∈ 𝐺2 a identidade, então temos que 𝑓 ≤ 𝑒 = 𝑓 para todo 𝑓 ∈ 𝑄, pois para todo

𝑚 ∈ 𝑀 (𝑓 ≤ 𝑒)𝑚 = 𝑒 ◇ 𝑓𝑚 = 𝑓𝑚.

• ∀ℎ, 𝑔 ∈ 𝐺2 e ∀𝑚 ∈ 𝑀 [(𝑓 ≤ 𝑔) ≤ ℎ]𝑚 = ℎ⊗1 ◇ (𝑔⊗1 ◇ 𝑓𝑚) = (𝑔ℎ)⊗1 ◇ 𝑓𝑚 = [𝑓 ≤ (𝑔ℎ)]𝑚.

Logo Þ⊗1(Þ(𝑓)) = ¶𝑓 ≤ 𝑔 ♣ 𝑔 ∈ 𝐺2♢ = 𝑓 ≤𝐺2 e para ver que 𝑄 tem estrutura de variedade a

ideia é similar com a usada no exemplo 1.1.3. Reciprocamente, se 𝑄 é uma 𝐺2-estrutura

no sentido da deĄnição 2.3.4 então, como ã0, å0 e ⟨≤, ≤⟩ são invariantes pela ação de 𝐺2,

os elementos de 𝑄 podem ser usados para deĄnir 𝜙 3-forma, *𝜙 4-forma e 𝑔𝜙 métrica

em 𝑀 , correspondentes com ã0, å0 e ⟨≤, ≤⟩ respectivamente. E para que 𝜙 seja uma 𝐺2-

estrutura (positiva) é necessário e suĄciente que 𝑄 seja um subĄbrado orientado. Ou seja,

existe uma correspondência biunívoca entre 𝜙 3-forma positiva e 𝐺2-estruturas orientadas.
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Em seguida, vamos deĄnir brevemente o que é o grupo de holonomia de uma

variedade riemanniana 𝑀 . Seja 𝑀 uma variedade riemanniana conexa e ∇ a conexão aĄm

(em nosso caso, conexão de Levi-Civita), considere a curva diferenciável Ò : [0, 1] ⊃ 𝑀

e 𝑉 um campo de vetores ao longo de Ò, 𝑉 é chamado paralelo (ao longo de Ò) se

∇Ò′(𝑡)𝑉 (Ò(𝑡)) = 0 para todo 𝑡 ∈ [0, 1], a partir desta equação diferencial ordinária de

primeira ordem se obtém o seguinte resultado: Se 𝑣 é um vetor tangente a 𝑀 no ponto

Ò(0), então existe um único campo de vetores 𝑉 (𝑡) paralelo ao longo de Ò, tal que 𝑉 (0) = 𝑣,

𝑉 (𝑡) é chamado de transporte paralelo de 𝑣 ao longo de Ò (vide Capítulo 2, proposição

2.6 [5]).

DeĄnição 2.3.5. Sejam 𝑀 uma variedade riemanniana, Ò : [0, 1] ⊃ 𝑀 curva diferen-

ciável tal que Ò(0) = 𝑥 e Ò(1) = 𝑦, onde 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 . Dado 𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀 deĄna o mapa linear

𝑃Ò : 𝑇𝑥𝑀 ⊃ 𝑇𝑦𝑀 , com 𝑃Ò(𝑣) = 𝑉 (1), este mapa é chamado transporte paralelo ao longo

de Ò.

O transporte paralelo possui algumas propriedades importantes. Primeiro veja

que 𝑃Ò é linear: considere 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑇Ò(0)𝑀 , Ú ∈ R e 𝑉 e 𝑊 campos paralelos a Ò tais que

𝑉 (0) = 𝑣 e 𝑊 (0) = 𝑤

∇Ò′(𝑡)(𝑉 +𝑊 )(𝑡) = ∇Ò′(𝑡)𝑉 (𝑡) + ∇Ò′(𝑡)Ú𝑊 (𝑡) = 0

∇Ò′(𝑡)(Ú𝑉 )(𝑡) = Ú∇Ò′(𝑡)𝑉 (𝑡) = 0

assim 𝑉 +𝑊 e Ú𝑉 são campos paralelos a Ò logo

𝑃Ò(𝑣 + Ú𝑤) = (𝑉 + Ú𝑊 )(1) = 𝑉 (1) + Ú𝑊 (1) = 𝑃Ò(𝑣) + Ú𝑃Ò(𝑤).

Por outro lado, considere 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀 e Ð e Ñ curvas diferenciáveis em 𝑀 com Ð(0) = 𝑥,

Ð(1) = Ñ(0) = 𝑦 e Ñ(1) = 𝑧, deĄna os curvas Ð⊗1 e ÑÐ como

Ð⊗1(𝑡) = Ð(1 ⊗ 𝑡)

ÑÐ(𝑡) =

∏︁
⨄︁
⎩

Ð(2𝑡) se 0 ⊘ 𝑡 ⊘ 1
2

Ñ(2𝑡⊗ 1) se 1
2

⊘ 𝑡 ⊘ 1.

Ð⊗1 e ÑÐ são curvas diferenciáveis (no caso de ÐÑ pode ser diferenciável por partes) tais

que Ð⊗1(0) = 𝑦, Ð⊗1(1) = ÑÐ(0) = 𝑥 e ÑÐ(1) = 𝑧. Suponha 𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀 e 𝑃Ð(𝑣) = 𝑤 ∈ 𝑇𝑦𝑀 .

Então existe um único campo paralelo 𝑉 com 𝑉 (0) = 𝑣 e 𝑉 (1) = 𝑤. DeĄna 𝑉 ⊗1(𝑡) =

𝑉 (1 ⊗ 𝑡) então 𝑉 ⊗1(0) = 𝑤, 𝑉 ⊗1(1) = 𝑣 e ∇(Ð⊗1)′(𝑡)𝑉
⊗1(𝑡) = 0 para todo 𝑡 ∈ [0, 1], logo

𝑃Ð⊗1(𝑤) = 𝑣, onde 𝑃Ð⊗1 é o transporte paralelo ao longo de Ð⊗1, logo 𝑃Ð⊗1 é o inverso

de 𝑃Ð. E analogamente, se 𝑃Ñ(𝑤) = 𝑢 ∈ 𝑇𝑧𝑀 , existe um único campo paralelo 𝑊 com
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𝑊 (0) = 𝑤 e 𝑊 (1) = 𝑢. DeĄna

𝑈(𝑡) =

∏︁
⨄︁
⎩

𝑉 (2𝑡) se 0 ⊘ 𝑡 ⊘ 1
2

𝑊 (2𝑡⊗ 1) se 1
2

⊘ 𝑡 ⊘ 1.

Então 𝑈(0) = 𝑣, 𝑈(1) = 𝑢 e ∇(ÑÐ)′(𝑡)𝑈(𝑡) = 0 para todo 𝑡 ∈ [0, 1] pois,

∇(ÑÐ)′(𝑡)𝑈(𝑡) =

∏︁
⨄︁
⎩

∇Ð′(2𝑡)𝑉 (2𝑡) se 0 ⊘ 𝑡 ⊘ 1
2

∇Ñ′(2𝑡⊗1)𝑊 (2𝑡⊗ 1) se 1
2

⊘ 𝑡 ⊘ 1,

logo 𝑃ÑÐ(𝑣) = 𝑢 onde 𝑃ÑÐ é o transporte paralelo ao longo de ÑÐ, daí que 𝑃ÑÐ = 𝑃Ñ ◇ 𝑃Ð.

DeĄnição 2.3.6. Seja 𝑀 variedade riemanniana e Ąxe 𝑥 ∈ 𝑀 . Um laço baseado em 𝑥

é uma curva diferenciável (por partes) Ò : [0, 1] ⊃ 𝑀 com Ò(0) = Ò(1) = 𝑥. Se Ò é um

laço baseado em 𝑥 então o transporte paralelo 𝑃Ò : 𝑇𝑥𝑀 ⊃ 𝑇𝑥𝑀 é um mapa invertível,

i.e. 𝑃Ò ∈ Gl(𝑇𝑥𝑀). DeĄna o grupo de holonomia Hol𝑥(∇) de ∇ baseado em 𝑥 como

Hol𝑥(∇) := ¶𝑃Ò : Ò é um laço baseado em x♢ ⊆ Gl(𝑇𝑥𝑀).

Supondo 𝑀 conexa, considere 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 e sejam Ò : [0, 1] ⊃ 𝑀 curva diferen-

ciável por partes, com Ò(0) = 𝑥 e Ò(1) = 𝑦 e Ð um laço baseado em 𝑥, então ÒÐÒ⊗1 é

um laço baseado em 𝑦 e 𝑃ÒÐÒ⊗1 = 𝑃Ò ◇ 𝑃Ð ◇ 𝑃⊗1
Ò onde 𝑃⊗1

Ò = 𝑃Ò⊗1 . Daí, se 𝑃Ð ∈ Hol𝑥(∇)

então 𝑃Ò ◇ 𝑃Ð ◇ 𝑃⊗1
Ò ∈ Hol𝑦(∇). Logo temos a identidade

𝑃Ò Hol𝑥(∇)𝑃⊗1
Ò = Hol𝑦(∇),

isto mostra que no caso conexo o grupo de holonomia é independente do ponto base 𝑥,

assim o grupo de holonomia é um invariante global da conexão (Capítulo 2, proposição

2.2.3, [10]). Agora, como ∇ é a conexão induzida pela métrica riemanniana 𝑔 então

Hol(𝑔) = Hol(∇) e identiĄcando 𝑇𝑥𝑀 ≍= R𝑛, vamos denotar como Hol(𝑔) ⊆ Gl(𝑛,R), a

menos de conjugação.

Quando 𝑀 não é simplesmente conexa, é considerado o grupo de holonomia restrito

Hol0𝑥(∇) (a componente conexa da identidade), deĄnido como

Hol0(𝑔) := ¶𝑃Ò; Ò é um laço nulo-homotópico baseado em x♢,

analogamente Hol0𝑥(∇) é um subgrupo de Gl(𝑛,R) a menos de conjugação, que é indepen-

dente do ponto base e Hol0(𝑔) = Hol0(∇).

Se (𝑀7, 𝑔) é uma variedade riemanniana, então o grupo de holonomia Hol(𝑔)

é um subgrupo de 𝐺2 se, e somente se, existe uma 𝐺2-estrutura livre de torção tal que

𝑔 = 𝑔𝜙 (vide Capítulo 11, lema 11.5, [18]).
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DeĄnição 2.3.7. Uma 𝐺2-variedade é uma variedade 𝑀7 munida de uma 𝐺2-estrutura

(𝜙, 𝑔𝜙) livre de torção. Se Hol(𝑔𝜙) = 𝐺2 diremos que (𝑀,𝜙) possui holonomia 𝐺2.

Exemplo 2.3.8. (R7, ã0, ⟨≤, ≤⟩) é uma 𝐺2-variedade.

Exemplo 2.3.9. Seja (𝑋3, æ,Ω) uma variedade de Calabi-Yau, isto é, uma variedade

Kähler (variedade complexa com métrica hermitiana 𝑔 e uma 2-forma hermitiana fechada

æ), compacta, de dimensão 𝑛 ⊙ 2, com holonomia SU(𝑛), onde æ é a 2-forma de Kähler

e Ω a 3-forma de volume holomorfa. 𝑋3 tem holonomia SU(3) que por sua vez é isomorfo

ao estabilizador de 𝑒1 em 𝐺2

𝑆𝑡𝑎𝑏𝐺2(𝑒1) = ¶Ð ∈ 𝐺2; Ð𝑒1 = 𝑒1♢.

Como 𝑆1 é paralelizável, então 𝑋3×𝑆1 também tem holonomia SU(3), pois Hol(𝑔𝑋3×𝑆1) =

Hol(𝑔𝑋3) ⊕ Hol(𝑔𝑆1) onde a métrica em 𝑋3 × 𝑆1 é a métrica produto, então existe uma

𝐺2-estrutura em 𝑋3 ×𝑆1, ou seja, uma 3-forma 𝜙 positiva, tal que 𝑓 *ã0 = 𝜙, onde 𝑓 ∈ 𝑄

(𝑄 subĄbrado orientado do Ąbrado de referenciais 𝑃Gl(𝑋3 × 𝑆1)) e

𝜙 = Re Ω + æ ∧ 𝑑𝑡

deĄne a 𝐺2-estrutura de 𝑋3 × 𝑆1.

2.4 Subvariedades associativas

Ao longo da seção (𝑀,𝜙) é uma 𝐺2-variedade. Lembramos da deĄnição 2.2.18

que uma k-forma 𝜙 em 𝑀 é chamada uma calibração, se 𝜙 é fechada e, para cada 𝑚 ∈ 𝑀

e para cada à k-plano orientado contido em 𝑇𝑚𝑀 , tem-se 𝜙♣à⊘ volà. Uma subvariedade

orientada 𝑖 : 𝑃 ⊃˓ 𝑀 é chamada calibrada se para cada 𝑝 ∈ 𝑃 e à𝑝 = 𝑖*(𝑇𝑝𝑃 ), tem-se

𝜙♣àp
= volàp

. As subvariedades calibradas de dimensão 3 são chamadas de associativas.

Todas as subvariedades calibradas são subvariedades mínimas. No capítulo 3, proposição

3.7.2 de [10] (ou em [8]) é provado que subvariedades calibradas compactas minimizam

volume dentro de sua classe de homologia, no caso de variedades não compactas, elas

minimizam volume localmente.

Exemplo 2.4.1. Do exemplo 2.3.9, subvariedades da forma 𝐶 × 𝑆1 onde 𝐶 ⊆ 𝑋 é

uma curva holomorfa, são exemplos de subvariedades associativas de 𝑋 × 𝑆1. Para isso,

veja que a forma de Kähler æ é uma calibração e as subvariedades calibradas são curvas

holomorfas, em geral, como
æ𝑘

𝑘!
= vol𝑔
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æk

𝑘!
é uma calibração e as subvariedade calibradas são subvariedades de dimensão 𝑘.

Para cada 𝑝 ∈ 𝐶×𝑆1, 𝑇𝑝(𝐶×𝑆1) = Þ⊕ ⟨𝑣⟩, onde Þ ⊆ C3 é um 2-plano de dimensão real

(plano tangente a 𝐶) e 𝑣 um gerador do espaço tangente a 𝑆1. E como 𝜙♣𝑇p(𝐶×𝑆1)= æ♣Þ,

então 𝑇𝑝(𝐶 × 𝑆1) é calibrado por 𝜙 se, e somente se, Þ é calibrado por æ.

Lema 2.4.2. O Ąbrado normal 𝑁𝑃 de uma subvariedade associativa 𝑃 é trivial.

Demonstração. Como o posto do Ąbrado normal 𝑁𝑃 é maior que a dimensão de 𝑃 , então

𝑁𝑃 admite uma seção global não nula 𝑣, pois 𝑁𝑃 ≍= 𝐸⊕𝐿 onde 𝐸 é um Ąbrado vetorial

de posto 3 sobre 𝑃 e 𝐿 um Ąbrado de posto 1 trivial (vide Capítulo 9, Teorema 1.2, [9]).

Por outro lado, como 𝑃 tem dimensão 3 e é orientável então pelo Teorema de Thurston, o

Ąbrado tangente 𝑇𝑃 admite um referencial global 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, daí usando o produto vetorial

deĄnido em 𝑇𝑀 , pelo lema 2.2.19 temos que 𝑒𝑖 × 𝑣 ∈ Γ(𝑁𝑃 ) para 𝑖 = 1, 2, 3 portanto

𝑣, 𝑒1 × 𝑣, 𝑒2 × 𝑣, 𝑒3 × 𝑣 são um referencial global de 𝑁𝑃 .

Seja ∇ a conexão de Levi-Civita induzida pela métrica 𝑔 em 𝑀 (proposição

2.3.2). Para cada 𝑝 ∈ 𝑃 , 𝑇𝑝𝑀 = 𝑇𝑝𝑃 ⊕ 𝑁𝑝𝑃 com as respectivas projeções 𝑇𝑝𝑀 ⊃ 𝑁𝑝𝑃 ,

𝑇𝑝𝑀 ⊃ 𝑇𝑝𝑃 e, ∇⊥ e ∇𝑇 as conexões em 𝑁𝑃 e 𝑇𝑃 respectivamente.

Seja Cl(𝑃 ) o Ąbrado de Clifford associado ao Ąbrado tangente 𝑇𝑃 , pelo lema 2.2.19 𝑖),

𝑁𝑃 é um Ąbrado de Cl(𝑃 )-módulos à esquerda, isto fornece uma aplicação

Ò : 𝑇𝑃 ⊃ End(𝑁𝑃 )

deĄnida por Ò(𝑒𝑖)𝑛 := ⊗(𝑒𝑖 × 𝑛) para 𝑖 = 1, 2, 3. De fato, para 𝑒𝑖 ∈ 𝑇𝑃 com 𝑖 = 1, 2, 3 e

𝑛, ̃︀𝑛 ∈ 𝑁𝑃 , ponto a ponto temos

i) Ò está bem deĄnida, pois suponha que Ò(𝑒𝑖)𝑛 ∈ 𝑇𝑃 para 𝑒𝑖 ∈ 𝑇𝑃 e 𝑛 ∈ 𝑁𝑃 , então

podemos supor que Ò(𝑒𝑖)𝑛 = 𝑒𝑗 para 𝑖 ̸= 𝑗, logo ponto a ponto temos 𝜙(𝑒𝑗, 𝑒𝑖, 𝑛) =

𝜙(𝑛, 𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 1, daí pelo lema 2.2.19, 𝑛 = 𝑒𝑗 × 𝑒𝑖, mas 𝑒𝑖 × 𝑒𝑗 = 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑒𝑘 para 𝑖 ̸= 𝑗 ̸=

𝑘 ̸= 𝑖, onde

𝜖𝑖𝑗𝑘 =

∏︁
⨄︁
⎩

1 se (i,j,k) é uma permutação par de (1,2,3).

⊗1 se (i,j,k) é uma permutação ímpar de (1,2,3).

Logo 𝑛 ∈ 𝑇𝑃 , absurdo, portanto Ò(𝑒𝑖)𝑛 ∈ 𝑁𝑃 .

ii) Ò(𝑒𝑖)(𝑛+ ̃︀𝑛) = ⊗𝑒𝑖 × (𝑛+ ̃︀𝑛) = ⊗(𝑒𝑖 × 𝑛) ⊗ (𝑒𝑖 × ̃︀𝑛) = Ò(𝑒𝑖)𝑛+ Ò(𝑒𝑖)̃︀𝑛.

iii) Ò(𝑒𝑖 + 𝑒𝑗)𝑛 = ⊗(𝑒𝑖 + 𝑒𝑗) × 𝑛 = ⊗(𝑒𝑖 × 𝑛) ⊗ (𝑒𝑗 × 𝑛) = Ò(𝑒𝑖)𝑛+ Ò(𝑒𝑗)𝑛.

iv) Se 𝑖 ̸= 𝑗, Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑗)𝑛 = ⊗Ò(𝑒𝑖)(𝑒𝑗×𝑛) = 𝑒𝑖×(𝑒𝑗×𝑛) = ⊗𝑒𝑖×(𝑛×𝑒𝑗) = 𝑛×(𝑒𝑖×𝑒𝑗) =

⊗(𝑒𝑖 × 𝑒𝑗) × 𝑛 = Ò(𝑒𝑖 × 𝑒𝑗)𝑛.

v) Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑖)𝑛 = 𝑒𝑖 × (𝑒𝑖 × 𝑛) = ⊗⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑖⟩𝑛.



CAPÍTULO 2. GEOMETRIA DE 𝐺2-VARIEDADES 61

i) e ii) seguem da linearidade do produto vetorial, iii) segue de aplicar a antissimetria do

produto vetorial e a identidade (2.1.4) e iv) segue também da identidade (2.1.4).

DeĄnição 2.4.3. O operador de Fueter 𝐹𝑃 : Γ(𝑁𝑃 ) ⊃ Γ(𝑁𝑃 ) associado a P é deĄnido

como

𝐹𝑃 (𝑛) :=
3∑︁

𝑖=1

Ò(𝑒𝑖)∇⊥
𝑖 𝑛.

A importância do operador de Fueter radica em que ele controla as deformações

inĄnitesimais da subvariedade associativa, especiĄcamente, dado um campo de vetores

normal 𝑛 a 𝑃 , a condição para a deformação (inĄnitesimal) de 𝑃 vem dada pela condição

𝑛 ∈ ker𝐹𝑃 (vide Seção 5, Teorema 5.2, [13]), ker𝐹𝑃 é chamado espaço de deformação

inĄnitesimal.

Dada a 𝐺2-estrutura 𝜙 em 𝑀 , é possível obter uma 3-forma ä ∈ Ω3(𝑀,𝑇𝑀), identiĄcada

ponto a ponto com o associador 2.2.1, modelada pela equação 2.2.7:

𝑔𝜙(𝑢, ä(𝑣, 𝑤, 𝑧)) = 2å(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑧) ∀𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑧 ∈ 𝑇𝑀

onde å = *𝜙. A proposição 2.2.22 implica o seguinte resultado.

Proposição 2.4.4. 𝑃 ⊆ 𝑀 é associativa se, e somente se, 𝐹 (𝑃, 𝜙) := ä♣𝑃⊆ Γ(𝑁𝑃 ) é

nulo.

ä♣𝑃 é entendido como a avaliação de seções de Λ3𝑇𝑃 sobre 𝑃 e veja que de

fato ä♣𝑃 são seções de 𝑁𝑃 , pois ä é identiĄcada com o associador e pelo lema 2.2.19,

ä(𝑢,𝑤, 𝑧) é ortogonal a 𝑢,𝑤, 𝑧 ∈ 𝑇𝑝𝑃 para cada 𝑝 ∈ 𝑃 .

Como em [15], seção 5, uma deformação (inĄnitesimal) da subvariedade 𝑃 pode ser pa-

rametrizada como segue. Seja 𝑈 uma vizinhança suĄcientemente pequena da seção nula

em Γ(𝑁𝑃 ) e 𝑛 ∈ 𝑈 , considere 𝑟𝑛 : 𝑃 ⊃ 𝑀 deĄnida por 𝑟𝑛(𝑝) := exp𝑝(𝑛𝑝) onde

exp : 𝒰 ⊆ 𝑇𝑀 ⊃ 𝑀

(𝑞, 𝑣) ↦⊃ exp𝑞(𝑣)

é a aplicação exponencial em 𝑀 , observe que 𝑟𝑛 é suave, assim deformações de 𝑃 são

obtidas como 𝑃𝑛 = 𝑟𝑛(𝑃 ) para algum 𝑛 ∈ 𝑈 .
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Agora uma pergunta imediata é: 𝑃𝑛 é associativa? Dado 𝑛 ∈ Γ(𝑁𝑃 ), 𝐹 (𝑛) := 𝐹 (𝑃𝑛, 𝜙)

deĄne seções de 𝑁𝑃𝑛, como 𝑃𝑛 vem parametrizada pela aplicação exponencial

𝐹 (𝑛) := exp*
𝑛 ä(æ) (2.4.1)

onde æ é uma seção global não nula de Ω3(𝑇𝑃 ) deĄnida æ = 𝑒1 ∧ 𝑒2 ∧ 𝑒3. Assim pela

proposição 2.4.4, 𝑃𝑛 é associativa se, e só se, 𝐹 (𝑛) é nulo.

O seguinte resultado está no Capitulo 5, teorema 5.2 de [13], determina uma

correspondência biunívoca entre o conjunto de campos normais (numa vizinhança do 0)

que determinam o conjunto de subvariedades associativas obtidas por deformação de 𝑃 e

os espinores harmônicos de 𝑁𝑃 .

Proposição 2.4.5. Seja 𝐹 como em (2.4.1), deĄnida em uma vizinhança pequena da

seção nula, então (𝐹*)(0) coincide com o operador de Fueter associado a 𝑃 .

Demonstração. Pela proposição 2.4.4, 𝐹⊗1(0) representa o conjunto de subvariedades as-

sociativas obtidas como perturbação de 𝑃 , para cada 𝑛 ∈ Γ(𝑁𝑃 ), em termos do referencial

𝑛 = 𝑛4𝑒4 + 𝑛5𝑒5 + 𝑛6𝑒6 + 𝑛7𝑒7 onde 𝑛𝑖 : 𝑃 ⊃ R suave 𝑖 = 4, 5, 6, 7, logo

𝐹*(0)(𝑛) =
𝜕

𝜕𝑡
𝐹 (𝑡𝑛)♣𝑡=0

= lim
𝑡⊃0

(exp𝑡𝑛)*(ä) ⊗ ä

𝑡

= ℒ𝑛(ä)♣𝑒1∧𝑒2∧𝑒3

= (𝚤(𝑛)(𝑑ä) + 𝑑(𝚤(𝑛)ä))♣𝑒1∧𝑒2∧𝑒3 .

Mas ä é o pullback do associador, que por sua vez é uma 3-forma fechada, logo

ä também é fechada então calculando o termo restante temos

𝑑(𝚤(𝑛)ä)♣𝑒1∧𝑒2∧𝑒3 =
⎦⎤
𝜕𝑛5

𝜕𝑥1

+
𝜕𝑛6

𝜕𝑥2

⊗
𝜕𝑛7

𝜕𝑥3

⎣
𝑒4

⊗
⎤
𝜕𝑛4

𝜕𝑥1

+
𝜕𝑛6

𝜕𝑥3

+
𝜕𝑛7

𝜕𝑥2

⎣
𝑒5

⊗
⎤
𝜕𝑛4

𝜕𝑥2

⊗
𝜕𝑛5

𝜕𝑥3

⊗
𝜕𝑛7

𝜕𝑥1

⎣
𝑒6

+
⎤
𝜕𝑛4

𝜕𝑥3

+
𝜕𝑛5

𝜕𝑥2

⊗
𝜕𝑛6

𝜕𝑥1

⎣
𝑒7

⎢
· æ123

onde æ123 = 𝑓 *(𝑑𝑥123). Por outro lado, usando o produto deĄnido por (2.2.5) calculamos
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𝐹𝑃 (𝑛) em termos do referencial 𝑒𝑖, 𝑖 = 4, 5, 6, 7

Ò(𝑒1)∇⊥
1 𝑛 = ⊗

𝜕𝑛4

𝜕𝑥1

𝑒5 +
𝜕𝑛5

𝜕𝑥1

𝑒4 ⊗
𝜕𝑛6

𝜕𝑥1

𝑒7 +
𝜕𝑛7

𝜕𝑥1

𝑒6,

Ò(𝑒2)∇⊥
2 𝑛 = ⊗

𝜕𝑛4

𝜕𝑥2

𝑒6 +
𝜕𝑛5

𝜕𝑥2

𝑒7 +
𝜕𝑛6

𝜕𝑥2

𝑒4 ⊗
𝜕𝑛7

𝜕𝑥2

𝑒5,

Ò(𝑒3)∇⊥
3 𝑛 =

𝜕𝑛4

𝜕𝑥3

𝑒7 +
𝜕𝑛5

𝜕𝑥3

𝑒6 ⊗
𝜕𝑛6

𝜕𝑥3

𝑒5 +
𝜕𝑛7

𝜕𝑥3

𝑒4.

Portanto 𝐹𝑃 coincide com (𝐹*)(0)

DeĄnição 2.4.6. Seja 𝑃 ⊆ 𝑀 subvariedade associativa. 𝑃 é dita isolada se 𝐹⊗1(0) =

¶0♢, i.e. se não existem outras subvariedades associativas atingidas como deformação

inĄnitesimal de 𝑃 .

Usando o teorema da aplicação implicita (entre variedades de Banach2, se

obtém estrutura de variedade para 𝐹⊗1(0), a qual é modelada sobre ker(𝐷𝐹 (0)), assim

pelo teorema anterior, se ker𝐹𝑃 é nulo, então 𝑃 é uma variedade isolada.

Em seguida vamos mostrar que 𝑁𝑃 pode ser identiĄcado com um Ąbrado de

Dirac, o que por sua vez implica que 𝐹𝑃 pode ser identiĄcado com um operador tipo

Dirac. Logo, vamos concluir encontrando a fórmula de Weitzenböck para o operador de

Fueter.

2Inicialmente uma variedade topológica modelada sobre um espaço de Banach, vide Teorema 3.6 [1].



Capítulo 3

Fórmula de Weitzenböck

As duas primeiras seções deste capítulo são destinadas a lembrar alguns con-

ceitos de [12], sobre operadores de Dirac e a fórmula de Weitzenböck para um Ąbrado de

espinores qualquer. Nas duas seções restantes mostramos que o Ąbrado normal de uma

subvariedade associativa é identiĄcado com um Ąbrado de espinores, o que implica que o

operador de Fueter coincide com um operador de Dirac e em virtude desta identiĄcação

Ąnalizamos o trabalho calculando a fórmula de Weitzenböck para o operador de Fueter.

3.1 Operador e Fibrado de Dirac

DeĄnição 3.1.1. Sejam 𝑀 variedade riemanniana orientável e 𝑆 um Ąbrado de Cl(𝑀)-

módulos à esquerda sobre 𝑀 . Suponha que 𝑆 admite estrutura riemanniana e portanto

conexão de Levi-Civita ∇. DeĄnimos o operador de Dirac 𝐷 : Γ(𝑆) ⊃ Γ(𝑆) como

𝐷à =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑒𝑗 ≤ ∇𝑒j
à (3.1.1)

onde ¶𝑒1, ..., 𝑒𝑛♢ é um referencial local ortonormal de 𝑇𝑀 , ∇ a conexão em 𝑆 e ≤ o produto

de Clifford que fornece a estrutura de Cl(𝑀)-módulo. 𝐷2 é chamado laplaciano de Dirac.

Em geral, seja 𝐷 : Γ(𝑆) ⊃ Γ(𝑆) um operador diferencial de ordem 𝑟. Dados

𝑚 ∈ 𝑀 e Ý ∈ 𝑇 *
𝑚𝑀 , o símbolo principal de 𝐷 é deĄnido como àÝ(𝐷) : 𝑆𝑚 ⊃ 𝑆𝑚, dado

em coordenadas locais por

àÝ(𝐷) = 𝑖𝑟
∑︁

♣Ð♣=𝑟

𝐴Ð(𝑚)Ý♣Ð♣.

onde

𝐷 =
∑︁

♣Ð♣⊘𝑟

𝐴Ð(𝑚)
𝜕♣Ð♣

𝜕𝑥♣Ð♣
Ý =

𝑛∑︁

𝑘=1

Ý𝑘𝑑𝑥𝑘

Dizemos que 𝐷 é um operador elíptico se àÝ(𝐷) é um isomorĄsmo para todo Ý ̸= 0.

64
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Proposição 3.1.2. O operador de Dirac 𝐷 e o laplaciano de Dirac são operadores elíp-

ticos.

Demonstração. Fixe 𝑚 ∈ 𝑀 e uma base ortonormal 𝑒1, ..., 𝑒𝑛 de 𝑇𝑚𝑀 . Escolha um

sistema de coordenadas locais (𝑈,𝜙 = (𝑥1, .., 𝑥𝑛)) tais que 𝜙(𝑚) = 0 e 𝜙(𝑒𝑗) = (𝜕𝑗)0 para

𝑗 = 1, ..., 𝑛 e como 𝑇 *
𝑚𝑀

≍= 𝑇𝑚𝑀 , tem-se 𝜙(𝑒𝑗) = (𝑑𝑥𝑗)0.

Seja 𝑈𝑗 trivialização local de 𝑆 contendo 𝑚 ∈ 𝑀 , então localmente ∇𝑒j
=

(︁
𝜕
𝜕𝑥j

⎡
0
+termos

de ordem zero. Logo em 0, temos 𝐷 =
∑︀
𝑒𝑗

(︁
𝜕
𝜕𝑥j

⎡
0
+ termos de ordem zero e daí para

qualquer vetor cotangente Ý =
∑︀
Ý𝑗(𝑑𝑥𝑗)0 aplicando a deĄnição de símbolo principal

àÝ(𝐷)(𝑚) = 𝑖
∑︀𝑛
𝑗=1 𝑒𝑗Ý𝑗 = 𝑖Ý. Para 𝐷2 note que àÝ(𝐷2) = àÝ(𝐷) ◇ àÝ(𝐷) = ⊗Ý ≤ Ý = ♣♣Ý♣♣2.

Portanto, 𝐷 e 𝐷2 são elípticos.

DeĄnição 3.1.3. Um Ąbrado de Dirac sobre uma variedade riemanniana 𝑀 é um Ąbrado

de Cl(𝑀)- módulos à esquerda satisfazendo:

1) Para cada 𝑚 ∈ 𝑀 , ⟨𝑣à1, 𝑣à2⟩ = ⟨à1, à2⟩ para todo à1, à2 ∈ 𝑆𝑚 e 𝑣 ∈ 𝑇𝑚𝑀 com

𝑣2 = ⊗1.

2) Para todo 𝜀 ∈ Γ(Cl(𝑀)) e à ∈ Γ(𝑆)

∇(𝜀 ≤ à) = (∇𝜀) ≤ à + 𝜀 ≤ (∇à).

Proposição 3.1.4. O operador de Dirac em qualquer Ąbrado de Dirac é essencialmente

autoadjunto, i.e,

(𝐷à1, à2) = (à1, 𝐷à2)

para toda à1, à2 seções de 𝑆 com suporte compacto. Onde (≤, ≤) é o produto 𝐿2 induzido

pela métrica riemanniana

(à1, à2) =
∫︁

𝑀
⟨à1, à2⟩.

Demonstração. Fixe 𝑚 ∈ 𝑀 e escolha um referencial geodésico 𝑒1, ..., 𝑒𝑛 em uma vizi-

nhança 𝑈 de 𝑚, i.e, um referencial ortonormal em 𝑈 tal que (∇𝑒i
𝑒𝑗)(𝑚) = 0 em 𝑚.

Sejam à1, à2 ∈ Γ(𝑆), temos

⟨𝐷à1, à2⟩𝑚 =
𝑛∑︁

𝑗=1

⟨𝑒𝑗 ≤ ∇𝑒j
à1, à2⟩𝑚

= ⊗
𝑛∑︁

𝑗=1

⟨∇𝑒𝑗à1, 𝑒𝑗 ≤ à2⟩𝑚

= ⊗
𝑛∑︁

𝑗=1

¶𝑒𝑗⟨à1, 𝑒𝑗 ≤ à2⟩ ⊗ ⟨à1, (∇𝑒j
𝑒𝑗) ≤ à2⟩ ⊗ ⟨à1, 𝑒𝑗 ≤ ∇𝑒j

à2⟩♢𝑚

= ⊗
𝑛∑︁

𝑗=1

(𝑒𝑗⟨à1, 𝑒𝑗 ≤ à2⟩)𝑚 + ⟨à1, 𝐷à2⟩𝑚

= div(𝑉 )𝑚 + ⟨à1, 𝐷à2⟩𝑚,
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onde 𝑉 é um campo vetorial deĄnido pelo condição ⟨𝑉,𝑊 ⟩ = ⊗⟨à1,𝑊 ≤ à2⟩ para todo

campo vetorial tangente 𝑊 . Para justiĄcar a última linha da igualdade, deĄnindo div(𝑉 )

em coordenadas locais, veja

div(𝑉 )𝑚 :=
𝑛∑︁

𝑗=1

⟨∇𝑒j
𝑉, 𝑒𝑗⟩𝑚

=
𝑛∑︁

𝑗=1

¶𝑒𝑗⟨𝑉, 𝑒𝑗⟩ ⊗ ⟨𝑉,∇𝑒j
𝑒𝑗⟩♢𝑚

= ⊗
𝑛∑︁

𝑗=1

¶𝑒𝑗⟨à1, 𝑒𝑗 ≤ à2⟩♢𝑚.

Portanto, temos que ∫︁

𝑀
⟨𝐷à1, à2⟩ =

∫︁

𝑀
⟨à1, 𝐷à2⟩.

3.2 Fórmula de Weitzenböck Clássica

Começaremos fazendo algumas considerações gerais para Ąxar notação. Seja

Þ : 𝐸 ⊃ 𝑀 Ąbrado vetorial com conexão riemanniana ∇. Dados 𝑉,𝑊 campos de vetores

em 𝑀 deĄnimos

∇2
𝑉,𝑊 : Γ(𝐸) ⊃ Γ(𝐸) (3.2.1)

como ∇2
𝑉,𝑊à = ∇𝑉 ∇𝑊à ⊗ ∇∇V 𝑊à.

Lema 3.2.1. O operador (3.2.1) é tensorial nas variáveis 𝑉 e 𝑊 .

Demonstração. Sejam 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀,R), para cada 𝑚 ∈ 𝑀

∇2
𝑓𝑉,𝑔𝑊à = ∇𝑓𝑉 ∇𝑔𝑊à ⊗ ∇∇fV (𝑔𝑊 )à

= 𝑓∇𝑉 (𝑔∇𝑊à) ⊗ ∇𝑓∇V (𝑔𝑊 )à

= 𝑓 [(𝑉 𝑔)∇𝑊à + 𝑔∇𝑉 ∇𝑊à] ⊗ 𝑓∇[(𝑉 𝑔)𝑊+𝑔∇V 𝑊 ]à

= 𝑓(𝑉 𝑔)∇𝑊à + 𝑓𝑔∇𝑉 ∇𝑊à ⊗ 𝑓(𝑉 𝑔)∇𝑊à ⊗ 𝑓𝑔∇∇V 𝑊à = 𝑓𝑔∇2
𝑉,𝑊à.

Considere à ∈ Γ(𝐸), logo pelo lema anterior ∇2
≤,≤à é uma forma bilinear em

𝑇𝑀 com valores nas seções de 𝐸.

DeĄnição 3.2.2. DeĄnimos o laplaciano da conexão

∇*∇ : Γ(𝐸) ⊃ Γ(𝐸)

à ↦⊃ ⊗ tr(∇2
≤,≤à).
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Em coordenadas locais

∇*∇à = ⊗
𝑛∑︁

𝑗=1

∇2
𝑒j ,𝑒j

à. (3.2.2)

Proposição 3.2.3. O operador ∇*∇ é um operador elíptico.

Demonstração. Seguindo a ideia da prova da Proposição 3.1.2, Ąxe 𝑚 ∈ 𝑀 e 𝑒1, ..., 𝑒𝑛 um

referencial geodésico em 𝑚, localmente

∇*∇ = ⊗
⎤

𝜕2

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

⎣

0
+ 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑚 𝑧𝑒𝑟𝑜, (3.2.3)

logo para qualquer vetor cotangente Ý =
∑︀𝑛
𝑗=1 Ý𝑗𝑑𝑥𝑗 diferente de zero, temos àÝ(∇*∇) =

𝑖2
∑︀𝑛
𝑗=1 ⊗Ý2

𝑗 = ♣♣Ý♣♣2.

Proposição 3.2.4. O laplaciano da conexão ∇*∇ é um operador diferencial positivo e

essencialmente autoadjunto. Em particular

(∇*∇à1, à2) = (∇à1,∇à2) (3.2.4)

onde à1, à2 ∈ Γ(𝐸) com suporte compacto.

Demonstração. Seguindo a ideia da prova da proposição 3.1.4, Ąxe𝑚 ∈ 𝑀 e um referencial

geodésico 𝑒1, ..., 𝑒𝑛 em uma vizinhança de m, sejam à1, à2 ∈ Γ(𝐸) com suporte compacto

⟨∇*∇à1, à2⟩ = ⊗
𝑛∑︁

𝑗=1

⟨∇𝑒j
∇𝑒j

à1 ⊗ ∇∇ej
𝑒j
à2⟩

= ⊗
𝑛∑︁

𝑗=1

¶𝑒𝑗⟨∇𝑒j
à1, à2⟩ ⊗ ⟨∇𝑒j

à1,∇𝑒j
à2⟩♢

= ⊗ div(𝑉 ) + ⟨∇à1,∇à2⟩,

logo integrando sobre 𝑀 , temos (∇*∇à1, à2) = (∇à1,∇à2).

Note que se 𝑀 é compacta então ∇*∇à = 0 se, e somente se, ∇à = 0, i.e. se,

o somente se, à é uma seção globalmente paralela.

Seja 𝑆 um Ąbrado de Dirac sobre 𝑀 , deĄnamos ℛ ∈ Γ(𝑆* · 𝑆) por

ℛà =
1
2

𝑛∑︁

𝑗,𝑘=1

𝑒𝑗 ≤ 𝑒𝑘 ≤ 𝐹∇
𝑒j ,𝑒k

à (3.2.5)

onde 𝑒1, ..., 𝑒𝑛 é um referencial ortonormal, 𝐹∇
𝑒j ,𝑒k

é uma seção do Ąbrado Hom(𝑆, 𝑆) e ≤ o

produto de Cl(𝑀)-módulo.
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Proposição 3.2.5. Seja 𝑆 Ąbrado de Dirac, 𝐷2 e ∇*∇ o laplaciano de Dirac e o lapla-

ciano da conexão respectivamente, então

𝐷2 = ∇*∇ + ℛ. (3.2.6)

Demonstração. Seja 𝑚 ∈ 𝑀 e 𝑒1, ..., 𝑒𝑛 um referencial geodésico deĄnido em 𝑚 ∈ 𝑈 ⊆ 𝑀

aberto, para cada à ∈ Γ(𝑆), em 𝑚 tem-se

𝐷2à = 𝐷 ◇𝐷à =
𝑛∑︁

𝑖𝑗=1

𝑒𝑖 ≤ ∇𝑒i
(𝑒𝑗 ≤ ∇𝑒j

à)

=
𝑛∑︁

𝑖𝑗=1

𝑒𝑖 ≤ ¶∇𝑒i
𝑒𝑗 ≤ ∇𝑒j

à + 𝑒𝑗 ≤ ∇𝑒i
∇𝑒j

à♢

observe que (∇𝑒i
𝑒𝑗)𝑚 = 0, logo 𝑒𝑖 ≤ 𝑒𝑗 ≤ ∇∇ei

𝑒j
à = 0 em 𝑚, para todo 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑛. Logo,

temos

𝐷2à =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑒𝑖 ≤ 𝑒𝑗 ≤ ∇2
𝑒i,𝑒j

à

=
𝑛∑︁

𝑖=1

( 𝑒𝑖 ≤ 𝑒𝑖 ≤ ∇2
𝑒i,𝑒i

à
⏟  ⏞  

(1)

) +
𝑛∑︁

𝑖̸=𝑗

( 𝑒𝑖 ≤ 𝑒𝑗 ≤ ∇2
𝑒i,𝑒j

à
⏟  ⏞  

(2)

).

No referencial escolhido temos que em 𝑚, [𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = ∇𝑒i
𝑒𝑗 ⊗ ∇𝑒j

𝑒𝑖 = 0 e pelo

produto de Clifford 𝑒𝑖 ≤ 𝑒𝑗 + 𝑒𝑗 ≤ 𝑒𝑖 = ⊗2⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑗⟩1

(1) = ⊗
∑︁

𝑖=1

∇𝑒i
∇𝑒i

à = ∇*∇à.

(2) =
𝑛∑︁

𝑖̸=𝑗

𝑒𝑖 ≤ 𝑒𝑗 ≤ ∇2
𝑒i,𝑒j

à

=
𝑛∑︁

𝑖<𝑗

𝑒𝑖 ≤ 𝑒𝑗 ≤ ¶∇2
𝑒i,𝑒j

⊗ ∇2
𝑒j ,𝑒i

♢à

=
𝑛∑︁

𝑖<𝑗

𝑒𝑖 ≤ 𝑒𝑗 ≤ 𝐹∇
𝑒i,𝑒j

à

=
1
2

𝑛∑︁

𝑖𝑗=1

𝑒𝑖 ≤ 𝑒𝑗 ≤ 𝐹∇
𝑒i,𝑒j

à = ℛà.

A última linha tem-se do fato de que o tensor de curvatura é antissimétrico, assim 𝐹∇
𝑒i,𝑒i

à =

0 para todo 𝑖 = 1, ..., 𝑛.

Uma motivação para a fórmula de Weitzenböck é a seguinte: considere 𝑆𝑛 a

esfera unitária. 𝑆𝑛 é uma variedade Spin, pois é orientável e a segunda classe de Stiefel-
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Whitney é nula (vide Capítulo 4 [14]). Logo o operador de Dirac

𝐷 : Γ(𝑆(𝑇𝑆𝑛)) ⊃ Γ(𝑆(𝑇𝑆𝑛))

admite uma fórmula de Weitzenböck. Em particular, esta fórmula tem a seguinte forma

𝐷2 := ∇*∇ +
1
4
𝑘

onde 𝑘 é a curvatura escalar de 𝑆𝑛. Seja à uma autosseção de 𝐷, ou seja 𝐷à = Úà

onde Ú é o autovalor associado a à ̸= 0, então usando o fato de que 𝐷 é um operador

essencialmente autoadjunto e pela fórmula de Weitzenböck

(𝐷2à, à) = (∇*∇à, à) + (
1
4
𝑘à, à)

♣♣𝐷à♣♣2𝐿2 = ♣♣∇à♣♣2𝐿2+
1
4
𝑘♣♣à♣♣2𝐿2

♣Ú♣2♣♣à♣♣2𝐿2 ⊙
1
4
𝑘♣♣à♣♣2𝐿2 .

Ou seja, ♣Ú♣2⊙ 1
4
𝑘. Em certos casos é possível aplicar a fórmula de Weitzenböck para

achar estimativas inferiores para os autovalores do operador de Dirac.

3.3 Estrutura Spin no Ąbrado normal de uma subva-

riedade associativa

(𝑀,𝜙) denota uma 𝐺2-variedade e 𝑃 ⊆ 𝑀 subvariedade associativa.

Proposição 3.3.1. Como 𝑃 é associativa existe uma identiĄcação 𝑇𝑃 ≍= Λ2
+𝑁𝑃 onde

Λ2
+𝑁𝑃 são as formas autoduais.

Demonstração. Seja 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 referencial global de 𝑇𝑃 (vide lemma 2.4.2), 𝜙 a𝐺2-estrutura

associada então 𝑒1y𝜙, 𝑒2y𝜙 e 𝑒3y𝜙 restritas a 𝑁𝑃 formam uma base de Λ2
+𝑁𝑃 . De fato,

para cada 𝑝 ∈ 𝑃 𝑓 *
𝑚ã0 = 𝜙𝑚 temos

(𝑒1)𝑝yã0 = 𝑑𝑥23 + 𝑑𝑥45 + 𝑑𝑥67,

(𝑒2)𝑝yã0 = ⊗𝑑𝑥13 + 𝑑𝑥46 ⊗ 𝑑𝑥57,

(𝑒3)𝑝yã0 = 𝑑𝑥12 ⊗ 𝑑𝑥47 ⊗ 𝑑𝑥56,
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mas 𝑑𝑥𝑖𝑗♣𝑁p𝑃= 0 para cada 𝑝 ∈ 𝑃 e 𝑖 < 𝑗 com 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, logo obtemos

𝑒1y𝜙 = æ45 + æ67,

𝑒2y𝜙 = æ46 + æ75,

𝑒3y𝜙 = æ47 + æ56,

que é um referencial para Λ2
+𝑁𝑃 .

Como 𝑃 tem dimensão 3 e é orientável (pelo Teorema de Thurston), então 𝑃

admite Spin(3)-estrutura, logo existe um mapa linear

ϒ : 𝑇𝑃 ⊃ End(𝑆+)

tal que ϒ(𝑣)* + ϒ(𝑣) = 0 e ϒ(𝑣)*ϒ(𝑣) = ♣𝑣♣21. Pela proposição 3.3.1 temos deĄnido o

mapa

𝜌+ : Λ2
+𝑁𝑃 ⊃ End(𝑆+),

além disso temos que Λ2
⊗𝑁𝑃 age trivialmente em End(𝑆+) (vide capítulo 1, subseção

1.4.3), o que permite levantar a SO(4)-estrutura para uma Spin(4)-estrutura, tal que

a estrutura Spin em 𝑃 é associada pela projeção Spin(4) ≍= Spin(3) × Spin(3) em um

dos fatores. Logo 𝑁𝑃 ·R C é o produto tensorial de dois Ąbrados associados com as

representações de Spin(4), ou seja

𝑁𝑃 ·R C ≍= 𝑆+ ·C 𝑆
⊗. (3.3.1)

Em particular, 𝑁𝑃 é isomorfo com a parte real de 𝑆+ ·C 𝑆
⊗. Em resumo, por um

lado o Ąbrado de espinores 𝑆+ ·C 𝑆
⊗ fornece um Ąbrado de Dirac com ação de Clifford

Λ = ϒ · 1𝑆⊗ e conexão ∇ deĄnida

∇(à · 𝜀) = ∇+à · 𝜀+ à · ∇⊗𝜀.

Por outro lado, do capítulo anterior 𝑁𝑃 vem munido de uma ação de Clifford Ò : 𝑇𝑃 ⊃

End(𝑁𝑃 ) e de uma conexão riemanniana ∇⊥. Pelo isomorĄsmo (3.3.1), podemos identi-

Ącar a conexão Spin com a conexão induzida em 𝑁𝑃 e veriĄcar que as ações de Clifford

são as mesmas.

Cada seção à·𝜀 de 𝑆+·C𝑆
⊗, induz uma seção Ü = à*·𝜀 de Hom(𝑆+, 𝑆⊗) ≍= (𝑆+)*·C𝑆

⊗

tal que Ü(à) = à*(à) · 𝜀 = 𝜀, logo

∇Ü = ∇(à* · 𝜀)

= (∇+)*à* · 𝜀+ à* · ∇⊗𝜀,



CAPÍTULO 3. FÓRMULA DE WEITZENBÖCK 71

onde ∇Ü é seção de Hom(𝑆+, 𝑆⊗), então para cada à seção de 𝑆+

(∇Ü)(à) = (∇+)*à*(à) · 𝜀+ à*(à) · ∇⊗𝜀

= [𝑑à*(à) ⊗ à*(∇+à)] · 𝜀+ à*(à) · ∇⊗𝜀

= ⊗Ü(∇+à) + ∇⊗(Ü(à)).

Por outro lado, a conexão Spin é compatível com a conexão de Levi-Civita, ou seja

∇⊗(Γ(𝑛)à) = Γ(∇⊥𝑛)à + Γ(𝑛)∇+à (3.3.2)

onde Γ : 𝑁𝑃 ⊃ Hom𝐽(𝑆+, 𝑆⊗) é o isomorĄsmo induzido em (3.3.1), então para 𝑛 seção

de 𝑁𝑃 e à seção de 𝑆+

Γ(∇⊥𝑛) = ⊗Γ(𝑛)∇+à + ∇⊗(Γ(𝑛)à), (3.3.3)

portanto ∇⊥ coincide com a conexão Spin ∇ via o isomorĄsmo Γ.

Por último, com respeito as ações de Clifford temos

𝑇𝑃 End(𝑆+) End(𝑆+ ·C 𝑆
⊗)

End(𝑁𝑃 ·R C)

Υ

Ò

·1S−

≍=

e pelo lema de Schur Ò e ϒ são as mesmas. Com isto temos que (𝑁𝑃, Ò,∇⊥) fornece um

Ąbrado de Dirac, logo o operador de Fueter pode ser identiĄcado com um operador tipo

Dirac.

Corolário 3.3.2. Sejam 𝑃 ⊆ 𝑀 associativa e 𝐹𝑃 o operador de Fueter. 𝐹𝑃 é um operador

elíptico e essencialmente autoadjunto.

3.4 Fórmula de Weitzenböck para o operador de Fu-

eter

Proposição 3.4.1. Sejam 𝑃 ⊆ 𝑀 subvariedade associativa e 𝐹𝑃 : Γ(𝑁𝑃 ) ⊃ Γ(𝑁𝑃 ) o

operador de Fueter associado a 𝑃 então

𝐹 2
𝑃 := ∇*∇ + ℛ (3.4.1)

onde ℛ = 1
2

∑︀3
𝑖,𝑗=1 Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑗)𝐹∇⊥

𝑖𝑗 .
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Demonstração. Sejam 𝑒1, 𝑒2 e 𝑒3 referencial ortonormal de 𝑇𝑃 e 𝑛 ∈ Γ(𝑁𝑃 ), então no

ponto 𝑝 ∈ 𝑃 temos

𝐹 2
𝑃 (𝑛) =

3∑︁

𝑖,𝑗=1

Ò(𝑒𝑖)∇⊥
𝑖 (Ò(𝑒𝑗)∇⊥

𝑗 𝑛)

=
∑︁

𝑖,𝑗

Ò(𝑒𝑖)(Ò(∇𝑇
𝑖 𝑒𝑗)∇

⊥
𝑗 𝑛+ Ò(𝑒𝑗)∇⊥

𝑖 ∇⊥
𝑗 𝑛)

=
∑︁

𝑖,𝑗

Ò(𝑒𝑖)Ò(∇𝑇
𝑖 𝑒𝑗)∇

⊥
𝑗 𝑛)

⏟  ⏞  
(1)

+ Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑗)∇⊥
𝑖 ∇⊥

𝑗 𝑛)
⏟  ⏞  

(2)

onde ∇𝑇 é a conexão de Levi-Civita em 𝑃 , logo em termos do referencial ∇𝑇
𝑖 𝑒𝑗 =

∑︀3
𝑘=1 Γ𝑘𝑖𝑗𝑒𝑘 onde Γ𝑘𝑖𝑗 = ⟨∇𝑇

𝑖 𝑒𝑗, 𝑒𝑘⟩ são os símbolos de Christoffel, daí

(1) =
∑︁

𝑖𝑗𝑘

Ò(𝑒𝑖)Ò(Γ𝑘𝑖𝑗𝑒𝑘)∇
⊥
𝑗 𝑛

=
∑︁

𝑖𝑗𝑘

Γ𝑘𝑖𝑗Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑘)∇⊥
𝑗 𝑛

=
∑︁

𝑖𝑗

Γ𝑖𝑖𝑗Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑖)∇⊥
𝑗 𝑛+

∑︁

𝑗;𝑖̸=𝑘

Γ𝑘𝑖𝑗Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑘)∇⊥
𝑗 𝑛

= ⊗
∑︁

𝑖𝑗

Γ𝑗𝑖𝑖Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑖)∇⊥
𝑗 𝑛⊗

∑︁

𝑗;𝑖̸=𝑘

Γ𝑗𝑖𝑘Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑘)∇⊥
𝑗 𝑛 ⟨∇𝑇

𝑖 𝑒𝑗, 𝑒𝑘⟩ + ⟨𝑒𝑗,∇
𝑇
𝑖 𝑒𝑘⟩ = 0

=
∑︁

𝑖𝑗

Γ𝑗𝑖𝑖∇
⊥
𝑗 𝑛⊗

∑︁

𝑗;𝑖<𝑘

Γ𝑗[𝑖,𝑘]Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑘)∇⊥
𝑗 𝑛 Γ𝑗[𝑖,𝑘] = ⟨[𝑒𝑖, 𝑒𝑘], 𝑒𝑗⟩

=
∑︁

𝑖

∇⊥∑︀
j

Γj
ii
𝑒j
𝑛⊗

∑︁

𝑖<𝑘

Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑘)∇⊥∑︀
j

Γj

[i,k]
𝑒j
𝑛

=
∑︁

𝑖

∇⊥
∇T

i
𝑒i
𝑛⊗

∑︁

𝑖<𝑘

Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑘)∇⊥
[𝑒i,𝑒k]𝑛

(2) =
∑︁

𝑖

Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑖)∇⊥
𝑖 ∇⊥

𝑖 𝑛) +
∑︁

𝑖̸=𝑗

Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑗)∇⊥
𝑖 ∇⊥

𝑗 𝑛

=
∑︁

𝑖

Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑖)∇⊥
𝑖 ∇⊥

𝑖 𝑛+
∑︁

𝑖̸=𝑗

Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑗)∇⊥
𝑖 ∇⊥

𝑗 𝑛

= ⊗
∑︁

𝑖

∇⊥
𝑖 ∇⊥

𝑖 𝑛+
∑︁

𝑖<𝑗

Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑗)(∇⊥
𝑖 ∇⊥

𝑗 ⊗ ∇⊥
𝑗 ∇⊥

𝑖 )𝑛.

Por último, juntando (1) e (2) tem-se

(1) + (2) = ⊗
∑︁

𝑖

(∇⊥
𝑖 ∇⊥

𝑖 ⊗ ∇⊥
∇T

i
𝑒i

)𝑛+
∑︁

𝑖<𝑘

Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑘)(∇⊥
𝑖 ∇⊥

𝑘 ⊗ ∇⊥
𝑘 ∇⊥

𝑖 ⊗ ∇⊥
[𝑒i,𝑒k])𝑛

= ∇*∇𝑛+
∑︁

𝑖<𝑘

Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑘)𝐹∇⊥

𝑖𝑘 𝑛 = ∇*∇𝑛+
1
2

∑︁

𝑖,𝑘

Ò(𝑒𝑖)Ò(𝑒𝑘)𝐹∇⊥

𝑖𝑘 𝑛.
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Lema 3.4.2. Sejam 𝑃 subvariedade associativa e 𝐹𝑃 o operador de Fueter, então o ope-

rador ℛ da equação (3.4.1) é dado pela fórmula

ℛ :=
1
4
𝑘 + 𝜌(𝐹⊗) (3.4.2)

onde 𝜌 = 𝜌· 1𝑆⊗.

Demonstração. Como ∇ em coincide com a conexão induzida por ∇⊥ vamos calcular

𝐹∇ em vez de calcular 𝐹∇⊥

. Agora como ∇ = ∇+ · 1𝑆⊗ + 1𝑆+ · ∇⊗, então 𝐹∇ =

𝐹+ ·1𝑆⊗ +1𝑆+ ·𝐹⊗, onde 𝐹+ é a curvatura induzida por ∇+ e 𝐹⊗ a curvatura induzida

por ∇⊗. Com isto para à · 𝜀 seção de 𝑆+ ·C 𝑆
⊗

ℛ(à · 𝜀) =
1
2

∑︁

𝑖𝑗

(ϒ · 1𝑆⊗)(𝑒𝑖)(ϒ · 1𝑆⊗)(𝑒𝑗)𝐹∇
𝑖𝑗 (à · 𝜀)

=
1
2

∑︁

𝑖𝑗

(ϒ · 1𝑆⊗)(𝑒𝑖)(ϒ · 1𝑆⊗)(𝑒𝑗)(𝐹+
𝑖𝑗 à · 𝜀+ à · 𝐹⊗

𝑖𝑗 𝜀)

=
1
2

∑︁

𝑖𝑗

(ϒ(𝑒𝑖)ϒ(𝑒𝑗)𝐹+
𝑖𝑗 à) · 𝜀

⏟  ⏞  
(𝑎)

+
1
2

∑︁

𝑖𝑗

(ϒ(𝑒𝑖)ϒ(𝑒𝑗)à) · 𝐹⊗
𝑖𝑗 𝜀).

⏟  ⏞  
(𝑏)

Denote por 𝑅𝑙
𝑖𝑗𝑘 = ⟨𝐹∇

𝑖𝑗 (𝑒𝑘), 𝑒𝑙⟩, onde 𝐹∇ é a curvatura correspondente à conexão ∇ em

𝑇𝑃 ⊃ 𝑃 . Para o primeiro termo

(𝑎) =
1
8

∑︁

𝑖𝑗𝑘𝑙

𝑅𝑙
𝑖𝑗𝑘ϒ(𝑒𝑖)ϒ(𝑒𝑗)ϒ(𝑒𝑘)ϒ(𝑒𝑙)à

=
1
8

∑︁

𝑙

⎤ ∑︁

𝑖𝑗,(𝑖=𝑘)

𝑅𝑙
𝑖𝑗𝑖ϒ(𝑒𝑖)ϒ(𝑒𝑗)ϒ(𝑒𝑖)

+
∑︁

𝑖𝑗,(𝑗=𝑘)

𝑅𝑙
𝑖𝑗𝑗ϒ(𝑒𝑖)ϒ(𝑒𝑗)ϒ(𝑒𝑗) antissimetria de 𝑅𝑙

𝑖𝑗𝑘

+
1
3

∑︁

𝑖̸=𝑗 ̸=𝑘 ̸=𝑖

(𝑅𝑙
𝑖𝑗𝑘 +𝑅𝑙

𝑗𝑘𝑖 +𝑅𝑙
𝑘𝑖𝑗)ϒ(𝑒𝑖)ϒ(𝑒𝑗)ϒ(𝑒𝑘)

⎣
ϒ(𝑒𝑙)à e de ϒ(𝑒𝑖)ϒ(𝑒𝑗)ϒ(𝑒𝑘)

=
1
8

∑︁

𝑙

⎤∑︁

𝑖𝑗

𝑅𝑙
𝑖𝑗𝑖ϒ(𝑒𝑗) ⊗

∑︁

𝑖𝑗

𝑅𝑙
𝑖𝑗𝑗ϒ(𝑒𝑖)

⎣
ϒ(𝑒𝑙)à lei de Bianchi

=
1
4

∑︁

𝑖𝑗𝑙

𝑅𝑙
𝑖𝑗𝑖ϒ(𝑒𝑗)ϒ(𝑒𝑙)à

=
1
8

∑︁

𝑖𝑗𝑙

𝑅𝑙
𝑖𝑗𝑖(ϒ(𝑒𝑗)ϒ(𝑒𝑙) + ϒ(𝑒𝑙)ϒ(𝑒𝑗))à 𝑅𝑙

𝑖𝑗𝑖 = 𝑅𝑗
𝑖𝑙𝑖

=
1
4

∑︁

𝑖𝑗𝑙

𝑅𝑙
𝑖𝑗𝑖Ó

𝑙
𝑗à =

1
4

∑︁

𝑖𝑗

𝑅𝑗
𝑖𝑗𝑖à =

1
4
𝐾à ϒ(𝑒𝑗)ϒ(𝑒𝑙) + ϒ(𝑒𝑙)ϒ(𝑒𝑗) = 2Ó𝑙𝑗
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Com respeito ao termo restante, observe que ϒ (como também Ò) induz um mapa

𝜌 : Λ2𝑇𝑃 ⊃ End(𝑆+)

deĄnido

𝜌(
∑︁

𝑖𝑗

Ö𝑖𝑗𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗) =
∑︁

𝑖𝑗

Ö𝑖𝑗ϒ(𝑒𝑖)ϒ(𝑒𝑗)

com isso considere a extensão

𝜌 : Λ2𝑇𝑃 ⊃ End(𝑆+ ·C 𝑆
⊗) (3.4.3)

deĄnida por

𝜌(
∑︁

𝑖𝑗

Ö𝑖𝑗𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗) =
∑︁

𝑖𝑗

Ö𝑖𝑗(ϒ(𝑒𝑖)ϒ(𝑒𝑗) · 1𝑆⊗)

ou seja, 𝜌 = 𝜌+ · 1𝑆⊗ , com isso

(𝑏) =
1
2

∑︁

𝑖𝑗

(ϒ(𝑒𝑖)ϒ(𝑒𝑗) · 𝐹 𝑆⊗

𝑖𝑗 )(à · 𝜀)

=
1
2

∑︁

𝑖𝑗

(ϒ(𝑒𝑖)ϒ(𝑒𝑗) · 𝐹⊗
𝑖𝑗 1𝑆⊗)(à · 𝜀)

=
1
2
𝜌(

∑︁

𝑖𝑗

𝐹⊗
𝑖𝑗 𝑒𝑖 ∧ 𝑒𝑗)(à · 𝜀)

= 𝜌(𝐹⊗)(à · 𝜀).

Juntando a proposição 3.4.1 e o lema 3.4.3 obtemos o seguinte resultado.

Proposição 3.4.3 (Fórmula de Weitzenböck para o operador de Fueter). Sejam 𝑃 sub-

variedade associativa e 𝐹𝑃 o operador de Fueter, então a fórmula de Weitzenböck para 𝐹𝑃

é

𝐹 2
𝑃 = ∇*∇ +

1
4
𝑘 + 𝜌(𝐹⊗). (3.4.4)

Onde 𝑘 é a curvatura escalar de 𝑃 , 𝐹⊗ é a curvatura associada ao Ąbrado 𝑆⊗ de 3.3.1,

e 𝜌 é a extensão 𝜌+ · 1𝑆⊗.
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