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RESUMO

Neste trabalho estudamos sistemas dinamicos suaves por partes, dando énfase
a uma classe de sistemas que sao lineares em infinitas zonas do plano, com o objetivo
de analisar a estabilidade assintotica de um ponto singular e a estabilidade estrutural de
campos vetoriais dentro dessa classe.

No primeiro caso, consideramos as zonas como sendo quadrados abertos de area
unitaria e definimos em cada quadrado um campo linear homogéneo, definindo no plano
um campo vetorial descontinuo. Para este campo, estabelecemos condigoes suficientes para
que a origem seja globalmente assintoticamente estavel.

No segundo caso, consideramos a divisao do plano em uma malha retangular
nao uniforme e definimos um campo vetorial polinomial que, quando restrito ao interior
de cada zona, ¢é linear e nao-homogéneo. Para esta classe de campos descontinuos, esta-
belecemos condicoes suficientes para que o campo seja estruturalmente estavel.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Suaves por Partes. Estabilidade Assintotica. Es-
tabilidade Estrutural.



ABSTRACT

In this work we study piecewise smooth dynamical systems, in particular a class
of planar systems with infinitely many zones, to obtain some results on the asymptotic
stability of a singular point and the structural stability of vector fields in this class of
dynamical systems.

In the first case, we consider the zones as open unitary squares and we define
in each square a linear homogeneous vector field, giving rise to a discontinuous vector
field. We establish sufficient conditions such that the origin is globally asymptotic stable,
for this class of dynamical systems.

In the second case, we consider the plane divided into a non-uniform rectan-
gular mesh and we define a polynomial vector field that is linear and non-homogeneous
in each retangle. We study the structural stability for this class of vector fields.

Keywords: Piecewise Smooth Differential Equations. Structural Stability. Asymptotic
Stability.
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INTRODUCAO

A Teoria dos Sistemas Dinamicos Suaves por Partes é um assunto que tem
recebido muita atenc¢ao nos tltimos anos (veja por exemplo [13]). Enquanto os sistemas
dinamicos suaves (de classe C*) ja possuem uma teoria solida desde a década de 60,
incluindo resultados importantes sobre estabilidade estrutural (veja [14]), somente nas
duas ultimas décadas os sistemas dindmicos suaves por partes foram estudados de um
ponto de vista matematico.

Considerando as aplicagoes existentes, o estudo formal dos sistemas dinamicos
suaves por partes (ou descontinuos) comecou com o caso dos sistemas planares lineares
por partes, ou entao no caso um pouco mais geral de sistemas planares polinomiais por
partes, porém cuja descontinuidade estava sobre uma reta. Nesse sentido, os primeiros
resultados solidos sobre estabilidade estrutural e bifurcacoes podem ser encontrados em
[7].

Paralelamente, alguns autores comecaram a abordar situagoes mais gerais,
como sistemas suaves por partes definidos em variedades, como podemos ver em [2],
sistemas planares com duas linhas de descontinuidade ou sistemas tridimensionais des-
continuos sobre um ou mais planos, conforme [10]. Além disso, muita énfase foi dada ao
estudo da existéncia de ciclos limite para tais sistemas, devido a forte relagao com a teoria
de controle, como visto em [1].

Nesta dissertacao, estudamos dois casos relevantes de sistemas suaves por par-
tes. No primeiro caso, estudamos uma classe de sistemas suaves por partes, que sao lineares
no interior de infinitos quadrados unitarios no plano R%. Temos o campo definido em R?
com excecao do conjunto dos pontos nas fronteiras dos quadrados, que denotamos por S,
e estabelecemos condicoes para que a origem seja globalmente assintoticamente estavel.
No segundo caso, dividimos o plano em uma malha nao uniforme (I, A) e definimos um
campo vetorial polinomial que, restrito ao interior de cada zona da malha, é linear nao-
homogéneo. Denotamos por Zr A 0 espago de todos os campos desta forma e apresentamos
condigoes para que um campo em Zr A seja estruturalmente estavel.

O estudo de sistemas suaves por partes cuja regiao de descontinuidade é uma
malha, seja finita ou infinita, introduz um complicador extra na teoria. A convencao de
Filippov precisa ser aplicada varias vezes, e o procedimento de regularizacao (em particular
a regularizagao de Sotomayor-Teixeira) nao tem aplica¢ao tao imediata.

Os principais resultados que demonstramos nesta dissertacao sao estao a seguir
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Teorema A: Seja X um campo velorial descontinuo Hurwitz em R?\ S, isto é, todos os
autovalores da matriz jacobiana DF(x) tém parte real negativa em cada ponto v € R?
com 0(X) < 0, onde §(X) € o supremo da parte real dos autovalores das matrizes que
definem o campo X no interior de cada quadrado de drea unitdria no plano. Entao, a
ortgem € globalmente assintoticamente estdavel para X.

Teorema B: Para o conjunto X a dos campos vetoriais que satisfazem as condigoes
apresentadas por Garcia e Sotomayor em [15] de (', A)-singularidades, de (I, A)-drbitas
periddicas e nao possuem (I') A)-conexdes de separatrizes, valem as sequintes afirmagoes:

1. Ypa € aberto em Zr a,
2. Yra € denso em Zpa,

3. Todo X € X a € estruturalmente estdvel.

O Teorema A se encontra em [11] e o Teorema B pode ser visto em [15] e na
dissertacao |[8].

A estrutura desta dissertacao é dada da seguinte forma. No Capitulo 1, exibi-
mos as ferramentas necessérias para a demonstracao dos teoremas acima. No Capitulo 2,
descrevemos com detalhes um campo vetorial definido em R?\ S e apresentamos algumas
defini¢oes e resultados importantes para a demonstracao do Teorema A. Ja no Capitulo 3,
descrevemos os campos vetoriais pertencentes a =r a, estudamos as singularidades, érbitas
periddicas e conexoes de separatrizes para estes campos, definimos quais sao as condicoes
mencionadas no Teorema B e apresentamos uma demonstracao deste resultado.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

Este capitulo tem como objetivo apresentar algumas nocoes e ferramentas que
sao importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

Na primeira secao, estudamos Sistemas de Filippov, com base nas referéncias
[5], [7] e |9]. O comportamento genérico local desses sistemas é abordado na segunda
secao, na qual também estudamos a estabilidade estrutural destes sistemas. A terceira
secao trata da regularizacao de campos vetoriais lineares por partes, desenvolvida por
Teixeira e Sotomayor em [11] e [16]. Nas duas se¢oes seguintes enunciamos o Teorema de
Lyapunov e o Teorema de Poincaré-Bandixon, que podem ser vistos em [3] e [20]. Por fim,
na ultima se¢ao exibimos a Compactificagdo de Poincaré para a qual 6] e [19] sdo boas
referéncias.

1.1 Sistemas de Filippov

Nesta secao, abordamos os conceitos basicos em Sistemas Dinamicos por Par-
tes, também conhecidos por Sistemas de Filippov. O estudo da dindmica nesses sistemas
nao pode ser determinado propriamente pela teoria classica de sistemas dinamicos suaves,
por conta da existéncia de uma variedade de descontinuidade. Dessa forma, os concei-
tos sao adaptados com o intuito de manter as caracteristicas importantes existentes em
sistemas suaves.

Inicialmente, definimos trajetorias, orbitas e singularidades, exibindo alguns
exemplos para uma melhor compreensao. Em seguida, trabalhamos com separatrizes, or-
bitas periddicas e ciclos. Por fim, definimos equivaléncia topologica para esse tipo de
sistema.

1.1.1 Orbitas e Singularidades

Sejam X e Y campos vetoriais suaves definidos em um subconjunto aberto
e conexo U C R? e, sem perda de generalidade, assuma que a origem pertenca a U.
Considere f : U — R um germe de uma fungao C", com r > 1, (C" denota o conjunto das
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fungbes continuamente diferenciaveis de ordem r), para o qual 0 é valor regular. Entao,
a curva ¥ = f~1(0) N U é uma subvariedade de dimenséo 1 e divide o aberto U em dois
conjuntos abertos,

St ={(r,y) €U: f(x,y) >0} e X ={(v,y) €U: f(z,y) <0}.

Um Sistema Planar de Filippov € um campo vetorial suave por partes definido

da seguinte forma:
X , )OI
Loy - {X@0. @y e, oy
Y(z,y), (z,y)€X,

denotado por Z = (X,Y), a fim de identificar as componentes do campo. Além disso,
assumiremos que X e Y sao campos de classe CFcom k > 1em XT e ¥, respectivamente,
onde ¥* denota o fecho de X*.

Denotamos por Z* o espaco dos campos vetoriais desse tipo, que pode ser
tomado como Z*¥ = X% x X* onde, por abuso de notacdo, X* denota o conjunto dos
campos vetoriais de classe C* definidos em X+ e ¥—. Consideramos Z* com a topologia
produto C*.

Para estabelecer a dinamica dada por um campo vetorial de Filippov Z =
(X,Y) em U, precisamos definir a trajetéria local por um ponto p € U, isto é, devemos
definir o fluxo ¢.(t,p) de (1.1.1). Se p € ¥*, entdo a trajetoéria por p é dada pelos
campos X e Y de maneira usual. Porém, se p € ¥, devemos ter mais cuidado ao definir a
trajetoria. A fim de estender a defini¢ao de trajetoria para X, dividiremos a subvariedade
de descontinuidade Y no fecho de trés regides disjuntas, dependendo para onde o campo
vetorial aponta:

1. Regido de Costura: 3¢ ={p € X: X f(p) - Y f(p) > 0},
2. Regido de Deslize: 3° = {p e X: X f(p) < 0,Y f(p) > 0},
3. Regido de Escape: ¥ = {p e X: X f(p) > 0,Y f(p) < 0},

onde X f(p) = (X(p),Vf(p) e Yf(p) = (Y(p),Vf(p)) sdo as derivadas de Lie de f
com respeito ao campo X em p e de f com respeito ao campo Y em p, respectivamente.
Essas trés regides sao abertos da topologia induzida em 3 e podem ter mais que uma
componente conexa. A Figura 1.1 ilustra exemplos das trés regioes.

L, LU L
AL LAY

a) Regidao de Costura b) Regido de Deslize c¢) Regiao de Escape

Figura 1.1: Exemplos das trés regioes definidas na variedade de descontinuidade.
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Pode-se observar que ao definir as regides acima nao estamos incluindo os
pontos de tangéncia, ou seja, os pontos p € X para os quais X f(p) = 0 ou Y f(p) = 0.
Esses pontos estao nas fronteiras das regides X¢, ¥° e 3¢ que serao denotadas por 93¢,
0Y° e 0X°, respectivamente.

Observe que, se X (p) = 0, entdao X f(p) = 0, logo os pontos criticos de X em
Y também estao incluidos nos pontos de tangéncia. Agora, se X(p) # 0 e X f(p) = 0,
temos que a trajetoria de X passando por p é, de fato, tangente a X.

Podemos distinguir os tipos de tangéncias entre um campo suave e uma va-
riedade, dependendo do modo como se da o contato entre a trajetoria do campo e a
variedade. A seguir, definimos dois tipos de tangéncias.

Definicao 1.1.1. Um campo vetorial suave X possui uma dobra ou tangéncia quadrdtica
com ¥ = {(z,y) € U : f(z,y) = 0} em um ponto p € ¥ se Xf(p) =0 e X2f(p) # 0,
sendo X°f(p) = (X(p), VX f(p)).

Definicao 1.1.2. Um campo vetorial suave X possui uma cuspide ou tangéncia ciubica
com Y = {(z,y) € U : f(x,y) = 0} em um ponto p € ¥ se Xf(p) = X2f(p) =0 e
X?f(p) #0, sendo X° f(p) = (X(p), VX*f(p)).

Vamos definir a trajetéria passando por um ponto p em 3¢, 3° e X¢. Se p € X°,
os campos vetoriais X e Y apontam ambos para X7 ou X~ e, portanto, é suficiente justapor
as trajetorias de X e Y que passam por p. Agora se p € 3° U X¢, temos que 0s campos
apontam para direcoes opostas, sendo assim, nao podemos concatenar as trajetorias. Desse
modo, a 6rbita local é dada pela convencao de Filippov. Definimos assim o campo vetorial

deslizante )

Y i) - Xf(p)

Observe que Z* representa a combinagdo linear convexa de X(p) e Y(p) de modo que
Z5(p) seja tangente a X, além disso, sua trajetorias estdo contidas em ¥* ou X¢. Sendo
assim, a trajetoria por p é a trajetoria definida pelo campo vetorial deslizante em (1.1.2).
A Figura 1.2 mostra um campo vetorial deslizante da forma Z°.

Z*(p)

(Y f(p)X(p) — Xf(p)Y(p))- (1.1.2)

Figura 1.2: Campo Deslizante Z°.
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Observacao 1.1.1. Recorde que o fluxo ¢x(t,p) de um campo vetorial suave auténomo
X definido em um conjunto aberto U satisfaz

Sox(t.) = X(px(t,),

ox(0,p) =p

(1.1.3)

e esta definido para t € I C R, onde I = I(p, X) é um intervalo que depende do ponto
p € U e do campo X. Para facilitar a notacao, deixaremos implicita a dependéncia do
intervalo. Como estamos trabalhando com campos vetoriais autonomos, podemos escolher
a origem no tempo t = 0.

Definigao 1.1.3. A trajetoria local (ou solucao orbital) de um campo vetorial de Filippov
da forma (1.1.1) por um ponto p é definida da sequinte forma:

1. Parap € ¥ ep € X7, tais que X(p) # 0 e Y(p) # 0, respectivamente, as trajetorias
sao dadas por ¢z(t,p) = ox(t,p) e wz(t,p) = wy(t,p), respectivamente, para t €
I CR.

2. Para p € X°, temos dois casos:

a) Se X¢(p),Ys(p) > 0 e tomando a origem do tempo em p, a trajetoria é definida
por
ex(t,p), teln{t>0},
py(t,p), telIn{t<0}.

b) Se X;(p),Ys(p) <0 e tomando a origem do tempo em p, a trajetdria € definida
por
wy(t,p), teln{t>0j},
paltp) = § 7107 =0}
px(t,p), teln{t<o0}

3. Para p € ¥¥UXE tal que Z*(p) # 0 definimos @z(t,p) = @zs(t,p), para t € I, onde
Z*® € o campo vetorial deslizante definido em (1.1.2).

4. Para p € 02U 0YX° U0XE tal que as definicoes de trajetorias para pontos em X em
ambos os lados de p podem ser estendidas para p e coincidem, a trajetoria por p €
esta trajetoria estendida. Neste caso, chamaremos p um ponto de tangéncia reqular.

5. Para os pontos p que nao se enquadram nos itens acima, definimos @z(t,p) = p,
Vt € R. Este € o caso dos pontos de tangéncia nao regulares, chamados tangén-
cias singulares, os pontos criticos de X eY em X% e os pontos criticos do campo

deslizante Z° em 0%° U 0X°.
Definicao 1.1.4. A orbita local de um ponto p € U € o conjunto

v(p) = {pz(t,p) : t €1}

Como estamos tratando de sistemas autoénomos, utilizaremos os termos o6rbita
e trajetoria indistintamente, quando nao houver perigo de confusao.
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Observacao 1.1.2. A convencao de Filippov preserva duas das principais propriedades
dos sistemas dinamicos suaves: cada ponto pertence a uma tnica Orbita e o espaco de fase
é decomposto como a uniao disjunta de todas as érbitas. Note que existe outra convencao
sobre a estrutura das orbitas, veja [7].

Defini¢ao 1.1.5. Os pontos p € ¥° U X¢ que satisfazem Z*(p) = 0, isto €, os pontos
criticos do campo vetorial deslizante, sao chamados de pseudo-equilibrios de Z ou equili-
brios singulares. Decorre da defini¢ao de Z° que, neste caso, X(p) e Y (p) sdo linearmente
dependentes.

Ainda mais, chamaremos de pseudond estdvel qualquer ponto p € ¥° tal que
Z5(p) =0 e (Z%)(p) <0, de pseudond instavel qualquer ponto p € ¥¢ tal que Z°(p) =0 e
(Z*) (p) > 0 e de pseudo-sela qualquer ponto p € ¥° tal que Z°(p) =0 e (Z°)(p) > 0 ou
p € 3¢ tal que Z°(p) =0 e (Z°)'(p) < 0.

Definigao 1.1.6. As singularidades do Sistema de Filippov (1.1.1) sdo:

1. p € 3% tal que p € um equilibrio de X ou de Y, isto €, X(p) =0 ou Y (p) =0,

2. p € ¥°UXE tal que p é um pseudo-equilibrio, isto é, Z°(p) =0,

3. p € 0L°UIX*UOXE, isto €, os pontos p tais que X¢(p) = 0 ou Y¢(p) = 0 (tangéncias
singulares ou regulares).

Qualquer outro ponto é chamado de ponto reqular.

Em sistemas dinamicos suaves, as singularidades, sendo zeros de campos ve-
toriais, correspondem a pontos criticos e, consequentemente, a trajetoria passando por
um desses pontos é somente o proprio ponto. Todavia, em sistemas de Filippov exis-
tem singularidades (tangéncias regulares) cuja orbita v(p) # {p}. Por essa circunstancia,
classificaremos as singularidades como:

1. Singularidade Distinguida: pontos p tais que v(p) = {p}. Elas fazem o papel dos
pontos criticos nos sistemas dinamicos suaves.

2. Singularidade Nao Distinguida: pontos p € ¥ que sao pontos de tangéncia regu-
lares e entao, mesmo que eles nao sejam pontos regulares, suas o6rbitas locais sao
homeomorfas a R.

Definigao 1.1.7. Uma singularidade distinguida é um ponto p tal que v(p) = {p} e pode
ser classificada como:

1. um equilibrio de X ou de Y, isto é, X(p) = 0 ou Y (p) = 0, respectivamente, para
peEXs;

2. um pseudo-equilibrio, isto €, Z*(p) = 0, para p € X° U X¢;

3. um ponto de tangéncia singular, para p € 93¢ U 0X° U 0X°.
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As componentes X e Y do campo vetorial de Filippov Z = (X,Y) s@o de-
finidas em vizinhancas abertas de 3T e 3—, respectivamente. Entdo, como em campos
vetoriais suaves, X e Y podem possuir pontos criticos que nio pertencam a LT e 3,
respectivamente. Vamos nos referir a esses pontos criticos como pontos criticos nao ad-
missiveis, e aos pontos que sao criticos do campo vetorial de Filippov nos referiremos por
pontos criticos admissiveis. Analogamente, objetos invariantes (6rbitas periodicas, varie-
dades estaveis e instaveis) dos campos vetoriais X e Y que nio pertencem a L+ e -,
respectivamente, também serao chamados de nao admissiveis. A Figura 1.3 mostra um
exemplo de ponto critico nao admissivel.

E-i-

e
9

Figura 1.3: Exemplo de um ponto critico nao admissivel de um Sistema de Filippov:
X(p)=0compe X.

Mesmo que tenhamos escolhido a definigao de érbita que nos garante unici-
dade, um ponto p € ¥ pode pertencer ao fecho de muitas outras orbitas. Sendo assim,
adotaremos a definicao a seguir.

Defini¢ao 1.1.8. Dada uma trajetoria ¢z(t,q) € Xt UX™ e um ponto p € X, dizemos
que p € um ponto de partida de pz(t,q) se existe to < 0 tal que lini v.(t,q) = p e diremos
t—tg

que € um ponto de chegada de pz(t,q) se existe to > 0 tal que lim p(t,q) = p.

t—tg

De acordo com a Definicao 1.1.3, se p € ¥¢ entao p é um ponto de partida de
¢.(t,q) para qualquer ¢ pertencente a orbita v+ (p) = {p.(t,p) : t € I N[0,00)} e é um
ponto de chegada de ¢,(t, q) para qualquer ¢ pertencente a orbita v~ (p) = {@.(t,p) : t €
IN(—00,0]}. Assim, a érbita por um ponto p € ¥° é a unido do ponto com suas orbitas
de partida e chegada, isto é, {p} U~y (p) U~y (p)-

Exibimos agora alguns exemplos de pontos de tangéncia para ilustrar as defi-
nicoes dadas e as escolhas feitas nesta subsec¢ao. Considere U = R e f : R? — R dada por
f(z,y) = y para os exemplos a seguir.

Exemplo 1.1.1. Seja p = (0,0) e ¥ = {(z,y) € R* : y = 0} = {(z,0) € R? : z € R}.
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Considere )
X1 = ( 12 ) Y>> 07
T
(1) o
Temos que
X1 f(,0) = (Xi(,0), Vf(x,0)) = ((1,2%),(0,1)) = 2,
Xlzf(x70) - <X1(I70)aVX1f(:E70)> = ((1,$2), (2‘7770 > = 2$a
Xf‘f(a:,O) = <X1(J},O),VX12f(£C,O)> = <(1,I2), (270) =2
Mais ainda,

Y1f($,0) = <Y1(I,O),Vf($70)> = <(17 1)7 (0’ 1)) =L

Desse modo, obtemos que X f(x,0)-Y;f(z,0) = 2? = 0 se, e somente se,
x = 0. Entao, o inico ponto de tangéncia de Z; é p = (0,0) que é um ponto de cuspide de
X; com X. Além do mais, X f(x,0)-Y1 f(x,0) > 0se x # 0, logo, X\ {p} = X¢e p € Jx“.
A Figura 1.4 mostra o retrato de fase do campo Z;.

/

S
S

S

Figura 1.4: Retrato de fase do campo Z;.

Assim, de acordo com a Defini¢ao 1.1.3, a 6rbita passando por p é a uniao de
suas Orbitas de partida e chegada, como acontece com os pontos de >¢.

Exemplo 1.1.2. Sejap = (0,0) e ¥ = {(x,0) € R? : z € R}. Considere

( 1
ng( >, y >0,
2x

2
Y, = , < 0.
2 ( o ) Y
Temos que

XQf(an) = <X2(x,0),Vf(x7O)> = <(17 QJE), (0’ 1)) = 2z,
X22f(.17,0) = <X2(I,O),VX2f(ZC,O)> = <<1,2I), (270)> = 2.

Zy(w,y) = (1.1.5)
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Mais ainda,

Yo f(2,0) = (Ya(,0), Vf(2,0)) = ((2,72),(0,1)) = Tz,
Yy f(2,0) = (Ya(z,0), VY2 f(2,0)) = ((2,72), (7,0)) = 14.

Desse modo, obtemos que Xsf(z,0) - Yaf(z,0) = 1422 = 0 se, e somente se,
x = 0. Entao, o tnico ponto de tangéncia de Zy é p = (0,0) que é um ponto de dobra de
Xy e Y. Além do mais, Xof(2,0) - Yof(2z,0) > 0se x # 0, logo, X\ {p} = X% e p € 0X°.
A Figura 1.5 mostra o retrato de fase do campo Zs.

N\
\\\\\ /////

\\\\ \ ///// o

\ v/ /]
ST 777
/o

\ \\ \\\ \\\“/;/ / | Ho
]
VNN

Figura 1.5: Retrato de fase do campo Zs.

Assim, de acordo com a Definicao 1.1.3, a trajetoria passando por p é dada
Por ©z,(t,p) = ¢x,(t. p).

Exemplo 1.1.3. Sejap = (0,0) e ¥ = {(x,0) € R? : z € R}. Considere

-z
Zs(x,y) = < (1.1.6)

Temos que

X3 f(2,0) = (X3(2,0), Vf(2,0)) = ((1,—27),(0,1)) = —2*,
X3 f(2,0) = (X3(2,0), VX3 f(w,0)) = (1, —2?), (—22,0)) = —2,
ng(l’,(]) - <X3($,0),VX§f($, )> <(1 -z ) ( 2, 0)> —2.

Mais ainda,

Kif($a0) = <Y€3($,0),Vf(37,0)> = <(17 1)7 (0’ 1)) =1

Desse modo, obtemos que X5f(x,0) - Ysf(x,0) = —2? = 0 se, e somente se,
x = 0. Entao, o inico ponto de tangéncia de Z3 é p = (0,0) que é um ponto de cuspide de
X3 com Y. Mas, se z # 0, obtemos que X3f(z,0) < 0e Y3f(z,0) > 0, logo, X\ {p} = ¥°
e p € 0X°. A Figura 1.6 mostra o retrato de fase do campo Zs.
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Figura 1.6: Retrato de fase do campo Z;.

Assim, de acordo com a Defini¢do 1.1.3, a trajetoria passando por p é dada
pelo campo vetorial deslizante de Z3, que é dado por

1
1+ a2

Entao, vz, (L, p) = vz (t,p) = (1,0).
Exemplo 1.1.4. Sejap = (0,0) e ¥ = { r,0) € R? : x € R}. Considere

() e

Zy(7,y) = < (1.1.7)

= <0
4 751}‘ y Y .
\
Temos que

Xaf(2,0) = (Xa(2,0), Vf(z,0)) = (1, 22), (0, ))=233,
Xif(2,0) = (Xu(2,0), VX, f(2,0)) = ((1,22),(2,0)) =

Z5(x,0) = (1-(1, =2 + 22 (1,1)) = (1,0).

Mais ainda,

Yzlf(xo) = <}/4(x’ O)’ Vf(I,O» = ( )’ (07 1)> = —Tx,
Yff(:lf,()) = (Ya(z,0), VYif(2,0)) = <(_ —Tx),(=7,0)) = 14.

Desse modo, obtemos que X,f(z,0) - Y,f(x,0) = —142% = 0 se, e somente
se, = 0. Entdo, o tinico ponto de tangéncia de Z; é p = (0,0) que é um ponto de
dobra de X, e Y. Além do mais, se x > 0 temos que X,f(z,0) > 0 e Y f(z,0) < 0,
enquanto, se x < 0 temos que X, f(z,0) < 0e Y,f(z,0) > 0. Logo, ¥° = {(x,0) : z > 0},
Y= {(z,0) : x < 0} e p € 0¥ U0OX°. A Figura 1.7 mostra o retrato de fase do campo
Z4.

Assim, de acordo com a Definicao 1.1.3, a trajetéria passando por p é dada
pela trajetoria do campo vetorial deslizante de Z4, que é dado por

1 1
m(—7$- (1,22) — 2z - (=2, —Tx)) = <§,0) )

Entao, goz4(t,p) = @Zj(tvp) = (%70)'

Zi(x,0) =
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Figura 1.7: Retrato de fase do campo Z,.

Os exemplos acima ilustram o fato de que pontos de tangéncia regulares,
mesmo sendo singularidades, podem ser tomados como pontos regulares de ¥. Mostrare-
mos a seguir alguns exemplos de tangéncia que sao singularidades distinguidas, ou seja,
suas Orbitas sao somente as proprias singularidades. O conjunto desses pontos pode ser
classificado em trés grupos.

O primeiro grupo dos pontos de tangéncia singular é formado por pontos em
0X¢ que nao sao pontos de partida nem de chegada de nenhuma trajetéria, de modo que
as orbitas em torno desses pontos comportam-se como um foco classico.

Exemplo 1.1.5. Seja p = (0,0) e ¥ = {(x,0) € R? : z € R}. Considere

( 1
X5 = ( 9 ) s y > 07
Ys_(—x—l—ﬁ)’ y<0
\

Temos que

X5f($,0) = <X5<$70)v Vf(flf, 0)> <( ,—Q:E), (0’ 1)) = —2z,
ng(SC, 0) = <X5(:C7 0)7 VXSf(x7 0)> <(1/ _2']:)7 (_27 0)> =2

Mais ainda,

Y},f(il?,(]) = <Y5(:U7 0),Vf($,0)> = (_17 —T+ 562>, (07 1)) =7 +$2,
Y2 f(z,0) = (Ys(z,0), VY5 f(x,0)) = (=1, —x + 2?), (=1 + 22,0)) = 1 — 2.

Desse modo, obtemos que p = (0,0) é um ponto de dobra de X5 e Y;. Além
do mais, se = € (0,1) temos que X5f(z,0) < 0 e Y5f(z,0) < 0, enquanto, se = € (—1,0)
temos que X5f(z,0) > 0e Y5f(x,0) > 0. Logo, ao redor do ponto p temos uma regiao de
costura. A Figura 1.8 mostra o retrato de fase do campo Zs.

As trajetorias de Z5 espiralam em torno do ponto p, como ocorre em um foco
para sistemas dinamicos suaves.
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Figura 1.8: Retrato de fase do campo Zs.

O proximo exemplo representa o segundo grupo, formado por pontos de tan-
géncia singulares que pertencem a 0% N 0¥° ou a 9X° N 9X°.

Exemplo 1.1.6. Seja p = (0,0) e ¥ = {(x,0) € R? : z € R}. Considere

4
+1
X§:< ) y >0,
X
0
Y6=< ) y <0.
1
\

z), (0
1,z

ZE(x,y) = (1.1.9)

Temos que
Xg f(@,0) = (X5 (2,0), Vf(2,0)) =
(X5)?f(2,0) = (X5 (2,0), VXg f(,0))

/-\

—_
~—
~

((£1,
= ((£
Mais ainda,

Yof(z,0) = (Yo(,0), Vf(z,0)) = ((0,1),(0,1)) = L.

Desse modo, obtemos que p = (0,0) é um ponto de dobra de X6i em X. Além
do mais, se # > 0 temos que X7 f(x,0) > 0 e Yf(x,0) > 0, enquanto, se x < 0 temos
que XF f(z,0) < 0e Ysf(z,0) > 0. Logo, ¥¢ = {(,0) : z > 0}, ¥* = {(2,0) : 2 < 0} e
p € 0X°NOY°. A Figura 1.9 mostra os retratos de fase do campos Z; e Z; .

Assim, de acordo com a Definicao 1.1.3, a trajetoria passando por p é dada
pelo campo vetorial deslizante de Z6jE que é dado por

! (1-(£1,2) —z-(0,1)) = (:I:l ! ,o).

— X — X

Entao, ¢+ (t,p) = ¢z (t,p) = (5,0).

Dessa maneira, para os pontos de > a esquerda de p suas oOrbitas sao dadas
pelo campo vetorial deslizante Zg e para os pontos a direita de p as orbitas sao dadas
pelas orbitas de chegada e partida do ponto, que sdo as trajetorias de X e Ys, dado
que esse ponto pertence a X°. Portanto, a definicdo de 6rbitas em ambos os lados de p
nao coincidem, resultando que p é uma tangéncia singular para ambos os campos Zg

e Zg . Note que, invertendo a orientacao do campo vetorial Y5, caimos no caso em que
p E OXNOXs.

Zi(x,0) =
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Figura 1.9: Retratos de fase dos campos Z; e Z; .

O terceiro grupo é formado por pontos de tangéncia singulares em 0%¢ que sao
pontos de partida e de chegada de duas trajetorias diferentes de X e Y. Como diferentes
trajetorias de X e Y partem (ou chegam) deste ponto, ndo temos unicidade de solu¢ao.
Sendo assim, a tnica escolha que pode ser feita para manter a unicidade é considerar o
proprio ponto como sua Orbita.

Exemplo 1.1.7. Seja p = (0,0) e ¥ = {(x,0) € R? : z € R}. Considere

Zr(x,y) = (1.1.10)

Temos que

X7 f(x,0) = (X7(x,0), Vf(z,0)) = ((1,2),(0,1)) = z,
X?f(x’ 0) = <X7((L’, 0)7VX7f(an)> = <(1,l’)

,(L,0) =1
Mais ainda,
Y7 f(z,0) = (Y7(2,0),Vf(z,0)) = ((-1,2),(0,1)) = =,
Y2 f(2,0) = (Yr(2,0), VY7 f(2,0)) = ((=1,2),(1,0)) = —1

Desse modo, obtemos que X;f(z,0) - Y7f(2,0) = 2% = 0 se, e somente se,
x = 0. Entdo, o tinico ponto de tangéncia de Zs é p = (0,0) que é um ponto de dobra
visivel de X7 e Y7. Além do mais, X7 f(x,0)-Y7f(x,0) > 0se x # 0, logo, ¥\ {p} =Xe
p € 0%°. A Figura 1.10 mostra o retrato de fase do campo Z;.

Assim, temos um par de é6rbitas para o qual p é um ponto de chegada, e outro
par de orbitas para o qual p € um ponto de partida.

Até esse momento, definimos a trajetéria local e a 6rbita local por um ponto.
Desse modo, podemos estabelecer a definicao de 6rbita maximal. Dependendo do ponto,
esta pode ser uma orbita regular, uma 6rbita deslizante ou uma singularidade distinguida.
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Figura 1.10: Retrato de fase do campo Z7.

Definicao 1.1.9. Uma drbita reqular maximal de Z é uma curva suave por partes vy tal
que:

1. yNYT e vyN X~ € uma unidgo de orbitas dos campos vetoriais suaves X e Y,
respectivamente,

2. a interseccao YN X é composta apenas por pontos de costura e pontos de tangéncias
requlares de 0%,

3. v € maximal com respeito a essas condigoes.

Observe que uma orbita regular nunca atinge »° ou X°.

Definicao 1.1.10. Uma drbita deslizante (ou drbita singular) mazimal de Z é uma curva
suave v C X3 U X¢ que é uma orbita mazximal do campo vetorial suave Z°.

1.1.2 Separatrizes, Orbitas Periédicas e Ciclos

Nesta subse¢ao, generalizamos os conceitos de separatrizes e drbitas periddicas
para Sistemas Planares de Filippov.

Definicdo 1.1.11. Seja p € U um ponto de sela, de X em X+ ou de Y em ¥—, ou uma
singularidade distinguida em Y. Desse modo, temos dois casos de separatrizes instdveis:

1. Sep € ©* ¢ um ponto de sela para X em X+, entdo a separatriz instdvel de p € a
variedade invariante instdvel, denotada por W*(p), dada por

Wp) ={q €U : vzt q) estd definido para t € (—o0,0) e tlim vz(t,q) = p}.
——00

Analogamente, se p é um ponto de sela para'Y em ©.—, podemos definir W"(p).

2. Se p € ¥ € uma singularidade distinguida, entao a separatriz instdvel € uma orbita
regular que possui p como ponto de partida. Denotaremos essa separatriz por Wi(p),
onde o subscrito & significa que a orbita estd contida em L.

Analogamente, definimos as separatrizes estdveis W*(p) e Wi (p).
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A Figura 1.11 mostra exemplos de separatrizes instaveis e estaveis. Podemos
observar que, no primeiro caso, a trajetoria sobre a separatriz alcanca p em um tempo
infinito, como acontece nos sistemas suaves. J4 no segundo caso, a trajetoria pode alcangar

a singularidade p em tempo finito.
/

N
(p) ¥t
5

Wi (p)
p

SR

Figura 1.11: Exemplos de separatrizes instéaveis e estéveis de uma sela regular (a esquerda)
e de uma singularidade distinguida (a direita).

Definicao 1.1.12. Se uma separatriz é simultaneamente estdvel e instdvel, dizemos que
ela € uma conexdo de separatrizes.

A Figura 1.12 mostra um exemplo de conexao de separatrizes entre duas selas
peg,ondepe Xt eqgeX .

Em Sistemas de Filippov, além das orbitas periddicas de X em X7 e de Y em
3.7, existem outras 6rbitas que intersectam a variedade de descontinuidade e apresentam
comportamentos semelhantes. As definicdes a seguir generalizam o conceito de 6rbita
periddica para Sistemas de Filippov.

Definigao 1.1.13. Uma drbita periddica é uma orbita regular v = {¢z(t,p) : t € R} que
pertence a Xt UXNT UXC e satisfaz oz (t + T, p) = oz(t,p) para algum T > 0.

Definicao 1.1.14. Dizemos que 7 € uma drbita periodica de costura se € uma orbita
periddica reqular e ) # v NX C X¢. Caso v C X" U X, dizemos que v é uma drbita
periodica padrao.

Definicao 1.1.15. Dizemos que v € um ciclo limite se € uma orbita periodica reqular e
existe uma vizinhanga V' de v tal que v(q) ndao € drbita periddica regular, para todo q € V,
onde y(q) € a drbita que passa por q. Em outras palavras, v é uma drbita periddica isolada.

A Figura 1.12 ilustra um exemplo de ciclo limite do tipo costura.

Definicao 1.1.16. Uma drbita periddica deslizante é uma orbita periodica de Z°.

A orbita periodica deslizante aparece quando 3 é homeomorfa a T = R\ Z
e X = X% ou X = ¥° A Figura 1.13 ilustra um exemplo de sistema com variedade de
descontinuidade ¥ = ¥* homeomorfa a um circulo.

Devido as defini¢oes de trajetorias e trajetorias maximais, nao podem existir
orbitas periddicas que sejam combinadas por movimentos regulares e deslizantes, ou seja,
formadas por pontos de X TUX.~ e por pontos de X*UY¢, simultaneamente, pois uma érbita
nao pode interceptar tais conjuntos. Sendo assim, para lidar com movimentos periddicos
que envolvam ao mesmo tempo movimentos regulares e deslizantes, definimos os ciclos.
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Figura 1.12: Exemplos de conexao de separatrizes (& esquerda) e de ciclo limite de costura
(& direita).

Figura 1.13: Exemplo onde a variedade de descontinuidade ¥ = ¥* é homeomorfa a S*.

Definicao 1.1.17. Um ciclo é o fecho de um conjunto finito de pedagos de drbitas,
Y1y Yn, tal que yop € um pedaco de orbita deslizante e Yopi1 € uma orbita regular
maximal e os pontos de partida e chegada de 7yoy1 pertencem a g € Yapr1, respectiva-
mente.

Definimos o periodo do ciclo como a soma dos tempos gastos em cada pedaco
de orbita v;, 1 =1,...,n.

Além dos ciclos e das orbitas periddicas, existe um outro objeto geométrico
que ¢é importante quando se estuda equivaléncias topologicas.

Definicao 1.1.18. Definimos um pseudociclo como o fecho de um conjunto de orbitas
requlares 7y, ...,Vn, tais que as extremidades, isto é, pontos de chegada e partida, de
qualquer v; coincide com uma extremidade de y;_1 e outra de ;11 (e também entre v, e
Yn) formando uma curva homeomorfa a T' = R\ Z, de modo que, em algum ponto, dois
pontos de chegada ou partida coincidem.

A Figura 1.14 mostra exemplos de ciclo e de pseudociclo, que foram definidos
acima.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 30

G

////// :

Figura 1.14: Exemplo de ciclo (& esquerda) e de pseudociclo (& direita).

Na préxima subsecao, definimos equivaléncia topologica e Y-equivaléncia, e
mostramos que os objetos definidos até agora devem ser preservados por essas equivalén-
cias.

1.1.3 Equivaléncia Topolégica

Exibimos agora duas nogoes de equivaléncia topoldgica para Sistemas de Filip-
pov. Para estabelecé-las, consideramos dois campos vetoriais de Filippov Z e Z definidos
em conjuntos abertos U e U, possuindo curvas de descontinuidade ¥ e X2, respectivamente.

Definigao 1.1.19. Dois sistemas de Filippov Z, ZeZz definidos em abertos U e U, com
curvas de descontinuidade > C U e X C U, respectivamente, sao X-equivalentes se existe

um homeomorfismo h : U — U que preserva orientacdo e que leva drbitas de Z em drbitas
de Z e X em X.

Perceba que qualquer -equivaléncia leva érbitas regulares em érbitas regulares
e singularidades distinguidas em singularidades distinguidas. Além disso, como ela leva
pontos de chegada em pontos de chegada e pontos de partida em pontos de partida,
temos que X¢, Y5, e 2¢ sdo preservados e, portanto, leva érbitas deslizantes em o6rbitas
deslizantes, e preserva separatrizes, conexoes de separatrizes, 6rbitas periddicas, ciclos e
pseudociclos.

A definicao de Y-equivaléncia é natural, pois em algumas aplicacoes é impor-
tante preservar a variedade de descontinuidade. Porém, do ponto de vista topologico, nao
é necessario que ¢ seja preservado para que Z e Z tenham um comportamento seme-
lhante, pois o comportamento do fluxo em um ponto da regiao de costura e em um ponto
regular em YT UX " é 0o mesmo. Assim, consideramos o conceito de equivaléncia topologica
para Sistemas de Filippov.

Definicdo 1.1.20. Dois sistemas de Filippov Z,Z € Z" definidos em abertos U e U,
com curvas de descontinuidade ¥ C U e ¥ C U, respectivamente, sdo topologicamente
equivalentes se existe um homeomorfismo h : U — U que preserva orientacao e que leva
érbitas de Z em érbitas de Z.

Das Definigoes 1.1.19 e 1.1.20, é 6bvio que se dois Sistemas de Filippov sao
Y-equivalentes, entao sao topologicamente equivalentes, mas a reciproca nao é verdadeira.
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Analogamente as Y-equivaléncias, as equivaléncias topolégicas preservam ¢ e Y.¢, con-
sequentemente também preservam YT U X~ U X¢ e, dessa forma, levam orbitas regulares
em Orbitas regulares, 6rbitas deslizantes em orbitas deslizantes e singularidades distingui-
das em singularidades distinguidas. Mais ainda, também preservam separatrizes, conexoes
entre separatrizes, 6rbitas periddicas, ciclos e pseudociclos.

Observacao 1.1.3. Recordemos que dois campos suaves X e X em R", com seus respec-
tivos fluxos px(,p) e p<(t,p), sdo C"-conjugados se existe um difeomorfismo h € C"(R"),
tal que h(px(t,p)) = ¢z (t, h(p)). Derivando a expressao com relacdo a t, em t=0, temos

ih(@x(tap))‘to = jt(’DX(t h(p)) =0
Difipx(t.0) Gox )] = Festtho]

Dh(p)X(p) = X(h(p)).

Assim, dado ¢ € R™, temos que X (¢) = Dh(h™'(¢))X (h~'(q)), e portanto h, X = X, onde
h.X (p) = Dh(h'(p)) X (h~'(p)). Desse modo, concluimos que h ¢ somente uma mudanga
de coordenadas.

Para campos descontinuos nao utilizaremos uma versao analoga e sim conju-
gacoes aplicadas as componentes suaves X e Y do Sistema de Filippov Z = (X,Y).

Proposigao 1.1.1. Consideremos qualquer difeomorfismo h : U — U que conjuga simul-
taneamente por um lado X em StcUeX em St CU e poroutro lado Y em X~ C U
eY em ¥~ C U. Entio, h conjuga os campos vetoriais deslizantes Z* e Z° e, portanto,
h € uma equivaléncia topoldgica entre Z = (X,Y) e Z = (X,Y).

Demonstracao. Temos que h conjuga os campos separadamente em X+ e X7, entdo pela
observacao anterior . .
hX(p) = X(p), ¥p e X7,

hY(5) =V (), Vie s
Como h é bijetiva, temos que h(X) = 3, ja que h mapeia ¥ em St eX” em
Y. Entao sendo ¥ = {p € U : f(p) = 0}, temosqueE {(peU: foh ' (p)=0}.

Lembremos que, se g : V C R®” — R é uma funcao definida em um aberto V'
de R", entdo h,g = go h™%.

. Queremos mostrar que h conjuga os campos deslizantes Z° e Zs, ou seja,
7Z° = h,Z*. Para isso, vamos inicialmente mostrar que h, X f(p) = h.Xh.f(p) = X f(p),
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onde f = foh™t. Temos que

hXf(p) = Xf(h(p))

Analogamente, h.Y f(p) = Y f(p). Com isso, basta agora mostrar que Z°(p) = h,Z*(p),
Vp € Y. Temos que

h.2°(p) = Dh(h™(p))2°(h™"(p))
= DU ) gy O )X (7 9)
— XJ0T )Y (07 (5)
= DO )y OV F X 7 ) = X FG)Y (7 7))
1

Portanto, h conjuga os campos deslizantes, levando as trajetorias de Z* em
trajetorias de Z°. O]

Observacao 1.1.4. Todas as equivaléncias topologicas definidas usando a proposicao
acima preservam Y e, portanto, sao também X-equivaléncias. Assim, para construir equi-
valéncias topologicas que nao preservam >, é necessario utilizar outras técnicas.

Observacao 1.1.5. Repare que, se retirarmos a hipotese de diferenciabilidade da Pro-
posicao 1.1.1, isto é, se considerarmos h somente um homeomorfismo, a proposicao nao ¢é



CAPITULO 1. PRELIMINARES 33

verdadeira. Vejamos um contra-exemplo. Considere os campos

4 4
. —1 0
X=< 1>,y>0, X=< 1>,y>0,

Z(x,y) = e Z(x,y) =

T <0 y= (" <0
- 1 9 y - 1 9 y 9
\ \

com os retratos de fase ilustrados na Figura 1.15.
7

/ /{/;/ S »t ¥+
s //\// L .

NN \\\ \\\

\\\\\\\

NN NN NN o ¥
\\\\\ \\\\
N \\\

NNON N N \ \ \ N
Figura 1.15: Retratos de fase dos campos Z e Z.

Nesse caso, 2 = X° = ¥ = ¥ e o homeomorfismo h é dado por

(x_yuy)a s€ y>07
h(.Z‘,y)Z ('Iuy)a se y:07
(+y,y), se y<O.

Podemos observar que h é C° mas ndo é C', e que conjuga X com X para y > 0 e
Y com Y para y < 0. Porém, nao é uma equivaléncia topologica entre Z e Z , pois os
campos deslizantes sio dados por Z° = (—1,0) e Z5 = (0,0), e portanto nio podem ser
topologicamente equivalentes.

1.2 Estabilidade Estrutural em Sistemas de Filippov

Nesta secao, estudamos o comportamento genérico local dos sistemas planares
de Filippov. Caracterizamos os sistemas planares de Filippov que sao localmente estrutu-
ralmente estéveis, para isso classificamos os pontos regulares e singularidades “genéricas”
de um campo vetorial Z € Z* e, em cada caso, apresentamos uma forma normal C° e
estabelecemos o homeomorfismo que fornece a »-equivaléncia topolégica entre um sistema
“genérico” e sua forma normal.

Vamos inicialmente considerar os pontos regulares, ou seja, os pontos que nao
sao singularidades, que pertencem as oOrbitas regulares ou deslizantes. Temos que em
torno dos pontos regulares em ¥ basta aplicar o Teorema do Fluxo Tubular, desse
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modo, basta estudar o comportamento dos pontos na variedade de descontinuidade. A
seguir, enunciamos proposicoes que fornecem formas normais para os pontos regulares
pertencentes a ¢ U X° U X°.

Notacao 1.2.1. Consideramos dois campos vetoriais suaves X e Y. Denotamos por
X(p) || Y(p) o fato de X e Y serem paralelos no ponto p e por X(p) }f Y(p) o fato
de X e Y nao serem paralelos no ponto p.

Proposigao 1.2.1. Seja Z = (X,Y) € Z* com curva de descontinuidade ¥ tal que
(0,0) € X°. Entao, em uma vizinhanc¢a U de (0,0), Z € Y-equivalente & forma normal

(
. 0
X=< ) y >0,
~ (0
Z(x,y) = .
37:( ) y <0,
L (6%

definida em uma vizinhanga U de (0,0) e € topologicamente equivalente & forma normal
continua

«

Z(x,y) = ( ’ ) V(z,y) € R?,
onde o = sgn(X £(0,0)).
Demonstragao. Consideremos ¢x, ¢y, i € ¢y, os fluxos dos campos X, Y, )~(~e Y,

respectivamente. Como a origem pertence a »¢ e X¢ temos que os campos Z e Z Sao
transversais a X NU e X N U, respectivamente.

Assim, dado p € X7 N U, pelo Teorema da Funcao Implicita existe um tunico
t =t(p) € R tal que px(t(p),p) € ¥ e a aplicagdo p — t(p) é continua. Analogamente
para p € X~ NU. Entao, construimos a >-equivaléncia como segue:

0z (=t(p), ex(t(p),p)), se peXtnU,
h(p) = < p, se pexXnU,

QO}*/(—t(p), SDY(t(p)vp»v se pe€ X NU.

Claramente, h é continua, pois as aplicacoes envolvidas sao continuas e coin-
cidem em X, além disso, satisfaz h(pz(t,p)) = ¢;(t, h(p)). O

Proposigao 1.2.2. Seja Z = (X,Y) € Z* com curva de descontinuidade ¥ tal que
(0,0) € ¥° e X(0,0) } Y(0,0). Entao, em uma vizinhang¢a U de (0,0), Z é X-equivalente

a forma normal
X = ( al > , y >0,

Z(x,y) =
57—<(_f>, y <0,
\

definida em uma vizinhanga U de (0,0), onde o = sgn(m(Z°(0,0))).
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Demonstragao. Consideremos ¢x, ¢y, ¢x € ¢y, os fluxos dos campos X, YV, X e Y,
respectivamente. Como a origem pertence a ¥° e ¥°, temos que os campos Z e Z sao
transversais a X NU e X N U, respectivamente.

Por hipotese X (0,0) } Y(0,0), entdo a origem é ponto regular do campo desli-
zante Z°, ou seja, Z°(0,0) # (0,0). Além disso, note que Z*(z,7) = («,0), em particular
Z%(0,0) = (sgn(m1(Z°(0,0))),0) # (0,0). Assim, pelo Teorema do Fluxo Tubular, existe
um homeomorfismo i : ¥ — % que conjuga os campos Z° e Z*.

Agora, tomando p € X7 N U, segue pelo Teorema da Funcao Implicita que
existe um unico t = t(p) € R tal que px(t(p),p) € X e a aplicacdo p — t(p) é continua.
Analogamente para p € X~ NU. Entao, construimos a >-equivaléncia da seguinte maneira:

ex(—tp), h(px(t(p),p))), se pe=tnU,
iz(p), se peXnNU,

ey (—t(p), h(oy (t(p),p))), se pe N~ NU.

Pelo modo como foi construida, h é continua e h(pz(t,p)) = ¢z(t, h(p)). O

Proposigao 1.2.3. Seja Z = (X,Y) € Z* com curva de descontinuidade ¥ tal que
(0,0) € 3¢ e X(0,0) } Y(0,0). Entdao, em uma vizinhan¢a U de (0,0), Z é X-equivalente

a forma normal
X = ( (f ) , oy >0,

Z(x,y) =
- «
Y=< ) y <0,
\ —1

definida em wma vizinhanga U de (0,0), onde o = sgn(m(Z*(0,0))).

Demonstracao. A demonstracao é feita de maneira similar a da Proposicao 1.2.3. ]

Vamos agora estudar as singularidades genéricas. Os primeiros tipos de singu-
laridades sao os pontos criticos genéricos hiperbolicos de X e Y em Xt e X7, respectiva-
mente. Assim, em torno desses pontos podemos aplicar o Teorema de Hartman-Grobman.
Dessa forma, basta considerar o comportamento dos pontos na curva de descontinuidade.

Definig¢ao 1.2.1. Um ponto tipo Dobra-Regular de Z = (X,Y) € Z¥ ¢ um ponto p € ¥

tal que X f(p) = 0, X2f(p) # 0 e Yf(p) # 0 ou tal que Yf(p) = 0, Y*f(p) # 0 ¢
X f(p) # 0. Ainda mais,

1. No primeiro caso, dizemos que a Dobra-Reqular é visivel se X?f(p) > 0 e invisivel
se X2f(p) < 0. Além disso, se p € OX° teremos uma dobra de deslize e se p € 3¢ a
chamaremos de dobra de escape.

2. No sequndo caso, ela € visivel se Y2f(p) < 0 e invisivel se Y2 f(p) > 0, e pode-se
definir analogamente dobras de deslize e de escape.

Para os sistemas planares de Filippov, as singularidades genéricas em 3 sao
pontos de dobras-regulares e pontos criticos hiperboélicos do campo vetorial deslizante,
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isto é, pontos p € 3° U X° tais que X (p) || Y(p) e também Z*(p) = 0 com (Z?)'(p) # 0,
que a proposito sao singularidades distinguidas.

A proposicao a seguir trata das formas normais dos pontos de dobras-regulares.

Proposigao 1.2.4. Seja Z = (X,Y) € Z* definido numa vizinhang¢a U de (0,0) para o
qual (0,0) € ¥ é uma dobra-regular. Entdo, Z é X-equivalente em uma vizinhanga V de

(0,0) a sua forma normal
( b
X.b= ( > , y >0,
bax

0
Yc:< >7 y<07
L C

onde a = sgn(X?f(0,0)), b = sgn(7(X(0,0))) e c = sgn(Y f(0,0)).

Zabc<x7 y) =

Demonstracao. Veja as referéncias |7] e |9]. O

A proxima proposicao lida com a forma normal dos pontos criticos hiperbélicos
que podem acontecer em X° ou X°.

Proposigao 1.2.5. Se (0,0) € X°UX° € um ponto critico hiperbolico do campo deslizante
7Z* de Z = (X,Y) € Z* definido numa vizinhanca U de (0,0), entio Z ¢ Y-equivalente
em uma vizinhanga V de (0,0) a sua forma normal

(

Xa:<a$>7 y>07
b

YE)_<axb>a y<07

onde a = sgn((Z°)'(0,0)) e b = sgn(X f(0,0)).

Zab<$> y) =

Demonstra¢ao. Primeiramente observe que, Z% (z,y) = (ax,0), entdo a origem é um
ponto critico hiperbolico para o campo deslizante Z;, e sua estabilidade depende do valor
de a. Além disso, por hipotese a origem é um ponto critico hiperboélico do campo desli-
zante Z°. Portanto, pelo teorema de Hartman-Grobman, existe um homeomorfismo h que
conjuga os campos deslizantes Z° e Z3,.

Como o0s campos Z e Z,, sao transversais a X e Y, respectivamente, em
uma vizinhanca da origem, temos que para cada p € XT, existe um tnico ¢ € R tal que
©(t(p),p) € X. Analogamente para p € ™. Entdo, construimos a X-equivaléncia como
segue:

ex(=t(p), h(ex(t(p),p))), se peX™,
h(p) = { h(p), se p €L,

Py (=t(p); hlpy (t(p),p))), se pe ¥,
Claramente, h ¢ uma aplicacdo continua e satisfaz h(pz(t,p)) = w4 (t, h(p)). O
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Uma vez que ja caracterizamos os pontos regulares e singularidades “genéricas”
de um campo Z = (X,Y) € Z¥ vamos enunciar o teorema que permite identificar se um
determinado campo é estruturalmente estavel.

Teorema 1.2.6. Seja Zy = (Xo,Yy) € Z* definido em uma vizinhanga da origem e a
curva de descontinuidade ¥ = {(x,0) : x € R}. Se (0,0) € X é um ponto regular ou
uma singularidade genérica, entao Zy € localmente estruturalmente estdvel e localmente
Y -estruturalmente estdvel.

Demonstracao. Veja as referéncias [7] e [9]. O

1.3 Regularizacao Teixeira-Sotomayor

A ideia principal do processo de regularizagao por Teixeira e Sotomayor [16],
[11] é aproximar um Sistema de Filippov Z = (X, Y) por uma familia a um parametro de
campos vetoriais suaves Z.(x,y) de modo que

Considere o Sistema de Filippov (1.1.1). Com a fungao descrita a seguir, defi-

nida em R\ {0}:
1, se s5s>0
5)=¢" ’ 1.3.1
9(s) {0, se s <0, ( )

podemos reescrever o sistema da forma

Definicao 1.3.1. Uma fun¢ao continua ¢ : R — R € dita fun¢ao de transi¢io se p(t) =0
para todo t < —1, p(t) =1 para todot > 1 e ¢'(t) >0 set € (—1,1).

Definicao 1.3.2. Dada uma funcao de transicao ¢ : R — R, a p.-reqularizacao de
Z =(X,Y) € a familia a um pardametro de campos vetoriais Z., com € € (0,1], dada por

Za(x7y) = [1 - gOa(f(iL',y))]Y([L',y) + %(f(x,y))X(:E,y),

pe(t) = ¢ (é) :

Observe que um Sistema de Filippov possui uma regularizacao trivial, onde a
funcao de transicao é dada por

onde

1, se t>1,
p(t) =98 se —1<t<l, (1.3.2)
)

e que, por sua vez, tem lim ¢.(t) =
e—0
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Exemplo 1.3.1. Sejam U = R e f: R — R dada por f(z,y) = y, entdo, ¥ = {(2,0) €
R? : x € R}. Considere o sistema de Filippov

Z(x,y) = (1.3.3)

Temos que

Xf(.’II,O) = <X(517,0),Vf(x, 0)> = <<O,$), (0, 1)> =,
Y £, 0) = (¥ (2,0), V7, 0)) = {(—z +1,1), (0, 1)) =

Desse modo, obtemos que X f(z,0)-Y f(z,0) = x = 0 se, e somente se, z = 0.
Além do mais, se x > 0 temos que X f(z,0) > 0, enquanto, se z < 0 temos que X f(z,0) <
0. Logo, ¢ = {(x,0) : x > 0} e £ = {(x,0) : x < 0}. Assim, o campo deslizante de Z é
dado por

1

Z%(x,0) = -

(2% — 2,0) = (—x,0).

(1-(0,2) —z-(—z+1,1)) =

1—=x

A Figura 1.16 ilustra o retrato de fase do campo Z antes da regularizagao.

\| ! >
NN \11/// S
\ \\\ lll:l'// [/

Figura 1.16: Retrato de fase do campo Z.

Considerando a regulariza¢do do campo Z(x,y) utilizando a fungao de transi-
¢ao (1.3.2), temos que

Ze(z,y) = [1 = @ (f(z, )Y (2, 9) + pe(f(z,y) X (2,9)
1=z + 1Ly + 1)+ o (y)(~y, z)
(—r+1+o(y)(r—y—1),y+1+p(y)(z—y+1)).

Il

A Figura 1.17 representa o retrato do campo Z apds a regularizagao utilizando a funcao
de transicao trivial.
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3 |
xS\
N7

Figura 1.17: Retrato de fase do campo Z..

1.4

Estabilidade Segundo Lyapunov

Seja X um campo vetorial definido em um subconjunto aberto U C R™ de
classe C', onde todas as solugoes de 2’ = X () tém intervalo maximal I = R.

Definicao 1.4.1. Seja x¢o um ponto singular para o campo vetorial X. Dizemos que x
€ um ponto singular estdavel se, para qualquer vizinhanca V de xo em R", existe uma
vizinhanga W C R" de xq, tal que W CV e p(t,x) € V, para quaisquer x € W et > 0.

Definicao 1.4.2. Seja xg um ponto singular para o campo vetorial X. Dizemos que xy €
um ponto singular assintoticamente estdvel se, para qualquer vizinhanca V de xy em R”,
existe uma vizinhanga W C R" de xy, tal que W CV, p(t,x) € V, para quaisquer x € W

et >0,

retrato

Z/

)

\
:\\:::

e lim p(t,x) = xo, para qualquer x € W.
t—o0

A Figura 1.18 ilustra exemplos de campos vetoriais que satisfazem ou nao as
defini¢oes acima. No primeiro exemplo, temos o retrato de fase de uma sela, onde o ponto
singular nao é estavel, j& no segundo temos o retrato de fase de um centro, no qual o
ponto singular é estavel, mas nao é assintoticamente estavel, por fim, no terceiro temos o

de fase de um n6, onde o ponto singular é assintoticamente estavel.

/é////ll

nstéavel. (b) Estével. (c) Assintoticamente estavel.

Figura 1.18: Exemplos de campos vetoriais instavel, estavel e assintoticamente estavel.
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Definicao 1.4.3. Sejam X : U — R"™ um campo vetorial de classe C* no aberto U C R,
xo um ponto singular de X e L : W — R uma funcao continua numa vizinhanca W C R"”
de xo que € diferencidvel em W\ {xo}. Dizemos que L é uma fun¢ao de Lyapunov para
X em xq se

1. L(x9) =0, com L(x) > 0 para cada x € W\ {zo} e
2. Lox : I — R € uma funcdo nao-crescente para qualquer solucio x : I — U de
' = X(x) tal que x(t) € W para cada t € I.

Agora, dizemos que L € uma funcdao de Lyapunov estrita para X em xq se

1. L(z) =0, com L(x) > 0 para cada x € W\ {xo} e

2. (Lox)(t) <0 para qualquer solugao x : I — E de ' = X(z) tal que x(t) € W\ {0}
para cada t € 1.

Teorema 1.4.1 (Lyaponov). Sejam X : U — R™ um campo vetorial de classe C' no
aberto U C R™ e xg um ponto singular de X . Se existe uma func¢ao de Lyapunov para X
em g, entao xo € um ponto singular estdvel de X. Além disso, se existe uma funcao de
Lyapunov estrita para X em xg, entao xog € um ponto singular assintoticamente estdvel

de X.

Demonstragao. Veja as referéncias [3] e [20]. O

Exemplo 1.4.1. Considere X (x,y,2) = ((ex +2y)(z + 1), (—z + ey)(z + 1), —2?), com
(z,9,2) € R®, um campo vetorial nao-linear.

Temos que 2o = (0,0,0) é um ponto singular de X e a parte linear em zq é
dada por

dX(ZE()) = -

S = M
S M N
o O O

Assim, o polindmio caracteristico é dado por p(A\) = A[A? — e\ + (€2 + 2)]. Desse modo,
os autovalores de dX (zg) sao \y =0, g = e+ V2ie Ny =e—/2i.

A partir disto, obtemos que para € > 0, xy é instavel, pois os autovalores Ay
e A3 possuem parte real positiva. Porém, quando ¢ < 0, nao podemos dizer nada sobre a
estabilidade do campo vetorial X, pois \; = 0.

Sendo assim, tome L(z,y,z2) = ax® + by* + cz?, com a,b,c > 0. Nesse caso,
L(xg) =0e L(x,y,2) >0, Vr € R*\ {z0}. Temos que

L(z,y,2) =(VL(z,y,2), X(2,y,2))
<(2ax, 2by,2cz), ((ex+2y)(z+ 1), (—x +ey)(z + 1), —23)>
€

(ax® + by*)(z + 1) + (2a — b) (2 + 1)zy — c2™.

Tomandoa=1,b=2e c=1, temos
L(z,y,2) = e(2® +24%) (2 + 1) — 2*.

Para ¢ = 0, /:(x,y,z) = —2* <0, logo g ¢ estavel. Ja para e < 0 e z > —1, temos

L(x,y,2) <0,Y(x,y,2) # o, assim xy é assintoticamente estavel.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 41

1.5 O Teorema de Poincaré-Bendixson

Seja X : U — R” um campo vetorial de classe C*, k > 1, no aberto U C R".
Seja ¢(t, p) a curva integral de X passando pelo ponto p, considerando o intervalo maximal

sendo I, = (w_(p), w+(p))-

Definigao 1.5.1. Se w,(p) = +oo definimos o conjunto
w(p)={qeU:3t, - 0 e lim ¢(t,,p) =q}.
n—oo
Analogamente, se w_(p) = —oo definimos o conjunto

alp)={¢qeU:3t, > —x e li_)m o(tn,p) = q}.

Os conjuntos w(p) e ap) sdo chamados respectivamente de conjunto w-limite
de p e conjunto a-limite de p.

Teorema 1.5.1 (Poincaré - Bendixson). Seja X um campo vetorial de classe C* no aberto
U C R". Dado p € U assuma que v, = {¢(t,p) : t > 0} esteja contida num compacto
K C U. Suponha que X possui no mdzrimo uma quantidade finita de singularidades em
w(p). Entao,

1. Se w(p) nao contém pontos singulares, entdo w(p) € drbita periddica de X.

2. Se w(p) contém pontos requlares e singulares, entdo w(p) consiste de um conjunto de
orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares quando t — +00.

3. Se w(p) nao contém pontos requlares, entdo w(p) é um unico ponto singular.

Demonstragao. Veja a referéncia [20]. O

Exemplo 1.5.1. Considere o campo vetorial X : R? — R? dado por
X(a,y) = (y+a(l —2* =), —z +y(1 —2° —y°)).

Vamos mostrar que esse campo possui ao menos uma Orbita periddica. Para isso, vamos
estudar o comportamento de X sobre as curvas S, = k;1(0), sendo k.(z,y) = 2> +y* — ¢,
c> 0.

Inicialmente, vamos determinar as singularidades do campo X, ou seja, encon-
trar (z,y) € R? tais que X (z,y) = (0,0). Temos que y + z(1 — 22 — y?) = 0 se, e somente
se,y=0ex=0,ouy=0ex==1,e —z+y(l—2?>—y?*) =0se, e somente se, y =0 e
r=0,0uz=0ey==+l Entdo, (0,0) é a tnica singularidade de X.

Seja (z,y) € S., temos que

(X(2,9), Vke(z,9)) =((y + 2(1 = 2° = ¢?), =z + y(1 — 2° — ¢?)), (22, 2y))
=((y +z(1 —c),—z+y(1 - 0)), (2z,2y))
=22y + 22%(1 — ¢) — 22y + 24%(1 — ¢)
=27%(1 — ¢) + 2y°(1 — ¢).
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Considere as curvas S., e S.,, onde ¢; < 1 e ¢ > 1. Se (z,y) € 5., temos que
(X(x,y), Vke, (x,y)) > 0, pois ¢; < 1, o que implica 1 — ¢; > 0. Logo, o campo X
aponta para fora do conjunto delimitado por S.,. Agora, se (z,y) € S.,, obtemos que
(X(x,y), Vke,(x,y)) <0, pois cg > 1, o que implica 1 — ¢ < 0. Logo, o campo X aponta
para dentro do conjunto delimitado por S,,.

Considerando o conjunto K delimitado pelas curvas S, e S.,, temos que K
¢ compacto e para todo (z,y) € R? tém-se y&y) C K. Além disso, w((x,y)) C K,
entdo, w((z,y)) ndo possui singularidade. Portanto, pelo Teorema de Poincaré - Bandixson
w((z,y)) é uma oOrbita periodica de X. A Figura 1.19 ilustra o retrato de fase do campo
vetorial X, onde destacamos em vermelho a érbita periodica.

NN/
\\\k\\\%\g\\\\@\\l / /é//j

2
2
/
/

NN Y
/ASARINNNNNNSN

Figura 1.19: Retrato de fase do campo vetorial X.

1.6 Compactificacao de Poincaré

Seja X € X"(R?), isto é, um campo vetorial de classe C", r > 1, em R?, tal que
X(x1,29) = (P(x1,22),Q(x1,x2)), sendo P e ) polindmios nas variaveis x; e 3, onde o
grau de P e () é menor ou igual a d = max{deg(P),deg(Q)}.

Vamos inicialmente definir alguns conjuntos em R3:
S* = {(y1,y2.9) € R 1y +y5 +y5 =1},

b= {(y1 v, y3) € S% 1 ys = 0},
H* = {(y1,y2,y3) € S* : y3 > 0},
H™ = {(y1,92,53) €S? : y3 < 0},
N = {1, v2,943) € R® 1 y5 = 1}.
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Note que, S? é a esfera unitaria, na qual S! é o equador. O conjunto N é o
plano tangente a S* no ponto (0,0,1), que chamamos de polo norte. Os conjuntos H™ e
H~ sdao chamados de hemisfério norte e hemisfério sul, respectivamente.

Seja r uma reta passando pela origem (0,0,0) e por um ponto p € N, assim,
r intersecta S? em dois pontos distintos p™ € H* e p~ € H~. Com isso, obtemos dois
difeomorfismos sobrejetores f*: N — H*t e f~: N — H~, dados por

e = (a5 56y 50)

o) = (-5t 505 50

onde A(z) = y/x% + 22 + 1. Observe que, as aplicagoes f e f~ sdo as projegoes centrais

do plano N sobre H* e H~. A Figura 1.20 ilustra os conjuntos em R3 e a reta 7.
r

Figura 1.20: Ilustracao das projecoes centrais.

Vamos agora determinar a aplicagao inversa de f*. Se (y1,v2,y3) = [T (21, x2),
entdo r1 = A(x)yy, v2 = A(z)ys € y3 = ﬁ, logo x1 = z—; e Ty = é”—i Portanto,

— Y1 Y2
f 1(y17y27y3) = (_7 _> .
Ys Ys

De maneira similar, obtemos que a aplica¢ao inversa de f~ é igual a da aplicagdo [+
obtida anteriormente.

Note que f* e f~ induzem em H* UH~ um campo vetorial =X dado por

N X @) =d (D)) X ()M () se y € HT,
J. X<y)—{ FoX () = A (F) W)X () () se yeH

Mas, ffX nao esta definido em S!, contudo a seguir faremos uma reparametrizacio do
tempo induzindo um campo em S*.
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Proposi¢ao 1.6.1. Seja X € X(R?). O campo induzido em S* \ S! = H* UH~ definido
anteriormente, pode ser estendido analiticamente para toda a esfera apds a multiplicacao
pelo fator y&=1, e de tal forma que o equador seja invariante.

Demonstracao. Sejam ¢y, : Uy — R2, ), : Vi, — R%, i =1,2,3, onde

Up ={y = (y1,52,y3) € S -y > 0},
={y = (y1,92.45) € §*: g < 0},
e as aplicagoes sao dadas por
Oe(1,Y2,Y3) = o (Yo Yn)s ¥ (Y192, 93) € Uy m <, myn # k,
{ k(Y ¥2,93) = 5 W Un)s ¥ (Y1, 92,93) € Vig m < n, myn # k.
Observe que Us = HT e V3 = H™.

Seja (y1, Yo, y3) € Uy NHT. Vamos inicialmente determinar a inversa de ¢;. Se
(21, 22) = O1(Y1, Y2, y3), entdo yo = 21y1, Y3 = 22y1 € Y1 +y5+y3 = 1, logo yf (1+27+23) = 1,
isso impli = ——L Portant
isso implica 1, i ortanto,

67 (21, 2) . & 2

21, % = 5 3 .
LR\ Vit g3 Vita+ 3 Vita+ 4
Entao,

¢1*(f:_X)(Z1732) :d¢1(¢;1(217 Z2))ij(¢1_1(Z1722))
=dpy (o7 (21, 22))df T (FF) 7 0 1 (21, 22)) X ((FF) 7 0 @77 (21, 22))
=d(d10 f7)((¢1 0 fF) (21, 22)) X (b1 0 fF) 7 21, 22)
=(¢1 0 [)X (21, 22),

Além disso,

#r0 £ @1,22) = ¢ (i&y Al A@) - (_i) |

_z2 1
d(¢r o f7) (21, 22) = < T )

Vamos obter a aplicagao inversa de ¢y 0 fT. Se (21, 22) = ¢1 0 f1 (21, 22), entdo
To =112 € T = %, assim 2 = 2. Logo, (¢ 0 )z, 2) = (%, 2.

o que implica

Dessa forma, a expressao de fXX em U; NHT ¢ dada por

(d10 f)X (21, 22) =d(d10 fT) (P10 fT) (21, 22)) X (P10 1) (21, 22))
e (52) ¢ (22)

( —R1%2 k2 ) ( P(;_Qaz_;) )
—23 Q5 %)
(4
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De maneira aniloga, encontramos a mesma expressao para f=X em U; NH™.

Portanto, induzimos um campo vetorial em U; que é definido e diferenciavel
em todos os pontos exceto em S! quando d > 1. Entretanto, se multiplicarmos a expressao
anterior por um fator 3! obtemos um novo campo vetorial que agora ¢ diferenciavel em
todo U;. A expressao desse campo é dada por

1 1 1

ygil (ZZQ <_7 ﬁ) — z129P <_7 ﬁ) 7_Z§P <_7 ﬁ)) : (161)
2o 29 2y 22 <2 22

1

\/1+zf+z%7
1+ 22+ 22 Além disso, como estamos em Uy, temos que y; > 0, entdao y3 possui o

mesmo sinal que z,, logo y3 = Azé). Portanto, a expressao (1.6.1) pode ser escrita como

d

25 1 z 1 = 1 =
2 S e (=2 —ap (2 2)). 1.6.2
A(z)d-1 (Q<zg’22> A1 (zg’z2>’ 2 (zz’zg)) ( )

De maneira semelhante, obtemos a seguinte expressao em U,

Zg <1 1 21 1 21 1
W (P (2_27 z_g) - 21Q (2_27 z_2> , —22Q) (2—2, z_2>) , (1.6.3)

e a seguinte expressao em Us

entao y3 = 2 onde Az) =

Como visto anteriormente, y3 = zoy; € y; = ACE

1
W(P(Zlaz2)aQ<th2))- (164)
Para o caso em que (y1, y2,y3) € V4, obtemos a mesma expressao (1.6.2) exceto
pelo fato que em V; temos y; < 0, entao y3 e 2o possuem sinais diferentes. Logo, y3 = —%

e (1.6.2) deve ser multiplicado por (—1)4~! para obter o campo vetorial em V;. De modo
anilogo, devemos multiplicar por (—1)?"! as expressdes (1.6.3) e (1.6.4) para obter os
campos vetoriais em V5 e V3, respectivamente.

Dessa forma, concluimos que podemos estender o campo vetorial f*X para
toda a esfera S2. Para finalizar, vamos mostrar que S' ¢ invariante pelo campo estendido.

Seja (y1,v9,y3) € SL. Logo y3 = 0, sendo assim, como 2z, = Z—", 1 =1, 2, obtemos
que z; = 0. Entdo, a expressao do campo vetorial em (y,y2, y3) dada por (1.6.2), ou uma
expressao similar, possui a segunda componente igual a zero. Portanto, S! é invariante. [

Denotamos por P(X) o campo vetorial que estende f*X para toda a esfera S?,
e definimos ele como sendo a compactificacao de Poincaré de X na esfera S?. Além disso,
denotamos por D a proje¢ao do hemisfério norte H™ no plano y3 = 0, o qual chamamos
de disco de Poincaré.

Com a notagao desenvolvida até agora, chamaremos de singularidades finitas
as singularidades de P(X), que nao pertencem a S', e as singularidades que pertencem a
S! serao chamadas de singularidades infinitas.

Da mesma maneira, uma orbita periddica serd finita se estiver localizada em
S?\ S, j4 uma orbita periddica localizada em S' serd chamada de drbita periddica infinita
ou no infinito.
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Exemplo 1.6.1. Considere o campo vetorial X (x1,22) = (—x1,22). Podemos observar
que este campo possui uma tnica singularidade, a origem, que ¢é do tipo sela.

Vamos determinar a expressao de P(X) em U, V;, i = 1,2, para identificar as
singularidades no infinito. Desse modo, observe que o grau do campo vetorial X é impar,
assim, U; = V;, 1 = 1,2, 3. Logo, basta analisar U;, i = 1, 2.

A partir da expressao (1.6.2) obtemos a seguinte expressao em Uy,

XU1 (Zlv 22) — (2217 22)'

Com isso, a origem é uma singularidade do tipo né instavel. Note que Xy, é o campo
vetorial P(X) em U; projetado no plano y; = 0. Desse modo, na esfera, temos que o
ponto (1,0,0) é uma singularidade do tipo n6 instavel em P(X). Além disso, o ponto
(—=1,0,0) em V; também é uma singularidade do tipo né instavel em P(X).

Agora, pela expressao (1.6.3) temos que a expressao em U, é dada por
XU2 (Zl, ZQ) = (—221, —2’2).

Assim, obtemos que a origem é uma singularidade do tipo n6 estavel. Observe que Xy, é
o campo vetorial P(X) em U, projetado no plano y, = 0. Dessa forma, na esfera, temos
que o ponto (0, 1,0) é uma singularidade do tipo no estavel em P(X). Além disso, o ponto
(0,—1,0) em V5 também é uma singularidade do tipo n6 estavel em P(X).

A partir desse estudo, sabemos o comportamento de P(X) em S'. Basta agora
analisarmos P (X) em Us. Pela expressao (1.6.4) temos a seguinte expressao em Us,

XU3 (21, 2'2) = (—21, 22)-

Podemos observar que Xy, nada mais é do que o campo vetorial X restrito a 22 + 3 < 1.
Assim, temos que a origem é uma singularidade tipo sela. Entao, (0,0,1) em Us e (0,0, —1)
em Vj sao singularidades do tipo sela em P(X).

A Figura 1.21 ilustra o retrato de fase dos campos vetoriais analisados acima.

\\T//// \\/ ' , Tﬁ\\\
\\\\\T////// N W 2NN
a7z S\l A
S Tfé/%éﬁ, =N\Z= 22 ‘\‘Q\\\\\\\\
:§\§:§:\>T === el = NS
N = e :;;\?\\3\\ e
T lX\\\‘.\T”\T:‘ — AN ——— = \\Q\\l/ [ =
e INSSEEE NS S\
ZINEE NS NN\ 77
2 NS NS \(74
TN NS N

Figura 1.21: Retrato de fase dos campos vetoriais Xy,, Xy, e Xy,.

Apos analisar o comportamento do campo vetorial X na esfera, encontra-
mos quatro singularidades infinitas, S; = (1,0,0), S = (—=1,0,0), S3 = (0,1,0) e
Sy = (0,—1,0), e duas singularidades finitas, S5 = (0,0,1) e Sg = (0,0,—1). Conse-
quentemente, conseguimos entender o comportamento das érbitas ao redor delas. Com
isso, obtemos o retrato de fase do campo vetorial X no disco de Poincaré e o retrato de
fase da compactificacdo de Poincaré P(X) que estao ilustrados na Figura 1.22.
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Figura 1.22: Retrato de fase de X no disco de Poincaré e o retrato de fase de P(X).
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CAPITULO 2

ESTABILIDADE ASSINTOTICA

Nosso objetivo neste capitulo ¢ estudar a estabilidade assintoética de uma sin-
gularidade em um campo vetorial pertencente a uma classe de campos caracteristica em
R?, mais especificamente, mostraremos que a origem (0, 0) é globalmente assintoticamente
estével para o referido campo.

Dividimos o plano R? em uma malha com infinitos quadrados de area unita-
ria e definimos o campo vetorial que, restrito ao interior de cada quadrado, é dado por
um campo vetorial linear proprio. Para demonstrar o resultado principal, serd necessario
estender o campo nas linhas da malha, utilizando a convencao de Filippov e, posteri-
ormente, nos pontos de intersecao, onde utilizamos uma regularizacao do campo. Nos
baseamos principalmente no artigo [12].

2.1 Apresentacao do Resultado Principal

Nesta secao, apresentamos um resultado proposto por Marcus e Yamabe em
1960, exibimos os campos vetoriais com os quais trabalhamos e enunciamos o resultado
principal deste capitulo, que fornece condicoes suficientes para que a origem seja global-
mente assintoticamente estavel para esses campos.

Definicao 2.1.1. Uma matriz € dita Hurwitz se todos os seus autovalores tém parte real
negativa.

Definigao 2.1.2. Um sistema diferencial 2'(t) = F(x(t)) onde F : R? — R? ¢ C1, ¢
Hurwitz se sua malriz jacobiana DF(z) é Hurwitz em cada ponto x € R2.

Teorema 2.1.1 (Marcus e Yamabe). Seja @’ = F(x) um sistema diferencial, com F de
classe C'. Se o sistema é Hurwitz e a origem é um ponto singular, entio a origem é uma
solucao globalmente assintoticamente estdvel.

Uma demonstracao pode ser vista em [4], por exemplo. Este Teorema é impor-
tante para a conclusao do resultado principal, que trata de uma classe de campos vetoriais
descontinuos, descrita em seguida.
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Vamos considerar os seguintes conjuntos:

S:{(Il,ﬂjg)ERQle:g ou xgzg, para n € 7Z impar},

S" = {(1‘1,1’2) eER?: = % e Ty = g, para m,n € Z impares} :
S — 9§\ 5",

A Figura 2.1 ilustra os conjuntos, onde S é a malha tracejada, S” sdo os pontos em
vermelho e S’ é a malha tracejada sem os pontos vermelhos.

| | | | A | | | |
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| -3 [ 2 [ ol 10 [ 1 [ 2 [ 3 |
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Figura 2.1: Representacao dos conjuntos S, S” e 5.

Cada componente conexa S; ; de R?\ S ¢ um quadrado aberto de drea unitaria
centrado em um ponto (7, j) de coordenadas inteiras.

Seja X;; uma matriz 2 x 2 para cada (¢,j) € Z*. Desse modo, associamos
a matriz X;,; a um campo vetorial linear em S, ;, que por abuso de notacao ainda sera
chamado de X;;. Vamos definir um campo vetorial descontinuo X em R? \ S, como
Xls,, = Xi;,¥(i,j) € Z?, onde as matrizes X;; sao da forma

<_8 _2) ou (:2 _Ccl) (2.1.1)
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com a,b,c >0 e d € R, para todo (i, j) € Z>.

Observe que as matrizes X; ; sao Hurwitz. De fato, considerando

(75 2)

temos que o polinémio caracteristico é p(A) = A\? — (—a — b)X + ab, assim A\; = —a e
Ay = —b s@o os autovalores. Entao, Re(\) < 0 e Re(\p) < 0, pois a,b > 0. Isto implica
que a singularidade do campo associado & matriz é um noé estavel. Agora, considerando

(2 )

temos que o polindmio caracteristico ¢ p(A) = A? + 2cA + ¢® + d?, assim \; = —c +id e
Ay = —c — id sdo os autovalores. Entdo, Re(A1) < 0 e Re(X\2) < 0, poisc > 0e d € R.
Isto implica que a singularidade do campo associado a matriz é um foco estavel.

Dizemos que um campo vetorial descontinuo X em R? \ S é Hurwitz se os
autovalores das matrizes X;; tém parte real negativa para todo (i,7) € Z?. Além disso,
quando X é Hurwitz, definimos §(X) como o supremo da parte real dos autovalores de
todas as matrizes X, ;. Desse modo temos que 6(X) < 0.

A origem de R? sempre ¢ uma singularidade do campo vetorial descontinuo X
em R\ S, pois como X|s, . = X;; para todo (i,7) € Z*, temos que X(0,0) = X,(0,0) =
(0,0), logo (0,0) é um ponto singular. Agora, dizemos que a origem de R? é uma solugao
global assintoticamente estavel de X se o w-limite de qualquer solucao de X for a origem.
De fato, pois Vz € R?, w(z) = 0 se, e somente se, ¢(t, ) — 0 quando ¢t — +oo.

A seguir, enunciamos o resultado principal deste capitulo, que fornece um
desdobramento do Teorema de Marcus e Yamabe para nossa classe de campos vetoriais
descontinuos.

Teorema 2.1.2. Seja X um campo vetorial descontinuo Hurwitz em R*\S com §(X) < 0.
Entao, a origem ¢ globalmente assintoticamente estdavel para X.

Para a demonstracao desse resultado serd necessério estender o campo vetorial
descontinuo X em R?\ S para o R? Inicialmente, fazemos a extensao para R?\ S” e
depois completamos ela para todo o plano.

2.2 A Extensao para R?\ S”

Seja X um campo vetorial descontinuo em R?\ S. Podemos observar que cada
ponto x € S’ pertence exatamente a dois quadrados fechados S, ; e, consequentemente,
existem dois campos vetoriais X; ; definidos em z. Desse modo, utilizaremos a Convencao
de Filippov (veja a Sec¢do 1.1) para definir a trajetoria passando por z.

Sendo assim, quando formos caracterizar as regioes pelos pontos (z — %, Ig) €
S’, temos que a variedade de descontinuidade é¢ ¥ = {(a:l,xz) ER?: 2, =i — %}, ou
seja, ¥ = f;1(0), onde fi(xy,m3) = 21 — i + % Agora, quando formos caracterizar as
regioes pelos pontos (q:l,j — %) € ', temos que a variedade de descontinuidade é ¥ =
{(z1,22) €R*: 2y = j — 3}, ouseja, & = g;'(0), onde g;(x1, x2) = 22 — j + 3.
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Entdo, dado um campo vetorial descontinuo X em R?\ S, de acordo com
Filippov, distinguimos as regides em S’ da seguinte forma:

1. Regido de Costura (X°): caracterizada pelos pontos (i — 3, 22) € 5" onde X;_y; f;(i —
%,@) -Xi’jfi(z.— %1,{[‘2) > 0, ou pelos pontos (z1,j — 1) € S onde X, ;_19;(x1,j —
) Xijgi(1,j —5) > 0.
2. Regiéo de Deslize (Es) caracterizada pelos pontos (i — 1, 25) € S" onde X;_y ; f;(i —
1,m9) > 0e X, fi(i— xQ) < 0, ou pelos pontos (CEl,j——) € S onde X, j_19,(x1,5—
)>OeXmg](x1,] 3) <.

3. Regiéo de Escape (X°): caracterizada pelos pontos (i — 3, 22) € S” onde X;_1; fi(i —
Lowg) < 0e X, fi(i %, x9) > 0, ou pelos pontos (:vl,j—%) € S onde X, j_19,(x1,5—
) <0e X, gi(x1,5— %) >0.

N [ =0 | =

Conforme visto na Subsecao 1.1.1, para os pontos na regiao de deslize ou na regiao de
escape definimos o campo vetorial deslizante Z° da seguinte forma: Se x = (i — ;,xg)
entdo Z°(x) = Z°(X,_1,, X, )(x) denota o vetor no setor gerado por X, 4 ;(z) e X, ;(z)
tangente a S’. Assim,

) = X1 fi(2) X j(x) — X fi(@) X 4()
Xicjfi(z) = X5 fi() '

Agora, se x = (z1,] — 1), entdo Z*(x) = Z*(X; j-1, X, ;)(x) denota o vetor no setor gerado
por X, ;_1(x) e X, ;(x) tangente & S’. Assim,

(2.2.1)

s X, '719'<5L’)Xi, (1’) - X, '9'(37)Xi, '71(1’)
Z°( X1, Xij)(z) = =22 JX J XJ ] J .
ij-19i(7) — Xi;9(x)

(2.2.2)

Notemos que x = (i — ;,xg) € 5" é um ponto singular de Z°(X;_1 ;, X ;) se, e
somente se, X;_;; e X, ; sao linearmente dependentes. De fato, temos por definicao que
o campo vetorial deslizante ¢ dado por (2.2.1). Como estamos tratando de um campo
vetorial na regido de deslize ou de escape, temos que X, ;f;(z) - X;_1;fi(z) < 0, entdo
Xijfi(w) = Xicyfi(w) # 0.

Vamos considerar X; 1 ;(z) = (X}

5(@), X2 () e Xij(x) = (X3 (), X2 ().
Sabemos que f;(z) = 1 — i+ 3, entdo / f; 0).

-1
) =(1,0). Assim,

(
Xijfi(x) = (Xi (@), v fi(2)) = ((Xi;(2), X7;(2)), (1,0)) = Xj;(x)

X1 filz) = (Xioa (), v fi(z)) = (XL 1; 221]( ), (1,0)) = X;- 1;(@).
Observe que
Xijfi(x)Xi1(x) — Xion fi(2) Xy () =
= X (2) (X (), X7y () = Xy () (X (), X (2)) =

= (X35 (@)X (@) — Xy () XG5 (2), X () X7y () — Xy (2) X (x) =
= (0, X3;(2) X7y (7)) — Xy (2) X7 5(2))
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e temos
X () X2 (x
XL)XE (@) = Xy @)X w) = = | T} S

Assim, Z°(X;_1,, Xi;)(x) = 0 se, e s6 se, det[X;_1,,X;;] = 0 se, es6se, X;_1;e X,
forem linearmente dependentes.

De modo similar, mostramos que © = (r1,] — %) € S’ é um ponto singular de
Z%(Xij-1,X;,;) se, e somente se, X; ;1 e X;; sdo linearmente dependentes.

Pela Defini¢do 1.1.6, temos que um ponto z = (i — 3,25) € S’ é um ponto
S’-regular de X se uma das seguintes condicoes é satisfeita:

L X1, fii — %71'2) - X fili — %71'2) > 0, ou seja, x esta na regiao de costura;

2. Xifl,jfz'@ — %, l’g) X,L’sz(l - %, Ig) <0eo produto vetorial Xz‘—l,j(i — %, ZL’Q) /\Xi,j (Z -
%,xg) # 0, ou seja, = pertence a regiao de deslize ou de escape e nao é um ponto

singular de ZS(XZ‘_L]‘, Xi,j)-

Agora, um ponto =z = (x1,j — %) € 5" ¢ um ponto S’-regular de X se uma das seguintes
condicOes é satisfeita:

1. Xijo19;(x1,7 — 3) - Xi59;(z1,5 — 2) > 0, ou seja, x estd na regido de costura;

2. Xij19i(z1,J — %) - Xi9i(x1,7 — %) < 0 e o produto vetorial X;;_1(x1,j — %) A
Xii(z1,5 — %) = 0, ou seja, x pertence a regido de deslize ou de escape e nao é um

ponto singular de Z°(X; ;_1, X, ;).

Os pontos de S’ que nao sdo S'-regulares sao chamados de pontos S’-singulares. Desse
modo, dado um campo descontinuo X em R?\ S, temos que uma solugao z(t) de X em
R2\ §” é:

1. um segmento aberto orientado de S’ contido na regidao de escape ou de deslize,
solucao do campo vetorial Z°,

2. ou um ponto S’-singular,

3. ou uma curva definida em R?\ S” tangente a X em cada ponto de R?\ S e tal que
seus pontos em S’ estdo na regiao de costura.

Portanto, o campo vetorial descontinuo X esté definido em R?\ S”. A seguir,
vamos defini-lo em S”.

2.3 A Extensao para R?

Para definir um campo vetorial descontinuo X em S” vamos usar a ideia de
regularizagao de campos vetoriais descontinuos tratada na Secao 1.3.
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Dado um ntimero positivo €, uma funcao de transicao linear por partes é uma
fungdo . : R — R definida por
0 se t< —¢
o) = se te(—2e),
1 se t>e.

Para um campo vetorial descontinuo X em R?\ S, vamos definir uma regularizagao, que
serad um campo vetorial Y, em R2. Para isso, definimos a regularizacao em cada parte da
malha. Para cada (i,j) € Z?, considere os seguintes conjuntos:

o1 1 o1 o1
Qi,j: (.7]1,.’132)2Z—§+€§.’L’1§Z+§—€,]—§+€§SL’2§]+§—€ s

1 1 o1 o1
V;,j: ($1,I2)ZZ—§—€§LE1SZ—§+€,]—§+€§$QSJ+§—€

o1 o1 o1 1
H; ;= (1:1,:52):z—§+€§x1§z+§—€,j—§—5§x2§j—§+a ,

R ( )i ! <z <1 1+ 2 <x9 < 1+
i.j T1,T2 ] B EST1 S 5 g, B ES T2 ) 5

que estao ilustrados na Figura 2.2.

I
el _______|
|
I
I
I
|
|
I [6)
: (Z_laj)
|
I
I
|
! |
- - —— - — - — = )
' |
! | |
| I |
| | |
! | |
' | |
' | |
| Q@ | @ |
: (l—l,j—l) | (iaj—l) |
| |
: | |
| |
| | |
| I }
| | |
"7" “““““““ i Al i -9~
| |

Figura 2.2: Tlustragao dos conjuntos @, ;, Vi, H;; e R; ;.

Assim, a regularizacao Y é definida da seguinte forma:
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1. Y. = X, ; no quadrado fechado @; ;.

2. Yo(z) = (1= (w1 —i+3)) Xic1j(z) + ¢ (71 —i+ 1) X, ;(x) se z pertence ao
retangulo V; ;.

3.Vo(z) = (1= (za—j+3)) Xijor(2) + o2 — j 4+ 1)X, () se z pertence ao
retangulo H, ;.

Até aqui, o campo vetorial Y; ji estd definido nas fronteiras dos quadrados Rf; = R, ;.

Agora, precisamos defini-lo no interior dos quadrados e, consequentemente, Y. estara
definido em todo R2.

4. Se x = (21, 23) € R, j, definimos

o1 o1
Ya(ﬂf):(1—905(332—34—5))1/5(351,]—5—5)
o1 1
+ e 952—]‘1‘5 Y. $1,J—§+€ :

Note que para definir a regularizacao no interior do quadrado, fazemos uma combinacao
dos valores da regularizacao definidos no item 2. As coordenadas do primeiro termo sao
de um ponto pertencente & aresta inferior do quadrado, que faz parte da fronteira do
retangulo abaixo dele, e as coordenadas do segundo termo sao de um ponto pertencente
a aresta superior do quadrado, que faz parte da fronteira do retangulo acima dele. Ou
seja, combinamos valores da regulariza¢ao em um ponto do retangulo V; ; e um ponto do
retangulo V; ;_1, nos quais Y; j& estava definido.

Da definicdo do campo vetorial Y. em R?, segue que Y. é continuo em todo R2.
Podemos notar que Y. em cada ponto z € R? pode ser escrito da forma Y.(z) = A.(z) - z,
onde

Ac(r) = aic1j1(0) X1y + a1 () X1y + aij1(0) X joa +ai(0) Xy (2.3.1)

para algum (4, ) € Z*, com a;_1 ;—1(x) +ai_1j(x) + a; j—1(x) +a; j(x) =1, e cada a;, > 0
com (I,k) € G,onde G={(i—1,7—1),(i—1,7), (¢, —1),(4,4)}. Note que A.(x) é uma
matriz cujos elementos, em geral, dependem de .

Atentamos principalmente no processo de regularizagao em torno dos cantos
pij = (T1,7@2), onde Ty =1 — % e Xy =] — % Para cada €, o campo vetorial regularizado
P . e ; . / ; e _

Y.(z) esta definido em R;;. Além disso, p;; sempre é o centro de R;; e ll_l}é R;; = pij.

Assim, faz sentido considerar a solugao orbita de Y, passando por p;;.

Proposicao 2.3.1. O campo vetorial Y. é localmente Lipschitz em R2.

Demonstracao. Pela construcao do campo vetorial Y., dado um ponto xy € R? podemos
sempre escolher uma vizinhanga U de zy e um par (4, j) € R? tal que a expressao de Y, (z)
para todo x € U é dada por Y:.(x) = A.(z)x, com (i, j) fixo.

Vamos definir

M = max || Xl,k H .
(IL,k)eG
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Portanto, para todo x,y € U podemos escrever

| Yo(x) = Yo(y) || = [| Ac(x)2 — A(y)y ||

= | Y an@) Xz — > ak(y) Xy

(Lk)eG (Lk)es

< Z | ark(2) Xipr — arp(y) Xowy ||
(Lk)e@

= > Xiplas(@)z — ax(y)y) |
(Lk)EG

< Y X I k@) — a(y)y |l
(Lk)eG

< M Z | ar(z)r —arr(y)y || -

(Lk)e@

Como 0 < a;x(z), arx(y) < 1, & certo que

| ak(x)r —ay | <llz—yl.
Assim, das desigualdades acima, temos que
| Yo(2) = Ye(y) | < AM [z —y || .

Tomando L = 4M, obtemos que Y. é localmente Lipschitz. O

Assim, temos a existéncia e unicidade das solucoes do campo vetorial Y; através
de cada ponto de R?, e também a dependéncia continua em condicoes e parametros iniciais.

Por resultados obtidos em [16], temos que a funcdo z : [0, 7] — R é uma solucao
do campo vetorial descontinuo X se, e somente se, existe uma sequéncia de solucoes
z. : [0,7] — R do campo vetorial regularizado Y. uniformemente convergente para x(t)
quando & N\, 0. Com isso, podemos definir a solucao de um campo vetorial descontinuo X
nos pontos de S”. Seja xg € S” e seja x. : [0,T] — R a solugao de Y; tal que z.(0) = xo.
Entao, tomamos a sequéncia de solucoes z.(t) e o limite quando € N\, 0. Esse limite,
denotado por z(t), é por defini¢do a solugao de X tal que z(t) = .

Portanto, o campo vetorial descontinuo X esta definido em R?. Na préxima
secao, exibimos um exemplo para uma melhor compreensao das extensoes feitas.

2.4 Exemplo das Extensoes

Acolhendo as notacgoes dos conjuntos da Secao 2.1, considere os campos veto-
riais lineares associados as seguintes matrizes:

)

Wl
|
)
I
—_
e}

4
X—l,l = ; XO,l = , Xll = >

win
ot
]

|
ot
]

|
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-2 2 -2 7 -1 0

X—I,O = Xo,o = Xipo=
-2 -2 -7 =2 0 -9
-5 0 -1 1 -3 -1

X—l,—l = 9 XO,—]. = ) X17—1 =
0 -9 -1 -1 1 -3

Observe que, estamos nos restringindo apenas aos nove quadrados centrais da malha da
Figura 2.1, por simplicidade. Seja X um campo vetorial descontinuo em R?\ S, dado
por X|g,, = Xj;, parai,j € {—1,0,1}. O retrato de fase desse campo é representado na
Figura 2.3.

lllllllllllllllllllllllllllllllllll

NN\ s
BN\ Z==

IESNimp===
=SSN ===
RN N\
W@ -

L \J S\ \\ \\\
BEAAEIHTT N2 AN

—1.05— ///////// ]
SVSTEIIITINN |
I/ NSNS

Figura 2.3: Retrato de fase do campo X em R?\ S.

Primeiro, vamos estender o campo X para R*\ S”, utilizando a convengio de
Filippov. Considerando a variedade z, = %, dada pela fungdo gi(x1,22) = @9 — %, entre
os campos X ; e X, temos

1 1 1
X101 <J71, 5) = <<—$17—Z) , (0, 1)> =7
1 9 9
X ) =((-21,-5),0,1)) =—=.
1,091 <$1,2> << T, 5 , (0, )> 5
Entao, X110 ($1, %) X1,091 ($1, %) = (—i) (—%) = % > 0. Logo, temos uma regiao de

costura nesse caso.
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Entre os campos X1 e Xg o, temos

1 5 5
Xo101 (xh 5) = <(—4$1, —5) , (0, 1)> =3
1 7
Xoog1 (331, 5) = <(—2x1 + 5 —Txy — 1) , (0, 1)> = —Txr; — 1.

Entéo, Xo191 (21,3) Xoog1 (21,3) = (=721 — 1) (=2) = 221 + 2. Essa expressdo ¢ igual

a zero se, e somente se, r; = —=, assim, —%, %) ¢ o ponto de tangéncia. Dai, temos uma

regiao de costura se x; > —% e uma regiao de deslize se x; < —%.

Entre os campos X_;; e X_; g, temos

1 1 2 5 2 5

— by = — —_—, — _ = 1 = —— — —
X 1101 (901, 2) <( Sy + 30 T3l 2) , (0, )> 3717 5
1 5 5 5
X Y= =2a 1,20 — = 1)) =22 — —.
1,091 <5U1, 2) << 61’1 + 1, =2z 12) , (0, )> Z1 12

Entao, X_110: (xl, %) X_1001 (xl, %) = (—%xl — g) (—Qxl — %) Essa expressao é igual

a zero se e somente se, r1 = 1 ou r; = —g;, porém nao temos pontos de tangéncia
pois —5 < x; < —=. A expressao é maior do que Zero quando T < —E ou r; > 254,
porém nao temos uma reglao de costura pois —= < T < —s. A expressao ¢ menor do que

zero quando — L3 < 2y < — 24, onde temos uma reglao de deshze

C0n51derando agora a variedade xo = —%, dada pela funcao go(z1, x2) = x2+%,
entre os campos X o e X; _;, temos

1 9 9
X1,090 (951,—§> = <(—9€1, 5) 7(07 1>> = 57
1 1 3 3
X1,71go (:L‘l, —§> = <(—3l‘1 + 5,%1 + 5) ,(O, 1)> =+ 5

Entao, X190 (xl, —%) X1.-190 (xl, —%) = g (xl + %) Essa expressao € igual a zero se, e
somente se, x1 = —3, porém nao temos pontos de tangéncia, pois % <x < % A expressao
¢ maior do que zero quando z; > 5, onde temos uma regiao de costura. A expressao
¢ menor do que zero quando z; < —2, porém nao temos uma regiao de deslize, pois
1 3
5 < T < 5

Entre os campos Xy e Xy _1, temos

1 7
Xo,090 (3517 —5) = <(—2$1 — 5 —Txy + 1) > = —Tr; +1,
1 1 1
XO,flgO (1’1, —§> = <(—$1 - 5, —x + 5) > - + -

Entao, Xo,090 (xl, —%) Xo0.-190 (xl, —%) = (=Tzx1+1) (—ml + 5). Essa expressao é igual

a zero se, e somente se, T = » Ou I] = 3, assim, (;, —%) ¢ o ponto de tangéncia, pois

—5 <r <3 A expressao e maior do que zero quando x; < l ou rp > ;, e ¢ menor do

que 7€ro quando s < <3 L. Logo, temos uma regido de costura quando x; < % e uma
x . 1 ! 1

regiao de deslize quando 1 > =, pois —5 < x1 < 3.
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Entre os campos X_19 e X_; _q, temos

1 5 5 5
X ) = =2 -1, -2 > D)) =2 + =
1,090 <1’1, 2) <( 6331 , —2T1 + 12) , (0, )> 1 + 1

o (L) = (50 2) o) -

Entao, X_; 090 (xl, —%) X_1.-190 (1:1, —%) = (—23:1 + %) g. Essa expressao ¢é igual a zero
- / = N ‘o 3 1

se, e somente se, r1 = 57, POrém nao temos pgntos de tangéncia pois —5 <x < —3. 5A

expressao ¢ maior do que zero quando r; < 5; e € mgnor do que1 zero quando rp > o7.

Logo, temos uma regiao de costura nesse caso, pois —5 <z < —3.

1

Considerando agora a variedade x, = %, dada pela funcao fi(r1,z;) = 71 — 3,

entre os campos X e Xq 1, temos

Xl71fl (%ax2> = <(—%,—%1‘2) ?(170)> = _%7

Xorhr (%@) (=2, —5a5) ,(1,0)) = —2.

Entdo, X1/ (%,513'2) Xo1fi (%,1’2) = (—%) (=2) = 1 > 0. Logo, temos uma regiao de
costura nesse caso.

Entre os campos X; o e Xg o, temos

Xi1of1 (%Jz) = <<—%,—9$2> ,(170)> = —%7
1 7
Xo0/1 (é,Iz) = <(—1 + T, 5~ QIQ) ,(1,0)> = —1+ Tx,.

~ 1 1 1 1 5o A
Entao, X 0f1 (5, xg) Xo.0f1 (5, xz) = (=14 Txs) (—5) =35 - %xg. Essa expressao ¢ igual
a zero se, e somente se, o = =, assim, (%, %) é o ponto de tangéncia. A expressao é maior
do que zero quando x5 < %, onde temos uma regiao de costura, e ¢ menor do que zero

quando xy > %, onde temos uma regiao de deslize.

=il

Entre os campos X; ;1 e Xo _1, temos

o ()~ (3 ) 00)
Xo-1f1 (%,Iz) = <(—% + 29, —% — xz) ,(1,0)> = —% + 2.

Entao, Xi_1f1 (%,l’g) Xo-1/1 (%,l’g) = (—% - :cg) (—% + xg). Essa expressao é igual a

Zero se, € somente se, ro = —% ou Ty = %, porém nao temos pontos de tangéncia pois

—% < xy < % A expressao é maior do que zero quando —% < X9 < %, e ¢ menor do que

zero quando x, < —% ou s > 1. Como —3 < x5y < —%, temos uma regiao de costura

2 2
nesse caso.

D) — T2,

Considerando agora a variedade z; = —%, dada pela funcao fo(z1,x2) = 21 +%,
entre os campos Xo; e X_j 1, temos

1

Xosfo (=302 = (=522, (1,0)) =2
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1 5 2 1 5 2
X—l,lfo <_§7I2> — <(§ + §I27 g — 51‘2) 7(1,0)> = 5 + gxz.

Entao, Xo1fo (—%,@) X_11fo (—%,:@) =2 (% + %l’g) Essa expressao ¢ igual a zero se, e

somente se, To = — -, porém nao temos pontos de tangéncia pois % < x9 < % A expressao
é maior do que zero quando zo > —% e ¢ menor do que zero quando z, < —%. Como

5 < To < £, temos apenas uma regiao de costura nesse caso.

Entre os campos Xopg e X_;p, temos

1 7
Xo,0/0 <—§,w2> = <(1 + Tx,, 3~ 2@) ,(1,0)> =1+ Tx,,
Xfl,ofo (—57%) = <<12 +2x9,1 — 6 ) ,(1,0)> = ﬁ + 2x4.

Entao, Xo0fo (—l ) —1.0fo ( ) = (1+ Txy) (% + 2952). Essa expressdo ¢ igual a
zero se, e somente se, Ty = 24 ou :cz — =, assim, —%, —%) e (—%, —%) sao os pontos

de tangéncia. A expressao é maior do que zero quando < 5 Ou g > — 1 , onde temos
uma regiao de costura, e ¢ menor do que zero quando —z; < Ty < — 1 onde temos uma
regiao de deslize.

Entre os campos Xo_1 e X_; _q, temos

Xo-1fo (—%,@) = <<% + @9, % — iﬂ2> ,(1,0)> = %+$27
X,L,lf() (_%73:2) = <(g, —933‘2) ,(1,0>> = g

Entao, Xo_1fo ( > :UQ) X_1-1fo ( %, xg) = (% + xg) g Essa expressao é igual a zero se,
e somente se, ro = —3, porém nao temos pontos de tangéncia pois —% < x9 < % A
expressao ¢ maior do que zero quando xy > —%, porém nao temos uma regiao de costura,
pois —% <1y < —%, e ¢ menor do que zero quando xy < —%, onde temos uma regiao de

deslize.

Dessa forma, conhecemos o comportamento do campo X nas linhas que divi-
dem os campos X; ;, para i,j € {—1,0,1}. A Figura 2.4 ilustra o campo em R?\ S”.

Agora, vamos definir o campo X em S”. Para isso, obtemos uma regularizacao
Y. em R? do campo, dada por
Y. =X,

no quadrado fechado {(z1, z3) :i—%—i—eﬁxl §i+%—€,j—%+8§x2 gj—l—%—g},
para i,j € {—1,0,1}. Para a variedade x5 = %7 temos

Yo(a1, 12) = (1 _o <x2 - l)) X101, @) + (IQ - l) Xy1 (21, 72),

9 9

no retangulo {(z1,22) : 3 +e <1 <3 —¢e,f —e <y <5 +ek
1 1

Yo(a1, 12) = (1 _o (“ - ')) Xoo(1, @) + ¢ (“ - ') Xoa (1, 72),

9 9
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Figura 2.4: Retrato de fase do campo X em R?\ S”.

no retangulo {(z1,22): —3 +e <z <f—¢e,3—ec <z <14k

1

xo — 1 Ty — 1
Yo (21, 20) = <1 —p ( 2 2)) X_10(x1,22) + ¢ ( 26 2) X_11(x1, 22),

no retangulo {(xy,zs) : —% +e<z < —% —8,%—6 <y < % +e}.

™

Para a variedade x5 = —%, temos

To+ % To+ 1
Ye($1,$2) = <1 — @ < 2 2)) X1,—1($1,$2) +S0( 28 2) X1,o($1;332)7

)
Ye(wr,2) = <1 — <l’2 +1
)

no retangulo {(zy,x3) : —3 +¢ < @y <

ZEQ—i‘l ZL’Q‘Fl
Yo(xq, 20) = (1 —p ( 2) X o1 -1(z1,29) + ¢ ( 2) X_10(x1, 2).

no retangulo {(x, xs) : —% +e<ax < —% — ¢, —% —e<xy < —% + e}

Para a variedade z; = %, temos

Ys(ﬂhal’z)z <1—<P< 18 2)>Xo,1($1>332)+90( 16 2>X1,1(f1?1;3?2);
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no retangulo {(zy,x2) : %—egxl < %—i—s,%—i—eéxz <3¢}

Yo(ar, 29) = (1 — (xlg_ _)) Xoo(z1,22) + ¢ (xlg_

no retangulo {(zy,x2) :

N =

[

)X1,0($1,$2)7

T — % T — %
Yo(xy,20) =1 —¢ 5 Xo—1(x1,22) + ¢

)X17_1($1,£L‘2>,
€
A . . ; 1
no reténgulo {(r1,2): 5 — 2 <m < b e 34 <t o)
Para a variedade z; = —2

1 1 1 1 .
s—e<m<gte —3te<a<g—elh

)
T+ 3 T+ %
Yo(z1,20) = <1—<P< 16 2))X—1,0($1,5E2)+90( - 2>Xo,o($17$2)7
) <

no retangulo {(zy,x2) :

1+ 3 T+
Yo (21, 72) = (1—90( 15 2)>X—1,—1(1’1a$2)+90( 1 2)

Xo,—1($1, 952)-

no retangulo {(zy,x2) : —% —e<z < —% + €, —% +e<ay < —% — ¢}

Agora, para o interior dos quadrados R; ;, ¢,7 € {0, 1}, considerando a varie-
dade x5 = 1/2, temos

1 1
_1 1 — = 1
Yo(wq,20) = (1_¢<x25 2)>Y5 <5L’17§—5> +90<x28 2)Ys ($17—+5)7

2

no quadrado {(z1,22) 1 s —e <@y < S +e,3—ec<ay <1 +e},

1 1
_1 1 - 1
Yo(xq,20) = (1_80<x25 2)>Ys (90175—5) +80(x2 2)Ys (3517—4'5),

€ 2
no quadrado {(z1, ) : —%—egxl < —%—i—é‘,%—&igxg < %—i—a}.

E considerando a variedade xo = —1/2, temos

+3 1 +3 1
i (10285 (md - o (D) (b ),

2

no quadrado {(z1,22) 1 5 —e <ay <5 +e,—1 —e<xy < —5 ¢},

+ 3 1 + 3 1
Ye(a1,290) = <1_¢<x2€ 2))1/5 (9617—5—8) +<P<I26 2)Ys (331,—5—0—6)7

no quadrado {(z1,22) : =4 —e <y < -1 4e -1 —e <z <1 +e}

Com isso, determinamos a regularizacao Y., que nos permite definir o campo
X em S”. A Figura 2.5 mostra o retrato de fase do campo em todo R?.
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Figura 2.5: Retrato de fase do campo X em R2

2.5 Prova do Resultado Principal

Nesta secao, vamos demonstrar nosso resultado principal enunciado na Secao
2.1. Para isso, utilizamos as extensdes do campo vetorial X em R?\ S desenvolvidas nas
secoes anteriores.

Defini¢ao 2.5.1. Seja M uma matriz 2 X 2 Hurwitz, definimos 0(M) como o mdzimo
das partes reais dos dois autovalores de M.

Na Se¢ao 2.3 vimos que o campo vetorial Y. pode ser dado pela expressao
(2.3.1). Dessa forma, pelo lema a seguir, temos que Y. é Hurwitz.

Lema 2.5.1. Assuma que A e B sdao matrizes Hurwitz da forma (2.1.1). Entao,

(a) para todo s € [0,1] a matriz sA+ (1 — s)B é Hurwitz, e
(b) 6(sA+ (1 —s)B) <max{d(A),d(B)}.

Demonstracao. Vamos separar a demonstragao em trés casos.

Caso 1: As matrizes A e B sao da forma:

a=( ) em= (20 )
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com a,c > 0eb,d e R. Os autovalores de A sao —a +bi e os autovalores de B sao —c=+ds.

Com isso,
—a b —c d
sA—l—(l—s)B—s(_b _a>+(1—s)(_d —c)

_( —sa—(1—s)c sb+ (1 —s)d
S\ —sb—(1—=8)d —sa—(1—s)c )’
Assim, os autovalores de sA + (1 — s)B sao —(sa+ (1 — s)c) £ (sb+ (1 — s)d)i.

Temos que §(A) = —a, 0(B) = —ce §(sA+ (1 —3s)B) = —sa— (1 — s)c, entdo
sA+ (1+ s)B é Hurwitz. Além disso, 0(sA + (1 — s)B) < max{J(A),(B)}. Portanto, o
resultado vale para esse caso.

Caso 2: As matrizes A e B sao da forma

(55 2) e o=(5 )

com a,b,c,d > 0. Os autovalores de A sao —a e —b e os autovalores de B sdao —c e —d.

Com isso,
—a 0 —c 0
SA+(1—3)BZS< 0 _b)—l—(l—s)< 0 —d)

- <_Sa_(<)1_8)c —sb—?l—s)d)'

Assim, os autovalores de sA + (1 — s)B sdo —sa — (1 — s)c e —sb — (1 — s)d.

Temos que §(A) = max{—a, —b}, §(B) = max{—c, —d} e §(sA+ (1 —s)B) =
max{—sa — (1 — s)c,—sb — (1 — s)d}, entdo sA + (1 + s)B ¢ Hurwitz. Além disso,
d(sA+ (1 —s)B) <max{d(A),d(B)}. Portanto, o resultado vale para esse caso.

Caso 3: As matrizes A e B sao da forma

a=(h ) e m=(op )

com a,b,c > 0 e d € R. Os autovalores de A sao —a e —b e os autovalores de B sao
—c =+ di. Com isso,

ar-9p- (T )ea-a( 5 0

_ <_Sf<_1<_15ds)c _sb(l—_aS)—ds)c)’

Vamos determinar os autovalores de sA-+(1—s)B. Temos que seu polindmio caracteristico
é dado por

p(\) = N —tr[sA+ (1 — s)B]\ + det[sA + (1 — s)B]
= X — (=s(a+b) —2(1 —s)e)A + (—sa — (1 — s)c)(—sb — (1 — s)c)
= X+ (s(a+b)+2(1—=8))A+ (=sa— (1 — s)c)(—sb— (1 —s)c) + (1 — 5)*d*.
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Assim, seus autovalores sao

A\ — —s(a+b) —2(1 —s)c£ VA
+ — 2 )
onde A = (s(a +b) + 2(1 — s)c)* — 4[(=sa — (1 — s)c)(—=sb — (1 — s)c) + (1 — s)%d?].
Observemos que

(s(a+b) +2(1 —s)c)* = s*(a+b)*+4s(a+b)(1 —s)c+4(1 — s5)*c?
= s%a® + 2s%ab + 5?0 + 4s(a + b)(1 — s)c + 4(1 — 5)*c?

—4(—sa — (1 — s)c)(—sb— (1 — s)c) = —4[s*ab+ sa(l — s)c+ sb(1 — s)c + (1 — 5)*c?
= —4s%ab —4s(a +b)(1 — s)c — 4(1 — 5)*c%.

Entao,
A = s*(a —b)? —4(1 — s)%d*.

Temos que §(A) = max{—a,—b} e 6(B) = —c. Entao, max{d(A),d(B)} =

max{—a, —b, —c}.

Vamos mostrar que a parte real de Ay é menor que max{—a,—b, —c}. Se
A <0, temos que a parte real é (—s(a + b) — 2(1 — s)c). Desse modo, valem (a) e (b).
Sendo assim, vamos assumir que A > 0 e, consequentemente, Ay sao reais. Consideramos
max{—a, —b, —c} = —a, as outras duas possibilidades podem ser estudadas de maneira

analoga.

Mostraremos que Ay < —a, o que é equivalente a

—s(a+b) —2(1 —s)c£ /s2(a—b)? —4(1 — 5)2d? <
5 <
& —s(a+0b) —2(1 —s)cE +/s2(a —b)2 — 4(1 — 5)2d2 < —2a
& —sla+b) —2(1 —s)ct/s2(a—b)2 —4(1 —5)2d2+2a < 0
& 2a—2c— (a+b—2¢)s % /s2(a —b)? — 4(1 — 5)2d2 < 0.

—a

Temos que 2a — 2¢ < 0, pois —a = max{—a,—b, —c} e a,b,c > 0. Vamos analisar a
reta y(s) = 2a — 2c — (a + b — 2¢)s. Sabemos que s € [0, 1], assim, se s = 0 temos
y(0) = 2a — 2¢ < 0, agora se s = 1 temos y(1) =2a —2c— (a+b—2¢) = a — b < 0, pois
—a = max{—a, —b, —c}. Desse modo, —s(a + b) — 2(1 — s)c + 2a < 0. Com isso,

— s(a+b) —2(1 — s)c+ 2a + v/s2(a — b)2 — 4(1 — 5)2d% < 0
& | —sla+b) —2(1 = s)c+2a| > |v/s2(a —b)2 — 4(1 — 5)2d?|
& (=s(a+b) —2(1 = s)c+2a)? > (£+/s2(a — b)2 — 4(1 — 5)2d2)*
& (—s(a+0b) —2(1 —s)c+2a)* > s*(a—b)* — 4(1 — s5)*d*
& (=s( (1-s)

(—s(a+0b) —2(1 c+2a)* — (s*(a — b)* — 4(1 — 5)*d*) > 0.

— S

S
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Temos que

(—s(a+b) —2(1 — s)c+2a)* — (s*(a — b)* — 4(1 — 5)*d?)

= (2(a— (1= s)e) = s(a+b))* = (s*(a—)* — 4(1 — s)*d*)

[a® —2a(1 — s)c+ (1 — 8)%c® — sa(a + b) + sc(1 — s)(a+ b) + (1 — 5)*d* + s%ab)]

(1 —5s)(—2ac+ (1 — s)c® + sc(a +b) + (1 — 5)d*) + a® — sa(a + b) + s*ab]

(1 —5)(—2ac+ (1 —8)c® + scla+b) + (1 — s)d*) + a*(1 — s) — sab(1 — s)]

s)[—2ac+ (1 — 8)c® + sc(a +b) + (1 — s)d* — d* + a® — sab]

[
[

s)(a—c)* +d* — s(c? — ca — cb+ d* + ab)]

4
4
4
4
4
4 s)[(a—c)* +d* - s((a—c)(b—c) +d*)].

1 -
1—
1 -

[
[
(
(
(

Logo,

M<—aed4l-9)(a—c)P+d*—s((a—c)(b—c)+d*)] >0
Sla—c)lP+d>—s((a—c)(b—c)+d*) >0.

Por fim, se s = 0, temos (a —c)*+d* > 0, agora se s = 1 temos (a —c)*+d* — ((a —c)(b—

o)+d®)=(a—c)(a—c)—(b—2c)) = (a —¢)(a—b) > 0, pois —a = max{—a, —b, —c}.
Entao, temos que vale a ultima desigualdade. Portanto, o resultado vale para esse caso,
finalizando assim a demonstracao. O

O proximo lema mostra que, para matrizes Hurwitz arbitrarias, o item (a) do
Lema 2.5.1 nem sempre é verdadeiro.

Lema 2.5.2. Considere as sequintes matrizes Hurwitz

() eee(2)

Entao, a matriz sA+ (1 — s)B ndo é Hurwitz para s = 3.

Demonstragdao. O polindomio caracteristico de A é p(\) = A2+7A+1, assim, os autovalores
de A sao
~74+3V5

2
Agora, o polinomio caracteristico de B ¢ p(A\) = A2 + X\ + 1, assim, os autovalores de A

sao
—14 /3
5 .
Desse modo, temos que A e B sao Hurwitz.

Vamos agora encontrar os autovalores de sA + (1 — s)B. Temos que

sA—i—(l—s)B:s(_I _(1))+(1—s)(_f _i’):<_21_53 _f’j35>

Entao, o polindémio caracteristico de sA + (1 — s)B ¢é
p(A) = N —(=2=5s+1—s)A+[(=2—=5s)(1 — 8) — (=3 + 25)]
= A — (=1 —65)A+[-2+25 — 55+ 55> + 3 — 23]
= A+ (14+65)A+ (1 — 55+ 5s?).
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Assim, os autovalores sao

—(146s) £ /(1 +65)2—4(1 —55+5s%) —(1+6s) = +/—3+32s + 1652

2 2

Desse modo, para s = % temos

—[146()] £ /-3 +321) +16(2? 41 17

2 2
onde =V < < M7 pois /16 < V17 < V25 = 4 < /1T < 5. Portanto,
sA+ (1 — s)B nao ¢ Hurwitz quando s = 1. O

Entao, pelo Lema 2.5.2, para nossa classe de campos vetoriais descontinuos X
em R?\ S, as matrizes X;; nao podem ser Hurwitz arbitrarias. Se isso ocorre, o campo
vetorial Y. pode ndo ser Hurwitz. Pelo Lema 2.4.1, temos que Y, é Hurwitz em R?, e

I(Y:) = Sélﬂg I(Ac(x)) <6(X) = sup 0(Xij). (2.5.1)

(4,5)€2?

Para provar o Teorema 2.1.2 queremos utilizar o Teorema de Marcus e Yamabe,
entao é necessario uma regularizacao C' conveniente do campo vetorial descontinuo X em

R?\ S. A seguir, vamos exibir uma regulariza¢ao C> para o campo vetorial descontinuo
X em R2.

Dado € > 0 suficientemente pequeno, uma funcao de transicao C>* é uma
funcao ¢, : R — R definida por

0 se t<—¢,
(t) = -
¢() {1 se t>e¢g,
e YL(t) >0 parat e (—e,¢).

Considere os conjuntos @; ;, Vi ;, H; ;j e R;; definidos na Se¢ao 2.3. Uma regu-
larizagao C* de um campo vetorial descontinuo X em R?\ S ser4 um campo vetorial Z,
em R? definido como segue. Para todo (i, j) € Z? temos que

1. Z. = X, ; no quadrado fechado Q; ;.

2. Z.(x) = (1 — e (xl — i+ %)) Xic1,(z) + e (91:1 — i+ %) X, ; se x pertence ao re-
tangulo V; ;.

3. Z.(x) = (1 — ), (xg —j+ %)) Xij—1(x) + e (xg —J+ %) X j(x) se x pertence ao
retangulo H, ;.

Até aqui, o campo vetorial Z. ja estd definido nas fronteiras dos quadrados R; ;. Agora,

precisamos defini-lo no interior dos quadrados e, consequentemente, Z. estara definido em
todo R2.

(iv) Se x = (z1,22) € R; j, definimos

1
Za(x) = (1_1/} <x2_]2—;2 +€)> Za <I1,j—%—5)

To—j+L4¢ 1
b (2T (- 1)
2e 2
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Do modo como foi definido o campo Z. em R2, temos que Z. é C* em R?
exceto, talvez, nos quadrados R; ;. Porém, sempre podemos considerar uma pertubagao
Z. suficientemente pequena de Z. restrita aos quadrados R;; tal que Z. é C* em todo
R2.

Escolhendo v e Z. convenientemente, e tomando em conta (2.5.1), temos que
§(Z.) < @ < 0, com isso Z. é Hurwitz. Além disso, temos que ||Y(z) — Z.(z)|| < €2,
obtendo que Z. ¢é localmente Lipschitz.

Finalizamos esta secao exibindo a demonstracao do Teorema 2.1.2 que enca-
deou o estudo deste capitulo.

Demonstragdo. Seja X um campo vetorial descontinuo Hurwitz em R?\ S com 6(X) < 0.
Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, seja Y. uma regularizacao localmente Lipschitz de
X em R?, construida na Secao 2.3. Sabemos que Y. é Hurwitz em R?, e pela expressao
(2.5.1) temos que §(Yz) < 0(X) < 0.

O campo vetorial regularizado Y, nao é globalmente C!, pois a funcao de tran-
sicao utilizada para descrever Y, é apenas C°. Porém, podemos aproxima-lo por um campo
vetorial C*®, Z., em R? tal que §(Z,) < L;() < 0. Com isso, temos que Z. é Hurwitz em
R2. Como a origem é um ponto singular de X, pela construcdo de Y. e de Z, a origem
também é um ponto singular para esses campos vetoriais.

Como Z. é C*®, Hurwitz em R? e a origem é um ponto singular, temos pelo
Teorema de Markus e Yamabe que a origem ¢é globalmente assintoticamente estavel para
Z.. AMfirmamos que a origem é também globalmente assintoticamente estavel para Y. De
fato, tome um ponto arbitrario z € R?\ {(0,0)}. A solucdo de Z. que passa por  precisa
de um tempo finito 1" para atingir a bola centrada na origem de raio % Pela dependéncia
continua das condi¢oes iniciais e dos parametros, se € > 0 é suficientemente pequeno, a
solucao de Y. que passa por z, depois de um tempo 7' estd contida na bola B centrada
na origem e de raio 1 —e. Como Y.|p = Xoo e Xoo possui um no6 ou foco linear estével
na origem, temos que a orbita de Y. passando por x possui seu w-limite na origem. Logo,
a origem ¢ globalmente assintoticamente estavel para Y..

Por fim, como as solucoes de Y. tendem as solucoes de X quando e \, 0,
segue que a origem é globalmente assintoticamente estavel para X, provando assim o
teorema. ]
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CAPITULO 3

ESTABILIDADE ESTRUTURAL

Neste capitulo, apresentamos condigoes suficientes para que um campo vetorial
polinomial em R? pertencente a uma classe de campos vetoriais lineares por partes seja
estruturalmente estavel, isto é, um campo que mantém suas propriedades mesmo com
pequenas perturbacoes.

Dividimos o plano em uma malha retangular ndao uniforme e queremos estudar
as singularidades, 6rbitas periédicas e conexoes de separatrizes do campo vetorial. Nossa
dificuldade ¢ entendé-las no infinito, onde as regioes da malha nao sao compactas. Para
isso, vamos usar a Compactificacao de Poincaré. O estudo dessas trajetérias é impor-
tante para analisarmos a estabilidade estrutural do campo. Nos baseamos nos trabalhos
desenvolvidos em [8] e [15].

3.1 Campos Vetoriais Lineares por Partes

No plano R? com as coordenadas (z,y), considere o campo vetorial
0 0
X=P—+Q—,
ox Q@y
cujas componentes sao dadas por

P(z,y) = a1+ buz + by + Y _dile —vl+ > dly— 5],

i=1 j=1

Qz,y) = az + b + by + Y chlw — vl + > dily — 451,

=1 j=1

(3.1.1)

Denotamos por I' = {3 < 9o < -+ <yl eA={0 < < - <0y} as
sequéncias ordenadas de ntimeros reais que definem as retas x = «; e y = d;, nas quais o
campo pode nao ser suave.

No plano, essas retas definem uma malha que sera denotada por (I, A). Os
pontos da forma (v;,d;), com i € {1,...,n} e j e {1,...,m} serdo chamados de pontos
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de esquina da malha. O conjunto formado por todos os pontos de esquina da malha sera
denotado por I' x A.

Estabelecidos os conjuntos I' e A, denotaremos por Zr A 0 espago de todos os
campos vetoriais definidos como em (3.1.1), fixada a malha (I', A).

Observe que Zp o ¢ um espagco vetorial sobre R de dimensao 6 + 2(n +m). De
fato, podemos organizar cada campo vetorial de Zp A em um vetor a € R?, uma matriz
b € R?>*2 uma matriz ¢ € R**" e uma matriz d € R?*™:

a4 — ai h— bi1 Do
as )’ bor bay )7’

c:(ci (;2 d;) d:(d} e ... dg”).
cy 3 ... &y ) dy &3 ... dy

Do modo como foi denotado o espaco vetorial =r A, podemos considera-lo como
um espago métrico com a norma Euclidiana herdada de RST2("+m)_ pois Zp 5 o R6F204m),
Temos que a malha vazia, n = m = 0, e a malha definida por uma reta, horizontal ou

vertical, também devem ser consideradas. Nesses casos, os espacos dos parametros sao,
respectivamente, R% e R®,

Perceba que X é um campo linear por partes, no sentido de que, restrito a
cada uma das (n+1) x (m+1) células I'; x A; da malha (', A), ele é afim, denotado por
X j, ou seja,

Xij(x,y) = X(z,y) = A;j(x y)T + bij,
FZ‘XAJ‘
com A;; € My(R) e b;; € R Aqui, I'; = [y, 7], ¢ = 1,2,...n — 1, [y = [—oo,m
e Iy = [y, 00]. Analogamente, A; = [6;,0,+1], 7 = 1,2,...,m — 1, Ay = [—00,0] e

Ay, = [0, 00].

Por exemplo, se (z,y) € Iy X Ay, temos 71 < -+ < Vg <& < Ypgpr < -+ <
Tn €01 < <Oy <Y < Opyy1 < -+ - < Oy, Substituindo na expressao do campo X dado
por (3.1.1), obtemos

kx n

P(z,y) =a1 +buz + by + Zcﬂx — %l + Z cilz — il
i=1 i=ka+1
+Zdj|y 5| + Z &y — 3]
Jj=ky+1
kx n
=ay + b1z + boy + Z Al —y)— Z A (x—)
i=1 i=ka+1
ky m
+Y dy—5)— > dy—9)
7=1 j=ky+1
= la; — chﬁyﬁ Z iy — Zdjé + Z d](5]
i=kx+1 Jj=ky+1

b11+zc1 Z ‘

i=kx+1

T +

512+Zd{— Z d{] Y

j=1 j=ky+1
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kx n
Q(z,y) = as + ba1x + baoy + Zcé]m — il + Z sl — vl
i=1 i=ka+1
+Zdj|y 51 + Z djly — &1
Jj=ky+1
kx n
=ay + bo1x + baoy + Z co(z — i) — Z cy(x —74)
i=1 i=ka+1
+Y dly—5)— > diy—0)
j=1 j=ky+1
= |ay — Zczfyﬁ— Z by — Zdjé + Z d%S]
i=kx+1 Jj=ky+1
kx n
+ b21+20§— Z chl x+ b22+2d§— Z d%]y
i=1 i=ka+1 j=1 j=ky+1

= [ Cu Cr z Dy
Entao, Xy ry = ( Cyi o ) ( y ) + ( Dy ) , onde

kx n
Cll = bll +ZCZ1 - Z Cli,

i=1 i=ka+1
012—b12+2dj Z d7
j=1 j=ky+1
kx n
021—521-1—20%— Z Cy,
=1 i=kx+1
ky _ m 4
02225224‘261]2— Z s,
j=1 j=ky+1
Dy =a — 201% + Z 1% — Zd{(Sj + Z d10;,
i=kz+1 j=1 j=ky+1
Dg—ag—Zc2%+ Z chry; — Zdjé + Z d](S
i=kz+1 j=ky+1

Note que X € Zpa é um campo vetorial Lipschitziano em R?. De fato, em
cada célula I'; X A; o campo é afim, logo podemos considerar como constante de Lipschitz
para X o valor

L =max{|| Aj; [,1<i<n1<j<m},
onde estamos considerando a norma das aplicacoes lineares de R2.

Portanto, para todo X € Zp A existe um tnico fluxo Lipschitz bem definido e
completo. Isso significa que para cada (z,y) € R?, a curva integral X;(z,y) do campo X
passando por (z,y) estd definida para cada t € R.
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Para o objetivo deste capitulo é importante estudarmos o retrato de fase do
campo vetorial X, principalmente o seu comportamento em torno das singularidades,
orbitas periddicas, conexoes de separatrizes e orbitas tendendo ao infinito.

No caso das 6rbitas tendendo ao infinito, estamos em células nao compactas da
malha. Sendo assim, para entendermos o comportamento dessas 6rbitas devemos utilizar
a Compactificacao de Poincaré (veja a Se¢ao 1.6), denotada por P(X), que lida com a
dindmica do campo vetorial X nas células nao compactas, compatificando a malha em uma
decomposicao celular de S?, mapeando as células ndo compactas em poligonos esféricos
(na maioria das vezes triangulos) com alguns vértices e arestas no equador S*.

3.2 Singularidades e Orbitas Periédicas no Infinito

Nesta secao, introduzimos um outro sistema de coordenadas para facilitar os
célculos ao analisar o comportamento do campo vetorial P(X) no infinito e, a partir disso,
estudamos as singularidades e orbitas peridédicas no infinito.

Considere a aplicagio S : R x Ry — S2 \ (0,0, 1) dada por

(cos@,sen b, p)
VRt

Note que S é um recobrimento universal de Si \ (0,0, 1). Com isso, podemos reescrever o
campo vetorial P(X) em coordenadas (6, p).

S(0.p) =

Lema 3.2.1. Nas coordenadas (0, p), o campo vetorial P(X) tem a sequinte expressio:

0 0
(A + PAO)% — p(Ry + PRo)a—p,

onde
Ap(0) = agcos® —aysend, Ry(0) = ajcosb + agsend,

Aq(0, p) = —sen 0(byy cos O + byasenf + Zcﬂ cosf — pyi| + Zd{\ sen — pd;|)

i=1 j=1

- " (3.2.1)
+ cos 0(bay cos O + byy sen O + Z chlcos O — pyi| + Z &} sen ) — pd;|),
i=1 j=1
Ry(0, p) = cos (b1 cos @ + bz sen + Z il cos @ — pyi| + Z & | sen 6 — pd;|)
= = (3.2.2)

+sen 0(bay cos @ + by sen 6 + Zc§| cosf — pyi| + Zd%| senf — pd,|).

i—1 j=1

Demonstragdo. Considere a aplicagao ® : Ry x R — R? dada por ®(0,p) = (%, %),

cos 0

onde x = ey= %. Temos que
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8|

sen d T
= = § = arctan (—) )
cos 6 Y

Com isso, @ !(z,y) = (arctan (%) 14/ ﬂ—iy?>

Vamos determinar d®~!(®(6, p)). Inicialmente observamos que

: 5)

1
ey~ | © (1e5)  w(1r

1 2 1 2
_x S —
.’13'2 _|_y2 Y 1-2 +y2

—psenfl  pcosf

S

Njw
w

Entao,

41 (D(p, ) =
—p?cosf —p?send

A partir dessas informagoes, podemos obter o campo @1 X (p, ) = d®~1(®(p, 0)) X (P (p, 0)),
de fato,

s [ rend peoso ) (Pt
—p2C089 —p288n9 Q(Co;G’se;le)
089 sen 6 cosf senf
_ —psen P (<25, 205) + pcos Q2= 222 ,
—p cos@P( 0sf 29)—p2sen9Q(Cojg,se;0)

ou seja, estamos escrevendo o campo P(X) nas coordenadas 6 e p. Assim, temos

¢ = —psenQP(C"s‘9 Sen@) +pCOSQQ(COSG send)

o P
p =—p COSHP(COSG sen@) p SGHQQ sene)'

p

Substituindo P(COSH Seng) e Q(COS@ Sene) obtemos

cos 6 sen 0 “. . lcosf " |sené
lep —senf CL1+b11 +b12 +ZC11 — % +Zdjl _5j
p p = p = p
cos sen 6

— 5

/)

cos 6 sen 6 L
+COS€<CL2+b21 P +b22 P +ZCZZ

i=1

+ zm: &
j=1

=p(ag cos — a; senf) —send [bn cosf + bigsend + Zc’ll cos — pyil
i=1
—I—Zdﬂ senf — po;|| + cosd [621 cos 0 + bag sen 6 + Zc§| cos O — pi|

J=1 i i=1

+Zd§|sen9 —pdil |,

J=1 J
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cos 6 sen d “. . lcosf " |send
p/ :p2 [—COSQ <a1+b11 +b12 +ZC21 — % +Zdjl _5j >
P P i=1 j=1
cos 6 sen f " |cosh " |sen®
—send <(12+b21 P +b22 P —i—Zc’z — %Y —FZCZ% _5j)]
i=1 j=1

= — p*(a; cos @ + agsen @) — pcosd [bn cosf + biysen b + Zcﬂ cos O — p|
i=1

=1

+Zd’i]sen0—p5j| — psenf [bgl cos@—l—bQQS€D9+ZC§|COSQ_p%|

=1

—l—Zdé]senG — pd;|

J=1

Isso conclui a demonstracao. O]

Note que, nessas coordenadas, estudar as condicoes para que o campo vetorial
se anule em algum ponto no infinito se tornou mais eficaz, pois o equador ¢ exibido nas
coordenadas (6, p) pelos pontos com p = 0 em R x R,.. Desse modo, um ponto py € S'NS?
é uma singularidade do campo vetorial P(X) se existir 0y tal que A;(6y,0) = 0.

Lema 3.2.2. As singularidades de P(X) ao longo do equador S' sio dadas por zeros da
componente angular A1(0,0), como segue:
No quadrante k, k € {1,2,3,4}, elas sao solugoes reais da equagao Ay () =0

no intervalo [(k —1)%, k%], onde

A11(0) = [bay + 2] cos? O + [bay — b1y + dy — c1] sen 6 cos @ — [bia + dy] sen” ),
2(0) = ] cos? 4 [bag — b1y + da + c1] senf cos 6 — [byy + di]
(0) = [ba1 — c] co8® O + [bag — byy — do + c1] sen @ cos @ — [byy — d]

(0) =1 ] [ ] [ ]

A14(0) = (b1 + 2 €082 0 + [bgg — b1y — dy — ¢1] senf cos @ — [byy — dy] sen? 6.

sen” 6, (3.2.3)
sen? 6, o

Aqui,
C1 = ZC%, Cy = ZC%, d1 == Zd]l, dg == Zd% (324)
i=1 i=1 j=1 j=1

Demonstra¢ao. Vamos avaliar a componente angular A; de P(X) em (0,0). Temos

A1(0,0) = —senf <b11 cos + biasenf + Zcﬂ cos | + Zd{\ sen&])

i=1 j=1

+ cos <b21 cos 0 + bag sen 6 + Zcé] cos 6| + Z | sen@\) :
i=1 j=1
Utilizando a expressao (3.2.4), obtemos

A1(0,0) = —senf(by; cos + biasend + 1| cos 0] + dy|sen b))
+ 08 0(ba1 cos O + bag sen  + co| cos | + da|send)|).
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Entao, quando k£ = 1 temos cosf > 0 e senf > 0 e, desse modo,

A11(0) = [boy + 2] cos? O + [bag — b1y + dy — c1] sen 6 cos O — [bia + dy] sen” 6.
Quando k = 2 obtemos cosf < 0 e senf > 0 e, assim,

A1 9(0) = [byy — o] cos? O + [boy — by1 + dy + c1] sen 6 cos § — [bia + dy] sen” 6.
Quando k£ = 3 temos cosf < 0 e senf < 0 e, dessa forma,

Ay 3(0) = [byy — 3] cos* O + [bag — by — dy + 1] senf cos O — [b1g — dy] sen? 6.
Quando k£ = 4 obtemos cosf > 0 e senf < 0 e, dessa maneira,

Ay 4(0) = [ba1 + 2] cos® O + [boy — by — da — 1] senf cos @ — [byg — d;] sen? .
Com isso, finalizamos a demonstracao do resultado. O]

Corolario 3.2.3. Uma singularidade no infinito estd na direcao do eizo x se, e somente

se,
<b21 + Z C;) (_b21 + Z CZQ> = 0.
i=1 =1

E uma singularidade no infinito estd na direcao do eixo y se, e somente se,
(bu +) d{) (—bu +) d{) = 0.
i=1 j=1

Demonstra¢ao. Sabemos que a componente angular A; de P(X) avaliada em (6, 0) ¢ dada
por

A1(0,0) = — sen@(byy cos b + byasen b + Zcﬂ cosf| + Zdﬂ sen d])

i—1 j=1

+ cos 0(bgy cos O + byg sen  + Zc’ﬂ cos 0| + Zdﬂ send)).

i=1 j=1

Quando € = 0 e § = 7 estamos na direcao x. Avaliando A;(#,0) nesses valores, obtemos

Al(O, 0) = b21 + ZC; (& A1<7T, 0) = — <—b21 + ZCE) .
=1 =1

Dessa maneira, uma singularidade no infinito esté na direcao do eixo x se, e somente se,

<b21 + Z 012) (—bgl + Z C;) = 0.
i=1 =1

Agora, quando 0 = 7 e 0 = 37” estamos na dire¢ao y. Avaliando A;(6,0) nesses

valores, obtemos

A1 (5.0) :b12+;d{ e A (37#0> =~ <—bm+;d{> -
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Sendo assim, uma singularidade no infinito est na direcao do eixo y se, e somente se,

(bm + Zd{) (—bm +) d{) = 0.
i=1 i=1

]

Lema 3.2.4. A fun¢do Ry da componente radial de P(X) avaliada no equador p = 0 é
dada como seque:

No quadrante k, k € {1,2,3,4}, ela é dada pela fungao Ry x(0), onde

Ry11(0) = [b11 + ¢1] cos® 0 + [brg + bay + di + ca] sen @ cos O + [byy + do) sen’ ),

Ri15(0) = [bi1 — 1] cos? O + [big + boy + dy — cz] sen 6 cos 6 + [byy + da] sen” ), (3.2.5)
Ri3(0) = [bi1 — c1] cos® 0 + [big + boy — dy — 3] sen 6 cos  + [byg — do] sen? 0, o
Ry 4(0) = [b11 + 1] c0s? 0 + [b1a + bay — di + c3] sen 6 cos  + [boy — dy] sen? 6.

Assuma a notagao definida na expressao (8.2.4).

Demonstragao. Vamos determinar a componente radial R; de P(X) em (6,0). Temos

Ry(0,0) =cos@ (bu cosf + byysen b + Zcﬂ cosf| + Zdﬂ sen9|)

i=1 j=1

+ sen 6 <b21 cos 0 + bay sen0+Zcé|cose| + Zd§|sen0|> :

i=1 j=1
Utilizando a expressao (3.2.4), obtemos

R1(0,0) =cos 0(byy cos O + biasen O + c1| cos 0| + dy | sen 6])
+ sen 0(by; cos O + bag sen 6 + co| cos O] + da|send)|).

Entao, quando k£ = 1 temos cosf > 0 e senf > 0 e, desse modo,

R11(0) = [b11 + ¢1] cos? 0 + [big + bay + dy + co] sen @ cos O + [byy + do] sen® 6.
Quando k£ = 2 obtemos cosf < 0 e senf > 0 e, assim,

Ry2(0) = [b11 — 1] cos® 0 + [big + bay + di — o] sen 6 cos 6 + [bag + da] sen® 6.
Quando k£ = 3 temos cosf < 0 e senf < 0 e, dessa forma,

Ry 3(0) = [bi1 — ¢1] cos® 0 + [big + bay — dy — 3] sen 6 cos 6 + [baa — da] sen’ 6.
Quando k£ = 4 obtemos cosf > 0 e senf < 0 e, dessa maneira,

R14(0) = [b11 + 1] cos? 0 + [brg + bay — dy + c] sen 6 cos @ — [byy — dy] sen” .

Assim, finalizamos a demonstracao do resultado. O]

A partir das notagOes apresentadas até agora, podemos obter uma expressao
para a derivada do mapa de Poincaré de uma 6rbita no infinito.
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Proposicao 3.2.5. Suponha que o equador € uma drbita periddica de P(X). Entdo, o
mapa de Poincaré m associado a ela é analitico e 7'(0) = rirersry, onde

0
r; = exp [/ 114(6) d@] , 0= El, l=1,..4.
011

Ay (0)

Demonstra¢ao. Nas coordenadas (6, p) o equador é dado por p = 0. Como, por hipotese, o
equador é uma 6rbita periodica do campo vetorial P(X), entao ndo existem singularidades
no infinito, isto é, A;(0,0) # 0, V0 € R. Além disso, a malha (I', A) nas coordenadas (0, p)
gera curvas que sao as pré-imagens das linhas x = v; e y = §;, onde essas curvas sao dadas
pelas equacoes py; = cosf e pd; = sen ), respectivamente.

As curvas mencionadas anteriormente atravessam o eixo 6 transversalmente.
Assim, podemos considerar pequenos arcos dessas curvas como secoes transversais do
sistema em uma vizinhanca do eixo 6.

As curvas py; = cosf fazem um angulo de coeficiente angular igual a —% em
K2

0=7e 'yi em 0 = 37” com o eixo 0, e as curvas pd; = sen fazem um angulo de coeficiente
K2
1

angulariguala%em6:00u9:27re—5, em 6 = 7 com o eixo 6.
J J

us
Iremos denotar as se¢oes transversais que estao em p7y; = cosf por ¥ quando

3
0 =75 eX? quando 0 = 37”, e as secOes transversais que estao em pd; = sen 6 por E?

quando # = 0, X7 quando # = 7 e X3 quando 6 = 2.
Em cada célula definida pelas curvas descritas anteriormente, o campo vetorial
é diferenciavel. Com isso, podemos definir um mapa de transicao entre os lados das células.

O mapa de Poincaré pode ser definido como a composicao dos mapas de tran-
sicao T}, entre secoes transversais consecutivas do campo vetorial, isto é,

. 0 27
Xy = X,

onde
W(p) = TQ(n+m) o---0T150 Tl(p)

Logo, aplicando a regra da cadeia obtemos que a derivada do mapa de Poincaré acima é

dada por
2(n+m

)
()= [[ 7).

Além disso, como em cada célula o campo vetorial é analitico, temos que os mapas de
transicao T} sao analiticos e, portanto, do modo como foi definido, 7 ¢ analitico.

Como o equador é uma orbita periodica, temos que nas coordenadas (6, p) a
solucdo do sistema ¢é escrito como ¢(t) = (0(¢),0), onde vale que 6" = A;(6(t),0). De
fato, pois ¢'(t) = (0'(¢),0) e, como ¢ é solugdo de P(X), temos ¢'(t) = P(X)(p(t)) =
P(X)(0(t),0) = (A:(6(¢),0),0).

Considere duas secoes transversais 1 e Yo que nao se intersectam e que cortam
o eixo # transversalmente, respectivamente em (61, 0) e (65,0), com angulos oy e ay, onde
Oy > 01, t; > ty, O(t1) = 6, e O(t2) = 05. Entao, oy : I} — R? dada por o,(t) =
(01,0) + t(cosap,sen ;) é uma parametrizagao de X e 0y : Iy — R? dada por oy(t) =
(02,0) + t(cos az, sen ap) ¢ uma parametrizagao de Y.
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Consequentemente, a derivada do mapa de transi¢do T' (veja Proposigao 2.3
da referéncia [8]) entre 3; e ¥y é dada por

_ det <73(X)(¢917 0))0/1(t1)>
det (P(X)(ez, 0) aé(tz)>
det ( A1(601,0) cosay

ot ( A1<;)2, 0) iizz; ; o Vtt (% — Ra(0(1), 0)) dt] .

0 sen oy

7'(0)

Como A;(0,0) # 0, V8 € R, entao 0'(t) = A1(0(t),0) # 0, Vt € R. Fazendo a mudanca de
variaveis 6 = 6(t) temos que df = 0'(t)dt = A;(0(t),0)dt. Assim,

i 92 8Al (0(t),0)
T/(()) _ Al (91, O) sen g exp / 90 _ Rl (97 0) do

Al (92, O) sen g 01 Al (6, 0) Al (0, 0)

_ Al (917 O) S€n g exp -/92 aln(Al (97 0)) . Rl (97 0) do
Al ((92, O) Sen g L/ o, 00 Al (9, O)
Al (91, O) Sen (g [ Al (92, 0) /62 Rl (6, O)

= exp |In
Aq(62,0) sen ap Aq(01,0) o, A1(0,0)

Entao,

0
y sen o 2 Rl (0, 0)
T'(0) = - .
(O) Sel g P |:/9 Al(e, O) d6:|

1

Note que, quando 3; e 35 se intersectam em (6y,0) com o eixo # transversal-
mente com angulos ay e ai, respectivamente, obtemos pela expressao acima que a derivada

do mapa de transicao é

T/<O> . Sen o

sen oy

Portanto, a conclusao segue da simetria na definicao do mapa de Poincaré, ou
seja, a primeira derivada dos mapas de transicao em pontos antipodais é reciproca. []

As proposicoes a seguir indicam como dois tipos de pertubacoes afetam os
pontos no infinito do campo vetorial X € Ep a.

Proposicao 3.2.6. Suponha que o equador é uma orbita periddica de P(X). Considere a
familia a um parametro X, = X + I/(xa% —i—ya%). Entao, o equador é uma orbita periodica
hiperbdlica de P(X,) para todo v # 0 suficientemente pequeno.

Demonstracao. Vamos inicialmente analisar a familia de campos a um parametro X, =
X+v(eZ+ y%) em funcao de 6 e p. Temos

0

X, =X+v (x% + ya—y) = (P(z,y),Qz,y)) +v(z,y) = (P(z,y) + va,Q(z,y) + vy).



CAPITULO 3. ESTABILIDADE ESTRUTURAL 78

Pelo Lema 3.2.1, obtemos X, nas coordenadas 6 e p. De fato,

o = psend (P (cosé’, sen@) +Vcos@) + peosh <Q (cosé’7 sen@) +Vsen9)
pp p pp p

— psendP (0089 sen9) 9 cos B0 (cos@ Sen9)
p P ’

p P

5= P eost <P <COSQ’Sen9) +VCOS€) _ Psend (Q ((30897 sen@) +Vsen9>
p P p p P p

— PeosP (Cose7sen0) 2 sendQ (cos@ senH) o
pop plop

Com isso, obtemos que AY(0,p) = A1(0,p) e R{(0,p) =v + R1(0,p).

Utilizando a expressao encontrada na Proposicao 3.2.5, temos

Ry, (0)
= d@
= exp [Z/(l 1) A’fz (9) ]

e, pelas relagoes acima,

v+ R1 l(@)
= exp [Z/ T)dﬁl .

Derivando essa expressao com relacao a v, obtemos

d B l/—i-Rll
d eXp[Z/u b Ay (0 ]( Z/(l 1>A” d&)

4 il
/ 2 1
=70 (— ; / . 9)d9> .

Por hipétese, o equador é uma orbita periodica. Entao A;(0,0) # 0, VO € R,
com isso, Ay ;(0) #0, V0 € R, I =1,2,3,4. Como A; é uma fun¢ao continua, entdo todas
as funcgoes A;; possuem o mesmo sinal. Logo

4 al 1
- df # 0
; /M A1(9) 7

isto é,

e, portanto, -L7/,(0) # 0.

Dessa forma, o mapa de Poincaré 7/,(0) é crescente ou decrescente com relagao
a v, assim podemos escolher valores de v suficientemente pequenos para que 7,,(0) # 1.
Isto implica que o equador é uma orbita periddica hiperbolica de P(X,). ]

Seja X = (P,Q) um campo vetorial em R?. Definimos o campo R, (X) dado
pela rotagdo do campo X por um angulo w como sendo R, (z) = (P, Q) com

P, \ cosw senw P
Q. )] \ —senw cosw Q )
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Proposicao 3.2.7. Seja X € Zpa, e considere X, o campo vetorial X rotacionado por
w. Entao, valem as sequintes relacoes:

(o )= (e 7o) (Rl )

Demonstragao. Seja X € Zpa, entdo X(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) pode ser escrito da
seguinte forma

P(z,y) = ay + buz + by + Y _dile — vl + > dly 4],

i=1 =1
Qx,y) = ay + b + byy + > chlz — | + > dly — 5.
i=1 j=1

Temos (.9)
B CcOSW senw P(x,y
Xo(z,y) = ( —Senw Ccosw ) < Q(z,y) ) '
Desse modo, o campo vetorial X, (x,y) = (P,(z,v), Qu(z,y)) pode ser escrito como:

P,(z,y) = (a1 cosw + agsenw) + (b1 cosw + bey senw)x + (bya cosw + bas sen w)y+

Z:(cl1 cosw + cysenw)|z — ;| + Z(d{ cosw + dysenw)|y — d;],

i=1 Jj=1

Qu(z,y) =(—arsenw + ay cosw) + (—byy senw + bay cosw) + (—bya senw + bay cosw)y+

Z(—ci senw + ¢ cosw)|z — ;| + Z(—d{ senw + db cosw)|y — ;).

i=1 j=1
Portanto, usando as equagoes (3.2.1) e (3.2.2) do Lema 3.2.1, e substituindo pelos termos
equivalentes de P, e (), temos que as relacoes sao satisfeitas. O

3.3 Conceitos Complementares

Nesta secao, definimos estabilidade estrutural em =r A e exibimos defini¢oes
que sao condigoes suficientes para que um campo vetorial X € Zp A seja estruturalmente
estavel.

Definicao 3.3.1. Um elemento X € Zp a € dito (I', A)-estruturalmente estdvel se existe
uma vizinhanga V de X em ZEp a tal que para todo Y € V existe um homeomorfismo hy
de S* mapeando as drbitas orientadas de P(Y) naquelas de P(X), preservando o equador
e as células compactas da malha (', A).

A classe de campos vetoriais estruturalmente estaveis serd denotada por 1 a.

Observacao 3.3.1. Recordemos que uma singularidade é simples se no ponto de singu-
laridade o campo vetorial é suave e o determinante da matriz jacobiana no ponto é nao
nulo, se além disso as partes reais de seus autovalores forem todas nao nulas dizemos que
a singularidade é hiperbdlica. Se o determinante do Jacobiano nesse ponto for negativo,
dizemos que o ponto é uma sela, agora se o determinante for negativo, dizemos que o
ponto é uma anti-sela.
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Definicao 3.3.2. Dizemos que um campo X € Zpa satisfaz as condig¢oes de (I', A)-
stngularidade se

1. todas as suas singularidades no infinito sao hiperbolicas e disjuntas das direcoes dos
eiros T e vy,

2. (respectivamente 2°) todas as suas singularidades finitas sao hiperbdlicas (respecti-
vamente simples) e disjuntas das linhas T' x R e R x A,

3. todas as suas tangéncias com as linhas I' X R e R X A sao quadrdticas e disjuntas
das esquinas I' x A da malha.

O conjunto dos campos vetoriais satisfazendo as trés condigoes sera denotado
por Y a(1). Quando apenas uma (digamos a primeira) ou mais condi¢oes (digamos a
primeira e a terceira) sao satisfeitas, escrevemos Y a(1;1) ou X a(1;1,3), e assim por
diante.

Defini¢ao 3.3.3. Dizemos que um campo vetorial X satisfaz as condigoes de (I';A)-
orbitas periodicas se

1. todas as suas orbitas periddicas finitas sao hiperbdlicas e disjuntas das esquinas I'x A
e das tangéncias associadas & malha,

2. a orbita periddica infinita no infinito € hiperbilica.

O conjunto dos campos vetoriais satisfazendo essas duas condicoes sera deno-
tado por Xr a(2). Quando apenas uma das condigdes ¢ satisfeita, escrevemos Xp a(2;1),
ou X a(2;2).

Defini¢ao 3.3.4. Uma (I', A)-conezxdo de separatriz de X é uma drbita finita de P(X)
que liga

1. dois pontos de sela que podem coincidir. Nesse caso, dizemos que temos uma conexao
sela-sela, ou sela-laco no caso de coincidéncia;

2. um ponto de sela e uma tangéncia. Nesse caso dizemos que lemos uma conerao
sela-tangéncia;

3. um ponto de sela e uma esquina da malha. Nesse caso, dizemos que temos uma
conexao sela-esquina;

4. duas esquinas da malha que podem coincidir. Nesse caso, dizemos que temos uma
conerdo esquina-esquina, ou esquina-la¢o no caso de coincidéncia (que é o mesmo
que uma Orbita periddica através de uma esquina);

5. duas tangéncias que podem coincidir. Nesse caso, dizemos que temos uma conexao
tangéncia-tangéncia, ou tangéncia-lago no caso de coincidéncia (que é o mesmo que
uma drbita periddica através de uma tangéncia);

6. uma tangéncia e uma esquina da malha. Nesse caso, dizemos que temos uma conexao
tangéncia-esquing.

A Figura 3.1 ilustra exemplos de (I', A)-conexdes de separatrizes listados na
definicao acima.
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(a) sela-sela. (b) sela-tangeéncia.
\
/K \

(c) sela-esquina. (d) esquina-esquina.
(e) tangéncia-lago. (f) esquina-tangéncia.

Figura 3.1: Exemplos de (I', A)-conexdes de separatrizes.

O conjunto dos campos vetoriais que nao possuem (I'; A)-conexdes de separa-
trizes sera denotado por X a(3).

Observacao 3.3.2. Note que as conexoes de sela no infinito nao sao consideradas co-
nexoes de separatrizes, isso ocorre devido a invariancia no equador, o que implica na
persisténcia dessas conexoes por pequenas pertubacoes.
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3.4 Teorema de Estabilidade e Genericidade

Nesta secao, mostramos que um campo vetorial X pertencente ao conjunto
Yra=2ra(1)NEra(2)NEr a(3) é estruturalmente estavel em Zp A. Para isso, provamos
que X a ¢ aberto e denso em Zp a.

A seguir, apresentamos duas proposicoes que serao uteis na demonstracao do
Teorema 3.4.3, o qual nos auxiliard na prova da densidade.

Proposicao 3.4.1. Para qualquer X € Zra, a familia de quatro pardmetros Xo, o,.0.8

definida por

0 0 0 0 0 0
Xal,az,uﬁ(%y) = X(x, y) + 041% + OéQa—y +v (l‘% + ya—y) + 4 (_yﬁ_m + xa—y)

intersecta o conjunto Zra \ Xra(1;1,2,3) N X a(2;2) em um conjunto de medida de
Lebesgue nula em R,

Demonstracao. Vamos examinar como os parametros ag, as, v € 3 agem no retrato de
fase de um campo vetorial X € Ep A alterando suas singularidades, tangéncias e 6rbitas
periddicas no infinito. Para isso, vamos dividir a demonstracao em quatro passos, mas
antes fazemos algumas observagoes.

Considere o campo vetorial
0 0 0 0
X, 5(x,y) = X(x, — — —y— — .
sz, y) = X(z,y) +v (xax +y0y) +6( Yar +xay>
Tal expressao, em coordenadas (6, p), é dada por

v v 9 v v 0
(AP + PAO’B)% — p(Ry + PRo’ﬁ)a_p (34.1)

Assim, usando as equagoes (3.2.1) e (3.2.2) do Lema 3.2.1, e substituindo pelos termos
equivalentes de P, 3 e (), g, obtemos

AP (0,0) = B+ A1(6,0),

s (3.4.2)
RY7(6,0) = v+ Ry(0,0).
Além disso, para os campos vetoriais Xq, 0,58 € X, 3, vale
ATHenB(9,0) = AY(0,0),
12(0,0) = AY(6,0) 53

RYV%P(9,0) = RY%(6,0).

Essas observacoes sao necessarias para os passos 1 e 4 da demonstracao.

Passo 1: Vamos primeiramente analisar as singularidades no infinito. Para isso, vamos
estudar o campo vetorial X, 5 utilizando sua expressdao dada por (3.4.1).

As singularidades no infinito de X, 3 sdo os pontos da forma (6,0) em que

AYP(9,0) = 0.
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Suponha que (6p,0) ¢ uma singularidade no infinito com 6y # 7z, z € Z. Calculando o
Jacobiano do campo vetorial X, g nesse ponto, obtemos

FAT(60,0) £ AT (60,0) + A7 (6o)
0 ~R;’(60,0)
Como a matriz acima é triangular superior, os seus autovalores sao os elementos da di-

agonal principal, assim, para a singularidade no infinito (6y,0) ser hiperbdlica, devemos
ter

a V. V.
&%Aﬁwmm)Rﬁwmm¢o.

Pelas igualdades obtidas em (3.4.2), temos
AYP(0,0) =0 & B =—A,(0,0),
RYP(0,0) =04 v =—R,(6,0).

Com isso, no espago tridimensional (v, 3, 6), a superficie formada pelas singularidades no

infinito de X, g ¢ dada por
S(v,0) = (v,—A1(0,0),0).

Nela esta contida a curva
C(0) = (—R:1(0,0), —A1(0,0),0)

formada pelas singularidades nao hiperboélicas no infinito nas quais le’ﬁ (0,0) se anula.

As fungoes A;(0,0) e R1(6,0) sdo continuas e, restritas a cada intervalo da
forma [(k — 1)5,k3], k € {1,2,3,4}, sdo quadriticas com suas expressdes dadas em
(3.2.3) e (3.2.5). Logo, os pontos onde %A’l”e(ﬁ, 0) = 0 correspondem aos pontos criticos
das funcdes A (0) em cada intervalo ((k —1)%, k%). Note que a fungao

A1 1(0) = [bay + 2] cos? O + [bag — b1y + dy — 1] sen 6 cos § — [byg + dy] sen? 6
possui, no maximo, um ponto critico, isto &, A} ;(0) = 0. De fato, temos
AL 1(0) =[bay + c2] cos(20) + [bag — by + dy — c1] sen @ cos O — [b1a + dy] sen(26)

byy — b dy —
22 11; 2=al [b12 + dl]) sen(26).

=[ba1 + 2] cos(20) + (

Entao, A} ,(0) = 0 se, e somente se,

sen(26) 2(ba1 + ¢2)
tan(20) = = .
an( ) COS(Z@) 2(b12 + dl) — (bgg — b11 + dg — Cl)

Como 6 € (0,7), temos que tan(2f) possui apenas um ponto critico, isso implica que
A 1(6) possui no maximo um ponto critico. De modo anélogo, obtemos que A; para

k € {2,3,4}, possui no miximo um ponto critico em ((k —1)7, k7). Portanto, a funcao
A1(6,0) tem no méaximo quatro valores criticos no conjunto (0,27) \ {3, 7,35}

Como também queremos evitar que as singularidades no infinito estejam si-
tuadas nos eixos x e y, precisamos desconsiderar os valores f = A;(6,0) quando 0 €

{0,%,7,3%}.

)9
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Logo, os valores de (v, ) para os quais temos uma singularidade nao hiper-
bolica no infinito ou na dire¢do dos eixos = e y, definem nove curvas na superficie S.
Projetando essas curvas no plano (v, ) encontramos no maximo oito retas paralelas ao
eixo v e uma curva que ¢ a projecao de C. Denotamos por ¢y, cg, ..., Cg €ssas retas e a
projecao da curva C.

Portanto, pelas igualdades obtidas em (3.4.3), temos que os pontos (o, o, v, 3)
tais quais Xo, 0,08 € X1,a(1;1) estao contidos na unido finita dos conjuntos { (a1, as, v, ) €
R*: (v,B) € i}, k €1,2,...,9, os quais sdo conjuntos de medida de Lebesgue nula em R*.

Passo 2: Vamos agora analisar as singularidades finitas, para isso consideremos uma
célula I'; x A; da malha (I', A). Nesta célula, o campo vetorial é escrito como

T
LixA,; ’ ( Yy ) ’

A._(“Zf.l “Zfz) o b.._<bzf.)

/A ? ? 1) 7 .

az  as by

Com isso, na célula I'; x Aj, o campo vetorial X,, 4,3 ¢ dado por
aﬁ +v aifé - B AT bzlj +ar )
az + 8 as+v Yy by + as

Para o campo vetorial X, 4,3 possuir singularidades nao simples na célula

I'; x Aj, deve ocorrer
ay +v oap =38\ _
det ij ij = 0,
as) + 08 asy+v

Xij(z,y) = X(2,y)

Vamos escrever

isto é, - -
fij(w, B) = v* + B2 + tr(Ay)v + (a5) — ath) B + det A;; = 0. (3.4.4)

Sendo assim, os valores de (o, s, v, 3) para os quais o campo vetorial X, o, DPOS-
sui pelo menos uma singularidade nao simples em I'; x A; estao contidos no conjunto
{(c1, 0,1, B) : fi;(v, B) = 0}, 0 qual é um conjunto de medida de Lebesgue nula em R*.

Agora, observamos o caso em que o campo vetorial X, 4, , 3 possui singulari-
dades na fronteira da célula I'; x A;. Fazemos o estudo supondo que a célula ¢é finita, e o
outro caso ¢ similar.

Considere (7;, ;) € (74, 6j41) pontos de esquina da malha contidos em I'; X A;.
Para termos uma singularidade no segmento de reta delimitado por esses pontos, devemos

ter iy g i
aj +v ah—f Vi Lty _ (0
asy + 8 az+v 0; + (i1 — 05) by + 0/
para t € [0, 1]. Dessa forma, se efetuarmos

ar(v, B,t) = — (b + (0% + v)vi + (agh, — B[S, + t(5541 — 6,)]),
as(v, B,t) = — (b5 + (a3, + B)vi + (a3, + v)[5; + (341 — 6;))),
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temos que os pontos (ai, as, v, 3) para os quais o campo vetorial X,, 4,3 possui pelo
menos uma singularidade no segmento de reta delimitado por (v;,6;) e (7, d;41), estdo
contidos na superficie

Z(v,B,t) = (a1(v, B,t), as(v, B,t),v, B),

a qual é um conjunto de medida de Lebesgue nula em R*. De maneira anéloga, fazemos
isso para os outros lados da célula.

Portanto, repetindo o processo desenvolvido neste passo 2 para as outras célu-
las, percebemos que os pontos (ag, as, v, 5) € X a(1;2') estdo contidos em um conjunto
de medida de Lebesgue nula em R%.

Passo 3: Para fazermos a andlise das tangéncias do campo vetorial X,, 4,3 com a
malha, nos restringimos as tangéncias horizontais, pois as verticais geram um resultado
similar.

Fixe uma linha horizontal y = §;, j € {1,2,...,m}, e a partir dela considere
a fungdo f; : R? — R dada por f;(z,y) = y — d;. Temos que uma tangeéncia horizontal
ocorre quando

Xal,az,l/,ﬁfj(xv 5j> = <Xa1,a2,v,ﬁ(mv 5]')7 ij(x? 5j)> =0,

ou seja, quando a segunda componente do campo vetorial X, 4,3 se anula em um ponto
da forma (x,0;). Sendo assim,

ay +vd; + Br + Q(x,0;) = 0.

Desse modo, para cada z, fixado, os valores de (a1, oo, v, () tais que X, a,.,3 POssui pelo
menos uma tangéncia horizontal em (o, d;) estdo contidos no hiperplano H,, dado por

ag + v0; + Bry + Q(z0, ;) = 0.

Logo, para que as tangéncias com as esquinas da malha (I'; A) ndo ocorram, temos que
desconsiderar os pontos (o, az, v, 5) contidos nos hiperplanos H.,,, i € {1,2,...,n}.

Agora para obtermos tangéncias quadraticas, considerando (aq, ag, v, 5) € H,,
deve ocorrer

an,ﬁz,l/,ﬁfj(x? 51') 3& 0,

isto é,

X2 oo pli(2,05) =(Xay 00w 8(2,05), VX anwp fi (2, 6;))
<(@1 + vy — ﬁy + P('%a y)a 0)7 (ﬁ + Qx(mv 6j)7 O)>
=(oq + vy — By + P(7:,9)) (B + Qu(x,9;)) # 0.

Desconsiderando o caso em que o ponto de tangéncia (z, ;) ¢ uma singularidade na malha
(I, A), temos que a1 + vy; — By + P(vi,y) # 0 e, logo, para a tangéncia ser quadratica
deve ocorrer Q,(x,0;) # —f.

Note que Q(z, ;) é uma fungao linear em cada segmento I';, i € {1,2,...,n}.
Logo, Q. (z,d;) assume no maximo n + 1 valores. Considere vy, v, ..., V41 como sendo
os valores que Q,(x,0;) pode assumir. Dessa forma, se desconsiderarmos os pontos nas



CAPITULO 3. ESTABILIDADE ESTRUTURAL 86

retas (oq, ag, v, v), k € {1,2,..., 0,41}, garantimos que o campo X, o,.,,5 POssui somente
tangéncias quadraticas com a reta da malha y = 9;.

Fazendo esse processo para todas as retas horizontais e verticais, encontramos
que os pontos (ay, as, v, 5) tais que Xa, 0y & Xr.a(1;3) esta contido em um conjunto
de medida nula em R*, pois ele é a unido finita de retas e hiperplanos.

Passo 4: Para finalizar, vamos analisar a o6rbita no infinito. Um campo vetorial X, g
possui uma orbita periodica no infinito se A¥°(0,0) # 0, V0 € [0, 2x]. Consideremos M
e m o maximo e o minimo, respectivamente, da funcdo —A;(0,0) restrita ao intervalo
[0,27]. Temos que, para todo 8 € R, 8 ¢ [m, M], a fungao Aq’ﬁ(Q,O) nao se anula em
[0, 27], isso ocorre por conta da primeira igualdade de (3.4.2), logo o campo vetorial X, 5
possui uma oOrbita periddica no infinito.

Dado (v,8) € R?, 8 ¢ [m, M], temos pela Proposigao 3.2.5 que o mapa de
Poincaré associado a érbita periédica no infinito do campo vetorial X, 3 é

4

% Ry(0) % U4 Riy(h)
————df| =ex — ).
lz:;/(’l 1 All/lﬁ(e) Y Z 011 B+ A1,(0)

ﬂ'yﬁ(()) = exp [

Dessa forma, pela Proposicao 3.2.6 obtemos que 8%7?’%5(0) # 0. Fixado 3, a fungio , 5(0)
é crescente ou decrescente quando variamos v, assim existe no maximo um valor para v
de modo que a 6rbita perioddica no infinito nao seja hiperbodlica. Utilizando o teorema da
fungao implicita para 7, 5(0) = 1, constatamos que os pontos (v, 3) onde X, g possui uma
orbita periddica nao hiperboélica no infinito estao contidos em uma curva regular da forma

(V(6)76>> com 3 ¢ [m7 M]

Assim, pelas igualdades obtidas em (3.4.3), os pontos (aq,aq, v, ) para os
quais Xa, apvs & Sr.a(2;2) estdo no conjunto {(ay,aq,v,8) € R* : v = v(8)}, o qual ¢
um conjunto de medida de Lebesgue nula em R*.

Portanto, para finalizarmos a demonstracao basta unirmos todos os conjuntos
de medida de Lebesgue nula obtidos em cada passo. O]

Proposigao 3.4.2. Para qualquer X € ¥ra(1;1,2',3) N Xp a(2;2), a familia de rotagdo
Xw(ﬂﬁ, y) = ROJX(:C7 y)

intersecta o conjunto Ep o \ Xr.a em um conjunto de medida de Lebesgue nula em R.

Demonstracao. A demonstracao é feita de maneira similar a da Proposicao 3.4.1. Para
mais detalhes veja as referéncias [8] e [15]. O

Teorema 3.4.3. Para qualquer X € Zr a, a familia de cinco parametros Xo, ay.v.5.0(T,Y)
definida por

0 0 o 0 o 9
RW X(xuy)—i_@l%‘i‘oQa_y‘i‘V(I%‘i‘ya_y)+6(—y%+xa—y>‘|,

encontra o conjunto bifurcagcdo = A = Zp A\ Xr,a em um conjunto de medida de Lebesgue
nula.
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Demonstragao. Seja X € Zp a e considere o conjunto

U(X) = {(a17a27 Vvﬂaw) S RS : Rw(XOéLaQM/J’) € E%,A :

Devemos provar que ms(U (X)) = 0, onde m; denota a medida de Lebesgue
em R5. Note que o conjunto U(X) é fechado. De fato, se tomarmos a fun¢io continua

F:R> — ROF2(n+m)
(ala Qg, U, 67 CU) — Rw(Xal,OéQ,Vﬁ>7

temos que U(X) = F~1(Z} o). Como Zf, , é fechado em Zp a, pois X a ¢ aberto em Zpa
(veja o segundo item do Teorema 3.4.5), obtemos que U(X) ¢ fechado em =p . Desse
modo, U(X) é Lebesgue mensuravel. Entao,

ms(U(X)) = [ XU(X))dms,

RS

em que X(A) denota a funcdo caracteristica do conjunto A. Aplicando o Teorema de
Fubini (veja a referéncia [17]) para a fungao X' (U (X)), obtemos

ms(U(X)) = [

(/ X(UX;ay, as, v, ﬁ))dm1> dmy,
Rt \JR

onde m; e my sdo, respectivamente, a medida de Lesbegue de R e R%, e

UX;ar,00,1,0) ={w € R: Ry(Xayanwp) € E’RA .

Se considerarmos o conjunto
V(X) - {(0517 a2, U, 6) € R4 : qu,ozz,u,ﬁ € EF,A \ EF,A(]-; 17 2/7 3) N ZF,A(2; 2)}7

entao m;(U(X)) é igual a

/ (/ X(UX;ar,az,v,5)) dm1> dm4+/ (/ X(UX;ag,az,v,5)) dm1> dmy.
RAV(X) \JR v(x) \JR

Aplicando agora o Teorema de Fubini na segunda integral, obtemos m;(U(X)) igual a

/R4\V(X) (/]R AUX; 0, 09,0,) dml) dma /R (/V(X) X(UX;w)) dm4> dm,

onde
U(X;w) = {(a17a27 v, 5) € R4 : Rw(XaLOQ,Vﬁ) € E%,A :

Pela Proposicao 3.4.2, a primeira integral se anula, e pela Proposicao 3.4.1,
a segunda integral se anula. Portanto, temos que ms(U (X)) = 0, concluindo assim a
demonstracao. O]

Teorema 3.4.4. O conjunto Xra = Epra(1)NEra(2)NEp a(3) tem medida de Lebesgue
total, em particular Xp A € denso em Zr a.
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Demonstra¢ao. Vamos inicialmente mostrar que =1 , possui medida de Lebesgue nula em
RO+2(m+m) ou seja, my(Ek o) = 0, onde my denota a medida de Lebesgue em R6+2(n+m),
Consideramos a fungao continua

I R6+2(n+m) % RS SN R6+2(n+m)
(X7 (O{l, Qg, UV, /8’ (A})) — RW(XOé170427V75)’

e a partir dela definimos a func¢ao

G(X, (a1, as,v,3,w)) = X(Epa) 0 F(X, (a1, a2, v, f,w)).

Pelo Teorema 3.4.3, temos

/ ( G(X, (a1, az,v,B,w)) dm5> dmy = 0.
R6+2(n+m) R5

Aplicando o Teorema de Fubini para a funcao GG, obtemos que

/ </ G(X, (a1, az,v,B,w)) dmN> dms = 0.
RS R6+2(n+m)

Entdo, a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula em R®, temos

/ G(X, (a1, as,v,B,w))dny = 0. (3.4.5)
R6+2(n+m)

Fixe (a1, g, v, B,w) € R® de tal modo que a expressao anterior seja satisfeita.
Note que, dado Y € = 5 tém-se

G(X, (a1, 00,1, 0,w)) =1 Ry(Xaiasw8) =Y © Xatasws = Ry (V). (3.4.6)

Como

0 0 0 0 0 0
Xal,awﬁ(xy y) = X(% ?J) + &lﬁ_x + a28_y +v (xﬁ_x + ya—y) + 4 <—y8—x + $8—y> )

obtemos que a expressao (3.4.6) equivale a

0 0 0 0 0 0
— R L L (2L 1y S s (L2 L) 34
X(2,y) = Ry (Y)(2,9) oz a23y Y (mﬁx + yay) ) < Yor + Iay) (3:47)

Seja Xy o campo vetorial em Zp Ao dado pela expressao

Xo(z,y) = —« 2—04 2—1/ :cg—l— 9 -8B - g—l—:cg
o\, Yy) = L9z Qay oz y@y y@x oy )
Logo, a expressao (3.4.7) pode ser escrita como

X =R,»)(Y)+ Xo.

Desse modo, para o ponto (aq, ae, v, f, w) fixado, G(X, (a1, as, v, B,w)) é a fungdo caracte-
ristica do conjunto R(_.)(Zf o)+ Xo, onde estamos considerando R, uma transformagio
linear em R6+2(n+m),
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Pela conclusao acima e utilizando (3.4.5), temos que

0= / X (R(—)(Epa) + Xo) dmy = my(R(—w)(Epa) + Xo)-
R6+2(n+7n)
Como a medida de Lebesgue é invariante por translagao, obtemos
mN(R(—w)(Ei“,A) + Xo) = |det R(—w)’mn(E/nA)-

Como |det R(_y)| # 0, temos que my(Zp o) = 0.

Portanto, como =1 x = Zra \ ¥ra € my(ZEp o) = 0, obtemos que YA tem
medida de Lebesgue total e, em particular, ¢ denso em Z=r a. De fato, se X A nao fosse
denso em = a, existiriam X € Epa e > 0 tais que Bs(X) C Zp 5. Porém, isso geraria
uma contradi¢do com o fato de Zp. o possuir medida de Lebesgue nula. O

Para finalizar esta secao, apresentamos o resultado principal deste capitulo
sobre estabilidade estrutural.

Teorema 3.4.5. Para o conjunto
Yra=2ra(l)NEra(2)NEra(3)

valem as sequintes afirmacoes:

1. Yp A € aberto em Zra,
2. Ypa € denso em Zpa,
3. Yr.a estd contido no conjunto St .

Demonstragao. A prova do primeiro item pode ser vista com detalhes nas referéncias [8]
e [15]. J4 a demonstracdo do segundo item segue do Teorema 3.4.4.

Para provar o terceiro item, devemos mostrar que todo X € ¥p A € estrutural-
mente estével. Isso segue dos itens anteriores, pois como o conjunto Xr A é aberto e denso
em Z=p A tem-se que seus elementos sao estruturalmente estaveis. ]

Para finalizar, um exemplo para a teoria desenvolvida neste capitulo pode ser
visto no livro do Utkin [18] (Capitulo 3, pagina 29).
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