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Resumo

Esta tese é inteiramente dedicada ao projeto de controle de sistemas dindmicos com comutacao, considerando
duas classes principais de sistemas, a saber, os lineares e os afins, ambos no dominio do tempo discreto. As
solugbes propostas sdo baseadas em uma fungao de Lyapunov convexa variante no tempo e descritas em termos
de desigualdades matriciais lineares, que sao facilmente resolvidas por algoritmos prontamente disponiveis na
literatura. No contexto dos sistemas lineares, tratamos o projeto de controle via realimentacao estatica e di-
namica de saida. No caso de realimentacao estatica de saida, consideramos, como passo preliminar, o projeto
da regra de comutagdo como tnica varidvel de controle do sistema. Posteriormente, realizamos a sintese de
duas estruturas de controle, a regra de comutacdo e ganhos matriciais de realimentacdo de saida, sem levar
em conta a presenca de qualquer estrutura dindmica adicional. Neste contexto, o projeto via realimentagao
de estado também é levado em consideracao para fins de comparagao. Estes resultados sdo generalizados para
tratar o caso de controle via realimentagao dindmica de saida, em que um controlador de ordem completa e uma
regra de comutagao sao determinados simultaneamente. Todas as estruturas de controle mencionadas garantem
estabilidade exponencial global da origem e asseguram um limitante superior para os indices de desempenho Ho
ou Ho. Ademais, visto que as condigbes propostas sao descritas em termos de desigualdades matriciais linea-
res, elas sdo mais simples de resolver, mas nao sdo mais conservadoras quando comparadas a outros métodos
disponiveis na literatura, como por exemplo, aqueles baseados em desigualdades de Lyapunov-Metzler. No que
se refere aos sistemas afins com comutacao, fornecemos condigbes para o projeto de uma regra de comutacao
dependente do estado que garante estabilidade assintdtica global de um ciclo limite. Este ciclo limite é deter-
minado de acordo com algum critério de interesse relacionado ao comportamento das trajetérias do estado no
regime permanente como, por exemplo, seu valor médio, ou a amplitude maxima de oscilagdo. A maioria das
metodologias disponiveis sdo capazes de guiar as trajetérias do estado para um conjunto de atragao que contém
o ponto de equilibrio de interesse assegurando, neste caso, estabilidade pratica deste ponto. No entanto, embora
importante, o comportamento das trajetérias dentro deste conjunto nao é considerado e, além disso, nao é
possivel definir indices de desempenho Hs e H, que exigem, como condigao necessaria, estabilidade assintotica
do sistema. A técnica fornecida nesta tese garante um comportamento adequado das trajetérias do estado no
regime permanente pelo projeto de um ciclo limite apropriado. Além disso, por levar em conta estabilidade
assintdtica, permite assegurar custos garantidos Hs € Hoo. Os resultados sdo ilustrados por meio de exemplos
académicos e duas aplicagoes praticas: o controle de uma suspensao ativa representando um quarto de veiculo

(através de dados experimentais) e de um conversor CC-CC.

Palavras-chave: Sistemas lineares com comutacao, Sistemas afins com comutacao, Fungao de Lyapunov vari-

ante no tempo, Dominio de tempo discreto, Desigualdades matriciais lineares.



Abstract

This thesis is entirely devoted to the control design of switched dynamic systems considering two main classes,
namely, the linear and the affine ones, both in the discrete-time domain. The proposed solutions are based on
a time-varying convex Lyapunov function and are described in terms of linear matrix inequalities, which are
simple to solve by readily available algorithms. In the context of linear systems, we treat static and dynamic
output feedback control design. In the static output feedback case, we consider, as a preliminary step, the design
of a switching function as the unique control variable of the system. Afterwards, we deal with the synthesis
of two control structures, a switching function and a set of output feedback matrix gains, without considering
the presence of any additional dynamic structure. The state feedback control design is also taken into account
for comparison purposes. These results are generalized to cope with dynamic output feedback control design,
where a full order controller and an output dependent switching function are simultaneously determined. All
the mentioned control structures assure global exponential stability of the origin and a suitable upper bound
for the Hy or Ho performance indexes. In addition, considering that the proposed conditions are described in
terms of linear matrix inequalities, they are simpler to solve, but not more conservative when compared to other
methods available in the literature, as for instance, those based on Lyapunov-Metzler inequalities. Concerning
the switched affine systems, we provide conditions for the control design of a state dependent switching function
that assures global asymptotic stability of a limit cycle. This limit cycle is determined according to criteria
of interest related to the steady-state behavior of the state trajectories as, for instance, its mean value or the
maximum oscillation amplitude. Most of the available methodologies are able to guide the state trajectories
to a set of attraction containing the equilibrium point preserving, in this case, practical stability. However,
although important, the trajectories behavior inside this set is not considered, neither is possible to assure Hsa
and H, performance indexes, since they require asymptotic stability of the system. The proposed technique
assures an approppriate steady-state behavior by adequately designing the limit cycle. Moreover, by dealing
with asymptotic stability, it allows us to assure Hy and Ho, costs. The results are illustrated by means of
academical examples and validated through two practical applications: the control of an active suspension

representing a quarter car vehicle (through experimental data) and a DC-DC converter.

Keywords: Switched linear systems, Switched affine systems, Time-varying Lyapunov function, Discrete-time

domain, Linear matrix inequalities.



2.1
2.2
2.3

24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9
2.10
2.11

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

5.2
5.3

Lista de Figuras

Trajetéria do estado com h = 0,5 [s] . . . . . . . . . 24
Trajetéria do estado com h =3,0 [s] . . . . . . . . .. 24

Superficie de comutagdo com solugdo de Carathéodory (& esquerda) e com modos deslizantes (&

direita) . . oo e 25
Plano de fase do primeiro subsistema . . . . . . .. .. Lo L oL 31
Plano de fase do segundo subsistema . . . . . . . . ... Lo 31
Plano de fase do sistema linear com comutagao. . . . . . . . . . . . ... 32
Plano de fase do primeiro subsistema afim . . . . . . . .. ... oL 0L oo 42
Plano de fase do segundo subsistema afim . . . . . ... ... ... L Lo Lo 42
Plano de fase do sistema afim com comutagdo. . . . . . . . . . .. .. ... 42
Trajetéria de &1 no tempo . . . . . . L L L e e e 43
Trajetoria de £ no tempo . . . . . . L Lo e e 43
Trajetorias do estado . . . . .« . L oL e e 53
Sequéncia de comutacao . . . . . ... L Lo e e e e 53
Trajetorias do estado . . . . .« . L oL e 62
Esforgo de controle . . . . . . . . L 62
Sequéncia de comutacao . . . . . ... Lo o e e e e 63
Trajetorias do estado . . . . . . . . oL oL e e 77
Esforgo de controle . . . . . . . . e 7
Sequéncia de comutaCao . . . . . . . ... e e e e 77
Trajetérias do estado do sistema . . . . . . . L Lo Lo 87
Trajetoria do estado do controlador . . . . . . . . . .. oL L oL oo 87
Esforco de controle . . . . . . oL L 87
Sequéncia de comuUtaCao . . . . . . . ..o e e e 87
Trajetorias do estado obtidas pela lei de controle CL1 . . . . . ... ... ... ... .. ..... 92
Sequéncia da comutagao obtida pela lei de controle CL1 . . . . . .. . ... ... ... ... 92
Trajetorias do estado obtidas pela lei de controle CL2 . . . . . ... .. ... ... ... 92
Sequéncia da comutagao obtida pela lei de controle CL2 . . . . . .. ... ... ... .. ..... 92
Trajetéria do estado z[n] e ciclo limite XX, . . . . .. .. Lo Lo 100
Trajetéria do estado auxiliar £[n] . . . . . . . L L 101

Sequéncia de comutaCao . . . . . . . ... e e 101



5.4
5.5
5.6
5.7
5.8
5.9

6.1
6.2
6.3
6.4

6.5
6.6
6.7
6.8
6.9

6.10
6.11
6.12
6.13
6.14
6.15
6.16
6.17
6.18
6.19
6.20
6.21

Trajetéria do estado auxiliar £[n] (projeto de controle Ha) . . . . . . . . .. ... 105

Sequéncia de comutagao (projeto de controle Hao) . . . . . ... 105
Trajetérias de estado convergindo para o ciclo limite X (projeto de controle Ha) . . . . . . . .. 105
Zoom no ciclo limite X* (projeto de controle Ha) . . . . . . . ..o 105
Trajetéria do estado auxiliar £[n] (projeto de controle Hoo) . o v v v v v v oo oo 106
Sequéncia de comutagdo (projeto de controle Hoo) « v v v v v oo oo 106
Sistema de suspensao ativa (& esquerda) e diagrama esquematico (& direita) . . . . . . . ... .. 108
Aceleragdo da massa suspensa Z,(t) (Realimentagdo estética de saida, projeto de controle Hy) . . 111

Deslocamento da massa suspensa z4(t) (Realimentagdo estdtica de saida, projeto de controle Hs) 112

Deslocamento da massa nao-suspensa z,s(t) (Realimentacao estética de saida, projeto de controle

Ho) o e 112
Esforgo de controle u[n] (Realimentagio estatica de saida, projeto de controle Ha) . . . . . . .. 112
Sequéncia de comutagio o(y) (Realimentagao estdtica de saida, projeto de controle Ha) . . . . . 113

Aceleragao da massa suspensa Z4(t) (Realimentacao dindmica de saida, projeto de controle H,) . 115
Deslocamento da massa suspensa z;(t) (Realimentagdo dindmica de saida, projeto de controle Ho.)115

Deslocamento da massa nao-suspensa z,s(t) (Realimentagdo dindmica de saida, projeto de con-

trole Hoo) o v v o e 115
Esfor¢o de controle u[n] (Realimentac¢io dindmica de saida, projeto de controle Hoo) « . . . . . . 116
Sequéncia de comutagio o(y) (Realimentagdo dindmica de saida, projeto de controle Hoo) . . . . 116
Diagrama esquematico de um conversor de trés células. . . . . . . . . ... ... 117
Tensoes nos capacitores ¢1 e ¢o (projeto de controle Ha) . . . . . . . .o 119
Corrente i, (projeto de controle Ha) . . . . . . .. L 119
Sequéncia da comutagdo (projeto de controle Ha) . . . . . ... Lo o 120
Trajetérias de estado convergindo para o ciclo limite X (projeto de controle Ha) . . . . . . . .. 120
Zoom no ciclo limite XZ (projeto de controle Ha) . . . . . . . .. Lo 121
Trajetérias do estado [n] no dominio do tempo discreto (projeto de controle Heo) . . . . . . . . 121
Tensdo no capacitor v1 (projeto de controle Hoo) « « v v v v v v v e i 122
Tensdo no capacitor vy (projeto de controle Hoo) .« v v v v v v v e i 122

Corrente i, (projeto de controle Hoo) - -« v v v v v v i e 122



3.1
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2
4.3

6.1
6.2

Lista de Tabelas

Custos garantido e verdadeiro He para REe RS . . . . . . .. .. o oo oo, 53
Indice de desempenho Ha. . . o o o o i 62
Custos garantido e verdadeiro Hoo. « -« v« v v v v v i e e e e 68
Indice de desempenho Hoo (\/ﬁ) ..................................... 69
Indice de desempenho Hoo (\/ﬁ) ..................................... 76
Desempenho Ho para N =4 subsistemas. . . . . . .. . .. L L oo 87
Custo garantido Ha. . . .« o o o o e e e 88
Custo garantido Hoo (\/P). -+« v v v oo i 93
Parametros da suspensao ativa . . . . .. ..o L Lo e 108

Valores 11, 12, e 3 para cada modo de operagao ¢ . . . . . . . ..o .o e e 117



Letras latinas

Rnxm

Sn

Mgy
X>0(X<0)

mn

Letras gregas

Sobrescritos
X/

X*l

Nomenclatura

Matriz identidade.

Numero de subsistemas.

Periodo de amostragem.

Conjunto dos nimeros naturais.

Conjunto dos nimeros reais.

Conjunto de matrizes reais de dimensao n x m.

Conjunto dos N primeiros niimeros naturais positivos {1,--- , N}.
Conjunto de matrizes simétricas de ordem n.

Subclasse de matrizes de Metzler com elementos 7; < 0 e Zjvzl i = 0.

Subclasse de matrizes de Metzler com elementos m;; > 0 e Z;\le

Tji = 1.
Matriz simétrica positiva (negativa) definida.

Numero inteiro definido por m,, = k|n/k|.

Regra ou funcao de comutagao.

Matriz de Metzler em M, ou M.

Conjunto Simplex unitdrio definido como A = {)\ eRN: ) >0, Zj\]:l Aj = 1}.
Vetor arbitrario pertencente ao conjunto A.

Numero inteiro e positivo que determina o periodo sequéncia €, (k).

Transposta da matriz X.

Inversa da matriz X.



Subscritos

Simbolos

Tr(X)

diag(X,Y)

arg min;eg «;

inf

A i-ésima matriz do conjunto {Xy,--- , Xn}.
Combinagdo convexa das matrizes {X1, -+, Xy}, dada por X = ZN AX; .

Jj=1

Elemento da matriz de Metzler localizado na linha j e coluna i.

Bloco simétrico de uma matriz simétrica.

Trago da matriz X.

Bloco diagonal de matrizes com elementos X e Y.
Norma Euclidiana.

Norma Ls.

Valor absoluto de um escalar.

Maior ntimero inteiro, menor ou igual a “a”.
Operador minimo.

Indice de {1,--- ,xN} para o qual o minimo ocorre.
Operador infimo.

Operador supremo.

Conjunto obtido a partir do produto cartesiano de K por ele mesmo k vezes.

Sequéncia de indices €, (k) = (4[0], - - ,i[x — 1]).



Sumario

Introducao

Preliminares

2.1 Sistemas dindmicos com comutacao . . . . . . . .

2.2 Sistemas lineares com comutagado . . . . . .. ..
2.2.1 Sistemas com comutacdo a tempo discreto

2.3 Critérios de desempenho . . . . . . ... ... ..

2.4 Sistemas afins com comutac¢ao . . . . . .. .. ..

2.5 Consideragoes finais . . . . ... ... ... ...

Controle via realimentagao estatica de saida

3.1
3.2

3.3

3.4

Formulagao do problema . . . . . .. .. ... ..

Projeto de controle Ho

3.2.1

Sintese da regra de comutacao o
3.2.2 Sintese da lei de controleuw . . . . .. ..

Projeto de controle H

3.3.1

Sintese da regra de comutacao o

3.3.2 Sintese da lei de controle u

Consideragoes finais

Controle via realimentagao dinamica de saida

4.1
4.2
4.3
4.4

Formulagao do problema

Projeto de controle Ho

Projeto de controle H

Consideragoes finais

Sistemas afins com comutagado a tempo discreto

5.1
5.2
5.3
5.4
5.5

Formulagao do problema

Geragao do ciclo limite

Estabilidade e custo garantido

Projeto de controle Ho € Hoo

Consideragoes finais

Aplicagao pratica

16

22
22
26
32
37
38
44

45

47
48
54
63
63
70
78

79
79
81
88
93

94
94
96
98
101
106

107



6.1 Suspensfo Ativa . . . . ... L e e 107

6.1.1 Realimentagao estaticade saida . . . . . . . .. .. L L oL 110

6.1.2 Realimentagao dindmica desaida . . . . . . .. . .. . oL Lo Lo 113

6.2 Conversor CC-CC . . . . . . e e e 116
6.2.1 Projetode controle Ho . . . . . . ..o e 118

6.2.2 Projeto de controle Hoo . . . .« o oo oo 119

6.3 Consideragoes finais . . . . . . . . . . 122

7 Conclusoes e perspectivas 124
A Resultados auxiliares em andalise matricial 131
A.1 Desigualdades matriciais lineares . . . . . . . . . .. L e 131

A2 Complemento de Schur . . . . . . . . .. . 132



16

CAPITULO |

INTRODUCAO

“0O profundidade da riqueza da sabedoria e do conhecimento de Deus! Quao insonddveis sdo
0s seus juizos, e inescrutdveis os seus caminhos!”

— ROMANOS 11:33

Sistemas com comutagdo tém sido amplamente estudados nas dltimas décadas. Os livros Liberzon [2003]
e Sun and Ge [2005] e os artigos Liberzon and Morse [1999], Lin and Antsaklis [2009] e Shorten et al. [2007] sdo
referéncias béasicas sobre o assunto. O interesse neste tema justifica-se pela sua importancia teérica e diversas
aplicacdes praticas, tais como, controle em rede (Deaecto et al. [2015]), sistemas embarcados (Song et al. [2008]),
eletronica de poténcia (Cardim et al. [2009]), mutagdo viral no tratamento de HIV (Hernandez-Vargas et al.
[2011]), amortecimento de vibragdo em estruturas (Blanchini et al. [2012]) e varias outras.

No contexto geral, um sistema com comutacao pode ser assimilado como um sistema dindmico constituido
por varios subsistemas e uma regra que orquestra a comutacao entre eles, em outras palavras, uma estratégia
l6gica que decide a ativagao de um subsistema especifico a cada instante de tempo. Esta regra de comutagao pode
atuar como uma entrada de pertubagao, sendo dependente do tempo, ou uma variavel de controle, dependente
do estado ou da saida medida, que deve ser projetada com objetivos especificos de estabilidade e otimizagao de
um determinado indice de desempenho. Para ambas as abordagens, a literatura apresenta resultados relevantes,
muitos deles representados por condigoes suficientes, o que justifica o interesse em novas técnicas de controle
que permitam a obteng¢ao de condigoes cada vez menos conservadoras.

Em geral, quando a regra é dependente do tempo, um dos problemas de controle consiste em determinar
um tempo de permanéncia minimo, durante o qual ndo pode haver comutacao entre os subsistemas, de forma
a preservar estabilidade assintética global e assegurar um indice de desempenho de interesse. Neste caso,
a literatura apresenta diversas condigoes suficientes baseadas na adog¢ao de diferentes func¢des de Lyapunov,
como por exemplo, fungdes de Lyapunov multiplas (Branicky [1998], Hespanha [2004] e Liberzon [2003]), do
tipo minimo (Geromel and Colaneri [2006b] e Geromel and Colaneri [2006a]), quadraticas variantes no tempo
(Allerhand and Shaked [2010]) e polinomiais homogéneas (Chesi et al. [2011]). A diferenga entre elas se dé
no grau de conservadorismo e na facilidade de generalizacdo para tratar sistemas mais gerais, apresentando
inclusive incertezas paramétricas no modelo. Condig¢oes necessarias e suficientes para a estabilidade assintotica
global estao disponiveis na literatura para o caso particular em que a regra de comutacdo é arbitraria e sao
baseadas na existéncia de uma funcdo de Lyapunov comum a todos os subsistemas, veja Shorten et al. [2007] e
Lin and Antsaklis [2009] para maiores detalhes.

No caso em que a regra atua como uma variavel de controle, a literatura é vasta e fornece resultados
para ambos os dominios de tempo. Baseado em uma fun¢do de Lyapunov quadratica, as referéncias Wicks
et al. [1994] e Zhai [2001] asseguram a existéncia de uma regra de comutacdo globalmente assintoticamente es-

tabilizante para sistemas a tempo continuo e discreto, respectivamente. Condigdes menos conservadoras foram
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obtidas em Geromel and Colaneri [2006b], para o caso continuo, e em Geromel and Colaneri [2006a], para o caso
discreto, baseadas em uma fungao de Lyapunov por partes do tipo minimo. Entretanto, estas condigoes, conhe-
cidas como desigualdades de Lyapunov-Metzler, sdo nao-convexas devido ao produto de varidveis matriciais e,
portanto, dificeis de serem resolvidas para problemas compostos por um nimero arbitrario de subsistemas. Elas
foram generalizadas em Geromel et al. [2008], Deaecto [2010] e Deaecto et al. [2011] para tratar o projeto via
realimentagao dindmica de saida de sistemas lineares com comutacao, para ambos os dominios de tempo. Mais
especificamente, a referéncia Geromel et al. [2008] apresenta condigdes para o co-projeto de uma regra de comu-
tacdo e de um filtro de ordem completa responsével por fornecer informacoes relevantes para a implementacao
da regra, enquanto que Deaecto [2010] e Deaecto et al. [2011] consideram um problema mais geral envolvendo
o projeto de duas variaveis de controle, a saber, a regra de comutacdo e um controlador dindmico de ordem
completa. Embora, elas sejam uma das condigoes menos conservadoras existentes na literatura, apresentam
a desvantagem de serem nao-convexas. Atualmente, um grande esfor¢co da comunidade cientifica esta voltado
para a obtencao de condigoes mais simples de resolver, mas nao mais conservadoras do que as disponiveis.

Neste sentido, exclusivamente para o caso discreto, a referéncia Fiacchini and Jungers [2014] propoe con-
dicdes necessarias e suficientes expressas em termos de LMIs' e baseadas na teoria de conjuntos para a estabili-
zabilidade de sistemas lineares com comutagdo. Embora essa tltima referéncia tenha resolvido completamente
o problema, infelizmente, as condigbes sao muitas vezes impossiveis de serem implementadas numericamente,
pois é necessario verificar se algum conjunto especifico esta contido na uniado de outros. Com a finalidade de
contornar esta dificuldade, em Fiacchini et al. [2016] foram propostas condigdes apenas suficientes que esta-
belecem um compromisso entre generalidade e viabilidade numérica. Estes resultados foram utilizados como
base em Fiacchini and Tarbouriech [2017] para tratar o projeto conjunto de uma regra de comutagio e ganhos
de realimentacao de estado, mas ainda sem considerar os indices de desempenho Hs e Ho. Em Deaecto and
Geromel [2018] foi fornecida uma solugdo que garante estabilidade exponencial e assegura um limitante superior
para o indice de desempenho Ha. A versdo Ho, deste resultado estd apresentada em Daiha et al. [2017]. As
condigoes disponiveis nas duas tltimas referéncias sdo baseadas em uma funcao de Lyapunov convexa variante
no tempo e apresentam como importantes atributos o fato de serem descritas em termos de LMIs e ndo serem
mais conservadoras do que as desigualdades de Lyapunov-Metzler propostas em Geromel and Colaneri [2006a].
Entretanto, elas limitam-se ao projeto de controle via realimentacio de estado.

As referéncias recentes Daiha and Deaecto [2019a], Deaecto and Daiha [Submetido] e Daiha and Deaecto
[2019b] generalizam as condigdes de Deaecto and Geromel [2018] para tratar o projeto via realimentacio de
saida e possuem como ponto crucial a presenca de uma matriz adicional, que permite a obtencao de condi¢oes
equivalentes e alternativas as apresentadas em Deaecto and Geromel [2018]. A importincia desta matriz é
que ela torna possivel a imposicao de estruturas que sao essenciais para levar em conta problemas mais gerais.
Mais especificamente, a referéncia Daiha and Deaecto [2019a] trata o projeto de uma regra de comutagao via
realimentagao estatica de saida, sem considerar a presenca de nenhuma estrutura dindmica adicional. Este

problema foi tratado pela primeira vez em Mainardi Junior et al. [2015] no contexto de controle robusto e

Ldo inglés Linear Matrix Inequalities
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exclusivamente para o dominio do tempo continuo. As condigdes propostas nesta referéncia sdo baseadas em
uma fun¢do de Lyapunov quadratica invariante no tempo o que, em geral, fornece solugdes muito conservadoras.
Mais recentemente, a referéncia Cardim et al. [2016] tratou o mesmo problema, mas a partir de condigdes nao-
convexas expressas em termos de desigualdades de Lyapunov-Metzler que, como ja mencionado, sdo dificeis de
resolver para um ndimero arbitrario de subsistemas. Além disso, a solugdo apresentada em Cardim et al. [2016]
considera a imposicado de uma estrutura especial nas matrizes de Lyapunov o que, certamente, contribui para
aumentar o conservadorismo. Comparagoes destas e de outras técnicas da literatura estdo disponiveis em Daiha
and Deaecto [2019a] e serdo discutidas com maiores detalhes no decorrer desta tese.

As referéncias Deaecto and Daiha [Submetido] e Daiha and Deaecto [2019b] tratam o projeto de controle
dindmico via realimentagao de saida levando em conta indices de desempenho Hs e Ho, respectivamente. Ambas
propoem a sintese conjunta de uma regra de comutacdo e um controlador dindmico de ordem completa que,
como mencionado anteriormente, é um problema que ja foi tratado em Geromel et al. [2008] e Deaecto et al.
[2011]. Neste sentido, a maior contribui¢do de Deaecto and Daiha [Submetido] e Daiha and Deaecto [2019b]
foi apresentar condigbes expressas em termos de LMIs que ndo sdo mais conservadoras do que as propostas
em Geromel et al. [2008] e Deaecto et al. [2011]. Um ponto relevante da solucdo apresentada é que a matriz
de transformacao utilizada para obter as condigbes de realimentagdo de saida é independente das matrizes de
Lyapunov. Isto foi importante para evitar a imposicdo de estruturas sobre estas matrizes, o que levaria a
resultados muito conservadores. Maiores detalhes a respeito dos resultados propostos em Deaecto and Daiha
[Submetido] e Daiha and Deaecto [2019b] estdo disponiveis no decorrer desta tese, que também apresenta uma
série de exemplos académicos para ilustrar a teoria, bem como resultados experimentais relacionados ao controle
de uma suspensao ativa representando um quarto de veiculo.

Além dos sistemas lineares, os sistemas afins com comutacdo também foram nosso foco de estudo nesta
tese. Estes sistemas sdo caracterizados pela presencga de termos afins em seu modelo dindmico, o que implica na
existéncia de uma regiao de pontos de equilibrio atingiveis no espaco de estado. Assim, quando os termos afins
sdo nulos, o sistema torna-se linear e o ponto de equilibrio Gnico, comum a todos os subsistemas, é a origem. En-
tretanto, quando pelo menos um termo afim nao é nulo, o problema de controle revela-se muito mais desafiador,
visto que o ponto de equilibrio escolhido, geralmente, ndo é comum a nenhum dos subsistemas. Consequente-
mente, a estabilidade assintdtica deste ponto sé é possivel com uma frequéncia de comutagdo arbitrariamente
elevada, o que pode ser impossivel de implementar em aplicacdes praticas devido as limitagoes fisicas, como o
tempo de resposta dos comutadores ou periodo de amostragem, no caso de sistemas embarcados. As referéncias
Deaecto et al. [2010], Deaecto and Santos [2015], Deaecto [2016] e Seatzu et al. [2006] tratam estabilidade
assintotica global dos sistemas afins com comutagdo no dominio do tempo continuo, sem considerar nenhuma
restricdo sobre a taxa de comutacdo. Todavia, quando algum limitante superior é imposto a frequéncia de co-
mutacao, a estabilidade assintética nao é mais garantida, sendo possivel assegurar apenas a estabilidade pratica.
Neste tipo de estabilidade, as trajetérias do estado sdo guiadas para um conjunto de atragdo suficientemente
pequeno que contém o ponto de equilibrio de interesse. Este é sempre o caso dos sistemas afins no dominio do

tempo discreto, em que a taxa de comutacao é naturalmente limitada pela natureza discreta do sistema. Neste
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contexto, importantes resultados que asseguram estabilidade pratica sdo apresentados nas referéncias Sferlazza
et al. [2019], Hauroigne et al. [2011], Hetel and Fridman [2013] e Albea-Sanchez et al. [2019], no dominio do
tempo continuo, e nas referéncias Deaecto and Egidio [2016], Deaecto and Geromel [2017] e Egidio and Deaecto
[2019], no dominio do tempo discreto. No entanto, na estabilidade prética o comportamento das trajetérias
dentro do conjunto de atracdo nao pode ser controlado diretamente, apesar de afetar consideravelmente o de-
sempenho do sistema. Além disso, os indices de desempenho Hs e Hoo ndo podem ser considerados, ja que os
mesmos sdo definidos apenas para sistemas assintoticamente estaveis, para detalhes veja Deaecto and Santos
[2015].

Muito recentemente, para o dominio do tempo continuo, algumas referéncias trataram estabilidade assin-
totica ndo para um ponto especifico, mas sim para um ciclo limite, como forma de controlar o comportamento
das trajetérias no regime permanente, veja Benmiloud et al. [2019] que considera estabilidade apenas local e
Patino et al. [2010], que utiliza uma abordagem baseada em controle preditivo. Para sistemas a tempo discreto,
a referéncia Egidio et al. [2020] foi a primeira a fornecer uma fungdo de comutagido dependente do estado do
tipo minimo para assegurar estabilidade assintdtica global de um ciclo limite de interesse. Nesta referéncia,
um conjunto de ciclos limites associados a sequéncias de comutagao periddicas é determinado a priori e um
subconjunto é escolhido a partir de critérios especificos relacionados ao comportamento desejado das trajetérias
no regime permanente. Posteriormente, a regra de comutagdo é projetada de forma a assegurar estabilidade
assintotica global de um ciclo limite de interesse pertencente ao subconjunto mencionado, assim como um custo
garantido Ho ou H de desempenho. Desta forma, é possivel assegurar um certo nivel de desempenho desejado
tanto no regime transitério quanto no regime permanente. Os resultados obtidos em Egidio et al. [2020] estao

disponiveis nesta tese e foram validados através de exemplos académicos e do controle de um conversor CC-CC.
Organizacao

Esta tese estd dividida em sete capitulos que estdao organizados da seguinte forma:

e Capitulo 1: Introduzimos o tema a ser tratado situando importantes resultados da literatura e apresen-

tamos a organizagao da tese.

e Capitulo 2: Expomos e discutimos os conceitos fundamentais necessarios para os desenvolvimentos dos
capitulos seguintes. Mais especificamente, apresentamos a descri¢do dos sistemas dinamicos com comuta-
¢ao, enfatizando algumas das suas propriedades e caracteristicas principais; discutimos as diferentes formas
de atuacao da regra de comutacao; definimos os conceitos de estabilidade e os critérios de desempenho H,

e Hoo largamente utilizados ao longo desta tese.

e Capitulo 3: Tratamos o projeto de controle via realimentacao estatica de estado e de saida. Em um
primeiro momento, realizamos o projeto da fun¢ao de comutacao como tnica variavel de controle do sistema
para, posteriormente, generalizar este resultado para o projeto simultidneo da regra e de um conjunto de

ganhos de realimentacao de estado ou de saida, levando em conta a otimizacao de indices de desempenho
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e Capitulo 4: Os resultados do capitulo anterior sdo utilizados como base para tratar o controle via
realimentagao dindmica de saida. Mais especificamente, apresentamos condic¢des suficientes para o projeto
conjunto de um controlador dindmico de ordem completa e uma regra de comutacao assegurando indices

de desempenho Hs e Hoo.

e Capitulo 5: Apresentamos condigbes suficientes para o projeto de uma regra de comutagdo do tipo
minimo capaz de assegurar estabilidade assintética global de um ciclo limite a ser projetado. O projeto do
ciclo limite é realizado de acordo com critérios de interesse relacionados ao comportamento das trajetérias
em regime permanente. Assim como nos capitulos anteriores, as condi¢oes apresentadas levam em conta

a otimizacao de indices de desempenho Ho e Hoo.

e Capitulo 6: Duas aplicacdes praticas sao utilizadas para validar os resultados apresentados nos capitulos
anteriores. A primeira delas, utilizada para ilustrar as técnicas de controle relacionadas aos sistemas
lineares apresentadas nos Capitulos 3 e 4, refere-se ao controle de uma suspensao ativa representando um
quarto de veiculo e foi implementada experimentalmente. A segunda, que consiste no controle de um

conversor CC-CC, foi utilizada para validar os resultados relacionados aos sistemas afins do Capitulo 5.
e Capitulo 7: Apresentamos as conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros.

e Apéndice A: Destacamos alguns resultados auxiliares utilizados ao longo deste trabalho.

As simulagoes foram obtidas utilizando um dos seguintes computadores: - Dell com sistema operacional
Windows 10, processador Intel Core i7, 8 GB de RAM, com o software Matlab versdao R2017b e fungoes
disponiveis no Robust Control Toolbox versdo 6.4 ou - Apple com sistema operacional MAC OS X versdo 10.13.5,
processador Intel Core i7, 8 GB de RAM com o software Matlab versdo R2017a e fungoes disponiveis no Robust

Control Toolbox versao 6.3.
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2019.
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CAPITULO 2

PRELIMINARES

“Pois dele, por ele e para ele sao todas as coisas. A ele seja a gloria para sempre! Amém.”
— ROMANOS 11:36

Neste capitulo, apresentamos inicialmente a definicao dos sistemas dindmicos com comutagao, enfatizando
algumas de suas propriedades e caracteristicas intrinsecas que colocam em evidéncia a importancia do seu estudo
sob o ponto de vista tedrico e o seu grande potencial para aplicagdes praticas. Posteriormente, fornecemos alguns
resultados preliminares referentes ao caso particular dos sistemas lineares com comutagao, os quais se encontram
disponiveis na literatura e que serviram de motivacao para os resultados que serdao apresentados nos Capitulos
3 e 4. Além disso, introduzimos algumas defini¢oes de estabilidade e critérios de desempenho Hy € Hoo, pois
serdo amplamente utilizadas ao longo dos proximos capitulos. Por dltimo, algumas condigoes de estabilidade
de sistemas afins com comutacao foram apresentadas para ilustrar a importancia de se estudar esta classe de

sistemas no dominio do tempo discreto, que é o nosso tema de estudo no Capitulo 5.

2.1 Sistemas dindmicos com comutacao

Antes de descrever o que de fato é um sistema com comutacdo, é necessario estabelecer uma relagao deste
com o sistema hibrido. Este ultimo representa a interacao entre processos dinamicos, definidos no dominio do
tempo continuo ou discreto, com eventos discretos disparados por alguma logica de comutagao ou algum processo
de tomada de decisdo. Na prética, estes sistemas evoluem segundo uma dindmica continua ou discreta no tempo
e comutam bruscamente para outra a partir da ocorréncia de um evento. O préximo exemplo, apresentado em
Liberzon [2003], ilustra esta interacao.

Exemplo 2.1. Considere um modelo simplificado que descreve a relacdo do motor com o sistema de transmissao
de um veiculo. Este sistema mecénico é composto pelo acelerador e um conjunto finito de configuragoes de
engrenagens, as quais estabelecem uma relacao de transmissao entre o motor e as rodas motrizes. Um modelo
simplificado do movimento do veiculo é apresentado a seguir

il(ﬁ) = T2 t) (2.1)
2 (t) = f(a(t), q(t)) (2.2)

em que x7 ¢ a posigao do veiculo, 24 a sua velocidade, a > 0 é a aceleracao de entrada e g € {1,2,3,4,5,—1,0}
a posi¢do do acoplamento da engrenagem “marcha do veiculo”. A funcdo f deve ser negativa e decrescente em
a quando ¢ = —1, negativa e independente de a para ¢ = 0. Além disso, f é crescente em a, positiva para a
suficientemente grande, e decrescente em ¢ quando g > 0. Neste sistema os estados x1 e z2 sdo continuos e ¢ é
um evento discreto. Observe que a transicao discreta afeta consideravelmente a trajetoria dos estados continuos.
No caso de uma transmissao automatica, a evolucao do estado xo é utilizada para determinar automaticamente
o evento discreto (troca de marcha) a cada instante de tempo, de maneira a controlar o movimento do veiculo.
Ja no caso de uma transmissdo manual, o motorista é o responsavel pela troca de marchas. Pode-se concluir,
portanto, que as varidveis de saida dependem tanto da dinidmica continua quanto do evento discreto, o que
caracteriza um sistema hibrido. Um exemplo de varidvel de saida é a taxa de rotagdo do motor que depende
tanto da dindmica continua xs quanto do evento discreto q.
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Devido a sua natureza interdisciplinar, os sistemas hibridos tém atraido o interesse de diferentes comuni-
dades cientificas sob diversos pontos de vista. De fato, eles sao capazes de modelar uma grande variedade de
sistemas dindmicos complexos que podem apresentar comportamentos nao-lineares extremamente complicados,
como discutido nas referéncias Shorten et al. [2007] e DeCarlo et al. [2000]. Neste contexto, nosso estudo esta
direcionado a uma subclasse especifica composta pelos sistemas dindmicos com comutacao. Eles sao caracteri-
zados por apresentarem um conjunto de subsistemas (ou modos) e uma fungdo (ou regra) de comutacio que
seleciona um deles a cada instante de tempo. A literatura apresenta alguns resultados sobre este tema, mas
ainda existem véarios problemas em aberto a serem tratados. Os livros Liberzon [2003] e Sun and Ge [2005] e os
artigos Shorten et al. [2007], DeCarlo et al. [2000] e Lin and Antsaklis [2009] s@o referéncias basicas sobre este
assunto.

Considere um sistema com comutagao descrito genericamente pela seguinte realizagdo no espago de estado

x(t) = fo(x(t)), x(0) =xo (2.3)

y(t) = go(x(t)) (2.4)

no dominio do tempo continuo com ¢ > 0, V¢t € R. A varidvel x € R é o estado do sistema e y € R™ ¢é a
saida medida. A funcdo de comutacdo o € K := {1,--- , N}, com N representando o nimero de subsistemas
disponiveis, desempenha um papel importante, podendo atuar como uma variavel de controle a ser projetada

ou uma entrada de perturbacdo, como descrevemos a seguir:

e Regra de comutagiao como entrada de pertubacao: Neste caso, a regra de comutagao é dependente

do tempo, sendo dada por

o(t) =i, Yt € [tn,tni1) (2.5)

em que t, e t,+1 sdo dois instantes sucessivos de comutacio que satisfazem ¢,,41 — t, > h* > 0, Vn € N,
eomodo i € K := {1,---, N} representa um dos N subsistemas selecionados arbitrariamente. Neste
contexto, assumindo que cada subsistema seja estavel, um problema de controle de grande interesse na
literatura consiste em determinar o periodo de tempo minimo h*, denominado tempo de permanéncia',
de forma a garantir estabilidade assintética do sistema global, veja DeCarlo et al. [2000], Hespanha and
Morse [1999], Geromel and Colaneri [2006b]. Durante este periodo de tempo o sistema nao pode sofrer
comutagdo. Quando h* — 0 a regra de comutagdo é arbitraria e a literatura ja apresenta condigoes
necessarias e suficientes para a estabilidade exponencial da origem do sistema #(t) = Ay,x(t) que sdo
baseadas na existéncia de uma funcao de Lyapunov comum a todos os subsistemas, veja Shorten et al.
[2007] e Molchanov and Pyatnitskiy [1989] para maiores detalhes. O préximo exemplo coloca em evidéncia

a importancia do tempo de permanéncia para a garantia de estabilidade do sistema global.

Exemplo 2.2. Considere o seguinte sistema linear com comutacao
&= A,x(t), x(0)=xo (2.6)

definido parat > 0 € R, evoluindo de zg = [1 —1]’. Este sistema é composto por dois subsistemas estéveis

Ldo inglés dwell time
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obtemos as trajetorias dos estados apresentadas nas Figuras 2.1 e 2.2. Nestas figuras, o grafico da esquerda
apresenta a resposta para h = 0,5 [s] e o da direita para h = 3,0 [s]. Note que, embora a resposta do
sistema divirja da origem para h = 0,5 [s], é possivel assegurar estabilidade aumentando o valor de h
de forma adequada. Como ja mencionado, determinar um valor minimo de h, ou seja, h = h* capaz de
garantir estabilidade é um tema de grande interesse da literatura atual.
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Figura 2.1: Trajetéria do estado com h = 0,5 [s] Figura 2.2: Trajetéria do estado com h = 3,0 [s]

e Regra de comutagao como variavel de controle: Neste caso, a regra de comutagdo depende de al-
guma medida do sistema, do estado ou da saida, e, geralmente, é dada por o : R™ — K| s € {z,y}. Neste
contexto, o problema de controle consiste em projetar o(-) de maneira a assegurar estabilidade assint6tica
e desempenho adequado para o sistema. Uma caracteristica interessante é que uma regra de comutacao
adequadamente projetada pode assegurar estabilidade assintética do sistema global mesmo que todos os
subsistemas sejam instaveis. Do ponto de vista de estabilidade, uma hipétese muito adotada em algumas
referéncias da literatura é a imposicao de que todos os subsistemas sejam instaveis como justificativa para
o projeto da regra de comutacao, veja Wicks et al. [1994], Zhai [2001] e Geromel and Colaneri [2006b].
Esta hipétese é feita para evitar a solugdo trivial, que ocorre quando a fun¢ao de comutacdo permanece
fixa no subsistema estével para todo instante de tempo. Entretanto, esta hipétese pode ser descartada
se considerarmos a regra como uma varidvel de controle ndo somente para assegurar estabilidade, mas
também um dispositivo para melhorar o desempenho em relacao aquele de cada subsistema isolado. Neste
caso, o seu projeto se justifica até mesmo quando todos os subsistemas sdo estaveis. Uma regra com esta
propriedade é chamada de estritamente consistente, veja Geromel et al. [2013] e Deaecto et al. [2013]
para maiores detalhes. A literatura ja apresenta varios resultados relacionados ao projeto de uma regra
de comutacao tanto no que se refere a realimentacdo de estado como de saida. Os resultados que ser-

virdo de base e/ou motivagdo para a teoria desenvolvida neste trabalho sdo as referéncias Geromel and
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— e
- /
— /
—~ /
&(t) = fi(z(t)) i(t) = fa(2(t))  @(t) = fi(z()) &(t) = fa(z(t))
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Figura 2.3: Superficie de comutagdo com solugdo de Carathéodory (& esquerda) e com modos deslizantes (&
direita)

Colaneri [2006a], Geromel and Colaneri [2006b], Fiacchini and Jungers [2014] e Fiacchini et al. [2016] que

discutiremos em seguida.

Um ponto fundamental a ser destacado é o que ocorre com o comportamento do sistema no momento da
comutacao. Durante este evento discreto, o sistema pode simplesmente assumir o comportamento dindmico do
subsistema para o qual foi comutado ou apresentar um comportamento inédito ndo caracteristico de nenhum
dos subsistemas. Por simplicidade, considere um sistema com comutagao composto apenas por dois subsistemas
z(t) = fi(z(t)), i € {1,2}, e uma regra dependente do estado, definindo a superficie de comutagao S, que divide o
espaco de estado em duas regioes de operagao correspondentes a cada um dos subsistemas. Os comportamentos
mencionados anteriormente podem ser descritos da seguinte forma. Quando a trajetéria x atinge a superficie
S, se ambos os vetores fi(z) e fo(x) apontarem na mesma dire¢do com relagdo a S (superficie S apresentada a
esquerda da Figura 2.3), a trajetéria atravessa a superficie assumindo o comportamento dindmico do subsistema
para o qual foi comutado. Uma solugao no sentido de Carathéodory é entdo naturalmente obtida (para maiores
detalhes veja Hale [1954]). Entretanto, observando a Figura 2.3, a direita, podemos notar que se os vetores f1(x)
e fo(x) apontarem na direcdo da superficie S, a trajetéria difere das caracteristicas de ambos os subsistemas.
Este caso demanda um conceito diferente de solucao, a qual é fornecida por Filippov, como discutido em Liberzon

[2003]. De acordo com a defini¢do de Filippov, o sistema deve satisfazer a inclusdo diferencial
x € F(x) (2.9)

em que para x € S temos

F(x) :={afi(z)+ (1 —a)fz(z) : « € [0,1]} (2.10)

enquanto que para ¢ ¢ S, temos F(z) = fi(z) ou F(x) = fa(z) dependendo do lado para o qual o sistema

comuta. Neste caso, uma vez que a trajetoria atinge a superficie, desliza sobre ela, resultando em uma dindmica
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diferente conhecida como modos deslizantes?. Durante o modo deslizante, a frequéncia de comutacéo é arbitrari-
amente elevada provocando um fenémeno conhecido como chattering, que é geralmente indesejado em aplicacoes
praticas, pois pode provocar desgaste ou danificar equipamentos. A ocorréncia de modos deslizantes estaveis é
muito comum em diversos trabalhos dedicados ao projeto de uma regra de comutacao globalmente assintotica-
mente estabilizante. Acrescentar uma restricdo na frequéncia de comutagdo de maneira a evitar chattering é,
portanto, um ponto importante, principalmente, no que se refere a implementacao pratica.

Visto que, nos dias atuais, a maioria dos controladores sdo embarcados e/ou implementados através de
uma rede de comunicagao, a atualizagdo do sinal de controle em tempo real é impraticavel devido as restri¢coes
fisicas como, por exemplo, tempo de resposta dos dispositivos, periodo de amostragem e largura de faixa dos
canais de comunicacao. Neste contexto, o controle de sistemas com dados amostrados ou a tempo discreto tem
atraido cada vez mais o interesse da comunidade cientifica e é o tema principal desta tese. Recentemente, a
referéncia Allerhand and Shaked [2013] foi uma das primeiras a tratar o projeto de uma regra de comutagao
dependente do estado levando em conta também a existéncia de um tempo de permanéncia.

A partir de agora, daremos inicio ao estudo de estabilidade de sistemas lineares com comutagido. Embora
o foco desta tese esteja voltado para o estudo destes sistemas no dominio do tempo discreto, apresentaremos
alguns resultados relacionados ao dominio do tempo continuo devido & sua importdncia como embasamento

tedrico para esta classe de sistemas.

2.2 Sistemas lineares com comutacao

O objetivo central de um projeto de controle é sempre a estabilidade, ou seja, conduzir o estado do

sistema para o ponto de equilibrio desejado. O sistema de interesse nesta secdo é dado por

#(t) = Apz(t), 2(0) = z0 (2.11)

2(t) = Esx(t) (2.12)
no dominio do tempo continuo com ¢t € R, ¢ > 0, e

xz[n+1] = Asz[n], z[0] =z (2.13)

z[n] = E,x[n) (2.14)

no dominio do tempo discreto com n € N. Neste sistema x € R™* é o estado, z € R™ ¢é a saida controlada e
o € K é a regra de comutacao. Consideramos que o sistema evolui de uma condicao inicial arbitraria xy € R™=.
Note que os sistemas (2.11)-(2.12) e (2.13)-(2.14) sao lineares e, para det(A;) # 0, Vi € K no caso continuo
ou det(I — A;) # 0, Vi € K no caso discreto, o tinico ponto de equilibrio, comum a todos os subsistemas, é a
origem.

Nesta secao, vamos apresentar alguns resultados da literatura dedicados ao projeto de uma regra de

comutacgao o : R™ — K de forma a assegurar estabilidade assintética da origem do sistema, bem como um

2do inglés sliding modes
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custo garantido de desempenho. Comegamos nossa andalise considerando o caso mais simples baseado em uma
fungdo de Lyapunov quadratica V(z) = o’ Px, P > 0, cujas condigdes de estabilidade estdo apresentadas no

préximo teorema. Antes, entretanto, é importante definir o seguinte conjunto
N
A=SXeRY: N >0, ) ) =1 (2.15)
j=1

denominado de simplex unitario, que serda muito utilizado ao longo desta tese.
Teorema 2.1. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras
1. Tempo continuo: Se existir um vetor A € A e uma matriz simétrica P > 0 satisfazendo

N
> i (AP + PA; + E/E;) <0 (2.16)

i=1
entao, a regra de comutagdo dependente do estado

o(z(t)) = argmin x(t)’ (2A,P + E.E;) x(t) (2.17)

€K

assegura a estabilidade assintdtica do ponto de equilibrio x = 0 do sistema (2.11)-(2.12) e fornece o sequinte
custo garantido

/oo z(t) z(t)dt < zyPxg (2.18)
0

2. Tempo discreto: Se existir um vetor A € A e uma simétrica P > 0 satisfazendo

N
> i (AjPA; - P+ E[E;) <0 (2.19)

i=1
entao, a regra de comutagdo dependente do estado

o(z[n]) = arg miﬂI(l z[n)' (A;PA; + EE;) z[n) (2.20)

i€

assegura a estabilidade assintdtica do ponto de equilibrio x = 0 do sistema (2.13)-(2.14) e fornece o sequinte
custo garantido

Zz[n]’z[n] <z Pxo (2.21)

Prova: Disponivel em Feron [1996] e Zhai [2001] para os casos continuo e discreto, respectivamente. [
Para o caso continuo, adotando a regra de comutagdo (2.17), o teorema é provado avaliando a derivada no

tempo da fungdo de Lyapunov V(z) para uma trajetéria arbitraria do sistema (2.11)-(2.12) , ou seja

V(x(t)) = x(t)' (AL P+ PA, + E. E,)x(t) — 2(t) 2(t)

=minz(t) (A,P + PA; + E.E;)x(t) — 2(t) 2(t)

€K
- &nei}\l x(t) <ZEZK Ni(ALP+ PA; + E{Eﬁ) z(t) — z(t) 2(t)

< x(t) (Z Ni(ALP + PA; + E;EZ-)> z(t) — z(t) 2(t)

i€eK

< —2(t)2(t) (2.22)
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em que a segunda igualdade é devido a regra de comutacao (2.17), a terceira deriva do fato de que o minimo
de uma funcao linear em A\ ocorre sempre nos vértices do politopo convexo definido por A € A. Finalmente, a
primeira desigualdade é uma consequéncia do operador minimo e, por tltimo, a segunda desigualdade decorre

diretamente de (2.16). O custo garantido é obtido integrando ambos os lados de (2.22) para t € [0, 00), ou seja
el = [ =ty =(oyi
0
< —/ V(x(t))dt
0

< V((0)) = V(x(c0))

< zoPxo (2.23)

que resulta do fato de que a estabilidade assintética implica que V(xz(c0)) = 0. Portanto, as condigdes do
Teorema 2.1, referentes ao tempo continuo, garantem a estabilidade assintética do sistema (2.11)-(2.12) e asse-
guram o custo garantido (2.18). Um procedimento andlogo é adotado no caso do sistema a tempo discreto. De
fato, adotando a regra de comutagao (2.20), e avaliando o operador diferenca AV (z[n]) = V(z[n+1]) — V (z[n])

para uma trajetéria arbitrdria do sistema (2.13)-(2.14), temos

AV (z[n]) = z[n)' (A, PA, — P+ E! E,)z[n] — z[n) z[n]

= I}éiﬂrg z[n]' (A, PA; — P+ E/E;))xz[n] — z[n) z[n]

= 1;\1161}’\1.’1][71]/ (Z Ni(ALPA; — P+ E{Eﬂ) z[n] — 2[n)'z[n]

< z[n]’ (Z Ni(A'PA; — P+ EQEZ-)> z[n] — z[n)'z[n]
€K

< —z[n]'z[n] (2.24)

que foi obtida seguindo os mesmos argumentos apresentados anteriormente. Além disso, somando ambos os
lados de (2.24) para n € [0, o), obtemos

o0

2113 = z[n)"z[n]

n=0
<3 (V@) = Vil + 1))
n=0

< V(2[0]) = V(z[oc])

< zy Py (2.25)

pois, devido & estabilidade assintética, temos que V (z[oo]) = 0. Assim sendo, as condigdes (2.19) garantem a
estabilidade assintética do sistema (2.13)-(2.14) e asseguram a validade da desigualdade (2.21).
Uma condi¢do necessdria e suficiente para a factibilidade de (2.16) é a existéncia de um vetor A € A tal

que a matriz Ay seja Hurwitz estdvel®>. Note que resultado similar ndo foi obtido para o caso de sistemas a

3apresente todos os seus autovalores com parte real negativa
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tempo discreto, uma vez que a condigao (2.19) é, na verdade, mais restritiva do que exigir que a matriz Ay seja
Schur estavel®. Felizmente, para ambos os dominios de tempo, nenhuma, propriedade de estabilidade é imposta
as matrizes dos subsistemas A;, Vi € K consideradas isoladamente. Em outras palavras, as regras de comutacao
propostas no Teorema 2.1 asseguram estabilidade assintética dos sistemas (2.11)-(2.12) ou (2.13)-(2.14) mesmo
que todos os subsistemas sejam instdveis. E importante salientar que a solucdo numérica deste teorema nio
é uma tarefa ficil, visto que as desigualdades (2.16) e (2.19) sdo ndo-convexas devido ao produto de varidveis
(A, P) e, no caso de (2.16), a determinagao de A € A tal que A seja Hurwitz estdvel é um problema NP-dificil
como discutido em Blondel and Tsitsiklis [1997].

No sentido de obter condigdes menos conservadoras, nas referéncias Geromel and Colaneri [2006b] e
Geromel and Colaneri [2006a] foram propostas solucoes baseadas em uma fungdo de Lyapunov quadritica por
partes do tipo minimo dada por: V(z) = min;ex 2’ P;x, com P; > 0, Vi € K para os dominios de tempo continuo
e discreto, respectivamente. Todavia, antes de apresentar as condi¢oes de estabilidade associadas, vamos definir
as seguintes subclasses de matrizes de Metzler. De acordo com Luenberger [1979], estas matrizes sdo definidas
como sendo quadradas e com todos os seus elementos fora da diagonal principal ndo-negativos. Para o tempo
continuo, a subclasse de interesse é denotada por M, e composta por matrizes de Metzler I = {7;;} € RNVXN

que apresentam a seguinte propriedade adicional
N
Y mi=0,ieK (2.26)
j=1

enquanto que para o caso a tempo discreto, ela é denotada por M, e composta por matrizes de Metzler

I = {m;;} € RV*N que satisfazem
N
d mi=1,i€K (2.27)
j=1

Uma vez definidas estas subclasses, as condi¢oes de estabilidade sao apresentadas no teorema seguinte.
Teorema 2.2. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras

1. Tempo continuo: Se ezistir um conjunto de matrizes simétricas P; > 0, Vi € K, e uma matriz de
Metzler I1 € M. satisfazendo as sequintes desigualdades de Lyapunov-Metzler

N
AP+ PA+ Y 7P+ EJE; <0, i €K (2.28)
j=1
entdo, a regra de comutagdo dependente do estado

o(x) = arg min r' Px (2.29)
1€

garante estabilidade assintdtica do ponto de equilibrio x =0 do sistema (2.11)-(2.12) e fornece o sequinte
custo garantido

/ 2(t) z(t)dt < min z(P;xg (2.30)
0 €K

2. Tempo discreto: Se existir um conjunto de matrizes simétricas P; > 0, Vi € K, e uma matriz de Metzler

4apresente todos os seu autovalores no interior do circulo de raio unitario
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II € My satisfazendo as sequintes desigualdades de Lyapunov-Metzler
N
Ay [ > o miPy | Ai— P+ EJE; <0, i€ K (2.31)
j=1

entdo, a regra de comutagdo dependente do estado (2.29) garante estabilidade assintdtica do ponto de
equilibrio x = 0 do sistema (2.13)-(2.14) e fornece o sequinte custo garantido

g z[n]'z[n] < miﬂg:chi:EO (2.32)
1€
n=0

Prova: A prova para o caso continuo pode ser encontrada em Geromel and Colaneri [2006b] e para o

sistema discreto em Geromel and Colaneri [2006a]. O

Uma condigdo necessaria para a factibilidade de (2.28) é a validade das desigualdades
Tii 1\’ Tii .
(Ai + 7I) P+ Pi(Ai + 7I) <0,ieK (2.33)

que foram obtidas fazendo ZJEK P = P + Z#ieK mj; Pj. Da mesma forma, as desigualdades (2.31) sdo

satisfeitas sempre que

(\/w_iiAi)/Pi (\/W_A) —P,<0,ieK (2.34)
forem verificadas. Podemos notar que a condi¢iao (2.33) exige que as matrizes A; + (m;;/2)I, Vi € K, sejam
Hurwitz estdveis, enquanto (2.34) exige que /75 A, Vi € K, sejam Schur estaveis. Entretanto, como m;; < 0
em (2.33) e 0 < m;; < 1 em (2.34), nenhuma propriedade de estabilidade é exigida das matrizes 4;, Vi € K,
e, portanto, a regra de comutacao (2.29) preserva a estabilidade assintética da origem mesmo no caso em que
todos os subsistemas séo instdveis. Além disso, como apresentado nas referéncias Geromel and Colaneri [2006b]
e Geromel and Colaneri [2006a], sempre que as condi¢des do Teorema 2.1 sdo satisfeitas, as desigualdades de
Lyapunov-Metzler apresentam solucao, indicando que elas sao, na verdade, menos conservadoras. Entretanto,
elas sofrem da mesma dificuldade numérica verificada nas condi¢gbes do Teorema 2.1, pois sdo nao-convexas
devido ao produto das varidveis matriciais (II, P;, ¢ € K). Uma maneira de resolvé-las é realizando-se busca
exaustiva com relagdo aos elementos das matrizes de Metzler, o que é uma tarefa ardua e praticamente impossivel
para um numero arbitrario de subsistemas. Outra alternativa é restringir a subclasse de matrizes de Metzler
aquelas que apresentam elementos iguais na diagonal principal. As condi¢oes resultantes desta metodologia
alternativa estao apresentadas no proximo corolario.

Corolario 2.1. As seguintes afirmacgoes sio verdadeiras

1. Tempo continuo: Se existir um conjunto de matrizes simétricas P; > 0 e um escalar v > 0 satisfazendo
as sequintes desigualdades de Lyapunov-Metzler modificadas

AP+ PA+~(Pj—P)+EE <0, i #j e KxK (2.35)

entdo, a regra de comutagdo dependente do estado (2.29) garante estabilidade assintdtica do ponto de
equilibrio x = 0 do sistema (2.11)-(2.12) e fornece custo garantido (2.30).

2. Tempo discreto: Se existir um conjunto de matrizes simétricas P; > 0 e um escalar 0 < v < 1
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satisfazendo as sequintes desigualdades de Lyapunov-Metzler modificadas
Aj(YPi+(1—7)P))A; — P+ E{E; <0, i#j e KxK (2.36)
entdo, a regra de comutagio dependente do estado (2.29) garante estabilidade assintdtica do ponto de
equilibrio © = 0 do sistema (2.13)-(2.14) e fornece custo garantido (2.32).
Prova: A prova segue diretamente do resultado do Teorema 2.2 restrita para matrizes de Metzler com
elementos iguais na diagonal principal e estd disponivel em Geromel and Colaneri [2006b] e Geromel and Cola-

neri [2006a] para o caso continuo e discreto, respectivamente. [

A solucio deste corolario pode ser obtida realizando-se busca unidimensional com relagdo ao escalar ~
e resolvendo-se um conjunto de LMIs. Note, entretanto, que as condigoes tornam-se mais simples de resolver,
mas sao naturalmente mais conservadoras do que aquelas apresentadas no Teorema 2.2.

O préximo exemplo ilustra as condigoes apresentadas no Teorema 2.2 e no Corolario 2.1 para sistemas a

tempo continuo.

Exemplo 2.3. Considere o sistema (2.11)-(2.12) composto pelos seguintes subsistemas instéveis

-5 4 0 1
PR I B 2

As Figuras 2.4 e 2.5 apresentam o plano de fase dos subsistemas para condigoes iniciais xg = [r; cos(d) r;sen()]’,
com 6 € [0,2x], i € {1,2}, r1 = 10 e 7, = 0,1. Como pode ser observado nas figuras, o ponto de equilibrio do
primeiro subsistema é do tipo sela enquanto que do segundo é do tipo foco instavel.

=
= o
S

5

Aor —

10 5 (; 5 10
1 (t)

Figura 2.4: Plano de fase do primeiro subsistema Figura 2.5: Plano de fase do segundo subsistema

Para Fy = FEy = I, resolvemos as condi¢oes do Teorema 2.2 para a funcao objetivo

in Tr(P; 2.
min Tr(P;) (2.38)
sujeito as desigualdades de Lyapunov-Metzler (2.28) com 713 = —4000, me2 = —760 e obtivemos as seguintes

madtrizes

Py

6,9738 —9,6799]7 PQ[ 7,0007  —9,7084 (2.39)

= 1-9,6799 23,8645 —9,7084 23,8717

importantes para a implementacdo da regra de comutagdo (2.29). A Figura 2.6 apresenta o plano de fase do
sistema com comutacao para condicoes iniciais em torno de uma circunferéncia de raio 10 com centro na origem.
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zy(t)

5+ < 4
710v i
10 s o 5 10

Figura 2.6: Plano de fase do sistema linear com comutagao.

Nesta figura, as curvas em azul representam as trajetorias do estado na regiao de operagdo do primeiro
subsistema, as curvas em vermelho sdo referentes a regiao de operacao do segundo subsistema e as semi-retas
em preto sdo superficies de comutacao. Note que quando as trajetorias localizadas na regido de operacgao do
primeiro subsistema atingem a superficie de comutacao tracejada, elas atravessam esta superficie assumindo o
comportamento dindmico do segundo subsistema. Isso ocorre porque os vetores fi(z) = A1z e fo(x) = Asx
apontam no mesmo sentido com relacao a superficie de comutagao tracejada, indicando uma solugao do tipo
Carathéodory. Entretanto, quando as trajetérias encontram a superficie de comutacdo continua, elas deslizam
sobre esta superficie até atingir a origem. Isso ocorre porque os vetores fi(z) e fa(z) apontam na dire¢do da
superficie, indicando uma solugao do tipo Filippov. Neste caso, o sistema evolui sobre um modo deslizante e,
como consequéncia, a frequéncia de comutagao é arbitrariamente elevada. Resolvendo o mesmo problema (2.38),
mas utilizando as condigoes (2.35) do Coroldrio 2.1 ndo foi possivel obter solucao factivel.

A partir deste momento, daremos destaque aos sistemas lineares com comutacéo a tempo discreto, visto
que eles sdo o foco de estudo desta tese. Os desenvolvimentos que seguem foram utilizados como base para a

obtencao dos nossos resultados principais e, portanto, serao apresentados com a necessaria riqueza de detalhes.
2.2.1 Sistemas com comutacao a tempo discreto

Os resultados que serdo apresentados nesta subsecdo utilizam as seguintes definicbes de estabilidade

obtidas de Fiacchini et al. [2016] e Deaecto and Geromel [2018], respectivamente.

Definicdo 2.1. O sistema linear com comutagio dado por (2.13) é exponencialmente estabilizdvel se existirem
constantes ¢ > 0 e 0 < p < 1 e uma trajetoria de comutagio {o[n|}nen tal que:

[z[n]ll < cp™(|=[0]]], vn € N (2.40)

para cada condig¢do inicial z[0] € R,

Deve-se salientar, que no contexto de estabilidade exponencial, diferentes fun¢oes de comutagio {o[n]}nen
podem ser adotadas para condigoes iniciais distintas z[0] € R™=. A préxima defini¢do é mais exigente, pois impoe

uma tunica regra de comutagao para qualquer condicao inicial.

Definicao 2.2. O sistema linear com comutagdo dado por (2.13) é Schur estabilizdvel se existirem constantes
c>0e0<p<1 euma trajetoria de comutagio {o[n]}nen tal que:

[z[n]ll < cp™(|z[0]]], vn € N (2.41)
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para qualquer condicao inicial z[0] € R"=.

Como discutido em Deaecto and Geromel [2018], se a Schur estabilizabilidade é assegurada para uma
lei de comutagéo {o[n]}nen, entdo ela também é verificada para uma regra de comutagéo periédica {op[n]}nen
com um periodo k € N grande o suficiente, tal que cu”™ < 1 e g,[n] = o[n], Vn € [0,k). Observe que é
possivel verificar a validade da Defini¢io 2.2 testando o sistema (2.13) para uma regra da comutacao periédica.
Consequentemente, a estabilizabilidade Schur é assegurada se e somente se existir 0 < x € N finito tal que a
matriz definida como Ag x—1 = Ag[c—1) - As[1]As[0] S€ja Schur estavel.

Antes de apresentar os resultados mais importantes desta se¢do, vamos ilustrar alguns aspectos relevantes
sobre o sistema (2.13).

Exemplo 2.4. Considere o sistema (2.13) composto por dois subsistemas de segunda ordem definidos pelas
matrizes A; = e?t<i? i€ {1,2},com h =0,1e

0 1 0 1
Acl = {1 4:| I A62 = {1 3:| (242)

A matriz produto A1) = As114s[0) = A1A2 é Schur estdvel embora as matrizes dos subsistemas A; e Az nao
sejam. Os autovalores de A’(O 1)A(071) sao {0,7014;1,1673}. Isto significa que a restri¢ao A’(O 1)PA(071) < Pé
satisfeita para algum P > 0, mas nao admite P = I como solugdo. O primeiro nimero inteiro p > 0 tal que
(Ai)o,l))/A](oo,l) < I ép=1030. Logo existe A 1029) tal que A/(071029)A(0,1029) < I que é um teste de estabilidade
similar ao proposto em Fiacchini et al. [2016]. Este exemplo deixa claro a importancia da matriz P para reduzir
de forma significativa o nimero de multiplicagbes de matrizes, deixando a andlise de estabilidade mais vidvel
sob o ponto de vista computacional.

Este exemplo deixa claro que as condigoes de estabilidade propostas em Fiacchini and Jungers [2014] e
Fiacchini et al. [2016] apresentam como vantagem, em relacao as desigualdades de Lyapunov-Metzler, o fato de
serem descritas em termos de desigualdades matriciais lineares. Entretanto, a sua solugdo pode ser dificil de
obter numericamente, tendo em vista o nimero elevado de multiplicagoes matriciais necessarias. Neste sentido,
a obtencao de condigbes equivalentes, mas mais simples de resolver numericamente, é de grande interesse na
literatura, pois viabiliza inclusive a possibilidade de generalizagdo destes resultados para tratar problemas mais
gerais.

A partir desta observagdo, a referéncia Deaecto and Geromel [2018] propde condigbes suficientes mais
simples do que as propostas em Fiacchini and Jungers [2014] e Fiacchini et al. [2016], expressas em termos
de desigualdades matriciais lineares, que asseguram estabilidade exponencial global e um custo garantido de

desempenho, como apresentado no préximo teorema. As condigbes propostas nesta referéncia sdo baseadas na

funcao da Lyapunov quadratica e variante no tempo dada por
V(z[n],n) = z[n)' P[n]x[n] (2.43)

definida para todo n € N, com a continuagio periédica P[n] = P[n—my], P[n] > 0, Vn € [0, k), e & > 0. Nesta
fungdo, o termo m,, é definido por m,, = k|n/k| sendo || o maior niimero inteiro menor ou igual a «.
Teorema 2.3. Dado um escalar positivo 1 < k € N, considere que existam vetores A\[n] € A C RN, matrizes

simétricas P[n] > 0 satisfazendo

> Xiln] (A;PIn + 1]A; + EE;) < Pln], Vi € K (2.44)
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para todon = 0,--- kK — 1, com a condigio de contorno Plk] = P[0]. Entdo, a sequinte regra de comutagio
dependente do estado
o(x[n]) = arg miﬂgm[n]' (A;P[n+1—m,|A; + E/E;) x[n] (2.45)
1€

assegura a estabilidade exponencial global do sistema (2.12)-(2.13) e o seguinte custo garantido

o0

Z z[n]'z[n] < zP[0]zo (2.46)

n=0

Prova: A prova estd disponivel em Deaecto and Geromel [2018]. O

A respeito deste teorema os seguintes comentarios sao relevantes. O primeiro deles diz respeito a gene-
ralidade da solugdo. Como provado em Deaecto and Geromel [2018], se o sistema (2.13) é Schur estabilizavel,
as condigoes do Teorema 2.3 sdo sempre factiveis. Na verdade, estas condi¢des sdo equivalentes a satisfazer a
desigualdade matricial linear

©On-1PAOx-1) =P <0 (2.47)

que é uma condigdo necessdria e suficiente para assegurar estabilizabilidade periddica, veja Fiacchini et al. [2016]
e Bittanti and Colaneri [2009] para maiores detalhes. Além disso, como ilustrado no Exemplo 2.4, a LMI (2.47)
é mais simples de resolver numericamente do que as condigdes propostas em Fiacchini et al. [2016].

Este resultado colocou em evidéncia um importante aspecto tedrico relacionado a analise de estabilidade
de sistemas lineares com comutagdo. De fato, no exemplo apresentado em Blanchini and Savorgnan [2006],
composto de dois subsistemas definidos pelas matrizes

A= cos(f) —sen(h) A w0 (2.48)
sen(d)  cos(f) 00

com 6 = (5m)/4, v = 10 e p = 100, verificamos que o produto matricial A 3y = A2 A3 A1 A, fornece a matriz
nula A 3) = 0 e, portanto, o sistema é Schur estabilizdvel. Ao contrario do que mencionado naquela referéncia,
este sistema admite uma funcdo de Lyapunov convexa, ja que as condi¢oes do Teorema 2.3 aplicadas para este
sistema levam a uma funcdo de comutacao estabilizante. Esta contradi¢do ocorreu pois a analise realizada em
Blanchini and Savorgnan [2006] foi restrita & fungdes de Lyapunov invariantes no tempo. Assim, o resultado
apresentado no teorema indica a necessidade de expandir a andlise realizada em Blanchini and Savorgnan
[2006] para a classe de fungoes de Lyapunov variantes no tempo. A identificagdo deste aspecto teérico é uma
contribui¢do importante de Deaecto and Geromel [2018].

O dltimo comentario diz respeito a solugao numeérica das condigoes do Teorema 2.3. Note que elas sdo
nao-convexas devido ao produto de varidveis (A[n], P[n]). Felizmente, uma simplificagdo pode ser adotada sem
perda de generalidade. De fato, considerando a identidade

min o{n)’ (A;P[n 14 + E;Ei):c[n] — min a{n]’ ( ;{ X[n] (APl + 1)A; + ELE;) )z[n] (2.49)

valida gragas ao operador minimo presente na regra de comutagao (2.45), temos que, para cada instante de tempo

n € N, o valor étimo deste operador ocorre sempre nos vértices do conjunto simplex. Isto nos permite restringir
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os vetores A presentes em (2.45) ao conjunto dos vértices A € A, C A C RY. Logo, podemos reescrever as
condicoes do Teorema 2.3 em termos de LMIs como ficara claro em seguida. Todavia, antes de fornecer as LMIs
associadas ao Teorema 2.3, algumas definigdes sdo necessérias. Assim, para um dado x denota-se €(k) = K~
o conjunto obtido a partir do produto cartesiano de K por ele mesmo x vezes, ou seja, €(k + 1) = K x €(k)
comecando com €(1) = K. Este conjunto possui N* elementos €,(x), Vp € [1, N¥]. Cada elemento representa
uma sequéncia de indices €,(k) = (i[0],--- ,i[x — 1]). Dadas as defini¢bes, o préximo teorema apresenta as

condigoes LMIs mencionadas.

Teorema 2.4. Dado um escalar positivo 1 < k € N, considere que existam €,(k) € €(k) com p € [1,N"],
matrizes simétricas P[n] > 0 satisfazendo

para todon =0,--- ,k—1 e com a condigio de contorno P[] = P[0]. Entdo, a regra da comutagio dependente
do estado (2.45) assegura a estabilidade exponencial global do sistema (2.13)-(2.14) e o custo garantido (2.46).

Prova: A prova segue diretamente das condi¢ées do Teorema 2.3 realizando a simplificacdo A € A, e
pode ser encontrada em Deaecto and Geromel [2018]. O

A solugdo deste teorema pode ser obtida resolvendo-se o seguinte conjunto de subproblemas convexos

 Juininf a0 Pl0]o (2.51)

sujeito a
Al Pln + 1) Ain) — Pln] + Efj By <0, (2.52)
para todon =0,--- ,k — 1, i[n] € €,(k) e satisfazendo a condi¢do de contorno P[0] = P[x]. Devido & natureza

variante no tempo da funcao de comutacao adotada, esta solucao é claramente mais geral do que a apresentada
no Teorema 2.1 e muito mais simples de resolver.

Neste momento, nosso objetivo é comparar o resultado do Teorema 2.4 com as desigualdades de Lyapunov-
Metzler, ou seja, com as condigoes do Teorema 2.2 para o dominio do tempo discreto. Neste sentido, vamos
apresentar o lema proposto em Daiha et al. [2017], que fornece uma versao variante no tempo das desigualdades
de Lyapunov-Metzler classicas baseadas na seguinte funcao de Lyapunov ndo-convexa

Vin(z,n) = min z[n]' Pi[n]z[n] (2.53)
1€
definida para todo n € N, com P;[n] = P;[n — m,] > 0, Vn € [0, k).

Lema 2.1. Assuma que existam matrizes de Metzler II[n] € My, matrizes simétricas P;y[n] > 0 satisfazendo

A; Zﬂ'ﬁ[n]Pj [n + 1] A; + E;El < Pl[n], Vi e K (254)
jEK
para todon =0,--- ,k — 1 e com a condigio de contorno P;[0] = P;[x],Vi € K. FEntdo, a regra de comutagio
dependente do estado
o(z[n]) = argmin x[n]’ Pi[n — my,)x[n] (2.55)

i€K
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assegura a estabilidade exponencial global do sistema (2.13)-(2.14) e fornece o sequinte custo garantido

o0

Z ] < mlﬂg z P; [0z (2.56)

Prova: A prova estd disponivel em Daiha et al. [2017] e serd aqui reproduzida. Considere que para
um instante de tempo arbitrario n € N temos o[n] = 4, ¢ € K. Definindo o operador diferenga AV,, =

Vin(z[n +1],n 4+ 1) — Vi (z[n], n) temos

AVm:I]%iﬂrgx[ n] (A;Pj[n + 1]A; + E.E; — P;[n]) z[n] — z[n]'z[n]
= minafn]’ A’(%{A n+1])Ai+E£EifPi[n] an] — 2[n)'z[n]

< z[n) A/(Z]KWJz iin+ 1])Ai + ElE; — P;[n] | z[n] — z[n]'z[n]

< —z[n])'z[n] (2.57)

valida Vn € [0,k), em que a ultima desigualdade de (2.57) decorre de (2.54). Logo de AV,, < 0 podemos

concluir que existe um ¢ > 0 arbitrariamente pequeno tal que
Vin(z[n +1],n4+1) < (1 — &)V (x[n],n) (2.58)

valido Vn € [0, k). Considerando as condi¢ées de contorno P;[x] = P;[0] e a continuagdo peridédica que garante

Pi[n] = P;[n — my,], temos que P;[n] >0 e
Vi (z[n 4 1],n + 1) < 1®Vi(2[n], n) (2.59)

para todo n € N e para algum p? =1—¢ € (0,1). Aplicando (2.59) recursivamente obtém-se que V,,,(x[n],n) <
12" Vi (2[0],0), Vn € N e, portanto, a condi¢ao da Defini¢do 2.1 ¢ satisfeita com ¢* = max,e(o.x) [|P[0]|| | P[p] ||
e o sistema é exponencialmente estdvel. Além disso, somando os dois lados de (2.57) para todo n € N, obtemos

lz[n]|13 < x{P[0]xo pois Vi (z[oc], 00) = 0 devido a estabilidade exponencial da origem do sistema. [J

Note que as desigualdades do Lema 2.1 sdo praticamente impossiveis de serem resolvidas, visto que
as condigoes, além de serem variantes no tempo, também sdo nao-convexas devido ao produto de varidveis
matriciais {II[n], P;[n]}, Vi,j € K x K e ¥n € N. Entretanto, sua importancia no contexto desta tese é que

restringindo as matrizes de Metzler & seguinte estrutura II[n] = A[n]e’ € My com ¢’ = [1---1], obtemos

P Y NP+ 1] | Ai + E{E; < P[n], i €K (2.60)
jeK

que ¢é equivalente a (2.44). De fato, multiplicando ambos os lados de (2.60) por A;[n] e somando para todo
i € K obtemos (2.44) para Pln + 1] = > . g Aj[n]Pi[n + 1] e P[n] = 37, x Aj[n]P;[n]. Além disso, a partir
de (2.44), definindo P;[n] = A;P[n]A; + E/E; + ¢, com € > 0 suficientemente pequeno, temos que P;[n] > 0 e
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> ick Ailn]Pi[n + 1] < P[n] que, multiplicando & direita por A; e a esquerda pela sua transposta fornece (2.60).

Portanto, o resultado do Teorema 2.3 é equivalente & versao variante no tempo das desigualdades de
Lyapunov-Metzler, considerando matrizes de Metzler com a estrutura especial II[n] = [A[n] --- Aln]]. Enquanto
que as condigoes cldssicas de Lyapunov-Metzler (2.31) sdo obtidas de (2.54) para IT € M, genérica e eliminando-
se a natureza variante no tempo de P;[n] e II[n]. Logo, comparando as condigdes (2.44) com (2.31), temos que
enquanto a primeira tira vantagem da natureza variante no tempo das desigualdades, a segunda explora a
estrutura genérica de II € M, . Portanto, ambas as metodologias ndo podem ser comparadas em termos de
conservadorismo. Entretanto, como j4 mencionado (2.44) é muito mais simples de resolver.

A préxima secao é dedicada a definicdo dos indices de desempenho que serdao adotados ao longo desta

tese.

2.3 Critérios de desempenho

Em geral, na realizacdo de um projeto de controle, além da estabilidade, também se busca determinar um
indice especifico que permita avaliar a qualidade do projeto realizado. No caso dos sistemas lineares e invariantes
no tempo, os indices mais utilizados na literatura sao as normas Hz e Ho. Elas podem ser calculadas a partir
da funcdo de transferéncia ou da resposta ao impulso destes sistemas, desde que eles sejam estaveis.

Infelizmente, estas normas nao podem ser definidas para os sistemas com comutacdo em estudo, pois
eles nao admitem representacao frequencial. Entretanto, com a finalidade de avaliar a qualidade do projeto de
controle para esta classe de sistemas, as referéncias Geromel et al. [2008] e Deaecto et al. [2011] propuseram
indices de desempenho que, com certo abuso de notacao, foram nomeados indices de desempenho Hs ¢ Hoo. O
motivo desta nomeagao deve-se ao fato de que eles se igualam ao quadrado das respectivas normas, na situacgao
particular em que a regra é mantida fixa em um dos subsistemas. Antes de apresentd-los, vamos considerar o

seguinte sistema linear com comutacao no dominio do tempo discreto.

z[n + 1] = Ay,z[n] + Hyw(n] (2.61)

z[n] = Eyz[n] + Gyw|n) (2.62)

em que além das varidveis ja mencionadas, w € R™ representa a entrada externa.

Note que, se considerarmos o sistema (2.61)-(2.62) definido para todo n € N_ = N J{—1}, evoluindo de
condigao inicial [—1] = 0 e com entrada de pertubagdo impulsiva do tipo w[n] = d[n + 1lle,, em que e, é a
r-ésima coluna da matriz identidade, temos

2[-1] =0
[0] = Ha[—1]€r
z[1] = Agjo)Ho[-1)€r
z[2] = Ay Aofo) Ho—116r

x

TR
o
S
>
=
T

z[n] = Agpn—1) - Agjo) Ho - 1167 2r[n] = Egpn)Acin—1] - Aofo) Ho[-1)6r
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em que z, é a saida controlada associada a um impulso aplicado no canal e,. Assim, o sistema (2.61)-(2.62),
com as especificagdes descritas acima, pode ser alternativamente representado por (2.13)-(2.14) definido para
todo n € N com x[0] = H,[_1je,. Como ficard claro nos préximos capitulos, a utilizacdo deste sistema alter-
nativo facilita na obtencao das condi¢bes de projeto Hs, pois permite utilizar como base os resultados para a
determinacdo dos custos garantidos ji obtidos anteriormente.

Considerando o sistema (2.61)-(2.62) com as especificagoes acima, o indice de desempenho Hz é definido

em Geromel et al. [2008] como segue.

Definicao 2.3. O indice de desempenho Ha associado ao sistema linear com comutagio (2.61)-(2.62) evoluindo

de x[—1] =0 e com entrada impulsiva wn| = é[n + 1]e,, para todor =1,--- ,n,, € dado por
J2(0> = Z ||ZTH§ + e;G;[_l]Ga[—l]er (263)
r=1

em que zr[n] € a saida correspondente & entrada impulsiva adotada.

Note que a mesma quantidade pode ser obtida com o sistema alternativo (2.13)-(2.14) definido para todo
n € N e evoluindo de condigbes iniciais 2[0] = Hy[_1je,. Neste caso, devemos acrescentar o termo referente
an = —1, ou seja, z.[—1)z.[-1] = e;G;[_l]GU[_l]eT como um fator de corregdo. A seguir apresentamos a
defini¢do do indice de desempenho H ., disponivel em Deaecto et al. [2011].

Definicao 2.4. O indice de desempenho Hoo associado ao sistema linear com comutagdo (2.61)-(2.62) evoluindo
de z[0] = 0 e com entrada externa w € Lo é dado por

12113

Joo(0) = sup

weLs [|[wlf

(2.64)

com w # 0.

Note que devido & natureza nio-linear e variante no tempo da regra de comutagéo o(z), estes indices séo
extremamente dificeis de calcular analiticamente e, por este motivo, a ideia consiste em determinar limitantes

superiores assegurando, neste caso, custos garantidos Hs e Hoo-

2.4 Sistemas afins com comutacao

Esta se¢ao é dedicada ao estudo dos sistemas afins com comutagao, cuja representagdo no espaco de

estado, no dominio do tempo continuo, é dada por

x(t) = Aex(t) + by, (0) = x0 (2.65)
2(t) = E,z(t) (2.66)
com z € R™ sendo o estado, z € R™ a saida controlada, o € K a regra de comutagdo e b; os termos afins. Note

que se b; = 0, Vi € K, entdo o sistema (2.65)-(2.66) recupera (2.11)-(2.12), cujo tnico ponto de equilibrio é a

origem. Considerando o caso geral, em que b; # 0 para pelo menos um indice ¢ € K, o sistema apresenta varios
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pontos de equilibrio formando o seguinte conjunto de pontos de equilibrio atingiveis
Xe={zc €R™ : . =—A"b\, Ay €H, N€ A} (2.67)

sendo H o conjunto de todas as matrizes Hurwitz estaveis e A o simplex unitario.

Definindo &(t) = z(t) — x., em que z, € X., obtemos o sistema alternativo

£(t) = As&(t) + Lo, £(0) =&o (2.68)
ze(t) = Ex€(t) (2.69)

em que o novo termo afim é dado por ¢; = A;x. + b, Vi € K, e z.(t) = 2(t) — E,z. é a saida deslocada. Note
que utilizando z, € X, e seu vetor A € A associado, obtemos 5 = 0. Além disso, sempre que z(t) — x. a
varidvel auxiliar £(t) — 0 e, portanto, a origem é o ponto de equilibrio de interesse do sistema (2.68)-(2.69).

Assim como no caso dos sistemas lineares com comutacdo, o objetivo principal é projetar uma regra de
comutacgao o : R™ — K de forma a assegurar estabilidade assintética global do ponto de equilibrio z. € X..
Destacamos que no caso linear, como ja mencionado, todos os subsistemas compartilham o mesmo ponto de
equilibrio e, portanto, caso um deles seja estavel, uma solucdo trivial para garantir estabilidade é manter a
regra de comutacdo fixa neste subsistema. Para o caso afim, o ponto de equilibrio de interesse z. € X, é,
geralmente, diferente dos pontos dos subsistemas e, portanto, ainda que um deles seja estavel, ndo existe uma
solucdo trivial capaz de garantir estabilidade assintética, sendo o projeto da regra o(z) fundamental para esta
finalidade. Além disso, neste caso, a ocorréncia de modos deslizantes estdveis é sempre verificada e, como
consequéncia, a frequéncia de comutagao é arbitrariamente elevada.

O objetivo desta secao é colocar em evidéncia as particularidades desta classe de sistemas em relagao
a dos lineares. Como ficard claro, o problema de projeto é muito mais abrangente, principalmente quando
alguma restrigdo é imposta a frequéncia de comutagdo. As discussdes aqui apresentadas sdo importantes para
colocar em evidéncia o estado da arte e mostrar a importancia dos estudos sobre sistemas afins. Neste sentido,
obtivemos alguns resultados para o dominio do tempo discreto, que estao disponiveis no Capitulo 5.

No que se refere a estabilidade assintética global para sistemas afins a tempo continuo, a literatura
apresenta diversas condigbes, como as fornecidas nas referéncias Bolzern and Spinelli [2004], Trofino et al.
[2012] e Scharlau et al. [2014]. Neste momento, vamos direcionar nossa atengio para as condi¢des de estabilidade

fornecidas por Deaecto et al. [2010] e Santos [2015] que se baseiam na ado¢ao da fung¢ao de Lyapunov quadrética

V() =¢Pe (2.70)

com P > 0.

Teorema 2.5. Considere o ponto de equilibrio x. € X, e seu vetor associado A € A. Se existirem matrizes
simétricas P > 0 e R; satisfazendo

Ry >0 (2.72)
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entdo, a sequinte fungdo de comutagdo
a(§(t)) = argmin —£(2)' Ri& (1) + 2(1)' P (2.73)
1€
assequra a estabilidade assintdtica global do sistema (2.65)-(2.66) e fornece o seguinte custo garantido

/ 2o (1) 2 (D)t < € PEo (2.74)
0

Prova: A prova estd disponivel em Santos [2015]. OJ

Embora a prova esteja disponivel na literatura, ela serd aqui comentada em linhas gerais. Considerando
o sistema equivalente (2.68)-(2.69) e assumindo que as condigdes (2.71) e (2.72) sdo asseguradas, a derivada

com relacdo ao tempo de uma trajetéria arbitraria deste sistema fornece
V(&) = £(t)PE(t) + () PE()
={(t) (AP + PAs + ELEo) £(t) + 26(t) Plo — ze(t) ze(t)
< —E(t)' Ro&(t) + 26(t) Ply — 26(t) 2¢(t)
= min —£(8)' Ri€ (1) + 26(8)' Pl — ze(t) 2 (1)

— min —€(t) RAE(t) + 26(8)' Pl — 2e(t) 2. (1

AEA
< —E(t) RAE(t) + 2£(t) Ply — 26(t) 2 (t)
< —ze(t) ze(¢) (2.75)

em que a primeira desigualdade é consequéncia da condigdo (2.71), a terceira igualdade é devido & regra de co-
mutagdo (2.73), a segunda desigualdade é uma consequéncia direta do operador minimo e a tltima desigualdade
decorre de (2.72) e do fato que £x = 0 pois z. € X.. Logo, a estabilidade assintética global é garantida pois
V(€) < 0. Além disso, integrando os dois lados de (2.75) de t = 0 a t — 0o, obtemos ||zc||3 < V (2(0)) — V (z(c0))
que resulta em (2.74) pois V(x(o0)) = 0, como consequéncia da estabilidade assintética do ponto de equilibrio.

No que se refere ao Teorema 2.5, note que as matrizes R;, Vi € K, sdo indefinidas em sinal e, portanto,
nenhuma propriedade de estabilidade é exigida das matrizes A;, Vi € K, consideradas isoladamente. Na verdade,
as desigualdades (2.71) junto com (2.72) sdo equivalentes a

N
> Xi(A[P+ PA; + E/E;) <0 (2.76)

i=1
que ja foi apresentada no Teorema 2.1. Logo, como mencionado anteriormente, uma condicao suficiente para a
estabilidade é que a matriz Ay seja Hurwitz estavel. A sutil diferenca entre estes teoremas é que o vetor A € A no
Teorema 2.5 nao esta livre como no Teorema 2.1, mas sim associado a escolha do ponto de equilibrio de interesse
z. € X.. Neste contexto, devemos destacar que existe uma relagdo de dependéncia da matriz de Lyapunov P
com o vetor A € A. Consequentemente, se um novo ponto de equilibrio z. € X, for considerado, a matriz
P deve ser computada novamente por meio do Teorema 2.5. Esta exigéncia pode dificultar a implementagao

pratica desta técnica, uma vez que as matrizes P e R; sdo determinadas a priori e utilizadas na composicao da
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regra (2.73). Assim, neste caso ndo é possivel realizar alteragoes online do ponto de equilibrio, ou seja, durante
a operacao do sistema.
Como solugao alternativa, o proximo corolario propoe uma regra de comutacao robusta com relagao ao

ponto de equilibrio, mas que exige que todos os subsistemas sejam individualmente estaveis.

Corolario 2.2. Considere o ponto de equilibrio x. € X.. Se existir uma matriz simétrica P > 0 satisfazendo
AP+ PA; + E!E; <0, Vie K (2.77)
entdo, a sequinte fungdo de comutagdo

o(&()) = arg min £(t)' P, (2.78)

i€K

assequra a estabilidade assintdtica global do sistema (2.65)-(2.66) e fornece o custo garantido dado por (2.74).

Prova: A prova é uma consequéncia direta do Teorema 2.5 impondo que R; =0, Vi € K. O

Comparando os dois ultimos resultados, temos que o Teorema 2.5 é menos conservador do que o Corolario
2.2, visto que nao exige a estabilidade assintotica de A;, Vi € K. Entretanto, devemos salientar que, quando se
trata de aplicacdo pratica, na maioria vezes, os subsistemas envolvidos sdo estaveis e as condi¢gdes do Corolario
2.2 podem ser mais adequadas, pois a matriz de Lyapunov P > 0 é calculada apenas uma vez independente
do ponto de equilibrio. Isso permite que este ponto possa ser modificado durante a operacdo do sistema. O

préximo exemplo ilustra as condigoes do Teorema 2.5.

Exemplo 2.5. Considere o sistema afim com comutacao (2.68)-(2.69) composto por dois subsistemas definidos
pelas matrizes

AlL 1]7 Az{l _3], bl[o}, bg[_l] Ey=FE,=1 (2.79)

O ponto de equilibrio de interesse é z, = [0,6474 — 0,0016]’ correspondente a A = [0,35 0,65]". Note que este
ponto nao coincide com o ponto de equilibrio de nenhum dos subsistemas. No intuito de observar o compor-
tamento das trajetorias do estado de cada um deles, analisamos os seus respectivos planos de fase expressos
na varidvel de estado & = # — x.. O primeiro subsistema possui os seguintes autovalores {3,3660 1,6340},
indicando que o ponto de equilibrio correspondente x.; é do tipo né instavel. A Figura 2.7 apresenta o plano
de fase deste primeiro subsistema com &.; = x; — z, = [—0,8292 0,1834)’ representado por “+” e condigdes
iniciais & = [rcos() rsen(6)]’ + xe1 — xe com 8 € [0,27] e 7 = 0,1. No caso do segundo subsistema, os seus
autovalores sio {—3 £ 2,2361¢} indicando um ponto de equilibrio z.2 do tipo foco estdvel. A Figura 2.8 mostra
o plano de fase deste segundo subsistema partindo de condigdes iniciais §y = [r cos(f) rsen(d)])’ com 6 € [0, 27]
e r = 1. Nesta figura “x” indica a posigdo de &2 = [—0,2903 — 0,2127]'.
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Figura 2.7: Plano de fase do primeiro subsistema Figura 2.8: Plano de fase do segundo subsistema
afim afim

Conhecidas as trajetorias de cada subsistema, nosso objetivo é verificar como eles interagem na presenga
de uma regra de comutacdo e se, de fato, é possivel levar as trajetérias do sistema global para o ponto de
equilibrio z.. Nesse sentido, resolvemos o problema de otimizacdo convexa

Ilgn}_i Tr(P) (2.80)

sujeito as condi¢oes do Teorema 2.5. Utilizando as matrizes

p_ | 04104 0,2743]’ Ry — [3,7348 1,0274}, RQ[ 2,0111  —0,5532 (2.81)

T 1-0,2743  0,9596 1,0274 —3,7421 ~0,5532  2,0150

obtidas como solugdo deste problema e implementando a regra de comutagdo (2.73) para condigdes iniciais &y
no entorno de uma circunferéncia de raio unitario, obtivemos o plano de fase do sistema afim com comutacao
apresentado na Figura 2.9, em que & e &2 sdo representados por “4” e “x”, respectivamente, e o ponto
de equilibrio ¢ = 0 é indicado por “x”. A regido de operagdo do primeiro subsistema é caracterizada pelas
curvas em azul, enquanto que a do segundo é indicada pelas curvas em vermelho. A superficie de comutagao é
representada em preto. Podemos observar a presenca de modos deslizantes estaveis, como indicado pela curva
continua em preto na superficie de comutacao.
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Figura 2.9: Plano de fase do sistema afim com comutagao.
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Neste exemplo, a ocorréncia de modos deslizantes estaveis é fundamental para a garantia de estabilidade
assintOtica da origem £ = 0, visto que o ponto de equilibrio de interesse nao coincide com aquele de nenhum
dos subsistemas. Infelizmente, como ji mencionado, este fenémeno provoca chattering que é extremamente
indesejavel do ponto de vista pratico, pois causa desgaste de pecas mecanicas, dissipacdo de energia por calor
em circuito de poténcia e, até mesmo, a danificacdo de equipamentos. Na maioria das vezes, esta frequéncia nao
é implementavel devido as limitagoes fisicas, como por exemplo, o tempo de resposta das chaves ou o periodo
de amostragem, no caso dos sistemas embarcados. Neste contexto, uma solugdo possivel seria fixar um periodo
de tempo h > 0, dentro do qual ndo pode haver comutagao. Desta forma é possivel estabelecer um limitante
superior para a frequéncia de comutagdo, deixando a regra mais amena para aplicagdes praticas. O préximo

exemplo ilustra este procedimento.

Exemplo 2.6. Considere o mesmo sistema utilizado no Exemplo 2.5 e a funcao de comutagao projetada com
as matrizes (2.81) obtidas como solugdo do Teorema 2.5. Nosso objetivo neste exemplo é verificar empirica-
mente o que ocorre quando a frequéncia de comutacdo é limitada. Neste sentido, vamos impor que a regra
de comutaciao sé pode atuar a cada h € {0,001; 0,5; 1}. Adotando a regra da comutagdo (2.73) e a condigdo
inicial £ = [10cos(w/4) 10sen(w/4)]’, obtivemos a trajetéria de £(t) para os trés valores de h. As Figuras 2.10
e 2.11 apresentam, respectivamente, as trajetérias da primeira e segunda componentes de £(t). Como podemos
observar a convergéncia para a origem ocorreu apenas para h suficientemente pequeno. A medida que este
valor aumenta, a resposta é deteriorada levando inclusive a instabilidade. Isto indica a necessidade de condigoes
especificas que levam em conta a presenca de h > 0 tendo em vista a sua grande importancia sob o ponto de
vista tedrico e pratico.

30 | 10
——h =0,001 ——h =0,001
251 ——h=05 |/ ol ——h=05 ||
h=1 h=1

20 7
6 ]

15 b
by O oar 1

Figura 2.10: Trajetoria de £ no tempo Figura 2.11: Trajetoria de £, no tempo

Como ilustrado em ambos os exemplos apresentados, a regra de comutacao proposta no Teorema 2.5
exige uma frequéncia de comutacdo arbitrariamente elevada para a garantia de estabilidade assintotica. Pelas
razbes ja mencionadas, a sua implementagao pode ser invidvel em aplica¢des praticas. Neste sentido um grande
esforco da comunidade cientifica estd voltado para a obtencao de condigoes de estabilidade que levam em conta
a limitacao da frequéncia de comutacdo. Para o dominio do tempo continuo, as referéncias Hauroigne et al.
[2011], Hetel and Fridman [2013], Albea-Sanchez et al. [2019] e Sferlazza et al. [2019] fornecem importantes

resultados considerando a abordagem de controle via dados amostrados e assegurando estabilidade pratica do
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ponto de equilibrio.
Para o dominio do tempo discreto, a literatura apresenta poucos resultados como pode ser observado
nas referéncias recentes Deaecto and Egidio [2016], Deaecto and Geromel [2017] e Egidio and Deaecto [2019].
Todas elas fornecem condigoes que asseguram estabilidade pratica do ponto de equilibrio de interesse. Embora
este tipo de estabilidade garanta que as trajetérias do estado sejam atraidas para um conjunto de atracgao, o
seu comportamento no interior deste conjunto nao pode ser controlado diretamente, apesar de afetar conside-
ravelmente o desempenho do sistema. Além disso, ndo é possivel otimizar indices de desempenho Ho e Hoo
g

que s6 sao definidos para sistemas assintoticamente estdveis. Estes problemas sdo contornados no Capitulo 5

utilizando uma abordagem que leva em conta a estabilidade assintotica de um ciclo limite a ser projetado.

2.5 Consideracoes finais

Neste capitulo, foram apresentados alguns conceitos fundamentais relacionados aos sistemas dindmicos
com comutacdo, destacando algumas das suas caracteristicas mais importantes, que justificam o interesse no
estudo desta classe de sistemas, tanto do ponto de vista teérico como do seu grande potencial para aplicacoes
praticas. Além disso, alguns resultados da literatura relacionados aos sistemas lineares e afins com comutagao,
que sdo o nosso foco de estudo nesta tese, foram apresentados e discutidos. Estes resultados colocam em
evidéncia o estado da arte e serdo utilizados como embasamento tedrico para os capitulos seguintes. No caso
particular dos sistemas lineares, maior destaque foi dado a esta classe de sistemas no dominio do tempo discreto.
Apresentamos condicoes de estabilidade baseadas na funcdo de Lyapunov quadratica classica, que é a mais
simples da literatura, na fungao de Lyapunov do tipo minimo, que resultaram nas desigualdades de Lyapunov-
Metzler, e na fungdo de Lyapunov convexa e variante no tempo, que serd a nossa escolha no decorrer desta
tese. Discutimos a maneira como estas condicdes se relacionam e a sua importancia no contexto dos préximos
capitulos. Para o caso dos sistemas afins, condi¢des de estabilidade para o dominio do tempo continuo, foram
utilizadas para ilustrar as caracteristicas principais desta classe de sistemas, que é naturalmente mais geral
do que a dos lineares por apresentar diversos pontos de equilibrio. Como discutido, nao é possivel assegurar
estabilidade assintética quando alguma limitacdo é imposta a frequéncia de comutagdo, o que faz com que o
estudo de sistemas no dominio de tempo discreto seja mais abrangente. O Capitulo 5 desta tese é inteiramente

dedicado aos sistemas afins com comutagao a tempo discreto.
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CAPITULO 3

CONTROLE VIA REALIMENTACAO ESTATICA DE SAIDA

“Porque a loucura de Deus € mais sdbia que a sabedoria humana, e a fraqueza de Deus ¢
mais forte que a forca do homem.”

— 1 CORINTIOS 1:25.

Este capitulo apresenta uma parte dos resultados principais obtidos durante o meu doutorado e é dedicado
ao projeto via realimentagdo estatica de saida de sistemas lineares com comutacdo a tempo discreto. Mais
especificamente, sdo propostas condigoes suficientes para o projeto de uma regra de comutagdo que atua como
Unica variavel de controle do sistema. Posteriormente, estas condi¢es sao generalizadas para tratar o caso mais
geral caracterizado pela presenca de duas varidveis de controle, a saber, a regra de comutagdo e uma entrada
adicional definida por ganhos matriciais reais de realimentagdo de saida. Em ambos os casos, o objetivo é
assegurar estabilidade exponencial global da origem e um limitante superior para os indices de desempenho
Ho ou Heo- As condigbes propostas sao baseadas em uma funcao de Lyapunov convexa variante no tempo e
descritas em termos de desigualdades matriciais lineares. Elas sdo, portanto, mais faceis de resolver do que
outras disponiveis na literatura, como as condi¢ées expressas em termos de desigualdades de Lyapunov-Metzler.
Estas ultimas sao nao-convexas e, como ja discutido no capitulo anterior, dificeis de resolver para um ntmero
arbitrario de subsistemas. Diferente de outras metodologias, a técnica proposta ndo exige o projeto de nenhuma
estrutura dindmica adicional, responsavel por fornecer informagoes importantes para a implementacao da regra
de comutacdo. Na verdade, esta técnica conta com a presenga de uma matriz especial R;[n], Vi € K, utilizada
na implementagao da regra de comutacao e que permitiu a obtencao das condigoes de realimentagao estatica de
saida aqui propostas. Como ficara claro ao longo do capitulo, os resultados obtidos contém, como caso particular,
os disponiveis nas referéncias Deaecto and Geromel [2018] e Daiha et al. [2017], que tratam o projeto de controle
via realimentagao de estado, exclusivamente. No decorrer deste capitulo varios exemplos ilustrativos, usados
para validar a teoria e compara-la com técnicas recentes da literatura, sdo apresentados e discutidos. Além
disso, um procedimento experimental é apresentado no Capitulo 6 para colocar em evidéncia a aplicabilidade

da técnica proposta.

3.1 Formulacao do problema

Considere o seguinte sistema linear com comutagao no dominio do tempo discreto
z[n + 1] = Ayz[n] + Byuln] + Hyw|n) (3.1)
z[n] = Eyz[n] + Fyun] + Gow[n] (3.2)

y[n] = Crzn) (3.3)
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sendo x € R™ o estado, u € R™ a entrada de controle, w € R™ a entrada externa, z € R"* a saida controlada,
y € R™ a saida medida e ¢ € K a regra de comutagao que seleciona a cada instante de tempo um dos
N subsistemas disponiveis, definidos por G; = (A;, B;, H;, E;, F;, G;,C;), Vi € K, com as matrizes de G; de

dimensdes compativeis. A lei de controle u possui a seguinte estrutura
uln] = Loyln) (3.4)

com os ganhos de realimentagdo de saida {Li,---,Ly} a serem determinados. A depender do critério de
desempenho utilizado (veja as Defini¢oes 2.3 e 2.4), duas classes de entrada externa sao levadas em consideragao.
Para o indice de desempenho Hs, consideramos que o sistema (3.1)-(3.3), definido para todon € N_ = NU{—1},
é perturbado por entradas externas do tipo impulsiva w[n] = 6[n+1]e,, com e, sendo a r-ésima coluna da matriz
identidade de ordem n,,, e que evolui de condigdes iniciais nulas z[—1] = 0. Por outro lado, para o indice de
desempenho H ., consideramos entradas externas da classe Lo, isto é, 0 # w € L2 e que o sistema (3.1)-(3.3),
definido para todo n € N, evolui de condigoes iniciais nulas x[0] = 0.

Neste capitulo, vamos tratar dois problemas de controle distintos. Para ambos os casos, as condigbes de
projeto sdo derivadas da fungéo de Lyapunov convexa variante no tempo (2.43). No primeiro deles, consideramos
o sistema (3.1)-(3.3) com u[n] = 0, ¥n € N_. Nosso objetivo é projetar uma fungdo de comutacio dependente
da saida medida o : R™ — K de forma a assegurar estabilidade exponencial global da origem e um custo
garantido He ou Heo de desempenho. Posteriormente, vamos obter condi¢bes para o projeto de uma regra de
comutacao o : R™ — K para o caso particular em que os estados estao disponiveis para realimentacao, ou seja,
C; = I, Vi € K. Resultados relacionados ao projeto de controle Ho estdo disponiveis em Daiha and Deaecto
[2019a].

Segundo o nosso conhecimento, o projeto de o(y) como unica varidvel de controle e sem nenhuma es-
trutura dindmica adicional foi apresentado pela primeira vez em Mainardi Junior et al. [2015], no contexto de
controle robusto de sistemas lineares com comutagao e, exclusivamente, para o dominio do tempo continuo. Em
Mainardi Junior et al. [2015], a funcdo de Lyapunov é quadrética e invariante no tempo o que, geralmente,
fornece condigdes muito conservadoras. Além disso, a técnica adotada naquela referéncia exige que a matriz de
saida medida seja independente de indice, ou seja, C; = C, Vi € K. Como ficara claro em seguida, a metodologia
proposta nesta tese nao impoe esta restricao. Mais recentemente, também no contexto de controle robusto, a
referéncia Cardim et al. [2016] tratou o mesmo problema, utilizando uma funcdo de Lyapunov do tipo minimo
e a partir de condi¢Ges baseadas em desigualdades de Lyapunov-Metzler, que sdo de natureza nao-convexa e,
portanto, dificeis de resolver. Detalhes sobre estas desigualdades estao disponiveis em Geromel and Colaneri
[2006a]. Infelizmente, a referéncia Cardim et al. [2016] exige a imposi¢do de uma estrutura especial nas matrizes
de Lyapunov, fazendo com que as condic¢bes resultantes se tornem muito conservadoras.

No que se refere ao projeto de o(z) como tnica varidvel de controle, as referéncias Geromel et al. [2008]
e Deaecto et al. [2011] apresentam, respectivamente, condigdes Ha e Hoo expressas em termos de desigualdades
de Lyapunov-Metzler. Condigoes de projeto Ho baseadas em uma funcdo de Lyapunov variante no tempo

foram propostas pela primeira vez em Deaecto and Geromel [2018]. Como mencionado no capitulo anterior, a
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vantagem destas condigoes é que elas sao descritas em termos de LMIs e podem fornecer solugdes para o caso em
que as desigualdades classicas de Lyapunov-Metzler sao infactiveis. Na verdade, como ja discutido na Subsecao
2.2.1, elas sao um caso particular das desigualdades de Lyapunov-Metzler variantes no tempo.

O segundo problema de interesse leva em conta o sistema geral (3.1)-(3.3) e o projeto de duas varidveis
de controle, a saber, a regra de comutagdo o : R™ — K e um conjunto de ganhos matriciais reais {L1, -+, Lx}
que compoem a lei de controle (3.4). A ideia neste caso é satisfazer os mesmos objetivos de estabilidade e
desempenho ji mencionados. Para o caso de realimentacio de estado, o projeto de o(z) e u = L,z é feito
conjuntamente, enquanto que para realimentacio de saida a determinagio de o(y) e u = Lo,y é realizada de
forma independente em dois estdgios sequenciais. No primeiro estdgio, os ganhos L;, Vi € K, sdo obtidos pelo
método de Kleinman-Newton Generalizado, proposto por Geromel and Deaecto [2018], e em seguida, a regra o(y)
é projetada. Para o caso Ho,, sempre que a entrada externa estiver disponivel, uma regra de comutagdo mais
geral que depende também desta entrada, é projetada. Resultados preliminares relacionados exclusivamente ao
controle H, via realimentagdo de estado estdo disponiveis em Daiha et al. [2017].

A literatura apresenta diversos resultados relacionados ao projeto conjunto destas duas varidveis de con-
trole, mas exclusivamente para o caso em que os estados estdo disponiveis para a realimentacao. As referéncias
Deaecto et al. [2015], Fiacchini and Tarbouriech [2017] e Deaecto and Geromel [2018] s@o alguns exemplos de
técnicas deste tipo na literatura. A primeira referéncia baseia-se em condigGes expressas em termos de desi-
gualdades de Lyapunov-Meztler e a segunda leva em conta uma abordagem envolvendo teoria de conjuntos
e considera ganhos de realimentacdo de estado dependentes do tempo. Esta abordagem nao é muito usual
em aplicagOes praticas devido a dificuldade de implementacao da lei de controle contendo ganhos variantes no
tempo. Além dos resultados inéditos para tratar o controle via realimentacao estatica de saida, o presente capi-
tulo propde condigoes alternativas as apresentadas em Deaecto and Geromel [2018]. Com relagdo a esta dltima
referéncia, nossa principal contribuicao é a presenca de uma matriz adicional, utilizada na regra de comutagao,

que torna possivel tratar casos mais realistas, como o projeto de controle via realimentagao de saida.

3.2 Projeto de controle #,

Nesta secao, os dois problemas de controle mencionados anteriormente sdo tratados levando em conta a
otimizagdo do indice de desempenho Hs definido em (2.63). Primeiramente, consideramos o projeto da regra o
como unica variavel de controle. Posteriormente, os resultados sdo generalizados para tratar o caso mais geral

que consiste no projeto da regra o e da lei de controle u.



CAPITULO 3. CONTROLE VIA REALIMENTACAO ESTATICA DE SAIDA 48

3.2.1 Sintese da regra de comutacao o

Considere o sistema linear com comutacgao a tempo discreto

z[n+ 1] = Asz[n] + Hyw(n], z[-1] =0 (3.5)

z[n] = Eyzn] + Gow[n] (3.6)

y[n] = Crzn] (3.7)

definido para todo n € N_ e com w[n] = §[n + 1]e, para todo r = 1,--- ,n,. Como discutido na Se¢do 2.3, este

sistema pode ser reescrito de forma equivalente como

x[n + 1] = Agxz[n], x[0] = Hy_qje, (3.8)
z[n] = E,x[n) (3.9)
y[n] = Cox[n) (3.10)

Esta descricao alternativa é usual na literatura e adotada sempre que o indice de desempenho Hs é levado em
consideracdo. Os resultados que apresentaremos em seguida estdo disponiveis em Daiha and Deaecto [2019a] e
utilizam o conjunto €(x) = K” j& definido na Subsegdo 2.2.1 para algum 1 < k € N. Este conjunto contém N*
elementos €, (x), Vp € [1, N*] cada um deles representando uma sequéncia de x indices €, (k) = (¢[0], - - - , i[x—1]).

O préximo teorema fornece condigdes para estabilidade exponencial do sistema (3.5)-(3.7).

Teorema 3.1. Dado um escalar positivo 1 < k € N e ¢ = o[—1], assuma que existam matrizes simétricas
P[n] >0, Uln] e R;[n], que constituem o conjunto solu¢io ¥, satisfazendo o sequinte problema de otimizagao

Jo(0) < pex[xll?]%n] inf Tr (H, P[0]H, + G, Gy) (3.11)
sujeito a
AiP[n+1]A; — P|n] + E.E; < Uln| + C{R;[n]C;, i € K (3.12)
Uln] + Cz{[n] Ri[n] [n]CZ-[n] <0, i[n] € Qp(ﬁ) (3.13)
para todon = 0,--- .,k — 1 e com a condi¢io da contorno P[] = P[0] > 0. Entdo, a regra de comutagdo
dependente da saida medida
o(y[n]) = argmin y[n]'Ri[n — maJy[n] (3.14)

assegura estabilidade exponencial global da origem do sistema (3.5)-(3.7). Além disso, a solugio de (3.11) € um
limitante superior para o indice de desempenho Hs.

Prova: Counsidere o sistema (3.5)-(3.7) escrito alternativamente da forma (3.8)-(3.10). Adote a funcédo
de Lyapunov convexa variante no tempo (2.43) com a continuagao periddica P[n] = P[n—my] e P[n] >0, Vn €

[0,%). Assumindo que as desigualdades (3.12)—(3.13) sejam satisfeitas, utilizando a regra de comutacao (3.14)
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e o operador diferencas dado por AV = V(x[n + 1],n + 1) — V(x[n],n), temos

AV = z[n|' (AL P[n + 1]A, — P[n| + E.E,) z[n] — z[n|'z[n]
< z[n] (U[n] + C4 Re[n]Co) x[n] — 2([n]'2[n]
= z[n]'Uln]z[n] + min z[n)'C, R;[n|Cix[n] — 2[n)'z[n]

€K

< —z[n]'z[n] (3.15)

valida para Vn € [0, k). Note que a primeira desigualdade é garantida por (3.12), a segunda igualdade é devido

a regra de comutagio (3.14) e a tltima desigualdade é consequéncia do fato que
z[n]'Uln)z[n] + min z[n]' C} R;[n|C;x[n] = z[n)'Uln]z[n] + mln z[n (Z)\ ) x[n]

4 (U[n] + Z)\i[n]CZ{Ri[n]Ci> z[n], A\[n] € A,

= aln]' (U[n] + Cly R ] Cip ) (]

<0 (3.16)

m (3.16), a primeira igualdade é assegurada pois para cada n € N, o operador minimo do lado direito ocorre
sempre em um dos vértices do conjunto simplex unitario A[n]* € A, C A. Este operador nos permite adotar
uma simplificagdo, que ndo implica em perda de generalidade, e consiste em restringir o vetor A[n] ao conjunto
dos vértices do simplex unitério A[n] € A,,Vn € [0, k). No que se refere & segunda igualdade, trata-se de uma
representagdo alternativa, visto que i[n] indica um dos vértices de A. Por fim, a dltima desigualdade em (3.16)
¢ uma consequéncia direta de (3.13).

Assim, verificamos que (3.15) assegura que AV < 0 e, portanto, podemos afirmar que existe um escalar

€ > 0 arbitrariamente pequeno tal que a desigualdade
V(zln+1,n+1) < (1 —¢)V(z[n],n) (3.17)

é valida Vn € [0, k). Vamos agora mostrar que AV < 0 para todo n € N. Isto de fato ocorre devido as condigoes
de contorno P[x] = P[0] e a continuagao periddica Pn] = P[n — my], Ri[n] = Ri[n —my] e Uln] = Un — my,)].

Além disso, definindo p? = 1 — ¢ e aplicando (3.17) recursivamente, obtemos
V(z[n],n) < pu*"V(2[0],0) (3.18)

valida Vn € N. Consequentemente, a desigualdade ||z[n]|| < cu™||«[0]]], presente na Defini¢do 2.1, é assegurada

para ¢ = max,c(o,x) || P[0]||[|[P[p]~!|| e, portanto, o sistema (3.8)-(3.10) ¢ globalmente exponencialmente estavel.

Note que os desenvolvimentos realizados em (3.15) permite-nos escrever
V(z[n+1],n+ 1) < V(z[n],n) — z[n]'z[n] (3.19)

valida Vn € N. Entdo, dado que a saida controlada z, corresponde & condicdo inicial z[0] = Hgye,, somando
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ambos os lados de (3.19) para Vn € N, obtemos |23 < z[0]' P[0]z[0] e, portanto, do indice de desempenho Ha
definido em (2.63), temos

Jo(0) =Y llzll3 + .Gy Gaer

r=1

< Z e, (H,P[0]H, + G,G,) er
r=1
— Tr (H,P[0H, + G,G,) (3.20)

provando assim o teorema proposto. [J

Observe que o projeto da regra de comutacdo é obtido como solucao de um conjunto de N* subproblemas
convexos, os quais sao descritos em termos de desigualdades matriciais lineares e, consequentemente, facilmente
resolvidos através de rotinas numéricas prontamente disponiveis na literatura. Além disso, devemos observar
que devido & regra de comutacdo (3.14), a busca de A € A, em (3.16) é restrita, sem perda de generalidade,
ao conjunto dos vértices do simplex unitério, ou seja, Aln] € A, C A. Esta simplificagdo associada & natureza
variante no tempo da funcao da Lyapunov escolhida, é o que nos permitiu obter as condi¢ées do Teorema 3.1.

E importante destacarmos que a determinacdo da regra de comutacio (3.14) ndo estd completamente
definida pelo conjunto solugdo ¥ do Teorema 3.1. Isso ocorre pois para cada instante de tempo n € [0, k),
as matrizes R;[n| estdo restritas pela desigualdade (3.13) apenas para o caso em que i = i[n]. Para i # i[n]
estas matrizes podem ser arbitrariamente escolhidas de forma a satisfazer (3.12). Nesse sentido, uma escolha
trivial, que ndo é necessariamente a melhor, é fazer R;[n| = al, Vi # i[n] com o — oo. Entretanto, esta escolha
restringe a regra de comutacido a sequéncia periddica €5 (k) obtida como a solugdo étima do problema (3.11).
Infelizmente, como serd ilustrado no Exemplo 3.1, a regra de comutacgao periédica ndo é uma boa escolha quando
se trata da melhoria do desempenho efetivo do sistema. Neste sentido, uma escolha mais adequada consiste em
considerar R;[n], Vi # i[n], o mais préximo possivel da borda de factibilidade de (3.12), como apresentado no

préximo corolario.

Corolario 3.1. Assuma que exista uma solugdo para o problema de otimizac¢io do Teorema 3.1, considere as
matrizes Uln| e P[n] resultantes e defina

Tii = Cj(CiC)) ™", Tai =N (C)) (3.21)
e a sequinte varidvel matricial
Li[n] = A;Pln+1]A; — P[n| + E/E; — U|n] (3.22)

para todo i € K en € [0,k). Entdo, para ¢ > 0 arbitrariamente pequeno, a regra de comutag¢do dependente
da saida medida (3.14) é globalmente exponencialmente estabilizante para as matrizes R;[n] determinadas da
sequinte forma:

e Para i # i[n], adota-se

—1
Ri [n] = Flhﬁl [n]l"li — Flhﬁl [n]l—‘gi (FIQIEI [n]rgi) ngﬁi [n]l"h + el (323)
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para o caso em que dim(./\/(Ci)) #0 ou

Ri[n] = C7 ' Li[n)C Y +- el (3.24)
caso contrario.

e Para i =i[n|, adota-se a solugio fornecida pelo Teorema 5.1.

Prova: O objetivo é obter R;[n], Vi # i[n], o mais préximo possivel da borda de factibilidade de (3.12).
Note que para dim (N (Ci)) = 0 a matriz C; é ndo-singular e R;[n], Vi # i[n], é obtida diretamente de (3.24).
Caso contrario, definindo I'; = [I'y; T'y;], observando que C;T'; = [I 0] e multiplicando & direita de (3.12) por T';

e a esquerda pela transposta desta matriz, obtemos

Flhﬁz [n]Fh - R1 [n] (]

<0 (3.25)
%, Li[n]l'; %, Li[n]la;

Esta desigualdade é factivel como consequéncia direta da factibilidade de (3.12). Entéo, temos I'5, £;[n|I'y; < 0,
o0 que nos permite aplicar o Complemento de Schur com relagio a este bloco em (3.25) e obter (3.23), concluindo

assim a prova do corolario. [

No caso em que todos os estados estao disponiveis, ou seja, C; = I, Vi € K, o préximo corolario apresenta

a versao do Teorema 3.1 para o projeto da regra de comutacao via realimentagao de estado.

Corolario 3.2. Dado um escalar positivo 1 < k € N e ¢ = o[—1], assuma que existam matrizes simétricas
P[n] > 0 e R;[n|, que constituem o conjunto solugio U, satisfazendo o sequinte problema de otimizagdo

Jo(o) < perﬁ,ijr\lfn] iI‘I1lf Tr (H, P[0]H, + G,G,) (3.26)
sujeito a

AiP[n+1]A; — P[n| + EE; < R;[n], i €K (3.27)
Ri[n] [TL] <0, Z[TL] S Qtp(lﬁ (3.28)
para todon = 0,--- ,k — 1 e com a condigio de contorno P[k] = P[0] > 0. Entdo, a regra de comutagdo

dependente do estado
o(z[n)) = arg miﬂg x[n]) Ri[n — my]z[n) (3.29)

1€

assegura a estabilidade exponencial global da origem do sistema (3.5)-(3.7), com C; = I,Vi € K. Além disso, a
solugdo de (3.26) é um limitante superior para o indice de desempenho Ha.

Prova: A prova é obtida diretamente do Teorema 3.1, considerando C; = I, Vi € K, e Uln] = 0,
Vn € [0,k). O
Note que a desigualdade (3.27) associada a (3.28), resulta em
Al Pl + 1] Aipm) — Pln] + Efjy Eify <0 (3.30)

que junto com (3.26) coincide com as condigoes de estabilidade e custo garantido apresentado no Teorema 2.4,

proposto em Deaecto and Geromel [2018]. Além disso, utilizando a regra de comutagido dependente do estado
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(3.29) com R;[n] dada pelo Corolério 3.1, temos

o(z[n]) = argmin z[n])' R;[n — my]z[n]

€K

= arg miﬂg:ﬁ[n]’ (Li[n —my] + el) z[n]
1€

= arg miﬂg:{:[n]' (A;P[n+1—m,|A; + E!E;) x[n] (3.31)
1€

que é exatamente a regra obtida na referéncia Deaecto and Geromel [2018]. De fato, sempre que i # i[n], temos
que R;[n] = L;[n] + eI dada por (3.24), que é equivalente ao caso i = i[n] , visto que a restri¢io (3.28) impoe
que (3.27) seja satisfeita o mais préximo possivel da igualdade, isto é, R;,[n] =~ L;,)[n] =~ —el. O préximo
exemplo, também disponivel em Daiha and Deaecto [2019a], coloca em evidéncia a importancia de uma escolha

adequada da matriz R;[n], Vi # i[n], com relagdo ao desempenho efetivo (custo verdadeiro) do sistema.

Exemplo 3.1. Considere o sistema (3.5)-(3.7) composto por trés subsistemas instéveis definidos por

A; = eAil (3.32)
para i € {1,2,3} com
0 1 0 0 1 0 0 1 0
A =10 0 1], A= 0 0 1, As3= |0 0 1 (3.33)
12 —-22 —-19 —-34 —-34 04 6 —4 —-33

e h = 0,1. As matrizes de saida sdo dadaspor £y =[100], B2 =[505], E5=[101]eG; =0,i € {1,2,3} e as
de entrada sdo H; = [-1 1 1), i € {1,2,3}. Neste exemplo, consideramos duas situacoes distintas. Na primeira,
denotada por RE, o estado estd disponivel e, portanto, vamos considerar as condi¢des do Corolario 3.2. Na
segunda, denotada por RS, a terceira variavel de estado nao estd disponivel, sendo assim, implementamos as
condicoes do Teorema 3.1 com a saida medida definida pelas seguintes matrizes

(3.34)

1 00
010203[0 1 0}

Para i = i[n|, as matrizes R;[n| utilizadas sdo fornecidas pelo Coroldrio 3.2 ou pelo Teorema 3.1 para RE e
RS, respectivamente. No caso i # i[n] sdo consideradas quatro situagoes diferentes, as quais sdo apresentadas
a seguir:

e Caso 1 = Considere R;[n] = al com a — o0.

e Caso 2 = Considere R;[n] obtida do Corolario 3.1.

e Caso 3 = Counsidere R;[n] = al com o — oo, para i = 1, e R;[n] obtida do Corolério 3.1, para i € {2, 3}.
e Caso 4 = Counsidere R;[n] = al com a — oo, para i = 3, e R;[n] obtida do Corolério 3.1, para i € {1, 2}.

Claramente, todas estas escolhas satisfazem as condi¢des do Corolario 3.2 ou do Teorema 3.1 relativas ao
projeto via realimentacao de estado ou de saida, respectivamente. A Tabela 3.1 apresenta os custos garantidos,
representados por Jos, € 0s custos verdadeiros, considerando os quatro casos descritos anteriormente para os
valores de k € {2,3,4,6}. Como esperado, a regra de comutagao no Caso 1 é periddica para ambas situagoes,
RE e RS, com a sequéncia de comutacao coincidindo com a sequéncia étima dada por Qﬁ;(n). Além disso, sempre
que R;[n] = ol com a — 00, Vi # i[n], o custo verdadeiro coincide com o garantido para RE. Isso porque, como
ja discutido em Deaecto and Geromel [2018], as condigdes de (2.50) e, consequentemente, as do Corolario 3.2
sdo necessarias e suficientes para a existéncia de uma regra de comutacao periddica. Esta mesma propriedade
nao é observada para RS, indicando que as condigbes do Teorema 3.1 sdo apenas suficientes para a existéncia de
uma regra de comutagdo periddica. Além disso, é importante notar que o custo verdadeiro pode ser melhorado
de acordo com a escolha de R;[n], Vi # i[n].
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K Jos Caso 1l | Caso 2 | Caso 3 | Caso 4
2 | 87,0862 87,0862 | 17,8226 | 40,2632 | 19,7765
RE| 3 52,8075 52,8075 | 10,3364 | 20,5950 | 12,4412
4 | 38,0372 38,0372 7,1735 | 13,3465 | 11,4353
6 21,2337 21,2337 | 8,6027 | 11,2123 | 8,6054
2 | 1365,4623 | 105,8715 | 49,0456 | 72,7792 | 81,7714
RS| 3 | 437,7508 | 78,9105 | 64,9189 | 78,6427 | 64,9213
4 | 263,1494 | 76,3454 | 71,5506 | 76,3378 | 71,5506
6 | 172,5799 | 40,8871 | 38,9878 | 40,8871 | 38,9878

Tabela 3.1: Custos garantido e verdadeiro Hs para RE e RS

Como ilustrado na Tabela 3.1, o Caso 2 é uma escolha razodvel, uma vez que, para este exemplo em
particular, forneceu o menor custo verdadeiro e, portanto, o melhor desempenho efetivo. Considerando a regra
de comutacdo dependente da saida (3.14) com k = 2, e as matrizes R;[n], Vi # i[n], fornecidas pelo Corolario
3.1, obtivemos as Figuras 3.1 e 3.2 que apresentam, respectivamente, as trajetérias do estado e a sequéncia de
comutagao. Observando as figuras, podemos notar que a sequéncia 6tima de comutagao nao é periédica e, além
disso, a escolha de R;[n], Vi # i[n], permitiu & regra de comutacdo selecionar o primeiro subsistema que néo
estd incluso no conjunto €%(2) = (2 3), determinado pela solu¢do do Teorema 3.1.
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Figura 3.2: Sequéncia de comutacao
Figura 3.1: Trajetérias do estado et duene rutag

Vamos agora comparar a metodologia proposta no Teorema 3.1 com as disponiveis em Cardim et al. [2016]
e Geromel et al. [2008]. Os resultados de ambas referéncias sdo baseados nas desigualdades de Lyapunov-Metzler
e, portanto, sdo dificeis de resolver para mais de dois subsistemas. Sendo assim, vamos considerar apenas os dois
primeiros subsistemas do exemplo, cujas matrizes dindmicas sdo dadas por (3.33) e as de saida medida dadas
por (3.34). Nesse sentido, resolvendo as condi¢des do Teorema 6 da referéncia Geromel et al. [2008], que trata
do projeto conjunto de uma regra de comutagao e de um filtro dindmico de ordem completa, obtivemos o custo
garantido Jo, = 466,6249. Em contrapartida, resolvendo as condi¢des do Teorema 3.1 com x = 8 obtivemos
Jas = 258,2999, que é 44% menor que o custo garantido fornecido pelas condigoes de Geromel et al. [2008].
Além disso, adaptando as condigdes de Cardim et al. [2016], que foram originalmente desenvolvidas para o caso
a tempo continuo, para tratar sistemas a tempo discreto, temos

A; Zﬂ-jipj Ai—Pi+E£Ei<O,’L'€K
jEK

(3.35)



CAPITULO 3. CONTROLE VIA REALIMENTACAO ESTATICA DE SAIDA 54

com matrizes estruturadas P; = C} PC;+P, > 0, Vi € K. Estas condic¢Oes representam a versao a tempo discreto
das apresentadas em Cardim et al. [2016] (veja o passo 1 da Se¢do 5.2 de Cardim et al. [2016]). Infelizmente,
resolvendo (3.35) ndo encontramos solucdo factivel. Para o caso de realimentacio de estado, as condigbes
propostas em Geromel et al. [2008] forneceram o custo Jas = 216,4039, enquanto que as condigoes do Corolario
3.2 com k = 8 forneceram Jo; = 88,9425.

O Exemplo 3.1 coloca em evidéncia a importancia da escolha de R;[n], Vi # i[n|, para a melhoria do
custo verdadeiro tanto para o caso de realimentacao de estado como de saida. Além disso, como ilustrado no
exemplo citado, as condi¢des do Teorema 3.1 ndo sdo mais conservadoras do que as propostas por Geromel et al.
[2008] e aquelas adaptadas de Cardim et al. [2016]. Nestas referéncias as condigdes sdo descritas em termos das
desigualdades de Lyapunov-Metzler e, portanto, muito dificeis de resolver para N > 3.

Analisando o Teorema 3.1 do ponto de vista de complexidade numérica, observamos que a sua solucao
implica em resolver N* subproblemas convexos, cada um deles constituido (N + 1)k desigualdades matriciais
lineares e k(n2 +n,)+ Nk(nZ 4 n,)/2 varidveis. Essa anélise coloca em evidéncia que a complexidade numérica,
tanto do Teorema 3.1 como do Corolario 3.2, aumenta com o valor de x e N. Felizmente, ndo é necessario
que o valor de k seja muito grande para se obter um bom desempenho. Note que o custo nao necessariamente

decresce com o valor de x como serd ilustrado no préximo exemplo.

Exemplo 3.2. Considere o sistema (3.5)-(3.7) composto por dois subsistemas instéveis, dados por

-1 -05 0 05 0 -2 1
A= |-05 -1 —05|, As=|-3 05 —1|, Hi=H=| 1 (3.36)
0 0 -05 0 0 -15 -1

E,=[020], B2=[101],G;=0,i€ {1, 2}, e as seguintes matrizes de saida medida

(3.37)

1 0 0
0102[1 1 0]’

Resolvendo as condigoes do Teorema 3.1, obtivemos Jas(k = 5) = 125,9068 e Jas(k = 6) = 245,5724, indicando
que o custo ndo necessariamente decresce com o aumento de k.

Na verdade, é importante salientar que Jas(ak) < Jos(k) sempre que ak > Kk com « > 2, uma vez que

¢(ak) contém todas as sequéncias com perfodo k como caso particular.
3.2.2 Sintese da lei de controle u

Até o presente momento, tratamos do projeto da regra de comutacdo o para o caso em que ela atua
como a tnica varidvel de controle do sistema (3.5)-(3.7). A partir de agora, vamos considerar o sistema mais
geral (3.1)-(3.3) evoluindo de z[—1] = 0, com entrada externa w[n] = d[n + e, e lei de controle un| dada

m (3.4). Conectando a entrada de controle u[n] neste sistema e considerando a sua representacao alternativa,

como discutido na Secao 2.3, obtemos

xn+ 1] = A, x[n], 2[0] = Hy_qje, (3.38)
z[n] = EL_ x[n] (3.39)

o

y[n] = Coxn] (3.40)
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cujas matrizes de malha fechada sao dadas por

Nosso objetivo é determinar os ganhos de realimentacgdo de saida {L1,---,Lx} e a regra de comutagdo o(y)
de forma a assegurar estabilidade exponencial global da origem e um custo garantido Ho de desempenho.
Neste sentido, vamos apresentar dois procedimentos de projeto. O primeiro deles é realizado em dois estagios
sequenciais, onde os ganhos matriciais {L1,--- , Ly} e aregra o(-) sdo determinados separadamente. O segundo
procedimento é menos conservador pois leva em conta o projeto conjunto das duas varidveis de controle o(-) e u.
Entretanto, devido & complexidade envolvida neste tltimo, ele sera aplicado apenas para o caso em que o estado

estd disponivel para realimentagdo. A seguir apresentamos detalhes dos dois procedimentos mencionados.
3.2.2.1 Projeto em dois estagios

Este procedimento leva em conta a determinacao a priori dos ganhos de realimentacao de saida L;, Vi € K,
que minimizam a norma Ho de cada subsistema isolado. Posteriormente, com os subsistemas em malha fechada
ja definidos, a regra de comutacao é obtida a partir das condigoes do Teorema 3.1 e do Coroléario 3.1. Para
facilitar os desenvolvimentos que seguem vamos assumir que G; = 0, F/E; = 0 e que F/F; > 0 para todo i € K.

Note, entretanto, que mesmo para cada subsistema isolado, a determinagao do ganho estatico de realimen-
tacdo de saida nao é uma tarefa trivial. Para melhorar a notacao, a partir de agora, eliminamos a dependéncia
de indice nas matrizes dos subsistemas.

Note que, para n, < n, o problema de controle 6timo a ser resolvido é dado por
inf ||Er(z] —AL) "H|3 3.42
Jnf (B (=] = AT I3 (3.42)
com L pertencente ao conjunto convexo
%, ={ZC : Z e R"* "} (3.43)

Devido a sua importancia, este problema foi exaustivamente estudado por décadas. Entretanto, dada a sua
natureza nao-convexa, que nao permite linearizagdo por mudangas biunivocas de varidveis, uma solucao global
nunca foi completamente determinada, veja Boyd et al. [1994] para detalhes.

Recentemente, para sistemas lineares e invariantes no tempo, a referéncia Geromel and Deaecto [2018]
apresentou um algoritmo baseado no método de Kleinman-Newton, proposto em Kleinman [1968], para tratar
sistemas no dominio do tempo continuo e levando em conta a otimizacao da norma Hs. Além do problema de
controle tratado em Kleinman [1968], o método de Kleinman-Newton Generalizado proposto em Geromel and
Deaecto [2018] permite abordar problemas que apresentam restrigdes convexas nos ganhos de realimentagéo.
Um deles, de grande interesse nesta tese, é o controle via realimentacao estatica de saida. A caracteristica
mais importante deste algoritmo é que ele mantém intacta a convergéncia monotonica para um minimo local,
que é uma propriedade do método original. Vale ressaltar que a natureza local da solugdo é compensada pela

simplicidade de implementacdao do algoritmo e pelo fato de que em muitos casos ele converge para a solugao
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global. A generalizacio para tratar sistemas a tempo discreto foi realizada em Geromel and Deaecto [2017].
Como ficara claro em seguida, esta generalizagdo se baseia em reescrever as condi¢oes de projeto do sistema a
tempo discreto com uma estrutura equivalente aquela adotada no caso continuo. A partir desta descrigao, a
solucdo é obtida diretamente aplicando o algoritmo proposto em Geromel and Deaecto [2018].

Para obter esta generalizacdo, defina as seguintes matrizes

Ak =A+BK e Ex=E+FK (3.44)
com
N —1/2 0 N 0 N 0 N E' N N c’
A= , B= , H= , B/ = , F=F C = (3.45)
A —1/2 B H 0 0
e o0 conjunto convexo
Hy={2C : Z e Rm>™} (3.46)

que quando comparado & (3.43) indica que K € 7, se e somente se K = [L 0] com L € %,. Além disso,
considerando o conjunto convexo constituido por matrizes definidas positivas estruturadas em dois blocos de

dimensoes compativeis

P 0
2= :P>0,P€RW™X" (3.47)
0o P

podemos formular o problema de controle 6timo Hz dado em (3.42) de forma equivalente as condi¢des comumente
adotadas para sistemas a tempo continuo, como apresentado no lema seguinte disponivel em Geromel and
Deaecto [2017].

Lema 3.1. Assuma que J# é um subconjunto de J%,. Entdo, o problema (3.42) é equivalente a

. Fr! >
oinf T (H QH) (3.48)
AIKQ + QAK + E}(EK <0 (3.49)

Prova: A prova estd disponivel em Geromel and Deaecto [2017], mas serd aqui apresentada em linhas
gerais. Considerando a matriz estruturada Q € 2 obtemos diretamente que Tr(H'QH) = Tr(H'PH). Por
outro lado, o fato que £ C J#, implica que qualquer K factivel pode ser escrito como K = [L 0] para algum
L € Z,. Usando as definigdes matriciais de (3.45) e considerando que @ € Q, obtemos

N —P/2 0
QA = (3.50)
P(A+BL) —P/2
assim como Ex = [E + FL 0]. Entdo, a partir destas relacoes, a restrigio matricial do problema (3.48)-(3.49)
pode ser reescrita como

inf  Tr(H'PH) (3.51)
LeY,, P>0

—P+(E+FLY(E+FL) o

<0 (3.52)
P(A+BL) -P

que, aplicando o Complemento de Schur com relagao a tltima linha e coluna, descreve exatamente o problema
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(3.42). O

Comparando as condigdes (3.48)-(3.49) com as (3.51)-(3.52) torna-se evidente que a desigualdade de
Lyapunov no dominio do tempo discreto foi convertida, sem perda de generalidade, na estrutura da desigualdade
de Lyapunov no dominio do tempo continuo.

A partir de agora vamos considerar o resultado do Lema 3.1 e resolver o problema nio-convexo (3.48)
sujeito as desigualdades (3.49) a partir de um algoritmo que consiste na generalizaciao do célebre método de
Kleinman-Newton proposto em Kleinman [1968]. Para esta finalidade, note que a desigualdade matricial (3.49)

pode ser reescrita de forma equivalente a

~

AQ+QA+EE—-QB(F'F)'B'Q+Rkg <0 (3.53)

em que a matriz Rxg > 0 ¢ dada por

A

A A A / A A A A
Rio = (K n (F’F)*lB’Q) (B F) (K +(F'F) 1B’Q) (3.54)
Além disso, considere as seguintes fungdes matriciais

Qo] [A-B@EE) B
lo) _ 14 A(A A) AQ (3.55)
Eq E—-FF'F)IB'Q

que serdo utilizadas na prova do préximo teorema, proposto em Geromel and Deaecto [2017], que assegura a

monotonicidade da solucao, que é uma das principais propriedade do método de Kleinman-Newton original.

Teorema 3.2. Assuma que o par (Ko € %', Qo € 2) é uma solugdo factivel para o problema (3.48)-(3.49)
com custo Jos(Ko) = Tr(H'QoH). Seja (K € %, S € 2) a solugio dtima do sequinte problema de otimizagdo
convera

inf  Tr(H'SH) (3.56)
Kex,Se2
sujeito a
A S+ SAp, +E, FE o
Qo Qo T Q0 "o L <0 3.57
K+ (F'F)"'B'S —(F"F)! (3:57)

A solugio Q € 2 de (3.48)-(3.49) com K € J fizo produz o custo Jos(K) = Tr(H'QH) < Jos(Kp).
Prova: Aplicando o Complemento de Schur na segunda linha e coluna de (3.57), obtemos
A%, S + SAq, + Ef, Eq, + Riks < 0 (3.58)

Agora, adotando as fungoes matriciais definidas em (3.55) e lembrando que F'E = 0, F'F > 0, algumas

manipulagoes algébricas levam a

A

A, S+ SAqg, + B Eq, = A'S + SA+ E'E — SB(F'F)™'B'S + (S — Qu)B(F'F)™'B'(S — Qo) (3.59)
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Algoritmo 1: Método de Kleinman-Newton Generalizado para o custo Hs.

Entrada: Ky € 2 e £ > 0 suficientemente pequeno

Saida: K* € % e o custo étimo Jos(K™)

inicio

2 p+0;

Resolva o problema (3.48)-(3.49) para K = Ky € £ . Determine Qo € 2 e o custo inicial
J2s(Ko) = Tr(H'QoH)

enquanto Jos(K,)/Jos(Kp—1) <1 —¢ faca

Resolva o seguinte problema convexo

=

inf  Tr(H'SH)

KexX ,5€2
Ao,5+54q, + Bg o, o |
K+ (F'F)"'B'S —(F'F)1

6 p+p+1
Resolva o problema (3.48)-(3.49) para K € % solucdo do problema anterior e obtenha
Q € 2. Defina (K,,Q,) = (K, Q) e determine o valor do custo atual Jo,(K,) = Tr(H'Q,H)

8 fim

9 fim

Acoplando(3.59) na desigualdade (3.58) e utilizando (3.53), obtemos

A S+ SAk + EfEx < —(S —Qo)B(F'E) "' B'(S — Qo)

<0 (3.60)

Isso indica que o par 6timo (K, S) é uma solugdo factivel para o problema (3.48)-(3.49) . Consequentemente,
devemos ter

Jos(K) = Te(H'QH) < Tr(H'SH) (3.61)

Por outro lado, uma vez que

A, Qo + QoAx, + i B, <0 (3.62)

o par (K, S) arbitrariamente préximo de (Ko, Qo) é uma solucao factivel para a desigualdade matricial linear

(3.57). Como resultado, a otimalidade do problema (3.56)-(3.57) fornece
Te(A'SH) < Tr(H'QoH) = Jas (K,) (3.63)

Desta forma, podemos concluir que Jos(K) = Tr(H'QH) < Tr(H'SH) < J24(K,), o que completa a prova. O

O Teorema 3.2 evidencia que, a partir de um par factivel (Ko € #, Qo € 2), a solugdo do problema
(3.56)-(3.57) fornece um novo par factivel (K € 2, Q € 2) tal que o custo Ja5 decresce ou permanece constante.
O procedimento para a obtencdo de uma solugao inicial factivel (Ko € %, Qo € 2) para o problema (3.48)-
(3.49) segue o mesmo raciocinio aqui apresentado, mas com a ado¢ao de uma fungéo penalidade adequada, como
a proposta em Geromel and Deaecto [2018]. A partir desta solugdo inicial, o Algoritmo 1 apresenta o método

de Kleinman-Newton Generalizado para o custo Hs.
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O resultado do Teorema 3.2 garante que a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 satisfaz a propriedade de
J2s(Kp) > Jas(Kp+1) > 0, 0 que implica na conclusio de que a convergéncia para uma solugio estaciondria do
problema em consideragido ocorre de maneira uniforme e monotonica. Além disso, devemos salientar que este
procedimento coincide com o método de Kleiman-Newton original quando nao hé restrigdo na matriz de ganho.

Uma vez obtido o ganho L de cada subsistema pelo método de Kleinman-Newton Generalizado, deter-
minamos as matrizes em malha fechada Ay, e Er, dadas em (3.41). A regra de comutagio é entdo obtida

resolvendo-se as condigbes do Teorema 3.1 com a desigualdade (3.12) substituida pela seguinte
A/LZP[n + 1]ALi — P[n] + EiiELi < U[?’L] + C{RZ[H]C“ 1e K (364)

e utilizando diretamente o resultado do Corolério 3.1.
Note que o projeto via realimentacao de estado é mais simples, uma vez que nao apresenta restricio na
matriz de ganho L € %, = R™*"=_ Neste caso, o ganho L de cada subsistema isolado pode ser obtido através

do Algoritmo 1 para C' = I ou simplesmente resolvendo o problema de programacéo convexa

g;fo Tr(W) (3.65)
S o o
W e
AS+BY S e| >0, >0 (3.66)
H S

ES+FY 0 I

que é classico na literatura e fornece o ganho L = Y S~! como solucdo étima. Por se tratar de um caso mais
simples, podemos obter uma solugao menos conservadora, considerando o projeto conjunto da lei de controle e

da regra de comutacgdo, como sera apresentado em seguida.
3.2.2.2 Projeto conjunto

Nesta subsec¢do, considere o sistema em malha fechada (3.38)-(3.40) com as matrizes (3.41) e C; =
I, Vi € K. Nosso objetivo é generalizar o resultado do Coroléario 3.2 para tratar este sistema mais geral, como
apresentado nas condigbes a seguir.

Corolario 3.3. Dado um escalar positivo 1 < k € N e ¢ = o[—1], assuma que existam matrizes simétricas
X[n] > 0, Qi[n] e as matrizes J;, Y;, que constituem o conjunto solugio ¥, satisfazendo o segquinte problema de
otimizacdo

J. in inf Tr (W 3.67
2(0) < pEI[Tfll}]I\?l]N] in r (W) (3.67)
sujeito a
w e o
H, X[0] e| >0 (3.68)
G, 0 I
JZ-"-JZ/—X[H]-FQl[?’L] ° °
AiJ; + BY; X[n+1 e >0,ieK (3.69)
E;Ji + FY; 0 I
Qifni[n] <0, iln] € €y(k) (3.70)
para todon = 0,--- ,k — 1 e com a condigio de contorno X[k] = X[0] > 0. FEntdo, a lei de controle u[n] =

Lyx[n] com os ganhos de realimentagio de estado, dados por L; = YiJ[l e a regra de comutagio (3.29), com
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R;[n] = Jlei [n]Jfl asseguram estabilidade exponencial da origem do sistema (3.1)-(3.3) com C; = I, Vi € K.
Além disso, a solugio de (3.67) é um limitante superior para o indice de desempenho Hs.
Prova: Assumindo que as matrizes J;, Vi € K, sdo ndo-singulares, temos de Oliveira et al. [1999], que a

seguinte desigualdade

JIX[n]" > I+ Ji— X[n] >0 (3.71)

é valida. Ademais, utilizando L; = Y;J; ' e R;[n] = J.7'Q;[n]J; ", a desigualdade (3.69) multiplicada & direita

K2

por diag(J[l, I,I) e & esquerda pela sua transposta garante a factibilidade de

X[n]=! + R;[n] . .
Ei + F,L; 0 I

Agora, aplicando o Complemento de Schur em (3.72) com relagdo as duas dltimas linhas e colunas, obtemos
(3.27) com Ar, — A;, Er, — E; e Pln] = X[n]™!, o que satisfaz a condi¢io de contorno P[0] = P[x]. Note
que (3.70) assegura a validade de (3.28) e a funcdo objetivo (3.26) é obtida de W > H; P[0]H, + GG, que é
resultante da aplicagdo do Complemento de Schur com relagio as duas tltimas linhas e colunas de (3.68). Logo,

as condic¢oes do Corolario 3.2 sdo satisfeitas para o sistema em malha fechada. A prova é assim concluida. [

No que diz respeito a regra de comutagio, note que a matriz @Q;[n] é restrita somente para i = i[n]. Caso
contrario, para i # i[n], a matriz Q;[n] pode ser escolhida de maneira arbitrdria desde que atenda a restri¢ao
(3.69). Uma escolha possivel é aproximar Q;[n] da borda de factibilidade de (3.69). Entretanto, observando a
desigualdade (3.71), uma opgdo menos restritiva é realizar esta aproximagio mas com J/ X [n]~1J; no lugar de

J!+ J; — X[n] em (3.69), obtendo

Qiln] = — JX[n] "' + (EiJi + BY:) (EiJ; + FYi) +

+ (Aidi + BY:) X[n 4+ 171 (AiJi + BiY;) + el (3.73)

para todo i # i[n] com & > 0 arbitrariamente pequeno. Desta forma, para Vi = i[n] a matriz @Q;[n] é fornecida
diretamente pela solugdo do Coroldrio 3.3 enquanto que para Vi # i[n] a matriz é obtida de (3.73). Com esta
escolha recuperamos o resultado proposto no Corolario 3 de Deaecto and Geromel [2018] bem como a regra de
comutacao associada.

Existem duas outras situagdes que sao cobertas por este corolario as quais, embora de menor interesse no
contexto do controle de sistemas lineares com comutagao, sdo importantes do ponto de vista tedrico e pratico.
Na primeira situagao, substituindo (J;, Y;) por matrizes constantes (J,Y), obtemos o ganho de realimentaciao de
estado L = Y J~! que é independente da regra de comutacio e, consequentemente, simplifica a implementacio da
lei de controle. No segundo caso, os pares (J;,Y;) sdo substituidos por matrizes variantes no tempo (J[n], Y[n])
que fornecem ganhos de realimentagio de estado L[n] = Y[n]J[n]~! independentes de indices, mas variantes
no tempo. Esta situagdo é importante do ponto de vista tedrico, pois os resultados dos Coroléarios 3.2 e 3.3

tornam-se equivalentes. Na verdade, para este caso em particular, nenhum conservadorismo é introduzido no



CAPITULO 3. CONTROLE VIA REALIMENTACAO ESTATICA DE SAIDA 61

Corolério 3.3. Isto pode ser verificado fazendo J[n] = X[n] em (3.71) que, desta forma, é satisfeita na igualdade.

O proximo exemplo ilustra os procedimentos de projeto tratados nesta secao.

Exemplo 3.3. Considere o sistema (3.1)-(3.3) composto por dois subsistemas instaveis dados por A; = ei"

com h=05e

0 1 0 0 1 0 0,25 0 ~1
A=]0 0 1|, A=]0 0 1|,Bi=|0]|,By=|15|, Hi=Hy=| 1|, (3.74)
70 —2 —30 40 12 —12 0,25 0 —1
50 5 0 20 0 0 0
E;=10 0 0|, Ex=1]0 0 0|, F=110], F=1]0 (3.75)
00 0 0 0 0 0 15

G; =0, 1 € {1, 2}, e as seguintes matrizes de saida medida

1 0 1 1 0 0
N A -

Utilizando o método de Kleinman-Newton Generalizado descrito pelo Algoritmo 1, obtivemos os seguinte ganhos
de realimentagao de saida

Ly =[-0,8898 —3,1743], Ly =[—0,0810 — 0,1793] (3.77)

para cada subsistema isolado associados as normas Hsy ao quadrado dadas por Jog € {1.057,1434; 1.086,5362},
respectivamente. Substituindo Ay, — A; e Fr, — E;, Vi € K, na desigualdade (3.12) e resolvendo as condigoes
do Teorema 3.1 para k = 6, obtivemos Jos = 709,6412. Observe que para este exemplo, o Teorema 3.1 forneceu
um custo garantido 32,87% menor do que a norma Hs ao quadrado do primeiro subsistema.

Considerando os mesmos subsistemas, mas substituindo as matrizes de saida (3.76) por C; = I, Vi € {1;2},
resolvemos o problema (3.65) sujeito a (3.66), obtendo os seguintes ganhos de realimentagio de estado

Ly =[—6,2882 —4,0954 — 0,1301] Ly = [—0,2290 — 0,1809 — 0,0128] (3.78)

que coincidem com aqueles obtidos via método Kleinman-Newton Generalizado. Estes ganhos estao associados
as normas Hz ao quadrado de cada subsistema Jos € {822,5920; 992,9074}, respectivamente. Substituindo
A, = Ai e E, = E;, Vi € K, em (3.27) e resolvendo as condigdes do Coroldrio 3.2 com x = 2, obtivemos
o seguinte custo garantido Jo, = 700,1932, que representa uma reducgao de 14,88% com relacao ao custo do
subsistema com melhor desempenho. Entretanto, este resultado pode ser melhorado pelo projeto conjunto dos
ganhos e da regra de comutacdo. Para este fim, resolvemos as condi¢oes do Corolario 3.3 e obtivemos um custo
garantido de Jos = 560,9807, isto é, uma reducao de 19,88% com relagdo ao caso anterior que leva em conta o
projeto dos ganhos e da regra de forma independente.

Este exemplo ilustra os procedimentos de projeto propostos e deixa claro a importancia da atuagao
conjunta de ambas as variaveis de controle. De fato, tanto para o caso de realimentacdo de estado como
de saida, o custo garantido fornecido pelas metodologias propostas foi sempre menor do que aquele obtido
considerando cada subsistema isolado. Além disso, o desempenho efetivo resultante da interacao conjunta das
duas varidveis de controle u e o, tanto no projeto em dois estagios como no projeto conjunto €, na verdade,
superior as porcentagens apresentadas, uma vez que o custo verdadeiro é menor ou igual ao garantido.

O préximo exemplo compara o desempenho das trés classes de ganhos de realimentagao de estado que
podem ser obtidas pelas condi¢des do Corolario 3.3, ou seja, L, L; e L[n]. Os resultados obtidos sdo comparados
com os fornecidos pelas desigualdades de Lyapunov-Metzler, que também levam em conta o projeto conjunto

de ambas as varidveis de controle, veja o Teorema 1 de Deaecto et al. [2015] para obter as condigdes de projeto

baseadas nestas desigualdades.
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Corolario 3.3 Lyapunov-Metzler
| K 2 3 | 4 | 6 —
L 79,9998 | 79,9998 | 79,9998 | 79,9998
h=01| L; 2,3974 1,3764 1,4322 1,3764 1,7482
Ln] | 2,3974 1,3083 1,3754 1,2894
L | 423,0699 | 423,0698 | 423,0698 | 423,0698
h=05| L; 1,5646 1,5884 1,5508 1,56239 1,5090
L[n] | 1,5646 1,5383 1,5232 1,5131
Tabela 3.2: Indice de desempenho Ho.
Exemplo 3.4. Considere o sistema (3.1)-(3.3) composto de dois subsistemas instéveis definidos por A; = e“:",
com matrizes
0 1 0 1 0 1 -1 0 1
Al = |:2 _9:| ) AQ = |:_2 8:| ) Bl = |:1:| ) B2 = |:0:| 7H1 = H2 = |: 1:| ) El = E2 = |:0 0:| ) (379)

Fr=[05],F, =[01) e G; =0, Vi € K, sendo A; e A; retiradas de Geromel and Colaneri [2006a]. Neste
exemplo vamos considerar h € {0,1; 0,5}.

A Tabela 3.2 apresenta o custo garantido Hs obtido pelo Corolario 3.3 em fungido de x e das estruturas
de controle L, L; e L[n] considerando os dois valores de h mencionados, bem como o indice de desempenho Ho
obtido pelas desigualdades de Lyapunov-Metzler apresentadas no Teorema 1 de Deaecto et al. [2015]. Analisando
a Tabela 3.2 para L; e L[n|, note que para h = 0,1 o Coroldrio 3.3 fornece resultados melhores do que aquele
fornecido pelas desigualdades de Lyapunov-Metzler, enquanto que para h = 0,5 esta situacdo se inverte. Isto

indica que, como evidenciado no Capitulo 2, os dois métodos nao sdo comparaveis em termos de conservadorismo.

As Figuras 3.3, 3.4 e 3.5 apresentam, respectivamente, as trajetérias do estado, o esforco de controle e a sequéncia
de comutagio para ganhos L;, Vi € K, h =0,1 e k = 3, cuja combinagio 6tima associada é €5(3) = (11 2).

1 : : : : : 0.25
|
o.s‘r‘ . ]
‘ 02t 1
061 : |
\ |1
0411 i 0157“ I 1
1 .
] ||
2N ‘ ‘\\
= of = ot “ H \Hl 1
) ./«/M‘. =
‘ ‘ [
021 Y 1 “ “ [
|
oal | 005F| | | “ﬂ 1 1
: ] /\ ]
o6r | 1 “‘l»““w‘/
e oed 0 ,* f y‘r‘ L‘ /\/\Wﬂm-owmﬂmﬂ—
08l | ] /
/
p ‘ ‘ ‘ w ‘ -0.05
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
n n

Figura 3.3: Trajetérias do estado Figura 3.4: Esforco de controle

Este exemplo finaliza esta sec@o, que trata do projeto de controle Hsy via realimentacao estatica de estado

e de saida.
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1ol oeloe sleoloe) oloeloel beloe! slbolie] slbelde! & be

0 10 20 30 40 50
n

Figura 3.5: Sequéncia de comutagao

3.3 Projeto de controle H

Esta se¢ao é dedicada a generalizacao dos resultados anteriores para tratar o projeto de controle Hso. A
organizacao da subsecdo segue a mesma logica anterior e, muitas vezes, 0s mesmos comentarios sao pertinentes.
Neste sentido, daremos maior destaque as caracteristicas e resultados especificos para o caso H,. Primeiramente,
vamos tratar o projeto da regra de comutagdo como Unica varidvel de controle para, posteriormente, levar em
conta o sistema mais geral que inclui a atuacao da lei de controle u. Sempre que a entrada externa puder ser

medida, uma nova classe de funcoes de comutacao, que dependem também desta entrada, serd considerada.
3.3.1 Sintese da regra de comutacao o

Considere o sistema linear com comutacao a tempo discreto

xz[n + 1] = Ayz[n] + Hyw[n], z[0] =0 (3.80)
z[n] = Esz[n] + Gown) (3.81)
y[n] = Crzn) (3.82)

definido para todon € N e com w € Ls. O indice de desempenho H ., a ser adotado foi apresentado na Defini¢ao
2.4 do capitulo anterior. Antes de fornecer os resultados principais, vamos definir as seguintes fun¢oes matriciais
que serdo uteis nos desenvolvimentos que seguem.

M; (P.p) = (3.83)

Ti(P.p) = ALPA; + B, + (HIPA, + GE,) (o] — HIPH; — GiG) " (H[PA; + GIE)  (3.84)

para todo i € Ke 0 < P € R"*"=_ Considerando as defini¢bes de (3.83) e (3.84), o préximo teorema fornece

condicoes para o projeto de uma regra de comutacdo dependente da saida medida que assegura estabilidade
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exponencial global da origem e um custo garantido H, para o sistema (3.80)-(3.82).

Teorema 3.3. Dado um escalar positivo 1 < k € N, assuma que existam matrizes simétricas P[n] > 0,
Uln], R;[n] e um escalar positivo p, que constituem o conjunto solugio U, satisfazendo o seguinte problema de
otimizacdo

Joo < in inf 3.85
(o) [cnin infp (3.85)
sujeito a

H!Pln + 14 + G/E; HIPln+1)H + GGy —pr| <O 7€ (3.86)

U[TL] + Cg[n] Ri[n] [n]C’i[n] <0, ’L[TL] S Q:p(lf> (3.87)

para todon = 0,--- .k — 1 e com a condigio de contorno Plk] = P[0] > 0. FEntdo, a regra de comutagio
dependente da saida medida

o(y[n]) = argminy[n]'Rifn —ma]y[n] (3.88)

assegura estabilidade exponencial global da origem do sistema (3.80)-(3.82). Além disso, a solugdo do problema
(3.85) é um limitante superior para o indice de desempenho Heo

Prova: Considere que as condigdes (3.86) e (3.87) sdo satisfeitas. Observando de (3.86) que H/P[n +
11H; + GiG; — pI < 0,Vi € K e Vn € [0, k), temos que a seguinte igualdade
/
x[n] x[n] )
sup M; (Pl +1],p) — o[ T; (Pl + 1, p) 2l (3.89)
wets |wfn) wln)
é verificada para todo i € K. Assim, adotando a fungdo de Lyapunov convexa variante no tempo (2.43) com

P[n] = P[n — m,] > 0 para uma trajetéria genérica de (3.80)-(3.82), obtemos

AV = | | ML) | = el Plafeln] = <l sln] + pufrf ]
alnl' (7o (Pln +1], z[n] — z[n]'z[n] + pwln)'wln]
ol (U] + C4 R 1ca)x[n17z[1 2[n] + pwln) wln]
= afn)'UlnJa{n] + min [n] /R, m|C.[n] = 2[n'2[n] + puln] win
< —z[n]'z[n] + pwln] wln] (3.90)

valida para todo n € [0,x). Note que a primeira desigualdade é consequéncia de (3.89), a segunda é garantida
por (3.86) aplicando o Complemento de Schur com relagéo & sua tltima linha e coluna e a igualdade, apresentada
na sequéncia, decorre da regra de comutagao (3.88). Neste cendrio, a terceira desigualdade provém do fato, ja

apresentado em (3.16), que
ex ieK

z[n)'Uln]z[n] + min z[n] C{ R;[n]C;x[n] < z[n]’ (U[n] + Z /\i[n]C’gRi[n]C’i> z[n], An] € A,

= afn]' (Uln] + Cfy R 0] i ) ]

<0 (3.91)
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Em (3.91), a ultima desigualdade é consequéncia direta de (3.87). A continuacio periédica P[n] = P[n —my)],
Ri[n] = Ri[n — my,] e Uln] = Uln — m,,] garante que a desigualdade (3.90) é vdlida para todo n € N. A prova
da estabilidade exponencial segue raciocinio idéntico ao apresentado em (3.17)-(3.18) e decorre do fato que para
w =0, AV < 0 implica em [|z[n]|| < cu”||z[0]|| para ¢* = max,c(o ) | P0]]|[| P[p]*||. Ademais, somando ambos
os lados de (3.90) para n € [0,00), considerando que V(z[0],0) = 0 e que a estabilidade exponencial assegura

que V(z[oc],00) = 0, temos que a desigualdade
112 = pllwl3 <0 (3.92)

e, portanto, p > 0 é um limitante superior para o indice de desempenho H,. [

Neste Teorema 3.3, a matriz R;[n] estd restrita apenas para ¢ = i[n] € K. Sendo assim, para a im-
plementacdo da regra de comutagdo podemos escolher R;[n], i # i[n], arbitrariamente préximo da borda de

factibilidade de (3.86), como serd apresentado no préximo corolario.

Corolario 3.4. Assuma que exista uma solugio {U[n|, P[n|} para o problema de otimizac¢io do Teorema 3.3,
considere as matrizes I'1;, T'a; dadas em (3.21) e defina a sequinte varidvel matricial

Li[n] = Ti (P[n+1], p) = P[n] = U[n] (3.93)

para todo i € K en € [0,k). Entdo, para ¢ > 0 arbitrariamente pequeno, a regra de comutag¢do dependente
da saida medida (3.14) é globalmente exponencialmente estabilizante para as matrizes R;[n] determinadas da
sequinte forma:

e Para i # i[n|, adota-se
-1
para o caso em que dim(N(Ci)) #0 ou

Ri[n] = C ' Li[n]C; 4 el (3.95)
caso contrario.

e Para i = i[n], adota-se a solugio fornecida pelo Teorema 3.3.

Prova: A prova é idéntica aquela apresentada no Coroldrio 3.1 e, portanto, serd omitida. [

A respeito do resultado do Teorema 3.3, é importante ressaltar que se a entrada externa win| estiver
disponivel para medi¢ao é possivel obter uma regra de comutacdo dependente da saida medida e da entrada
externa baseada em condi¢bes menos conservadoras, as quais sao apresentadas no préximo teorema que utiliza
as seguintes matrizes aumentadas

~ Cl 0 ~ Rli[n] Rgi[n]/ ~ U1 [n] U2 [n]' I

C; = , Ri[n] = , Uln] = , P[n] = Pin] ! (3.96)
0 1 Rgi [n] Rgi [n] U2 [n] U3 [n] 0 0

para facilitar a apresentagao.
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Teorema 3.4. Dado um escalar positivo 1 < k € N, assuma que existam matrizes simétricas Pln] > 0, Uy[n],
Usln], Rii[n], Rsi[n], matrizes Us[n], Rz;[n] e um escalar positivo p, que constituem o conjunto solugio W,
satisfazendo o sequinte problema de otimizacao

in inf 3.97
Pt W7 o0
sujeito a ~ ~ o ~
M;(P[n+1],p) — P[n] — U[n] — C/R;[n]C; <0, i € K (3.98)
Uln] + Cj Rijmy 0] Ciny <0, i[n] € €, (3.99)
para todon = 0,--- ;k—1 com a condicao de contorno P[] = P[0] > 0. Entdo, a regra de comutagdo dependente
da saida medida e da entrada externa
yln]]" 5 ¢ [yln]
o(y[n], wn]) = arg min [w[n} R;[n] [w[n]} (3.100)

assequra estabilidade exponencial global da origem do sistema (3.80)-(3.82). Além disso, a solugdo de (3.85) é

um limitante superior para o indice de desempenho H.

Prova: Adotando a fungdo de Lyapunov convexa variante no tempo (2.43) e a regra da comutagao

(3.100), temos

AV = Z[[Z]] (Mo (Pln + 1], p) — Pln)) z[[z]] — 2[n)'2[n] + pwln)'wln]
o] o fam] ,
<UM](m&WU+UW)wM'ﬁM4M+WWwW
:argmiﬂl(l zln] 2! Ri[n]C; #nl + #ln Uln) zln] — z[n)'z[n] + pw[n]'w[n)
8 wn] wn] wn] wn]
< [N (Gl Rl + T) | | = 2la2ln] + pulayl
i i) Ritn) [7]Cipn) n ] z[n]'z[n] + pw[n]'w[n
< —z[n])'z[n] + pw[n]'wn] (3.101)

em que a primeira desigualdade decorre de (3.98), a segunda igualdade é devido & regra de comutagao (3.100)
e a segunda e terceira desigualdades sdo obtidas por raciocinio andlogo ao realizado em (3.91). Logo, seguindo
o mesmo procedimento da prova do Teorema 3.3, concluimos que (3.101) assegura a estabilidade exponencial
global da origem do sistema (3.80)-(3.82) e que a solugdo étima (3.97) é um limitante superior para o indice de

desempenho Hso. O

Para a obtencdo das matrizes R; [n] que sdo importantes para a implementacao da regra de comutagao,

utilizamos a mesma estratégia adotada anteriormente, conforme apresentado no préximo corolério.

Corolério 3.5. As matrizes R;[n] utilizadas na implementagio da regra de comutagio (3.100) sdo baseadas
na solugdo do Teorema 3.4 e sequem as mesmas escolhas apresentadas nos dois itens do Coroldrio 3.4, mas
utilizando a versao aumentada com

Li[n] = M;(P[n + 1], p) — P[n] — U[n] (3.102)
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1

el =Ci(CiC))  Tas = N (Ci).

Prova: A prova é idéntica a do Corolério 3.1 e, portanto, serd omitida. [J

A respeito do Teorema 3.4 algumas observagoes sdo relevantes. A primeira é que ele contém as condigbes
do Teorema 3.3 como caso particular, o que é facilmente verificado impondo Rg;[n] = 0, Rs;[n] = 0, Uz[n] =0
e Us[n] = 0 em (3.98) para todo ¢ € Ken € [0,k). Além disso, note que uma condi¢do necessiria para a

factibilidade de (3.98) é que a desigualdade
H!P[n + 1)H; + G'G; — pI — Us[n] — Riz[n] < 0 (3.103)

presente no seu bloco matricial (2,2) seja verificada para todo i € K e n € [0,x). Entretanto, as matrizes Us[n] e
R3i[n] sdo indefinidas em sinal e, portanto, ndo é exigido que a condi¢do H/Pn+1)1H; + G\G; — pI <0, Vi € K,
presente em (3.86), seja verificada. Isto indica que o Teorema 3.4 pode ser uma excelente escolha de projeto
sempre que a entrada externa estiver disponivel.

O préximo exemplo compara as condicdes dos Teoremas 3.3 e 3.4 com as propostas em Deaecto et al.
[2011]. Esta tltima referéncia trata do projeto de controle via realimentacio dindmica de saida, o que implica
na necessidade do projeto de uma estrutura adicional de filtro para fornecer informagoes relevantes para a
implementacao da regra de comutacao. Além disso, as condigdes fornecidas em Deaecto et al. [2011] sdo descritas
em termos das desigualdades de Lyapunov-Metzler, o que limita a sua aplicagdo aos sistemas compostos por no

maximo trés subsistemas.

Exemplo 3.5. Neste exemplo, considere o sistema (3.80)-(3.82) composto de dois subsistemas instéveis definidos
pelas matrizes

1 —05 0 05 0 -2 Lo o
A= 1-05 -1 05|, As=|-3 05 -1 |,C=0Cy= [1 . 0] (3.104)
0 0 -05 0 0 -1.25

E,=[020],E2=[101),G;,=0e H =[-11 —1}), Hy = —H;, Vi € {1,2}. A entrada externa é dada por

n
0,5 cos , n€l0,125
(100) [ ) (3.105)

0, n e (125,500

wln] =

Resolvendo as condigoes dos Teoremas 3.3 e 3.4 para o projeto de o(y) e o(y,w), respectivamente, com quatro
diferentes valores de k € {2,5,6,7}, obtivemos os custos apresentados na Tabela 3.3. Nesta tabela, p apresenta
o custo garantido Heo. Além disso, Jo, representa Joo = ||z||3/||w||3 com w dada em (3.105) e considerando a
regra de comutacgao calculada através dos Corolérios 3.4 e 3.5 para o(y) e o(y, w), respectivamente. Note que
Js nao possui relacio com o indice de desempenho J,, definido em (2.64). De fato, enquanto Jso é calculado
para a entrada (3.105), o indice J, é determinado para a entrada externa de pior caso. Entretanto, Jso 6
uma boa medida de comparacdo entre as regras, ji que encontrar a entrada externa de pior caso é uma tarefa
praticamente impossivel de desenvolver. Analisando esta tabela, verificamos que, para este exemplo, apenas
quando k = 7 o custo garantido fornecido pelas condi¢des de projeto de o(y, w) é inferior ao obtido pelo projeto
de o(y). Entretanto, analisando J,, o desempenho de o(y, w) foi melhor para x € {6, 7}.

Para fins de comparagdo com outras técnicas da literatura, implementamos as condig¢oes do Teorema 3
de Deaecto et al. [2011], com W; = 0, Vi € K, de forma a levar em conta o projeto da regra de comutagio
como tUnica varidvel de controle do sistema. A solugao proposta por Deaecto et al. [2011] forneceu como custo

garantido de /p = 70,5733 e v Joo = 60,8341, o que coloca em evidéncia o fato de que as condi¢bes dos
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a(y) oy, w)
2 | 5 | 6 [ 1 2 | 5 | 6 [ 1T
70,5733 | 53,4630 | 70,5733 | 61,7690 | 70,5733 | 53,4630 | 70,5733 | 58,1659
63,0801 | 26,7809 | 63,0801 | 16,1465 | 63,9326 | 28,5349 | 62,9841 | 14,6475

ol

Tabela 3.3: Custos garantido e verdadeiro H .

Teoremas 3.3 e 3.4 ndo sao mais conservadoras do que as existentes na literatura.

Note que os Teoremas 3.3 e 3.4 contém o projeto da regra de comutagao dependente do estado como caso
particular. Para obter as condigoes de projeto associadas, basta fazer em ambos os casos C; =1 e Uln] =0. O

problema de otimizagao relacionado ao Teorema 3.3 fica

in inf 3.106
i 100
sujeito a
<0,i€K (3.107)
H!P[n + 1]A; + GLE; H!P[n +1|H,; + G.G; — pI
Rinyn] <0, i[n] € (k) (3.108)
para todon =0,---,k—1e P[k] = P[0] > 0. Aplicando o Corolario 3.4 temos que as matrizes R;[n]| sdo dadas

pela solucao de (3.106) para i = i[n] e tornam-se R;[n] = T;(P[n + 1], p) — P[n] + €I para todo i # i[n]. A regra
de comutacao neste caso fica
o(x[n]) = arg min z[n] Ti(P[n + 1 — my), p)z[n] (3.109)
1€
E imediato verificar que as condiges (3.107)-(3.108) junto com a regra (3.109) sdo equivalentes Aquelas propostas
no Teorema 2 de Daiha et al. [2017]. Da mesma forma, o problema de otimizagdo associado ao Teorema 3.4 é

idéntico ao anterior, mas com
Mqgn)(P[n+1],p) — Pln] — Ri[n] <0, i € K (3.110)

Ri[n] [n] <0 (3.111)

no lugar de (3.107) e (3.108), respectivamente. Agora, utilizando o Corolario 3.5, a regra de comutagao se reduz

a regra dependente do estado e da entrada externa dada por

o(z[n], w[n]) = argmin zln] M;(Pln+1—my,)) ylnl

) (3.112)
€K ap[n] wn)

que junto com o problema de otimizagdo (3.106) sujeito a (3.110)-(3.111) torna-se o resultado do Corolario 2 de
Daiha et al. [2017]. Mesmo sendo equivalentes, a vantagem das condigoes (3.107)-(3.108) e (3.110)-(3.111) em
relacio as propostas em Daiha et al. [2017] é a presenca da matriz R;[n] e R;[n], respectivamente, que permite a
imposicao de estruturas e, portanto, tratar problemas de projeto mais gerais, como os envolvendo realimentacao

estitica e dindmica de saida.
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o(x) oz, w) LM
| K 2 [ 3 [ 4 | 10 10 -
Ex. 2 de Geromel and Colaneri [2006a] | 114,8090 0 50,2525 | 49,5000 | 49,5000 | 88,3467
Ex. 28 de Fiacchini et al. [2016] 00 00 32,9091 | 32,3300 | 32,3300 00
Ex. Ta de Fiacchini and Jungers [2014] | 10,6654 | 18,7018 | 9,3033 | 10,6654 | 10,6654 | 10,0315
Ex. 7b de Fiacchini and Jungers [2014] 8,0935 17,4734 | 8,0935 8,0935 8,0935 | 7,3911

Tabela 3.4: Indice de desempenho Hao (\/ﬁ)

O préximo exemplo compara as condi¢oes propostas nesta tese para o projeto das regras de comutagao

o(z) e o(x,w) com as desigualdades de Lyapunov-Metzler disponiveis no Teorema 2 de Deaecto et al. [2015].

Exemplo 3.6. Neste exemplo, vamos considerar quatro sistemas diferentes com realizacdo em espago de estado
dada por (3.80)-(3.82). O primeiro é definido pelas matrizes dindmicas A; = e, i € {1,2} com h = 0,1 e

A = B _g] A= {_g é] (3.113)

retiradas do Exemplo 2 de Geromel and Colaneri [2006a], e H; = [0 1)/, F; = [0 1] e G; = 0,4 € {1,2}. O
segundo é definido pelas matrizes dinamicas

z) sen(%)] A — [0,6 -2 ] (3.114)
s s ) 2 — .
z z 0 -12

retiradas do Exemplo 28 de Fiacchini et al. [2016] e H; = [0 1], E; = [0 1] e G; =0, i € {1,2}. O terceiro e
quarto utilizam as mesmas matrizes dindmicas dadas por

12 0 0 07 0 0
Aj=|-1 08 0|, A,=|0 —06 -21, (3.115)
0 0 05 0 0 —1.2

obtidas do Exemplo 7 de Fiacchini and Jungers [2014], mas apresentam matrizes de entrada distintas definidas
por Hy =[10 1), H, = [0 1 0], que identificam o Exemplo 7a, e H; = [0 1 0], Hy = [1 0 1]’, que identificam
o Exemplo 7b. As matrizes de saida em ambos os casos s@o iguaisa F1 =[010], E; =[101] e G; = G2 = 0.
Resolvendo o problema (3.106) sujeito a (3.107)-(3.108) para o projeto de o(z) e (3.110)-(3.111) para o projeto
de o(z,w), bem como as desigualdades de Lyapunov-Metzler propostas no Teorema 2 de Deaecto et al. [2015]
obtivemos os custos garantidos H, apresentados na Tabela 3.4. Analisando esta tabela é interessante observar
que o custo garantido é sempre decrescente com relagao a valores multiplos de k. Fora esta propriedade nao é
possivel identificar nenhuma outra associada a k, o que indica que k nao precisa ser grande para fornecer um
bom desempenho para o sistema. Além disso, note que para o Exemplo 7b de Fiacchini and Jungers [2014] o
melhor desempenho é obtido pelas desigualdades de Lyapunov-Metzler (LM) propostas em Deaecto et al. [2015].
Por outro lado, utilizando os mesmos subsistemas, mudando apenas as matrizes de entrada, como apresentado
no Exemplo 7a a conclusao ¢é diferente, ou seja, as desigualdades de Lyapunov-Metzler sdo as que fornecem o pior
desempenho. Pelo Exemplo 28 de Fiacchini et al. [2016] podemos notar que as condigbes propostas nesta tese
sdo capazes de fornecer solucdo quando as desigualdades de Lyapunov-Metzler sdo infactiveis. Estas observacoes
ilustram o fato de que as condi¢bes aqui propostas, baseadas na fungao de Lyapunov convexa variante no tempo,
nao sao comparaveis em termos de conservadorismo com as desigualdades classicas de Lyapunov-Metzler.
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3.3.2 Sintese da lei de controle u

Considere o sistema linear com (3.1)-(3.2) evoluindo de condigdes iniciais nulas z[0] = 0 e com w € Ls.

Conectando a entrada de controle (3.4) neste sistema obtemos

z[n+ 1] = Arsx[n] + Hywln], z[0] =0 (3.116)
z[n] = Ersx[n] + Gow(n] (3.117)
y[n] = Cozln] (3.118)

com as matrizes em malha fechada Ay, = A; + B;L;C; e Er, = E; + F;L;C; j4 apresentadas em (3.41). Nosso
objetivo é determinar os ganhos de realimentacgao de saida {L1, -+, Ly} que compoem a lei de controle u e a
regra de comutagao o(y) de forma a assegurar estabilidade exponencial global da origem e um custo garantido
Ho de desempenho. Assim como no caso Hs, vamos apresentar dois procedimentos de projeto. O primeiro
deles é realizado em dois estagios e o segundo, aplicado somente no caso em que o estado esta disponivel para

realimentagéo, leva em conta o projeto conjunto de o(x) e u = Lyx.
3.3.2.1 Projeto em dois estagios

O projeto em dois estagios consiste em determinar os ganhos 6timos H., de cada subsistema isolado e,
posteriormente, projetar a regra de comutacao utilizando os resultados apresentados na subsecao anterior. Para
o primeiro estdgio, vamos supor que G; = 0, F/E; = 0 e F/F; > 0 para todo i € K e eliminar a dependéncia de

indice das matrizes. Nosso objetivo é, portanto, resolver o problema de controle étimo
inf [|EL(z] —AL) 'H|? 3.119
A0f, 1B (2] = AL)™ Hl5 (3.119)

com L € %, definido em (3.43). Para isto, vamos generalizar o algoritmo de Kleinman-Newton Generalizado
proposto em Geromel and Deaecto [2017] para tratar o caso Heo. A metodologia é similar & adotada no caso Ha,
ou seja, primeiramente, vamos obter matrizes aumentadas que permitam resolver (3.119) através de condicoes
Hoo com a mesma estrutura daquelas usadas para tratar sistemas a tempo continuo e, posteriormente, generalizar
o algoritmo de Kleinman-Netwton para tratar este caso especifico. As matrizes aumentadas Ax = A+ BK e
Ex = F + FK continuam as mesmas adotadas no caso s e definidas em (3.45) com K pertencente a %, que
foi definido em (3.46). Além disso, utilizaremos matrizes estruturadas pertencentes ao conjunto 2 definido em

(3.47). O préximo lema apresenta as condigoes equivalentes.
Lema 3.2. Assuma que % ¢é um subconjunto de J¢,. Entao, o problema (3.119) é equivalente a

inf 12
we b P (3.120)

sujeito a
A N A
AQ+QAx + Bl | (3.121)
HQ —pl
Prova: Considerando que £ C J#,, qualquer ganho K factivel pode ser escrito como K = [L 0] para

algum L € .%,, sendo .%, definido em (3.43). Usando as defini¢des matriciais de (3.45) e Q € Q, obtemos QAx
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dado em (3.50), E = [E+ FL 0] e H'Q = [0 H'P]. Com estas relacdes o problema (3.120)-(3.121) pode ser
reescrito como
Leégfpwp (3.122)
sujeito a
—-P+(E+FL)(E+ FL) . °
P(A+ BL) —-P e | <0 (3.123)
0 H'P —pl
Note que trocando a segunda e terceira linhas e colunas de (3.123) e aplicando o Complemento de Schur na

desigualdade resultante, obtemos

(A+ BLYP(A+ BL)- P+ (E+ FL)(E+FL) .

<0 (3.124)
H'P(A+ BL) H'PH — pI

O problema de otimizagao (3.122) sujeito a (3.124) descreve exatamente o problema de controle 6timo (3.119)

provando, assim, o lema proposto. [

Assim como no caso Hs, note que as matrizes (AK,EK) dependem linearmente da varidvel K € 7.
Além disso, observe que a condigdo (3.121) é ndo-convexa, mas pode ser resolvida através de um algoritmo
obtido a partir da generalizagdo do método de Kleinman-Newton proposto na referéncia Kleinman [1968]. Para

a obtencdo deste algoritmo consideramos (3.121) reescrita da seguinte forma

AQ+QA+EE+p 'QHA'Q— QB(F'EF) ' B'Q+ Rig <0 (3.125)
com Rgq dado em (3.54). Utilizando as matrizes Ag e Eg definidas em (3.55), o préximo teorema garante
a convergéncia monotonica para uma solugdo estaciondria, que é uma propriedade importante do algoritmo de
Kleinman-Newton original.

Teorema 3.5. Assuma que o par (Ko € X, Qo € 2) é uma solugdo factivel para o problema (3.120)-(3.121)
com custo p(Ky). Seja (K € #, S € 2) a solugio dtima para o sequinte problema de otimizag¢do convexa

inf 3.126
Keﬂlilg,Ser ( )
sujeito a
A/QOS + SAAQO + E/QUEQO d d
s —pI . <0 (3.127)
K+ (F'F)"'B'S 0 —(F'EF)!
A solugao Q € 2 de (3.120)-(3.121) com K € £ fizo produz o custo p(K) < p(Kp)

Prova: A prova segue raciocinio idéntico ao apresentado na prova do Teorema 3.2 e, portanto, serd

omitida. O

Baseado neste resultado teérico, o Algoritmo 2 apresenta o método de Kleinman-Newton Generalizado
para o caso He,. A metodologia para a obtenc¢do de uma solugédo inicial factivel pode ser a mesma adotada para

o0 caso Ha e se baseia no algoritmo proposto em Geromel and Deaecto [2018].
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Algoritmo 2: Método de Kleinman-Newton Generalizado para o custo Heo-

Entrada: Ky € 2 e £ > 0 suficientemente pequeno

Saida: K* € # e o custo 6timo p(K™*)

inicio

2 p+0;

Resolva o problema (3.120)-(3.121) para K = Ky € J# . Determine Qg € 2 e o custo inicial
p(Ko)

enquanto p(K,)/p(K,-1) <1 —¢ faca

Resolva o seguinte problema de otimizacao convexa

=

inf
Ke.)lgl,Ser
AQ,S+8Aq, + By Eq, e .
H'S —pI . <0
K+ (F'F)~'B'S 0 —(F'F)7!

6 p<p+1
Resolva o problema (3.120)-(3.121) para K € % solugdo do problema anterior e obtenha
Q € 2. Defina (K, Qp) = (K, Q) e determine o valor do custo atual p(XKp)

8 fim

9 fim

O Teorema 3.5 garante que a sequéncia gerada pelo Algoritmo 2 satisfaz p(Kp) > p(Kp+1) e, portanto,
ela converge para uma solugao estaciondria local de forma monotonica e decrescente.

Neste momento, apés determinar, através do Algoritmo 2, os ganhos étimos obtidos como solugao do
problema de otimizacdo (3.119), podemos aplicar o resultado do Teorema 3.3 ou do Teorema 3.4 para obter
a regra de comutagdo o(y) ou o(y,w), respectivamente, fazendo Ay, — A; e Er, — E;. Posteriormente,
utilizamos o resultado do Corolario 3.4 ou 3.5 para a obtencio das matrizes R;[n] ou R;[n] que sio importantes
na implementacao destas regras. O préximo exemplo ilustra este procedimento.

A;h

Exemplo 3.7. Considere dois subsistemas instaveis cujas matrizes dindmicas sao definidas por A; = e”**", com
h=0,05¢e
0 1 0 0 1 0 1 5
.Al = 0 0 1 5 AQ = 0 0 1 5 Bl = 1 5 BQ = 0 (3128)
12 —22 —-19 70 -2 =30 1 2
As matrizes de entrada externa sdo dadas por
3,5 2,0
Hy=| —-045|, Ho=|[-12 (3.129)
3,5 15
e as de saida sao definidas por
-0, 5 0 5 0 5 0 0
FE = 0 0 O|,E,=1(0 0 O|,F,=1|15|,F,= 1|15 ’Cl:E (1) H,ng[(l) (1) (1)] (3.130)
0 0 O 0 0 0 0 10

Utilizando o Algoritmo 2 partindo da solugao factivel

Lio = [0,4755 —0,6061], Lgo = [~0,2784 —0,0224] (3.131)
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obtivemos os seguintes ganhos de realimentacao de saida
Ly = [0,5265 70,6682} , L= [70,2100 70,0191} (3.132)

associados aos custos 6timos /p1 = 138,9700 e /p2 = 188,4760. Substituindo Az, e Eyr,, definidas em (3.41),
nas condi¢oes do Teorema 3.3 e utilizando k = 2, obtivemos a sequéncia 6tima €5(2) = (1 2) e um custo
garantido de /p = 87,5376 que é 37% menor do que ,/p;. Este exemplo ilustra a validade e eficicia da técnica
de controle proposta.

Quando o estado esté disponivel para realimentacio, podemos utilizar o Algoritmo 2 com C; = I, Vi € K

ou, simplesmente, resolver o seguinte problema de otimizacao convexa

S>IOI}£>O p (3.133)
sujeito a
S o o o
0 pl o e
>0 (3.134)

AS+BY H S o
ES+FY 0 0 I

que é um resultado cldssico na literatura e fornece o ganho L = Y'S~! como solucdo étima do problema. Por
se tratar de um caso mais simples podemos realizar o projeto das duas varidaveis de controle de forma conjunta

como serd tratado a seguir.
3.3.2.2 Projeto conjunto

Nesta subsecdo, nosso objetivo é generalizar os Teoremas 3.3 e 3.4 com U[n] = 0 e U[n] = 0, respectiva-
mente, para tratar o sistema em malha fechada (3.116)-(3.118) com C; = I, Vi € K. Como foi discutido logo
ap6s o Exemplo 3.5, estas escolhas de U[n] e U[n] particularizam os Teoremas 3.3 e 3.4 para tratar o projeto
de controle via realimentacgéo de estado. A ideia é determinar conjuntamente os ganhos de realimentagdo de
estado {Ly,---,Ly} e as matrizes R;[n] ou R;[n] necessarias para a implementacdo das regras de comutacio

o(z) ou o(z,w), respectivamente. O préximo coroldrio apresenta a generalizagdo do Teorema 3.3.

Corolario 3.6. Dado um escalar positivo 1 < k € N, assuma que existam matrizes simétricas X[n] > 0, Q;[n],
matrizes Ji, Y; e um escalar positivo p, que constituem o conjunto solugdo W, satisfazendo o seguinte problema
de otimizagdo

Joo(0) < min inf 3.135
(o) ,chin infp (3.135)
sujeito a
Ji+J = X[n]+Qi[n] e o o
0 pl . ° )
AiJi + BiY; H;, X[n+1] e >0, ieK (3.136)
EiJ; + EY; G 0 I
Qi) <0, i[n] € &y(r) (3.137)
para todo n = 0,--- ,k — 1 e com a condigio de contorno X[k] = X[0] > 0. Entdo, a lei de controle (3.4)

com os ganhos de realimentacdo de estado, dados por L; = YiJi_l, e a regra de comutagio (3.88), com R;[n] =
J{_lQi[n] Ji_l, assequram a estabilidade exponencial da origem do sistema (3.1)-(3.3) sempre que C; = I, Vi € K.
Além disso, a solugdo de (3.67) é um limitante superior para o indice de desempenho Hoo.
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Prova: Considere que a desigualdade (3.136) é satisfeita. Multiplicando-a a direita por diag(Jfl, I,1,1)
e & esquerda pela sua transposta e utilizando o fato que L; = Y;J; ! e R;[n] = J;~'Qi[n]J; !, é simples mostrar

que (3.136) garante a validade de

Xn]7'+ Ri[n] e o o
0 pl ° ° )
>0,iekK (3.138)
A; + B;L; H; X[TL + 1] .
E; + F;L; G 0 I

pois a desigualdade J/ X [n]=1.J; > J! + J; — X [n] é verificada. Agora, aplicando o Complemento de Schur com
relagdo as duas tltimas linhas e colunas de (3.138), e considerando X [n]~! = P[n], obtemos (3.86) com C; = I,
Uln] =0e AL, — A; e E, — E;. Note que a condigdo de contorno P[0] = P[] ¢ satisfeita e que as matrizes
Q;[n] obtidas como solugdo 6tima deste corolario assegura a validade de (3.87). Assim, as condigbes do Teo-

rema 3.3 para U[n] = 0 sdo satisfeitas para o sistema em malha fechada com C; = I concluindo, assim, a prova. O

Note que para i = i[n] € K a matriz Q;[n], importante para a obtengdo da regra de comutagao (3.88), é
determinada de forma direta pelo Coroldrio 3.6. J4 para i # i[n] € K essa matriz é calculada adequadamente de
forma a satisfazer (3.136). Uma escolha possivel é obtida resolvendo as condi¢des do Corolério 3.6 e substituindo
J! + J; — X[n] > 0 presente no bloco (1,1) de (3.136) por J/X[n]~1J; > 0, a fim de obter uma condigao factivel

menos restritiva. Realizando este procedimento e definindo

Lii[n] = JI X [n)]" T — (BiJ; + EY:) (BiJ; + EY:) — (AdJi + BY:) X[n+ 1)1 (AiJ; + B:Y7) (3.139)

3

Egi[n] = H{X[n + 1]71 (AiJi + BZY;) + G; (ElJl + Flyvl) (3140)
L3zi[n] = pI — GGy — H/ X[n+1]"'H; (3.141)

obtemos
Ql[n] = —Eli[n] + ﬁgi[n]lﬁgi[n]_lﬁgi [n] +el (3.142)

para todo i # i[n] € K com € > 0 arbitrariamente pequeno. A seguir apresentamos a generalizagdo do Teorema
3.4 para tratar o sistema em malha fechada (3.116)-(3.118).

Corolario 3.7. Dado um escalar positivo 1 < k € N, assuma que existam matrizes simétricas X [n] > 0, Q1;[n],
Qsi[n], matrizes Q2;[n], Ji, Y e um escalar positivo p, que constituem o conjunto solugio W, satisfazendo o
sequinte problema de otimizagdo

i inf 3.143
pEI[Ill,IZI\lfN] H\Il/ P ( )
sujeito a
Ji + Ji = X[n] + Qui[n] . . .
Quiln] oLt Qulnl e el
A;J; + BY; H; Xin+1 o 0, e K (3.144)
EiJ; + FY; G; 0 I
Q1in) 1] . .
<0, inj €€ 3.145
Qaimln] Qsigu[7] vl € & (3.145)
para todon =0,--- kK —1 e com a condi¢io de contorno X[k] = X[0] > 0. Entdo, a lei de controle (3.4) com

0s ganhos de realimentacdo de estado, dados por L; = Y;J ', e a regra de comutagio (3.100), com Ry;[n] =
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Jleu[n]J;l, Roi[n] = Qgi[n]l]fl, Rs;[n] = Qsi[n], asseguram a estabilidade exponencial do sistema (3.1)-
(3.3) sempre que C; = I, Vi € K. Além disso, a solugio de (3.67) é um limitante superior para o indice de
desempenho Heo-

Prova: A prova segue os mesmos passos daquela realizada no Corolario 3.6 e sera apresentada aqui em
linhas gerais. Primeiramente, considere que (3.144) é satisfeita e multiplique-a a direita por diag(Ji_l, I,I,1)
e a esquerda pela sua transposta. Utilizando as mudancas de variavel L; = Yz-Jfl, Ryin] = Jleu[n]Jfl,
Rai[n] = Q2:[n]J; !, Rai[n] = Q3:[n] e devido a validade de J/ X [n]'J; > J! 4+ J; — X[n], é simples concluir que

a desigualdade

X[n]=t + Ryin) ° ° .

Rs;n I + Rs3;|n ° °
2iln] pL+ Railn] >0 (3.146)

EiJFFiLi Gi 0 I

é verificada. Logo, aplicando o Complemento de Schur com relacdo as duas tltimas linhas e colunas de (3.146)
obtemos (3.98), com U[n] = 0 e P[n] = X[n]~!, o que satisfaz a condi¢io de contorno P[0] = P[k]. A desi-
gualdade (3.99) é obtida diretamente de (3.145) multiplicada & direita por diag(J; ', I) e & esquerda pela sua
transposta. Assim, as condigdes do corolario asseguram a validade do Teorema 3.4 com U[n] = 0, concluindo

assim a prova. [J

Similar & discussdo realizada anteriormente, as matrizes Q1;[n], Q2:[n] e Qsi[n], importantes para a
determinagdo da regra de comutagdo (3.100), podem ser obtidas adequadamente de forma a satisfazer (3.144).
Neste caso, uma escolha possivel é utilizar a solucdo oferecida pelo Coroldrio 3.7 para i = i[n] e as seguintes
identidades

Q1i[n] = —Lyi[n] + eI, Qain] = La;[n] + eI, e Qs;[n] = —Lsi[n] + el (3.147)

para todo i # i[n] € K com Ly;[n], La;[n] e L3;[n] dadas em (3.139)-(3.141), respectivamente.

Da mesma forma que no caso Hs, observe que os Corolarios 3.6 e 3.7 permitem considerar duas outras
estruturas para a lei de controle (3.4). A primeira é obtida substituindo (J;,Y;) = (J,Y") para todo i € K, fazendo
com que a lei de controle (3.4) torne-se independente da regra de comutagio pois o ganho de realimentacao de
estado L = Y J~! é independente de indice, o que simplifica consideravelmente a implementacio de (3.4). A
segunda é obtida substituindo (J;,Y;) = (J[n], Y[n]) para todo i € K. Para esta estrutura as matrizes de ganho
sdo variantes no tempo L[n] = Y[n]J[n]~! e teoricamente importantes pois os Corolarios 3.6 e 3.7 tornam-se
equivalentes aos Teoremas 3.3 e 3.4, respectivamente. O préximo exemplo ilustra a validade da teoria proposta
e compara as condigoes dos Corolérios 3.6 e 3.7 com as propostas em Deaecto et al. [2015], que sdo descritas

em termos das desigualdades de Lyapunov-Metzler.

Exemplo 3.8. Neste exemplo, considere o sistema (3.1)-(3.2) com C; = I, Vi € K e a lei de controle (3.4).
Vamos considerar dois conjuntos de sistemas, que consistem nos Exemplos 1 e 2 da referéncia Zhang et al. [2009].
O primeiro é composto por dois subsistemas de segunda ordem instaveis dados por

2 0 15 1 N N
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o(x) o(z,w)
[ & I T 2 3 1 4
L 00 00 00 00 00
Ex. 1 de Zhang et al. [2009] | L; %) 3,3483 | 6,3245 | 3,3583 | 2,2205
L[n] %) 3,3483 | 4,0342 | 3,3483 | 2,2205
L | 34142 | 3,4142 | 3,4142 | 3,4142 | 3,4142
Ex. 2 de Zhang et al. [2009] | L; | 3,4142 | 3,3276 | 3,4142 | 3,3276 | 1,8946
L[n] | 3,4142 | 3,3276 | 3,4142 | 3,3276 | 1,8946

Tabela 3.5: Indice de desempenho Hao (\/ﬁ)

com By =[12,E;=[01], Ai=F=[1],H1=[10), Hy=[01] e G, =0, i € {1,2}. O segundo exemplo, é
composto pelos seguintes subsistemas, sendo os trés primeiros instaveis e o quarto estavel.

(05 -1 2 3] 1 -05 -1 2 1 4
0 —-05 2 4 2 B 0 15 -2 0 IE
Al B 0 —1 2,5 2 ’ Bl - 3 ’ A2 - 0 0 0,5 0 ) BQ - 9 (3149)
| 0 0 0 15 4 -2 -1 2 25 1
(15 0 0 0] 05 1 0 0
As = 0 05 1 —0,5]" B3 =D, As= 0 0 05 0| By = By (3.150)
|1 0 0 0,5 | 0 2 -2 05
com By =FE,=[1010], BE3=E;,=[0101], F;=1,Viec{1,2,3,4}, HH=H,=[0010), H3 =[1 11 1],

Hy,=2H3e G; =0,Vi € {1,2,3,4}. A Tabela 3.5 apresenta o custo garantido H, em funcido de k e para as
estruturas de ganhos L, L; e L[n] considerando o projeto de o(z) e o(x, w) propostas nessa subsecao. Resolvendo
as condigoes do Coroldrio 3.7 para o segundo exemplo com x = 4, obtivemos /p = 1,8946 associado a sequéncia
6tima €35, (4) = (3 2 3 2) e os ganhos de realimentagéo de estado dados por

Ly = 0,0443 —0,0772 0,0444 — 0,3374] (3.151)
Ly =[-0,1755 0 —0,1049 0,1451] (3.152)
L3 =[~0,2451 —0,0915 — 0,1551 0,0260] (3.153)
Ly =1[-0,1049 0,0696 — 0,3593 0,0650] (3.154)

As Figuras 3.6, 3.7 e 3.8 apresentam, respectivamente, as trajetérias do estado, o esforgo de controle e sequéncia
de comutagdo para a entrada externa (3.105). Considerando novamente o Exemplo 1 de Zhang et al. [2009],
implementamos também as desigualdades de Lyapunov-Metzler apresentadas no Teorema 2 de Deaecto et al.
[2015] e obtivemos /p = 2,2205 que coincide com o fornecido pela tltima coluna da Tabela 3.5. Nao foi
possivel resolver as condigoes propostas em Deaecto et al. [2015] para o Exemplo 2, visto que seria necessdrio
realizar a busca de 12 pardmetros livres. Este exemplo coloca em evidéncia a flexibilidade e a precisao da
metodologia proposta pelos Corolarios 3.6 e 3.7 para o projeto conjunto de uma regra de comutacgao e ganhos de
realimentagao de estado. Note que tanto a estrutura das matrizes de ganhos como a complexidade da regra de
comutacgao podem ser escolhidas. A dificuldade numérica na solugdo destas condigoes é mensurada em termos
do parametro K > 1, o qual é fornecido pelo projetista. Felizmente, como ja discutido anteriormente, este
pardmetro ndo precisa ser grande para fornecer um desempenho adequado.
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Figura 3.7: Esforgo de controle Figura 3.8: Sequéncia de comutacao

No que se refere aos resultados desta secdo devemos destacar que todas as condigbes que abordam o
projeto de o(y) (ou o(z)) sdo, de fato, mais conservadoras que do que as dedicadas a tratar do projeto de
o(y,w) (ou o(z,w)). Isso ocorre porque, enquanto as primeiras consideram a entrada externa de pior caso, ou

seja, W = Wmaz, as outras assumem que w é conhecida, seja via medida ou estimacao.
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3.4 Consideracoes finais

Neste capitulo, fornecemos condicées suficientes descritas em termos de desigualdades matriciais lineares
para tratar o projeto via realimentacdo estatica de saida de sistemas lineares com comutagao a tempo discreto.
Mais especificamente, consideramos dois casos distintos. No primeiro, a regra de comutacao é a tnica variavel
de controle do sistema e, no segundo, ela atua em conjunto com uma entrada de controle dependente somente
da saida medida. Em ambas as situagbes o objetivo é assegurar estabilidade exponencial da origem e um
custo garantido Ho ou H, de desempenho. Exclusivamente, para o caso H, sempre que a entrada externa
estiver disponivel, propusemos uma fun¢do de comutagao dependente também da entrada externa. Esta regra
é mais geral e muito importante pois fornece resultados menos conservadores. Como ilustrado através de varios
exemplos, as condi¢des de realimentacao de saida propostas neste capitulo sdo menos conservadoras do que as
existentes na literatura e, além disso, possui o grande diferencial de serem simples de resolver devido a sua

descri¢ao em termos de LMIs.
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CAPITULO 4

CONTROLE VIA REALIMENTACAO DINAMICA DE SAIDA

“Assim, fixamos os olhos, ndo naquilo que se vé, mas no que nao se vé, pois o que se vé é
transitorio, mas o que néao se vé é eterno.”

— 2 CORINTIOS 4:18

Este capitulo é dedicado a sintese de controle via realimentagdo dindmica de saida de sistemas lineares
com comutagao a tempo discreto. Mais especificamente, o objetivo é realizar o projeto conjunto de uma regra de
comutagao e um controlador dindmico de ordem completa com a finalidade de assegurar estabilidade exponencial
global da origem e garantir um limitante superior para o indice de desempenho Hs e Ho. Com relacao a
outros métodos disponiveis na literatura, nossa maior contribuicao é fornecer condigdes descritas em termos de
desigualdades matriciais lineares, que sdo mais simples de resolver, porém nao mais conservadoras do que os
métodos propostos em Geromel et al. [2008] e Deaecto et al. [2011] que sdo expressos em termos de desigualdades
de Lyapunov-Metzler. Um ponto fundamental que contribuiu para reduzir o conservadorismo das condicoes de
projeto é a natureza variante no tempo da fungdo de Lyapunov adotada. Basicamente, o resultado principal
deste capitulo foi obtido generalizando as condigoes de estabilidade obtidas do capitulo anterior. Neste caso,
a matriz especial R;[n], Vi € K, utilizada na implementacao da regra de comutagdo, apresenta uma estrutura
particular que é importante para fazer com que a regra seja independente do estado do sistema que, por hipétese,
estd indisponivel. Além disso, a matriz de transformacéo, utilizada para linearizar as condigdes de projeto, foi
escolhida de modo que os pardmetros do controlador, que sdo invariantes no tempo, sejam independentes da
matriz de Lyapunov. Isto resulta em condi¢oes menos conservadoras, pois evita a imposicao de restrigoes sobre
a matriz de Lyapunov. Exemplos académicos sao utilizados para colocar em evidéncia a eficicia da metodologia
proposta e compara-la com outras técnicas disponiveis na literatura. No Capitulo 6 esta técnica é utilizada no

controle de uma suspensao ativa, o que evidencia a sua utilidade em varias aplicagOes praticas de engenharia.

4.1 Formulacao do problema

Considere o seguinte sistema linear com comuta¢do no dominio do tempo discreto

z[n + 1] = Ayz[n] + Byuln] + Hywn) (4.1)
z[n] = E,z[n] + Fyu[n] + Gow[n] (4.2)
y[n] = Crzn] + Dyw(n] (4.3)

em que x € R™ ¢é o estado, u € R™ é a entrada de controle, w € R™ é a entrada de pertubacao, z € R"= e
y € R™ sao as saidas controlada e medida, respectivamente. O sinal o € K representa a regra de comutacao
que seleciona a cada instante de tempo um dos subsistemas dentre os N disponiveis. Como no capitulo anterior,

a depender do critério de desempenho utilizado (veja as Definigdes 2.3 e 2.4) a entrada externa é do tipo
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impulsiva w[n] = é[n + 1]e,, com e, sendo a r-ésima coluna da matriz identidade, para o caso Ha ou qualquer
sinal arbitrario tal que w € Lo para o caso H.,. Em ambas as situagoes, consideramos que o sistema evolui de
condigdes iniciais nulas, z[—1] = 0 ou z[0] = 0, respectivamente.

Nosso objetivo é realizar o projeto conjunto de uma regra de comutagdo dependente da saida medida
o : R"™ — K e um controlador dindmico de ordem completa, de forma a assegurar estabilidade exponencial
global da origem e um custo garantido Ho ou Ho, de desempenho. Consideramos que o controlador dindmico

com comutagao evolui de condigbes inicias nulas e apresenta a seguinte realizagdo em espago de estado

A

2[n+1] = A,2[n] + Boy[n] (4.4)

uln] = C,&[n] + Dyy[n] (4.5)

em que as matrizes do controlador (fll, Ei, C‘i, ﬁz), Vi € K, devem ser determinadas concomitantemente com a
regra de comutacio o(y). Este problema, ji foi tratado nas referéncias Deaecto [2010] e Deaecto et al. [2011],
porém impondo que D; = 0, Vi € K, e com condicbes descritas em termos de desigualdades de Lyapunov-
Metzler, as quais sdo nao-convexas devido ao produto de varidaveis matriciais e, consequentemente, dificeis de
serem resolvidas quando o sistema em questao for constituido por mais de trés subsistemas. Mais detalhes sobre
estas desigualdades estdo disponiveis em Geromel and Colaneri [2006a], Deaecto [2010] e Deaecto et al. [2011].

Definindo o vetor de estado aumentado = [z’ 2]’ e conectando o controlador (4.4)-(4.5) ao sistema

(4.1)-(4.3), obtemos o seguinte sistema em malha fechada

E[n+ 1] = A, &[n] + Hyw[n] (4.6)
z[n] = E,&[n] + Gowln] (4.7)
com as matrizes aumentadas dadas por
~ Al + BllA)ZCZ Bzél ~ Hz + BzﬁzDz
A= ) |, Hi= . ) (4.8)
E; = [Ei + F,D;C; FZCA'J , Gi= [sz)zDz + Gil (4.9)

que dependem das matrizes do controlador (/ii,Bi,éi,ﬁi), Vi € K, a serem determinadas. Note que estas
matrizes sdo invariantes no tempo e, portanto, uma dificuldade a ser enfrentada é obter condi¢oes LMIs que
permitam determiné-las. Neste caso, a matriz de transformacao utilizada no processo de linearizacao das
condigoes de projeto nao pode depender da matriz de Lyapunov que é variante no tempo. Isso evita a imposicao
de estruturas nesta matriz, o que levaria a resultados muito conservadores. Neste sentido, nossa proposta é

adotar a matriz genérica
- X' 7 - Y ?
v 7 v 7
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em que o simbolo “?” indica blocos sem importancia e, associada a ela, a seguinte matriz de transformacao ®

- I'Y
b = (4.11)

0V
em que as matrizes X, Y, U e V sdo todas quadradas e as duas tltimas sdo ndo-singulares, ou seja, det(U) # 0
e det(V) # 0. A matriz de transformagao ) ja foi utilizada na literatura para tratar sistemas lineares incertos
e invariantes no tempo e, como ficara claro em seguida, se encaixa bem no problema em estudo. Para maiores
detalhes a respeito da sua aplicacdo veja a referéncia de Oliveira et al. [2002]. Os resultados apresentados neste
capitulo estdo também disponiveis em Daiha and Deaecto [2019a] e Deaecto and Daiha [Submetido]. A préxima

secao fornece os resultados relacionados ao projeto de controle Hos.

4.2 Projeto de controle

Considere o sistema linear com comutagdo em malha fechada (4.6)-(4.7) evoluindo de condigdes iniciais
nulas Z[—1] = 0 e com entrada externa do tipo impulsiva, ou seja, w[n] = é[n + 1le, para todo n € N_ e com
e, sendo a r-ésima coluna da matriz identidade. Como usual na literatura, este sistema pode ser reescrito de

forma equivalente a

iln+1] = A,3[n], (0] = Hy_1je; (4.12)

z[n] = E,#[n] (4.13)
definido para todo n € N. Adotando a fun¢do de Lyapunov convexa e variante no tempo

V(&[n],n) = Z[n]P[n)z[n] (4.14)

com P[n] = Pln — my] > 0, Vn € N, e assumindo, neste primeiro momento, que & estd disponivel para
realimentagdo, o préximo corolario apresenta uma versao do Teorema 3.1 que foi adaptado para o caso de

realimentacdo de estado e aplicado ao sistema em malha fechada (4.6)-(4.7).

Corolario 4.1. Dado um escalar positivo 1 < k € N e ¢ = o|—1]. Assuma que existam matrizes simétricas
P[n] > 0, R;[n] e um controlador dindmico (4.4)-(4.5) definido pelas matrizes (A;, B;, C;, D;) compondo o
conjunto solucao ¥ e satisfazendo o sequinte problema de otimizacdo

Jo(0) < pel[rll?jr\lm] inf Tr (H,P[0]H, + G,,Gy) (4.15)

sujeito a o ~ ~ o R
AjPln+1]A; — Pln] + E{F; < Ri[n], i € K (4.16)
Ri[n] <0, i[n] € €\(k) (4.17)
para todon = 0,--- ,k — 1 e com a condigio de contorno P[k] = P[0] > 0. Entdo, o controlador (4.4)-(4.5)

junto com a regra de comutagdo
o(z[n]) = arg miﬂg E[n)' Ri[n — m,)Z[n] (4.18)
1€

assequram estabilidade exponencial global da origem do sistema (4.6)-(4.7). Além disso, a solugdo de (4.15) é
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um limitante superior para o indice de desempenho Ha.

Prova: Segue do Teorema 3.1 fazendo C; =1, Vi€ Ke Uln] =0, Yn=0,--- ,x — 1. O

Note que as condigdes (4.16)-(4.17) sdo nao-convexas devido & presenca das matrizes do controlador
(fli, B, C;, jjz) em (A;, Hy, E;, G;), Vi € K. Nosso objetivo é generalizar este resultado para tratar o problema
em consideracao no qual o estado nao estd disponivel para realimentacao. Neste sentido, devemos considerar
duas particularidades que tornam esta tarefa longe de ser trivial.

A primeira é que as matrizes do controlador dindmico (4.6)-(4.7) sdo invariantes no tempo e, consequen-
temente, a mudanga de varigvel utilizada para linearizar (4.16)-(4.17) deve assegurar que estas desigualdades
sejam independentes da matriz de Lyapunov P [n], que é variante no tempo. Neste caso, vamos adotar a matriz
de transformagao (4.11) associada & matriz genérica (4.10). Como ji mencionado, esta matriz evita a imposigao
de estruturas sobre a matriz de Lyapunov, o que levaria a resultados muito conservadores.

O segundo ponto a ser destacado é referente a regra de comutacao que nao pode depender da variavel
de estado do sistema x € R™* que estd indisponivel. Neste caso, a matriz aumentada R, [n] deve possuir a

estrutura particular

- 0 0
Ri[n] = . (4.19)
definida para todon =0,---,k — 1, o que implica na seguinte regra de comutacao
o(z[n]) = o(&[n]) = arg miﬂl(l 2[n) Riln — my)&[n) (4.20)
1€

Observe que esta regra depende apenas da saida medida y € R™v através da varidvel de estado do controlador
Z € R"=. Essa estrutura ja foi utilizada no contexto dos sistemas afins com comutacao, como pode ser verificado
na referéncia Deaecto [2016]. Considerando as particularidades mencionadas, ou seja, adotando a matriz de
transformacdo (4.11) associada a (4.10) e a matriz estruturada (4.19), o préximo teorema fornece condigoes de
projeto Hsy descritas em termos de desigualdades matriciais lineares.

Teorema 4.1. Dado um escalar positivo 1 < k € N e ¢ = o[—1]. Assuma que existam matrizes simétricas W,
J[n], Z[n], Qi[n] e matrizes T[n], M;, L;, N;, K;, X, Y, S de dimensoes compativeis compondo o conjunto
solugio ¥ e satisfazendo o sequinte problema de otimizagdo

Ja(0) < pg{r&r\lfﬂ} ir\;f Tr(W) (4.21)
sujeito a
J[n] o . o
T[n) Zn] + Qi[n] . .
E,+ F,K,C; E;Y+ F;N; 0 0 1
w ° . °
XH,+L,D, X+ X' —J[0] . .
H,+B,K,D, I+58-T0] Y+Y —2z[0] e ~° (4.24)
Gq+ F KD, 0 0 1
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para todo i € K, n = 0,--- ,k — 1, i[n] € €4(k) e g = o[—1], com as condigées de contorno J[k] = J[0],
Zk] = Z[0] e T[k] = T[0]. Entao, existe um controlador dindmico (4.4)-(4.5) e uma regra de comutagio (4.20)
que assequram estabilidade exponencial global da origem do sistema (4.6)-(4.7). Além disso, a solugdo de (4.21)
é um limitante superior para o indice de desempenho Hs.

Prova: Considere que as condigoes do Teorema 4.1 sao satisfeitas. Nosso objetivo é mostrar que elas

asseguram a validade do Corolario 4.1. De fato, note que (4.22)-(4.23) sdo obtidas das desigualdades

@' Ryjy[n]® < 0 (4.25)
@' P[n)® + @' R;[n]® . .
PTVA;P T+~ Pn+1)d o >0 (4.26)
E;® 0 I
w ° °
OT'H, & (T+I'—P))d e >0 (4.27)
G, 0 I

com a matriz genérica ndo-singular I dada em (4.10), a matriz de transformagio ® proposta em (4.11) e levando

em conta as seguintes identidades

S Jn] e O 0 o .
O'Pln]® = , ' R;[n]® = R , B;® = |E, + F,K,C; E;Y + F,N;|, (4.28)
Tn] Zn) 0 V'RnlV
o~ X U o~ XA, + L;C; M;
PT = , VAP = (4.29)
o XH,+L:D;| ... |x s
ST H; = , OO = (4.30)
H; + B;K;D, Y

sendo ®'T" obtido diretamente do fato que I'"'I” = I. Para a obtencao destas identidades foram consideradas

as varidveis matriciais

M; L; U XB;| |A B Vo0 X
= o Ay o] (4.31)
N; K; 0 I G D oy I 0

N

Além disso, denotamos Q;[n] = V'R;[n]V e S = XY + UV. Note que uma condicio necessiria para a factibili-
dade de (4.23) é que a desigualdade

J[n) D
>0 (4.32)
T[n} Z[n] + Qiln]
seja satisfeita para todoi € Ken =1,---,k — 1. Como Q;[[n] < 0, podemos concluir da validade de (4.32)
que ®'P[n]® > 0 e, consequentemente, que P[n] > 0, ¥n = 1,--- ,x — 1. Agora, levando em conta que a
desigualdade
I'Pn)™ T >T" + T — Pln) (4.33)

é assegurada para P[n] > 0, veja a referéncia Oliveira et al. [1999] para detalhes, podemos concluir que se (4.26)
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é vélida, logo, a mesma desigualdade com o bloco @’ (f +I' - Pln + 1]) ® substituido por ®'T'Pln +1]7'T'd é

verificada. Considerando a substituicao mencionada anteriormente e realizando a seguinte multiplicacao

-1 0 0| |®Pn)P+ P Rn]® . ol [ 0 0
0 &' 0 PTVA;D PT'Pln+1]"'T® | | 0 @1 0| >0 (4.34)
0 0 I E;® 0 Il o o I
obtemos
Pln] + R;[n] o o
I A; I’Pn+1]"'T | >0 (4.35)
E; 0 I

Aplicando o Complemento de Schur com relagdo as duas ultimas linhas e colunas de (4.35), obtemos a de-
sigualdade (4.16) do Coroldrio 4.1. De forma similar, considere (4.27) com o seu bloco (2,2) substituido
por ®'I"P[0]~'T'd. Multiplicando a desigualdade resultante & direita por diag(I,®~',I) e & esquerda pelo
seu transposto e aplicando o Complemento de Schur com relacdo as duas ultimas linhas e colunas, obtemos
W > H&P[O]ﬁq + Ggéq. Portanto, (4.21) e (4.24) asseguram a validade do custo garantido Ho apresentado em
(4.15). Além disso, multiplicando & direita de (4.25) por ®~! e & esquerda pela sua transposta, obtemos (4.17).

Finalmente, a fungdo de comutagdo segue da adogio da matriz estruturada (4.19) concluindo assim a prova. O

Como nos resultados apresentados no capitulo anterior, note que o Teorema 4.1 é descrito como a solugao
de N" subproblemas convexos e, portanto, é mais simples de resolver do que as metodologias baseadas em
desigualdades de Lyapunov-Metzler propostas em Deaecto [2010], Geromel et al. [2008] e Deaecto et al. [2011].
Entretanto, note que se o valor de x é muito grande, a quantidade de varidveis matriciais e restri¢coes de cada
subproblema convexo pode tornar a solugao dificil de se obter computacionalmente. Todavia, felizmente, como
foi discutido no Capitulo 3 e ilustrado no Exemplo 3.2, ndo é necessario um valor muito grande de x para se
obter um indice de desempenho satisfatorio. Na verdade, como discutido no capitulo mencionado, os custos
garantidos decrescem ou permanecem constantes sempre que os valores de x sdo multiplos. Caso contrario, nada
pode ser concluido a respeito do comportamento dos custos garantidos.

Uma vez que resolvemos o problema de otimizagdo (4.21), as matrizes do controlador dindmico com

comutacao podem ser, prontamente, obtidas pela seguinte equacao matricial

A; B U-! —U'XB;| |M;— XAY L, y-1 0
. .= (4.36)

valida para todo ¢ € K. Observe que utilizando as matrizes S = XY + UV e Y, fornecidas pela solugao do
Teorema 4.1, podemos determinar U pela escolha arbitraria da matriz ndo-singular V', ou determinar V pela
escolha arbitraria da matriz ndo-singular U. A determinacio dessas varidveis sdo importantes para obter as
matrizes do controlador dadas por (4.36) e para calcular R;[n] = V/~1Q;[n]V !, Vi € K, que é essencial na
implementacao da regra de comutagao (4.20).

No que diz respeito a esta regra de comutacdo, podemos notar, observando a desigualdade (4.22), que
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a varidvel matricial Q;[n] estd restrita apenas para i = i[n] € K. Para i # i[n], as matrizes Q;[n] podem ser
escolhidas de forma arbitrdria, mas satisfazendo (4.23). Vale ressaltar que essa escolha é importante porque ela
interfere diretamente no desempenho efetivo do sistema. Desse modo, nossa proposta é escolher as matrizes
Qi[n], ¥Yi # i[n], o mais préximo possivel da borda de factibilidade de (4.23). Nesse sentido, resolvendo o

Teorema 4.1 e definindo as seguintes varidveis matriciais

e Jn] . s
Q7 [n] = . W= | A+ BiK,C;  AY + BiN; | (4.37)
T[n] Z[n]
E; + FK,C; E;Y + F;N;
X+ X' —Jn+1) o o
O] = | T+S8 —Tn+1] Y+Y' —Zn+1] o (4.38)

0 0 1

Podemos reescrever (4.23) em termos de Q'1[n], Q2! e 0?2[n], como

0 0

> 931’(922[n])_1931 — 0l (4.39)
0 Qiln]

que foi obtida pela aplicagio do Complemento de Schur em (4.23) com relagdo a Q22[n] > 0. Assim, com o lado

direito de (4.23) totalmente definido, podemos particiond-lo como

0o 0 L11[n] °
> (4.40)
0 Qiln] L3n]  L3[n]
Logo, aplicando o Complemento de Schur em (4.40) com relacio ao termo £}'[n] < 0, obtemos
-1
Qiln] = £2n] - L[] (L' ) L2 +e, Vi #iln] € K (4.41)

com ¢ > 0 arbitrariamente pequeno. Sendo assim, a varidvel matricial @;[n] é obtida diretamente da solugéo
do Teorema 4.1 para todo i = i[n] € K. Caso contrério, para i # i[n] € K, a matriz Q;[n] é fornecida por (4.41).
Isto nos permite calcular R;[n] = V/~1Q;[n]V para todo i € K que é importante para a implementacao da regra
de comutagao (4.20).

O proximo exemplo ilustra a eficicia da metodologia proposta no Teorema 4.1 e apresenta uma com-
paracdo com os resultados propostos na referéncia Deaecto [2010], cuja a solugdo é descrita em termos de

desigualdades de Lyapunov-Metzler.

Exemplo 4.1. Considere o sistema com comutacdo (4.1)-(4.3) definido por dois subsistemas instaveis com
matrizes 4; = e h =01,

0 1 0 0 1 0 0 0 —0,5
A=|0 0 1|, A=|0 0 1|,B=10|,B=|1|,H =H, 05|,  (4.42)
70 —2 —30 40 12 —12 1 0 ~1

010 101 0 0
El[o 0 0}’ EQ{O 0 o]’ FlH’ FQLO] (4.43)
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G1 = G5 = 0 e matrizes de saida medida definidas por C; = [100], C2 =[010] e D; = Dy = 1. Neste exemplo,
implementamos duas leis de controle diferentes. A primeira, denominada CL1, é definida como u[n] = C'gf[n]
e importante para fins de comparagao com as desigualdades de Lyapunov-Metzler propostas no Teorema 3.4
da referéncia Deaecto [2010]. A outra lei de controle, mais geral, é denotada por CL2 e definida em (4.5).
Note que, a primeira lei, CL1, é implementada apenas impondo K; = 0, Vi € K, como uma restricao adicional
no Teorema 4.1. Assim, resolvendo o Teorema 4.1 para k = 6, ¢ = 2 e K; = 0, Vi € K, obtivemos o custo
garantido Jos = 417,3494, enquanto que a metodologia proposta pela referéncia Deaecto [2010] forneceu um
custo garantido 24% maior aproximadamente. O custo obtido foi de Jy, = 517,3341 para a matriz de Metzler

I = E) (ﬂ (4.44)

determinada a partir de uma busca unidimensional com precisdo de 0,1 em relagdo aos elementos de II € M.
Através de simulagdo numérica, obtivemos o custo verdadeiro Jo = 53,4288 como resultado da implementacéo
da regra de comutagdo (4.20) e do controlador dindmico (4.36). Para a obtencdo deste controlador, adotamos
V = I que foi utilizado para determinar a matriz U via S = XY +UV. Em contrapartida, utilizando o Teorema
3.4 da referéncia Deaecto [2010], obtivemos J2 = 267,1929 com V =Y. Além disso, resolvendo o Teorema 4.1
para a lei de controle CL2, o desempenho foi significativamente melhorado, visto que o custo garantido resultante
foi de Jas = 321,5866, ou seja, aproximadamente 23% menor do que o custo fornecido pelo mesmo teorema,
porém considerando a lei de controle CL1. Contudo, o custo verdadeiro obtido quando se considera CL2 foi de
Jo = 101,9420.

Como um segundo passo, adicionamos dois subsistemas instaveis ao exemplo, cujas matrizes sdo dadas
abaixo

0 1 0 0 1 0 s 9 9
As=1 0 0 1|, A=]|0 0 1], E:[O 0 0] (4.45)
~12 9 -9 12 21 —4

By =By, By =By, Hy = H3; = Hy, E3=FE, = E, Fy, = F3 = I, G4 = G3 = 0 e matrizes de saida medida
definidas por C3 = C; e Cy = C3, Dy = D3 = D5. Devemos salientar que para uma matriz de Metzler genérica
IT € Mg, as condigoes propostas no Teorema 3.4 de Deaecto [2010] sdo dificeis de serem resolvidas, uma vez
que para N = 4 é exigido a busca unidimensional de 12 pardmetros livres. Assim, considerando a lei de controle
CL2, resolvemos novamente as condi¢oes do Teorema 4.1 para ¢ = 2 e k € {2,3,4,6} e obtivemos os custos
garantidos Jo, e verdadeiros Jo apresentados na Tabela 4.1. E importante destacar que os valores dos custos
garantidos s@o sempre nao-crescentes para valores multiplos de k. Para x = 2, obtivemos a sequéncia 6tima
€%(2) = (1 3) e os controladores

—3.1232% +2.90122 — 0.1429z — 0.001044
Z) =

K 4.46

1(2) = —30.0988.2 + 0.025167 1 7854c _ 07 (4.46)

. —0.15762°% — 12.6522 + 13.952 — 2.832

Kolz) = 4.47
2(2) 23 1 3.21622 — 11.382 + 3.677 (4.47)

R —1.55523 + 0.0645222 + 2.6582 — 1.012

Kalz) = 4.48
3(2) = —370.319622 1 0.0078897 — 0.08841 (4.48)

R —6.6662° + 8.86722 — 2.019z — 0.3008

Ka(z) = 2+ 5,507 z (4.49)

23 —0.631622 — 0.3499z — 0.03372

Para cada 0 = i, Vi € K, temos I@Z(z) é a funcao de transferéncia do i-ésimo controlador com realizagao
(AZ,Ez,OZ,DZ) As Figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 apresentam, respectivamente, as trajetorias dos estados do
sistema e do controlador, o esfor¢o de controle e a sequéncia de comutagdao. Este exemplo ilustra a validade
e a eficicia da metodologia proposta no Teorema 4.1 comparada com a técnica baseada nas desigualdades de
Lyapunov-Metzler.
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K 2 3 4 6
Jos | 191,2882 | 193,5635 | 176,2304 | 168,7051
Jo 8,2320 22,7229 10,7028 6,7115

Tabela 4.1: Desempenho Hy para N = 4 subsistemas
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Figura 4.1: Trajetérias do estado do sistema Figura 4.2: Trajetéria do estado do controlador
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Figura 4.4: Sequéncia de comutacao

Figura 4.3: Esforco de controle

Observe que a partir do Teorema 4.1 é possivel obter condigdes para o projeto de uma regra de comutagao
estabilizante que atua como Unica varidvel de controle do sistema. Entretanto, diferente do problema abordado
no capitulo anterior, consideramos o caso de realimentagdo dindmica de saida. Neste contexto, a regra é
projetada conjuntamente com um filtro dindmico de ordem completa, que tem como fungao Unica e exclusiva

de fornecer informagoes necessarias para a implementagao da regra de comutacdo. Para a obtencao destas
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Teorema 3.1 Teorema 4.1 com N; =0e K; =0
| K 2 | 3 | 4 | 5 2 | 3 | 4 | 5
Ex. 3.1 | 1.365,4623 | 437,7508 | 263,1494 | 218,7408 | 344,5662 | 266,4926 | 264,9069 | 287,8260
Ex. 3.2 | 940,0814 o0 389,2671 | 125,9068 o0 00 %) %)

Tabela 4.2: Custo garantido Hs.

condigoes, basta impor N; =0 e K; = 0, Vi € K, nas desigualdades do Teorema 4.1, o que resulta em C; = 0,
D; =0 e, consequentemente, u[n] = 0, Vn € N. Desse modo, o préximo exemplo considera a solu¢ao do Teorema

4.1 com as restri¢oes adicionais mencionadas.

Exemplo 4.2. Considere o sistema linear com comutagio (4.1)-(4.3) com u[n] = 0, ¥n € N. Neste exemplo,
vamos comparar dois resultados propostos nesta tese para o projeto da regra de comutacao dependente da
saida medida. O primeiro refere-se ao Teorema 3.1 apresentado no Capitulo 3, que é baseado em condicgoes de
projeto via realimentacao estatica de saida. O segundo refere-se ao projeto via realimentacao dindmica de saida
proposto no Teorema 4.1 considerando as restrigoes adicionais N; = 0 e K; = 0, Vi € K, o que nos permite
projetar de forma conjunta a regra de comutacao (4.20) e o filtro dindmico com comutagio (4.4) definido pelas
matrizes

A =U"t (Mi ~L,CY — XAZ-Y)V*1 (4.50)

B, =U"'L; (4.51)
valida para todo ¢ € K. Nesta comparacio utilizamos os sistemas apresentados nos Exemplos 3.1 e 3.2 do
Capitulo 3. A Tabela 4.2 apresenta o custo garantido Hs considerando as duas metodologias mencionadas para
quatro valores diferentes de k € {2,3,4,5}. Observe que para o Exemplo 3.1 as condigdes do Teorema 4.1
forneceram um custo garantido substancialmente menor para x € {2,3}, porém para k£ = 5 essa situagio se
inverte. No que se refere ao Exemplo 3.2, notamos que para nenhum dos valores de x foi possivel encontrar

uma solugdo factivel para o Teorema 4.1. Na verdade, ambos sao problemas distintos e ndo comparaveis, mas
representam abordagens alternativas para o projeto da regra de comutagdao dependente da saida medida.

4.3 Projeto de controle H

Nesta segdo, vamos considerar o sistema em malha fechada (4.6)-(4.7) evoluindo de condigdes iniciais
nulas Z[0] = 0 e com entrada externa w € Lo. Primeiramente, vamos apresentar condigdes de projeto Hoo
para o caso em que o estado Z esta disponivel para realimentacao. Estas condigoes sdo as mesmas obtidas no

Teorema 3.3, mas adaptadas para o caso de realimentacao de estado e estao disponiveis no proximo corolério.

Corolario 4.2. Dado um escalar positivo 1 < k € N e ¢ = o|—1]. Assuma que existam matrizes simétricas
Pln] > 0, R;[n], um escalar positivo p > 0 e um controlador dindmico (4.4)-(4.5) definido pelas matrizes
(A4;,B;,C;, D;) compondo o conjunto solugio U e satisfazendo o sequinte problema de otimizagio

in inf 4.52
oo B )
sujeito a ~ R o ~
AP[?’L—I—l]Al—P[?’L]—f— ; l—Rl[n] . .
[P + 1)4, + G1E, 1P+ 1), + GG, — p1) <0 1EK (4.53)
Rifn[n] <0, i[n] € €,(k) (4.54)
para todon = 0,--- Kk — 1 e com a condi¢io da contorno Plk] = P[0] > 0. Entdo, o controlador (4.4)-(4

5)
)

junto com a regra de comutagio (4.18) assequram estabilidade exponencial global da origem do sistema (4.6)-
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(4.7). Além disso, a solugio de (4.52) é um limitante superior para o indice de desempenho Hoo.

Prova: A prova segue do Teorema 3.3 aplicado ao sistema aumentado (4.6)-(4.7) e fazendo C; = I, Vi € K

eUn]=0,Yn=0,---,k—1. 0

Note que as desigualdades (4.53)-(4.54) sdo ndo-convexas devido & presenga das matrizes do controlador
(Ai, Ei, C'i, ﬁi) nas matrizes aumentadas (Ai, H;, E;, G‘l) do sistema. Nosso objetivo é generalizar estas condigoes
para tratar o caso em que o estado x € R™* nao esta disponivel. Em outras palavras, para esta situagao especifica,
desejamos projetar simultaneamente uma regra de comutagdo e um controlador dindmico de ordem completa
(4.4)-(4.5) de forma a minimizar um limitante superior para o indice de desempenho H, definido em (2.64).

Pelos motivos jé discutidos na segdo anterior, a matriz de transformagéo (4.11) associada & (4.10) serd
utilizada para linearizar as desigualdades (4.53)-(4.54). Esta escolha é importante para fazer com que as
matrizes do controlador (fll, B;, G, jjz) sejam independentes da matriz de Lyapunov P[n] que é variante no
tempo, evitando, assim, a imposi¢ao de estruturas sobre P[n], o que levaria a resultados muito conservadores.
Além disso, utilizaremos a matriz R; [n] com a estrutura (4.19) de forma a fazer com que a regra de comutagio
(4.18) seja independente do estado do sistema x € R como mostrado em (4.20). O préximo teorema apresenta

as condicoes de projeto resultantes.

Teorema 4.2. Dado um escalar positivo 1 < k € N. Assuma que existam matrizes simétricas J[n|, Z[n], Q:[n],
matrizes T'n], M;, L;, N;, X, Y, S de dimensdes compativeis e um escalar positivo p > 0 compondo o conjunto
solugao ¥ e satisfazendo o sequinte problema de otimizacao

in inf 4.55
et WY e
sujeito a

Qi[n] [n] <0 (4.56)

J[n] ) ° ° ° °

T[n] Z[n] + Q;[n] . . ° °

0 0 pl ° ) °
XA + LiC; M, XHi+LiD; X'+ X —Jn+1] . o >0 (457)

E,+ F,K,C; EY 4+ F,N; G;+ F,KD; 0 0 I
para todo i € K, n = 0,--- ,k — 1, i[n] € €,(k) e ¢ = o[—1], com as condi¢ées de contorno J[k] = J[0],

Zk] = Z[0] e T[k] = T[0]. Entao, existe um controlador dindmico (4.4)-(4.5) e uma regra de comutagio (4.20)
que asseguram a estabilidade exponencial global da origem do sistema (4.6)-(4.7). Além disso, a solugdo de
(4.55) é um limitante superior para o indice de desempenho Hoo.

Prova: Observe que as condigoes (4.56)-(4.57) sdo obtidas a partir das seguintes desigualdades

@' Ryjy[n]® < 0 (4.58)
' Pn]® + @' R;[n]® . . °
0 pl ° °

O J U . >0 (4.59)
T AP SiH & (D= Pt 1)) o
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com T e ® dados em (4.10) e (4.11), respectivamente. Esta verificacio pode ser realizada utilizando as igualdades
(4.28)-(4.30), as varidveis matriciais (4.31) e as mudancas de varidveis Q;[n] = V'R;[n]V e S = XY +UV. Além
disso, note que (4.32) é uma condicdo necesséria para a factibilidade de (4.57). Como Q;j[n] < 0 em (4.32),
concluimos que ®P[n]® > 0 e, consequentemente, P[n] > 0, o que nos permite satisfazer a desigualdade (4.33).
Logo, podemos substituir o bloco & (I +T' — P[n +1])® por ®'I"P[n+ 1]7'I'd em (4.59) e assegurar que esta

desigualdade continua véalida. Apods esta substituigao, realizando a seguinte multiplicacao

' 0 0 0| |¥P[nd®+dR;nd . . el [ 0 0 0
I 0 0 0 ol . ol |0 I 0 0
. >0 (4.60)
0 0 &1 oo BT A4 ®T'H; OT'Pln+1]7'T¢ o |0 0 &' 0
0 0o 0 I E;® G, 0 Il |0 0o o0 I
obtemos
Pln] + Ri[n] o d *
0 pl . °
o o o ~ >0 (4.61)
F/Ai F/Hl F’P[n + 1]71F °
E; G, 0 I

Aplicando o Complemento de Schur em (4.61), com relacao as duas ultimas linhas e colunas, obtemos a desi-
gualdade (4.53) do Coroldrio 4.2. Ademais, multiplicando & direita de (4.58) por d~! e & esquerda pela sua

transposta obtemos (4.54), concluindo a prova. O]

Apbs resolver o problema de otimizagdo deste teorema, temos que as matrizes do controlador dindmico
com comutagao (4.4)-(4.5) s@o obtidas de (4.36) em que U pode ser determinado da identidade S = XY + UV
a partir de uma escolha arbitraria da matriz ndo-singular V', ou vice e versa.

Observe que a regra de comutacao é funcao da matriz R; [n], que é obtida a partir da varidvel matricial
Q;[n]. Note que essa tltima estd restrita apenas para o caso em que i = i[n] € K, ou seja, para i # i[n] € K a
matriz pode assumir qualquer valor desde que atenda (4.57). Como temos realizado ao longo desta tese, vamos
impor que @;[n] se aproxime da borda de factibilidade de (4.57) para todo i # i[n] € K. Nesse sentido, definindo

as seguintes variaveis matriciais

0 0
E;+ F,K,C;  EY + FiN;
pl ) . .
XH;+L;D; X' +X—-Jn+1 ° °
Zin)*? = | ] (4.63)

H,+BK;D; I+5 -Th+1 Y +Y—-Zn+1] e
G+ F,K;D; 0 0 I
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Podemos reescrever a desigualdade (4.59), como

0 0 -1
> 5?1’(5?2[n]) 21 _ Z[p)tt (4.64)
o qual foi obtido aplicando o Complemento de Schur com relagio ao termo Z2?[n] > 0. Com o lado direito de
(4.64) completamente determinado, podemos redefini-lo como
0 0 I n] .

> (4.65)
0 Qi[n] 97 ] 97[n]

Além disso, aplicando o Complemento de Schur com relagio a ¥}*[n] < 0, obtemos
-1
Qiln] = 922[n] — 92 (] (91 0] ) P[] + 1, Vi # i[n]K (4.66)

com € > 0 arbitrariamente pequeno. Assim, com a matriz @;[n] obtida diretamente da solugdo do Teorema
4.2 para i = i[n] € K e calculada de (4.66) para todo i # i[n] € K podemos determinar as matrizes R;[n] =
V'=1Q;[n]V presentes na regra de comutagao (4.20).

Note que o Teorema 4.2 é descrito como a solu¢ao de N* subproblemas convexos que podem ser facilmente

resolvidos a partir de técnicas disponiveis na literatura para a solucdo de LMIs. O proximo exemplo ilustra e

compara a eficicia da solugdo proposta pelo Teorema 4.2 com aquela fornecida em Deaecto et al. [2011].

Exemplo 4.3. Considere o sistema linear com comutagio (4.1)-(4.3) composto por quatro subsistemas instaveis
definidos por A; = e com h = 0,1 e matrizes

0 1 0 1 0 1 0 1
A= [2 —9] y Az= [—2 8] A= [—0,3 0,3] A= [4,5 —8,5} (4.67)
B; = 0 s Vi € K, H, = 0 s Hy = H3 = 071 R H, = 0 (468)
1 1 -1 -1
As matrizes da saida controlada sdo

1 0 0,25 0 0] 0
Ei=FE,=FE,=|(0 1|,E3=| 0 025, Fi=F3=F,=|(0|,F,=1]0 (4.69)

0 0 0 0 10 | 0,3

G; =0, Vi € K, e as matrizes da saida medida sdo C; = [1 0] e D; = 0,3, Vi € K. As mesmas leis de controle do
Exemplo 4.1, denominadas CL1 e CL2, sdo consideradas neste exemplo. Mais especificamente, CL1 define a lei
de controle u[n] = C’g:%[n] e pode ser implementada apenas impondo K; = 0, Vi € K, como restri¢do adicional
no Teorema 4.2 ¢ CL2 define a lei de controle mais geral dada por u[n] = C,&[n] + Dyy[n]. Assim, resolvendo
o Teorema 4.2 para x = 4, obtivemos o custo garantido \/pcr1 = 48,7801 para CL1 e \/pcr2 = 24,9853 para
CL2. Considerando que o sistema é composto por N = 4 subsistemas, constatamos que as condigbes baseadas
nas desigualdades de Lyapunov-Metzler sao dificeis de serem resolvidas, pois exigiria a busca unidimensional
de 12 parametros livres. Sendo assim, resolvemos estas desigualdades para um caso mais simples que é obtido
impondo que a matriz de Metzler tenha todos os elementos da diagonal principal iguais, o que resultou no custo
garantido \/pry = 1.207,6328. Adotando a entrada externa wln| = cos(mn/5) para n € [0,50] e w[n] = 0 caso
contrario e V = I em (4.36), implementamos o controlador dindmico com comutacao (4.4)-(4.5) e a regra de
comutagdo (4.20), utilizando os resultados obtidos da solu¢do do Teorema 4.2, para as leis de controle CL1 e
CL2. As Figuras 4.5 e 4.6 apresentam as trajetorias do estado e sequéncia de comutagdo obtidas utilizando
a lei de controle CL1 enquanto que as Figuras 4.7 e 4.8 ilustram as mesmas variaveis obtidas a partir da
implementacao de CL2. Este exemplo coloca em evidéncia a eficicia da metodologia proposta no Teorema
4.2. Além disso, comparado com a solucdo fornecida pela referéncia Deaecto et al. [2011], verificamos que as
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condicoes do Teorema 4.2 sdo mais faceis de serem resolvidas pois sdo descritas em termos de desigualdades

matriciais lineares.

20

x[n]
o(z)

n
n

Fi 4.6: Sequéncia d tacao obtid 1
Figura 4.5: Trajetérias do estado obtidas pela lei sua canenca da comutagao obhda peta
lei de controle CL1
de controle CL1

20
4F = = E|
15 1
3k i
= \ \ —
" \ \ B
| 1 \ | 1 [
| | \ 2t
L\ |\ 1)
10+ 1) ) 1
/
15 F 1
-20 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ :
0 10 20 30 40 50 60 70
n 0 10 20 30 40 50 60 70
n

. ) s . . Figura 4.8: Sequéncia da comutacao obtida pela
Figura 4.7: Trajetérias do estado obtidas pela lei lei de controle CL2

de controle CL2

Assim como apresentado na secdo anterior para o caso Ha, é possivel realizar o projeto da regra de
comutacgado como sendo a Unica varidvel de controle do sistema. Neste caso, ela é projetada em conjunto com
um filtro dindmico de ordem completa, cuja fungdo é fornecer o seu estado para a implementacao da regra de
comutacdo. As condigdes de projeto sdo obtidas do Teorema 4.2 impondo N; = 0 e K; = 0, Vi € K. Assim,
a partir dessas restri¢des adicionais, obtemos o filtro (4.4) definido pelas matrizes (4.50)-(4.51) que junto com

a regra (4.20) asseguram estabilidade exponencial global do sistema (4.6)-(4.7) e um custo garantido Ha.. O

préximo exemplo ilustra este resultado.
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Teorema 3.3 Teorema 4.2 com N; =0e K; =0
| K 2 | 3 | 5 2 | 3 | 5
Ex. 3.1 | 204,6841 | 110,0530 | 80,6637 | 67,0450 | 60,0698 62,6980
Ex. 3.2 | 98,8156 00 144,0910 00 00 00

Tabela 4.3: Custo garantido Heo (1/p)-

Exemplo 4.4. Considere o sistema linear com comutacao (4.1)-(4.3) com u[n] = 0, Vn € N. Neste exemplo
vamos comparar os resultados obtidos do Teorema 3.3 relacionado a realimentacio estdtica de saida com os
fornecidos pelo Teorema 4.2 com N; = 0 e K; = 0 relacionadas a realimentacao dindmica de saida. Utilizando
os sistemas apresentados nos Exemplos 3.1 e 3.2, resolvemos para « € {2, 3,5} as condic¢oes de ambos os teoremas
e obtivemos os custos garantidos apresentados na Tabela 4.3. Analisando esta tabela, verificamos que para o
sistema do Exemplo 3.1 as condig¢oes do Teorema 4.2 forneceram custos garantidos 22,27% & 67,24% menores do
que os fornecidos pela solugdo do Teorema 3.3. Entretanto, para o sistema do Exemplo 3.2 constatamos que as
condicoes do Teorema 4.2 sdo todas infactiveis. Isto ocorre pois os problemas nao sdo comparaveis em termos
de estrutura, mas representam formas alternativas de se projetar a regra de comutacao dependente apenas da
saida medida.

4.4 Consideracgoes finais

Neste capitulo, propusemos uma nova metodologia para tratar o projeto conjunto de uma regra de
comutagao, dependente somente da saida medida, e de um controlador dindmico de ordem completa. Ambas as
estruturas de controle foram projetadas com o objetivo de garantir estabilidade exponencial global da origem e
assegurar um limitante superior para os indices de desempenho Hs ou Ho. As condigoes fornecidas sao baseadas
em uma fun¢do de Lyapunov convexa variante no tempo e descritas em termos de desigualdades matriciais
lineares sendo, portanto, mais simples de serem resolvidas quando comparadas a outro métodos disponiveis
na literatura. Ademais, a matriz de transformacdo adotada para linearizar as condicbes de realimentacdo de
saida foi determinada de modo que as varidveis de otimizacao associadas aos pardmetros do controlador sejam
independentes das matrizes de Lyapunov, o que contribuiu para obtengao de condigoes menos conservadoras.
Exemplos académicos ilustraram a metodologia proposta e foram importantes para colocar em evidéncia a sua

eficicia em comparacdo com outros métodos disponiveis na literatura.
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CAPITULO 5

SISTEMAS AFINS COM COMUTACAO A TEMPO DISCRETO

“Porque Deus tanto amou o mundo que deu o seu Filho Unigénito, para que todo o que nele
crer nao pereca, mas tenha a vida eterna.”

— JOAO 316

Neste capitulo, vamos aplicar os conceitos tedéricos adquiridos nos capitulos anteriores para tratar o
projeto via realimentacao de estado de sistemas afins com comutacao a tempo discreto. Como ja mencionado
no Capitulo 2, para esta classe de sistemas, é impossivel assegurar estabilidade assintética de um ponto de
equilibrio de interesse. Desta forma, a maioria das metodologias disponiveis consideram a estabilidade pratica
deste ponto. Neste tipo de estabilidade as trajetérias sdo guiadas pela regra de comutacdo para um conjunto
de atracdo, tao pequeno quanto possivel, contendo o ponto de equilibrio de interesse. Infelizmente, nesta
abordagem, o comportamento das trajetérias no regime permanente, ou seja, quando elas estao dentro deste
conjunto, nao pode ser controlado. Além disso, ndo é possivel levar em conta indices de desempenho Hs e Hoo
que estao intimamente relacionados a estabilidade assintdtica do sistema. Para resolver estes inconvenientes,
propomos nesta tese uma regra de comutacao dependente do estado capaz de assegurar estabilidade assintética
global de um ciclo limite. Este ciclo limite é determinado de acordo com algum critério de interesse do projetista,
relacionado ao comportamento desejado das trajetorias no regime permanente como, por exemplo, o ajuste do
seu valor médio ou da sua amplitude e frequéncia de oscilacao. Mais especificamente, baseado em uma funcao
de Lyapunov convexa e variante no tempo, uma regra de comutacdo do tipo minimo é determinada com a
finalidade de governar as trajetorias do estado, evoluindo de uma condicdo inicial arbitraria, para o ciclo limite
desejado. Desta forma é possivel controlar o comportamento das trajetérias no regime permanente através
do projeto adequado deste ciclo limite. Além disso, por levar em conta estabilidade assintdtica, os indices
de desempenho Hy e Ho, podem ser considerados de forma a assegurar um desempenho adequado no regime
transitério. Todas as condigoes sao expressas em termos de desigualdades matriciais lineares sendo, portanto,
simples de resolver por meio de ferramentas disponiveis na literatura. Exemplos académicos sao utilizados
para ilustrar a metodologia proposta. No Capitulo 6, esta metodologia é aplicada no controle de um conversor

CC-CC e os resultados obtidos colocam em evidéncia o seu grande interesse na area de eletronica de poténcia.

5.1 Formulacao do problema

Considere o seguinte sistema afim com comutagdo no dominio do tempo discreto

x[n + 1] = Ag[n]x[n] + bg[n] + Hg[n]w[n] (5.1)

z[n] = Eypmyzn] + Gopw(n] (5.2)
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definido para todo n € N_ = NU {-1}, em que = € R" é o estado, w € R™ ¢ a entrada de pertubagao,
z € R™= ¢é a saida controlada e o : N_ — K é a sequéncia de comutagdao que seleciona um dos subsistemas
G; = (A, b, Hi, By, Gy), Vi € K, para ser ativado a cada instante de tempo.

Assuma que o sistema (5.1)-(5.2) com w[n] = 0, ¥n € N_, admite uma solu¢do periédica z.[n| com
periodo x escolhido pelo projetista e que ele evolui de x[—1] = z.[—1]. Lembrando que m, = k|n/k], a
trajetéria x.[n] associada & regra de comutagdo periddica o[n] = c[n —my,], Vn € N_, para alguma sequéncia

c¢=(c[0], - ,c[k — 1]) € K*, deve satisfazer

Te[n + 1] = Acpn_m, ) Te[n] + bejn—m.,) (5.3)
cujo ciclo limite correspondente é dado por

Xe(c) = {xe[n —my]:(5.3), n€ N,} (5.4)

Note que os primeiros x pontos de x.[n] podem ser obtidos de (5.3) para n € [0, k) respeitando a condigao
de contorno z.[0] = z¢[x]. O perfodo fundamental, dado pela sequéncia (z.[0],--- ,z.[x — 1]), é determinado
a partir de uma das N” sequéncias de comutagio periédicas possiveis o[n] = c[n — my], de acordo com algum
critério relacionado ao comportamento desejado das trajetorias do sistema no regime permanente, como ficara
mais claro na proxima secao.

Definindo a varidvel de estado auxiliar {[n] = z[n] — z.[n|, z. € Xe(c), obtemos uma representagio

alternativa do sistema (5.1)-(5.2) dada por

En+ 1] = Asién] + Lo [n] + Hypnyw(n) (5.5)

Ze[n] = Ea[n]g[n] =+ Ga[n]w[n] (56)

evoluindo de {[—1] = 0, com ¢;[n] = A;xe[n] —ze[n+ 1]+ b;, Vi € K, e z.[n] = z[n] — Esxc[n], ¥n € N_. Observe
que para ¢[n] = 0, o ciclo limite z.[n] é atingido pela solugdo do sistema (5.1)-(5.2).

Nosso objetivo é projetar uma regra de comutagao dependente do estado o : R™ — K que garanta
estabilidade assintética global do ciclo limite X.(c). Em outras palavras, desejamos projetar o(z[n]) a fim de
assegurar que a origem £ = 0 do sistema (5.5)-(5.6) seja um ponto de equilibrio globalmente assintoticamente
estavel, garantindo um limitante superior para o indice de desempenho Hs ou Ho. Estes indices sdo os mesmos
dados pelas Definigoes 2.3 e 2.4, mas aplicados ao sistema (5.5)-(5.6) e, portando, com z, no lugar de z. E
importante destacar que eles exigem que o sistema seja assintoticamente estével e, portanto, ndo podem ser
avaliados por técnicas de controle que tratam estabilidade pratica. Neste tipo de estabilidade, as trajetérias
do estado evoluem para um conjunto de atracdo contendo o ponto de equilibrio de interesse. Infelizmente, o
comportamento das trajetorias no interior deste conjunto nao pode ser controlado e, consequentemente, a norma
Lo da saida ||z.||3, presente na definicio de ambos os indices de desempenho, ndo converge. Veja as referéncias
Hetel and Fridman [2013], Hauroigne et al. [2011], Deaecto and Geromel [2017] e Egidio and Deaecto [2019]
como exemplos de técnicas de controle que asseguram estabilidade pratica.

Como em toda a tese, as condi¢gbes de projeto sdo baseadas na seguinte funcdo de Lyapunov convexa e
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variante no tempo
V(€lnl,n) = &[n] P[n]¢[n] (5.7)

com a matriz P[n] = P[n—my] > 0,n € [0,x). A funcio (5.7) certamente fornece condi¢des menos conservadoras
do que aquelas recorrentes na literatura, as quais sao baseadas em fungées de Lyapunov quadratica e invariantes
no tempo e encontram-se disponiveis nas referéncias Sferlazza et al. [2019], Hetel and Fridman [2013] e Deaecto
and Geromel [2017].

Na préxima secao fornecemos uma metodologia para gerar um conjunto de ciclos limites candidatos, cada

um deles, associado a uma sequéncia de comutagio periédica o[n] = ¢[n — my)].

5.2 Geracao do ciclo limite

Nesta secdo, o objetivo é determinar a trajetéria x.[n] associada & sequéncia periddica o[n] = ¢[n —
my], Vn € N_. Para esta finalidade, vamos retomar algumas defini¢es do Capitulo 2 e adaptar outras para
que melhor se enquadrem no contexto do presente capitulo. Assim, para um escalar positivo k € N que define
o perfodo do ciclo limite, temos que €(xk) = K" é o conjunto obtido do produto cartesiano de K por ele mesmo
k vezes. Este conjunto contém N* elementos ¢ € €(k), que correspondem as sequéncias ¢ = (¢[0],-- -, c[rk — 1]).
Associado a cada sequéncia ¢ € €(k) existe um ciclo limite X, (c) definido por (5.4), cujos primeiros x pontos

xc[n], n € [0, k), podem ser obtidos de (5.3) com x.[0] = x.[k] como solugdo da equacao linear

A(c)Z. = —b(c) (5.8)
em que T, = [z[0] ze[1] ze[k — 1)), a matriz
Agg -1 0 0
- 0 Agy -1 - 0
Ale) =1 | C . (5.9)
.y 0 0 - Ay
e blc) = [b/c[O] b’c[l] e b;[n_l]]’. Nesta equagdo a condigdo de contorno z.[0] = z.[x] foi considerada na tltima

linha de A(c) e devido & (5.3) todos os ciclos limites satisfazem a identidade £,[n] = 0.
Observe que a partir das N* diferentes sequéncias de comutagio ¢ € €(k), podemos definir uma familia
de ciclos limites candidatos

X={X.(c) : ce€(r)} (5.10)

A busca por um ciclo limite desejado X} € X pode estar restrita a um subconjunto X C X, contendo trajetérias
do sistema (5.1)-(5.2) que apresentam propriedades de interesse no regime permanente como, por exemplo,
amplitude e frequéncia de oscilacdo adequados. Deste modo, a partir de um ponto de referéncia x,, um possivel

critério é dado por

x, = {Xe €x %i T (efn] — o) < 1} (5.11)
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que contém ciclos limites candidatos, cuja a distdncia média entre I'z.[n] e 'z, para n € [0,k) é menor do
que 1. A matriz I' é fornecida pelo projetista e determina quais componentes do estado ou combinagao destes
componentes devem ser otimizados no regime permanente. Alternativamente, quando o objetivo é limitar a
amplitude de oscilagdo no regime permanente, devemos adotar o seguinte subconjunto

X, = {Xe € %ée{g}r}fmﬁil}ﬂf(xe[n] — Z4) |0 <1} (5.12)
em que, como no caso de (5.11), I' é um pardmetro fornecido pelo projetista. Observe que a escolha do critério
depende exclusivamente do interesse do projetista no que se refere ao comportamento da trajetoria do sistema
(5.1)-(5.2) no regime permanente. A depender do seu interesse podemos adotar os critérios (5.11), (5.12) ou
algum outro a ser definido, levando a diferentes subconjuntos X;. O subconjunto de sequéncias ¢ associado
a X.(c) € X, é definido como €4(k) C €(k). O préximo teorema, que utiliza um importante resultado de
Bittanti and Colaneri [2009], propoe condigoes que asseguram a existéncia de um ciclo limite globalmente

assintoticamente estavel X, (c) € X a ser considerado nos desenvolvimentos que seguem.

Teorema 5.1. Considere o sistema (5.1)-(5.2) com w[n] = 0, Vn € N_, e fornega um escalar positivol < x € N
e uma sequéncia ¢ € €4(k). O ciclo limite Xe(c) € X sob a sequéncia de comutagdo periddica o[n] = c[n — my,]
é globalmente assintoticamente estdvel se, e somente se existirem matrizes simétricas P[n] > 0 satisfazendo as
sequintes desigualdades matriciais lineares

para todon =0,--+ .k — 1, com a condigio de contorno Plk| = P]0].

Prova: Counsidere o sistema (5.1)-(5.2) com w[n] = 0, Vn € N_, escrito alternativamente como (5.5)-(5.6)
e governado pela sequéncia de comutagao periddica o[n] = c[n — m,] € €4(k). Associado a esta sequéncia, o
ciclo limite X, (c) € X, definido em (5.4) assegura que a equacdo linear A(c)Z, = —b(c) é garantida, o que é

equivalente a verificar que a seguinte identidade

Cefn[n] = Acpyze[n] — ze[n 4 1] + ey = 0 (5.14)
é valida para todon = 0,--- ,k — 1 e z.[0] = x.[k]. Desse modo, considerando a identidade (5.14) o sistema
(5.5)-(5.6) torna-se linear, dado por &[n + 1] = A.,€[n]. Logo, utilizando a Proposicao 3.5 de Bittanti and

Colaneri [2009], podemos concluir que a condigao (5.13) é necessdria e suficiente para a estabilidade assintotica
global da origem ¢ = 0 do sistema (5.5)-(5.6) ou, de forma equivalente, do ciclo limite X (c) do sistema (5.1)-

(5.2). O

Para o ciclo limite X que satisfaz as condi¢ées do Teorema 5.1, escolhido dentro do subconjunto Xs,
é possivel determinar uma regra de comutacdo dependente do estado que nao apenas assegura estabilidade
assintdtica global do ciclo limite, mas também otimiza um limitante superior para os indices de desempenho
Ho e Hoo- Todavia, antes de apresentar os resultados relacionados a estes indices, vamos propor condigoes que

asseguram estabilidade assintética e um custo garantido para o sistema (5.1)-(5.2) definido para n € N com
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wln] =0, Vn € N. Para este fim, introduzimos a seguinte varidvel matricial

Cin] = AP[n+1]A; — Pn] . (5.15)
4i[n])' Pln + 1) A; £;[n]) Pln + 1)¢;]n]

que serd util para o resultado apresentado na préxima secao.

5.3 Estabilidade e custo garantido

Considere o sistema afim com comutacdo simplificado, dado pela seguinte realizacao no espaco de estado

En 4+ 1] = Agén] + Lo [n] (5.16)

Ze[n] = Ea[n]g[n] (5.17)

definido para n € N e evoluindo de uma condigdo inicial arbitraria £[0] = z[0] — x[0], com z.[n] € XZ. Neste
primeiro momento, o objetivo é determinar uma fung¢ao de comutagao dependente do estado o(z[n]) que assegura
estabilidade assintética do ciclo limite XX € X, escolhido como sendo aquele que minimiza o limitante superior

da norma L2 ao quadrado ||z.]|3. O préximo teorema apresenta este resultado.

Teorema 5.2. Considere o sistema (5.1)-(5.2) definido para n € N com w[n] = 0, Vn € N, e evoluindo de

uma condicao inicial arbitrdria x[0]. Dado um escalar positivo 1 < k € N e o conjunto do ciclos limites

candidatos X.(c) € X, Ve € €4(k), se existirem matrizes simétricas Pln] > 0 satisfazendo o seguinte problema
de otimizagao

min inf (2[0] — z.[0]) P[0](z[0] — z.[0 5.18

i it (2[0] — [0 PO}l - ) (5.18)

sujeito as desigualdades matriciais lineares

Al Pln+ 1Acpn) — Pln] + Egpy Eecpn) < 0 (5.19)
para todon =0,--- ,k— 1, ¢ € €4(k) e com a condicio de contorno P[k] = P[0], entdo a regra da comutagdo
dependente do estado

!/
otelnl) = angay ) 20— ) |] + ol BBl (5.20)
assequra que o ciclo limite X* = XX(c), solugio de (5.18), é globalmente assintoticamente estdvel e que o
sequinte limitante superior
!/
Izell3 < (2[0] — ze[0])" P[0] ([0] — z[0]) (5.21)

é um custo garantido de desempenho.

Prova: Note que o sistema em considera¢io pode ser reescrito alternativamente como (5.16)-(5.17).

Adotando a regra de comutagdo (5.20), entdo para uma trajetéria arbitraria do sistema (5.16)-(5.17) no intervalo
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n € [0, k), a fungdo de Lyapunov (5.7) fornece
] g i !/ I
AV(f[n], TL) = Ea[n] [TL] + g[n] Ea'[n]EO'[n]g[n] - Ze[n] Ze[n]

= min |:§[1n] Li[n] bl + &[n]) EiE&n] — ze[n] ze[n]

< 5[”]] Lomlr] || 4 €] By Bupln] — zeln) zeln]

Pln+ 1A — Pln] + Eygy, Ec[n]) &[n] — ze[n]'ze[n],

< —2z¢[n) ze[n] (5.22)

em que a segunda igualdade decorre da regra de comutagao (5.20), a primeira desigualdade é consequéncia do
operador minimo e a terceira igualdade é devido ao fato que a sequéncia ¢ € €,(k), associada ao ciclo limite
X.(c) € X4, assegura que a identidade (5.14) é garantida. Finalmente, a dltima desigualdade é verificada devido
a validade de (5.19). Além disso, a partir da continuagao periédica P[n] = P[n—my,], temos que AV (¢[n],n) <
—z¢[n]' ze[n] para todo n € N e, portanto, o ponto de equilibrio £ = 0 é globalmente assintoticamente estavel, o
que implica na mesma ocorréncia para o ciclo limite X*. Ademais, somando ambos os lados de (5.22) a partir

de n = 0 até n = oo, obtemos uma série telescopica, que garante

Y AV(En]n) = =V (£0],0) < = > [lze[n] (5.23)
n=0

neN

constatando que (5.21) é assegurada e concluindo assim a prova. OJ

O Teorema 5.2 apresenta condi¢des para o projeto da regra de comutacdo dependente do estado. Entre-
tanto, note que para o caso particular em que a regra de comutacio é periddica e dada por o[n] = c[n — m,],
temos que a identidade

1213 = (2[0] — 2 [0])" P[0] («[0] — a[0]) (5.24)

é verificada, em que P[0] > 0 é solugdo do conjunto de equacoes
Al Pln + 1] Acpn) — Pln] + Ejjpy Een) = 0 (5.25)

paran =0,---,k—1e P[k] = P[0]. Isso indica que a regra de comutagio dependente do estado (5.20) fornece
um custo verdadeiro menor ou igual aquele proporcionado pela regra de comutacéo periddica. Além disso, des-
tacamos que o Teorema 5.2 é o primeiro resultado que trata do projeto de uma regra de comutagao assegurando
estabilidade assintética global de um ciclo limite desejado para sistemas afins com comutacao a tempo discreto.
Ainda que consideremos os sistemas a tempo continuo, existem poucos resultados na literatura que tratam do
mesmo problema. Podemos destacar a referéncia Benmiloud et al. [2019], que lida com estabilidade assintdtica

local por meio de uma metodologia sistemética baseada no mapa de Poincaré. De forma diferente, as condigoes
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xa[n]

Figura 5.1: Trajetéria do estado z[n] e ciclo limite A7

propostas no Teorema 5.2 sdo expressas em termos de desigualdade matriciais lineares e, consequentemente,
simples de serem resolvidas por algoritmos prontamente disponiveis na literatura. Comparadas as condigoes
que garantem estabilidade pratica, as desigualdades (5.19) sdo menos conservadoras do que os métodos basea-
dos em uma fung¢do de Lyapunov quadrética e invariante no tempo, como os propostos nas referéncias Deaecto
and Santos [2015], Deaecto and Geromel [2017] e ndo s@o compardveis as condigdes descritas em termos das
desigualdades de Lyapunov-Metzler que se encontram disponiveis na referéncia Egidio and Deaecto [2019]. O

préximo exemplo ilustra a metodologia proposta nesta secao.

Exemplo 5.1. Considere o sistema afim com comutagao (5.1)-(5.2) definido para n € N com w[n] = 0, Vn € N,
e composto por dois subsistemas instaveis dados por

h
A; = el bi:/ eAiTdr i, i€ {1,2} (5.26)
0

o af el e

e F1 = E5 = 1. O objetivo é manter a primeira componente da varidvel de estado em torno de um valor médio
préximo de —9 quando a trajetéria do sistema (5.1)-(5.2) atingir o regime permanente. Neste propdsito, para
# = 10, um subconjunto de ciclos limites candidatos foi definido por (5.11) com z, = [-9 ?]’, em que o simbolo
“?” indica um valor sem importancia. Desse modo, escolhendo a matriz I' = [1 0] obtivemos o subconjunto
Xs € X composto por 10 ciclos limites, cujo valor médio da primeira componente do estado estd dentro do
intervalo (—10, —8). Resolvendo as condigoes do Teorema 5.2, encontramos as matrizes P[n| e o ciclo limite A’*
correspondentes & sequéncia étima ¢ = (111111111 2) € € (k), o que possibilitou a implementacao da
regra de comutacdo (5.20). A Figura 5.1 apresenta o ciclo limite X com a trajetéria de estado iniciando em
z[0] = [1 1. As Figuras 5.2 e 5.3 exibem, respectivamente, a trajetéria do estado auxiliar £[n] e a sequéncia
de comutagdo o[n]. Note que as trajetérias x[n] convergem para o ciclo limite escolhido ao passo que, como
esperado, £[n] tende a zero. Além disso, por meio de simulagdo numérica obtivemos ||z||3 = 2.417,5352 com um
limitante superior de 3.945,5776 definido em (5.21). Isso coloca em evidéncia a eficicia da regra de comutacao
proposta.

com h=0,1e
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Figura 5.2: Trajetéria do estado auxiliar £[n] Figura 5.3: Sequéncia de comutagao

No que se refere a este resultado, uma observacao interessante é que o desempenho pode ser melhorado
se o parametro k for escolhido adequadamente. Isto possibilita a otimizacdo do desempenho do sistema tanto
no regime transitério quanto no regime permanente. Felizmente, como verificado no caso dos sistemas lineares,
nao é necessario um valor de x muito grande para obtermos um desempenho adequado. Na verdade, como ja
discutido nos capitulos anteriores, sempre que <~ = 1k, para algum escalar positivo n € N, podemos afirmar que
os custos garantidos ndo crescem com o incremento de 7, pois €, (k) contém todas as sequéncias periddicas
¢, (k) como caso particular. Entretanto, nada podemos concluir sobre os custos para o caso em que k& > Kk, mas

R # nk paran > 2, n € N.

5.4 Projeto de controle H,; e H

Nesta secao, nosso objetivo é generalizar as condigoes do Teorema 5.2 para tratar o projeto de controle
Ho e Hoo do sistema (5.1)-(5.2). Para o caso Ha, considere este sistema na sua forma alternativa dada por
(5.5)-(5.6) com a entrada externa do tipo impulsiva w[n] = é[n + 1]e,. Este sistema pode ser reescrito de forma
equivalente a (5.16)-(5.17) com condicdo inicial {[0] = £,_1)[—1] + Hy[—1je,. O préximo coroldrio apresenta um
limitante superior para o indice de desempenho Hs.

Coroldrio 5.1. Considere o sistema (5.1)-(5.2) definido para todo n € N_ com entrada externa wn] = d[n+1]e,
e condigio inicial x[—1] = z.[—1]. Seja um escalar positivo 1 < k € N, um subconjunto de ciclos limites
candidatos X(c) € X5, Ve € €4(k) e g = o[—1] dados. Se existirem matrizes simétricas P[n] > 0 satisfazendo o
sequinte problema de otimizagdo

ot Tr((Lq+Hq)'P[o](Lq+Hq)+G;Gq) (5.28)
com Lg = [ly[—1] -+ £yg[—1]] € R"*" ¢ {,[—1] = Agxe[—1] — z[0] + by, sujeito ds desigualdades matriciais
lineares (5.19), ¥n € [0,k), ¢ € €5(k) com a condigio de contorno P[k] = PI0], entdo a regra de comutagdo

dependente do estado (5.20) assegura que o ciclo limite X = X.(c), solugdo de (5.28), é globalmente assintoti-
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camente estdvel e garante o sequinte limitante superior para o indice de desempenho Ho
Ja(o) < Tr( (Ly + H,) P[0] (Lq + Hy) + G;Gq) (5.2)

Prova: Considerando o Teorema 5.2, temos que a estabilidade assintética é garantida pela regra da
comutagio (5.20) e que a desigualdade ||z.||3 < £[0])' P[0]€[0] com £[0] = z[0] — x.[0] é assegurada. Assim, da
defini¢ao do indice de desempenho Hs dada em (2.63), temos que

Ny

T2(0) = Y llzerll3 + €1 Gy Gyer

r=1

<3 €10/ PIOJEI0] + .G Gue
- Tr( (Lq + H,) P[0] (Ly + Hy) + G;Gq) (5.30)

em que a desigualdade é devido ao custo garantido do Teorema 5.2 e a udltima igualdade é obtida de £[0] =

(Lq + Hq)er, concluindo assim a prova do coroléario. [J

Observe que para um conjunto de ciclos limites candidatos X, associados a ¢ € €5(x) C €(k), o Corolario
5.1 requer a soluc¢do de um certo ntimero de subproblemas convexos que nao supera N* e corresponde ao nimero
de elementos do subconjunto Xs. Sendo assim, realizando a otimizac¢do com respeito a ¢ € €4(k), obtemos o
ciclo limite étimo X € X, que minimiza o custo garantido Hs enquanto projeta a regra da comutacao o(x[n])
do sistema.

Apresentadas as condigbes que asseguram um custo garantido Hs, vamos nos ater ao projeto de controle
Hoo. Para isto, considere novamente o sistema (5.5)-(5.6), mas agora definido para todo n € N, com entrada
externa w € Lo e £[0] = 0. A seguinte varidvel matricial

A:Pln+1]H; + E.G; 1 |ALPn+1]H; + E|G; /

Miln] = (H{Pln+1]H; + GG; — pI)~ (5.31)
El[n]’P[n—i- 1]Hi Ez[n]’P[n—f— 1]Hi

sera util para a determinacao das condi¢bes de projeto H o, propostas no préximo corolario.

Corolario 5.2. Considere o sistema (5.1)-(5.2) definido para todo n € N, com entrada externa w € Lo e
condigdo inicial x[0] = x.[0]. Seja um escalar positivo 1 < k € N e um subconjunto de ciclos limites candidatos
X.(c) € X5, Ve € €4(k) dados. Se existirem matrizes simétricas Pln] > 0 e um escalar positivo p satisfazendo
o sequinte problema de otimizagdo

min _ inf p (5.32)
Xe(c)EXs Pln],p

sujeito as sequintes desigualdades matriciais lineares

P[?’L] L ° °
0 pl ° °
Pln+1]Acy Pln+1]Hyy, Pln+1] e >0 (5.33)
EC” Gcn 0 I
[] [n]
H!P[n+ 1H; + GiG; — pI <0, i € K (5.34)

para todon =0,--- ,k— 1, ¢ € €4(k) e com a condigio de contorno P[k] = P[0], entdo a regra da comutagdo
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dependente do estado

!/
otelnl) = angp [ (o= o] = M = ) (5] 4 ety Bt (5.35)
assegura que o ciclo limite X* = XX (c), solugio de (5.32), € globalmente assintoticamente estdvel. Além disso,
um limitante superior para o indice de desempenho Hoo € dado por Joo(0) < p*.

Prova: Considere o sistema (5.1)-(5.2) escrito alternativamente como (5.5)-(5.6) com £[0] = 0, e defina

as seguintes variaveis matriciais

Filn] = £;[n]) Pln + 1) A; £;[n]) Pln + 1)¢;]n] . (5.36)
H[/P[n+1]A; + GLE; H!P[n+1)¢;[n] H/P[n+1]H; + GG, — pI

e o vetor de estado aumentado & = [¢/ 1 w']’. Entéo, adotando a funcio de Lyapunov (5.7) no intervalo de

tempo n € [0, k), temos
AV ([n),n) = €[n) Fynlé[n] — ze[n]'z[n] + pwln]'wln]

< ﬂn]] (tli) — Mifal) || + el BLBw€ln] — sl zeln] + pulnl'ula

< min
ek 1
e, 2] - ,
> 1 ( c[n] [n] - Mc[n] [n]) 1 + 5[”] Ec[n]Ec[n]g[n] -z [n] ze[n] + pw[n] ’LU[?’L]

= &[n)' (Al Pln + 1A — Plnl + Elp Eetn) — Nopn) [MWepny 0]~ Ny [0)")€[n] —
— ze[n]'ze[n] + pw[n]'w(n]

< —z¢[n] ze[n] + pwln) wln] (5.39)

Nestes desenvolvimentos, a primeira desigualdade deriva do fato que devido a (5.34), a funcao f;(&, w) = & Fi[n]é
¢ concava com relacdo a entrada de pertubacao w, Vi € K. Portanto, é possivel determinar sup,,¢ ., fo (&, w)
que ocorre para

wln* = =Wy [n] " (N [n)'€[n] + H, Pl + 1)t [n)) (5.40)

Este valor em conjunto com a regra de comutagao (5.35) resultam na expressédo a direita da primeira desigualdade
de (5.39). A segunda desigualdade é consequéncia do operador minimo, ji a segunda igualdade ocorre pois
Lem)[n] = 0, para a sequéncia ¢ € €,(k) associada ao ciclo limite X, (c) € X,. Finalmente, a tltima desigualdade
é assegurada por (5.33). Além disso, a continuagdo periédica Pn] = P[n — my] garante que AV ({[n],n) <
—2ze[n) ze[n] + pw[n] w[n], para todo n € N. Somando ambos os lados desta desigualdade a partir de n = 0 até

n = oo, lembrando que V (£[0],0) = 0 visto que £[0] = 0 e V(£[o0], 00) = 0 devido & estabilidade assintética da
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origem £ = 0, temos que

Izell3 = pllwll3 <0 (5.41)

é valida, o que assegura que p é um limite superior para o indice de desempenho H.,. Concluimos assim a prova

do corolario. O

Os resultados que acabamos de apresentar tratam do controle de sistemas afins com comutagao no dominio
do tempo discreto, considerando a otimizagdao de desempenho tanto no regime transitério como no permanente.
Mais especificamente, realizamos o projeto da regra de comutacdo em dois passos sequenciais. No primeiro,
obtivemos um subconjunto de ciclos limites candidatos X,(c) € X;, que é determinado de acordo com algum
critério de interesse escolhido pelo projetista, como por exemplo os apresentado em (5.11) e (5.12). No segundo
passo, determinamos a regra de comutagao dependente do estado, que assegura estabilidade assintotica global
do ciclo limite A € X, correspondente ao menor custo garantido Ha ou Ho, obtidos, respectivamente, pelos
Corolarios 5.1 ou 5.2.

E importante destacar também que, considerando um dos critérios (5.11) ou (5.12), sempre que X, nio
for vazio, existem pelo menos & ciclos limites candidatos, que sao versdes deslocadas entre si. Como exemplo,
as sequéncias {(1,2,2,1),(2,2,1,1),(2,1,1,2),(1,1,2,2)} fornecem o mesmo ciclo limite, mas para diferentes
condigdes iniciais z.[0]. Sendo assim, se um deles estd contido em €4(x) os demais também estdo. Note que
quando este cendrio ocorre para projeto de controle Hs, a otimizagdo referente ao ciclo limite X.(c) € X,
consiste em determinar a condigdo inicial x.[0] que minimiza o custo garantido. Em contrapartida, no caso
Hoo 0 procedimento produz o mesmo limitante superior p para todas as versdes deslocadas, pois o problema de
otimizagdo do Corolario 5.2 é independente de x.[0]. No préximo, exemplo, colocamos em evidéncia a eficicia

das metodologias propostas nos Corolarios 5.1 e 5.2.

Exemplo 5.2. Considere o sistema afim com comutagio (5.1)-(5.2) composto por trés subsistemas instaveis
definidos por

1 01 0 1 01 0 [ 1 0,1 0
Ai=10 1 0], A,=|l0 1 0], As=1[-02 08 0, (5.42)
05 -1 0,1 0,2 0 0,01 | -3 =35 09
0,1 0 0,1 —1]
bi=1| 0|, by=|-01], bg=|-001|, Hi= | 1|, i€e{1,2,3} (5.43)
0,05 0 -0,3 1)

e as matrizes de saida dadas por E; = I3 e G; = 0 para todo i € {1,2,3}. Neste exemplo, o objetivo é manter o
valor médio da primeira componente do estado préximo de 1 quando a trajetéria do sistema (5.1)-(5.2) atingir o
regime permanente. Neste sentido, para x = 3, utilizamos o critério (5.11) adotandoI' =[1 00] e z, = [1 7 7]/,
em que o simbolo “?” indica termos sem importancia. Como resultado, obtivemos um subconjunto com 13
ciclos limites candidatos X, C X.

Assim, para ilustrar os resultados relacionados ao projeto de controle Ho, resolvemos o problema de
otimizagdo do Coroldrio 5.1 para o subconjunto X5 € X e o[—1] = ¢ = 2. Para este caso, obtivemos o custo
garantido de Jy5 = 27,6896 associado a sequéncia de comutagdo ¢ = (2 3 3) e o ciclo limite 6timo X definido
pela sequéncia

0,6272 0,5661 0,5950
(ze]0], ze[1], ze[2]) = —0,6108| , [ —0,7108| , [ —0,6785 (5.44)
0,8385 0,1338 0,6099
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Utilizando as matrizes P[n] fornecidas pela solu¢do do Coroldrio 5.1, implementamos a regra de comutagio
(5.20) e obtivemos o custo verdadeiro J3(0) = 17,3450. As Figuras 5.4 e 5.5 apresentam as trajetérias do estado
¢[n] e a sequéncia de comutacdo o[n] obtidas. A Figura 5.6 apresenta o ciclo limite X* com a trajetéria z[n)
evoluindo de z[0] = [-0.4728 0.2215 1.1251]’, enquanto que a Figura 5.7 exibe apenas o ciclo limite obtido.
Como esperado, note que as trajetorias z[n| convergiram para o ciclo limite projetado, enquanto £[n] convergiu
para a origem.
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Figura 5.4: Trajetéria do estado auxiliar &[n] (pro- Figura 5.5: Sequéncia de comutagdo (projeto de
jeto de controle Hs) controle Hs)

za[n] 4 05 z1[n) za[n] -0.75 0.6 z1[n)]
Figura 5.6: Trajetérias de estado convergindo para Figura 5.7: Zoom no ciclo limite X* (projeto de
o ciclo limite X* (projeto de controle Hs) controle Hs)

Para ilustrar os resultados relacionados ao projeto de controle H.,, adotamos o mesmo critério para o
regime permanente, o que implica na utilizacao do mesmo subconjunto de ciclos limites candidatos, dados por
X, C X. Resolvemos o problema de otimizacao do Corolario 5.2 e obtivemos o custo garantido ,/p = 22,1196
associado a trés diferentes sequéncias de comutagdo deslocadas entre si {(1 3 3),(3 1 3),(3 3 1)}. Este resultado
jé era esperado visto que o problema de otimizacdo para o caso Ho independe da condigdo inicial. Adotando
a primeira sequéncia de comutagdo ¢ = (1 3 3), o ciclo limite 6timo X* é dado por

1,4724 1,4700 1,4676
(2e]0], ze[1], ze[2]) = | |-1,0239] , | -1,0239| , | —0,9521 (5.45)
—0,9988 1,7103 0,4129
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Para a entrada externa o
5cos (—) , n € [10,40)
_ 5 5.46
wln] = 5, n € [60,80) (5.46)

0, caso contrario

implementamos a regra de comutacdo (5.35) obtendo as trajetérias do estado auxiliar £[n] e a sequéncia de
comutacdo o[n| apresentadas nas Figuras 5.8 e 5.9, respectivamente. Podemos observar que mesmo diante da
perturbagdo w € Ly as trajetérias de £[n] convergiram para a origem.

Os resultados apresentados neste exemplo destacaram a eficicia das regras de comutacao (5.20) e (5.35)
propostas neste capitulo.
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Figura 5.8: Trajetéria do estado auxiliar {[n] (pro-  Figura 5.9: Sequéncia de comutagdo (projeto de
jeto de controle Ho) controle Hoo)

5.5 Consideracoes finais

Neste capitulo, fornecemos condigoes suficientes para o projeto de uma regra de comutagdo dependente
do estado que assegura estabilidade assintdtica global de um ciclo limite X, projetado a partir de algum critério
de interesse para as trajetorias do estado no regime permanente. A metodologia consiste em determinar um
subconjunto de ciclos limites candidatos X5, dentro do qual o ciclo limite 6timo X € X, é selecionado a partir da
minimizacao de um indice de desempenho Hs ou Heo. Além disso, as condi¢oes propostas sao baseadas em uma
funcao de Lyapunov convexa e variante no tempo e sdo descritas em termos de desigualdades matriciais lineares.
E importante destacar que as metodologias que lidam com estabilidade pratica nao sdao capazes de assegurar o
desempenho das trajetérias no regime permanente e ndo permitem a otimizagdo de indices de desempenho Ho
e Hoo, que estdo diretamente relacionadas a estabilidade assintética do sistema. Diferente destas metodologias,
além de levar em conta a otimizacao destes indices, a técnica proposta nesta tese permite um desempenho
satisfatorio tanto no regime transitério como no permanente. Exemplos académicos ilustraram a metodologia
proposta e evidenciaram a eficicia da mesma. Um tépico interessante para pesquisa futura é a generalizagao
desses resultados para tratar o problema de controle de sistemas afins com dados amostrados e incertezas no

modelo.
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CAPITULO 6

APLICACAO PRATICA

“Porque um menino nos nasceu, um filho nos foi dado, e o governo estd sobre os seus ombros.
E ele serd chamado Maravilhoso Conselheiro, Deus Poderoso, Pai Eterno, Principe da Paz.”

— ISAIAS 9:6

Neste capitulo, o objetivo é aplicar alguns dos resultados apresentados nos capitulos anteriores em pro-
blemas préaticos de engenharia. Na primeira secdo, o sistema considerado é uma suspensdo ativa baseada no
modelo de um quarto de veiculo, que pode ser representada matematicamente por um sistema linear. O objetivo
é projetar uma lei de controle com comutacao de forma a otimizar indices de desempenho Hs ou Hso. Neste
mecanismo, supomos que o estado nao estd disponivel para a realimentacao e realizamos o projeto de controle
baseado em duas técnicas distintas. Na primeira, utilizamos as condi¢oes de projeto Ho obtidas no Capitulo 3,
que tratam realimentagao estdtica de saida, e projetamos, de forma independente, duas estruturas de controle.
Primeiramente, determinamos para cada subsistema o ganho 6timo de realimentacao estatica de saida através
do método de Kleinman-Newton Generalizado. Em um segundo momento, com os subsistemas em malha fe-
chada completamente definidos, projetamos a funcdo de comutagao dependente da saida medida através das
condicoes do Teorema 3.1. Na segunda técnica, utilizamos os resultados do Teorema 4.2 obtidos no Capitulo
4 para o projeto de controle dindmico via realimentagio de saida visando otimizar um indice de desempenho
Hoo- Neste caso, o intuito é projetar de maneira conjunta um controlador dindmico de ordem completa e uma
regra de comutacdo que, além de assegurar estabilidade exponencial global da origem, minimiza a influéncia da
entrada de pertubacao na saida controlada, o que é definido como um problema de controle H,. Na segunda
secdo, o exemplo considerado é fornecido pela referéncia Benmiloud et al. [2019] e consiste no controle de um
conversor CC-CC alimentando uma carga indutiva, que é modelado como um sistema afim com comutacéo.
Neste caso, consideramos que o estado esta disponivel para realimentagao e utilizamos os resultados apresen-
tados no Capitulo 5 para tratar o projeto de controle Hy e Hoo de forma a assegurar estabilidade assintética
global de um ciclo limite. Nosso objetivo é otimizar o desempenho do sistema tanto do regime transitério como
no regime permanente. O regime permanente é regulado através do projeto adequado do ciclo limite, enquanto
que o regime transitério é otimizado através da minimizacao dos indices de desempenho Hs ou Hs. No caso
Ho serd analisado o sistema de partida (system start-up) em que as condigdes iniciais sdo nulas, enquanto que
no caso H analisaremos a atenuacgao pela regra de comutacdo de alguma perturbacao na fonte de alimentagao,

como oscilagdes ou quedas bruscas de tensao.

6.1 Suspensao Ativa

O sistema utilizado para a validacao experimental das técnicas de controle dos Teoremas 3.1 e 4.2 é uma

suspensao ativa que representa o modelo de um quarto de veiculo. Esta suspensdo consiste em trés placas, que
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Figura 6.1: Sistema de suspensédo ativa (& esquerda) e diagrama esquemético (& direita)

| Parametros da suspensao ativa |

M, Massa suspensa (massa de um quarto do chassi) 2,45 (kg
Mys Massa ndo-suspensa (massa da roda) 1,00 [kg

K, Coeficientes de rigidez linear da suspensao 980,00 [N/m]
Kus Coeficientes de rigidez linear do pneu 2.500,00 [N/m)
B, | Coeficientes de amortecimentos linear da suspensao 7,50 [Ns/m
Buys Coeficientes de amortecimentos linear do pneu 5,00 [Ns/m

Tabela 6.1: Pardametros da suspensao ativa

deslizam ao longo de eixos verticais através de rolamentos lineares, ou seja, os amortecedores, e sdo suportadas
por um conjunto de molas, como ilustrado na Figura 6.1 & esquerda. A placa superior (em azul) representa
a massa de um quarto do chassi do veiculo, também denominada massa suspensa. A placa intermedidria (em
vermelho) corresponde a uma das rodas do veiculo, e é denominada massa nio-suspensa. Por dltimo, a placa
inferior (em cinza) simula as perturbagoes proveniente do solo. A placa superior é conectada a um motor CC
através de um controlador que atua no sentido de compensar dinamicamente os movimentos introduzidos pelo
solo. A placa inferior é acionada por um motor CC, que é utilizado para simular diferentes perfis de solo. A
Figura 6.1 a direita ilustra um diagrama esquematico do modelo dindmico da suspensdo ativa e a Tabela 6.1
apresenta a descri¢do dos parametros da suspensao e seus respectivos valores numéricos, os quais sao fornecidos
pela referéncia Quanser [2012].

No que se refere as varidveis do sistema, temos que z5 e z,s correspondem, respectivamente, aos deslo-
camentos verticais das massas suspensa e nao-suspensa com relagdo as suas posicoes estaticas. A entrada de
controle é fornecida pelo atuador que gera a forga F, e o deslocamento proveniente do solo é denotado por z,.
Definindo o vetor de estado como & = [z5 — 2ys Zs Zus — 2r Zus|, & entrada de controle como u = F, e a entrada

externa como w = %, a suspensao ativa é representada pela seguinte realizacdo em espaco de estado no dominio
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do tempo continuo

z(t) = Az(t) + Bu(t) + Hw(t) (6.1)
z(t) = Exx(t) + Foult) (6.2)
y(t) = Ca(t) (6.3)
com as matrizes
[0 1 0 1] [0 ] 0
K B 0 B 1 0
A= | M M; M B=| Ms| = , (6.4)
0 0 0 1 0 -1
K, B Kys Bs + By, B 1 Bys
L Mus Mus Mus Mus B L Mus- Mus
1 0 1 0
C= (6.5)
01 0 O

e as matrizes &; e F;, Vi € K, que serdo definidas mais adiante com dois possiveis critérios conflitantes. Além
disso, note que a matriz C indica que apenas y = [z5 — 2 5] estd disponivel para medigao.

Efetuada a descricdo do sistema no dominio do tempo continuo, assumimos que a entrada de controle é
constante por partes

u(t) = u(ty,) = u(nh) = uln|, t € [tn,tnt1) (6.6)

em que {t, }nen 80 sucessivos instantes de amostragem e h > 0 é o periodo de amostragem tal que h = t,, 11 —t,.
Em aplicages préticas, essa restricdo é importante para evitar que a entrada de controle u(t) seja atualizada
em tempo real, o que geralmente é muito dificil devido a restrigoes fisicas do equipamento, como por exemplo,
o tempo de processamento no caso de sistemas embarcados, a limitagdo da largura de banda do canal de
comunicacao no caso de controle em rede, entre outras. Assumindo também que a entrada externa é constante

por partes, obtemos o seguinte sistema linear com comutacao no dominio do tempo discreto

xz[n + 1] = Az[n] + Bu[n] + Hw|n) (6.7)
z[n] = Eyx[n] + Fyuln] (6.8)
y[n] = Cz[n] (6.9)

que é equivalente a (6.1)-(6.3) no sentido de que fornece o mesmo desempenho, veja Souza et al. [2014] para
maiores detalhes. As matrizes do sistema (6.7)-(6.9) sdo obtidas pelo procedimento proposto na referéncia Souza
et al. [2014], que fornece as seguintes identidades

Ei| | B

) W
=AM :/ eitElg et dt (6.10)
0 I E’I FZ’ 0
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com
~ Ai B, -
A = , &i=1& Fi (6.11)
0 0
No caso do indice de desempenho Ho, definimos B, = B, B, = B e H = H, o que fornece uma saida controlada

que satisfaz
1z[nlllz = 1212 :/0 z(t)"2(t)dt (6.12)

No que se refere ao indice de desempenho H., temos que B, = [B H] e B, = [B H], o que assegura a seguinte

igualdade

sup ZneNZ[TL]/Z[TL] = sup M
wnels M openwlnlwln]  wer, [§7w(t)w(t)dt

Para ambos os casos, a saida medida é tal que C' = C. Apéds apresentar o método de discretizagdao do sistema

(6.13)

(6.1)-(6.3), o objetivo agora é validar experimentalmente os projetos de controle propostos nos Teoremas 3.1 e

4.2, como é realizado em sequéncia.
6.1.1 Realimentacao estatica de saida

Considerando a lei de controle (3.4) dada por
u[n] = Lyy[n] (6.14)

0 objetivo é o projeto de uma regra de comutagao dependente da saida medida o(y) e de ganhos de realimentagao
de saida L;, Vi € K, que assegurem estabilidade exponencial global da origem e um custo garantido Hs para o

sistema (6.7)-(6.9). Para esta finalidade, adotamos as seguintes matrizes, que definem a saida controlada

&= Lot 0, & = 202 0, ]-‘1:10’30, ]-'2:10*40 (6.15)
0 0 0O 0 0 0O 3 3
Utilizando o método de discretizacao definido por (6.10) e (6.11) com h = 50 [ms] para o caso Hsz, obtivemos o
sistema com comutacao (6.7)-(6.9).

A ideia agora é realizar o projeto dos ganhos L;, Vi € K, e da regra de comutacio o(y) de forma
independente. Para a determinacdo dos ganhos 6timos de cada subsistema, resolvemos o problema (3.42) com o
ganho pertence a classe .%, dado em (3.43). Este problema é ndo-convexo e foi resolvido através do método de
Kleinman-Newton Generalizado descrito no Algoritmo 1, o que resultou nos ganhos de realimentacao estatica

de saida

L, = [58,1079 — 12,1830], Lg=[-519,8825 — 72,9635] (6.16)

que nos permite obter as matrizes do sistema em malha fechada definidas por (3.41). Os indices de desempenho
Ho associados a cada um dos subsistemas sdo dados por Jas € {0,1701;0,1812}, respectivamente. Adotando as
matrizes em malha fechada (Ar,, Er,), @ = {1,2} e resolvendo as condigdes do Teorema 3.1 com as substitui¢oes
(AL,, Er,) — (A,,E)), kK =2 e o[—1] = ¢ = 1, obtivemos o custo garantido Jos = 0,1212, o que indica uma
melhoria de desempenho superior a 28% quando comparado ao caso em que o[n] = 1, Vn € N, que corresponde

ao melhor custo Hs para caso em que o sistema nao comuta. Além disso, associado ao custo garantido 6timo
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obtivemos a sequéncia de comutacdo €3(2) = (1 2) e as matrizes U[n], Pln| e R;[n], para todo n € [0,k) e
i = i[n] € K. As duas primeiras matrizes sdo utilizadas no Coroldrio 3.1 para obter R;[n], Vi # i[n]. As
matrizes L; e R;(n) definidas para todo i € K e n € [0, k) sdo entdo usadas para sintetizar a lei de controle de
interesse (6.14).

Para o deslocamento proveniente do solo z,, consideramos um sinal de onda quadrada com amplitude
de 0,02 [m], periodo de 4 [s] e 50% de largura de pulso. No intuito de obter a entrada externa w = 2., o

deslocamento z, foi diferenciado por um filtro, cuja funcao de transferéncia é apresentada abaixo.

S

Gtrans(s) = (0001S+ 1)2

(6.17)

Assim, considerando a entrada externa descrita anteriormente e as varidveis matriciais obtidas da solugao do
Teorema 3.1 e do Coroldrio 3.1, implementamos a lei de controle (6.14) com a regra de comutagdo (3.14). Este
experimento é dividido em duas situagoes. Na primeira, que ocorre no intervalo ¢ € [0,4), o sistema estd em
malha aberta, ou seja, u(t) = 0, V¢t € [0,4). Na segunda, que corresponde ao intervalo t € [4,8], adotamos a
lei de controle (6.14). As Figuras 6.2 e 6.3 apresentam, respectivamente, a aceleragio 25 e o deslocamento z
da massa suspensa. A Figura 6.4 apresenta o deslocamento da massa nao-suspensa dado por z,s. Finalmente,
as Figuras 6.5 e 6.6 ilustram, respectivamente, a entrada de controle u e a sequéncia de comutacao o. Com a
finalidade de facilitar a compreensao do leitor, as linhas sélidas representam as medidas, as linhas tracejadas
os dados de simulacdo, e as linhas pontilhadas o deslocamento proveniente do solo z,. E importante salientar
que existe uma pequena diferenca (cerca de 2 [mm]) entre os deslocamentos experimentais e simulado no regime
permanente, isso ocorre devido a presenca de algumas nao linearidades comuns em sistemas mecénicos que
nao consideramos no modelo da suspensao como, por exemplo, o atrito de Coulomb. Todavia, observando os
resultados apresentados nas Figuras 6.2, 6.3, 6.4, 6.5 e 6.6 podemos afirmar que a regra de comutacao foi muito

eficaz no controle da suspensao ativa e, portanto, valida a teoria proposta no Capitulo 3.

Malha aberta Malha fechada
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Figura 6.2: Aceleragio da massa suspensa Z,(t) (Realimentacgdo estatica de saida, projeto de controle Hs)
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Malha aberta Malha fechada
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Figura 6.3: Deslocamento da massa suspensa z5(t) (Realimentacdo estatica de saida, projeto de controle Hs)
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Figura 6.4: Deslocamento da massa nao-suspensa z,s(t) (Realimentacdo estética de saida, projeto de controle

Hs)
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Figura 6.5: Esfor¢o de controle u[n] (Realimentacao esttica de saida, projeto de controle Hz)
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Malha aberta Malha fechada
T
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Figura 6.6: Sequéncia de comutagio o(y) (Realimentagio estdtica de saida, projeto de controle Hs)

6.1.2 Realimentacao dinamica de saida

Nesta subsecao, o objetivo € aplicar os resultados do Teorema 4.2 para realizar o controle H ., da suspensao
ativa apresentada anteriormente.

Mais especificamente, desejamos projetar conjuntamente uma regra de comutagdao dependente da saida
medida, definida por (4.20), e um controlador dindmico com comutagio, dado por (4.4)-(4.5), que assegurem
estabilidade exponencial global da origem e garantam um limitante superior para o indice de desempenho H..
Note que diferente da regra de comutagio (3.14) que depende diretamente da saida medida y, implementada
na subsegdo anterior, a adotada nesta abordagem, definida por (4.20), depende de y por meio do estado do
controlador .

Para este caso, as matrizes da saida controlada sao dadas por

20 0 100 O 0 15 0 3 0 0

51 = y 52 = ) ‘Fl = ) ‘FQ = (618)

00 0 O 0 0 0O 0,5 0,05
Considerando a lei de controle constante por partes (6.6), o sistema a tempo discreto (6.7)-(6.9) equi-
valente ao modelo (6.1)-(6.3) da suspensdo ativa é obtido por (6.10)-(6.11) com h = 10 [ms]. Para fins de
comparacao, resolvemos para cada subsistema o problema de otimizagao convexa proposto em de Oliveira et al.
[2002], que trata do projeto de um controlador dindmico Ho, para sistemas lineares invariantes no tempo. De
acordo com esta referéncia, para esta classe de sistemas existe um controlador da forma (4.4)-(4.5), considerando

oc[n] =i, Vi € K, tal que Jo(0.) = p se e somente se existirem matrizes simétricas P, M e matrizes J, Q, X,

L, R, Y, T, S solucao do seguinte problema de otimizacao convexa

inf p (6.19)
P>0,J,M,Q,X,L,R,Y,T,S
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sujeito a ) )
P ° ° ° ° °

J’ M ° ° . .

X'A'+L'B’ Q' X+X' —-P ° ° .

>0 (6.20)

A'+C'R'B AY' +C'T I+S—J Y+Y' — M ° .

H +D'R'B HY'+DT 0 0 I °

0 0 EX+ FL E+FRC G+ FRD pl

Por se tratar de um tnico subsistema, omitimos a dependéncia de indice destas LMIs. Resolvendo o
problema de otimizacao (6.19) obtivemos |/p1 = 2,2372 e \/pz = 1,8052 para o primeiro e segundo subsistemas,
respectivamente.

Posteriormente, para avaliar o efeito da lei de controle com comutagao, resolvemos o problema de oti-
mizagao (4.55) do Teorema 4.2 para x = 2, obtendo /p = 1,3532 associado & sequéncia 6tima €3(2) = (2 1).
Comparando este resultado com menor custo individual dos subsistemas, podemos verificar que houve uma
reducdo superior a 25%.

Adotando V' = I obtivemos as matrizes do controlador dindmico com comutagdo (4.4)-(4.5) utilizando
(4.36) e as matrizes R; [n] para i € K importantes para a implementagdo da regra de comutagdo. Vale lembrar
que R;[n] é determinada diretamente da solugio do Teorema 4.2 para i = i[n] e obtida de (4.66) para o caso
em que i # i[n].

Como na subsecdo anterior, a validagdo experimental é dividida em duas situa¢des. Na primeira, que
ocorre para t € [0;2,5), o sistema estd em malha aberta. Na segunda, que corresponde a t € [2,5;5], o sistema
est4 em malha fechada com a entrada de controle dada por u(t) = Cri[t,] + Doyltn], ¥t € [tn,tns1). A variagio
do deslocamento proveniente do solo é uma fungdo constante por partes definida como z,.(t) = 0,02sen(wnt,,),
t € [tn,tnt1) durante o intervalo de tempo [0;1,5) e 2.(t) = 0 caso contrério. Para ¢t > 2,5, adotamos a mesma
funcao mas deslocada de 2,5 segundos. As Figuras 6.7 e 6.8, apresentam, respectivamente, a aceleracdo Z5 e o
deslocamento zs da massa suspensa. A Figura 6.9 apresenta o deslocamento da massa nao-suspensa dado por
zus- Finalmente, as Figuras 6.10 e 6.11 ilustram, respectivamente, a entrada de controle v e a sequéncia de
comutagao o. Nestas figuras, linhas solidas representam os dados experimentais, linhas tracejadas representam
os dados simulados e as pontilhadas o deslocamento proveniente do solo z,. O resultado da aplicacdao prética

coloca em evidéncia a eficicia e a validade da metodologia proposta no Capitulo 4.
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Figura 6.7: Aceleragdo da massa suspensa Z,(t) (Realimentagdo dindmica de saida, projeto de controle Ho)
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Figura 6.8: Deslocamento da massa suspensa z,(t) (Realimentagdo dindmica de saida, projeto de controle Ho)
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Figura 6.9: Deslocamento da massa ndo-suspensa z,s(t) (Realimentagdo dindmica de saida, projeto de controle

Hoo)
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Figura 6.10: Esforco de controle u[n] (Realimentagdo dindmica de saida, projeto de controle Ho)
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Figura 6.11: Sequéncia de comutagio o(y) (Realimentagdo dindmica de saida, projeto de controle Hoo)
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6.2 Conversor CC-CC

Este sistema foi retirado da referéncia Benmiloud et al. [2019] que, assim como o Capitulo 5, trata
estabilidade assintdtica de um ciclo limite. Entretanto, Benmiloud et al. [2019] considera sistemas afins com
comutagdo no dominio do tempo continuo e garante apenas estabilidade local. O modelo dinamico consiste de
um conversor CC-CC que alimenta uma carga indutiva e é composto por uma associagao de trés células, cada
uma delas com um par de comutadores que operam de forma complementar (isto é, quando s; estd aberto sy
estd fechado). O sinal de controle associado & k-ésima célula de comutagao é denotado por g, k = {1,2,3}, em
que N = 1 (nr = 0) indica que a chave superior estd fechada (aberta) e a chave inferior estd aberta (fechada).

A Figura 6.12 apresenta o esquemético deste sistema, cujos pardmetros sdo Vg, = 60 [V], Cy1 = Caa = 40 |

pF), Lo =5 [mH] e R, = 20 [].
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[i]1 2 3 4 5 6 7 8]
m][0 1 0 1 0 I 0 1
[0 0 1 1 0 0 1 1
30 0 0 0 1 1 1 1

Tabela 6.2: Valores 11, 72, e 3 para cada modo de operacdo @

592 S3

P S S
Ca2

I R R, L.
Ve vy Cgq__ w1
L L 2 L 2

X

S4 S5 56

Figura 6.12: Diagrama esquemético de um conversor de trés células.

Essa topologia apresenta N = 8 modos de operagdo (ou subsistemas) que dependem do estado (aberto
ou fechado) das chaves de cada uma das células 71, 2 e 13, que sdo usadas para definir a regra de comutagio
o como apresentada na Tabela 6.2.

Este conversor pode ser modelado como um sistema afim com comutagdao no dominio do tempo continuo

2(t) = Asz(t) + 9o + How(t) (6.21)
ze(t) = Epx(t) + Gow(t) (6.22)
em que o estado é definido como z(t) = [vi(t) va(t) i0(t)]. A entrada de pertubacdo w(t) representa um

distirbio e o é a regra de comutacio a ser projetada. As matrizes do sistema séo dadas por

0 0 zem 0 100

Ai=| 0 0 BRI, gi=| 0 |, &=10 10 (6.23)
— —n- —R. Vien:
7l Pl RZE 0o

Gi=0e H; € R?, Vi € K, que serd definida mais adiante. Para tratar este problema no dominio do tempo
discreto, garantindo um limitante superior para a frequéncia de comutagao, um periodo de amostragem h = 0,1

[ms] foi utilizado, de forma a fazer com que a regra de comutacio respeite a restrigdo
o(t) = o(tn) = on], Vt € [tn,tn41) (6.24)

em que t,, = nh é o n-ésimo instante de amostragem. Denotando z(t,) = z[n], Vn € N, consideramos novamente
o procedimento de discretizagdo exata proposto na referéncia Souza et al. [2014], que fornece uma saida contro-

lada satisfazendo (6.12). Logo, a norma L, das saidas controladas z(t) e z[n] sdo idénticas. Assim, adotando o
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procedimento mencionado, obtemos o seguinte sistema afim com comutagao no dominio do tempo discreto

z[n+ 1] = Asz[n] + by + How[n] (6.25)
z[n] = Eyz[n] + Gown) (6.26)
cujas as matrizes sao dadas por
!
A; [b; H; - E! E! hoo
S O / AL e dt (6.27)
0 1 G| |G 0
com
- Al i ,Hl ~
Ai = loi ] , &i=1[8 Gi (6.28)
0 0

para todo ¢ € K, assumindo que a entrada externa w(t) = w(ty,), Vt € [tn,tn+1), é constante por partes, o que
de fato é uma aproximagio razodvel para uma pertubagdo em baixa frequéncia w(t).

No que se refere ao sistema a tempo discreto, nosso objetivo é projetar um ciclo limite X e uma regra
de comutagao o(£[n]) capaz de conduzir as trajetérias do estado x[n] a partir de uma condigdo inicial arbitraria
até o ciclo limite A projetado, assegurando um indice de desempenho H2 ou Ho. Estes indices sdo tratados de
maneira separada na sequéncia. Diferente dos resultados propostos em Benmiloud et al. [2019], que garantem
apenas a estabilidade local, a metodologia desenvolvida no Capitulo 5 assegura estabilidade assintotica global
do ciclo limite X.

Entretanto, antes de prosseguir com o projeto de controle, um conjunto de ciclos limites candidatos deve
ser determinado. Assim sendo, o ciclo limite X deve ser selecionado com a finalidade de manter uma distancia
méaxima adequada do estado do sistema em regime permanente ao ponto de referéncia x, = [Vac/3 2Vac/3 Iref],
com a varidvel livre Icy € [0, Iimaz), em que Lyae = Vae/R. é a méxima corrente possivel na saida do conversor.
Note que z, nio é ponto de equilibrio de nenhum dos subsistemas e, consequentemente, estabilidade assintética
para este ponto é impossivel no dominio do tempo discreto. Nosso objetivo é alcancado considerando k = 6 e

adotando (5.12) com

05 0 0
'=(0 05 0 (6.29)
0 0 0

a fim de construir o conjunto de ciclos limites candidatos Xs. Logo, utilizando estes pardmetros, obtivemos
trinta ciclos limites candidatos, a partir dos quais aquele que fornece a melhor resposta transitoria é escolhido.
Observe que a matriz I' impoe que as tensdes v e vo nao devem diferir mais que 2 [V'] dos valores especificados

em x, durante o regime permanente.
6.2.1 Projeto de controle H,

Nesta subsegdo, o objetivo é o projeto de uma regra de comutagdo o(£[n]) que otimiza a resposta em
regime transitério do sistema a tempo discreto (6.25)-(6.26), evoluindo de uma condigédo inicial nula z[0] = 0,

o0 que representa o sistema de partida (system start-up). Considerando que, no caso Ho, a entrada externa nao
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é constante por partes, mas do tipo impulsiva, as matrizes H;, Vi € K, sdo determinadas de forma diferente do
procedimento de discretizagdo fornecido em (6.27)-(6.28). Para w[n] = §[n + 1], z[—1] = z.[—1] e escolhendo
o|—1] = ¢[k—1] = ¢, as matrizes no dominio do tempo discreto sdo dadas por H; = —z.[0], Vi € K, o que implica
na condi¢ao inicial z[0] = 0. Sob estas consideragoes, resolvendo o problema de otimizagao (5.28) presente no
Corolério 5.1, obtivemos o custo garantido Jos = 37,7903 associado & sequéncia ¢ = (513 1 2 1) e o ciclo limite

6timo A definido pelo periodo fundamental

19,5989 19,5989| [19,5989| [20,8722| [20,8722| [19,5989
(ze[0], -+, we[5]) = | |39,4582] , |40,7315]| , |40,7315| , [39,4582| , |39,4582] , | 39,4582 (6.30)
0,4031 0,5983 0,4011 0,5961 0,3996 0,6014

Implementando a regra de comutagdo o(&[n]), Vn € N, dada por (5.20), obtemos as Figuras 6.13 e 6.14 que
apresentam, respectivamente, as tensoes e a corrente ao longo do tempo enquanto que a Figura 6.15 exibe
sequéncia de comutacao correspondente. O plano de fase das trajetérias do sistema em direcao ao ciclo limite é
ilustrado na Figura 6.16 e um destaque no ciclo limite operando em regime permanente é apresentado na Figura
6.17, em que a seta indica a direcao da trajetéria do estado. Avaliando numericamente o indice de desempenho
Ho dado por (2.63), obtivemos o custo verdadeiro Jo = 1,0424, o que coloca em evidéncia a eficicia da regra
de comutagdo (5.20), visto que adotando a regra de comutagdo periddica on] = ¢[n — m,] o valor do custo

garantido é Jo, = 37,7903.

60 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ; ; 3
——1
—e— Q)
50 2 25
40 - V\M"»M"WMW“J\..«“W"MMW ot
— 4
=
4 —
zg 30 | 1 = 1.5
& '
20r | "1 1 b
10F # ] 05
0 1 1 1 1 L L L L L 0 L L L L L L L L L
0 0001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 0 0001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01
nh [s] nh [s]

Figura 6.13: Tensdes nos capacitores 1 e ¢z (pro-  Figura 6.14: Corrente i, (projeto de controle )
jeto de controle Hs)

6.2.2 Projeto de controle H

Neste momento, o objetivo é o projeto de uma regra da comutagio o(£[n]) que atenua a influéncia de

uma entrada externa, representando uma oscilagdo ou queda de tensao na fonte de entrada Vy.. As quedas de
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o

Figura 6.15: Sequéncia da comutagio (projeto de controle Hs)

30

40
° 50 vy [V]

Figura 6.16: Trajetérias de estado convergindo para o ciclo limite X* (projeto de controle Hs)

tensao sao eventos recorrentes que depreciam a qualidade da poténcia e podem gerar falhas nos equipamentos
sensiveis a variacdo de tensdo como, por exemplo, equipamento médicos, automagoes industriais, entre outros,
veja a referéncia Dargahi et al. [2012] para detalhes.

Neste caso, consideramos as matrizes no dominio do tempo continuo H; = [0 0 n3/L.), Vi € K, que
modela a entrada externa w(t) como uma variagdo da tensdo de entrada em torno do valor de V4.. Adotando
o sistema a tempo discreto (6.25)-(6.26) com as matrizes dadas por (6.27) e (6.28), um ciclo limite X €
X5 deve ser escolhido com a finalidade de minimizar o parametro p. Deste modo, resolvendo o problema
de otimizacao (5.32) do Corolario 5.2, obtivemos o custo garantido /p = 0,01906 associado & sequéncia de
comutagdo ¢ = (31215 1) que corresponde ao ciclo limite 6timo X¥, coincidente com ciclo limite étimo do
caso Ho deslocado de duas posigdes. Implementando a regra de comutagdo o(£[n]) dada por (5.35), iniciando o

sistema de x[0] = z.[0] = [19,5989 40,7315 0,4011])’ e considerando a seguinte entrada externa
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V9 [V]

4 21 vy [V]

Figura 6.17: Zoom no ciclo limite X* (projeto de controle Hs)

10sen(120whn), n € [0,1/h;0,2/h)
wln] = —20, n €[0,3/h;0,4/h) (6.31)
0, caso contrario
obtivemos as trajetérias do estado auxiliar £[n] exibidas na Figura 6.18. As tensdes nos capacitores e a corrente
de saida estao apresentadas, respectivamente, nas Figuras 6.19, 6.20 e 6.21. Além disso, o valor eficaz da corrente
de saida i,[n] foi calculado em trés intervalos diferentes, a saber, oscilagdo de tensdo n € [0,1/h;0,2/h), queda
de tensdo n € [0,3/h;0,4/h) e operagdo regular n € [0;0,1/h) fornecendo 0,5161 [A], 0,4231 [A] e 0,5096 [4],
respectivamente. Estes valores demonstram que a regra de comutacao projetada é muito eficiente na reducao
da influéncia de entrada de pertubacio w[n] no sistema, garantindo uma variacao do valor eficaz da corrente de

aproximadamente 17% durante uma queda de tensdo de 33%, em comparagao com a operagao regular.

;;.;.HU;;.
051 A Al A
il

¢[n]

2 | | | | | | | | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

n

Figura 6.18: Trajetérias do estado £[n] no dominio do tempo discreto (projeto de controle H o)
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Figura 6.19: Tensao no capacitor v; (projeto de controle Ho.)
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Figura 6.20: Tensdo no capacitor ve (projeto de controle Hoo)
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Figura 6.21: Corrente i, (projeto de controle Ho)

6.3 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentadas duas aplicagdes praticas. A primeira delas foi uma suspenséio ativa, que

modelamos como um sistema linear. Nesta aplicacao validamos experimentalmente duas técnicas de controle
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com comutacio apresentadas nos Capitulos 3 e 4, respectivamente, baseadas em realimentagdo de saida. A
diferenca entre as técnicas é que uma delas leva em conta realimentacao estatica enquanto que a outra considera
realimentagao dindmica de saida. Para a primeira, o projeto dos ganhos de realimentacao de saida e da regra de
comutagao foram realizados de forma independente, sendo o objetivo assegurar estabilidade exponencial global
da origem e fornecer um limitante superior para o indice de desempenho Hs. A segunda técnica leva em conta
o projeto conjunto de um controlador dindmico de ordem completa e uma regra de comutagio satisfazendo os
mesmos objetivos de estabilidade, mas assegurando um custo garantido H., de desempenho. Ambas foram
validadas experimentalmente. A segunda aplicagdo consistiu no controle de um conversor CC-CC, o qual é
descrito como um sistema afim com comutagao. Neste caso, um conjunto de ciclos limites foi determinado de
forma a assegurar um bom desempenho no regime permanente. Posteriormente, uma regra de comutagao foi
projetada de forma a assegurar estabilidade assintdtica global de um dos ciclos limites dentro deste conjunto
e garantir um bom desempenho no regime transitorio através da minimizagao de indices de desempenho Hs e
Hoo- As aplicagoes colocam em evidéncia a eficacia das metodologias apresentadas neste trabalho, tanto aquelas

relacionadas aos sistemas lineares quanto aos sistemas afins.
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CAPITULO 7

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

“Eu lhes asseguro: Quem ouve a minha palavra e cré naquele que me enviou, tem a vida
eterna e nao serd condenado, mas ja passou da morte para a vida.”

— JESUS (O NAZARENO)

Neste capitulo vamos destacar as principais contribui¢des apresentadas nesta tese. Primeiramente, alguns
conceitos fundamentais foram apresentados no Capitulo 2, que serviram de base para os capitulos subsequentes.
Mais especificamente, apresentamos alguns dos principais resultados da literatura referentes aos sistemas lineares
com comutagao, que foram utilizados para comparacao e validagao da teoria desenvolvida nos capitulos seguintes.
Além disso, fornecemos alguns resultados de estabilidade para sistemas afins com comutacao a tempo continuo
e destacamos a necessidade e importancia, do ponto de vista tedrico e pratico, de se obter condigoes que levem
em conta uma limitacdo na sua frequéncia de comutacdo. Esta restricio sempre aparece em sistemas a tempo
discreto, devido a propria natureza discreta do sistema. Para esta classe de sistemas, a literatura apresenta
condicoes para estabilidade pratica que nao sdo eficazes para garantir um desempenho adequado no regime
permanente. Vale ressaltar que todos os resultados propostos neste trabalho sdo baseados em uma funcao de
Lyapunov convexa, porém variante no tempo, o que de fato ainda nao havia sido plenamente explorado em
sistemas dindmicos com comutacao.

No contexto dos sistemas lineares com comutacdo no dominio do tempo discreto, a primeira contribui-
cdo importante foi proposta no Capitulo 3, em que sdo fornecidas condigbes para o projeto de controle via
realimentagao estatica de saida de uma regra de comutacdo que assegura estabilidade assintética da origem e
custos garantidos Hs e Hoo. No caso Hso, propusemos uma regra de comutacao mais geral que, além da saida
medida, depende também da entrada externa, sempre que esta tltima estiver disponivel para medi¢do. Além
disso, consideramos o caso em que o sistema apresenta uma lei de controle adicional e realizamos o projeto de
um conjunto de ganhos reais de realimentagao de saida e da regra de comutacao de forma independente. Para o
projeto dos ganhos resolvemos, para cada subsistema isolado, o problema nao-convexo de realimentacao estatica
de saida através do método de Kleinman-Newton Generalizado para, posteriormente, realizar o projeto da regra
de comutacao. Devemos destacar que as condic¢des fornecidas contém como caso particular a regra de comutacao
dependente do estado e, para esta situacao especifica, foi proposta uma solucao para o projeto conjunto dos
ganhos de realimentacdo de estado e da regra de comutacao. Este tltimo resultado foi generalizado no Capitulo
4 para o co-projeto de um controlador dindmico de ordem completa e uma regra de comutacdo dependente
da saida medida, os quais garantem estabilidade exponencial global da origem e um limitante superior para
os indices de desempenho Ho e Hoo. Todos os resultados propostos nos Capitulos 3 e 4 foram ilustrados e
comparados com outras técnicas presentes na literatura através de exemplos académicos. O projeto da regra de
comutacao dependente da saida medida para o caso Ho, proposta no Capitulo 3, e o co-projeto do controlador
dindmico e da regra de comutacao para o caso Hso, fornecido Capitulo 4, foram validados experimentalmente

no controle de uma suspensao ativa, como apresentado no Capitulo 6. Os problemas abordados nos Capitulos 3
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e 4 apresentam como solucdo condigoes expressas em termos de desigualdades matriciais lineares que sdo mais
simples de resolver do que outros métodos disponiveis na literatura como, por exemplo, aqueles baseados em
desigualdades de Lyapunov-Metzler, mas felizmente, ndo sdo mais conservadoras.

No Capitulo 5, nosso foco foram os sistemas afins com comutagdo no dominio do tempo discreto. No
intuito de esclarecer a contribuigao desta tese para esta classe de sistemas, é necessario recapitular que eles sao
mais abrangentes do que os lineares por possuirem varios pontos de equilibrio compondo uma regiao de grande
interesse no espago de estado. Além disso, normalmente, o ponto de equilibrio de interesse néo coincide com o de
nenhum dos subsistemas e, consequentemente, estabilidade assintética deste ponto s é possivel as custas de uma
frequéncia de comutagdo arbitrariamente elevada. Na maioria das vezes, esta frequéncia ndo é implementavel
devido a limitagoes fisicas, como por exemplo, o tempo de resposta das chaves ou o periodo de amostragem em
sistemas embarcados. A literatura apresenta varios resultados lidando com a estabilidade assintética global do
ponto de equilibrio desejado, mas sem considerar nenhum limite sobre a frequéncia de comutagao. Entretanto,
quando algum limite é imposto, os resultados disponiveis garantem apenas que as trajetérias sao guiadas para
uma regiao, tao pequena quanto possivel, contendo o ponto de equilibrio de interesse. Portanto, nada pode ser
concluido a respeito das trajetérias quando as mesmas se encontram em regime permanente no interior da regiao
de atracao. Assim sendo, nao é possivel levar em conta indices de desempenho Hs e Ho, pois eles sao definidos
somente para sistemas assintoticamente estaveis. Neste sentido, a contribuicdo dos resultados fornecidos no
Capitulo 5 consiste no fato de que a solugao proposta garante estabilidade assintotica global de um ciclo limite
e, portanto, permite levar em conta estes indices de desempenho. Além disso, este ciclo limite é projetado de
forma a satisfazer critérios de interesse do projetista no regime permanente cobrindo, assim, uma limitacao
existente nas técnicas disponiveis na literatura. Ademais, ressaltamos que, como no caso dos sistemas lineares,
as condigdes sdo descritas em termos de desigualdades lineares sendo, portanto, simples de serem resolvidas
por algoritmos disponiveis na literatura. Os resultados obtidos neste capitulo foram validados por exemplos
académicos e, também, no controle de um conversor CC-CC, como apresentado no Capitulo 6.

Nossas perspectivas para trabalhos futuros sao listadas abaixo:

e Desenvolvimento de condi¢oes baseadas em uma fungdo de Lyapunov convexa variante no tempo para o
controle de sistemas lineares com comutacao no dominio do tempo continuo. Como no caso do tempo
discreto, o objetivo é assegurar estabilidade exponencial global e um limitante superior para os indices de
desempenho Hy e Ho. Em outras palavras, desejamos tratar problemas equivalentes aos apresentados

nos Capitulos 3 e 4, mas para sistemas a tempo continuo.

e Desejamos realizar o projeto conjunto da regra de comutacao e de ganhos de realimentacao estatica de

saida para ambos os dominios de tempo.

e Desejamos generalizar os resultados aqui apresentados para tratar controle de sistemas com incertezas

politépicas.

e Investigar a consisténcia da regra de comutagado aqui proposta cujas condigoes de estabilidade sao baseadas

em uma func¢ao de Lyapunov convexa variante no tempo.
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APENDICE A

RESULTADOS AUXILIARES EM ANALISE MATRICIAL

“Desde os tempos antigos ninguém ouviu, nenhum ouvido percebeu, e olho nenhum viu outro
Deus, além de ti, que trabalha para aqueles que nele esperam.”

— ISAIAS 64:4

Neste apéndice, apresentamos alguns resultados utilizados neste trabalho. O primeiro é a definicdo das

desigualdades matriciais lineares e, em seguida, o Complemento de Schur.

A.1 Desigualdades matriciais lineares

As desigualdades matriciais lineares surgiram como uma ferramenta poderosa para abordar problemas de
controle aparentemente dificeis, sendo impossiveis, de serem resolvidos de forma analitica. Segundo a referéncia
Scherer and Weiland [2000], embora a histéria das desigualdades matriciais lineares remonte a década de qua-
renta, com grande énfase em seu papel no projeto de controle nos anos sessenta, através do trabalho de Kalman,
Yakubovich, Popov e Willems, apenas durante as tltimas décadas, técnicas poderosas de pontos interiores foram
desenvolvidas para resolver as desigualdades matriciais lineares de maneira praticamente eficiente, para detalhes
consulte Nesterov and Nemirovskii [1994]. Atualmente, estdo disponiveis varios pacotes de softwares comerciais
e ndo-comerciais que permitem codificagoes simples de problemas gerais de controle em classes bem definidas de
problemas de otimizagao. Essas classes de otimizagao incluem, por exemplo: problemas lineares e quadraticos,
problemas semi-definidos, otimizac¢des quadréticas de cone de segunda ordem, problema de soma de quadrados
e otimizagoes robustas. De acordo com a referéncia Boyd et al. [1994], uma desigualdade matricial linear é

definida da seguinte forma

n
i=1
em que Fp,--- , F,, sdo matrizes simétricas reais e = [x1,--- ,2,] é um vetor de varidveis de decisdo escalares

reais desconhecidas.
A desigualdade F'(¢) < 0 significa que = deve tornar a matriz simétrica F'(¢) negativa definida, ou seja, o
méximo autovalor de F(¢) deve ser negativo. No contexto de desigualdades matriciais lineares, duas abordagens

sao consideradas

e O problema de factibilidade que é equivalente a testar se existem varidveis reais x1,-- - ,x, tal que (A.1)

seja garantida.

e O problema de otimizagdo que equivale a minimizar uma funcdo custo c¢(z) = cix1 + - - ¢z, tal que

satisfaga a restrigdo (A.1).

Os problemas do tipo linear sao perfeitamente adequados ao formalismo, mas também problemas quadra-

ticos convexos com restricoes quadraticas podem ser reformuladas nesta configuracao. Observe que o problema
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de otimizagao é uma generalizagdo natural do caso linear no qual as desigualdades sdo determinadas por um

cone convexo de matrizes positivas definidas. Consideramos as desigualdades na sua forma mais geral, dada por
F(X)<0 (A2)

em que X é uma matriz que pertence a um espaco vetorial V de matrizes com dimensao arbitrariamente finita e
em que F(X):V — S" é uma fungdo afim, sendo S” o conjunto de todas as matrizes simétricas de ordem n. As
fungdes afins sdo apresentadas na seguinte forma F(z) = Fy+T(x) em que Fy é fixo e T'(x) é uma transformagao

linear. Assim, estas fungoes afins sdo transformacoes lineares acrescentadas de um valor deslocado.

A.2 Complemento de Schur

Este resultado é uma das mais importantes ferramentas mateméticas no contexto da otimizacao convexa.
Isso porque ele fornece condi¢bes equivalentes de descrever uma desigualdade matricial, o que permite manipula-
¢oOes algébricas importantes. O préoximo lema apresenta o Complemento de Schur como formulado na referéncia
Geromel and Korogui [2011].
Lema A.l. Seja uma matriz simétrica S(¢) € R x(ntm) ¢ ¢ € RS wma varidvel. Define-se S(C) de forma
particionada como:
s0- 15 4]

sendo V(¢) e R"™*™ X (() € S" e Y({) € S™. A desigualdade matricial linear (A.3) € equivalente ds segquintes
desigualdades matriciais ndo lineares

Y(Q) = V(QOX(Q)TVE) >0 e X()>0 (A.4)
X(©O=V(EQYEQTV( >0 e Y()>0 (A.5)

Prova: Neste primeiro momento, o objetivo é provar a equivaléncia entre (A.3) e (A.4). Assim sendo,

definindo as seguintes fungbes matriciais

U = I V(X)) LN = Y()-V(OX()™'V(E) o (A.6)
0 I 0 X(¢)

Note que (A.3) poder ser reescrita como S(¢) = U()N(O)U(C)'. Assim, temos que S(¢) > 0 se e somente
se N(¢) > 0. A prova entre (A.3) e (A.5) é realizada de forma andloga, para isso basta redefinir as fungdes

matriciais (A.6) como

ui) = - , N(O) = - (A7)
VQY(EQ)™ I 0 X(Q)=V(QY)V(C)

Concluindo assim a prova. [
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